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RESUMEN

En este trabajo se presenta un método mediante el cual se obtienen solucio-
nes exactas simples de las ecuaciones de Einstein para modelos cosmologicos
inhomogéneos. El método estd basado en la introduccién de funciones auxilia-
res que permiten escribir las ecuaciones de Einstein en forma tal que es posible
integrarlo explicitamente y encontrar soluciones que se pueden expresar en

términos de funciones simples de las coordenadas utilizadas.

Se considera el caso en el cual el fluido césmico satisface la ecuacion de esta-
do p = p. Las ecuaciones resultantes se integran explicitamente y se encuentra
una solucién general acorde con las consideraciones hechas. La solucion general
se analiza posteriormente considerando en detalle las dos familias de soluciones
particulares contenidas en ésta, restringiendo los valores de los parametros a
fin de obtener un comportamiento fisicamente aceptable. El comportamiento
de los modelos obtenidos se estudia mediante un analisis grafico de las corres-

pondientes densidades.
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ABSTRACT

A method is presented to obtain exact simple solutions of Einstein equa-
tions corresponding to inhomogeneous cosmological models. The method is
based in the introduction of auxiliary functions in order to cast the Einstein
equations in such a way that can be explicitely integrated. Solutions can be
obtained that are expressed in terms of simple functions of the used coordina-

tes.

The case considered correspond to a cosmic fluid with state equation given
by p = p. The resulting equations are explicitely integrated and a general solu-
tion is obtained agree with the assumed considerations. The general solution is
then analyzed by considering the two specific families of particular solutions.
The parameters are restricted in order to have a physically acceptable beha-
viour. The behaviour of the models is studied by means of a graphical analysis

of the corresponding densities.
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INTRODUCCION

Un problema importante en la teoria general de la relatividad es el de la
obtencion de soluciones exactas de las Ecuaciones de Einstein que correspondan
a configuraciones fisicamente aceptables [1]; ahora bien, dentro del estudio de
dichas soluciones existen basicamente dos clases de problemas: la obtencion de

soluciones y la interpretacon fisica de estas.

Debido a la naturaleza de las ecuaciones de Einstein, un sistema no-lineal
de ecuaciones diferenciales parciales, la obtencion de soluciones exactas es un
problema sorprendentemente complicado, el cual ha sido sélo resuelto en casos
simples altamente simétricos; es por esto que el trabajo de investigacién sobre
el problema de la obtencién de soluciones exactas se concreta basicamente,
de una parte, en encontrar nuevas soluciones de las ecuaciones de Einstein
y, de otra parte, en desarrollar técnicas de generaciéon de soluciones exactas,
las cuales no solo conllevan a importantes resultados ya conocidos, sino que

también generan nuevas soluciones [2].

Desde su formacién el Grupo de Investigacion en Relatividad y Gravitacién
(GIRG) ha dirigido sus esfuerzos a la obtencién e interpretacién de soluciones
exactas de las ecuaciones de Einstein para el caso de espacio-tiempos estacio-

narios axialmente simétricos. La ventaja de considerar esta clase de soluciones



radica en que la simetria del tensor métrico garantiza que las Ecuaciones de
Einstein constituyen un sistema completamente integrable de ecuaciones dife-
renciales parciales [3, 4]. Como resultado de este programa de investigacion, se
han obtenido resultados tanto en la obtencién de soluciones exactas [5 - 13],
como en la direccion de su interpretacion en términos de modelos relativistas

de discos [14 - 24].

Como consecuencia del trabajo realizado en el estudio de espacio-tiempos
estacionarios axialmente simétricos, el GIRG ha adquirido una experiencia en
el manejo de ciertos métodos necesarios para resolver el sistema de ecuacio-
nes diferenciales correspondiente. Dichos métodos se basan en la introduccién
de algunas funciones auxiliares que permiten llevar el sistema de ecuaciones
diferenciales a una forma tal que es posible integrarlo explicitamente y encon-
trar soluciones que pueden expresarse en términos de funciones simples de las

coordenadas utilizadas.

El GIRG pretende actualmente utilizar esta experiencia para aplicar dichos
métodos a otra clase de espacio-tiempos con otra clase de simetrias que satis-
fagan un sistema de ecuaciones diferenciales solucionable de un modo equiva-
lente. Un caso de espacio-tiempos a los cuales pueden aplicarse dichos métodos
son los correspondientes a los modelos cosmoldgicos inhomogéneos, construidos
partiendo de una métrica tipo Einstein-Rosen [1], la cual es diagonal y sélo
depende de las coordenadas t y r, donde t es una coordenada temporal y r

toma valores en el rango [0, 00).

El objetivo principal de este trabajo es obtener soluciones exactas simples
de las ecuaciones de Einstein para modelos cosmolégicos inhomogéneos cuyo
contenido de materia estda descrito por un tensor de momentum-energia con

ecuacion de estado p = p. De acuerdo con esto, en el capitulo 1 se presenta la



forma especifica de la métrica considerada y se expresan las ecuaciones dindmi-
cas del modelo en su forma general. Posteriormente se introduce la suposicién
de irrotacionalidad del fluido y se obtienen las expresiones correspondientes
para la densidad del fluido, las ecuaciones de evolucién y las ecuaciones de

Einstein como consecuencia de dicha suposicién.

En el capitulo 2 se encuentra una solucion general para el sistema de ecua-
ciones de Einstein mediante un procedimiento que permite simplificar dicho
sistema de ecuaciones y obtener soluciones explicitas en términos de funcio-
nes simples. Igualmente se obtienen expresiones para el tensor de momentum
y energia y las variables del fluido y se resuelve el sistema de ecuaciones de
Einstein en forma general. A continuacién, en el capitulo 3, se analiza la solu-
cién general considerando en detalle dos familias de soluciones particulares y
restringiendo los valores de las constantes de tal manera que la densidad y la

velocidad presenten un comportamiento fisicamente aceptable.



Capitulo 1

MODELOS QOSMOL(’)GICOS
INHOMOGENEOS

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el formalismo necesario para obtener soluciones
exactas de las ecuaciones de Einstein correspondientes a Modelos Cosmolégi-
cos Inhomogéneos. Tales modelos se obtienen considerando una métrica que
represente un espacio-tiempo con dos vectores de Killing espaciales que con-
mutan [1] y tomando como fuente en las ecuaciones de Einstein un tensor de

momentum-energia tipo fluido perfecto.

De acuerdo con lo anterior, en la seccién 1.2, con base en la referencia [25],
se presenta la forma especifica de la métrica considerada y se expresan las
ecuaciones dinamicas del modelo en su forma general para un fluido perfecto
con ecuacién de estado p = p. Posteriormente, en la seccion 1.3, se introduce
la suposicién de irrotacionalidad del fluido y se obtienen las expresiones co-
rrespondientes para la densidad del fluido, las ecuaciones de evolucion y las

ecuaciones de Einstein como consecuencia de dicha suposicion.



1.2. DINAMICA DEL MODELO

Una métrica apropiada para el estudio de modelos cosmoldgicos inho-

mogéneos estd dada, en coordenadas z® = (t,7,€, (), por (ver referencia [1])
ds? = gapdr®da’ = eV [e® (—dt? + dr?) + w?d(?] + 2V d€?, (1.1)

donde las funciones U, v y w dependen solamente de ¢ y r. Las componentes

del tensor métrico correspondiente pueden escribe como:

—e200-0) 0 0 0

0 2=t 0
Jap = 0 0 o2U 0 . (12)

0 0 0 w?e %
La naturaleza de las coordenadas es tal que r toma valores en el rango [0, 00),
mientras que las coordenadas £ y ¢ toman valores en el intervalo finito [0, 27),
como consecuencia de que las hipersuperficies ¢ = const. son compactas (ver

referencia [1]).

El contenido de matéria del universo se describe a través de un fluido

perfecto cuyo tensor de momentum-energia puede escribirse como

Top = (p+ p)uatis + Pgas, (1.3)

donde p es la densidad del fluido, p su presién y u® el vector velocidad, el cual

satisface la condicién de normalizacién
U Uy = Gapu®u’ = —1. (1.4)

La relacién entre p y p estd dada por una ecuacion de estado general de la
forma p = p(p), de la cual sélo tomaremos el caso particular p = p, con el fin
de obtener un sistema de ecuaciones facilmente integrable, como veremos mas

adelante.



La dinamica del modelo cosmolégico estd determinada por las ecuaciones
de Einstein,
1

Raﬁ - igocﬁR - Tocﬁa (15)

y las ecuaciones de evolucién de la materia,
T 5 =0, (1.6)

donde R,s es el tensor de curvatura de Ricci, R es el escalar de curvatura y
( ).a denota la derivada covariante con respecto a 2. La ecuacién (1.5) puede

también escribirse en la forma equivalente

1
Raﬁ = Taﬁ - §ga6Ta (17)

donde T' = g*°T,; es la traza del tensor de momentum-energfa. Tomando el
tensor de momentum-energia (1.3) se puede probar facilmente que la ecuacién
(1.7) se reduce a

R.3 = 2puyug, (1.8)

donde hemos tomado el caso particular p = p.

Las ecuaciones de evolucién de la materia (1.6) pueden escribirse de una
manera mas conveniente encontrando sus proyecciones en la direccién temporal
y en la direccién espacial. La proyeccion en la direccion temporal se obtiene
facilmente multiplicando la ecuacién (1.6) por el vector velocidad del fluido,

u®. Dado que
Taﬁ;ﬁ = 2pﬂuauﬁ + 2p[ua;ﬁuﬁ + uauﬁ;ﬁ] + p,ﬁgaﬁa (1-9)

y teniendo en cuenta la condicién de normalizacién (1.4), la proyeccién tem-

poral de las ecuaciones de evolucién toma la forma

p.su’ +2pu” 5 = 0; (1.10)



esto es, la ecuacion de continuidad relativista. Para obtener la proyecciéon es-

pacial de (1.6) introducimos el tensor de proyeccién espacial hos = Uats+ gos,

el cual satisface la condicién u,h®® = 0. Multiplicando la expresién (1.9) por

el tensor de proyeccion espacial, se obtiene
200 u® shly + ppg”*hly = 0,

la ecuacion de Euler relativista.

(1.11)

1.3. FLUIDO COSMICO IRROTACIONAL

Para la métrica (1.1), las componentes no nulas del tensor de Ricci R, son

Ry = Yor— Y+ Un— Uy —2U;

-1
—w (W — WY — Wy, — w Uy +w,U,),

Rrr = Yt — Vorr + U,rr — U,tt — 2U,27’

-1
—w (W — WY — WY WUy —w,Upy).

Ry = w i (w,ve+wey, —wy) —2U,U,,

Ry = AU NNU, U, +w H(w, Uy —w,U,),

Ree = we M w gy — wp + WU — Uy) —w, Uy +w,U,],

donde (), denota la derivada parcial con respecto a z°.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

De acuerdo con esto, las ecuaciones (1.8) implican que ue = u¢ = 0; es



decir, que el vector velocidad del fluido toma la forma
u® = (u',u",0,0), (1.17)

con u' y u” sujetos a la condicién de normalizacion (1.4). Suponiendo entonces
que el fluido es irrotacional, podemos introducir un potencial escalar ®, el cual
solo depende de t y r, de tal manera que el vector velocidad del fluido se puede
expresar como [25]

P

e = g (1.18)

de modo que satisface directamente la condicién de normalizacién (1.4).

La derivada covariante del vector velocidad se puede escribir entonces en

términos del potencial escalar & como

o |: oo :| @:g N (I)’a(@#d)’“)ﬂ
ww=|—— | = ’
B (=D, Dm)1/2 5 (=B, &1)12 " 2(—D )32

(1.19)

3

de modo que, reemplazando en la ecuacién (1.10), y teniendo en cuenta que
uoh®? = 0 implica que ® ,h*® = 0, se obtiene

2p0PD . shH
Y X 1.20

3,0 P, (1.20)
Ahora bien, dado que el fluido es irrotacional, ® 4.5 — ® 3., = 0, se cumple que
Pd .5 = PPD 4., v, por lo tanto,

P P 50 q),ﬁ(®7u¢’u)7a )

By, = 1.21
B X el (e LTy ) A
asi entonces, la equacién (1.20) se puede escribir finalmente como
p(P, ) ahﬁ
————+— = p,hy, 1.22
@, @n) Lol (1:22)

que corresponde a la parte temporal de la equacion de evolucién.

Es fécil ver que la ecuacion (1.22) se satisface identicamente tomando (ver

[25]),

p=—5(@,B)F (@), (1.23)



donde F(®) es una funcién arbitraria del potencial escalar ®. Tomando enton-

ces la derivada covariante de esta expresion, tenemos

ps= g [F @0 s0,0% + F@)@,84,], (120

y asi, usando (1.19) y haciendo un poco de dlgebra, podemos reescribir la

ecuacién (1.10) como:

2F (@)% + F' (D) (D, @) = 0. (1.25)

Ahora bien, usando (1.23), el tensor de momentum-energia puede escribirse

CcOomo
1
Taﬁ = F((I)) é,aéﬂ — 5905(@,“(1)’” s (126)
de modo que
1
Tag — igaBT = F((I))(I)prﬂ. (127)

Usando entonces este ultimo resultado, o equivalentemente la ecuacién (1.8),

las ecuaciones de Einstein se reducen a
R, = F(®)® ., 5, (1.28)

donde los R, 3 estan dados por las expresiones (1.12) - (1.16).



Capitulo 2

SOLUCION GENERAL DEL
MODELO

2.1. INTRODUCCION

Vamos ahora a encontrar, en este capitulo, una solucion general para el sis-
tema de ecuaciones de Einstein mediante un procedimiento que permite sim-
plificar dicho sistema de ecuaciones y obtener soluciones explicitas en términos
de funciones simples. De acuerdo con esto, en la seccién 2.2 se introduce un
potencial escalar auxiliar que permite linealizar la proyeccién temporal de la
ecuacion de evolucion. Igualmente se obtienen expresiones para el tensor de
momentum y energia y las variables del fluido en términos de dicho potencial.
En dicha seccion se reescribe también el sistema de ecuaciones de Einstein

utilizando el potencial escalar auxiliar para simplificar dicho sistema.

A continuacion, en la seccién 2.3, se obtiene una solucién general para
la ecuacion de onda clasica que permite reducir el sistema de ecuaciones de
Einstein a un sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales acopladas, cuya

solucion esta garantizada dado que las condiciones de integrabilidad del sistema

10



estan expresadas en términos de la ecuacién de onda. Finalmente, en la seccion
2.4, se resuelve el sistema anterior por medio del método de separaci”on de

variables y se obtienen las expresiones generales para la densidad y la velocidad

del fluido.

2.2. LINEALIZACION DE LA ECUACION
DE EVOLUCION

En términos de la métrica (1.1), la norma del gradiente de ® estd dada por
I L C S A (2.1)
mientras que la derivada covariante del gradiente de ® se expresa como

@:Zl = 62(U_’Y){¢7rr — @7” — w_lw7t®7t + w_lwﬂn@’r}; (22)

por lo tanto, la ecuacién (1.10) finalmente toma la forma

F'(®
D — @y +w H(w, P, —w,D,) + %(qﬁ — <I>?t) =0; (2.3)

una ecuacién diferencial parcial no lineal para el potencial escalar ®.

Con el fin de simplificar la ecuacién anterior, vamos a eliminar el término
cuadratico en las primeras derivadas del potencial ®. Para tal fin, supongamos

que ® = (1)), donde ¥ es un nuevo potencial escalar, de modo que

(b,oe = (I)/'lvb,oe

(b,oeoz = <I>/¢,oeoz + (I)”,lvb?a
con lo cual la ecuacién (2.3) toma la forma

" F(P)
,lvb,rr - w,tt _I' w_l(w,rw,r - w,t,lvb,t) _I— [a + %q) :| (wi’ - w?t) = 0? (24)

11



asi, con el fin de linealizar esta ecuacion, se debe escoger la funcién ®(v))
de tal manera que el término entre corchetes sea cero. Usando entonces este

resultado, la ecuacién (2.4) toma la forma

¢,TT - w,tt + w_l(w,r,lvb,r - w,t,lvb,t) = 07 (25)

que puede escribirse de manera compacta como

(W), — (wWihy) s = 0. (2.6)

Ahora bien, teniendo en cuenta que

dir dF d® / ,

la condicién de linealizacion de la ecuacién (2.4) toma la forma

1"

P 1dF
= =0 2.7

@/ _l— Fd'l/] 7 ( )

una ecuaciéon diferencial ordinaria que puede resolverse facilmente mediante

separacion de variables. La ecuacién anterior puede escribirse como

!

dd dF

o T =0 (2.8)
es decir,

dIn(®'F) = 0, (2.9)

lo que implica que ® F = a, donde a es una constante arbitraria, diferente de

cero.

Integrando ahora la ecuacién d®/dy = a/F, obtenemos finalmente

/ F(®)dD = aih, (2.10)

donde la constante de integracion arbitraria se toma igual a cero. Ahora bien,

dado que F(®) es arbitraria, vamos a considerar la posibilidad mas simple

12



con el fin de que las ecuaciones diferenciales que obtendremos mas adelante
puedan resolverse facilmente. De acuerdo con esto, vamos a tomar el caso en
que F(®) = (a/b), donde b es una constante arbitraria, diferente de cero, de

tal manera que la ecuacién (2.10) implica que

(1) = by; (2.11)

es decir, tomamos los dos potenciales escalares proporcionales.

Finalmente, podemos expresar el tensor de momentum y energia y la den-

sidad del fluido en términos de las funciones auxiliares ® y ¢ de la forma

1
Top = ab {%w,ﬁ - §gaﬁw,m“} , (2.12)
ab
p== (%) v (213)
Igualmente, el vector velocidad del fluido se expresa como
v, = Yo (2.14)

\/ _¢7M¢7M'
De acuerdo con lo anterior, la velocidad espacial del fluido, definida como

v =u"/u', estd dada por
Y
Vi’

como se puede ver facilmente usando la métrica (1.1) y la expresién (2.14) para

(2.15)

V=

Ug-
Ahora bien, de acuerdo con (2.14),
F(®)P P 5 = aby 41 3, (2.16)
y asi, usando (2.10), podemos escribir las ecuaciones de Einstein como

Raﬁ = abiﬁ’awﬂ. (217)

13



Usando entonces las expresiones (1.13) - (1.16) para las componentes no nulas
del tensor de Ricci, las ecuaciones de Einstein y la ecuacién de evolucién son

equivalentes al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

VW + YW, = w(U’% + U%) +

(2.18a)
% [abw (3 +¥2) + (W + w,r)]

VW, +ywy = 2wU U, + abwih 1), + w4y, (2.18b)
(wU,), — (wUy)s = 0, (2.18¢)
(Wipp)p = (wipe)y = 0, (2.18d)

Wy — wy = 0. (2.18e)

Como se puede observar, la ecuacién (2.18e) es la ecuacién de onda clésica
unidimensional. Por otro lado, las ecuaciones (2.18¢) y (2.18d) son equivalentes,
de modo que las soluciones de (2.18d) seran también soluciones de (2.18¢); es
decir, podemos suponer que U (t, ) = 1 (t, r), reduciendo asi el sistema a cuatro

ecuaciones diferenciales parciales no-lineales acopladas.

Ahora bien, dada una solucién para w(t,r), la ecuacién (2.18d) puede ex-
presarse apropiadamente de forma tal que sus soluciones pueden obtenerse
mediante el método de separacion de variables. Finalmente, es facil ver que las
condiciones de integrabilidad del sistema sobre-determinado (2.18a) - (2.18b)
estan dadas por las ecuaciones (2.18¢) - (2.18¢), lo cual garantiza la existencia

de soluciones del sistema completo de ecuaciones de Eisntein.

14



2.3. REDUCCION DEL SISTEMA DE ECUA-
CIONES

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (2.18) tomaremos ini-
cialmente la solucién de la ecuacién de ondas cldsica unidimensional (2.18e)

expresada en términos de la soluciéon de D’Alambert
w(t,z) =alt+r) L[t —r1), (2.19)

donde « y 3 son funciones arbitrarias. Dos casos simples particularmente in-

teresantes de la solucién anterior se obtienen tomando

alt+r) = (tgr), (2.20a)
Bt —r) = t ; T), (2.20b)
lo cual conduce a las dos soluciones independientes
w(t, z) =t, (2.21a)
w(t,r)=r. (2.21Db)

A pesar de su simplicidad, estas dos soluciones son de interés y han sido estu-

diadas por diferentes autores, ver por ejemplo las referencias [1, 25, 26].

Considerando inicialmente el caso (2.21a) y tomando U(t,r) = 9 (t, ), las

ecuaciones (2.18a) - (2.18e) se reducen al sistema

1
Yrr — Vpr — gﬁbt = 0. (2.22a)
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V=t {1 + %b} (V3 +v2%), (2.22b)

Vo =2t [1 + %b} (CRIZRS (2.22¢)

Considerando ahora el caso (2.21b), y tomando igualmente U(t,7) = 1 (t, ),

las ecuaciones (2.18a) - (2.18¢) se reducen al sistema

,lvb,tt - w,rr - %w,r = 0. (223&)
Vo =7 {1 + %b} (V3 + 7)), (2.23b)
Vi =2r {1 + %b} Yay, (2.23¢c)

Vemos entonces que en los dos casos obtenemos sistemas de ecuaciones diferen-
ciales equivalentes, en los cuales las ecuaciones (2.22a) y (2.23a) constituyen
la condicién de integrabilidad de los subsistemas (2.22b) - (2.22¢) y (2.23b) -
(2.23c), lo cual garantiza la existencia de soluciones para el sistema completo

de ecuaciones.

De acuerdo con lo anterior, podemos escribir los dos sistemas de ecuaciones

anteriores en la forma general

1
Vyy = Vaw — ;@bx =0, (2.24a)
Vo = Kz (V5 + 7)), (2.24h)
'}/,y = 2’“@/&:{:%% (224C)

donde kK = 1+ (ab)/2 # 1, de tal manera que el sistema de ecuaciones (2.22)

se obtiene tomando (z,y) = (f,7) y el sistema de cuaciones (2.23) se obtiene
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tomando (z,y) = (r,t). Con el fin de resolver el sistema de ecuaciones dife-
renciales (2.24) se debe en primer lugar resolver la ecuacién (2.24a), lo cual
se puede hacer facilmente mediante el método de separacion de variables, y
posteriormente utilizar la solucion correspondiente para integrar el sistema de

ecuaciones (2.24b) - (2.24c).

2.4. SOLUCION GENERAL DEL MODELO

Vamos a resolver ahora la ecuacién (2.24a), la cual puede escribirse conve-

nientemente en la forma
1
7wb,yy = 1/},90:10 + ;¢,x7 (225)

y es equivalente a la ecuacién de onda en coordenadas cilindricas para un
sistema con simetria axial. Con el fin de resolver la ecuacion anterior suponemos

que la funcién 1 (z,y) puede escribirse en la forma

U(x,y) = Alx) + B(y), (2.26)

de tal manera que A(z) y B(y) satisfacen las ecuaciones diferenciales ordinarias

B (y) = ki, (2.28)

donde k; es una constante de separacion arbitraria.

De acuerdo con lo anterior, la solucién de la ecuacion (2.25) esta dada por

k
Oay) = 7 (2° +20°) + ke In + ksy, (2.29)

donde ko y k3 son constantes de integracion y la constante de integracién

adicional la hemos tomado igual a cero. Usando entonces esta soluciéon para
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¥(x,y), el sistema de ecuaciones (2.24b) - (2.24c) se puede integrar facilmente,
de tal manera que la solucién estd dada por

kk?x?
16

v(z,y) = g(k‘l:ﬁ + 2ko) (k1y® + 2ksy) +
(2.30)

2
+ (iks + kg)% + kk2Ina.
Las ecuaciones (2.29) y (2.30), junto con las soluciones (2.21a) y (2.21b) y la

identificacién U(t,r) = 1(t,r), determinan completamente el tensor métrico

Jap, de acuerdo con la ecuacién (1.2).

Teniendo entonces la solucién para 1(z,y), podemos obtener la densidad
del fluido mediante la ecuacién (2.13), que en términos de las variables (x,y)
toma la forma

p=t(r—1) (2 —v2) ), (2.31)

donde el signo positivo corresponde al caso en que (z,y) = (t,7), mientras que
el signo negativo al caso en que (z,y) = (r,t). Utilizando la expresién (2.29)

para ¥ (z,y), tenemos

kix? k32
p==%(k—1)e2¥ 1T + :E_g — ki (ky® + 2ksy) + kks — k3|, (2.32)
donde el factor exponencial esta dado por

27 = p2h2(1=rk2) oy {4 (ky — 2k1ky — 2k3) 2% — kk22*

+ 8 (kvy + 2k3) (1 — 2kks — kk12*) y} /16,

quedando asi completamente especificada la densidad p en términos de las

variables (z,y).

El vector velocidad del fluido, u,, puede calcularse entonces utilizando la

18



ecuacion (2.14), la cual puede escribirse convenientemente como

H—l%
a — as 2.33
e[ -

de tal manera que queda expresado en términos de la densidad p y las derivadas

del potencial escalar 1. Asi entonces,

. -Ii—l-% ]{7125 ]{72
e = || (2 +x), (2.34a)
_ _1_%
Uy = Kp (k1y + k3), (2.34b)

con p dado por la ecuacién (2.32).

Finalmente, la velocidad espacial v se puede obtener usando la ecuacién

(2.15), obteniendose las expresiones

2x(k1y + k’g)
= g T 2.
Y k’ll'2 + 2/{32 ’ ( 35)
k’ll'z + 2/{32
= v o 2.36
° 2x(k1y + k3) (236)

donde el primer caso corresponde a tomar (z,y) = (t,r) y el segundo caso
a tomar (x,y) = (r,t). Con esto quedan finalmente determinadas, de manera
general, todas las cantidades que caracterizan el modelo cosmolégico estudiado.
En el siguiente capitulo consideraremos casos particulares de esta solucién

general y analizaremos su comportamiento.
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Capitulo 3

ALGUNOS MODELOS
PARTICULARES

3.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo vamos a analizar la solucién general encontrada en
el capitulo anterior, considerando en detalle los dos casos correspondientes a
tomar (z,y) = (t,7) y (z,y) = (r,t). En la seccién 3.2 consideramos la prime-
ra familia de soluciones, obtenida tomando (x,y) = (¢,7), y expresamos todas
las cantidades que caracterizan esta familia de soluciones. A continuacién res-
tringimos los valores de las constantes de tal manera que la densidad y la
velocidad presenten un comportamiento fisicamente aceptable. Posteriormen-
te, en la seccién 3.3, consideramos la segunda familia de soluciones, obtenida
tomando (x,y) = (r,t), y nuevamente expresamos todas las cantidades que
caracterizan esta familia de soluciones. Igualmente restringimos el valor de las
constantes exigiendo un comportamiento fisicamente aceptable para la densi-
dad y la velocidad. Para ambas familias de soluciones realizamos un analisis

grafico del comportamiento de la densidad.
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3.2. PRIMERA FAMILIA DE SOLUCIONES

Vamos a considerar inicialmente la familia de soluciones obtenida tomando

(x,y) = (t,r) en la solucién general (2.29) y (2.30). De acuerdo con esto, las

funciones U(t,r) y v(t,r) toman la forma

U(t,r) = % (£ +2r%) + ko Int + ksr,

kkith
16

’y(t, T) = g(k‘lt2 + 2]{52)(/{517’2 + 2/{33’/“) +

Kit? N
+ (k’lk‘g + k‘g)T + /ik’z hlt,

donde hemos tomado U(t,r) = 9 (t,r).

De igual manera, la densidad p se expresa como
aw—y [ R K3 2 2
p:(m—l)e v T+t—2—]€1(l{717” +2]€37”)—|—]€1]€2—]{73 s

donde

62(U_"/) = t2k2(1_’ik2) exXp {4 (k’l — 2]{51/{52 — 2/{33) t2 — Klk’%fl

+ 8 (ki1 + 2k3) (1 — 2Kk — kket®) 1} /16,

mientras que las componentes del vector velocidad son
1
k—1]2 ]{th ]{32
U = —+-=,
t { p } ( 2t )

1
—1]2
u,:[“p } (ki + ks)

de modo que la velocidad espacial v esta dada por

_ Qt(k’l’l“ + k‘g)
k24 2k
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quedando asi determinadas todas las cantidades que caracterizan esta familia

de soluciones.

Ahora bien, con el fin de tener una distribucién de materia fisicamente
razonable, se debe tener que p > 0. Esta condiciéon, combinada con las ecua-
ciones (3.3a) y (3.3b), implica que x > 1. Analizando entonces la expresién

(3.2), vemos que si se impone la condicién
]{71 - ]{?3 == O, (35)

se garantiza que p > 0 para todo valor de t y r. Asi entonces, la densidad toma
la forma

p = k3(r — 1)), (3.6)

mientras que la velocidad espacial es v = 0, lo cual garantiza que el marco de
referencia es comovil con el fluido. Ahora bien, dado que (ko — 1)/k3 < 1 < &,
entonces el exponente de t en la expresién (3.6) serd negativo para todo valor
de ks, lo cual implica que existe una “singularidad inicial” y luego la densidad

decrece monotonamente hasta anularse cuando ¢t — oo.

Con el fin de ilustrar el comportamiento de la presente familia de soluciones,
en la figura 3.1 se presentan algunas gréaficas de la densidad p en funcién del
tiempo t para las soluciones obtenidas tomando k = 2 yv ks = 1, 0.5, - 0.5,
- 1y - 2, respectivamente. Como se puede observar, la densidad decae muy

rapidamente, independientemente del valor de las constantes escogidas.

3.3. SEGUNDA FAMILIA DE SOLUCIONES

Consideremos ahora la segunda familia de soluciones, la cual se obtiene

tomando (z,y) = (r,t) en la solucién general (2.29) y (2.30). De acuerdo con
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10 -

Figura 3.1: Graficas de la densidad p en funcién del tiempo ¢ para la primera
familia de soluciones tomando K =2y ky = 1, 0.5, - 0.5, - 1 y - 2, respectiva-
mente.

esto, las funciones U(t,r) y (¢, ) toman la forma

k

Ult,r) = Zl (1% +2t%) + ko Inr + kst, (3.7a)

]{32 4

’}/(t, ’I”) = g(l{}l’f’2 + ng)(kltz + ngt) + /{1167’
(3.7b)

2
+ (hks + k:g,)% + k2 lnr,
donde, como en el caso anterior, hemos tomado U(t,r) = ¥(t, 7).
Al igual que en el caso anterior, la densidad p se expresa como
]{727”2 ]{72

p=(rk—1) T |k (kyt® + 2kst) — 1T — T—g —kiky +E2|, (3.8)
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donde

2U=7) = p2ha(l=rka) oy {4 (ky — 2k1ky — 2ks) r* — kkir?

+ 8 (kit + 2k3) (1 — 2kky — kk1r?) t} /16,

mientras que las componentes del vector velocidad son

"y = [“;T (et + ) (3.92)

. k—1 % k’l’l“ k‘g

de modo que la velocidad espacial v esta dada por

]{717"2 + 2]{52
= — 3.10
v QT(klt + k’g)’ ( )

quedando asi determinadas todas las cantidades que caracterizan esta segunda

familia de soluciones.

Ahora bien, con el fin de tener una distribucion de materia fisicamente
razonable, al igual que con la familia de soluciones anterior, se debe tener
que p > 0. Esta condicién, combinada igualmente con las ecuaciones (3.9a) y
(3.9b), implica nuevamente que x > 1. Analizando entonces la expresién (3.8),

vemos que si se impone la condicién
ky =k =0, (3.11)

se garantiza que p > 0 para todo valor de t y r. Asi entonces, la densidad toma

la forma
_ kg(’f - 1>68k3(2t—r2)
16 ’

mientras que la velocidad espacial nuevamente es v = 0, garantizando asi la

p (3.12)

naturaleza comovil del marco de referencia.
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La expresién (3.12) puede escribirse convenientemente como

p = poear?), (3.13)
donde
ki(k —1)
o= ) 14
P 16 (3.14)

es el valor de la densidad cuando (¢,7) = (0,0). De acuerdo con esto, el com-
portamiento cualitativo de la densidad sélo depende del factor exponencial;
esto es, del valor de la constante k3. Con el fin de analizar el comportamiento
de la densidad para diferentes valores de la constante k3, podemos graficar
p = p/po en funcién de ¢t y r. En las figuras 3.2 - 3.9 se presentan las gréficas
de la densidad p en funciéon de ¢t y r para la segunda familia de soluciones
tomando k3 = 0.05, 0.5, 2.5, 20, - 0.05, -0.5, -5 y - 50, respectivamente, donde

se puede apreciar claramente el comportamiento cualitativo de la densidad.

25

20

Figura 3.2: Graficas de la densidad p en funcién de ¢t y r para la segunda familia
de soluciones tomando k3 = 0.05.
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Figura 3.3: Graficas de la densidad p en funcién de ¢t y r para la segunda familia
de soluciones tomando ks = 0.5.
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Figura 3.4: Graficas de la densidad p en funcién de t y r para la segunda familia
de soluciones tomando k3 = 2.5.
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Figura 3.5: Graficas de la densidad p en funcién de ¢t y r para la segunda familia

de soluciones tomando ks

20.

Figura 3.6: Graficas de la densidad p en funcién de t y r para la segunda familia

de soluciones tomando k3 = - 0.05.
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Figura 3.7: Graficas de la densidad p en funcién de ¢t y r para la segunda familia

de soluciones tomando ks

- 0.5.
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Figura 3.8: Graficas de la densidad p en funcién de ¢ y r para la segunda familia

de soluciones tomando ks
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- 50.

Figura 3.9: Graficas de la densidad p en funcién de t y r para la segunda familia

de soluciones tomando ks



CONCLUSIONES

En este trabajo se presento un método mediante el cual se obtuvieron solu-
ciones exactas simples de las ecuaciones de Einstein para modelos cosmolégicos
inhomogéneos. El método estd basado en la introduccién de funciones auxilia-
res que permiten escribir las ecuaciones de Einstein en forma tal que es posible
integrarlo explicitamente y encontrar soluciones que se pueden expresar en

términos de funciones simples de las coordenadas utilizadas.

En este trabajo se consideré sélo el caso en el cual el fluido cosmico satis-
face la ecuacion de estado p = p, lo cual simplifica en gran medida el proceso
de integracion de las ecuaciones. Las ecuaciones resultantes se integraron en-
tonces explicitamente y se encontrd una solucion general acorde con las consi-
deraciones hechas. La solucién general se analizé posteriormente considerando
en detalle las dos familias de soluciones particulares contenidas en ésta, res-
tringiendo los valores de los parametros a fin de obtener un comportamiento
fisicamente aceptable. El comportamiento de los modelos obtenidos se estudio

mediante un analisis grafico de las correspondientes densidades.

Los modelos obtenidos mediante la primera familia de soluciones presentan
una “singularidad inicial” y luego la densidad decrece monétonamente hasta
anularse cuando t — oo. Para estos modelos la densidad es independiente de la

coordenada espacial r y su decaimiento en el tiempo es muy rapido. Por otro
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lado, los modelos obtenidos utilizando la segunda familia de soluciones poseen
una densidad que depende en forma exponencial tanto del tiempo ¢ como de la
coordenada espacial r, la cual puede crecer o decrecer dependiendo del signo
de la constante k3 en el factor exponencial. En ambos modelos se encontré que
la velocidad espacial es cero, v = 0, lo cual garantiza que el marco de referencia

utilizado es comovil con el fluido cdsmico.

El presente trabajo constituye el primer paso en el estudio de la obtencién
de soluciones exactas para modelos cosmoldgicos inhomogéneos. Los resultados
obtenidos en este trabajo pueden posteriormente generalizarse considerando
modelos cosmoldgicos con ecuaciones de estado mas generales, de la forma
p = p(p), las cuales pueden llevar a modelos con comportamientos fisicamente
mas interesantes. Igualmente, pueden considerarse soluciones mas complejas
que las obtenidas utilizando soluciones méas generales para la funcién w(t, r) o

utilizando separacién de variables mediante productos para la funcién (¢, r).
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