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Resumen
Titulo: Algoritmo Eficiente de Agrupacion de Subespacios Sobre Imégenes Espectrales Utilizando Muestreo Res-

tringido por Similitud *
Autor: Jhon Edinson Lépez Durdn
Palabras Clave: Imagenes espectrales, Muestreo, Clasificacién no Supervisada, Agrupamiento de Subesapcios.

Descripcion: La precision de los métodos que abordan la agrupacion de subespacios mediante la agrupacion espec-
tral, dependen de la construccién de una matriz de afinidad para crear el grafo de similitud de los puntos. Algunos
trabajos como la agrupacién de subespacios mediante la restriccién de escasez (SSC, por sus siglas en inglés) han
logrado resultados eficientes a la hora de asignar un punto a un subespacio. Sin embargo estos métodos presentan
limitaciones cuando la cantidad de puntos a agrupar aumenta, ya que la complejidad temporal crece a una razén cu-
bica del tamafio de los datos, lo que hace que estos métodos sean ineficientes a la hora de abordar problemas de gran
escala, como el agrupamiento de subespacios en imagenes espectrales. Este trabajo de investigacion busca disminuir la
complejidad computacional temporal y espacial a la hora de aplicar agrupamiento espectral en imdgenes espectrales,
dividiendo la data en segmentos y aplicando sobre ellos un muestreo teniendo en cuenta la informacion espacial, para
obtener puntos dentro de la muestra y puntos fuera de la muestra. A cada subconjunto se le aplicard un tratamiento
diferente para asf lograr la asignacion de grupos de todos los puntos. Ademds se presentan resultados experimentales

utilizando varias imagenes espectrales, los cuales muestran la efectividad de este enfoque.

Trabajo de grado

Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenieria de Sistemas e Informatica. Director: Carlos Al-
berto Hinojosa Montero, Magister en ingenieria de Sistemas.
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Abstract

Title: Sampling Restricted by Similarity for Sparce Subspace Clustering
Author: Thon Edinson Lépez Durdan ™
Keywords: Spectral Imaging, Sampling, Unsupervised Learning, Clustering, Sparse Subspace Clustering.

Description: The precision of the methods that address the subspace clustering by means of the spectral cluster,
depend on the construction of an affinity matrix to create the similarity graph of the points. Some works such as
sparse subspace clustering (SSC) have achieved efficient results when assigning a point to a subspace. However, these
methods have limitations when the number of points to be grouped increases, since the temporal complexity grows
at a cubic ratio of the size of the data, which makes these methods inefficient in addressing large-scale problems,
such as the grouping of subspaces in spectral images. This research work seeks to reduce the temporal and spatial
computational complexity when applying spectral clustering in spectral images, dividing the data into segments and
applying a sampling taking into account the spatial information, to obtain data in-sample and data out-of-sample. A
different treatment will be applied to each subset in order to achieve the group assignment of all points. In addition,

experimental results are presented using several spectral images, which show the effectiveness of this approach.

Research Work

ek

School of Physical-Mechanical Engineering. Department of Systems Engineering and Informatics. Advisor, Car-
los Alberto Hinojosa Montero. Master in Systems Engineering.
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Introduccién

Los dispositivos de adquisicion de imagenes espectrales capturan la informacién espectral de una
escena al obtener una gran cantidad de informacién espacial en diferentes frecuencias de radiacion
electromagnética. Las imagenes espectrales se consideran conjuntos de datos tridimensionales o
cubos de datos con dos dimensiones en el dominio del espacio (x,y) y uno en el dominio de la
longitud de onda (A). En general, las técnicas de deteccion tradicionales construyen un cubo de
datos espacio-espectral explorando la escena, ya sea espectral o espacialmente en proporcion a la
resolucion espacial o espectral deseada, aumentando asi los tiempos de adquisicién. Por otro lado,
los dispositivos de adquisicién de una sola captura obtienen la informacién espacial y espectral
de una escena mediante el mapeo de todos los voxeles del cubo de datos espectrales en diferentes
regiones del vector del plano focal (FPA, por sus siglas en inglés) (Gao et al., 2010; Kerekes and
Schott, 2007)

En general, las técnicas tradicionales requieren detectar cada véxel de la escena 3D, por lo
tanto, se necesitan grandes capacidades de almacenamiento y recursos de computo para almacenar

y procesar tales imdgenes de alta dimension.

El conocimiento del contenido espectral en varias ubicaciones espaciales desde una escena
puede ser una herramienta valiosa para la deteccidn, identificacion y clasificacion de materiales y
objetos con composiciones complejas (He et al., 2015). En particular la clasificacion de imagenes

espectrales es una importante tarea para muchas aplicaciones pricticas, como la precision en la
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agricultura, seguimiento y gestion del medio ambiente, situaciones de seguridad y defensa. C6-
mo se muestra en la figura 1, cada posicidn espacial en una imagen espectral es representada por
un vector, donde estos valores corresponde a la intensidad de diferentes bandas espectrales. Estos
vectores también se conocen como la firma espectral de los pixeles. Por lo general, diferentes ma-
teriales reflejan la energia electromagnética de manera diferente en longitudes de onda especificas
(Shaw and Burke, 2003), de ahi que la informacién proporcionada por cada ubicacién espacial en
una imagen espectral esté representada por un vector cuyos valores corresponden a la intensidad
en diferentes bandas espectrales, lo cual permite distinguir diferentes materiales lo que conlleva a
obtener una clasificacién en imdgenes espectrales mds precisa.

EEEE[FE!!!

/

/

A s
A = 200 2500
Longitud de onda
y
Imagen Vixel Firma
Espectral Espectral Espectral

Figura 1. Representacion de la informacion espectral en HSI (Velasco et al., 2015).

En general, existen dos enfoques principales para el problema de clasificacion: el enfoque
supervisado y no supervisado. Las técnicas supervisadas requieren la disponibilidad de un conjunto
de entrenamiento para que el clasificador pueda aprender. Entre las diversas técnicas supervisadas,

existen las mdquinas de soporte vectorial (SVM, por sus siglas en inglés) (Boser et al., 1992; Vap-
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nik, 2013). Los métodos no supervisados, entre estos los métodos de agrupacion de subespacios
(en inglés, subspace clustering) y andlisis de grupos, realizan la clasificacién explotando la infor-

macion inherente de los datos, sin requerir ningin conjunto de muestras de entrenamiento.

El anélisis de grupos (en inglés, cluster analysis ) es una técnica de clasificacién comin
que busca agrupar un conjunto de datos de tal manera que los miembros del mismo grupo (llamado
clister) sean mds similares entre si. El andlisis de grupos no es en si un algoritmo especifico, sino
la tarea a realizar. Se puede hacer el agrupamiento utilizando varios algoritmos que difieren signi-
ficativamente en su idea de qué constituye un grupo y cémo encontrarlos eficientemente. Las ideas
clasicas de grupo incluyen distancias pequefias entre los miembros del mismo, dreas densas del
espacio de datos, intervalos o distribuciones estadisticas particulares. El agrupamiento, por tanto,
puede ser formulado como un problema multiobjetivo de optimizacién. El algoritmo apropiado y
los valores de los parametros (incluyendo valores como la funcion de distancia para utilizar, un
umbral de densidad o el nimero de grupos esperado) depende del conjunto de datos que se analiza
y el uso que se le dard a los resultados. Los algoritmos de agrupamiento de subespacios se pueden
dividir en cuatro categorias principales: iterativos (Zhang et al., 2009), algebraicos (Vidal et al.,
2005), estadisticos (Ma et al., 2007; Tipping and Bishop, 1999) y aquellos basados en agrupa-
miento espectral (en inglés, spectral clustering). En particular, la agrupacion espectral encuentra
la pertenencia de los puntos de datos a un grupo utilizando el espectro de una matriz de afini-
dad no negativa simétrica cuyas entradas miden las similitudes entre los puntos conectados. Por

lo tanto, el paso mas importante en los métodos basados en agrupacion espectral es el problema
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de construccién del grafo de similitud (Ng et al., 2002). En los dltimos afios, un nuevo algoritmo
denominado agrupacién de subespacios con restriccion de escasez (SSC, por sus siglas en inglés)
propone capturar la relacion geométrica global entre todos los puntos de datos expresando cada
punto de datos como una combinacioén lineal de todos los demds puntos y, a continuacion, el con-
junto de soluciones se restringe a ser disperso o escaso, minimizando la norma ¢ de la matriz de
coeficientes de representacion. Usando la matriz de representacion dispersa, se construye un grafo
de similitud, a partir del cual se obtiene la segmentacion de los datos (Elhamifar and Vidal, 2009,
2013).

Suponiendo que las firmas espectrales con caracteristicas espectrales similares se encuen-
tran en el mismo subespacio de baja dimensidn, la teorfa de agrupacion de subespacios puede utili-
zarse para modelar el problema de agrupacion de imagenes espectrales. Recientemente en (Zhang
et al., 2016) se ha propuesto un nuevo algoritmo basado en SSC para imagenes espectrales. Especi-
ficamente, se propone una variacion del algoritmo SSC que considera las propiedades espectrales
y espaciales de HSI, la alta correlacion espectral y la rica informacién espacial de HSI, para obte-
ner una matriz de coeficientes mas precisa. Aunque este algoritmo de vanguardia logra resultados
de alta precision, los pasos adicionales de procesamiento requeridos para extraer la informacion
espacial y espectral de la escena aumentan el costo computacional. En general, el agrupamiento de
imagenes espectrales es una tarea muy desafiante debido a la complejidad inherente de los datos y
al costo computacional, que crece en proporcion a las dimensiones de los conjuntos de datos espec-
trales. Ademads, cuando la relacién entre las bandas espectrales y el nimero de muestras de datos

es muy diferente, los datos de alta dimension sufren del fendmeno conocido como la "maldicién
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de dimensionalidad" (Steinbach et al., 2004).

Con el objetivo de realizar una agrupacién de subespacios mads eficiente, diferentes trabajos
han propuesto enfoques escalables. Por ejemplo, en (Peng et al., 2013), se aborda el problema de
agrupamiento de subespacios dividiendo el conjunto de datos aleatoriamente en dos subconjuntos.
Al primer subconjunto se le aplica un algoritmo de agrupacion de subespacios, como SSC, donde
el resultado de agrupamiento sera utilizado para luego agrupar el subconjunto restante. Cada punto
del segundo subconjunto se proyecta sobre cada uno de los subespacios calculados anteriormente
y se calcula el residuo o la diferencia de cada punto sobre cada subespacio y se asignara al subes-
pacio en el cual haya obtenido el menor residuo. Teniendo en cuenta que para dividir los datos en
dos subconjuntos se utiliza un enfoque aleatorio y los algoritmos de agrupamiento de subespacios
presentan inconvenientes a la hora de agrupar puntos cercanos a dos subespacios distintos; esta
propuesta de investigacion propone disefar un enfoque escalable de agrupamiento de subespacios
sobre imagenes espectrales aplicando algoritmos de segmentacion de imagenes tales como detec-
cién de bordes y superpixeles para asi lograr dividir de una manera eficiente los datos y mejorar la

precision de clasificacion.
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1. Antecedentes tedricos

En este capitulo se introducen los antecedentes tedricos relacionados con el agrupamiento subes-
pacial en imdgenes espectrales. Primero, se presentan el concepto de imédgenes espectrales y sus
caracteristicas. En la segunda parte, se presentan brevemente la teoria de la agrupacion de subes-
pacios y algunos algoritmos. Seguido por la descripcion de los algoritmos utilizados para generar
el muestreo restringido por similitud y finalmente se mencionan algunos métodos para la segmen-
tacion de imagenes.
1.1. Imagenes espectrales

El sistema visual humano construye una representacion del entorno circundante al detectar
e interpretar la informacion del rango visible, aproximadamente de 380 a 750 nm, del espectro
electromagnético. Esta limitacion se extiende a las camaras fotograficas tradicionales que agrupan
toda la informacién espectral dentro del rango espectral visible en tres amplios rangos espectrales
que corresponden aproximadamente a los tres colores primarios, rojo, verde y azul. Aunque dicha
informacién permite percibir la forma, la textura de la superficie y la relacién espacial mutua en
la profundidad del espacio 3D, es insuficiente en aplicaciones donde la informacion espectral de
interés se extiende a otros rangos del espectro electromagnético.

Las imdgenes espectrales combinan la espectroscopia y las metodologias para la formacion
de imédgenes bidimensionales. Mientras que las imdgenes proporcionan la intensidad en cada pixel
de una imagen 2D, y un espectrémetro tipico mide un solo espectro, las imdgenes espectrales

recopilan imédgenes 2D en longitudes de ondas especificas a través del espectro electromagnético.
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Estd informacion puede representarse como un conjunto de datos tridimensionales (3D).

Cada ubicacion espacial en una imagen espectral estd representada por un vector cuyos
valores corresponden a la intensidad en diferentes bandas espectrales. Estos vectores también se
conocen como la firma espectral de los pixeles, ver figura 2. Todos los materiales tienen caracte-
risticas espectrales tinicas porque absorben, reflejan y emiten radiacion de una manera tnica. Por
ejemplo, en la parte visible del espectro, una hoja aparece verde porque se absorbe en la region
azul y roja del espectro y se refleja en la region verde. Estas variaciones en la absorcion, reflexion
y emision se deben a la composicion del material. Las diferencias en la respuesta espectral debido
a la absorcion, transmision y reflexion hacen que los materiales tengan una firma espectral Unica.
Por lo tanto, la informacién proporcionada por las firmas espectrales puede ser una herramienta
valiosa para la deteccion, identificacion y clasificacion de materiales y objetos con composiciones
complejas(He et al., 2015). En particular, la clasificacién de imdgenes espectrales consiste en eti-
quetar firmas espectrales individuales en una de las clases segiin sus caracteristicas espectrales. La
clasificacion de imagenes espectrales ha encontrado muchas aplicaciones en varios campos, como
el militar (Manolakis and Shaw, 2002; Eismann et al., 2009), agricultura de precision (Patel et al.,
2001), y mineralogia (Horig et al., 2001).

Constantemente se realizan investigaciones para desarrollar métodos avanzados de clasifi-
cacion y segmentacion de imagenes, y técnicas para mejorar la precision, sin embargo clasificar
los datos presentes en las imagenes espectrales es un tema complejo debido a que se tiene que
considerar que la informacién presente en la imagen espectral proviene de objetos diversos. De

acuerdo con el proceso de construccion, los métodos de clasificacion de imédgenes se dividen en
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Figura 2. Concepto de Imagen Espectral (Hinojosa Montero, 2018).

dos grupos(?): Supervisado: es un método de reconocimiento de patrones basado en la existencia
de un conjunto de prototipos predefinidos; No supervisado: no requiere conocimiento previo de la
zona de estudio y desarrolla la clasificacién en forma automatica, aprovechando las caracteristicas
espectrales de la imagen para definir las agrupaciones con valores similares. Los algoritmos de
clasificacion no supervisada se subdividen en dos grupos: con nimero de clases conocido y desco-
nocido. El primer grupo incluye el método de agrupacion de subespacios tales como el K-means.
En los métodos con niimero de clases desconocidas se encuentran el adaptativo y el de Batche-
lor y Wilkins, conocido como método de maxima distancia (Macedo-Cruz et al., 2010). Luego,

el objetivo es estimar simultdneamente estos subespacios y agrupar los puntos en sus subespacios
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correspondientes.
1.2. Teoria de la agrupacion de subesapcios

En los tltimos afios, los avances tecnoldgicos sin precedentes han llevado a un incremento
en la disponibilidad y dimensionalidad de los datos en todas las dreas de la ciencia y la ingenieria.
Estos incluyen aprendizaje automatico, procesamiento de sefiales e imdgenes, vision por compu-
tadora, reconocimiento de patrones, bioinformatica, etc. Por ejemplo, una imagen de escala de
grises convencional consta de miles de millones de pixeles, mientras que una imagen espectral
consta de cientos de imdgenes en escala de grises que proporcionan informacion de diferentes lon-
gitudes de onda. Esta alta dimensionalidad de los datos conduce a un incremento en los recursos
de memoria, con el fin de almacenar dicha informacién, y el costo computacional para el proce-
samiento y analisis de datos. Sin embargo, los datos de alta dimensién a menudo se encuentran
en estructuras de baja dimensién en lugar de estar distribuidos uniformemente a través del espa-
cio. Por lo tanto, se han desarrollado diferentes técnicas para encontrar una representacion de baja
dimension de un conjunto de datos de alta dimension (Vidal, 2011).

Una técnica tradicional es el andlisis de componentes principales (PCA, por sus siglas en
inglés). PCA asume que un conjunto de puntos {x,Xp,---,xy} = {x j}ljy:] en el espacio dimen-
sional alto RP se extrae de un unico subespacio afin de baja dimensién S de dimensién d < D.
Esta técnica estd bien establecida en la literatura y se ha convertido en una de las herramientas més
utiles para el modelado, compresion y visualizacion de datos (Vidal, 2011).

En la préctica, sin embargo, los puntos de datos podrian ser extraidos de la unién de n > 1

subespacios lineales o afines {S;}”_, de dimensiones desconocidas d; = dim(S;), 0 < d; < D. Los
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subespacios se pueden describir como

Si:{XERDZX:ui+Uiy}a i:l,--'l’l, (1)

dénde ; € RP es un punto arbitrario en el subespacio S;, que puede ser elegido como y; = 0 para
subespacios lineales; U; € RP*% es una base para el subespacio S;; y y € Rl‘-’ es una representacion
dimensional baja para el punto x. Entonces, el objetivo del agrupamiento subespacial es encontrar
el nimero de subespacios 7, sus dimensiones {d;}"_,, las bases subespaciales {U;}_,, los puntos
{u;}",, y agrupar los puntos de datos en sus subespacios correspondientes. Dado que los datos
en un subespacio a menudo se distribuyen de forma arbitraria y no alrededor de un centroide,
los métodos estdndar de agrupacion basados en centroides (Duda et al., 2012) que aprovechan la
proximidad espacial de los datos en cada grupo no son, en general, aplicables a los subespacios.
En las dltimas dos décadas se han propuesto diferentes algoritmos para la agrupacion de
subespacios que tienen en cuenta la estructura multisubespacios de los datos. Estos algoritmos se
pueden dividir en cuatro categorias principales: métodos basados en agrupacion iterativa, alge-
braica, estadistica y espectral (Elhamifar and Vidal, 2013). En particular, los métodos basados en
agrupacion espectral construyen un grafo ponderado &4 = (¥,&,W), dénde ¥ = {1,--- N} esel
conjunto de nodos, & C ¥ x ¥ es el conjunto de ejes, y W € RV*V es una matriz de afinidad no
negativa simétrica cuya (j, k)primera entrada, Wj, mide la afinidad entre puntos X; y x;. Idealmen-

te, Wjr = 1 si los puntos j y k son del mismo grupo Wy, = 0 si los puntos j y k son de diferentes
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grupos. En la préctica, una afinidad tipica estd dada por
Wi = ——l di t( )2 2)
i — €X 1SU(X ;7. X
Jjk p 26 Jo Ak 5

dénde dist(x;,X;) es una medida de la distancia entre puntos jy k' y ¢ > 0 es un pardmetro. Deno-
tando que & = diag(W1), dénde W1 € R" es un vector de unos, como una matriz diagonal cuya
Jjésima entrada de la diagonal da el grado d;; = Y4 Wj; del nodo j, y permite & =2 —W € RN>N
es el grafo de la matriz Laplaciana. La agrupacién espectral obtiene una agrupacién de los datos
aplicando el algoritmo K-means a las columnas de la matriz Y = [uj,up, - - 7un]T € R™N dénde
{u;}_, son los autovectores .#" asociado con sus n autovalores mas pequefios. Sin embargo, la
afinidad basada en la distancia descrita en Eq. (2) no es apropiado para la agrupacion de subespa-
cios ya que dos puntos podrian estar muy cerca uno del otro pero estar en diferentes subespacios.
A la inversa, dos puntos podrian estar lejos el uno del otro pero estar en el mismo subespacio. En
general, las relaciones geométricas entre multiples puntos deben considerarse para construir una
medida de afinidad efectiva para la agrupacion en subespacios (Vidal, 2011; Elhamifar and Vidal,
2013).

De hecho, la construccion de una buena matriz de afinidad es uno de los principales desafios
en la aplicacion del clustering espectral al problema del cluster subespacial. Basdndose en el mé-
todo representativo para disefiar una matriz de afinidad, los algoritmos basados en agrupamiento
espectral existentes se pueden clasificar en métodos locales y globales. Métodos locales como la

afinidad de subespacio local (LLSA, por sus siglas en inglés) (Yan and Pollefeys, 2006), agrupa-
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miento localmente de colectores lineales(LLMC, por sus siglas en inglés)(Goh and Vidal, 2007) y
planos de mejor ajuste local espectral (SLBF, por sus siglas en inglés) (Zhang et al., 2012; Zelnik-
Manor and Irani, 2003) calcula una afinidad entre dos puntos que depende solo de los puntos de
datos en un vecindario local de cada uno de los dos puntos. Estos métodos tienen dificultades para
tratar los puntos cerca de dos subespacios, porque la vecindad de un punto puede contener puntos
pertenecientes a subespacios diferentes. Ademads, son sensibles a la eleccion correcta del tamafio
del vecindario para calcular la informacién local en cada punto. Por otro lado, los métodos globa-
les como la agrupacion de curvatura espectral (SCC, por sus siglas en inglés) (Chen and Lerman,
2009) y afinidad del subespacio algebraico(Ng et al., 2002) calcula una afinidad entre dos puntos
que depende de todos los puntos de datos.

Recientemente, se ha propuesto un nuevo algoritmo basado en agrupamiento espectral lla-
mado agrupacién de subespacios con restriccion de escasez (SSC, por sus siglas en inglés) (Elha-
mifar and Vidal, 2009, 2013). SSC también se basa en la idea de escribir un punto de datos como
una combinacion lineal o afin de puntos de datos vecinos. Sin embargo, mientras LSA, SLBF y
LLMC usan la distancia angular o euclidiana entre dos puntos para elegir los k vecinos mas pro-
ximos, SSC utiliza el principio de escasez para elegir cualquiera de los puntos de datos restantes
(N — 1> K) como un posible vecino. Especificamente, se escribe la matriz que contiene todos los

puntos de datos sin ruido como:

X:[X1>X2>"'7XN]:[Xla"'axn]ra (3)
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dénde X; € RP*Ni es una matriz de rango-d; de los puntos N; > d; se encuentraen S;, y I' € RNXN
es una matriz de permutacion desconocida. El algoritmo SSC aprovecha la propiedad de auto
expresividad de los datos, i.e., cada punto de datos en una unién de subespacios puede reconstruirse
de manera eficiente mediante una combinacién de otros puntos en el conjunto de datos. Luego
con el X La propia matriz se utiliza como diccionario, el algoritmo SSC construye el modelo de

representacion disperso de la siguiente manera

min||C|; st X=XC, diag(C) =0, (4)

dénde la regularizacion de la norma ¢ en esta formulacion, sugiere que una representacion dispersa
de un punto de datos encuentra puntos del mismo subespacio. Utilizando la matriz de coeficientes
dispersos obtenida C, la matriz de afinidad A es construida, la cual define los pesos en el borde

entre los nodos de datos de la siguiente manera

A=|C|+]|C|". (5)

Finalmente, el resultado del agrupamiento se obtiene aplicando el agrupamiento espectral a la

matriz Laplaciana L inducida por la matriz de afinidad A.

L=I-B '/2AB /2, (6)

donde B = diag{b;} con b; = 27:1 Ajj.
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Suponiendo que las firmas espectrales con caracteristicas espectrales similares se encuen-
tran en el mismo subespacio de baja dimensidn, la teorfa de agrupamiento del subespacio se puede
utilizar para modelar el problema de clasificacion de imdgenes espectrales. La figura 3 representa
una imagen espectral, cuyas firmas espectrales pertenecen a diferentes subespacios, es decir, puede
verse como una unién de multiples subespacios.

Este enfoque de agrupamiento de subespacios con restriccion de escasez se puede resumir

en el Algoritmo 1:

Si A
Vegetaciéon

So

Tierra

Figura 3. Clasificaciéon de imagenes espectrales utilizando el enfoque de agrupamiento de
subespacios (Hinojosa Montero, 2018).
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Algoritmo 1 : Agrupacion de subespacios con restriccion de escasez (SSC)

Parametros: Un conjunto de datos {xi}ﬁ\’: | provenientes de la unién de n subespacios lineales

{7}

1. Resolver el problema de optimizacion Eq 21, mediante ADMM (ver Anexo A).
2. Normalizar las columnas de C con ¢; + W

3. Construir un grafo de similitud con N nodos que representan los datos. Establecer los pesos

de los vértices mediante W = |C| 4 |C| "

4. Aplicar agrupamiento espectral (Ng et al., 2002) sobre el grafo de similitud.

Salida: Asignacién de los grupos de X

1.2.1. Algoritmo escalable de agrupacion de subespacios usando muestreo alea-
torio. Por lo general, los algoritmos de agrupacién de subespacios, descritos en la seccion anterior
son computacionalmente costosos debido a la alta dimensionalidad de los datos y ademads aplican
el problema de optimizacion sobre todo el conjunto de datos. Esto causa que los algoritmos abor-

den el problema de datos a gran escala. Para disminuir el costo computacional algunos algoritmos
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de agrupacion de subespacios realizan muestreos sobre los datos para aplicar la optimizacidn sobre
esa muestra y después aplicar algunos métodos de codificacion y clasificacion sobre los puntos fue-
ra de la muestra. Recientemente, se propuso un algoritmo escalable (Peng et al., 2013) (Algoritmo
2) el cual aborda los problemas a gran escala, el problema del muestreo, agrupacién, codificacion
y clasificacion. Para abordar el problema de gran escala y muestreo, seleccionan una muestra alea-
toria de los datos y se calcula la relacién entre ellos. Luego para agrupar los puntos fuera de la
muestra calculan Ia relacion entre ellos y los puntos dentro de la muestra agrupados mediante la
proyeccion de puntos en subespacios y abordan la clasificacion de los puntos mediante el célculo
del residuo con cada subespacio encontrado.

Para que la agrupacién de este algoritmo se eficiente se basa en el siguiente postulado: Su-
poniendo que un conjunto de datos D; € RF*" se extrae del subespacio .7}, donde i es un subespa-
cio presente en el conjunto de datos D. Se puede utilizar una pequeia porcién de D;, denotada por
X; € RExPi para aprender la estructura de .#;, donde el rango(D;)=rango(X;), rango(X;) < p; < n;,
y S; es un espacio métrico compacto.

Este postulado implica dos hechos. Primero, cada punto de datos podria escribirse como
una combinacion lineal de algunas bases (es decir, suposicion de escasez). Segundo, requiere que
X, y D; sean independientes y distribuidos de manera idéntica (i.i.d., por sus siglas en inglés) para
que los datos fuera de la muestra puedan ser representados por X;. Este postulado es muy general
y en el que se basan la mayoria de los trabajos de mineria de datos y aprendizaje automatico.

En la préctica, la suposicion de escasez se satisface facilmente para datos de alta dimen-

sién, como las imédgenes espectrales. Para satisfacer el supuesto de i.i.d., necesitamos encontrar
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los puntos representativos X; € RE*P desde D; € RE*" para que los datos fuera de la muestra
Y; € RLX("=P) sean ubicados en los subespacios abarcados por X. Para tener en cuenta, algunas
técnicas de muestreo, como el método de seleccion propuesto en (Halko et al., 2011) puede ser
usado. Sin embargo, estos métodos de muestreo son ineficientes y no se pueden aplicar a proble-
mas de gran escala. En este algoritmo se adopta un método de muestreo aleatorio uniforme en el
que el costo de tiempo es solo de O(1).

Este método escalable de agrupamiento de subespacios se puede resumir en el siguiente

algoritmo:

Algoritmo 2 : Agrupacion escalable de subespacios utilizando muestreo aleatorio

Parametros: Un conjunto de datos D € RE*" el niimero deseado de grupos a encontrar k y el

parametro de regresion rigida y

1. Se selecciona aleatoriamente p puntos aleatorios de D como datos fuera de la muestra

X = (X1,X,...,Xp). Las muestras restantes se utilizan como datos dentro de la muestra

Y= (y17y27"'7yn—p)-

2. Se aplica un algoritmo de agrupacién de subespacios, como SSC (Algoritmo 1), sobre el

conjunto de datos X para obtener la relacion de grupos presentes en X.

3. Se proyecta cada punto de datos fuera de la muestra y; en la unién de los subespacios que se
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encuentran en X a través de la solucion de:

i =(X"X+1) X"y, (7)

donde I es la matriz identidad y Y es el parametro de regresion rigida.

4. Se calculan los residuos de y; sobre el j-ésimo subespacio con:

rj(yi) = llyi =X8;(ci)ll2, (8)

0 los residuos normalizados de y; sobre todos los subespacios a través de la resolucion

lyi —X6;(c)ll2
ri(yi) = ey TR ©)
! 16;(ci)ll2
donde J; es un pardmetro de tolerancia al error.
5. Se asigna y; al subespacio que tiene el minimo residuo dado por
f(yi) = argmin{r;(y;)}. (10)

J

Salida: Asignacion de los grupos de D
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1.3. Segmentacion de imagenes

En el campo de vision por computador, la segmentacion de imagenes es el proceso de par-
ticion de una imagen digital en varios segmentos (conjuntos de pixeles). El objetivo de la segmen-
tacion es simplificar y/o cambiar la representacion de una imagen en una imagen mas significativa
y maés facil de analizar (Shapiro and George, 2002). La segmentacion de imdgenes se suele utilizar
para ubicar objetos y limites (lineas, curvas, etc.) en las imagenes. El resultado de la segmenta-
cién de una imagen es un conjunto de segmentos que cubren colectivamente toda la imagen, o
un conjunto de contornos extraidos de la imagen. Cada uno de los pixeles en una region es similar
con respecto a alguna caracteristica o propiedad calculada, como el color, la intensidad o la textura.
Las regiones adyacentes son significativamente diferentes con respecto a las mismas caracteristicas
(Shapiro and George, 2002).

1.3.1. Deteccion de bordes y umbralizacion. La deteccion de bordes incluye una
variedad de métodos matemdticos que apuntan a identificar puntos en una imagen digital en los
que el brillo de la imagen cambia bruscamente o, mas formalmente, tiene discontinuidades. Las
discontinuidades son detectadas usando derivadas de primer y segundo orden, en el caso de deriva-
das de primer orden se utiliza el operador gradiente, mientras que en derivadas de segundo orden
se utiliza el operador Laplaciano (Palomino and Concha, 2009). Los puntos en los que el brillo de
la imagen cambia bruscamente se organizan tipicamente en un conjunto de segmentos de lineas o
curvas denominados bordes. El mismo problema de encontrar discontinuidades en sefales unidi-

mensionales se conoce como deteccion de pasos y el problema de encontrar discontinuidades de
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sefiales en el tiempo se conoce como deteccion de cambios. La deteccion de bordes es una herra-
mienta fundamental en el procesamiento de imagenes, vision artificial y visiéon por computadora,
particularmente en las dreas de deteccion y extraccion de caracteristicas (Umbaugh, 2010).
Matemaéticamente la manera de encontrar discontinuidades en una funcién es por medio de
la derivada, a continuacién se describe la forma de calcular las discontinuidades por medio del
operador gradiente. El gradiente de una imagen es una funcion f(x,y) que se define como el vector

bidimensional presentado en la siguiente ecuacion:

Gy dF /dx
G(F(x,y)) = = (11D

G, dF /dy
El operador gradiente G alcanza su mdximo valor en la direccién en que la variacion es

méxima, por lo tanto puede definirse como:

G(F(x,y)) = \/[Gu(x. ) + [Gy (7). (12)

A partir de las ecuaciones 11 y 12, se deduce que el célculo del gradiente de una imagen se
basa en la obtencién de las derivadas parciales dF /dx y dF /dy de manera discreta sobre cada pixel.
Las derivadas de primer orden permiten encontrar lugares en una imagen en donde la intensidad
que cambia rapidamente es mayor en magnitud que un umbral especificado (Palomino and Concha,

2009). Existen varios estimadores derivativos como los de Sobel, Prewit y el Laplaciano.

= El detector de bordes de Sobel, analiza los bordes en direccidon horizontal como vertical, y
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combina esta informacién en una sola medida (MUNOZ et al., 2001). A continuacién se

muestran las méascaras empleadas para la deteccién de bordes en dos direcciones (Gonzalez,

1996) (Trucco and Verri, 1998):

Gx =

—1

-2

—1

-1 0 1

-2 0 2

-1 0 1

(13)

Estas mdscaras se convolucionan con la imagen. En cada pixel ahora tenemos dos medidas:

r1 y rz, que corresponde a las mascaras de fila y columna respectivamente, con estas medidas

se halla la magnitud y la direccién del borde, que estdn definidos asi:

,
R:\/r%#-r% D=tan"! {—1}
r

(14)

= El operador de Prewitt es similar al operador de Sobel, pero con diferentes coeficientes en

las mascaras de convolucion, como se muestra a continuacion (Gonzalez, 1996):

Gx =

—1

—1

—1

-1 0 1
-1 0 1
-1 0 1

15)

La magnitud y la direccién del borde se definen de la misma forma que para el operador de
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Sobel descritos en la ecuacion 14.

= El operador Laplaciano marca la presencia de un borde cuando la salida del operador realiza
una transicion por cero. En principio, las localizaciones de los cruces por cero pueden ser
estimadas a nivel de subpixeles usando interpolacion lineal; pero los resultados pueden ser
inexactos. El Laplaciano de una funcion bidimensional f(x,y) es una derivada de segundo
orden y estd definida por:
9*f 9°f

2 _ 2
V=53 5 (16)

Se pueden utilizar aproximaciones discretas del operador Laplaciano para ser utilizadas co-
mo mascaras de convolucidn, en la siguiente ecuacion se presentan tres aproximaciones dis-

cretas de méscaras de convolucién (Haralick and Shapiro, 1992):

0 1 0 1 1 1 1 2 -1
1 —4 0 1 -8 1 2 —4 2 a7
0 1 0 1 1 1 1 2 -1

= La umbralizacién es uno de los métodos ampliamente utilizados para la segmentacién de
imégenes. Es util para discriminar el primer plano del fondo. Al seleccionar un valor umbral
T adecuado, la imagen de nivel de gris se puede convertir en imagen binaria. La imagen

binaria debe contener toda la informacién esencial sobre la posicién y la forma de los objetos
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de interés (primer plano). La ventaja de obtener primero una imagen binaria es que reduce la
complejidad de los datos y simplifica el proceso de reconocimiento y clasificacién. La forma
mds comun de convertir una imagen de nivel de gris en una imagen binaria es seleccionar
un Unico valor de umbral (T). Entonces, todos los valores de nivel de gris debajo de este
T se clasificardn como negros (0), y los de arriba de T serdn blancos (1). El problema de
segmentacion se convierte en seleccionar el valor apropiado para el umbral T ver figura 4.
Un método frecuente utilizado para seleccionar T es analizar los histogramas del tipo de
imagenes que se quieren segmentar. El caso ideal es cuando el histograma presenta solo
dos modos dominantes y un valle claro (bimodal). En este caso, el valor de T se selecciona
como el punto del valle entre los dos modos. En aplicaciones reales, los histogramas son mas
complejos, con muchos picos y valles no claros (Al-Amri et al., 2010).

hi(k)

0 I L-1
Figura 4. Histograma bimodal. T es el valor de intensidad umbral y g y #; son los dos posibles

niveles de gris de los pixeles de la imagen umbralizada (Osorio et al., 2011).

1.3.2. Super pixeles. El concepto de superpixel fue introducido por primera vez

por Xiaofeng Ren y Jitendra Malik en 2003 (Ren and Malik, 2003). A través de la definicion de las
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regiones perceptualmente uniformes utilizando el algoritmo de corte normalizado (NCuts). Los su-
perpixeles agrupan los pixeles en regiones simétricas de significado perceptual que se pueden usar
para reemplazar la estructura rigida de la cuadricula de pixeles en las imagenes. De esta manera,
se puede eliminar la redundancia en gran magnitud. Ademds, para las aplicaciones subsiguientes,
es mds conveniente y efectivo calcular las caracteristicas de la imagen basadas en regiones que
en pixeles. En general, los algoritmos de segmentacion de superpixeles se emplean generalmente
como pasos de procesamiento de muchas tareas de visidn artificial para mejorar sus actuaciones,
como la segmentacion de imagenes (Peng et al., 2011), reconocimiento de objetos (Li et al., 2012).

El algoritmo de agrupamiento iterativo lineal simple (Achanta et al., 2012) (SLIC, por sus
siglas en inglés) es el mds utilizado hoy en dia, ya que este trabaja en un espacio 5D, con dos
dimensiones en el espacio (x,y) y sus otras tres dimensiones son las tres componentes del espacio
de color RGB. Dado el tamafio deseado de los superpixeles Nye, , donde el tamafio aproximado
de cada superpixel es n/Nyg , el primer paso de SLIC es definir un centro de cldster en cada
intervalo de cuadricula Sr = \/m . El algoritmo asume que los pixeles asociados con un cldster
se encuentran en una 257 x 25r zona alrededor del centro de superpixeles en el plano (x,y). Por lo
tanto, esto se convierte en el drea de busqueda de los pixeles cercanos a cada centro del cluster.
Para evitar mantener el centro en el borde de un objeto, se transfiere a la posicion de gradiente méas
baja en un vecindario de 3 x 3.

En el siguiente paso, para cada centro de cluster, SLIC asigna los pixeles que mejor coinci-
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m
D; :DC‘I'EDP

39

(18)

19)

(20)

donde R, G}, B corresponde al j—esimo pixel, que normalmente se elige como m = 10. La

complejidad del algoritmo SLIC es lineal O(n), ya que necesita calcular distancias desde cualquier

punto hasta no mas de ocho centros de agrupacién y el niimero de iteraciones es constante (Achanta

etal., 2012). Observe que la region crece como médximo 2 veces el radio del cluster con el algoritmo

SLIC.



AGRUPACION DE SUBESPACIOS UTILIZANDO MUESTREO RESTRINGIDO POR
SIMILITUD 40

2. Método Propuesto
En general los algoritmos de agrupamiento subespacial asumen que los datos provienen de la unién
de multipes subespacios de baja dimensién y que se desconoce a qué subespacio pertenece cada
punto. Los algoritmos de agrupacion subespacial del estado del arte como SSC, busca representar
cada punto como la combinacion lineal de los otros puntos dentro del conjunto de datos y luego
imponen una restriccion de esparcidad sobre el conjunto de soluciones. De esta forma, los puntos
que permiten una mejor representacion se asume que pertenecen al mismo subespacio. Sin embar-
go estos métodos no son escalables y al aumentar el nimero de puntos, el rendimiento es afectado
notablemente, esto hace que sea dificil la utilizacién de estas técnicas en implementaciones reales
como en HSI. Adicionalmente, el modelo de SSC no tiene en cuenta la informacion espectral pre-
sente en una HSI para tomar una mejor decision de clasificacion. Para abordar el problema de gran
escala, recientemente han desarrollado una idea la cual consiste en realizar un muestreo aleatorio
de los datos y aplicar en ellos algoritmos de agrupamiento de subespacios para obtener su respec-
tiva asignacion de grupos (Peng et al., 2013). Luego, sobre los puntos restantes aplicar a cada uno,
una proyeccion sobre cada subespacio y asignarlo al subespacio sobre el cual el residuo sea més
pequeiio, ver Algoritmo 2. Sin embargo, este algoritmo no tiene en cuenta la informacién espacial
de las HSI y no es preciso al momento de agrupar puntos donde los pixeles presentan cambios de
intensidad. Por lo tanto esté método seria mds efectivo si el muestreo se hiciera ignorando aquellos
puntos los cuales estdn cercanos a los cambios de intensidad en la imagen, y dejandolos para la

asignacion de grupos mediante la proyeccion y el residuo.
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Teniendo en cuenta lo anterior este trabajo de investigacion propone un nuevo enfoque de
agrupamiento de subespacios en HSI considerando la informacién espacial de estas, para realizar
un muestreo restringido por la similitud de los puntos aplicando técnicas de segmentacion de ima-
genes, tales como la deteccidn de bordes y superpixeles, ver figura 5. Esto con el fin de mejorar
considerablemente la precision del agrupamiento y los tiempos de ejecucion.

Imagen Espectral Deteccién de

| Xkt Bew| —

rdes Calculo de la Méascara
- =TT 1

—
}

Minimizacion

delos [~

Residuos

de un Segmento
Resultado de Agrupamiento

Figura 5. Método de agrupacion de subespacios propuesto.

2.1. Algoritmo de agrupacion de subespacios con restriccion de escasez (SSC)

El problema de optimizacion mostrado en 4 es adecuado solo para condiciones ideales, es
decir, cuando la adquisicién de la imagen no incluye algun tipo de ruido. Para considerar el ruido,
Elhamifar y Vidal (Elhamifar and Vidal, 2009, 2013) proponen un problema de optimizacién para
SSC con una teoria de recuperacion bien fundada para subespacios independientes y subespacios

disjuntos, en la cual considera el ruido presente en la escena resolviendo el siguiente problema de
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optimizacion:

) Az
glElr;||C||1+7HZ||%
b ) (21)

s.t. X =XC+Z,diag(C) =0,

donde C € R™ " es la representacién escasa del conjunto de datos, X € RE*" son las firmas es-
pectrales de la HSI, Z denota los errores de reconstruccion para la capacidad de representacion
limitada, y Az corresponden a un pardmetro de regularizacion.

Una vez obtenida la matriz de representacion escasa C, SSC construye el grafo de similitud
resolviendo A = |C|T +|C| y aplica agrupamineto espectral (Ng et al., 2002) sobre este, utilizando
el método de direccion alterna de multiplicadores (ADMM, por sus siglas en inglés), ver apéndice
A.

2.2. Deteccion de bordes y superpixeles

Comiuinmente los métodos de agrupacion de subespacios, como SSC, pueden ser facilmente
aplicados sobre HSI, considerando solo la informacién que brindan las firmas espectrales. Sin em-
bargo, estos algoritmos no tienen en cuenta la informacién espacial de la HSI a la hora de decidir
a qué clase pertenece punto. En este trabajo se propone un método que aborda la agrupacion de
subespacios, considerando la informacién espacial y espectral presentes en la imagen. Para consi-
derar la informacion espacial presente en la HSI se aplicard deteccion de bordes y superpixeles.

La deteccion de bordes en imagenes en escala de grises se ha estudiado a fondo y estd bien
establecida (Trucco and Verri, 1998). Sin embargo, para las imdgenes multicanal, como las HSI

este tema estd menos desarrollado, ya que, incluso definir bordes para estas imdgenes es un desafio
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debido a la alta dimensionalidad de los datos. Por lo tanto, en este trabajo se utiliza un enfoque
practico, el cual consiste en sumar todas las bandas espectrales de una imagen hiperespectral y
obtener una imagen de dos dimensiones H* € RM*N ala cual se aplicara el algoritmo de deteccién
de bordes Sobel 1.3.1 eligiendo el umbral de forma heuristica, en funcién de la imagen de entrada
mediante la funcion edge en MATLAB.

Una vez obtenida la imagen con los bordes B € {0, l}M N

se aplica el algoritmo de super-
pixeles SLIC, con el fin de obtener una mejor estructura de los subespacios presentes en la escena

ver figura 6(b), y asi obtener una mejor clasificacion.

Figura 6. (a) Representacion en escala de grises de una HSI. (b) Resultado de la deteccién de
bordes mediante la suma de todas las bandas espectrales de la HSI y luego aplicar superpixeles.
(c) Suma de todas las bandas de la HSI y calcular superpixeles.
2.3. Muestreo restringido por similitud

Teniendo en cuenta que los pixeles dentro de un superpixel guardan una alta correlacién
espacial, donde dicha correlacién es mds alta entre los puntos cercanos al centroide y mucho més
baja en los bordes o fronteras del superpixel. Este trabajo busca desarrollar un enfoque eficiente,

similar a (Peng et al., 2013), (ver Algoritmo 2), donde la separacién de los puntos de datos se

realizard dentro de cada segmento y dicha separacion tendra como criterio la similitud espacial de
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los pixeles. El mapa de superpixeles puede ser visto como una imagen S € RM*N 'Jos cuales son
calculados sobre la imagen B. Como la imagen Sy, esta formada por la unién de todos los segmentos
Sp = |Sp;»Spys---»Sp Ns] , donde estos segmentos presentan fronteras, se calculard una mascara la
cual consiste en tomar, alrededor de estas fronteras, un pixel adyacente en la direccién horizontal,
vertical o diagonal, con el fin de tener una separaciéon mds adecuada de los puntos pertenecientes a
un segmento. Los puntos que no hagan parte de la méscara se denotardn como puntos fuera de la
madscara y a los puntos que si, se les llamara puntos dentro de la méscara, ver figura 7.

Sobre los datos pertenecientes a cada segmento se aplica el Algoritmo 2, solo con la peque-
fa modificacion de que los puntos dentro y fuera de la muestra no se seleccionan aleatoriamente.
Los puntos dentro la muestra X serdn aquellos puntos los cuales se encuentren por fuera de la

madscara y los puntos fuera de la muestra Y serdn los puntos dentro de la mascara.

Puntos Dentro
de la
Muestra

X

I

Puntos Fuera
de la
Muestra

Y

Figura 7. Seleccién de puntos dentro y fuera de la muestra.

En la prictica pueden existir segmentos en los cuales no se conozca la cantidad de grupos
que hay en él. Debido a que uno de los pardmetros del Algoritmo 2 es k; el cual es la cantidad
de grupos presentes en un segmento s, no se puede aplicar este algoritmo a los puntos presentes.

Para poder abordar este problema se propone utilizar una matriz de etiquetas Ac € RY*V 1a cual
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es inicializada en cero y cambiard su valor por 1 en los puntos pertenecientes al segmento que
no se conoce el valor de k;. Para identificar si estd matriz de ceros es modificada y guarda puntos
los cuales no pudieron ser agrupados, se utilizard una variable bandera boolena que cambiaréd su
valor inicial si en la matriz Ac existe el valor de 1 . Una vez se halla agrupado algtn registro con
el resto de puntos se verifica si la variable booleana ha cambiado su valor inicial, y si es asi se
hace una proyeccion de cada punto no agrupado sobre los puntos agrupados y serdn asignados al
subespacio mds cercano mediante el cdlculo de residuos, en otras palabras se aplicaria nuevamente
el Algoritmo 2 a partir del paso 3, pero no se tomardn todos los puntos agrupados, solo un por-
centaje de ellos serdn seleccionados aleatoriamente. Este porcentaje, que denotaremos ¢, serd un
parametro a discutir en este trabajo.

Otra manera de abordar el problema de no saber la cantidad de subespacios presentes en
un segmento k; es utilizando un método basado en la descomposicién de Cholesky (Von Luxburg,

2007) sobre la matriz Laplaciana L, del grafo de similitud. El valor de k; se estima mediante:

ki = argmax(A;11 — A;), (22)

ien—1

donde A; < A, <...A4,_1 < A, son los auto valores normalizados de la matriz Laplaciana L.
El siguiente algoritmo resume el método propuesto de agrupacion de subespacios sobre

imdgenes espectrales utilizando muestreo restringido por similitud.

Algoritmo 3 : Algoritmo de agrupacion de subespacios con muestreo restringido por simili-
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tud (SRSSSC)

Parametros: Imagen hiperespectral H € R®*N*L 1a cantidad de superpixeles deseados a calcu-
lar Ngeg, la cantidad de grupos presentes en cada segmento K y el porcentaje de los puntos no

clasificados a proyectar ¢

1 . H>"< < ZiL:I H(:‘ . i) // Obtencién de una imagen 2D a partir de la suma de bandas de la HSI
2. ubr < Sobel(H*)

3. B < sobel(H*,ubr)

N

. Sp < SLIC(B, Nseg ) // Calculo de superpixles

9

. Encontrar la mascara de Sp

6. for t< 1 hasta Ny, Realizar

itk #0

G « Algoritmo 2 sobre s;

else

Ac) — Ac UAcl—D
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aux = true

Finalizar for

if aux == true

for tt < 1 hasta max(G) Realizar

ind + (G == 1t ) // Seleccién de los indices que contiene un grupo s;
Lg lenght (ind ) // Tamaiio del vector
indr < permutacion(ind) /) vesorenar el vector ind
indr = indr[1 : @Lg| //sececcionar un porcente det vector
G + GUG(indr)

Finalizar for

C;-k < (GT G) + ’}/Ii 1 GTAC, //Proyeccion sobre los subespacios

1A — G&;(c])ll2
18;(ci)ll2

f(yl) < al‘gmlnj { V] (yl) } . // Asignacién al subespacio con residuo minimo

ri(yi) <

//Calculo de los residuos

Salida: La asignacion de grupos de H.
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2.4. Analisis de Complejidad Computacional

La complejidad computacional del método propuesto es NsegtlLl//3 + Nyegltn l//ki2 + Niegn v+
2n. Donde v es la cantidad de muestras seleccionadas de los puntos pertenecientes a un segmen-
to.en otras palabras y es la cantidad de columnas de X. En el siguiente cuadro 1 se muestra a que

corresponde cada termino:

Termino Descripcion
NsegtlLlV3 Construccion del grafo de similitud
Negts l//kl-2 Agrupamiento espectral (Ng et al., 2002)
]\7segnl;/2 Proyeccion de los puntos dentro de la muestra agrupados
n SLIC
n Deteccion de bordes

Tabla 1
Complejidad temporal y espacial del algoritmo propuesto, donde t| y t son las iteraciones nece-
sarias para resolver el problema de optimizacion mostrado en 21.

Como se muestra en el siguiente cuadro 2 la complejidad computacional del método pro-

puesto en este trabajo es menor a los dos algoritmos de agrupamiento de subespacios mostrados

en el trascurso de este trabajo ( Algoritmo 1 (SSC) y Algoritmo 2 (SSSC) ), esto sujeto a que

Y < yy<Kn.

N, seg
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Algoritmo Complejidad Temporal Complejidad Espacial
SSC t1Ln + tynk* Ln?
SSSC HLp? + t2pk? + np? Lp?
SRSSSC  Nyegt1 LY + Nyeglo k7 + Nyegn > + 21 Ly?
Tabla 2

Complejidad computacional de SSC, SSSC, y el algoritmo propuesto en este trabajo. t| correspon-
de al niimero de iteraciones necesarias para la convergencia de la norma {1 en el problema de
optimizacion 21. tp, son las iteraciones para el algoritmo k-means.
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3. Simulaciones y resultados
El enfoque de agrupacion subespacial en imagenes espectrales utilizando muestreo restringido por
similitud se probd en tres conjuntos de datos hiperespectrales reales, con diferentes entornos de
imégenes. Estas imdgenes fueron adquiridas por el espectrometro de imdgenes Visibles/Infrarrojas
aerotransportadas (AVIRIS, por sus siglas en inglés) y el espectrometro de imagenes del sistema
de optica reflectante (ROSIS, por sus siglas en inglés). Especificamente, se utilizaron el conjunto
de datos de Indian Pines, el conjunto de datos de Salinas y el conjunto de datos de la universidad

de Pavia.

= Indian Pines: Esta HSI fue adquirida, por el sensor AVIRIS del sitio de prueba Northwestern
Indian Pines en junio de 1992 (Zhang et al., 2016). Las dimensiones de esta imagen es de
145 x 145. Se eliminaron de la imagen original 20 bandas espectrales de las 220 bandas
originales, que contenian absorcion de agua y ruido (104 — 108,150 — 163 y 220), dejando
asi 200 bandas para las simulaciones (Zhang et al., 2016). Las cuales contiene informacién
de 16 clases: alfalfa, maiz pequefio, maiz mediano, maiz grande, Pastizales, xantorroedideas,
segado de pastos, heno en hileras, avena, soja pequefia, soja mediana, soja limpia, trigo,
bosque. Estas clases se muestran en la imagen de etiquetas de las clases presentes 8(b) y se

muestra una imagen de falso color 8(a).

= Salinas: Este segundo conjunto de datos contiene 224 bandas espectrales y fue adquirido

por el sensor AVIRIS sobre el Valle de Salinas, CA, USA. La resolucién de esta imagen
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es de 512 x 217. Al igual que el primer conjunto de datos, se han removido un total de
20 bandas espectrales que contenian absorcién de agua (108 — 112,154 — 167, y 224). Esta
imagen cuenta con 16 clases las cuales son: brocoli-hierbas verdes 1, brocoli-hierbas verdes
2, barbecho, arado dspero en barbecho, barbecho liso, rastrojo, apio, uvas, viiiedo, viiiedo,
lechuga romana de 4 semanas, lechuga romana de 5 semanas, lechuga romana de 6 semanas,
lechuga romana de 7 semanas, vifiedo sin entrenar, vifiedo enrejado verticalmente. Estas
clases se muestran en la imagen de etiquetas de las clases presentes 9(b) y se muestra una

imagen de falso color 9(a).

= Universidad de Pavia: Estd imagen fue adquirida por el sensor ROSIS durante un vuelo
sobre Pavia, norte de Italia. El tamafio de esta imagen es de 610 x 340, con 103 bandas
espectrales. Las cuales contienen informacién de 8 clases: asfalto, prado, grava, arboles,
hojas de metal pintadas, suelo desnudo, betun, ladrillos autobloqueantes, oscuridad. Estas
clases se muestran en la imagen de etiquetas de las clases presentes 10(b) y se muestra una

imagen de falso color 10(a).

La clasificacion no supervisada de estas imagenes es, en general, una tarea dificil debido
a que las firmas espectrales de las clases de cobertura del suelo en estas dreas son muy
similares y algunas de las curvas espectrales son mixtas. Y esto se puede evidenciar en las

figuras 8(c), 9(c), 10(c).

En los experimentos, el nimero de grupos k; presente en un segmento se establecié como
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(b)
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Figura 8. Indian Pines. (a) Imagen en falso color. (b) Imagen de etiquetas de las clases presentes.
(c) Curvas espectrales de todas las clases.

una entrada manual para el algoritmo de agrupacion de subespacios, el pardmetro de regresion
rigida y para el Algoritmo 2 se mantuvo contaste con un valor de 1079,

Las métricas utilizadas para evaluar la precision de agrupamiento sobre estas imagenes
fueron: Precision general (OA), precision promedio (AA), kappa y informacién mutua normalizada

(NMI). La definicién de estas métricas se muestran en la seccion 2.
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Figura 9. Salinas. (a) Imagen en falso color. (b) Imagen de etiquetas de las clases presentes. (c)
Curvas espectrales de todas las clases.
3.1. Analisis del parametro ¢

Debido a que la resolucion espacial de cada imagen utilizada es diferente, se presentardn
los resultados de agrupamiento en funcién de p, el cual representa la relacion entre la cantidad de
pixeles de la imagen y el nimero de segmentos. En otras palabras, p se puede interpretar como
la cantidad de pixeles presentes en un superpixel asumiendo que la cantidad de pixeles en los

segmentos es uniforme, teniendo en cuenta que el algoritmo SLIC calcula todos los segmentos con
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Figura 10. Universidad de Pavia. (a) Imagen en falso color. (b) Imagen de etiquetas de las clases
presentes. (c) Curvas espectrales de todas las clases.

la misma cantidad de pixeles :

n
p= Nseg. 23)

Todos los resultados de agrupamiento se presentardn en funcién de 1/p, esto con fines de
una mejor visualizacién de los resultados.

A continuacidn se muestra la influencia del pardmetro ¢, el cual representa el porcentaje de
datos seleccionados aleatoriamente de los puntos ya agrupados, para ser utilizados en la asignacién

de grupos a los puntos que no se pudieron agrupar debido a que se desconocia la cantidad de grupos
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presentes k; en algunos segmentos. La influencia que tiene este porcentaje ¢ sobre el agrupamiento

en la imagen Salinas se muestra a continuacion:

¢ ¢
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Figura 11. Influencia del pardmetro ¢ en la precision general del agrupamiento en la imagen
Salinas.

Como se observa en la figura 11(a) la variacion del pardmetro ¢ no tiene un impacto sig-
nificativo en la precisiéon del agrupamiento, pero si tiene un alto costo en el tiempo de ejecucion
del algoritmo, como se muestra en la figura 11(b). Teniendo en cuenta el tiempo de cémputo, y la
precision en el agrupamiento se decidié definir el pardmetro ¢ para todas las simulaciones como
una constante con el valor de 0.1.

3.2. Mapas Visuales y Resultados Cuantitativos

El método de agrupacién de subespacios para HSI propuesto se comparo con el algoritmo
de agrupacion de subespacios con restriccion de escasez SSC, el algoritmo escalable de agrupaciéon
de subespacios dispersos SSSC, el algoritmo con un enfoque escalable y robusto en agrupamiento
de subespacios dispersos (Abdolali et al., 2019) (SR-SSC, por sus siglas en inglés), el algoritmo

escalable de agrupacion escasa de subespacios escasos por busqueda ortogonal coincidente (You
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et al., 2016b) (SSC-OMP, por sus siglas en inglés), el algoritmo de conjunto activo la agrupaciéon
subespacial de red eléstica escalable (You et al., 2016a) (ORGEN, por sus siglas en inglés).

Enla figura 12, 13 y 14 se presentan los resultados visuales de agrupamiento sobre las imé-
genes utilizadas con dos de los algoritmos del estado del arte que mejor se desempefiaron en cada
imagen. Los resultados cuantitativos de esta clasificacion se muestran en la tabla 3. Similarmen-
te, la figura 13 y la tabla 4 presentan los resultados visuales y cuantitativos de la universidad de
Pavia. Finalmente la figura 14 y la figura 5 presentan los resultados visuales y cuantitativos de la
imagen Salinas. En las tablas, el valor 6ptimo de cada fila se muestra en negrita y el segundo mejor
resultado estdn subrayados. Como se muestra en las tablas 3, 4 y 5 se observé que el enfoque de
agrupamiento de subespacios en imadgenes espectrales propuesto proporciona resultados compa-
rables con algunos algoritmos del estado del arte, esto debido a que nuestro método esta basado
en el refran "divide y venceras", ya que dividimos la HSI en pequefios segmentos y a estos se les
aplica el enfoque del Algoritmo 2, sujeto a qué los puntos dentro de la muestra no son elegidos
aleatoriamente, son elegidos basandonos a la informacion espacial presente en cada segmento.

Para las imdgenes de la universidad de Pavia y Salinas no se mostrardn resultados cuan-
titativos ni visuales de el algoritmo SSC debido a que este algoritmo expresa cada punto como
una combinacién lineal de todos los puntos, lo cual es ineficiente cuando el nimero de puntos es
grande (propiedad de autoexpresividad). Esté algoritmo almacena la matriz C en memoria la cual
es de doble precision y tiene dimensiones MN x MN. Debido a esto, el algoritmo requeria para
la imagen Salinas aproximadamente 98 GB y aproximadamente 340 GB de memoria RAM para

la universidad de Pavia. Por lo tanto, fue imposible realizar este experimento debido a la limitada
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Clase SSC SR-SSC EnSC SSCOMP SSSC SRSSSC
Alfalfa 0 0 0 0 0 97.06
Maiz pequefio 57.05 5320  59.77 16.70 62.20 71.10
Maiz mediano 18.54 14.00  19.68 4 19 88.91
Maiz grande 10 7 0.88 0 4.4 89.17
Pastizales 82.04 2230 34.10 94.10 35.30 83.52
Xantorroeodideas 1.67 8290  81.39 51.60 71.20 88.58
Segado de pastos 0 0 4.73 0.2 0 44.19
Heno en Hileras 5.99 85.10  85.67 27.6 86.8 99.79
Avena 0 4.7 4.7 12.1 3.7 67.86
Soja pequefia 2134 3240  37.87 37.50 29.60 84.69
Soja mediana 2892 5390  56.36 35.70 52.90 94.81
Soja limpia 3465 1530  15.68 32.10 13.20 68.23
Trigo 32.84 6230 3295 47.40 29.90 96.65
Bosque 99.01 7280 87.90 50 84.10 93.41
Edificios-Césped-Arboles 85 2840 2943 4.300 12.60 97.91
Torres de piedra-acero  92.65  73.60  13.77 0 0 67.72

Precision general (OA) 15.5 36.84  33.21 20.32 35.44 86.15
Precisi6n promedio (AA) 17.9 39.06 40.64 11.54 32.36 84.83

Kappa 9.46 3037  27.27 9.53 29.07 84.28
NMI 0.197 0423  0.424 0.132 0.4155  0.766
Tiempo [seg] 9050 16.85 1640 22.18 56.77 15.05

Tabla 3
Resultados cuantitativos de agrupacion en la imagen Indian Pines

disponibilidad en los recursos de hardware.
En los resultados mostrados anteriormente se asume que se conoce la cantidad de grupos
en cada segmento. Sin embargo, es posible que este valor no se conozca en la practica. Como se

menciond en la seccidn 2.3, es posible estimar el valor de k;. Con el objetivo de mostrar la eficiencia
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Clase SR-SSC  EnSC SSCOMP SSSC SRSSSC
Asfalto 62.10 70 52.90 61.07 94.30
Prado 83.90 76 87.70 77.09 92.95
Grava 0 0 27.20 1.21 98.32
Arboles 48.40 66 69.60  58.11  61.30
Hojas de metal pintadas 80.90 58 0 0 92.26
Suelo desnudo 37.70 23 20.30 20.23 99.52
Betin 0 8 3.10 13.23 98.95
Ladrillos autobloqueantes ~ 37.80 27.30 13.72 96.01
Oscuridad 78.30 0 0.9 3.75 79.98
Precision general (OA) 43.66  32.98 39.66 42.7 90.51
Precision promedio (AA)  51.13 37.18 30.11 34.3 89.87
Kappa 34.57  22.38 28.38 24.51 87.39
NMI 0.5197 04771 0.413 0.3685  0.8027
Tiempo [seg] 233 5626.8 1369 29571  611.18

Tabla 4

Resultados cuantitativos de agrupacion en la universidad de Pavia.



AGRUPACION DE SUBESPACIOS UTILIZANDO MUESTREO RESTRINGIDO POR
SIMILITUD 59

Figura 12. Resultado de agrupamiento en Indian Pines . (a) Imagen de etiquetas de las clases
presentes . (b) SRSSSC con Ny, = 400. (¢) SR-SCC. (d) SSSC.

del método propuesto bajo este escenario, a continuacion se muestra el resultado de agrupamiento
sobre la HSI Indian Pines cuando el valor de k; es calculado mediante 22:

Como se puede comparar en la figura 15(a) y 16(a) el resultado de agrupamiento no varia
en grandes proporciones, pero el tiempo de computo si varia de forma significativa, al comparar
la figura 15(b) y 16(b). Esto se debe a los célculos adicionales que se debe aplicar sobre cada
segmento para estimar el valor de k;.

3.3. Analisis del rendimiento en funcion de p
La cantidad de superpixeles calculados sobre la imagen B tiene un impacto significativo en

los resultados de agrupamiento y en el tiempo de calcular los grupos presentes en la HSI. Como
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(d)

Figura 13. Resultado de agrupamiento de la universidad de Pavia. (a) Imagen de etiquetas de las
clases presentes . (b) SRSSSC con N, = 650. (¢) SR-SCC. (d) SSSC.

se observa en las figuras 16, 17 y 18, si el valor de p es pequeio la precision de cualquier método
empieza a disminuir. Esto se presenta con las imdgenes de alta resolucion como la Salinas y la
universidad de Pavia, si el valor de p es grande ,la precision general (OA) es baja y el tiempo de
computo es alto. Esto se debe a que la mayoria de los puntos son agrupados por el algoritmo SSC
el cual presenta una baja eficiencia como se muestra en la tabla 3 los resultados de agrupacién son

bajos y el tiempo de cémputo es alto.



AGRUPACION DE SUBESPACIOS UTILIZANDO MUESTREO RESTRINGIDO POR

SIMILITUD 61
Clase SR-SSC EnSC SSCOMP SSSC SRSSSC

Brocoli-Hierbas Verdes 1 0 0 4.50 0 99.95
Brocoli-Hierbas Verdes 2 5190  64.30 29.30 62.20 99.95
Barbecho 93.30 100 55.00 19 99.19

Arado 4spero en barbecho 96.10 3.70 929 4.40 98.36
Barbecho liso 74.30 61.40 85.60 35.30 96.92
Rastrojo 99.80  99.90 62.20 71.20 99.27

Apio 64 98 18.40 0 99.83

Uvas 63.90  72.90 64.50 86.80 75.29

Vifiedo 82.70  0.6000 71.80 3.700 97.42

Maiz verde 63.60  64.20 18.50 29.60 99.89

Lechuga Romana de 4 semanas 4.90 0 1.80 52.90 99.90
Lechuga Romana de 5 semanas  91.40  39.10 22.50 13.20 93.58
Lechuga Romana de 6 semanas 0 84 0 29.90 90.61
Lechuga Romana de 7 semanas  38.70 93.40 11.10 84.10 72.07
Viifiedo sin entrenar 50 51 45.30 12.60 99.78
Vifiedo enrejado verticalmente ~ 98.50  96.60 1.20 0 99.94
Precision general (OA) 56.98 56.18 33.36 70.76  91.44
Precisién promedio (AA) 54.79 56.23 29.45 60.05 93.71
Kappa 52.84  51.96 27.94 66.04 90.42

NMI 0.7102 0.7442 05274  0.8097  0.922
Tiempo [seg] 139.14 6660 480 2912.8  263.12

Tabla 5

Resultados cuantitativos de agrupacion en la imagen Salinas.
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(c) (d)

Figura 14. Resultado de agrupamiento Salinas.(a) Imagen de etiquetas de las clases presentes . (b)
SRSSSC con Ny, = 600. (¢) SR-SCC. (d) SSSC.

Tiempo [seg]

0 0.‘1 0j2 0.‘3 0.‘4 0.5 0 0.‘1 0‘2 0.‘3 0‘4 0.5
1/p 1/p
(a) (b)

Figura 15. Resultado de agrupamiento Indian Pines calculando el valor de k sobre cada segmento.
(a) Precision general (OA). (b) Tiempo de ejecucion.
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4. Conclusiones

En este trabajo de investigacion se desarroll6 un nuevo enfoque de agrupacion de subespacios en
imdgenes espectrales, el cual tiene una baja complejidad computacional utilizando el algoritmo
de agrupacion de subespacios escazos (SSC). Esto se logra usando técnicas de segmentacion de
imdagenes tales como la deteccion de bordes con el operador Sobel 1.3.1 y superpixeles 1.3.2, para
realizar muestreos selectivos teniendo en cuenta la similitud de los datos. Logrando asi, una mayor
precision de agrupamiento del 49.31 % en la HSI Indian Pines, 46.85 % sobre la HSI Universidad
de Pavia y 20.68 en la HSI salinas, esto sobre el segundo mejor resultado de los algoritmos del
estado del arte con los cuales nos compararnos, utilizando el lenguaje y entorno de programacién
MATLAB. Otro hecho que se evidencié es que el rendimiento de nuestro método depende en la
distribucion de la proporcion de los puntos en la muestra y fuera de la muestra.

Este trabajo también puede ampliarse o mejorarse a partir de los siguientes aspectos. Pri-
mero, se puede implementar un nuevo enfoque que aborde la agrupacion de los puntos fuera de la
muestra, dado que en el marco propuesto se basa en el supuesto de que los datos fuera de la mues-
tra pueden representarse mediante datos dentro de la muestra. Por lo tanto, el método puede fallar
al manejar un dato fuera de la muestra cuando proviene de un nuevo subespacio que no emerge de
los datos de la muestra. En segundo lugar, se pueden explorar diferentes técnicas de extraccion de
los bordes en una HSI, ya que como se menciono en la seccion 1.3 detectar bordes en una HSI es

una tarea que atn no esta bien establecida.
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Apéndices
Apéndice A. ADMM para resolver el problema de optimizacion del agrupamiento de subes-
pacio propuesto
En esta seccion, se muestra la resolucion del problema de optimizacién escasa mostrado en la
ecuacion 21. Introduciendo el método de direccion alterna de multiplicadores (ADMM, por sus
siglas en inglés). Podemos aplicar la restriccion de igualdad en 21 y eliminar Z del problema de

optimizacion y resolver de manera equivalente:

, A
min Cll1+ A [Ell + 5D —DC — E |}
’ (24)

st. C'1=1, diag(C)=0.

El procedimiento general del algoritmo ADMM es introducir variables auxiliares apropia-
das en el programa de optimizacién, aumentar las restricciones en la funcién objetivo e iterativa-
mente minimizar el lagrangiano con respecto a las variables primarias y maximizarlo con respecto
a los multiplicadores de Lagrange. Con un abuso de notacidn, a lo largo de esta seccidn, deno-
tamos por diag(C) tanto un vector cuyos elementos son las entradas diagonales de C como una

matriz diagonal cuyos elementos diagonales son las entradas diagonales de C.
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RNXN

Para comenzar, se utiliza una matriz auxiliar A € para que el problema quede asi:

) Az
min ||C||1 + A||E||1 + =2||D— DA —E|)%
C.EA 2 (25)

st. A'l=1, A=C-diag(C),
cuya solucién para (C,E) coincide con la solucién de 24, la introduccién de A ayuda a obtener
actualizaciones eficientes en las variables de optimizacién. Luego, usando un parametro p > 0,
agregamos a la funcién 25 dos términos de penalidad correspondientes a las restricciones A ' 1 =1

y A = C —diag(C), queda por resolver el siguiente problema de optimizacion:

min [l + Al £l -+ 10~ DA~ B[
+2|am1-a 4 2ja— (¢~ diag())I} (26)
2 2 2

st. AT1=1, A=C—diag(C).

Al agregar los términos de penalizacion a 25 no cambia su solucidn 6ptima, es decir, tanto
25 como 26 tienen las mismas soluciones, ya que para cualquier solucion factible de 26 que satisfa-
ga las restricciones, los términos de penalizacion desaparecen. Sin embargo, agregar los términos
de penalizacién hace que la funcién de optimizacién sea estrictamente convexa en términos de las
variables de optimizacién (C,E,A), que permite usar el enfoque ADMM.

Introduciendo un vector § € R y una matriz A € RV*N de multiplicadores de Lagrange

para las dos restricciones de igualdad en 26, se puede escribir la ecuacion 26 en terminos lagran-
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gianos:

(C.AES.8) =|Cl + Al Ell + %D~ DA~ EJ}
+% HAT1—1Hz+g||A— (C — diag(C)) |13 @7)
+87(AT1-1) +u (AT(A-C+ding(C)) ),
donde tr(-) denota el operador de traza de una matriz dada. El enfoque ADMM consiste en un

procedimiento iterativo como el siguiente: Denotamos por <C k) g) ,A(k)) las variables de opti-

mizacion en la iteracion k' y (5(k ) , A(k)> los multiplicadores de Lagrange en la iteracion k:

= Obteniendo A®TY) minimizando . con respecto a A, mientras (C(k),E (k),S(k),A(k)) son
fijos. Tenga en cuenta que calcular la derivada de .Z con respecto a A e igualdndolo a cero,

obtenemos:

(zIZDTDJr pl + pllT) Al — ) pT (D—E(k)) o

+p (11T +C(k>) 180T AW,

En otras palabras, AK+1) ge obtiene resolviendo un sistema lineal de N x N ecuaciones.

Cuando N no es muy grande, uno puede simplemente invertir la matriz para obtener A1)

desde 28. Para grandes valores de N se deben emplear métodos de gradiente conjugado para

resolver A1),

= Obteniendo C**1) minimizando ¥ respecto a C, mientras (A(k),E ®) 5 (k),A(k)> son fijos.
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Se ve que la actualizacion de C también tiene una solucién de forma cerrada dada por:

c*k+D) = j —diag(J),
(29)
JA2g (A("“) +A(k)/p),
p

donde .7, () es el operador de umbral de contraccion que actia sobre cada elemento de la

matriz dada y se define como:

T (v) = (v =n)+sgn(v).

El operador (-)+ devuelve su argumento si no es negativo y devuelve cero de lo contrario.

= Obteniendo E*+1) minimizando % respecto a E, mientras (C(k+1),A(k+l), S(k),A(k)> son

fijos. La actualizacion de E también se puede calcular en forma cerrada como:

Az

EW) — 7, (DA(k+1) —D) . (30)

» Teniendo C*+1) A(k+1) pk+1) fijos, aplicar el gradiente ascendente con el tamafo de paso

de p en los multiplicadores de Lagrange:

sk+1) — 5k +p (A(k—i-l)"l'l _ 1) ’
(€29)

AUHD) — AK) 4 (A(k+1) _C(k—i—l)) _

Estos tres pasos se repiten hasta que se logre la convergencia o el nimero de iteracio-

nes exceda un nimero maximo de iteraciones. La convergencia se logra cuando tenemos
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4711 <e]

A —C(")Hw <e,

AWK _A<k—1>H <ey ||E®— EC-D|, < ¢, don-
de € denota la tolerancia al error para los residuos primarios y duales. En la préctica, la

eleccién de € = 10~ funciona bien en experimentos reales.
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Apéndice B. Métricas de Evaluacion

Para comparar el rendimiento de agrupacién de nuestro método, utilizamos cinco métricas estan-
dar: precision del usuario, precision promedio, precision general, informacién mutua normalizada
(UA,AA,O0A,NMI) respectivamente por sus siglas en ingles y coeficiente Kappa. En particular, los
coeficientes UA, AA, OA y Kappa se pueden obtener por medio de una matriz de error (también
conocida como matriz de confusion). Las matrices de error comparan, categoria por categoria, la
relacién entre los datos de referencia conocidos (matriz de etiquetas) y los resultados correspon-
dientes de una clasificacion automatizada. Dichas matrices son cuadradas, con el nimero de filas

y columnas igual al nimero de categorias cuya precision de clasificacion se estd evaluando.

= Precision general: se calcula dividiendo el nimero total de pixeles clasificados correcta-
mente (es decir, la suma de los elementos a lo largo de la diagonal principal) por el nimero

total de pixeles de referencia.

= Precision de usuario (precision individual de las clases): se calcula dividiendo el nimero
total de pixeles clasificados correctamente (es decir, la suma de los elementos a lo largo de

la diagonal principal) por el nimero total de pixeles de referencia.

= Precision promedio: Es el promedio de la precision de usuario.

= Coeficiente Kappa: es una medida de la diferencia entre el acuerdo real entre los datos de
referencia y un clasificador automatizado y el acuerdo casual entre los datos de referencia

y un clasificador aleatorio. Especificamente dada una matriz de error Q con r, filas y N,



AGRUPACION DE SUBESPACIOS UTILIZANDO MUESTREO RESTRINGIDO POR
SIMILITUD 78

nimero de observaciones, el coeficiente kappa viene dado por:

NyY i — X0t (Qir - O4i)

Kappa =
NZ = X21 (Qit - Qi)

; (32)

donde Q;; es el nimero de observaciones en una fila i y columna i, Q; es el nimero total de

observaciones en la fila i, Q. ; es el total de observaciones en la columna i.

= Informacion mutua normalizada: Es una normalizacion de la informaciéon mutua, el cual
consiste en valores entre 0 (no hay informacién mutua) y 1 (hay correlacién perfecta). La
informacion mutua mide la cantidad de informacién por la cual nuestro conocimiento sobre
las clases aumenta cuando se nos dice cudles son los grupos. Especificamente, dado las

etiquetas de las clases I" y las etiquetas de agrupamiento € tenemos:

B MI(Q;T)
MU= frt) a2 9
B . P(axNy))

donde P (wy),P (yj) ,y P (a)k N }/j) son las probabilidades de que un punto de datos esté en

un grupo ®j, clase ¥;, y en la interseccién de @y, clase 7, respectivamente. La funcién H(-)
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en 33 es la entropia definida por:

H(Q)=—) P(o)logP (ay). (35)
k
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