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ESCUELA DE FÍSICA
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ESCUELA DE FÍSICA
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brindó siempre su amor incondicional. Primo, el amor nunca muere, por lo tanto, tu

siempre vivirás en nuestros corazones hasta el dı́a en el cual nos volvamos
encontrar.

4



DEDICATORIA

A mi hijo, Luis Miguel Marquez. Aquel que con una sonrisa alegra mi corazón,
con una mirada me hace olvidar las preocupaciones, con una palabra me da las
fuerzas de no rendirme. Por eso, para aquel que me enseño el verdadero amor le
dedico este y todos mis logros. Hijo, mi mayor logro eres tú, te amo.
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3 OPTIMIZACIÓN DE APERTURAS CODIFICADAS 36
3.1 Cı́rculos de Gershgorin en CT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.2 Criterios de optimización para el muestreo uniforme . . . . . . . . . . . . 41
3.3 Función y algoritmo de optimización de aperturas codificadas . . . . . . 49
3.4 Algoritmo de reconstrución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4 SIMULACIONES Y RESULTADOS 53
4.1 Matriz de muestreo en CT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2 Aperturas codificadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

6



4.3 An’alisis de los par’ametros de muestreo en una arquitectura CT con un
arreglo unidimensional de detectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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1.7 Ejemplo geometrı́a tomógrafo con fuente en abanico . . . . . . . . . . . 23
1.8 Ejemplo matriz de proyección . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.1 Imágenes reales de tomógrafia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2 Aperturas aleatorias y optimizadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3 Muestreo pixeles del objeto en arquitectura con un único detector . . . . 57
4.4 Muestreo pixeles del objeto en arquitectura con arreglo unidimensional

de detectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.5 Cı́rculos de Gershgorin asociados a la arquitectura CT con un único de-

tector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

8



4.6 Cı́rculos de Gershgorin asociados a la arquitectura CT con arreglo unidi-
mensional de detectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.7 Análisis del total de elementos de paso para aperturas codificadas en
una arquitectura CT con único detector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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radas en una arquitectura de un único detector . . . . . . . . . . . . . . . 79
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3 Análisis parámetros M2 ∈ (16, 128) y M3 ∈ (1, 49), para la arquitectura de
un único detector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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Resumen

TITULO: OPTIMIZACIÓN DE APERTURAS CODIFICADAS PARA EL MEJORAMIEN-
TO DE LA CALIDAD DE IMAǴENES RECONSTRUIDAS EN UN SISTEMA DE MUES-
TREO COMPRESIVO DE TOMOGRAFÍA COMPUTARIZADA CON UNA FUENTE DE
HAZ DE RAYOS-X EN ABANICO1

AUTOR: MIGUEL ANGEL MARQUEZ CASTELLANOS 2

PALABRAS CLAVE: Tomografı́a computarizada, muestreo compresivo, aperturas co-
dificadas, optimización, algoritmos de reconstrucción, función de costos.

La tomograf’ia computarizada (CT, del inglés computed tomography ) es una t’ecnica
no invasiva y no destructiva que permite estimar la estructura interna de un objeto a
partir de proyecciones de rayos-X. Sin embargo, la exposici’on prolongada a dosis de
radiaci’on puede alterar la estructura interna del objeto, y en procedimientos m’edicos
puede aumentar el riesgo de padecer c’ancer. Debido a esto, la teor’ia de muestreo
compresivo (CS, del inglés compressive sensing) ha sido usada para desarrollar estra-
tegias de muestreo CS en CT que permitan reducir las dosis de radiación sin sacrificar
la calidad de la reconstrucción. Uno de los trabajos de CS-CT que mayor impacto ha
tenido es la implementaci’on de aperturas codificadas para la modulaci’on del haz de
rayos-X. No obstante, estos trabajos no han estudiado el diseño de las aperturas co-
dificadas para obtener matrices de muestreo mejor condicionas, las cuales permitir’ian
obtener reconstrucciones con una mayor calidad. Es por ello que en este trabajo se
propone el diseño de aperturas codificadas para obtener im’agenes CT de mayor ca-
lidad a partir de proyecciones capturadas en una arquitectura de CS-CT con haz de
rayos-X en abanico. Para el diseño de las aperturas codificadas se estable una relación
directa entre el número de condición y los cı́rculos de Gershgorin asociados a la matriz
de muestreo. Con base en esto, se plantean la reducción del área total de la unión de
los cı́rculos de Gershgorin mediante el diseño de aperturas codificadas que permitan
obtener una matriz de muestreo con filas linealmente independientes. Para lograr esto,
se establecen cuatro criterios de muestreo uniforme los cuales son generados a partir
del an’alisis de la geometr’ia de muestreo de la arquitectura CS-CT. Espec’ificamente,
en este trabajo se estudia la arquitectura CS-CT con una variaci’on en su arreglo de
detectores, unidimensional y con un único detector.

1Trabajo de Investigación
2Facultad de Ciencias Básicas. Escuela de Fı́sica. Director, Henry Arguello.
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Abstract

TITLE: CODED APERTURE OPTIMIZATION FOR IMPROVING THE RECONSTRUC-
TION QUALITY IN A COMPRESSIVE COMPUTED TOMOGRAPHY ARCHITECTURE
WITH AN X-RAY FAN-BEAM. 1

AUTHOR:MIGUEL ANGEL MARQUEZ CASTELLANOS

KEYWORDS: Computed tomography, compressive sensing, coded apertures, optimi-
zation, Gershgorin circle, conditional number, uniform sensing.

Computed tomography (CT) is a non-invasive technique that estimates the internal
structure of an object by using X-ray projections. However, the internal structure of an
object can be altered by the radiation emitted by the X-rays, in medical cases, it in-
creases the chance of cancer. Hence the compressive sampling (CS) theory has been
applied to CT by developing strategies that can reduce the radiation doses without re-
ducing the quality of image reconstruction. Coded apertures have been one of the most
effective CS-CT applications, in the case of CT they are used to modulate the X-ray
beam. Nevertheless, the design of the coded apertures has not been studied to obtain
sampling matrices specifically for CT. Therefore in this work, the design of coded aper-
tures to obtain higher quality CT images from captured projections of a CS-CT fan-beam
architecture is proposed. For this purpose, a direct relation between the condition num-
ber and the Gershgorin circles associated with the sampling matrix is established for the
design. Further, the reduction of the total area of the Gershgorin circles union is reduced
thru the design of coded apertures that obtain a sampling matrix with linearly indepen-
dent rows. In order to do this, four uniform sampling criterions are established by taking
into account the sampling geometry of the CS-CT architecture. Specifically, the CS-CT
architectures with a variation in the set of detectors, unidimensional and with a single
detector are studied.

1Research Work
2Facultad de Ciencias Básicas. Escuela de Fı́sica, Universidad Industrial de Santander. Director,

Henry Arguello Fuentes.
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INTRODUCCIÓN

La tomografı́a computarizada (CT, por su sigla en inglés) es una técnica no inva-
siva y no destructiva que permite estimar la estructura interna de un objeto a partir
de proyecciones de rayos-X [10]-[14]. En la práctica, las imágenes CT son captadas
por tomógrafos, compuestos por una fuente de rayos-X y un arreglo de detectores
que rotan simultáneamente alrededor del objeto [10]. Los tomógrafos se clasifican
según la estructura del tubo de rayos-X y detectores, y en la forma como estos se
desplazan [4]. Debido a la introducción del primer tomógrafo de rayos-X, se generó
un gran interés en el desarrollo y optimización del hardware de los tomógrafos clı́ni-
cos. La arquitectura que ha tenido un mayor impacto tanto en las áreas comerciales
como de investigación, son los tomógrafos con un haz de rayos-X en abanico con
un ángulo de apertura de 60◦, un arreglo de detectores curvo compuesto por entre
400 a 1000 elementos, y un desplazamiento angular, alrededor del objeto, de 0◦ a
360◦ [9], [17], [6], [18], [12]. Esta arquitectura permite obtener imágenes CT de alta
resolución para los diagnósticos médicos. Sin embargo, la principal limitante para
obtener imágenes CT de alta resolución son los riesgos de desarrollar cáncer debi-
do a las dosis de radiación de rayos-X [3]-[19]. Debido a esto, el estudio de técnicas
de muestreo que permitan reducir las dosis de radiación sin reducir la calidad de las
imágenes CT ha sido de gran interés durante los últimos años.

Actualmente, la teorı́a de muestreo compresivo (CS, de su sigla en inglés) [5],
es aplicada al problema de reconstrucción de imágenes CT, denotadas como f ∈ Rn

donde n ∈ N es el total de pixeles del objeto, a partir de un número reducido de
proyecciones, y ∈ Rm, para m < n. La reducción de proyecciones en CT es obte-
nida mediante la implementación de aperturas codificadas [1], las cuales se ubican
al frente de la fuente y modulan el haz de rayos-X. Esta estrategia se conoce como
muestreo compresivo en tomografı́a computarizada a partir de aperturas codifica-
das, y establece que una señal puede ser reconstruida a partir de menos proyeccio-
nes que las establecidas por los métodos tradicionales de reconstrucción. La modu-
lación del haz de rayos-X en procedimientos CT implica la obtención de imágenes
a partir de menos dosis de radiación, siempre y cuando se cumplan dos criterios
fundamentales [5]. El primer criterio establece que la imagen f debe ser escaza en
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algún dominio Ψ ∈ Rn×n, es decir |f−ΨG(θ)|22 < τ , donde G(.) es un operador que
descarta un porcentaje de los coeficientes más pequeños del vector, θ = ΨTf es la
representación de f en Ψ, y τ ∈ R es una constante de error. El segundo criterio el
cual establece que la coherencia entre la matriz de sensado Φ ∈ Rm×n y la base de
representación Ψ debe ser baja, es decir µ(Φ,Ψ) =

√
nmáx (|Φ.Ψ|), donde máx(.)

es una función que retorna el valor máximo de la matriz ΦΨ. Si se satisfacen estos
dos criterios del proceso de adquisición de una imagen CT, a partir de proyecciones
moduladas obtenidas por el esquema de muestreo modelado en Φ las medidas y
se puede expresar matemáticamente como y = ΦΨθ.

Múltiples trabajos de CS en CT han sido desarrollados con el fin de obtener re-
construcciones de mayor calidad sin aumentar las dosis de radiación [7]. Uno de los
trabajos más recientes y de mayor interes es [13], el cual desarrolla y evalúa estrate-
gias de muestreo de CS en CT con aperturas codificadas generadas aleatoriamente.
Con base en [13], en [7] se propone la optimización de aperturas codificadas a partir
de una función de optimización para el mejoramiento de la calidad de reconstrucción
de imágenes CT. Esta función de optimización se constituye de tres criterios, mues-
treo uniforme en el detector, muestreo uniforme del objeto, y aperturas codificadas
con baja autocorrelaci
’on para un sistema de múltiples capturas. Sin embargo a la fecha, el diseño y optimi-
zación de la estructura y distribución de las aperturas codificadas se ha desarrollado
en arquitecturas CT con arreglos de detectores y fuentes que no tienen desplaza-
miento angular, es decir captan proyecciones en un solo ángulo de visión [8]-[7].

En esta propuesta de proyecto de grado se aborda el problema de mejorar la
calidad en la reconstrución de las imágenes CT, captadas en un tomógrafo con
desplazamiento angular de 360◦, reemplazando las aperturas codificadas aleatorias
por aperturas diseñadas. Las aperturas diseñadas son generadas por una función
de optimización que se basa en el modelamiento matemático del proceso de captura
del tomógrafo y la teorı́a de muestreo compresivo.
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Capı́tulo 1

MARCO TEÓRICO

El 8 de noviembre de 1895, el fı́sico alemán Wilhelm Conrad Röntgen, mediante
experimentos de aceleración de electrones descubrió un nuevo tipo de radiación
electromagnética, invisible para el ojo humano y con altos niveles de penetración
en cuerpos opacos; este nuevo tipo de radiación fue denominado rayos-X, debido a
que se desconocı́a su naturaleza [15]. El descubrimiento de los rayos-X introdujo el
concepto de imagen del interior corporal, lo cual ha supuesto una de las mayores
contribuciones de todos los tiempos a la medicina.

1.1. FUNDAMENTOS DE LA FÍSICA DE RAYOS-X

En 1912, von Laue, Friedrich y Knipping irradiaron un cristal con rayos-X y con-
firmaron que dichos rayos son una forma de luz que tiene una longitud de onda muy
pequeña. Este experimento llamado difracción (desviación de una onda al chocar
con el borde de un cuerpo opaco o al atravesar una abertura), permitió establecer
de manera precisa que los rayos-X son una radiación electromagnética de la misma
naturaleza que las ondas de radio, las ondas de microondas, los rayos infrarrojos, la
luz visible, lo rayos ultravioleta y los rayos gamma [16]-[14].

Los rayos-X surgen de fenómenos extranucleares, a nivel de la órbita electróni-
ca, fundamentalmente producidos por desaceleración de electrones, es decir, cuan-
do una partı́cula cargada eléctricamente con suficiente energı́a cinética es frenada
rápidamente. Existen tres fenómenos extranucleares que generan rayos-X [11], el
primero es comúnmente conocido como “bremsstrahlung” (radiación de frenado), el
segundo es la radiación caracterı́stica de los metales, y el tercero es la radiación
generada por el impacto de un electrón con el núcleo. El primer fenómeno extranu-
clear sucede cuando un electrón de alta energı́a pasa cerca del núcleo se desvı́a
debido a la interacción electromagnética como se observa en la Figura 1.1a. Co-
mo consecuencia de este proceso de desv’io, el electrón pierde energı́a en forma
de rayos-X. El segundo fenómeno extranuclear sucede cuando un electrón de alta
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Fenómenos extranucleares

(a) (b) (c)

Figura 1.1: Esquema sobre la producción de radiación por fenómenos extranucleares. (a) La
radiación de frenado es generada por la desaceleración de un electrón que pasa
cerca al núcleo de un átomo y es desviado por fuerzas electromagnéticas. (b) La
radiación caracterı́stica de los metales es generada por el salto de un electrón
de una capa superior a una inferior. (c) La radiación generada por el impacto
de un electrón directamente con el núcleo de un átomo, liberando energı́a de
rayos-X.

energı́a produce la salida de un electrón cercano al núcleo, y un electrón de una
capa superior con mayor energı́a rellena la vacante, como se ilustra en la Figura
1.1b. Como consecuencia de este proceso la diferencia de energı́a entre niveles se
transforma en energı́a de rayos-X. El tercer fenómeno extranuclear, ilustrado en la
Figura 1.1c, sucede cuando un electrón de alta velocidad impacta directamente con
el núcleo de un átomo. Como consecuencia de este impacto, toda la energı́a cinética
se convierte en energı́a de rayos-X.

El dispositivo tradicionalmente usado para producir rayos-X, que se muestra en
la Figura 1.2, es conocido como tubo de rayos-X, y fue inventado por Willian Crooke.
Los tubos de rayos-X son una válvula de vacı́o compuesta por un c’atodo (filamento,
habitualmente de wolframio), el cual es calentado por medio de corriente el’ectrica
[15]. Debido al efecto termoiónico, al calentar el filamento de wolframio, se genera
una fuerza electroestática que empuja a los electrones hacia el ánodo, los cuales
al colisionar con el ánodo, ceden su energı́a al material. Alrededor de un 99 % de
esta energı́a es emitida en forma de calor y el restante 1 % es emitido en forma de
rayos-X, predominantemente en dirección perpendicular a la del haz de electrones
[16]. Esta radiación consiste en ondas con un rango de longitud de onda aproxima-
damente entre 10−8 [m] y 10−13[m]. Por lo tanto, la energı́a de radiación depende de
la velocidad de los electrones, V , que a su vez depende de la aceleración del voltaje,
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Tubo de rayos-X

Figura 1.2: Esquema est’atico sobre la producci’on de rayos-X en un tubo convencional de
rayos-X.

Ua, entre el cátodo y el ánodo. La velocidad del electrón puede ser determinada con
la ecuación de la energı́a

eUa = 0,5 ∗meV
2, (1.1)

donde e = 1,602× 10−19[C] representa la carga del electrón, y me = 9,109× 10−31[kg]

representa la masa de los electrones. Puede suceder, sin embargo, que toda la
energı́a, eUa, de un electrón se transforme en un solo fotón. Este lı́mite define el
máximo de energı́a de la radiación de rayos X, lo cual se puede expresar matemáti-
camente como

eUa = hvmax = Emax, (1.2)

donde h = 6,626 × 10−34[Js] es la constante de Planck. El l’imite Emax corresponde
a la longitud de onda mı́nima

λmin =
hc

eUa
, (1.3)

donde c = 2,998× 108 es la velocidad de la luz.

1.2. LEY DE LAMBERT-BEER

En óptica, la ley de Lambert-Beer se aplica para todos los mecanismos fı́sicos
que conducen a la atenuación de la intensidad de radiación (reducción de fotones),
de un haz de rayos-X que pasa a trav’es de un objeto [16], [11]. En pocas palabras,
la ley de Lambert-Beer es un método matemático que permite expresar de qué
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Ley de Lambert Beer para cuerpos homogéneos

Figura 1.3: Ilustraci’on del efecto de atenuaci’on de un haz de rayos-X, al pasar a trav’es de
un cuerpo homog’eneo.

modo la materia absorbe la luz al atravesar un medio con coeficientes de atenuación
en funci’on de su ubicación espacial, µ(x, y, z). Matemáticamente, la intensidad de
radiación I(.) de una haz de rayos-X despu’es de pasar a través de un objeto, una
distancia ∆η se puede expresar como

I(η + ∆η) = I(η)− µ(η)I(η)∆η. (1.4)

Por simple reorganización de la ecuación (1.4), y aplicando l’imites en ambos lados
de la ecuación, se obtiene

ĺım
∆η→0

I(η + ∆η)− I(∆η)

∆η
= −µ(η)I(η). (1.5)

1.2.1 Atenuación de los rayos-X en un medio homogéneo Si en
la ecuación (1.5), se asume un medio homogéneo, como se ilustra en la figura 1.3,
la función de atenuación puede expresarse como

dI
dη

= −µI(η), (1.6)

que corresponde a una ecuación diferencial de primer orden [16], [14]. Al integrar la
ecuación 1.6 en ambos lados, se obtiene

ln|I| = −µη + C. (1.7)
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Ley de Lambert Beer para cuerpos heterogéneos

Figura 1.4: Ilustraci’on del efecto de atenuaci’on de un haz de rayos-X, al pasar a trav’es de
un cuerpo no homog’eneo, donde ∆s ' 0

Al despejar I(η), y con la condición de que I(0) = I0, la solución a la ecuación
diferencial en (1.7), se puede expresar matemáticamente como

I(η) = I0e
−µη, (1.8)

donde I0 es la intencidad incial del haz de rayos-X.

1.2.2 Atenuación de los rayos-X en un medio no homogéneo En
un cuerpo no homogéneo y con constantes de atenuación no homogéneas, la ate-
nuación de los rayos-X al pasar a través de este cuerpo puede ser calculado me-
diante la división del objeto en pequeños elementos, como se ilustra en la Fig. 1.4.
Si cada elemento es lo suficientemente pequeño, este puede ser considerado como
un objeto homogéneo [15], [14]. Basado en el concepto de dividir el cuerpo en varios
cuerpos homogéneos y en la ecuación (1.8), la atenuación de rayos-X, en un cuerpo
no homogéneo, puede ser expresada matemáticamente como

I = I0e
−µ1∆ηe−µ2∆ηe−µ3∆η...e−µn∆η = I0e

∑n
i=1 µi∆η, (1.9)

donde ∆η es la longitud de cada elemento, µi es la constante de atenuación en
el i − th elemento y n es el total de elementos en el que es dividido el cuerpo no
homogéneo. Si dividimos por I0 y aplicamos logaritmo natural ambos lados de la
ecuación (1.9), se obtiene

p = −ln
(
I

I0

)
=

n∑
i=1

µi∆η. (1.10)
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Ahora, si se asume que el número de elementos que componen el cuerpo tiende
a infinito y la longitud de cada elemento tiende a cero, la ecuación (1.10) se puede
reescribir como

p = ĺım
n→ı́nf,∆η→0

−ln(I/I0) =

∫
L

µ(x)dx, (1.11)

donde
∫
L

representa la integral de lı́nea y L la trayectoria de cada haz de rayos-X al
pasar a través del cuerpo.

1.3. TOMOGRAFÍA COMPUTARIZADA

La tomografı́a computarizada (CT, por sus siglas en inglés) es una técnica no
invasiva y no destructiva, que permite estimar la estructura interna de un objeto a
partir de sus proyecciones. Estas proyecciones son generadas a partir de rayos-X
que pasan a través del objeto, las cuales con base en la ecuación (1.9), se pueden
expresar matemáticamente como [20]:

I(ϕ, φ) = I0e
−

∫
L(ϕ,φ) f(x,y)dxdy, (1.12)

donde φ es el ángulo entre el eje-x y la posición en el detector a la que conver-
ge el rayo-X, ϕ es el ángulo entre el eje-x y la fuente del rayos-X, como se ilus-
tra en la Figura 1.5. Note que en la Ecuación 1.12 la integral de linea se rea-
liza sobre la función paramétrica L (ϕ, φ) definida como L (ϕ, φ) = {(x, y, z) |x =

r(t cos(ϕ) + (1− t) cos(ϕ)), y = r(t sin(ϕ) + (1− t) sin(ϕ)), t ∈ [0, 1]}, la cual represen-
ta todos los puntos que recorre cada rayo-X, f(x, y) es la función de atenuaciones
del objeto, e I0 es la intensidad inicial del haz de rayos-X al salir de la fuente. Aquı́,
r es el radio del cı́rculo, que se genera al rotar la fuente alrededor del objeto, y
r ≥

√
x2 + y2 > 0. Con base en las Ecuaciones (1.11) y (1.12), podemos definir la

función de proyecciones p(ϕ, φ) como [20]

p(ϕ, φ) =

∫
L(ϕ,φ)

f(x, y)ds(x, y), (1.13)

donde p(ϕ, φ) es la función de atenuación, también conocida como sinograma, de
f(x, y).
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Geometrı́a tomógrafo con fuente en abanico

Figura 1.5: Representación gráfica de la geometrı́a de un tomógrafo de haz de rayos-X en
abanico y un arreglo de detectores curvo.

1.3.1 Modelo algebraico de tomografı́a computarizada En la prácti-
ca, las imágenes CT son captadas por escáneres médicos, los cuales están com-
puestos por un detector de rayos-X y un arreglo de detectores que rotan simultánea-
mente alrededor del objeto, como se ilustra en la figura 1.5. Por lo tanto, con base
en la ecuación (1.13), las proyecciones capturadas por un arreglo de detectores, en
cada ángulo de visión, se puede expresar matemáticamente como [16]:

Ii,j =

∫ ∆t
2

−∆t
2

I0e
−p(G(i,qj ,t′),qj)dt′ , (1.14)

donde q ∈ RM2 es un vector que contiene los ángulos entre la fuente y el eje-x,
con M2 ∈ R como el total de ángulos recorridos por la fuente, ∆t ∈ R representa
el tamaño de cada detector, G(i,qj, t′) = mod(mod(qj − 180, 360) + (180)/2πr[(i +

1)∆t+t′−M1∆t], 360) es una función que calcula el ángulo entre el eje-x, conM1 ∈ R
como el total de detectores, y donde converge el rayo-X. Aquı́, j1 = 0, · · · ,M1 − 1 y
j2 = 0, · · · ,M2 − 1. Con base en la Ecuación (1.14), las proyecciones captadas por
el detector P ∈ RM1×M2, en los múltiples ángulos de visión, puede ser expresado
matemáticamente como [16]:

Pj1,j2 = −ln
(
Ii,j
I0

)
. (1.15)

Por lo tanto, el objetivo principal de CT es la reconstrucción de f(x, y) a partir de
P. En la práctica, la reconstrucción de la función f(x, y) es representada por una
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Resoluciń imágenes de tomografı́a computarizada

(a) (b) (c)

Figura 1.6: Ejemplo de una imagen CT con un diferentes tamaños de pixel. (a) ∆s, (b) 4∆s
y (c) 8∆s

cuadrı́cula de p’ixeles cuadrados con una anchura y altura finita, ∆s, i.e., una imagen
F ∈ RN1×N2, donde N1 ∈ N y N2 ∈ N representan el total de filas y columnas de la
imagen, respectivamente. Matem’aticamente, F puede expresarse como [20]:

Fi1,i2 =

∫ ∆s
2

−∆s
2

∫ ∆s
2

−∆s
2

f(xk + x′, yl + y′)dx′dy′, (1.16)

donde (xk, yl) representa las coordenadas del punto central del pixel Fk,l, con i1 =

0, · · ·N1 − 1 y i2 = 0, · · ·N2 − 1. El valor de Fk,l depende directamente del área del
pı́xel y de los valores de la función. Es decir, si el objeto tiene un borde que pasa a
través del área de un pı́xel Fk,l, o si el objeto no es homogéneo dentro del área del
pı́xel, el valor de Fk,l representará un promedio de todos los coeficientes de atenua-
ción dentro del pı́xel, como se ilustra en la figura 1.6. Este efecto es comúnmente
conocido como efecto de volumen parcial (PVE, por sus siglas en inglés).

Con base en la representaci’on discreta de las proyecciones (ecuaci’on 1.15) y
de la reconstrucci’on de la funci’on de atenuaciones (ecuaci’on 1.16), se establece
un modelo matem’atico lineal para la captura de las proyecciones de las im’agenes
CT dado por

p = Wf, (1.17)

donde W ∈ Rm×n es la matriz que representa la geometrı́a de la arquitectura CT,
comúnmente conocido como el operador de proyección, como se ilustra en la figura
1.8. Especı́ficamente, las filas de la matriz W están compuestas por los porcentajes
de área de cada pixel que está contenido en la trayectoria entre la fuente de rayos-X
y un detector arbitrario, como se puede ilustrar en la figura 1.7. En la figura 1.7 se
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Ejemplo geometrı́a tomógrafo con fuente en abanico

(a) (b)

Figura 1.7: Ejemplo de la geometrı́a de muestreo para un tomógrafo en un ángulo de visión
para M1 = 8 detectores y un objeto de dimensiones F ∈ R2×2. Aquı́, se ilus-
tra la trayectoria (porcentaje del área de cada pixel que toca el haz) para cada
proyección de rayos-X. En (b) se ilustra la matriz resultante a partir de la geo-
metrı́a establecida en (a) y las proyecciones generadas al establecer un objeto
de atenuaciones arbitrario.

ilustra un ejemplo de la geometrı́a de muestreo para una arquitectura CT con haz
en de rayos-X en abanico con M1 = 8 detectores, en un ángulo de visión arbitrario
y un objeto de dimensión 2× 2. Aquı́, p ∈ RM1M2 y f ∈ RN1N2 son la representaci’on
lexicogr’afica de P y F, respectivamente.

1.4. MUESTREO COMPRESIVO EN TOMOGRAFÍA
COMPUTARIZADA

El muestreo compresivo (CS, de sus siglas en inglés) en tomografı́a computariza-
da es nuevo paradigma que establece que imágenes CT pueden ser reconstruidas a
partir de un número menor de proyecciones de rayos-X que las establecidas por los
métodos tradicionales. Esta nueva área de la investigación se conoce como mues-
treo compresivo en tomografı́a computarizada (compressive computed tomography )
[2], y ha generado un gran interés en el estudio de las estrategias de CS en CT dado
que tiene el potencial para disminuir las dosis de radiación a los que son expuestos
los pacientes. La principal diferencia entre CS en CT y los métodos tradicionales,
es la combinación del problema de adquisición y compresión de datos. Matemática-
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Ejemplo matriz de proyección

(a) (b) (c)

Figura 1.8: Ejemplo de una matriz de proyecci’on W para una arquitectura CT de haz de
rayos-X en abanico y arreglo de detectores curvo. Las matrices fueron creadas
con las siguientes especificaciones: N1 = N2 = 32, M1 = 128, ∆t = 0,0377[mm]
y (a) M2 = 4, (b) M2 = 6, (c) M2 = 8,

mente, este proceso de adquisición y compresión puede ser modelado como

y = Φx, (1.18)

donde y ∈ Rm representa las medidas comprimidas de x, y Φ ∈ Rm×n representa la
matriz de muestreo, con m� n. Con base en la matriz de muestreo Φ y las medidas
comprimidas y, es posible encontrar una solución para x, siempre que se cumplan
dos principios fundamentales, escasez e incoherencia, descritas en subsecciones
1.4.1 y 1.4.2, respectivamente.

1.4.1 Escasez El concepto de escasez expresa la idea de que los coeficientes
representativos de una señal en alguna base de representación Ψ ∈ Rn×n, son
menores al total de valores de la imagen, como se ilustraba en la figura 1.9. Este
concepto implica que los coeficientes más pequeños de una señal, en alguna base
de representación, pueden ser descartados (aproximados a cero) sin tener pérdidas
significativas en la señal. Esto se puede expresar matemáticamente como [5]:

|x−ΨTG(θ)|2 < τ, (1.19)

donde G(·) es un operador que descarta un porcentaje de los coeficientes más pe-
queños de la señal θ, x ∈ Rn es la señal de interés con su respectiva representación
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Ejemplo escasez en imágenes CT

(a) (b)

Figura 1.9: (a) Imagen original x. (b) Imagen con solo un 25 % de sus coeficientes significa-
tivos ΨTG(θ).

θ = Ψx y τ ∈ R es la constante de tolerancia. En la figura 1.9 se puede observar
un ejemplo para la ecuación X, en la cual a la figura 1.9a se le truncan el 75 % de
sus coeficientes menos representativos en la base de representación coseno sin
presentar un error significativo al reconstruir la figura 1.9b. Es importante notar que
Ψ es una matriz ortonormal por lo tanto Ψ−1 = ΨT y ΨTΨ = I.

1.4.2 Incoherencia El concepto de incoherencia, mide la correlación entre
los elementos de Φ y Ψ, como se ilustra en la figura 1.10. CS en CT se enfoca
principalmente en problemas de reconstrucción con matrices de muestreo con baja
coherencia. La coherencia entre la matriz de muestreo Φ y la base de representa-
ción Ψ puede expresarse matemáticamente como [5]

µ(Φ,Ψ) =
√
n ·máx

i 6=j
|Φi ·Ψj|, (1.20)

donde |·| representa la función valor absoluto componente a componente, y µ(Φ,Ψ) ∈
[1,
√
n] la función de correlación entre dos matrices. Si Φ y Ψ contienen múltiples ele-

mentos correlacionados, la coherencia es grande, de lo contrario, la coherencia es
pequeña. Por lo tanto, para que la señal x sea recuperada a partir de m medidas
con una alta probabilidad, se debe cumplir la siguiente relación [5]

m ≥ C · S · log (m) · µ2(Φ,Ψ), (1.21)
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donde C ∈ R es alguna constante positiva, y S ∈ R representa el total de coeficien-
tes diferentes de cero en θ.

1.5. ALGORITMO DE RECONSTRUCCÍON

El problema de estimar x a partir de y es llamado un problema inverso lineal (LIP,
por sus siglas en inglés linear inverse problem); en la mayorı́a de los escenarios de
interés practico, este es un problema inverso mal planteado (IPLIP, por sus siglas
en inglés ill-posed linear inverse problem), es decir, la matriz Φ es singular y/o mal
condicionada. Por lo tanto, para resolver problemas IPLIP se requiere del uso de
funciones de regularización o información previa. Una manera de regularizar el pro-
blema de estimar x a partir de y, consiste en el uso de un problema de optimización
restringido, el cual se puede expresar matemáticamente como:

minimizarxφ(x) sujeto a ||Φx− y||2 ≤ ε, (1.22)

donde φ : Rn → R̄ = R ∪ {−∞,∞} es el regularizador o la función regularizadora, y
0 ≤ ε es un parámetro que depende de la varianza del ruido. Con base en la ecua-
ción 1.22, se han establecido varias funciones de optimización y sus respectivos
algoritmos para la reconstrucción de x a partir de y. Particularmente, los algoritmos
que hacen uso de la restricción de variación total (TV por sus siglas en inglés Total
Variation) para el problema de reconstrucción de imágenes de tomografı́a compu-
tarizada han tenido un gran impacto. Con base en lo anterior, para el desarrollo de
esta tesis de maestrı́a se implementará el algoritmo C-SALSA (por sus siglas en
inglés Constraint Split Augmented Lagrangian Shrinkage Algorithm) para la recons-
trucción de imágenes CT a partir de proyecciones adquiridas en una arquitectura de
muestreo compresivo. Especı́ficamente, la función de optimización que se plantea
en el algoritmo C-SALSA es

minimizarxφ(x) + ιE(ε,I,y)(Φx) (1.23)

para

ιE(ε,I,y) =

{
0 if x ∈ Rn : ||Φx− y||22 ≤ ε

+∞ if x /∈ Rn : ||Φx− y||22 ≤ ε
, (1.24)
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donde ιE(ε,I,y) es una bola cerrada Euclideana de radio ε centrada en y. Con el fin
de resolver la función de optimización [1.24], es necesario establecer los mapas
proximales de Moreau [? ] asociados con g1 = φ y g2 = ιE(ε,I,y). Concerniente a g1,
se establece la función

Ψτφ = minx
1

2
||Φx− y||22 + τcφ(x), (1.25)

para el caso que φ(x) = ||x||1, donde τc ∈ R+ es un parámetro regularizador y
Ψτcφ sea una función umbral con paso suave o comúnmente conocido como soft
threshold. En el caso que φ(x) = ||x||TV corresponda a la norma TV [? ], se hace
uso de alguno de los algoritmos rápidos disponibles en el estado del arte. Para la
función g2 = ιE(ε,I,y), el mapa proximal de Moreau se puede definir como

ΨιE(ε,I,y)/µ(s) = arg mı́n
x

ιE(ε,I,µc)(Φx)

µc
+

1

2
||Φx− s||22, (1.26)

la cual es independiente de µc y se puede interpretar como la proyección ortogonal
de s en la esfera cerrada con radio en ε y centrada en y:

ΨιE(ε,I,y)
(s) = y +

{
ε s−y
||s−y||2 , if ||s− y||2 > ε

s− y if ||s− y||2 ≤ ε
.(1.27)

Con base en las ecuaciones 1.25,1.27 y el enfoque ADMM (por sus siglas en inglés
Algorithm Direction Method of Multipliers) para la solución de problemas de optimi-
zación, en [? ] se estableció el algoritmo C-SALSA, el cual se puede observar en el
Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Algoritmo C-SALSA para reconstrucción de imágenes CT
Entrada: µc > 0, ρc > 0, y, Φ, Iter ∈ R
Resultado: u ∈ Rn

1: v(1)
0 = d(1)

0 = 0 ∈ Rn

2: v(2)
0 = d(2)

0 = 0 ∈ Rm

for k = 1 hasta Iter hacer
4: r = v(1)

0 + d(1)
0 + ΦT(v(2)

0 + d(2)
0 )

5: uk+1 =
(
ρcI + ΦTΦ

)−1 rk
6: v(1)

k+1 = Ψφ/µc

(
uk+1 − d(1)

k

)
7: v(2)

k+1 = ΨιE(ε,I,y)

(
Φuk+1 − d(2)

k

)
8: d(1)

k+1 = d(1)
k − uk+1 + v(1)

k+1

9: d(2)
k+1 = d(2)

k −Φuk+1 + v(2)
k+1

10: k = k + 1
fin for

Ejemplo de la correlación base de representación y matriz de muestreo

(a) (b) (c)

Figura 1.10: Ejemplo de la correlaci’on entre una base de representaci’on coseno y una
matriz de sensado de tomografı́a computarizada. Donde (a) ilustra la base de
representación Ψ, (b) ilustra la matriz de sensado Φ, y (c) es la matriz de
correlación entre (a) y (b).
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Capı́tulo 2

MUESTREO COMPRESIVO EN TOMOGRAFÍA

COMPUTARIZADA A PARTIR DE APERTURAS

CODIFICADAS

Las arquitecturas tradicionales de tomografı́a computarizada (2.1a) adquieren
proyecciones de rayos-X mediante el uso de estrategias de muestreo uniforme de
los pixeles del objeto, como se puede observar en la figura (2.1d). En contraste, las
arquitecturas de CS-CT que usan aperturas codificadas (2.1b-2.1c), generadas por
una función aleatoria, tienen una alta probabilidad de sobremuestrear y submuestrar
los pixeles del objeto, tal como se puede observar en la figura (2.1e-2.1f). Una de las
ventajas que presentan las estrategias de muestreo uniforme es que permiten esti-
mar los elementos de la imagen CT con una calidad homogénea. En este capı́tulo
se describe matemáticamente la geometrı́a de adquisición de dos arquitecturas de
muestreo compresivo en tomografı́a computarizada con haz de rayos-X en abanico
y aperturas codificadas.

2.1. TOMOGRAFÍA COMPUTARIZADA CON ARREGLO
UNIDIMENSIONAL DE DETECTORES

2.1.1 Modelo continuo Una de las arquitecturas tradicionales de CS-CT es
la arquitectura de haz de rayos-X en abanico con arreglo de detectores curvo y
aperturas codificadas [? ]. Esta arquitectura está basada en la tercera generación
de tomógrafos, por lo tanto, la fuente, la apertura y el detector, giran alrededor del
objeto simultáneamente. En cada ángulo de visión se emite un haz de rayos-X, el
cual es modulado mediante el uso de un objeto fı́sico que bloquea o permite el paso
de los rayos-X. Este objeto es comúnmente conocido como apertura codificada y en
la Figura 2.1 se ilustra un ejemplo de una arquitectura con y sin apertura codificada.
Posteriormente, el haz de rayos-X modulado pasa a través del objeto y sus atenua-
ciones son capturadas por el arreglo de detectores. Con base en la ecuación (1.14),
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Ejemplo geometrı́a de muestreo para tres tomógrafos

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 2.1: (a)-(c) Se ilustra la geometrı́a de muestreo de tres arquitecturas de tomografı́a
computarizada con haz de rayos-X en abanico. Arquitectura rotacional con (a)
arreglo completo de detectores, (b) arreglo completo de detectores con apertu-
ras codificadas, (c) un único detector con aperturas codificadas. Además, (d)-(e)
ilustra un ejemplo del número de veces que cada pixel del objeto es muestreado
en las arquitecturas (a)-(c), respectivamente.
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el modelo de atenuación del haz de rayos-X, después de pasar a través del objeto
f(x, y) a lo largo de la lı́nea L (ϕ, φ) = {(x, y, z) |x = r(t cos(ϕ) + (1 − t) cos(ϕ)), y =

r(t sin(ϕ) + (1− t) sin(ϕ)), t ∈ [0, 1]}, puede expresarse como

I(ϕ, φ) = h (ϕ, φ) e−
∫
L(ϕ,φ) f(x,y)dxdy, (2.1)

donde h (ϕ, φ) es una función que representa la modulación de la apertura codifica-
da. Aquı́ h (ϕ, φ) = I0e

−cκ(ϕ,φ), donde κ (ϕ, φ) ∈ {0, I0} representa el coeficiente de
atenuación en el punto donde la linea L (ϕ, φ) se intersecta con la apertura codifi-
cada. Especı́ficamente, κ (ϕ, φ) ≈ 0 o κ (ϕ, φ) ≈ I0 para el elemento que bloquea o
permite el paso del rayo-X, respectivamente. Con el fin de reconstruir f(x, y) a partir
de las proyecciones moduladas y con base en la ecuación (1.15), la ecuación (2.1)
puede ser reescrita como

p(ϕ, φ) = −ln
(
I(ϕ, φ)

h(ϕ, φ)

)
=

∫
L(ϕ,φ)

f(x, y)dxdy. (2.2)

2.1.2 Modelo discreto En la práctica, el modelo matemático descrito en la
ecuación (2.2) necesita ser finito dado que solo un número discreto de proyeccio-
nes pueden ser capturadas. Por lo tanto, con base en las ecuaciones (2.1)-(2.2), la
intensidad del haz de rayos-X medido por el detector puede ser descrito como

(pj3j2)j1 = −ln

(
(Ij2)j1
(hj3j2)j1

)
, (2.3)

donde (Ij2)j1 y (hj3j2)j1 es dado por

(Ij2)j1 =

∫ 1
2

∆φ

− 1
2

∆φ

I((ϕj2)j1 ,φj2 + φ′)dφ′, (2.4)

y

(hj3j2)j1 =

∫ 1
2

∆φ

1
2

∆φ

h((ϕj2)j1 ,φj2 + φ′)dφ′, (2.5)

para j1 = {0, ...,M1 − 1}, j2 = {0, ...,M2 − 1} y j3 = {0, ...,M3 − 1}, donde φ ∈
RM2 y ϕj2 ∈ RM1 son vectores que contienen la posición angular de la fuente con
respecto al eje-X, y la posición angular entre el centro de cada elemento del detector
con respecto al eje-X para el j2-ésimo ángulo de visión, respectivamente. Con base
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en las ecuaciones (1.16),(2.3),(2.4), el modelo discreto de captura de proyecciones
moduladas de rayos-X en una arquitectura con múltiples ángulos de visión y un
arreglo unidimensional de detectores puede escribirse como

pj2 = Cj2Wj2f + εj2 , (2.6)

donde pj2 ∈ Rrj2 representa las proyecciones adquiridas en el j2-ésimo ángulo de
visión, Wj2 ∈ RM1×n es la matriz de que simula la geometrı́a de adquisición del
tomógrafo para el j2-ésimo ángulo de visión, y Cj2 ∈ RM1×M1 es una versión matricial
del código de apertura hj2 ∈ RM1 con Cj2 = diag(hj2). Con el fin de simplificar el
proceso de captura para los múltiples ángulos de visión, basándose en la ecuación
(2.6), se establece que

p = Φf + ε, (2.7)

donde p =
[
pT

0 , ...,pT
M2−1

]T representa el vector de proyecciones, ε ∈ Rrj2 es el ruido
agregado a las proyecciones, C = diag (C0, ...,CM2−1) representa la apertura codi-

ficada, W =
[
WT

0 , ...,W
T
M2−1

]T
∈ RM1M2×n es la matriz que simula la geometrı́a de

captura del tomógrafo, ε =
[
εT

0 , ..., ε
T
M2−1

]T es el vector de ruido y Φ ∈ Rm×n repre-
senta la matriz de captura para Φ = CW y m = M1M2. Formalmente, la estructura
de C ∈ Rm×m se puede expresar como

C =


diag(h0) 0M1×M1 · · · 0M1×M1

0M1×M1 diag(h1) · · · 0M1×M1

...
... . . . ...

0M1×M1 0M1×M1 · · · diag(hM2−1)

 , (2.8)

donde diag(hj2) es una matriz diagonal de tamaño M1 ×M1 cuyas entradas son los
elementos de la apertura codificada vectorizada hj2. Otra representación del código
de apertura planteado en (2.8), se puede expresar matemáticamente como

Z =


(h0)0 (h0)1 · · · (h0)M2−1

(h1)0 (h1)1 · · · (h1)M2−1

...
... . . . ...

(hM1−1)0 (hM1−1)1 · · · (hM1−1)M2−1

 (2.9)

donde Z ∈ RM1×M2 es una representación matricial del código de apertura que

32



Ejemplo apertura codificada

(a) (b)

Figura 2.2: Ejemplo de un código de apertura en sus dos representaciones matriciales (a)
A ∈ RM1M2×M1M2 y (b) Z ∈ RM1×M2 , con M1 = M2 = 32

permite realizar diferentes análisis cualitativos y cuantitativos, como se ilustra en la
figura (2.2b).

2.2. TOMOGRAFÍA COMPUTARIZADA CON UN ÚNICO
DETECTOR

Debido al gran impacto que ha tenido el uso de las estrategias de muestreo com-
presivo en CT, se ha generado un gran interés en el desarrollo de arquitecturas que
permitan explotar eficientemente la teorı́a de CS, por ejemplo, la implementación
de aperturas codificadas o la reducción de los ángulos de visión. Sin embargo, la
arquitectura que mejor explota la téoria de CS es la arquitectura CT con un úni-
co detector. Especı́ficamente, esta arquitectura está compuesta por una fuente de
rayos-X, una apertura codificada, un condensador de rayos-X y un único detector.
Esta arquitectura está basada en la tercera generación de tomógrafos, por lo tanto,
la fuente, la apertura, el condensador y el único detector, giran alrededor del objeto
simultáneamente. En cada ángulo de visión se emite un haz de rayos-X, el cual es
modulado por la apertura codificada. Posteriormente, el haz de rayos-X modulado
pasa a través del objeto, las atenuaciones son condensadas y capturadas por el úni-
co detector. Es importante establecer que la arquitectura CT con un único detector
es una arquitectura de múltiples capturas, es decir, en cada ángulo de visión se cap-
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turan múltiples proyecciones condensadas y para cada captura se usa una apertura
codificada diferente. Debido a que la arquitectura CS-CT de un único detector se
basa en la tercera generación de tomógrafos, el modelo continuo de atenuación de
rayos-X puede ser representado por las ecuaciones (2.1) y (2.2) [13].

2.2.1 Modelo discreto En la práctica, el modelo matemático descrito en la
ecuación (2.2) necesita ser finito dado que solo un número discreto de proyeccio-
nes pueden ser capturadas. Por lo tanto, con base en las ecuaciones (2.3)-(2.4) y
teniendo en cuenta el proceso de condensación, la intensidad del haz de rayos-X
medido por el unico detector puede ser descrito como

(pj3j2)j1 =

M1−1∑
j1=0

−ln

(
Ij1,j2

(hj3j2)j1

)
, (2.10)

donde Ij1,j2 es descrito por la ecuación (2.4). Con base en las ecuaciones (1.16),(2.3),(2.4),
el modelo discreto de captura de proyecciones moduladas de rayos-X en una arqui-
tectura con múltiples ángulos de visión y un arreglo unidimensional de detectores
puede escribirse como

pj3j2 = 1T
M1

(
Cj3
j2

Wj2f + εj2

)
, (2.11)

donde 1M1 ∈ RM1 es un vector de unos, Cj3
j2

= diag(hj3j2) ∈ RM1×M1 es una ver-
sión matricial del código de apertura hj3j2 ∈ RM1, y pj3j2 ∈ R representa las pro-
yecciones adquiridas en el j2-ésimo ángulo de visión y para la j3-ésimo captura
para j3 = {0, ...,M3 − 1}. Con el objetivo de simplificar el proceso de captura de
la arquitectura de CS en CT con un único detector, se establece que la matriz
A ∈ RM1M2M3×M1M2 contiene la concatenación de todas las aperturas codificadas
y esta puede expresarse como

A =


A0 0 · · · 0
0 A1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · AM2−1

 , (2.12)

donde 0 ∈ RM1M3×M1 es una matriz de ceros, y Aj2 ∈ RM1M3×M1 se define como
la matriz que concatena las aperturas codificadas en el j2-ésimo angulo de visión
Aj2 = [

(
C0
j2

)T
, (C1

j2
)T, ..., (CM3−1

j2
)T]. Otra representación de la apertura codificada
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planteada en (2.12), se puede expresar matemáticamente como

Zj3 =


(h0)j30 (h0)j31 · · · (c0)j3M2−1

(h1)j30 (h1)j31 · · · (h1)j3M2−1
...

... . . . ...
(hM1−1)j30 (hM1−1)j31 · · · (hM1−1)j3M2−1,

 (2.13)

donde Zj3 ∈ RM1×M2 representa la apertura codificada para la j3-ésimo captura.
Además, se define la matriz D = IM2M3×M2M3 ⊗ 1T

M1
, donde D ∈ RM2M3×M1M2M3 re-

presenta la matriz de condensación, 1M1 ∈ RM1 es un vector de unos, IM2M3×M2M3 ∈
RM2M3×M2M3 representa una matriz identidad y ⊗ representa el producto Kronecker
entre matrices. Con base en lo anterior, se establece la ecuación

p = Φf + ε, (2.14)

donde p ∈ Rm representa el vector de proyecciones, Φ ∈ Rm×n representa la matriz
de captura para Φ = DAW y m = M2M3.
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Capı́tulo 3

OPTIMIZACIÓN DE APERTURAS CODIFICADAS

Tradicionalmente, dos de las métricas mas usadas para determinar que tan bien
condicionada esta una matriz de muestreo Φ es el número de condición, Cnum ∈ C,
y la coherencia Ch ∈ R [? ].

Definición 1: Sean λmax y λmin los valores propios máximo y mı́nimo de la matriz
AAT o ATA. El número de condición de A se puede expresar matemáticamente
como

Cnum =
√
λmax/

√
λmin (3.1)

con λmin 6= 0.

Definición 2 : Sea A ∈ Cm×n una matriz con columnas a1, ...,an `2 normalizadas,
es decir, para todo ||ai||2 = 1 con i = {1, ..., n}. La coherencia de una matriz A se
define como

Ch := max1≤i 6=j≤n| < ai,aj > |. (3.2)

En los problemas de reconstrucción donde m < n, estas dos métricas se relacio-
nan directamente por el siguiente teorema.

Teorema 1: Sea A ∈ Cm×n una matriz cons sus columnas `2 normalizadas y
sea s ⊂ [n]. Para todo vector x ∈ Cn que sea s-escaso se cumple

(1− Ch(s− 1))||x||22 ≤ ||Ax||22 ≤ (1 + Ch(s− 1))||x||22 (3.3)

los valores propios de la matriz ATA están contenidos en el intervalo [1−Ch(s−
1), 1 + Ch(s− 1)]. En particular, si Ch(s− 1) < 1, entonces ATA es invertible.

En este trabajo se diseñaron aperturas codificadas que permiten reducir el número
de condición de la matriz Φ. Para este propósito se hace uso del teorema circular
de Gershgorin [? ].

Teorema 2: Sea A =∈ Cm×n con columnas a1, ...,an `2 normalizadas. Para
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cada i = {1, 2, ..., n} consideremos los cı́rculos del plano complejo

Ri :=
∑
i 6=j

|A∗A| =
∑
i 6=j

| < ai,aj > | ≤ Ch(s− 1) (3.4)

donde
Di = D(aii, ri) = {z ∈ C : |z − aT

i ai| ≤ Ri} (3.5)

A tales cı́rculos se les llama cı́rculos de Gershgorin. Cada cı́rculo Di tiene su
centro en aT

i ai y su radio es Ri.

Definición 3: Sea λ un valor propio de A y sea 0 6= x = (xj) un vector propio
asociado a λ. Llamemos xi a la coordenada de x de mayor módulo. Claramente
|xi| > 0 pues en otro caso serı́a x = 0. Se verifica Ax = λx, es decir

n∑
j=1

aijxj = λxi ∀i = 1, ..., n. (3.6)

De forma equivalente
∑

i 6=j aijxj = λxi − aiixi y dividiendo ambos miembros
entre xi y tomando módulos

|λ− aii| =
|
∑

i 6=j aijxj|
|xi|

≤
∑
i 6=j

|aijxj|
|xi|

≤
∑
i 6=j

|aij| = Ri. (3.7)

Es decir, los valores propios de A est’an contenidos en la unión de circunfe-
rencias λ ∈ D(aii, Ri). En la figura (3.1) se ilustra un ejemplo del cálculo de los
cı́rculos de Gershgorin asociados a una matriz arbitraria A.

Por lo tanto, para optimizar aperturas codificadas en CT que reduzcan el número
de condición de la matriz Φ, se hace uso de las Definiciones 1-3 para estable-
cer una relación directa entre los cı́rculos de Gershgorin y el número de condición
asociados a la matriz Φ.

Observación 1: Sean λi y D(aii, Ri) los valores propios y cı́rculos de Gersh-
gorin asociados a la matriz A, respectivamente. Para todo i = 1, ..., n, se tiene
que si

ĺım
Ri→0

|λ− aii| = 0 y
∑
i 6=j

|aii − ajj| ≈ 0 (3.8)
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Ejemplo cı́rculos de Gershgorin

(a)

Figura 3.1: Ejemplo del cálculo de los cı́rculos de Gershgorin asociados a la matriz A. Como
se puede observar, los valores propios de A se encuentran contenidos en la
unión de sus cı́rculos de Gershgorin asociados.

entonces
λi
λj
→ 1 ∀i 6= j (3.9)

lo cual implica que el número de condición Cnum de la matriz A tiende a 1.

Con base en la Observación 1, se establece que para reducir el número de condi-
ción Cnum de la matriz Φ, se deben diseñar las aperturas codificadas con el fin de
que se cumplan los criterios de la ecuación (3.8). Es decir, los radios Ri y la distan-
cia entre los centros aii de los cı́rculos de Gershgorin asociados a la matriz Φ deben
tender a cero.

3.1. CÍRCULOS DE GERSHGORIN EN CT

Como se observa en las Definiciones 1-3 y los Teoremas 1-2, la matriz de
muestreo debe ser `2 normalizada en sus columnas. Sin embargo, la matriz de
muestreo CT no cumple dicha condición. Por lo tanto, para poder hacer uso de las
Definiciones 1-3 y los Teoremas 1-2, es necesario modificar la ecuación 2.7 como

p = Φ̃f̃ + ε, (3.10)

donde Φ̃ = ΦB1 es una matriz con sus columnas `2 normalizadas, f̃ = B2f, B1 ∈
Rn×n y B2 ∈ Rn×n son matrices diagonales con B1B2 = In×n. La matriz B1 se puede
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expresar matemáticamente como

(B1)i,j =


1√∑m−1

k=0 (Φk,i)2
, if i = j

0 si i 6= j
.(3.11)

para
√∑m−1

k=0 (Φk,i)2 6= 0. Dado que, B1 es una matriz diagonal con elementos di-
ferentes de cero en su diagonal principal y B1B2 = In×n, entonces se tiene que
B2 = B−1

1 .

Observación 2: sea f ∈ Rn una imagen natural y B1 ∈ Rn×n y B2 ∈ Rn×n

matrices diagonales asociadas a Φ ∈ Rm×n, tal que, ΦB1 es una matriz con
sus columnas `2 normalizadas y B1B2 = In×n. Para todo i = {0, ..., n− 1} y
j = {0, ..., n− 1}, se tiene que si

|(B1)i,i − (B1)j,j| → 0 y

√√√√m−1∑
k=0

(Φk,i)2 6= 0 (3.12)

entonces

||Ψf||1 → ||Ψf̃||1 ó ||Ψf||TV → ||Ψf̃||TV (3.13)

donde Ψ ∈ Rn×n representa una base de representación arbitraria, por ejem-
plo, la base coseno 2D. La Ecuación 3.13 indica que siempre que se cum-
plan las condiciones expuestas en la Ecuación 3.12, al normalizar la matriz
de muestreo Φ, la señal de interés f̃ conserva sus propiedades de suavidad y
escases inherentes en la imagen f.

Con base en la Ecuación 3.10 y las Observaciones 1-2, se procede a analizar la
estructura de la matriz Φ̃Φ̃T con el fin de determinar el comportamiento de los cı́rcu-
los de Gershgorin asociados a la matriz Φ̃ en función de las aperturas codificadas.
Para este propósito, se define la matriz Φ̃j3(Φ̃j3)T para la j3-ésima captura como

Φ̃j3(Φ̃j3)T =


G0,0 G0,1 · · · G0,M2−1

G1,0 G1,1 · · · G1,M2−1

...
... . . . ...

GM2−1,0 GM2−1,1 · · · GM2−1,M2−1

 , (3.14)
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para
Gk,j = Cj3

k WkB1BT
1WT

k(C
j3
j )T = Cj3

k WkB1BT
1WT

kC
j3
j , (3.15)

y

(
Gj3
k,j

)
ι1,ι2

=
n−1∑
ι3=0

 (W j3
k )ι1,ι3(W j3

j )ι2,ι3(hj3k )ι1(hj3j )ι2√∑m−1
ι4=0(W j3

k )2
ι4,ι3

(hj3k )ι4

√∑m−1
ι5=0(W j3

j )2
ι5,ι3

(hj3j )ι5

 , (3.16)

donde Gk,j ∈ RM1×M1, k = {0, ...,M2 − 1}, j = {0, ...,M2 − 1}, j3 = {1, ...,M3 − 1},
ι1 = {0, ...,M1 − 1} y ι2 = {0, ...,M1 − 1}.

Observación 3: sea G ∈ Rm×m una matriz arbitraria y Rj el j-ésimo radio de
su j-ésimo cı́rculo de Gershgorin asociado. Para todo k = 0, ...,m e j = 0, ...,m,
se tiene que si

Gj,j 6= 0 y Rj → 0 (3.17)

entonces
||G− dIm×m||F < ε, (3.18)

donde Im×m ∈ Rm×m es una matriz identidad y d ∈ C es una constante arbitra-
ria.

Con base en las ecuaciones 3.14 -3.16, el Teorema 2 y la Observación 3, se con-
cluye que si la matriz Φ̃j3(Φ̃j3)T tiende a ser una diagonal, el radio de los cı́rculos
de Gershgorin asociados a Φ̃ tienden a cero. Para lograr este propósito, se anali-
zaron las matrices establecidas en las ecuaciones 3.14 -3.16 y se establecen las
siguientes correspondencias que deben cumplir las matrices de la ecuación 3.14:

Caso 1: para k = j y ι1 = ι2 se tiene que

(
Gj3
k,k

)
ι1,ι1

=
n−1∑
ι3=0

(
(W j3

k )2
ι1,ι3

(hj3k )ι1∑m−1
ι4=0(W j3

k )2
ι4,ι3

(hj3k )ι4

)
6= 0. (3.19)

Caso 2: para k = j y ι1 6= ι2 se tiene que

(
Gj3
k,k

)
ι1,ι2

=
n−1∑
ι3=0

(
(W j3

k )ι1,ι3(W j3
k )ι2,ι3(hj3k )ι1(hj3k )ι2∑m−1

ι4=0(W j3
k )2

ι4,ι3
(hj3k )ι4

)
= 0. (3.20)
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Caso 3: para k 6= j y ι1 6= ι2 se tiene que

(
Gj3
k,j

)
ι1,ι2

=
n−1∑
ι3=0

 (W j3
k )ι1,ι3(W j3

j )ι2,ι3(hj3k )ι1(hj3j )ι2√∑m−1
ι4=0(W j3

k )2
ι4,ι3

(hj3k )ι4

√∑m−1
ι5=0(W j3

j )2
ι5,ι3

(hj3j )ι5

→ 0,

(3.21)

Para que se cumplan los Casos 1 y 2 (Ecuación 3.19-3.20) la matriz Gk,k debe ser
de rango completo en sus filas, lo cual se cumple si se garantiza que en cada ángulo
de visı́on se muestrea una única vez cada pixel del objeto. En el caso especı́fico de
las matrices de CT, los Casos 1 y 2 implican que las filas de la matriz Wj3

j hj3j sean
ortogonales entre ellas. Para analizar el Caso 3, se establece el siguiente problema
de minimización

mı́n

( ∑
ι1 6=ι2,j 6=k

(Gj3
k,j)ι1,ι2

)
s.t. (Gj3

k,k)ι1,ι1 6= 0 (3.22)

del cual se puede establecer que una solución óptima se encuentra cuando el total
de proyecciones capturadas en cada ángulo de visión tiende a ser hmogéneo, lo cual
permite reducir el número de intersecciones entre las trayectorias de los rayos-X.

Con base en el análisis matemático realizado en esta sección, se concluye que al
optimizar aperturas codificadas con un enfoque de muestreo uniforme de los pixeles
del objeto y las proyecciones, se garantiza el cumplimiento de los Casos 1-3 y de
la restricción establecida en la Observación 2 y Ecuación 3.11. En la siguiente
subsecciones se establecen una serie de criterios de optimizaci’on y el respectivo
algoritmo para generar aperturas codificadas.

3.2. CRITERIOS DE OPTIMIZACIÓN PARA EL MUESTREO
UNIFORME

Para obtener un muestreo uniforme de los pixeles del objeto, sin modificar la
geometrı́a de muestreo de la arquitectura de tomografı́a computarizada, es nece-
sario diseñar las aperturas codificadas. Por lo tanto, se establece una función de
optimización de aperturas codificadas compuesta por cuatro criterios de muestreo
uniforme. Estos criterios buscan minimizar la varianza de las aperturas codificadas
con respecto al total de elementos de paso en cada ángulo de visión σ2

1 ∈ R, el total
de elementos de paso capturados en cada detector σ2

2 ∈ R, el total de elementos
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Estructura aperturas codificada

(a) (b)

Figura 3.2: Ejemplo ilustrado de una apertura codificada (a) H ∈ RM1M3×M2 y su versión
vectorial (b) h ∈ RM1M2M3 con los parametros M1 = 2, M2 = 3, y M3 = 2.

adquiridos en cada captura σ2
3 ∈ R, y el total del veces que cada pixel del objeto es

muestreado σ2
4 ∈ R. Para este propósito, se establece la matriz

H =


(h0

0) (h0
1) · · · (h0

M2−1)

(h1
0) (h1

1) · · · (h1
M2−1)

...
... . . . ...

(hM3−1
0 ) (hM3−1

1 ) · · · (hM3−1
M2−1),

 (3.23)

y su versión vectorial

h̃ = [(h0
0)T, (h1

0)T, ..., (h0
M3−1)T, (h0

1)T, (h1
1)T, ..., (hM3−1

1 )T, ..., (h0
M2−1)T, (h1

M2−1)T, ..., (hM3−1
M2−1)T]T.

(3.24)
En las figuras 3.2.(a)-3.2.(b) se establece un ejemplo ilustrado de la matriz H y su
versión vectorial h̃, respectivamente. Este ejemplo es usado a lo largo de la sección
con el fin de ilustrarle al lector la intuición matemática usada para el desarrollo de
los criterios 1-3 de muestreo uniforme propuestos. Para el desarrollo del criterio 4
se hace uso del ejemplo establecido en la figura 1.7 y las aperturas codificadas esta
representadas como se definió en la ecuación (2.12). A continuación se establecen
los cuatro criterios de muestreo uniforme:

Criterio 1 muestreo uniforme en los ángulos de visión: el total de proyecciones
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adquiridas en cada ángulo de visión debe ser aproximadamente el mismo.
Para este propósito, lo primero es calcular el total de elementos de paso en
cada ángulo de visión, lo cual, con base en la matriz H, se puede expresar
matemáticamente como

v1 = HT1M1M3 , (3.25)

donde v1 ∈ RM2 es un vector el cual su j2-ésimo elemento corresponde al total
de elementos de paso del j2-ésimo ángulo de visión y 1M1M3 ∈ RM1M3 es un
vector es un vector de longitudM1M3 con valores de 1 en todos sus elementos.
Con base en la ecuación (3.25), la media del total de elementos de paso en
los ángulos de visión se puede expresar como

µ̄1 =
1

M2

1T
M2

v1 =
1

M2

1T
M2

HT1M1M3 , (3.26)

donde µ̄1 ∈ R representa la media de elementos de paso en los ángulos de
visión y 1M2 ∈ RM2 es un vector de longitud M2 con valores de 1 en todos
sus elementos. En las figuras 3.3.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del
cálculo de las ecuaciones (3.25) y (3.26) en función de H, respectivamente.
Las ecuaciones (3.25)-(3.26) se pueden reescribir como

(v1)j2 =

M3−1∑
j3=0

M1−1∑
j1=0

(hj3j2)j1 (3.27)

µ̄1 =
1

M2

M2−1∑
j2

M3−1∑
j3=0

M1−1∑
j1=0

(hj3j2)j1 , (3.28)

respectivamente. Con base en las ecuaciones (3.27) y (3.28), podemos es-
tablecer la varianza del total de elementos de paso en cada ángulo de visión
como

σ2
1 =

1

M2

M2−1∑
j2=0

(
M3−1∑
j3=0

M1−1∑
j1=0

(hj3j2)j1 − µ̄1

)2

, (3.29)

donde σ2
1 ∈ R. Con el fin de establecer un función de optimización que mini-

mice una única variable h̃, la ecuación (3.29) se reescribe en forma matricial
como

σ2
1 = τ1||(D1 −Π1)h̃||22, (3.30)
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para Π1 = 1
M2

1M21
T
M2

D1, D1 ∈ RM2×M1m es una matriz de reduccióny τ1 = 1
M2

.
Aquı́, D1 = IM2×M2 ⊗ 1T

M1M3
, donde IM2×M2 ∈ RM2×M2 es una matriz identidad y

1M1M3 ∈ RM1M3 es un vector de unos con longitud M1M3.

Criterio 2 aperturas codificadas complementarias entre capturas: cuandoM3 >

1, para un ángulo de visión arbitrario, el conjunto de aperturas codificadas son
diseñadas de tal manera que el total de elementos de paso en una posición
espacial arbitraria debe ser aproximadamente la misma. Especı́ficamente, el
conjunto de aperturas codificadas son diseñadas de tal manera que se garan-
tiza que en cada ángulo de visión no se muestrea más de una vez la misma
proyección. Para este propósito, lo primero es calcular el total de elementos de
paso para cada posición espacial en un ángulo de visión arbitrario, lo cual, con
base en la matriz H, se puede expresar matemáticamente como

V2 = (1T
M3
⊗ IM1×M1)H, (3.31)

donde V2 ∈ RM1×M2 es una matriz que contiene el total de elementos de paso
para la j1-ésima posición espacial en el j2-ésimo ángulo de visión y 1M3 ∈
RM3 es un vector de unos con longitud M3 y IM1×M1 ∈ RM1×M1 es una matriz
identidad. Con base en la ecuación (3.31), la media del total de elementos de
paso en los ángulos de visión se puede expresar como

µ̄2 =
1

M1M2

1T
M2

(1T
M1

V2)T =
1

M1M2

1T
M2

(
1T
M1

((1T
M3
⊗ IM1×M1)H)

)T
, (3.32)

donde µ̄2 ∈ R representa la media de elementos de paso en cada posición

Muestreo uniforme en los ángulos de visión

(a) (b)

Figura 3.3: Cálculo del total de elementos de paso en cada ángulo de visión (a) v1 ∈ RM2 y
su media (b) µ̄1.
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Aperturas codificadas complementarias entre capturas

(a) (b)

Figura 3.4: Cálculo del total de elementos de paso para cada posición espacial de los de-
tectores (a) V2 ∈ RM1×M2 y su media (b) µ̄2.

espacial. En las figuras 3.4.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del cálculo de
las ecuaciones (3.31) y (3.32) en función de H, respectivamente. La ecuacio-
nes (3.31)-(3.32) se pueden reescribir como

((V2)j2)j1 =

M3−1∑
j3=0

(hj3j2)j1 , (3.33)

y

µ̄2 =
1

M1M2

M1−1∑
j1=0

M2−1∑
j2=0

M3−1∑
j3=0

(hj3j2)j1 , (3.34)

respectivamente. Con base en las ecuaciones (3.33) y (3.34), podemos esta-
blecer la varianza del total de elementos de paso en cada posición espacial
como

σ2
2 =

1

M1M2

M2−1∑
j2=0

M1−1∑
j1=0

(
M3−1∑
j3=0

(hj3j2)j1 − µ̄2

)2

, (3.35)

donde σ2
2 ∈ R. Con el fin de establecer un función de optimización que mini-

mice una única variable h̃, la ecuación (3.35) se reescribe en forma matricial
como

σ2
2 = τ2||(D2 −Π2)h̃||22, (3.36)

para Π2 = 1
M1M2

1M1M21
T
M1M2

D2, donde D2 ∈ RM1M2×M1m es una matriz de re-
ducción, 1M1M2 ∈ RM1M2 es una matriz de unos con longitudM1M2 y τ2 = 1

M1M2
.

Aquı́, D2 = IM2×M2 ⊗ (1T
M3
⊗ IM1×M1).

Criterio 3 muestreo uniforme en las capturas: el total de proyecciones adquiri-
das en cada captura debe ser aproximadamente el mismo. Para este propósito,
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Muestreo uniforme en las capturas

(a) (b)

Figura 3.5: Cálculo del total de elementos de paso para cada captura (a) V3 ∈ RM1×M2 y su
media (b) µ̄3.

lo primero es calcular el total de elementos de paso para cada captura del to-
mografo, lo cual, con base en la matriz H, se puede expresar matemáticamente
como

V3 = (IM3×M3 ⊗ 1T
M1

)H, (3.37)

donde V3 ∈ RM3×M2 es una matriz que contiene el total de elementos de paso
para usados en cada captura del tomógrafo, 1M1 ∈ RM1 es un vector de unos
con longitud M1 y IM3×M3 ∈ RM3×M3 es una matriz identidad. Con base en la
ecuación (3.37), la media del total de elementos de paso en las capturas se
puede expresar como

µ̄3 =
1

M2M3

1T
M2

(1T
M3

V3)T =
1

M2M3

1T
M2

(
1T
M3

((IM3×M3 ⊗ 1T
M1

)H)
)T
, (3.38)

donde µ̄3 ∈ R representa la media de elementos de paso en captura. En las
figuras 3.5.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del cálculo de las ecuaciones
(3.37) y (3.38) en función de H, respectivamente. La ecuaciones (3.37)-(3.38)
se pueden reescribir como

((V3)j3j2) =

M1−1∑
j1=0

(hj3j2)j1 , (3.39)

y

µ̄3 =
1

M2M3

M1−1∑
j1=0

M2−1∑
j2=0

M3−1∑
j3=0

(hj1)j3j2 , (3.40)

respectivamente. Con base en las ecuaciones (3.39) y (3.40), podemos esta-
blecer la varianza del total de elementos de paso en cada posición espacial
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como

σ2
3 =

1

M2M3

M2−1∑
j2=0

M3−1∑
j3=0

(
M1−1∑
j1=0

(hj1)j3j2 − µ̄3

)2

. (3.41)

Con el fin de establecer un función de optimización que minimice una única
variable h̃, la ecuación (3.41) se reescribe en forma matricial como

σ2
3 = τ3||(D3 −Π3)h̃||22, (3.42)

para Π3 = 1
M2M3

1M2M31
T
M2M3

D3, donde 1m ∈ Rm es un vector de unos con
longitud m, D3 ∈ RM2M3×M1M2M3 es una matriz de reducción y τ3 = 1

M2M3
.

Aquı́, D3 = IM2M3×M2M3 ⊗ 1T
M1

, donde IM2M3×M2M3 ∈ RM2M3×M2M3 es una matriz
identidad.

Criterio 4 muestreo uniforme de los pixeles del objeto: el total de veces que
cada pixel del objeto es muestreado deber ser aproximadamente el mismo.
Para este propósito, lo primero es calcular el total de veces que cada pixel
del objeto es muestreado, lo cual, con base en las matrices W y A, se puede
expresar matemáticamente como

V4 = (AΩ)T1M1M2M3 , (3.43)

donde V ∈ Rn es un vector que contiene el total de veces que cada pixel del
objeto es muestreado, Ω ∈ RM1M2×n es una versión binaria de la matriz W, A
es la representación de la apertura codificada como se define en la ecuación
(2.12) y 1n ∈ Rn es un vector de longitud n con unos en todos sus elementos.
Con base en la ecuación (3.43), la media del total de veces que cada pixel del
objeto es muestreado se puede expresar como

µ̄4 =
1

n
1T
nV4 =

1

n
1T
n(AΩ)T1M1M2M3 , (3.44)

donde µ̄4 ∈ R. En las figuras 3.6.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del
cálculo de las ecuaciones (3.43) y (3.44) en función de A y Ω, respectivamente.
La ecuaciones (3.43)-(3.44) se pueden reescribir como

(V4)i =

M2−1∑
j2=0

M3−1∑
j3=0

1T
M1

(
hj3j2 ◦ ω

i
j2

)
(3.45)
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Muestreo uniforme de los pixeles del objeto

(a)

(b)

Figura 3.6: Calculo del total de veces que cada pixel del objeto es muestreado (a) V4 y la
media µ̄4.

y

µ̄4 =
1

n

n−1∑
i=0

M2−1∑
j2=0

M3−1∑
j3=0

1T
M1

(
hj3j2 ◦ ω

i
j2

)
, (3.46)

donde Ω = [ΩT
0 , ...,Ω

T
M2−1]T con Ωj2 = [(ω0)j2 , ..., (ω

n−1)j2 ] como la versión
binaria de Wj2 (matriz que emula la geometrı́a de muestreo en el j2-ésimo
ángulo de visión), y ◦ representa el producto Hadamard entre matrices. Con
base en las ecuaciones (3.45) y (3.46), podemos establecer la varianza del
total de veces que cada pixel del objeto de muestreado como

σ2
4 =

1

n

n−1∑
i=0

(
M2−1∑
j2=0

M3−1∑
j3=0

1T
M1

(hj3j2 ◦ ω
i
j2

)− µ̄4

)2

. (3.47)

La ecuación (3.47) puede ser expresada matricialmente como

σ2
4 = τ4||(In×n −

1

n
1n1T

n)ΩTATDT
41n||22, (3.48)

donde D4 = In×n ⊗ 1T
M1M2M3

y τ4 = 1
b
. A diferencia de los criterios 1-3, la ver-
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sión matricial del criterio 4 esta en función de la matriz A, lo cual no permite
establecer un problema de optimización que minimice una única variable.

3.3. FUNCIÓN Y ALGORITMO DE OPTIMIZACIÓN DE
APERTURAS CODIFICADAS

Con base en los cuatro criterios descritos en (3.30)-(3.48), se establece una fun-
ción de optimización para la generación de aperturas codificadas optimzas que per-
mitan obtener medidas incoherentes mediante el uso de una estrategia de muestreo
uniforme del objeto. Por lo tanto, las aperturas codificadas son diseñadas a partir de
la siguiente función de optimización

argminh̃,Aτ1||(D1 −Π1)h̃||22 + τ2||(D2 −Π2)h̃||22 + τ3||(D3 −Π3)h̃||22

+τ4||(In×n − 1
n
1n1T

n)ΩTATDT
41n||22 + ||1Th̃− α||22,

(3.49)

para τ1 = 1
M2

, τ2 = 1
M1M2

, τ3 = 1
m

, τ4 = 1
b
, donde α ∈ N representa el total de elemen-

tos de paso en la apertura codificada y ||1Th̃−α||22 es un término de optimización que
garantiza que la apertura codificada posea una determinada cantidad de elementos
de paso. Sin embargo, el problema de optimizaciı́on establecido en 3.49 requiere
la minimización de las dos variables h̃ y A. Con el fin de establecer un problema
de optimización en función de una única variable de optimización h̃, se establece
un criterio de optimización equivalente al de la ecuación 3.48. Para establecer este
criterio, primero se realizó un análisis de la geometrı́a de muestreo CT con apertu-
ras codificadas. En dicho análisis se encontró que el total de veces que cada pixel
del objeto es muestreado en un ángulo de visión arbitrario puede ser establecido a
partir de la distribución de los elementos de paso de la apertura codificada, como se
puede observar en la figura (3.7). Es decir, si los elementos de paso en la apertura
codificada están distribuidos de tal manera que mantienen una distancia contante
entre ellos, se garantiza un muestreo uniforme de los pixeles del objeto en cada
ángulo de visión. Para este propósito, se diseña un filtro ξ ∈ Re×e×e, como se ilustra
en la figura (3.8), con el fin de crear la matriz Ξ ∈ Rm×m, la cual al multiplicarla por
la apertura codificada h̃ nos indica la concentración de elementos de paso en cada
posición de la apertura codificada con respecto a un vecindario cubico de tamaño
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Ejemplo del muestreo uniforme de los pixeles del objeto

(a) (b)

Figura 3.7: Ejemplo del total de veces que cada pixel del objeto es muestreado en una
arquitectura CT (a) sin y (b) con aperturas codificadas.

e× e× e con e ∈ N. Con base en el filtro Ξ, la ecuación (3.49) se reescribe como

arg mı́nh̃ τ1||(D1 − Π̄1)h̃||22 + τ2||(D2 − Π̄2)h̃||22+

τ3||(D3 − Π̄3)h̃||22 + τ4||Ξh̃||22 + ||1T
mh̃− α||22

. (3.50)

Algoritmo 2 Optimización de aperturas codificadas para una arquitectura CT con
un único detector

Entrada: M1 ∈ N, M2 ∈ N, M3 ∈ N, α ∈ NResultado: h ∈ RUV K

1: H ← 0 ∈ RM1×M2×M3 for hacerι = 1 to α 2: h ← Vectorized
version of H 3: γ1 = (D1h)⊗ 1UK 4: γ2 = (IV×V ⊗ (1k ⊗ IU×U))D2h

5: γ3 = (D3h) ⊗ 1U 6: γ4 = Ξh 7: γ = γ1

Sup(γ1)
+ γ2

Sup(γ2)
+

γ3

Sup(γ3)
+ γ4

Sup(γ4)
+ Sup(γ)h 8: Γ ∈ RU×K×V ← Matrix version of γ 9:

s∗ = {s|Γs = Inf(Γ), s ⊆ S} 10: z ← Chooses randomly a tuple of s∗

11: Hz = 1 fin for

Para obtener aperturas codificadas que satisfagan el problema de optimizaci’on
establecido en la ecuación (3.50), se propone el Algoritmo 2, el cual, en cada ite-
raci’on agrega un único elemento de paso. Especı́ficamente, en la lı́nea 1 del Al-
goritmo 2 se inicializa un cubo de ceros al cual iterativamente se le van a agregar
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Esquema de la estructura anular filtro

(a) (b)

Figura 3.8: (a) Esquema de la estructura anular del filtro. (b) Ejemplo de un filtro con estruc-
tura anular con r = 9 y ∆r = 1. Aquı́, los valores 0 y 1 son representados por
los pixeles azul y rojo, respectivamente.

α ∈ N elementos de paso. Las posiciones en las cuales se agregan los elemen-
tos de paso son seleccionados a partir de la estimación de una matriz de pesos
Γ ∈ RM1×M2×M3 en función de la apertura codificada h̃. La matriz Γ es calculada en
la lı́nea 8 y está compuesta por los cuatro criterios de optimización propuestos en
la sección anterior, muestreo uniforme en los ángulos de visión (lı́nea 3), aperturas
codificadas complementarias (lı́nea 4), muestreo uniforme en las capturas (lı́nea 5),
y muestreo uniforme de los pixeles del objeto a partir del uso de filtros radiales (lı́nea
6). Seguidamente, en la lı́nea 9 se calcula el conjunto de posiciones espaciales que
concuerden con el ı́nfimo de la matriz de pesos Γ, y a partir de este conjunto se
selecciona aleatoriamente una posición espacial para agregar el elemento de paso
1. Es importante aclarar que la matriz de pesos es calculada en cada iteración del
algoritmo con base en los criterios de muestreo uniforme y en la apertura codificada.
Además, dado a la inicialización con una apertura codificada con elementos ceros
en todas sus posiciones, la selección aleatoria de las posiciones de los ı́nfimos en
la matriz de pesos, y la cantidad establecida de elementos de paso agregados, la
estructura de las aperturas codificadas generadas por el algoritmo propuesto tienen
una baja probabilidad de repetirse.
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3.4. ALGORITMO DE RECONSTRUCIÓN

Para el desarrollo de esta tesis de maestrı́a se hace uso del Algoritmo 1, el cual
fue previamente estudiado en la sección 1.5. En este algoritmo es importante tener
en cuenta que en la lı́nea 5, se establece la inversa de la matriz

(
I + ΦTΦ

)
= ETE

con E = [IT,ΦT]T, dado que E es una matriz con columnas linealmente independien-
tes o comúnmente conocido en inglés como full colunm rank, lo cual garantiza que
existe la inversa de ETE. Sin embargo, esta inversión plantea una alta complejidad
computacional en problemas donde Φ ∈ Rm×n con m � n. Por lo tanto, para este
trabajo se propone una modificación del algoritmo C-SALSA mediante el uso del le-
ma de Sherman-Morrison-Woodburry (SMW) para inversión de matrices, con lo cual
la lı́nea 5 del Algoritmo 1 se puede rescribir como

(
ρcI + ΦTΦ

)−1
rk =

(
1

ρc
In×n −

1

ρc
ΦT (ΦΦT + ρcIm×m

)−1
Φ

)
rk, (3.51)

donde ρ ∈ R+ es un parametro arbitrario, In×n ∈ Rn×n e Im×m ∈ Rm×m son matrices
identidad. La modificación del algoritmo C-SALSA se puede apreciar en Algoritmo
3.

Algoritmo 3 Algoritmo C-SALSA usando el lema SMW para la inversión de matrices.

Entrada: µc > 0, ρc > 0, y ∈ Rm, Φ ∈ Rm×n, Iter ∈ N Resultado: u ∈ Rn

1: v(1)
0 = d(1)

0 = 0 ∈ Rn

2: v(2)
0 = d(2)

0 = 0 ∈ Rm

for k = 1 hasta Iter hacer
4: r = v(1)

0 + d(1)
0 + ΦT(v(2)

0 + d(2)
0 )

5: uk+1 =
(

1
ρc

In×n − 1
ρc
ΦT
(
ΦΦT + ρcIm×m

)−1
Φ
)

rk

6: v(1)
k+1 = Ψφ/µc

(
uk+1 − d(1)

k

)
7: v(2)

k+1 = ΨιE(ε,I,y)

(
Φuk+1 − d(2)

k

)
8: d(1)

k+1 = d(1)
k − uk+1 + v(1)

k+1

9: d(2)
k+1 = d(2)

k −Φuk+1 + v(2)
k+1

10: k = k + 1
fin for
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Capı́tulo 4

SIMULACIONES Y RESULTADOS

Se realizaron simulaciones para mostrar el rendimiento de los diseños de apertu-
ras codificadas para la reconstrucción de imágenes de tomografı́a computarizada en
una arquitectura CT con haz de rayos-X en abanico. Además, se determinó también
la transmitancia óptima y el número mı́nimo de proyecciones requeridas para cada
conjunto de aperturas codificadas. Para el desarrollo de este trabajo se hace uso de
12 imágenes reales de tomografı́a computarizada. Estas imágenes contienen infor-
mación de la estructura interna de un tórax humano y poseen un tamaño espacial de
128× 128 y pueden ser observadas en la figura 4.1. El rendimiento de las aperturas
codificadas se midió con la métrica (Peak Signal to Noise Ratio) razón pico señal a
ruido (PSNR, por sus siglas en inglés). Especı́ficamente, la métrica PSNR se puede
definir matemáticamente como

PSNR = 20log10

|max(x)|√
||x− x̂||22

, (4.1)

donde x representa la imagen original, x̂ la imagen reconstruida, y max(.) es una
función que retorna el valor máximo de x. Además, el rendimiento de las aperturas
codificadas también es medido en función del nivel de ruido agregado en las pro-
yecciones (SNR, por siglas en inglés). Especı́ficamente, el nivel de ruido en la señal
se puede calcular por la función

SNR = 10log10

(
σ2
g

σ2
n

)
, (4.2)

donde σ2
g es la varianza de las proyecciones p, y σ2

n es la varianza del ruido. En
este trabajo se usan tres niveles de ruido SNR = {10, 15, 20} [dB], en el cual 10

[dB] es el nivel más alto de ruido y 20 [dB] el más bajo. Para la reconstrucción de
imágenes CT a partir de proyecciones de rayos-X capturadas en una arquitectura CT
con múltiples ángulos de visión, haz de rayos-X en abanico, apertura codificada y un
arreglo unidimensional de detectores o un único detector, se hace uso del Algoritmo
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Imágenes reales de tomógrafia

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)

Figura 4.1: Imágenes reales de tomografı́a computarizada que contienen información de la
estructura interna de un tórax humano.
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3. Todos los experimentos se realizaron usando el software Matlab 2015a, sobre un
procesador Intel Core i7-4790 3.6 GHz con 32 GB de memoria RAM. Los resultados
presentados son el promedio de 100 realizaciones para cada caso.

4.1. MATRIZ DE MUESTREO EN CT

Para crear la matriz W que representa la geometrı́a de muestreo en una arquitec-
tura de CT con haz de rayos-X en abanico, se hace uso de la herramienta ASTRA
(por sus siglas en inglés All Scale Tomographic Reconstruction Antwerp)[22]-[21].
El desempeño de la herramienta ASTRA con respecto a la implementación de un
tomógrafo real ha sido validado en varios trabajos de investigación, entre los cua-
les resaltan [8]-[13]. En este trabajo se hace uso de los parámetros establecidos en
[13], en el cual se analiza estrategias de muestreo compresivo en CT mediante el
uso de aperturas codificadas generadas por una función aleatoria. En [13] se valida-
ron los parámetros establecidos para la creación de matrices de muestreo mediante
el uso la herramienta ASTRA. Esta validación fue desarrollado mediante la captu-
ra de proyecciones compresas en un tomógrafo real y su posterior reconstrucción
usando dichas matrices. Especı́ficamente, los parámetros usados en este trabajo
para crear la matriz W son: tamaño de cada detector 0,377[mm], distancia fuente-
objeto 484[mm], distancia objeto-detector 290[mm], número de detectores M1 = 512,
y tamaño del objeto N1 = N2 = 128. El total de ángulos de visión M2 y capturas por
ángulo M3 varia con respecto al nivel de compresión deseado y la arquitectura.

4.2. APERTURAS CODIFICADAS

En esta sección se analizan las aperturas codificadas no diseñadas (Figura
4.2.a) y optimizadas (Figura 4.2.b) para tres niveles de compresión y para las dos
arquitecturas presentadas en la Figura 2.1(b)-(c). Especı́ficamente, se analizan las
aperturas codificadas en función de los cuatros criterios de muestreo uniforme esta-
blecidos en la sección 3. En las Tablas 4.1 y 4.2 se resumen los valores numéricos
obtenidos en los cuatro criterios de muestreo uniforme para aperturas codificadas en
una arquitectura CT con único detector y un arreglo unidimensional de detectores,
respectivamente. En estas tablas se puede observar que las aperturas generadas
por el Algoritmo 2 obtienen una varianza máxima de σ2

4 = 48,91 en contraste por
la varianza máxima obtenida por los no diseñados σ2

4 = 851,47. En el criterio 4 se
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Aperturas aleatorias y optimizadas

(a) (b)

Figura 4.2: Ejemplo de la distribución de una apertura codificada generada por una función
aleatorio (a) y optimizada (b).

Análisis criterios de muestreo uniforme en arquitectura con un único detector

Compresión c% Codigo
Criterio 1

σ2
1

Criterio 2
σ2

2

Criterio 3
σ2

3

Criterio 4
σ2

4

0 Aleatorio 493.79 0.99 3.92 851.47
Diseñado 0.5 0.002 0.0059 48.91

0.25 Aleatorio 381.14 0.73 3.899 619.51
Diseñado 0 0.188 0 165.37

0.5 Aleatorio 244.82 0.49 3.91 44.36
Diseñado 0 0.25 0 13.65

Tabla 4.1: Análisis de los cuatro criterios de muestreo uniforme para aperturas codificadas
aleatorias y diseñadas para una arquitectura CT con un único detector.

estableció que si los elementos de paso en las aperturas codificadas eran equi-
distantes entre ellos, se garantizaba una mayor uniformidad en el muestreo de los
pixeles del objeto. El cumplimiento de este criterio se puede evidenciar en las Ta-
blas 4.1 y 4.2, en las cuales la varianza del total de veces que cada pixel del objeto
es muestreado en las aperturas diseñas es menor en comparación al obtenido por
las no diseñadas. En las Figuras 4.3 y 4.4, se ilustra el total de veces que cada
pixel del objeto es muestreado en las arquitecturas CT con un único detector y con
arreglo unidimensional de detectores, respectivamente. En estas figuras, la colum-
na izquierda representa las aperturas no diseñadas y la derecha las diseñadas. En
dichas figuras se puede apreciar de manera visual que las aperturas diseñadas ob-
tienen un muestreo más uniforme de los pixeles del objeto en contraste al muestreo
obtenido por las aperturas no diseñadas.
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Muestreo pixeles del objeto en arquitectura con un único detector
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Figura 4.3: Total de veces que cada pixel del objeto es muestreado en una arquitectura
CT con un único detector mediante el uso de aperturas codificadas aleatorias
(columna izquierda) y diseñadas (columna derecha). Este análisis es realizada
para aperturas con un nivel de compresión de 0 (primera fila), 0.25 (segunda
columna) y 0.5 (tercera columna).
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Muestreo pixeles del objeto en arquitectura con arreglo unidimensional de
detectores
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Figura 4.4: Total de veces que cada pixel del objeto es muestreado en una arquitectura
CT con un arreglo unidimensional de detectores mediante el uso de aperturas
codificadas aleatorias (columna izquierda) y diseñadas (columna derecha). Este
análisis es realizada para aperturas con un nivel de compresión de 0 (primera
fila), 0.25 (segunda columna) y 0.5 (tercera columna).
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Análisis criterios de muestreo uniforme en arquitectura con arreglo unidimensional
de detectores

Compresión c% Codigo
Criterio 1

σ2
1

Criterio 2
σ2

2

Criterio 3
σ2

3

Criterio 4
σ2

4

0 Aleatorio 64.10 0 64.10 2.47
Diseñado 1.65 0 1.65 1.68

0.25 Aleatorio 43.14 0 43.14 1.81
Diseñado 0.15 0 0.15 1.56

0.5 Aleatorio 29.10 0 29.10 2.47
Diseñado 0.53 0 0.53 1.68

Tabla 4.2: Análisis de los cuatro criterios de muestreo uniforme para aperturas codificadas
aleatorias y diseñadas para una arquitectura CT con un arreglo unidimensional
de detectores.

Luego de garantizar que las aperturas codificadas diseñadas cumplen los cuatro
criterios de muestreo uniforme, se procede a realizar el análisis de los cı́rculos de
Gershgorin asociados a la matriz de muestreo Φ que se genera a partir de estas
aperturas. Este análisis se ilustra en las Figuras 4.5 y 4.6 para la arquitectura CT
con un único detector y un arreglo unidimensional de detectores, respectivamen-
te. Las figuras incluye el número de condición Cnum, los centros de los cı́rculos de
Gershgorin, el radio Ri mayor y los valores propios λi de la matriz Φ en función
de las aperturas codificadas. Como se puede apreciar en estas figuras, los núme-
ros de condición obtenidos por las matrices Φ generadas a partir de las aperturas
diseñadas es mucho menor al obtenido por las aperturas no diseñadas. Además,
tanto los radios Ri como la distancia entre los centros de los cı́rculos tienden a dis-
minuir al usar las aperturas codificadas diseñadas. Estos resultados, indican que el
número de condición de la matriz Φ está directamente relacionado a sus cı́rculos de
Gershgorin.

4.3. AN’ALISIS DE LOS PAR’AMETROS DE MUESTREO EN UNA
ARQUITECTURA CT CON UN ARREGLO UNIDIMENSIONAL
DE DETECTORES

La relación de compresión en las arquitecturas CT con un arreglo unidimensio-
nal de detectores es inversamente proporcional al total de elementos de paso en
la apertura codificada, lo cual se puede expresar como c% = 1 −

∑M2

j2=0 1T
M1

cj2/(n).
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Cı́rculos de Gershgorin asociados a la arquitectura CT con un único detector
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Figura 4.5: Análisis de los cı́rculos de Gershgoring asociados a la matriz de muestreo en
una arquitectura CT con un único detector Φ, en función de las aperturas codi-
ficadas aleatorias (columna izquierda) y diseñadas (columna derecha). Se ana-
liza para los niveles de compresión 0 (fila 1), 0,25 (fila 2) y 0,5 (fila 3).
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Cı́rculos de Gershgorin asociados a la arquitectura CT con arreglo
unidimensional de detectores
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Figura 4.6: Análisis de los cı́rculos de Gershgoring asociados a la matriz de muestreo en
una arquitectura CT con un arreglo unidimensional de detectores Φ, en función
de las aperturas codificadas aleatorias (columna izquierda) y diseñadas (colum-
na derecha). Se analiza para los niveles de compresión 0 (fila 1), 0,25 (fila 2) y
0,5 (fila 3).
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Para esta arquitectura, la relación de compresión c% varı́a en función de M2 y el
total de elementos de paso Tr =

∑M2

j2=0 1T
M1

cj2/(M1M2), dado que M1 = 512 y
M3 = 1 son constantes. Por lo tanto, para seleccionar el M2 y Tr que permita ob-
tener el mejor desempeño en la reconstrucción del objeto en términos de PSNR,
se realiza un análisis de sus posibles combinaciones en el rango de la compresión
deseada. Este experimento es resumido en la figura (4.7) y sus resultados numéri-
cos están contenidos en las tablas (3)-(5) en la secci’on de anexos. Por lo tanto,
para los niveles de compresión c% = {0,5, 0,25, 0} se establecen los parametros
(M2, Tr) = {(257, 0,0623), (257, 0,0934), (257, 0,1245)}, respectivamente. Además, se
realiza un análisis de los parámetros regularizadores µc y ρc que permitan obtener el
mejor desempeño del Algoritmo 3 en términos de PSNR, se busca el rango óptimo
de las variables. Por lo tanto, para los niveles de compresión c% = {0,5, 0,25, 0} se
establecen los parámetros (µc, ρc) = {(1,5, 1× 103), (1, 1× 103), (0,75, 1× 103)}.

Análisis del total de elementos de paso para aperturas codificadas en una
arquitectura CT con único detector
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Figura 4.7: Análisis del total de ángulos de visión para una arquitectura CT con arreglo
unidimensional de detectores. En este experimento el total de elementos de
paso en cada apertura codificada, varia en función de la compresión y de los
ángulos de visión.
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Análisis parámetros regularizadores para aperturas codificadas en una
arquitectura CT con único detector
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Figura 4.8: Análisis de los parámetros (a) µc y (b) ρc para la reconstrucción de imágenes
CT en los tres niveles de compresión (0, 0,25, 0,5) para una arquitectura CT con
un arreglo unidimensional de detectores.

4.4. ANÁLISIS DE LOS PARÁMETROS DE MUESTREO EN UNA
ARQUITECTURA CT CON UN ÚNICO DETECTOR

La relación de compresión en las arquitecturas CT con un único detector es in-
versamente proporcional al total de proyecciones capturadas , lo cual se puede se
puede expresar como c% = 1− M2M3

n
. Para esta arquitectura, la relación de compre-

sión c% varı́a en función de M2 y M3. Por lo tanto, para seleccionar los parámetros
M2, y M3, que permitan obtener el mejor desempeño en la reconstrucción del objeto
en términos de PSNR, se realiza un análisis de sus posibles combinaciones en el
rango de la compresión deseada. Este experimento es resumido en la figura (4.10)
y sus resultados numéricos están contenidos en las tablas (3)-(5) en la sección de
anexos. Por lo tanto, para los niveles de compresión c% = {0,5, 0,25, 0} se esta-
blecen los parámetros (M2,M3) = {(128, 64), (128, 96), (128, 128)}, respectivamente.
Como se puede observar en la definición de c%, el total de elementos de paso en
las aperturas codificadas no afecta el nivel de compresión deseado, sin embargo, si
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Análisis de los parámetros µc y ρc para arquitectura CT con un único detector
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Figura 4.9: Análisis de los parámetros (a) µc y (b) ρc para la reconstrucción de imágenes
CT en los tres niveles de compresión (0, 0,25, 0,5) para una arquitectura CT con
un único detector.

afecta la calidad de la reconstrucción. Por lo tanto, para seleccionar el parámetro Tr
que permita obtener el mejor desempeño en la reconstrucción del objeto en térmi-
nos de PSNR, se realiza un análisis de los diferentes niveles de transmitancia para
los parámetros óptimos de M2 y M3. En la figura 4.10b.(b) se resumen los resulta-
dos de este análisis, en el cual se concluye que la transmitancia óptima para los tres
niveles de compresión es Tr = 0,0078.

4.5. RECONSTRUCCIÓN DE IMÁGENES CT A PARTIR DE
APERTURAS CODIFICADAS ALEATORIAS Y OPTIMIZADAS

En esta sección se procede a evaluar el desempeño de las aperturas codifica-
das optimizadas con base en los parámetros establecidos en la sección 5.4 y 5.5
para las arquitecturas CT con un arreglo unidimensional y un único detector, res-
pectivamente. Los resultados de estos experimentos están resumidos en las tablas
(4.3)-(4.6), para tres niveles de compresión y ruido. Especı́ficamente, en las tablas
(4.3)-(4.5) se analizan los resultados obtenidos para la arquitectura CT con un único
detector, en las cuales se concluye que las reconstrucciones obtenidas mediante
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Análisis de la reconstrucción de x a partir de proyecciones y capturadas por
una arquitectura CT con un único detector
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Figura 4.10: Análisis de la reconstrucción de x a partir de proyecciones y capturadas por
una arquitectura CT con un ńico detector donde se varia en términos de PSNR
en función de los parámetros (a) M2 y M3 y el total de elementos de paso en
la apertura Tr.

el uso de las aperturas diseñadas obtienen en promedio una ganancia de hasta
7.31 [dB] con respecto a las aperturas generadas por una función aleatoria. Por
otro lado, en la tabla 4.6, se analizan los resultados obtenidos para la arquitectura
CT con un arreglo unidimensional de detectores para tres niveles de compresión y
un nivel de ruido SNR = 10[dB]. A partir de esta tabla se concluye que el uso de
las aperturas diseñadas obtienen en promedio una ganancia de hasta 1 [dB] con
respecto al uso de aperturas generadas por una función aleatoria. Con el fin de
mostrar la mejora en la calidad visual de las imágenes CT reconstruidas por el uso
de las aperturas optimizadas, en contraste con las reconstrucciones obtenidas por
las aperturas aleatorias, en la figura (4.11) y (4.12) se ilustran la reconstrucción de 4
cortes transversales. Especı́ficamente, se ilustran las reconstruccionesde imágenes
CT a partir de proyecciones con un nivel compresión c% = 0,5 y un nivel de ruido
SNR = 10[dB]. En las figuras (4.11)-(4.12), la primera fila ilustra las imágenes CT
originales, en la segunda y tercera fila la reconstrucciones obtenidas mediante el
uso de la aperturas codificadas aleatorias y optimizadas, respectivamente. Además,
para apreciar con mayor detalle la calidad de las reconstrucciones, en las filas 4 y 5
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se ilustra el error absoluto entre la imagen original y las reconstrucciones obtenidas
usando las aperturas optimizadas y aleatorias, respectivamente. Se puede concluir
que tanto en calidad visual y en términos de PSNR, las aperturas optimizadas ob-
tienen un mejor desempeño en contraste al uso de aperturas generadas por una
función aleatoria.
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Reconstrucción de imágenes CT para arquitectura con único detector

PSNR: 24.2 [dB] PSNR: 23.5 [dB] PSNR: 23.1 [dB] PSNR: 22.9 [dB]

PSNR: 30.4 [dB] PSNR: 29.2 [dB] PSNR: 28.9 [dB] PSNR: 28.6 [dB]

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.11: Reconstrucción de los cortes transversales (a) 1, (b) 4, (c) 8, y (d) 12 (prime-
ra fila), mediante el uso de aperturas codificadas aleatorias (segunda fila) y
aperturas optimizadas (tercera fila) en una arquitectura CT con un único de-
tector. Se ilustra el error absoluto entre los cortes transversales originales y las
reconstrucciones obtenidas por las aperturas aleatorias (tercera fila) y optimi-
zada (cuarta fila).
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Reconstrucción de imágenes CT para arquitectura con arreglo
unidimensional de detectores

PSNR: 23.10 [dB] PSNR: 21.00 [dB] PSNR: 21.23 [dB] PSNR: 21.07 [dB]

PSNR: 25.37 [dB] PSNR: 21.32 [dB] PSNR: 21.48 [dB] PSNR: 21.26 [dB]

20 60 100 140

(a)
20 60 100 140

(b)
20 60 100

(c)
20 60 100

(d)

Figura 4.12: Reconstrucción de los cortes transversales (a) 1, (b) 4, (c) 8, y (d) 12 (prime-
ra fila), mediante el uso de aperturas codificadas aleatorias (segunda fila) y
aperturas optimizadas (tercera fila) en una arquitectura CT con un arreglo uni-
dimensional de detectores. Se ilustra el error absoluto entre los cortes transver-
sales originales y las reconstrucciones obtenidas por las aperturas aleatorias
(tercera fila) y optimizada (cuarta fila).
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ió

n
de

l0
,2

en
ar

qu
ite

ct
ur

a
C

T
co

n
ún

ic
o

de
te

ct
or

S
N

R
A

pe
rt

ur
a

P
S

N
R

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

10
A

le
at

or
io

25
.5

25
.1

24
.9

24
.7

24
.7

24
.8

24
.7

24
.4

24
.4

24
.3

24
.3

24
.1

O
pt

im
iz

ad
o

32
.8

32
.2

31
.5

31
.4

31
.2

31
.1

31
.3

31
.1

31
.1

30
.9

30
.6

30
.3

15
A

le
at

or
io

30
.7

30
.2

29
.4

29
.7

29
.3

29
.4

29
.3

29
.1

29
.2

29
.0

29
.2

28
.7

O
pt

im
iz

ad
o

41
.1

40
.7

39
.5

39
.6

39
.5

39
.4

39
.5

39
.4

39
.3

39
.1

38
.6

37
.9

20
A

le
at

or
io

38
.2

37
.3

36
.4

36
.2

36
.0

36
.0

36
.1

35
.9

35
.8

35
.5

35
.1

34
.5

O
pt

im
iz

ad
o

48
.1

47
.7

46
.5

46
.4

46
.3

46
.4

46
.4

46
.3

46
.2

45
.7

45
.3

44
.2

Ta
bl

a
4.

4:
R

ec
op

ila
ci

ón
de

lo
s

re
su

lta
do

s
ob

te
ni

do
s

po
r

la
re

co
ns

tr
uc

ci
ón

de
12

im
ág

en
es

C
T

a
pa

rt
ir

de
pr

oy
ec

ci
on

es
co

n
tre

s
ni

ve
le

s
de

ru
id

o
S
N
R

=
{1

0
,1

5,
20
}[
d
B

]
y

un
ni

ve
ld

e
co

m
pr

es
ió
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Capı́tulo 5

CONTRIBUCIONES Y TRABAJO FUTURO

Se propone un problema de optimización y un algoritmo para el diseño de
aperturas codificadas en una arquitectura CT con haz de rayos-X en abanico.

Se establece una relación entre el número de condición, el muestreo uniforme,
y los cı́rculos de Gershgorin asociados a la matriz de muestreo Φ.

Se desarrolla el modelo de captura continuo y discreto para las arquitecturas
CT con aperturas codificadas y un arreglo unidimensional de detectores y úni-
co detector.

5.1. CONTRIBUCIONES

La extrapolación del problema de optimización de aperturas codificadas a otras
generaciones de tomógrafos CT.

La extrapolación del problema de optimización de aperturas codificadas en una
arquitectura de muones con un único detector.

5.2. TRABAJO FUTURO

La implementación real de las aperturas codificadas en una arquitectura CT
con un único detector y un arreglo unidimensional.

El uso de las aperturas codificadas diseñadas en una arquitectura de muones.
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Capı́tulo 6
CONCLUSIONES

El uso de aperturas codificadas optimizadas en las arquitecturas CT permite
obtener una mayor calidad de reconstrucción en términos visuales y de PSNR
con respecto al uso de aperturas generadas por una función aleatoria.

El desempeño de las aperturas codificadas en la reconstrucción de las imáge-
nes CT está directamente relacionado con los cı́rculos de Gershgorin asocia-
dos a la matriz de muestreo Φ.

El número de condición de la matriz de muestreo Φ está directamente relacio-
nado con los cı́rculos de Gershgorin.

El diseño de aperturas codificadas a partir de los cuatro criterios de muestreo
uniforme propuestos permite obtener matrices de muestreo con un número de
condición menor a los obtenidos por las aperturas aleatorias.

Las aperturas codificadas optimizadas obtuvieron una mayor ganancia en térmi-
nos visuales y de PSNR en la arquitectura CT con un único detector.

El problema de optimización propuesto puede ser usado para optimizar aper-
turas codificadas en otras generaciones de arquitecturas CT.
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ANEXOS

Análisis del parámetro µc para la reconstrucción de imágenes CT capturadas
en una arquitectura de un único detector

µc M3

64 96 128
0,1 27,87 30,28 32,11
0,5 30,54 34,11 36,53
0,75 30,89 34,52 36,92
1 31,02 34,60 36,97
1,25 31,05 34,61 36,99
1,5 31,06 34,63 37,00
1,75 31,06 34,65 37,10
2 31,07 34,88 28,68
2,25 31,08 34,93 8,00
2,5 31,09 35,32 8,00
2,75 31,09 9,85 8,00
3 31,10 8,76 8,00
3,25 31,12 8,76 8,00
3,5 31,20 8,76 8,00
3,75 31,29 8,00 8,00
4 25,86 8,00 8,00
4,25 9,10 8,00 8,00
4,5 8,76 8 8,00
4,75 8,76 8,00 8,00

Tabla 1: Análisis del parámetro µc para la reconstrucción de imágenes CT capturadas en
una arquitectura de un único detector con M3 = [64, 96, 128]. El valor µc óptimo
para M3 = [64, 96, 128], son µc = [3,75, 2,5, 1,75], respectivamente.
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Análisis del parámetro ρc para la reconstrucción de imágenes CT capturadas
en una arquitectura de un único detector

ρc M3

64 96 128
5 8,761 8,761 8,761
50 8,761 8,761 8,761
250 8,761 8,761 8,761
500 8,761 8,761 8,761
750 8,761 8,761 8,761
2500 8,761 8,761 8,761
5000 8,761 8,761 8,761
7500 8,761 8,761 8,761
1× 104 31,04 8,760964 8,761
1, 5× 104 30,73 34,49058 8,761
2× 104 30,54 34,37911 36,779
2, 5× 104 30,583 34,372 36,917
3× 104 30,72 34,35798 36,841
3.5× 104 30,84 34,58983 36,692
4× 104 30,55 34,36164 36,746
4, 5× 104 30,48 34,25215 36,739
5× 104 30,434 34,262 36,541
5, 5× 104 30,47 33,9057 36,479
6× 104 30,22 33,89321 36,428
6, 5× 104 30,29 33,97333 36,496
7× 104 30,113 33,87 36,208
7, 5× 104 30,04 33,660 36,432
8× 104 30,26 33,51925 36,235
8, 5× 104 30,02 33,34526 35,875
2, 5× 105 28,266 30,888 33,098
5× 105 26,747 29,069 30,567
7, 5× 105 25,831 27,771 29,280

Tabla 2: Análisis del parámetro ρc para la reconstrucción de imágenes CT capturadas en
una arquitectura de un único detector con M3 = [64, 96, 128]. El valor ρc óptimo
para M3 = [64, 96, 128], son ρc = [3,5× 104, 3,5× 104, 4× 104], respectivamente.
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Análisis parámetros M2 ∈ (16, 128) y M3 ∈ (1, 49), para la arquitectura de un único
detector

Ángulo de visión M2

M3 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49
16 12,3 14,4 15,6 15,6 17,0 17,6 18,1 18,4 18,8 18,9 19,5 19,8 20,0
20 12,5 14,5 15,6 16,2 17,6 17,9 18,4 19,2 19,2 19,8 20,0 20,2 20,2
24 12,4 14,8 15,8 16,7 17,8 18,4 19,0 19,6 19,9 20,2 20,5 20,7 20,7
28 12,5 14,9 16,1 16,9 18,1 18,8 19,5 20,0 20,2 20,8 20,8 20,9 21,3
32 12,5 15,1 16,2 17,2 18,7 19,3 19,7 20,3 20,7 20,9 21,2 21,5 21,7
36 12,5 15,2 16,5 17,4 18,8 19,5 20,2 20,5 21,0 21,1 21,6 21,8 22,1
40 12,5 15,4 16,6 17,6 18,9 19,9 20,3 20,8 21,2 21,5 21,9 22,0 22,5
44 12,6 15,4 16,8 18,0 19,4 20,3 20,7 21,3 21,3 21,9 22,1 22,4 22,7
48 12,5 15,6 16,9 18,3 19,5 20,2 21,1 21,4 21,8 22,0 22,7 22,8 22,9
52 12,6 15,6 17,0 18,1 19,8 20,4 21,0 21,5 21,9 22,4 22,7 23,0 23,6
56 12,5 15,5 17,2 18,4 20,2 20,6 21,4 21,6 22,1 22,5 23,0 23,6 23,8
60 12,6 15,7 17,3 18,7 20,3 20,9 21,5 21,9 22,4 22,7 23,2 23,7 24,1
64 12,6 15,9 17,5 18,7 20,3 21,0 21,8 22,3 22,7 23,2 23,5 24,0 24,4
68 12,6 15,8 17,9 18,9 20,4 21,3 22,0 22,4 22,7 23,4 23,6 24,4 24,4
72 12,6 15,9 17,8 18,9 20,6 21,4 22,0 22,4 23,0 23,3 23,9 24,4 24,8
76 12,6 16,1 17,8 19,3 20,9 21,5 22,0 22,5 23,0 23,8 24,0 24,6 25,1
80 12,6 16,1 18,0 19,4 20,9 21,8 22,2 22,7 23,4 23,9 24,3 25,0 25,5
84 12,6 16,2 18,0 19,5 21,1 21,7 22,3 22,9 23,4 24,0 24,5 25,2 25,9
88 12,6 16,1 18,2 19,5 21,3 22,1 22,4 23,1 23,7 24,4 24,9 25,5 25,9
92 12,6 16,2 18,0 19,8 21,4 22,0 22,8 23,2 23,8 24,5 25,2 25,7 26,5
96 12,6 16,3 18,3 19,9 21,6 22,1 22,8 23,4 23,9 24,6 25,3 26,2 26,5
100 12,6 16,4 18,2 20,0 21,6 22,3 22,9 23,4 24,2 24,7 25,5 26,3 26,7
104 12,6 16,4 18,6 20,2 21,6 22,5 23,0 23,6 24,4 25,0 25,6 26,5 27,2
108 12,6 16,4 18,5 20,1 21,9 22,6 23,1 23,8 24,4 25,3 26,0 26,8 27,2
112 12,6 16,5 18,7 20,3 21,9 22,7 23,4 23,9 24,6 25,2 26,1 27,0 27,8
116 12,6 16,5 18,9 20,4 22,0 22,7 23,2 24,0 24,7 25,6 26,3 27,1 27,6
120 12,6 16,5 18,7 20,4 22,1 22,8 23,5 24,1 24,8 25,6 26,3 27,4 28,1
124 12,6 16,5 18,8 20,5 22,2 23,0 23,6 24,2 25,0 25,6 26,6 27,6 28,2
128 12,6 16,6 18,9 20,7 22,5 23,0 23,6 24,2 25,0 25,9 26,9 27,7 28,4

Tabla 3: Análisis de la reconstrución de la imagen CT en terminos de PSNR en función de
M2 ∈ [16, 128] y M3 ∈ [1, 49], para la arquitectura de un único detector.
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Análisis parámetros M2 ∈ [16, 128] y M3 ∈ [53, 101], para la arquitectura de un único
detector

Ángulo de visión M2

M3 53 57 61 65 69 73 77 81 85 89 93 97 101
16 19,8 20,4 20,4 20,5 20,7 20,8 21,1 21,0 21,6 21,3 21,6 21,6 21,9
20 20,4 20,8 21,1 21,2 21,3 21,5 21,6 21,9 21,9 22,2 22,3 22,3 22,4
24 21,1 21,1 21,5 21,7 22,0 22,1 22,2 22,5 22,5 22,7 22,8 23,0 23,2
28 21,6 22,0 22,1 22,2 22,6 22,5 22,9 23,0 22,8 23,1 23,4 23,5 23,9
32 22,2 22,3 22,4 22,8 22,8 23,2 23,3 23,3 23,7 23,8 24,0 24,3 24,3
36 22,4 22,6 22,9 23,1 23,3 23,6 23,7 23,8 24,1 24,3 24,5 24,6 24,9
40 22,8 23,0 23,3 23,4 23,8 23,9 24,1 24,4 24,8 24,6 24,9 25,1 25,6
44 23,1 23,3 23,6 24,0 24,1 24,5 24,8 24,8 25,1 25,4 25,6 25,6 26,2
48 23,6 23,8 24,0 24,3 24,6 24,8 25,1 25,5 25,5 25,8 26,1 26,3 26,6
52 23,8 23,9 24,2 24,5 25,1 25,1 25,5 25,9 26,1 26,3 26,7 27,0 27,2
56 24,1 24,3 24,8 25,1 25,4 25,7 26,0 26,2 26,6 26,7 27,3 27,4 27,8
60 24,4 24,7 24,9 25,5 25,6 26,2 26,5 26,8 27,1 27,3 27,7 28,1 28,5
64 24,8 25,1 25,4 25,7 26,3 26,5 26,9 26,9 27,3 28,0 28,4 28,6 29,0
68 25,0 25,5 25,7 26,1 26,3 26,8 27,3 27,5 28,0 28,6 28,9 29,2 29,3
72 25,3 25,6 26,0 26,5 26,9 27,1 27,6 28,0 28,3 29,0 29,2 29,9 28,8
76 25,8 26,0 26,4 27,0 27,4 27,8 28,1 28,5 28,9 29,3 29,5 29,9 29,4
80 26,0 26,2 26,7 27,3 27,5 28,1 28,6 28,7 29,4 29,8 29,3 29,7 29,6
84 26,1 26,5 26,8 27,8 28,1 28,5 28,9 29,5 29,6 29,1 29,6 29,8 30,1
88 26,3 26,8 27,3 27,9 28,3 28,8 29,4 29,8 29,2 29,3 30,0 30,1 30,6
92 26,8 27,3 27,7 28,2 28,8 29,2 29,7 29,0 29,2 29,8 30,3 30,6 31,0
96 26,9 27,5 28,0 28,4 29,1 29,6 29,1 29,4 29,9 30,0 30,5 30,7 31,4
100 27,4 28,0 28,4 28,9 29,4 29,6 29,5 29,6 30,1 30,5 30,8 31,3 31,5
104 27,4 27,9 28,6 29,1 29,6 29,2 29,6 29,8 30,4 30,6 31,2 31,6 31,8
108 28,0 28,5 28,8 29,6 29,0 29,4 29,9 30,1 30,7 30,9 31,5 31,9 32,2
112 28,1 28,5 29,3 29,3 29,3 29,7 30,3 30,5 30,8 31,3 31,6 32,0 32,6
116 28,5 28,9 29,4 29,0 29,4 30,0 30,5 30,5 31,2 31,4 32,1 32,4 32,8
120 28,6 29,3 29,3 29,2 29,5 30,1 30,4 30,8 31,3 31,5 32,3 32,6 33,0
124 28,6 29,6 28,7 29,2 29,9 30,3 30,8 31,2 31,6 32,1 32,5 32,9 33,2
128 29,1 28,5 29,0 29,5 30,1 30,5 31,1 31,5 32,0 32,3 32,8 33,3 33,5

Tabla 4: Análisis de la reconstrución de la imagen CT en terminos de PSNR en función de
M2 ∈ (16, 128) y M3 ∈ (53, 101), para la arquitectura de un único detector.
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Análisis parámetros M2 ∈ [16, 128] y M3 ∈ [104, 128], para la arquitectura de un
único detector
Ángulo de visión M2

M3 104 108 112 116 120 128
16 105 109 113 117 121 125
20 21,9 21,8 22,0 22,3 22,4 22,4
24 22,5 22,8 23,1 23,0 23,1 23,3
28 23,3 23,4 23,5 23,7 23,8 24,0
32 24,0 24,1 24,2 24,4 24,6 24,8
36 24,7 24,7 24,9 24,8 25,2 25,3
40 25,1 25,3 25,6 25,9 26,0 26,1
44 25,7 26,1 26,2 26,2 26,8 26,9
48 26,4 26,6 26,9 27,1 27,3 27,5
52 26,8 27,0 27,5 27,7 27,9 28,4
56 27,7 27,7 28,2 28,6 28,6 28,9
60 28,3 28,6 28,7 29,1 29,4 30,1
64 28,5 29,2 29,3 29,5 30,0 29,3
68 29,3 29,7 29,5 29,3 29,5 30,0
72 30,1 29,2 29,4 29,8 30,1 30,3
76 29,3 29,4 30,0 30,3 30,5 30,9
80 29,9 30,2 30,5 30,5 31,0 31,4
84 30,4 30,3 30,7 31,0 31,5 31,7
88 30,8 30,8 31,2 31,6 32,0 32,1
92 30,9 31,3 31,7 32,0 32,2 32,5
96 31,3 31,7 31,8 32,2 32,6 32,9
100 31,7 32,1 32,2 32,7 32,8 33,2
104 32,0 32,1 32,7 33,1 33,3 33,6
108 32,3 32,6 33,0 33,4 33,6 34,0
112 32,4 33,1 33,4 33,7 33,8 34,1
116 32,9 33,3 33,6 33,8 34,4 34,8
120 33,3 33,6 33,9 34,2 34,5 35,0
124 33,5 34,0 33,9 34,5 34,9 34,9
128 33,8 34,1 34,5 34,7 35,2 35,5

Tabla 5: Análisis de la reconstrución de la imagen CT en terminos de PSNR en función de
M2 ∈ [16, 128] y M3 ∈ [104, 128], para la arquitectura de un único detector.
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