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Resumen

TITULO: OPTIMIZACION DE APERTURAS CODIFICADAS PARA EL MEJORAMIEN-
TO DE LA CALIDAD DE IMAGENES RECONSTRUIDAS EN UN SISTEMA DE MUES-
TREO COMPRESIVO DE TOMOGRAFIA COMPUTARIZADA CON UNA FUENTE DE
HAZ DE RAYOS-X EN ABANICO'

AUTOR: MIGUEL ANGEL MARQUEZ CASTELLANOS 2

PALABRAS CLAVE: Tomografia computarizada, muestreo compresivo, aperturas co-
dificadas, optimizacion, algoritmos de reconstruccion, funcion de costos.

La tomograf’ia computarizada (CT, del inglés computed tomography) es una t’ecnica
no invasiva y no destructiva que permite estimar la estructura interna de un objeto a
partir de proyecciones de rayos-X. Sin embargo, la exposici'on prolongada a dosis de
radiaci’on puede alterar la estructura interna del objeto, y en procedimientos m’edicos
puede aumentar el riesgo de padecer c’ancer. Debido a esto, la teor'ia de muestreo
compresivo (CS, del inglés compressive sensing) ha sido usada para desarrollar estra-
tegias de muestreo CS en CT que permitan reducir las dosis de radiacién sin sacrificar
la calidad de la reconstruccion. Uno de los trabajos de CS-CT que mayor impacto ha
tenido es la implementaci’'on de aperturas codificadas para la modulaci’'on del haz de
rayos-X. No obstante, estos trabajos no han estudiado el disefio de las aperturas co-
dificadas para obtener matrices de muestreo mejor condicionas, las cuales permitirian
obtener reconstrucciones con una mayor calidad. Es por ello que en este trabajo se
propone el disefo de aperturas codificadas para obtener im'agenes CT de mayor ca-
lidad a partir de proyecciones capturadas en una arquitectura de CS-CT con haz de
rayos-X en abanico. Para el disefio de las aperturas codificadas se estable una relacion
directa entre el nimero de condicién y los circulos de Gershgorin asociados a la matriz
de muestreo. Con base en esto, se plantean la reduccién del area total de la unién de
los circulos de Gershgorin mediante el disefio de aperturas codificadas que permitan
obtener una matriz de muestreo con filas linealmente independientes. Para lograr esto,
se establecen cuatro criterios de muestreo uniforme los cuales son generados a partir
del an’alisis de la geometr’ia de muestreo de la arquitectura CS-CT. Espec’ificamente,
en este trabajo se estudia la arquitectura CS-CT con una variaci’on en su arreglo de
detectores, unidimensional y con un Unico detector.

Trabajo de Investigacion
2Facultad de Ciencias Basicas. Escuela de Fisica. Director, Henry Arguello.
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Abstract

TITLE: CODED APERTURE OPTIMIZATION FOR IMPROVING THE RECONSTRUC-
TION QUALITY IN A COMPRESSIVE COMPUTED TOMOGRAPHY ARCHITECTURE
WITH AN X-RAY FAN-BEAM. !

AUTHOR:MIGUEL ANGEL MARQUEZ CASTELLANOS

KEYWORDS: Computed tomography, compressive sensing, coded apertures, optimi-
zation, Gershgorin circle, conditional number, uniform sensing.

Computed tomography (CT) is a non-invasive technique that estimates the internal
structure of an object by using X-ray projections. However, the internal structure of an
object can be altered by the radiation emitted by the X-rays, in medical cases, it in-
creases the chance of cancer. Hence the compressive sampling (CS) theory has been
applied to CT by developing strategies that can reduce the radiation doses without re-
ducing the quality of image reconstruction. Coded apertures have been one of the most
effective CS-CT applications, in the case of CT they are used to modulate the X-ray
beam. Nevertheless, the design of the coded apertures has not been studied to obtain
sampling matrices specifically for CT. Therefore in this work, the design of coded aper-
tures to obtain higher quality CT images from captured projections of a CS-CT fan-beam
architecture is proposed. For this purpose, a direct relation between the condition num-
ber and the Gershgorin circles associated with the sampling matrix is established for the
design. Further, the reduction of the total area of the Gershgorin circles union is reduced
thru the design of coded apertures that obtain a sampling matrix with linearly indepen-
dent rows. In order to do this, four uniform sampling criterions are established by taking
into account the sampling geometry of the CS-CT architecture. Specifically, the CS-CT
architectures with a variation in the set of detectors, unidimensional and with a single
detector are studied.

"Research Work
2Facultad de Ciencias Bésicas. Escuela de Fisica, Universidad Industrial de Santander. Director,
Henry Arguello Fuentes.
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INTRODUCCION

La tomografia computarizada (CT, por su sigla en inglés) es una técnica no inva-
siva y no destructiva que permite estimar la estructura interna de un objeto a partir
de proyecciones de rayos-X [10]-[14]. En la practica, las imagenes CT son captadas
por tomdgrafos, compuestos por una fuente de rayos-X y un arreglo de detectores
gue rotan simultaneamente alrededor del objeto [10]. Los tomografos se clasifican
segun la estructura del tubo de rayos-X y detectores, y en la forma como estos se
desplazan [4]. Debido a la introduccion del primer tomdgrafo de rayos-X, se generd
un gran interés en el desarrollo y optimizacién del hardware de los tomdgrafos clini-
cos. La arquitectura que ha tenido un mayor impacto tanto en las areas comerciales
como de investigacion, son los tomografos con un haz de rayos-X en abanico con
un angulo de apertura de 60°, un arreglo de detectores curvo compuesto por entre
400 a 1000 elementos, y un desplazamiento angular, alrededor del objeto, de 0° a
360° [9], [17], [6], [18], [12]. Esta arquitectura permite obtener imagenes CT de alta
resolucion para los diagnoésticos médicos. Sin embargo, la principal limitante para
obtener imagenes CT de alta resolucidn son los riesgos de desarrollar cancer debi-
do a las dosis de radiacion de rayos-X [3]-[19]. Debido a esto, el estudio de técnicas
de muestreo que permitan reducir las dosis de radiacion sin reducir la calidad de las
imagenes CT ha sido de gran interés durante los ultimos anos.

Actualmente, la teoria de muestreo compresivo (CS, de su sigla en inglés) [5],
es aplicada al problema de reconstruccion de imagenes CT, denotadas como f € R"
donde n € N es el total de pixeles del objeto, a partir de un nimero reducido de
proyecciones, y € R™, para m < n. La reduccion de proyecciones en CT es obte-
nida mediante la implementacion de aperturas codificadas [1], las cuales se ubican
al frente de la fuente y modulan el haz de rayos-X. Esta estrategia se conoce como
muestreo compresivo en tomografia computarizada a partir de aperturas codifica-
das, y establece que una senal puede ser reconstruida a partir de menos proyeccio-
nes que las establecidas por los métodos tradicionales de reconstruccion. La modu-
lacion del haz de rayos-X en procedimientos CT implica la obtencién de imagenes
a partir de menos dosis de radiacién, siempre y cuando se cumplan dos criterios
fundamentales [5]. El primer criterio establece que la imagen f debe ser escaza en
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algun dominio ¥ € R™*", es decir |f — ¥G(0)|3 < 7, donde G(.) es un operador que
descarta un porcentaje de los coeficientes mas pequenos del vector, 8 = T'f es la
representacion de f en ¥, y 7 € R es una constante de error. El segundo criterio el
cual establece que la coherencia entre la matriz de sensado ® € R™*" y la base de
representacion ¥ debe ser baja, es decir y(®, ¥) = \/nméx (|®.¥|), donde max(.)
es una funcidon que retorna el valor maximo de la matriz ®W¥. Si se satisfacen estos
dos criterios del proceso de adquisicién de una imagen CT, a partir de proyecciones
moduladas obtenidas por el esquema de muestreo modelado en ® las medidas y
se puede expresar matematicamente comoy = ®W¥6.

Multiples trabajos de CS en CT han sido desarrollados con el fin de obtener re-
construcciones de mayor calidad sin aumentar las dosis de radiacion [7]. Uno de los
trabajos mas recientes y de mayor interes es [13], el cual desarrolla y evalua estrate-
gias de muestreo de CS en CT con aperturas codificadas generadas aleatoriamente.
Con base en [13], en [7] se propone la optimizacion de aperturas codificadas a partir
de una funcion de optimizacion para el mejoramiento de la calidad de reconstruccion
de imagenes CT. Esta funcion de optimizacion se constituye de tres criterios, mues-
treo uniforme en el detector, muestreo uniforme del objeto, y aperturas codificadas
con baja autocorrelaci
‘on para un sistema de multiples capturas. Sin embargo a la fecha, el diseno y optimi-
zacion de la estructura y distribucion de las aperturas codificadas se ha desarrollado
en arquitecturas CT con arreglos de detectores y fuentes que no tienen desplaza-
miento angular, es decir captan proyecciones en un solo angulo de vision [8]-[7].

En esta propuesta de proyecto de grado se aborda el problema de mejorar la
calidad en la reconstrucion de las imagenes CT, captadas en un tomografo con
desplazamiento angular de 360°, reemplazando las aperturas codificadas aleatorias
por aperturas disenadas. Las aperturas disenadas son generadas por una funcion
de optimizacién que se basa en el modelamiento matematico del proceso de captura
del tomdgrafo y la teoria de muestreo compresivo.
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Capitulo 1
MARCO TEORICO

El 8 de noviembre de 1895, el fisico aleman Wilhelm Conrad Réntgen, mediante
experimentos de aceleracion de electrones descubrid un nuevo tipo de radiacion
electromagnética, invisible para el ojo humano y con altos niveles de penetracion
en cuerpos opacos; este nuevo tipo de radiacion fue denominado rayos-X, debido a
que se desconocia su naturaleza [15]. El descubrimiento de los rayos-X introdujo el
concepto de imagen del interior corporal, lo cual ha supuesto una de las mayores
contribuciones de todos los tiempos a la medicina.

1.1. FUNDAMENTOS DE LA FiSICA DE RAYOS-X

En 1912, von Laue, Friedrich y Knipping irradiaron un cristal con rayos-X y con-
firmaron que dichos rayos son una forma de luz que tiene una longitud de onda muy
pequena. Este experimento llamado difraccion (desviacion de una onda al chocar
con el borde de un cuerpo opaco o al atravesar una abertura), permitié establecer
de manera precisa que los rayos-X son una radiacion electromagnética de la misma
naturaleza que las ondas de radio, las ondas de microondas, los rayos infrarrojos, la
luz visible, lo rayos ultravioleta y los rayos gamma [16]-[14].

Los rayos-X surgen de fendmenos extranucleares, a nivel de la 6rbita electréni-
ca, fundamentalmente producidos por desaceleracion de electrones, es decir, cuan-
do una particula cargada eléctricamente con suficiente energia cinética es frenada
rapidamente. Existen tres fendmenos extranucleares que generan rayos-X [11], el
primero es comunmente conocido como “bremsstrahlung” (radiacion de frenado), el
segundo es la radiacion caracteristica de los metales, y el tercero es la radiacion
generada por el impacto de un electron con el nucleo. El primer fenédmeno extranu-
clear sucede cuando un electrdn de alta energia pasa cerca del nlcleo se desvia
debido a la interaccién electromagnética como se observa en la Figura 1.1a. Co-
mo consecuencia de este proceso de desv'io, el electron pierde energia en forma
de rayos-X. El segundo fenémeno extranuclear sucede cuando un electrén de alta
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Figura 1.1: Esquema sobre la produccion de radiacion por fendmenos extranucleares. (a) La
radiacion de frenado es generada por la desaceleracion de un electron que pasa
cerca al nucleo de un atomo y es desviado por fuerzas electromagnéticas. (b) La
radiacion caracteristica de los metales es generada por el salto de un electron
de una capa superior a una inferior. (c) La radiacion generada por el impacto
de un electron directamente con el nucleo de un atomo, liberando energia de
rayos-X.

energia produce la salida de un electrén cercano al nucleo, y un electron de una
capa superior con mayor energia rellena la vacante, como se ilustra en la Figura
1.1b. Como consecuencia de este proceso la diferencia de energia entre niveles se
transforma en energia de rayos-X. El tercer fendmeno extranuclear, ilustrado en la
Figura 1.1c, sucede cuando un electrén de alta velocidad impacta directamente con
el nucleo de un atomo. Como consecuencia de este impacto, toda la energia cinética
se convierte en energia de rayos-X.

El dispositivo tradicionalmente usado para producir rayos-X, que se muestra en
la Figura 1.2, es conocido como tubo de rayos-X, y fue inventado por Willian Crooke.
Los tubos de rayos-X son una valvula de vacio compuesta por un c’atodo (filamento,
habitualmente de wolframio), el cual es calentado por medio de corriente el’ectrica
[15]. Debido al efecto termoiodnico, al calentar el filamento de wolframio, se genera
una fuerza electroestatica que empuja a los electrones hacia el anodo, los cuales
al colisionar con el anodo, ceden su energia al material. Alrededor de un 99 % de
esta energia es emitida en forma de calor y el restante 1% es emitido en forma de
rayos-X, predominantemente en direccion perpendicular a la del haz de electrones
[16]. Esta radiacidn consiste en ondas con un rango de longitud de onda aproxima-
damente entre 10~% [m] y 10~*[m]. Por lo tanto, la energia de radiacién depende de
la velocidad de los electrones, V, que a su vez depende de la aceleracion del voltaje,

16
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Figura 1.2: Esquema est’atico sobre la producci’on de rayos-X en un tubo convencional de
rayos-X.

U,, entre el catodo y el anodo. La velocidad del electron puede ser determinada con
la ecuacion de la energia
elU, = 0,5 m.V?, (1.1)

donde e = 1,602 x 1071°[C] representa la carga del electrén, y m. = 9,109 x 1073 [kg]
representa la masa de los electrones. Puede suceder, sin embargo, que toda la
energia, eU,, de un electron se transforme en un solo foton. Este limite define el
maximo de energia de la radiacién de rayos X, lo cual se puede expresar matemati-
camente como

eU, = hvpmae = Fmas, (1.2)

donde i = 6,626 x 1073*[Js] es la constante de Planck. El 'imite E,,,, corresponde

a la longitud de onda minima
hc
Amin = —, 1.
U (1.3)

donde ¢ = 2,998 x 108 es la velocidad de la luz.

1.2. LEY DE LAMBERT-BEER

En dptica, la ley de Lambert-Beer se aplica para todos los mecanismos fisicos
gue conducen a la atenuacion de la intensidad de radiacion (reduccion de fotones),
de un haz de rayos-X que pasa a trav’es de un objeto [16], [11]. En pocas palabras,
la ley de Lambert-Beer es un método matematico que permite expresar de qué
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Ley de Lambert Beer para cuerpos homogéneos
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—_—
Tubo — —_—
de —_— u
rayos-X —_— —_—
—_—
—_— e
|—'—|
An

Figura 1.3: llustraci’on del efecto de atenuaci’on de un haz de rayos-X, al pasar a trav’'es de
un cuerpo homog’eneo.

modo la materia absorbe la luz al atravesar un medio con coeficientes de atenuacion
en funci’on de su ubicacion espacial, u(x,y, z). Matematicamente, la intensidad de
radiacion I(.) de una haz de rayos-X despu’es de pasar a través de un objeto, una
distancia An se puede expresar como

I(n+ An) = I(n) — un)I(n)An. (1.4)

Por simple reorganizacién de la ecuacion (1.4), y aplicando I'imites en ambos lados
de la ecuacion, se obtiene
I(n+ An) — I(An)

Al A7 = —p(mI(n). (1.5)

1.2.1 Atenuacion de los rayos-X en un medio homogéneo Sien
la ecuacion (1.5), se asume un medio homogéneo, como se ilustra en la figura 1.3,
la funcion de atenuacidn puede expresarse como

5= —ul(n), (1.6)

que corresponde a una ecuacion diferencial de primer orden [16], [14]. Al integrar la
ecuacion 1.6 en ambos lados, se obtiene

In|I| = —pn + C. (1.7)
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Ley de Lambert Beer para cuerpos heterogéneos

Iy
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An As An As An An

Figura 1.4: llustraci’'on del efecto de atenuaci’'on de un haz de rayos-X, al pasar a trav’es de
un cuerpo no homog’eneo, donde As ~ 0

Al despejar 1(n), y con la condicién de que I(0) = Iy, la solucidén a la ecuacién
diferencial en (1.7), se puede expresar matematicamente como

I(n) = loe™ ", (1.8)
donde [, es la intencidad incial del haz de rayos-X.

1.2.2 Atenuacion de los rayos-X en un medio no homogéneo En
un cuerpo no homogéneo y con constantes de atenuacion no homogéneas, la ate-
nuacién de los rayos-X al pasar a través de este cuerpo puede ser calculado me-
diante la divisién del objeto en pequenos elementos, como se ilustra en la Fig. 1.4.
Si cada elemento es lo suficientemente pequefio, este puede ser considerado como
un objeto homogéneo [15], [14]. Basado en el concepto de dividir el cuerpo en varios
cuerpos homogéneos y en la ecuacion (1.8), la atenuacién de rayos-X, en un cuerpo
no homogéneo, puede ser expresada matematicamente como

I =Ihe [LlA’V]e lLQA’V]e [L3A’V]‘”€ HnlAn _ ]OGZZZUMAUY (19)

donde An es la longitud de cada elemento, u; es la constante de atenuacién en
el i — th elemento y n es el total de elementos en el que es dividido el cuerpo no
homogéneo. Si dividimos por [, y aplicamos logaritmo natural ambos lados de la
ecuacion (1.9), se obtiene

p=—In (Ii) =5 i, (1.10)
0 i=1
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Ahora, si se asume que el numero de elementos que componen el cuerpo tiende
a infinito y la longitud de cada elemento tiende a cero, la ecuacién (1.10) se puede
reescribir como

p= lim —In(I/l) = / p(z)dz, (1.11)

n—inf,An—0

donde [, representa la integral de linea y L la trayectoria de cada haz de rayos-X al
pasar a través del cuerpo.

1.3. TOMOGRAFIA COMPUTARIZADA

La tomografia computarizada (CT, por sus siglas en inglés) es una técnica no
invasiva y no destructiva, que permite estimar la estructura interna de un objeto a
partir de sus proyecciones. Estas proyecciones son generadas a partir de rayos-X
gue pasan a través del objeto, las cuales con base en la ecuacion (1.9), se pueden
expresar matematicamente como [20]:

I(p,¢) = Ipe Juies Sww)dady, (1.12)

donde ¢ es el angulo entre el eje-x y la posicion en el detector a la que conver-
ge el rayo-X, ¢ es el angulo entre el eje-x y la fuente del rayos-X, como se ilus-
tra en la Figura 1.5. Note que en la Ecuacion 1.12 la integral de linea se rea-
liza sobre la funcién paramétrica L (¢, ¢) definida como L (p,¢) = {(z,y,2) |z =
r(tcos(p) + (1 —t) cos(p)),y = r(tsin(p) + (1 —t)sin(p)), t € [0, 1]}, la cual represen-
ta todos los puntos que recorre cada rayo-X, f(z,y) es la funcion de atenuaciones
del objeto, e I, es la intensidad inicial del haz de rayos-X al salir de la fuente. Aqui,
r es el radio del circulo, que se genera al rotar la fuente alrededor del objeto, y
r > /22 +y? > 0. Con base en las Ecuaciones (1.11) y (1.12), podemos definir la
funcion de proyecciones p(y, ¢) como [20]

M%¢%=L(@f@wwﬂ%w, (1.13)

donde p(p, ¢) es la funcion de atenuacion, también conocida como sinograma, de

f(z,y).
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Geometria tomografo con fuente en abanico

Figura 1.5: Representacion grafica de la geometria de un tomografo de haz de rayos-X en
abanico y un arreglo de detectores curvo.

1.3.1 Modelo algebraico de tomografia computarizada En la practi-
ca, las imagenes CT son captadas por escaneres médicos, los cuales estan com-
puestos por un detector de rayos-X y un arreglo de detectores que rotan simultanea-
mente alrededor del objeto, como se ilustra en la figura 1.5. Por lo tanto, con base
en la ecuacion (1.13), las proyecciones capturadas por un arreglo de detectores, en
cada angulo de visidn, se puede expresar matematicamente como [16]:

At

L= / 7 [y Gt (1.14)
At
T2

donde q € Rz es un vector que contiene los angulos entre la fuente y el eje-x,
con M, € R como el total de angulos recorridos por la fuente, At € R representa
el tamano de cada detector, G(i,q;,t) = mod(mod(q; — 180, 360) + (180)/27r[(i +
1)At+t'— M, At], 360) es una funcion que calcula el &ngulo entre el eje-x, con M; € R
como el total de detectores, y donde converge el rayo-X. Aqui, j; =0,--- ,M; — 1y
jo =0,---, M, — 1. Con base en la Ecuacién (1.14), las proyecciones captadas por
el detector P ¢ RMi*M2en los multiples angulos de vision, puede ser expresado
matematicamente como [16]:

I .
P, =—In <—ﬂ) . (1.15)
, ]’O

Por lo tanto, el objetivo principal de CT es la reconstruccion de f(x,y) a partir de
P. En la préactica, la reconstruccion de la funcién f(z,y) es representada por una
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Resolucin imagenes de tomografia computarizada

Figura 1.6: Ejemplo de una imagen CT con un diferentes tamanos de pixel. (a) As, (b) 4As
y (c) 8As

cuadricula de p’ixeles cuadrados con una anchura y altura finita, As, i.e., unaimagen
F ¢ RV>*M donde N, € Ny N, € N representan el total de filas y columnas de la
imagen, respectivamente. Matem’aticamente, F puede expresarse como [20]:

As As
Fuon=[ o [ fasa+y)drdy. (1.16)
3 3
donde (zi,y;) representa las coordenadas del punto central del pixel Fj,;, con i; =
0,---Ny —1y iy =0,--- Ny — 1. El valor de F},; depende directamente del area del
pixel y de los valores de la funcién. Es decir, si el objeto tiene un borde que pasa a
través del area de un pixel F, o si el objeto no es homogéneo dentro del area del
pixel, el valor de F},; representara un promedio de todos los coeficientes de atenua-
cion dentro del pixel, como se ilustra en la figura 1.6. Este efecto es comunmente
conocido como efecto de volumen parcial (PVE, por sus siglas en inglés).

Con base en la representaci’'on discreta de las proyecciones (ecuaci'on 1.15) y
de la reconstrucci’'on de la funci’on de atenuaciones (ecuaci’on 1.16), se establece
un modelo matem’atico lineal para la captura de las proyecciones de las im’agenes
CT dado por

p = Wi, (1.17)

donde W € R™*" es la matriz que representa la geometria de la arquitectura CT,
comunmente conocido como el operador de proyeccién, como se ilustra en la figura
1.8. Especificamente, las filas de la matriz W estan compuestas por los porcentajes
de area de cada pixel que esta contenido en la trayectoria entre la fuente de rayos-X
y un detector arbitrario, como se puede ilustrar en la figura 1.7. En la figura 1.7 se
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Ejemplo geometria tomografo con fuente en abanico

Objeto P W
.
0.0274 0.1095 0
Fuent_ 025 0.5 E—
= — _. D t t 0.2417 0.3284 0
Jz-esimo 7 s N 0.2511 02811 0
angulo T “. - .
de [] 0.2299 0.2811 0
vision O . =
! Area pixel l 0.5300 0 0 0.3192
0.2811 0.1095
0.3192 03192 0.6080 0 o [UEPE 03617
0.5300 0 o [P 03192
1 0.0821 0 0 0
1
03284  0.2811 03617
0.1095+0.2811+0.3284+0.2811 =1 0.3192+0.3192+0.3617= 1
(@) (b)

Figura 1.7: Ejemplo de la geometria de muestreo para un tomégrafo en un angulo de vision
para M; = 8 detectores y un objeto de dimensiones F ¢ R?*2. Aqui, se ilus-
tra la trayectoria (porcentaje del area de cada pixel que toca el haz) para cada
proyeccion de rayos-X. En (b) se ilustra la matriz resultante a partir de la geo-
metria establecida en (a) y las proyecciones generadas al establecer un objeto
de atenuaciones arbitrario.

ilustra un ejemplo de la geometria de muestreo para una arquitectura CT con haz
en de rayos-X en abanico con M; = 8 detectores, en un angulo de visién arbitrario
y un objeto de dimensién 2 x 2. Aqui, p € RM 1Mz y f ¢ RMM2 gon |a representaci’on
lexicogr’afica de P y F, respectivamente.

1.4. MUESTREO COMPRESIVO EN TOMOGRAFIA
COMPUTARIZADA

El muestreo compresivo (CS, de sus siglas en inglés) en tomografia computariza-
da es nuevo paradigma que establece que imagenes CT pueden ser reconstruidas a
partir de un nimero menor de proyecciones de rayos-X que las establecidas por los
métodos tradicionales. Esta nueva area de la investigacion se conoce como mues-
treo compresivo en tomografia computarizada (compressive computed tomography)
[2], y ha generado un gran interés en el estudio de las estrategias de CS en CT dado
gue tiene el potencial para disminuir las dosis de radiacion a los que son expuestos
los pacientes. La principal diferencia entre CS en CT y los métodos tradicionales,
es la combinacién del problema de adquisicién y compresion de datos. Matematica-
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Ejemplo matriz de proyeccion

\\\\\\\\\\\

(a) (b) (c)

Figura 1.8: Ejemplo de una matriz de proyecci’'on W para una arquitectura CT de haz de
rayos-X en abanico y arreglo de detectores curvo. Las matrices fueron creadas
con las siguientes especificaciones: Ny = Ny = 32, M; = 128, At = 0,0377[mm]
y (a) M2 = 4, (b) M2 = 6, (c) Mz =38,

mente, este proceso de adquisicién y compresion puede ser modelado como
y = &Xx, (1.18)

donde y € R™ representa las medidas comprimidas de x, y & € R™*" representa la
matriz de muestreo, con m < n. Con base en la matriz de muestreo ® y las medidas
comprimidas y, es posible encontrar una solucion para x, siempre que se cumplan
dos principios fundamentales, escasez e incoherencia, descritas en subsecciones
1.4.1y 1.4.2, respectivamente.

1.4.1 [Escasez Elconcepto de escasez expresa la idea de que los coeficientes
representativos de una senal en alguna base de representacion ¥ € R"*", son
menores al total de valores de la imagen, como se ilustraba en la figura 1.9. Este
concepto implica que los coeficientes mas pequenos de una senal, en alguna base
de representacion, pueden ser descartados (aproximados a cero) sin tener pérdidas
significativas en la senal. Esto se puede expresar matematicamente como [5]:

x —®TG(O) < T, (1.19)

donde G(-) es un operador que descarta un porcentaje de los coeficientes mas pe-
quenos de la sefal 8, x € R" es la senal de interés con su respectiva representacion
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Ejemplo escasez en imagenes CT

(a) (b)

Figura 1.9: (a) Imagen original x. (b) Imagen con solo un 25 % de sus coeficientes significa-
tivos T G(0).

0 = Ixy 7 € R es la constante de tolerancia. En la figura 1.9 se puede observar
un ejemplo para la ecuacion X, en la cual a la figura 1.9a se le truncan el 75 % de
sus coeficientes menos representativos en la base de representacion coseno sin
presentar un error significativo al reconstruir la figura 1.9b. Es importante notar que
¥ es una matriz ortonormal por lo tanto ¥—! = 7y 1P =T,

1.4.2 Incoherencia El concepto de incoherencia, mide la correlacion entre
los elementos de ® y ¥, como se ilustra en la figura 1.10. CS en CT se enfoca
principalmente en problemas de reconstruccion con matrices de muestreo con baja
coherencia. La coherencia entre la matriz de muestreo ® y la base de representa-
cién ¥ puede expresarse matematicamente como [5]

(@, ) = x/ﬁ-mjxlfbi W, (1.20)
i#j

donde || representa la funcion valor absoluto componente a componente, y u(®, ¥) €
[1,1/n] la funcion de correlacion entre dos matrices. Si @ y ¥ contienen mdltiples ele-
mentos correlacionados, la coherencia es grande, de lo contrario, la coherencia es
pequena. Por lo tanto, para que la senal x sea recuperada a partir de m medidas
con una alta probabilidad, se debe cumplir la siguiente relacion [5]

m > C -8 -log(m) - p*(®,¥), (1.21)
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donde C € R es alguna constante positiva, y S € R representa el total de coeficien-
tes diferentes de cero en 6.

1.5. ALGORITMO DE RECONSTRUCCION

El problema de estimar x a partir de y es llamado un problema inverso lineal (LIP,
por sus siglas en inglés linear inverse problem); en la mayoria de los escenarios de
interés practico, este es un problema inverso mal planteado (IPLIP, por sus siglas
en inglés ill-posed linear inverse problem), es decir, la matriz ® es singular y/o mal
condicionada. Por lo tanto, para resolver problemas IPLIP se requiere del uso de
funciones de regularizacion o informacion previa. Una manera de regularizar el pro-
blema de estimar x a partir de y, consiste en el uso de un problema de optimizacion
restringido, el cual se puede expresar matematicamente como:

minimizarye(X) sujeto a [ ®PX — Y|z < e, (1.22)

donde ¢ : R -+ R = R U {—00, 00} es el regularizador o la funcion regularizadora, y
0 < e es un parametro que depende de la varianza del ruido. Con base en la ecua-
cién 1.22, se han establecido varias funciones de optimizacion y sus respectivos
algoritmos para la reconstruccion de x a partir de y. Particularmente, los algoritmos
que hacen uso de la restriccion de variacion total (TV por sus siglas en inglés Total
Variation) para el problema de reconstruccién de imagenes de tomografia compu-
tarizada han tenido un gran impacto. Con base en lo anterior, para el desarrollo de
esta tesis de maestria se implementara el algoritmo C-SALSA (por sus siglas en
inglés Constraint Split Augmented Lagrangian Shrinkage Algorithm) para la recons-
truccion de imagenes CT a partir de proyecciones adquiridas en una arquitectura de
muestreo compresivo. Especificamente, la funcion de optimizacién que se plantea
en el algoritmo C-SALSA es

minimizaryd(X) + tg(e1y) (PX) (1.23)

para

0 if XeR":||[®x—vVy|2<e¢
LE(e,I,y) :{ H yHQ — (124)

+oo if X¢R™:[|[®X—y|Z<€
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donde vz 1y) €8 una bola cerrada Euclideana de radio ¢ centrada en y. Con el fin
de resolver la funcion de optimizacion [1.24], es necesario establecer los mapas
proximales de Moreau [? ] asociados con g; = ¢ Y g2 = tg(,1y)- CONcerniente a g,
se establece la funcién

o1
U, = mlnx§||<I>x—y||§ + Tep(X), (1.25)

para el caso que ¢(x) = [|x||;, donde 7. € R, es un parametro regularizador y
¥, , sea una funcidon umbral con paso suave o comunmente conocido como soft
threshold. En el caso que ¢(x) = ||x||tv corresponda a la norma TV [? ], se hace
uso de alguno de los algoritmos rapidos disponibles en el estado del arte. Para la
funcion g, = tp(1y), €l mapa proximal de Moreau se puede definir como

LB o) (PX)

Cc

, 1
‘I’LE&,I,y)/N(s) = arg min + §||‘I)X —s|f3, (1.26)
la cual es independiente de .. y se puede interpretar como la proyeccion ortogonal

de s en la esfera cerrada con radio en ¢ y centrada en y:

oy 1 lIS=Yll2> €
s—y if [[s—ylz<e

Uiy (8) =Y+ { (1.27)

Con base en las ecuaciones 1.25,1.27 y el enfoque ADMM (por sus siglas en inglés
Algorithm Direction Method of Multipliers) para la solucion de problemas de optimi-
zacion, en [? ] se establecio6 el algoritmo C-SALSA, el cual se puede observar en el
Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Algoritmo C-SALSA para reconstruccion de imagenes CT

Entrada: y. > 0, p. > 0,y, ®, Iter € R
Resultado: u € R
vl =d{’ =0 e Rr"
2: v =d¥ =0 e R™
for k£ = 1 hasta Iter hacer
4:r=vi) +dV + T (v +d)

5:Upi1 = (pd + <I>TQ>)_1 I
vl = W (s o)
7w = \IJLE(e,y) (Pupsr — o)
8: dk—i—l d — Ugq1 + Vl(cl1
9:d?), = d( )~ ®uy + v
10: k=k+1

fin for

Ejemplo de la correlacion base de representacion y matriz de muestreo

(a) (b) (c)

Figura 1.10: Ejemplo de la correlaci’'on entre una base de representaci’'on coseno y una
matriz de sensado de tomografia computarizada. Donde (a) ilustra la base de
representacion ¥, (b) ilustra la matriz de sensado ®, y (c) es la matriz de
correlacion entre (a) y (b).

28



Capitulo 2
MUESTREO COMPRESIVO EN TOMOGRAFIA
COMPUTARIZADA A PARTIR DE APERTURAS
CODIFICADAS

Las arquitecturas tradicionales de tomografia computarizada (2.1a) adquieren
proyecciones de rayos-X mediante el uso de estrategias de muestreo uniforme de
los pixeles del objeto, como se puede observar en la figura (2.1d). En contraste, las
arquitecturas de CS-CT que usan aperturas codificadas (2.1b-2.1c), generadas por
una funcién aleatoria, tienen una alta probabilidad de sobremuestrear y submuestrar
los pixeles del objeto, tal como se puede observar en la figura (2.1e-2.1f). Una de las
ventajas que presentan las estrategias de muestreo uniforme es que permiten esti-
mar los elementos de la imagen CT con una calidad homogénea. En este capitulo
se describe matematicamente la geometria de adquisicion de dos arquitecturas de
muestreo compresivo en tomografia computarizada con haz de rayos-X en abanico
y aperturas codificadas.

2.1. TOMOGRAFIA COMPUTARIZADA CON ARREGLO
UNIDIMENSIONAL DE DETECTORES

2.1.1 Modelo continuo Una de las arquitecturas tradicionales de CS-CT es
la arquitectura de haz de rayos-X en abanico con arreglo de detectores curvo y
aperturas codificadas [? ]. Esta arquitectura esta basada en la tercera generacion
de tomdgrafos, por lo tanto, la fuente, la apertura y el detector, giran alrededor del
objeto simultdaneamente. En cada angulo de vision se emite un haz de rayos-X, el
cual es modulado mediante el uso de un objeto fisico que bloquea o permite el paso
de los rayos-X. Este objeto es comiunmente conocido como apertura codificada y en
la Figura 2.1 se ilustra un ejemplo de una arquitectura con y sin apertura codificada.
Posteriormente, el haz de rayos-X modulado pasa a través del objeto y sus atenua-
ciones son capturadas por el arreglo de detectores. Con base en la ecuacion (1.14),
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Ejemplo geometria de muestreo para tres tomografos

Fuente de rayos X Fuente de rayos X

Arreglo de Arreglo de
detectores detectores

(a)

L ] R ]
200 300 400 350 550 750 350 550 750
(d) (e) ()

Figura 2.1: (a)-(c) Se ilustra la geometria de muestreo de tres arquitecturas de tomografia
computarizada con haz de rayos-X en abanico. Arquitectura rotacional con (a)
arreglo completo de detectores, (b) arreglo completo de detectores con apertu-
ras codificadas, (c) un unico detector con aperturas codificadas. Ademas, (d)-(e)
ilustra un ejemplo del nimero de veces que cada pixel del objeto es muestreado
en las arquitecturas (a)-(c), respectivamente.
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el modelo de atenuacion del haz de rayos-X, después de pasar a través del objeto

f(xz,y) alolargo de lalinea L (p,¢) = {(z,y,2) |x = r(tcos(p) + (1 —t) cos(p)),y =
r(tsin(e) + (1 —t)sin(yp)), t € [0, 1]}, puede expresarse como

I(p,0) = h(p, §) e Jrtwm ewdudy, (2.1)

donde A (¢, ¢) es una funcién que representa la modulacion de la apertura codifica-
da. Aqui h (¢, ¢) = Ipe =»?) donde (¢, ¢) € {0,I,} representa el coeficiente de
atenuacioén en el punto donde la linea L (¢, ¢) se intersecta con la apertura codifi-
cada. Especificamente, x (¢, ¢) =~ 0 0 (¢, ¢) ~ I, para el elemento que bloquea o
permite el paso del rayo-X, respectivamente. Con el fin de reconstruir f(x,y) a partir
de las proyecciones moduladas y con base en la ecuacion (1.15), la ecuacion (2.1)
puede ser reescrita como

ple.o) == (20 = [ gty 22

2.1.2 Modelo discreto En la practica, el modelo matematico descrito en la
ecuacion (2.2) necesita ser finito dado que solo un nimero discreto de proyeccio-
nes pueden ser capturadas. Por lo tanto, con base en las ecuaciones (2.1)-(2.2), la
intensidad del haz de rayos-X medido por el detector puede ser descrito como

(p2);, = —In <M> , (2.3)

(h;; )jl

donde (1;,);, y (h?);, es dado por

a6
(|j2)j1 = /—1A¢ I((‘Ph)jla ¢12 + (b/)d(b/? (24)

’ . 3¢
(h§g>31 = /1'Aq5 h((90j2)j17¢j2 + (b/)d(b/? (2.5)

para j; = {0,...,M; — 1}, jo = {0,..., My — 1} y j5 = {0,..., M3 — 1}, donde ¢ €
Rz y o, € RM! son vectores que contienen la posicion angular de la fuente con
respecto al eje-X, y la posicion angular entre el centro de cada elemento del detector
con respecto al eje-X para el j,-ésimo angulo de vision, respectivamente. Con base
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en las ecuaciones (1.16),(2.3),(2.4), el modelo discreto de captura de proyecciones
moduladas de rayos-X en una arquitectura con multiples angulos de visién y un
arreglo unidimensional de detectores puede escribirse como

P, = Cjzwjzf + €jy, (26)

donde p;, € R™» representa las proyecciones adquiridas en el j,-ésimo angulo de
visién, W;, € RM*" es |a matriz de que simula la geometria de adquisicién del
tomografo para el j,-ésimo angulo de vision, y C;, € RM*M: es una versiéon matricial
del cédigo de apertura h;, € R* con C;, = diag(h;,). Con el fin de simplificar el
proceso de captura para los multiples angulos de vision, basandose en la ecuacién
(2.6), se establece que

p=®f +¢ (2.7)

donde p = [p], ..., p}@_JT representa el vector de proyecciones, € € R"2 es el ruido
agregado a las proyecciones, C = diag (Cy, ...,Cys,_1) representa la apertura codi-
ficada, W = [wg, ...,W}bl]T e RMM:xn g5 |a matriz que simula la geometria de
captura del tomégrafo, € = [e], ..., e}WTl]T es el vector de ruido y & € R™*" repre-
senta la matriz de captura para ® = CW y m = M, M,. Formalmente, la estructura
de C € R™*™ se puede expresar como

diag(ho) 0M1><M1 s 0M1 x M
Ouxa, diagthy) - Owan,

c_ Ml' M g( 1) | M. M 7 (2.8)
0M1><M1 0M1><M1 e dlag(hM2*1>

donde diag(h;,) es una matriz diagonal de tamano M; x M, cuyas entradas son los
elementos de la apertura codificada vectorizada h;,. Otra representacion del codigo
de apertura planteado en (2.8), se puede expresar matematicamente como

(har—1)o (Man—1)1 -+ (Mv—1)an—

donde Z ¢ RM1*M2 gg una representacion matricial del cddigo de apertura que
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Ejemplo apertura codificada

o

M, M, M,
(a) (b)

Figura 2.2: Ejemplo de un cédigo de apertura en sus dos representaciones matriciales (a)
A € RMiM2xMiM2 y () Z ¢ RMXM2 con My = My = 32

permite realizar diferentes analisis cualitativos y cuantitativos, como se ilustra en la
figura (2.2b).

2.2. TOMOGRAFiIA COMPUTARIZADA CON UN UNICO
DETECTOR

Debido al gran impacto que ha tenido el uso de las estrategias de muestreo com-
presivo en CT, se ha generado un gran interés en el desarrollo de arquitecturas que
permitan explotar eficientemente la teoria de CS, por ejemplo, la implementacion
de aperturas codificadas o la reduccién de los angulos de vision. Sin embargo, la
arquitectura que mejor explota la téoria de CS es la arquitectura CT con un Uni-
co detector. Especificamente, esta arquitectura esta compuesta por una fuente de
rayos-X, una apertura codificada, un condensador de rayos-X y un unico detector.
Esta arquitectura esta basada en la tercera generacion de tomoégrafos, por lo tanto,
la fuente, la apertura, el condensador y el Unico detector, giran alrededor del objeto
simultaneamente. En cada angulo de vision se emite un haz de rayos-X, el cual es
modulado por la apertura codificada. Posteriormente, el haz de rayos-X modulado
pasa a través del objeto, las atenuaciones son condensadas y capturadas por el Uni-
co detector. Es importante establecer que la arquitectura CT con un unico detector
es una arquitectura de multiples capturas, es decir, en cada angulo de visidn se cap-
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turan multiples proyecciones condensadas y para cada captura se usa una apertura
codificada diferente. Debido a que la arquitectura CS-CT de un Unico detector se
basa en la tercera generacidén de tomdgrafos, el modelo continuo de atenuacion de
rayos-X puede ser representado por las ecuaciones (2.1) y (2.2) [13].

2.2.1 Modelo discreto En la practica, el modelo matematico descrito en la
ecuacion (2.2) necesita ser finito dado que solo un nimero discreto de proyeccio-
nes pueden ser capturadas. Por lo tanto, con base en las ecuaciones (2.3)-(2.4) y
teniendo en cuenta el proceso de condensacion, la intensidad del haz de rayos-X
medido por el unico detector puede ser descrito como

Mp—1 I
g3y _ _ug2
(pj:)h - Z:U In <(h]3)]1> ) (210)
n= J2

donde l;, ;, es descrito por la ecuacion (2.4). Con base en las ecuaciones (1.16),(2.3),(2.4),
el modelo discreto de captura de proyecciones moduladas de rayos-X en una arqui-
tectura con multiples angulos de vision y un arreglo unidimensional de detectores
puede escribirse como

v =15, (CEW,f+ey,). (2.11)

donde 1,, € R es un vector de unos, C’! = diag(h’}) € R > es una ver-
sién matricial del cédigo de apertura hjz € RMiy pgz € R representa las pro-
yecciones adquiridas en el j;-ésimo angulo de visién y para la js;-ésimo captura
para j; = {0,..., M3 — 1}. Con el objetivo de simplificar el proceso de captura de
la arquitectura de CS en CT con un Unico detector, se establece que la matriz
A c RMM:M:xMiMz gontiene la concatenacion de todas las aperturas codificadas
y esta puede expresarse como

A, 0 ... 0
0 A - 0

A= . . ; (2.12)
0 0 - Ay,

donde 0 € RM:MsxMi o5 yna matriz de ceros, y A;, € RMMsxMi ge define como

la matriz que concatena las aperturas codificadas en el j,-ésimo angulo de visidn
T _ . e

A;, = [(C)) ,(C)T. ... (Ci>"1)T]. Otra representacion de la apertura codificada
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planteada en (2.12), se puede expresar matematicamente como

()i (o) - (Co)iy,s
(hl-)o (hl-)l ’ (hl)IJ\/Iz—l (2_13)

(ha—1)8 (han—)P o (hag )3,

donde Z* ¢ RM*xM2 rgpresenta la apertura codificada para la j;-ésimo captura.
Ademas, se define la matriz D = Ly, s, @ 1), donde D € RM2u3xMiMeMs rg.
presenta la matriz de condensacion, 1,;, € RM: es un vector de unos, Ly, s, x a1, €
RM2M3xM2Ms reprgsenta una matriz identidad y ® representa el producto Kronecker
entre matrices. Con base en lo anterior, se establece la ecuacién

p=f+e, (2.14)

donde p € R™ representa el vector de proyecciones, ® € R™*" representa la matriz
de captura para ® = DAW y m = M,Ms.
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Capitulo 3
OPTIMIZACION DE APERTURAS CODIFICADAS

Tradicionalmente, dos de las métricas mas usadas para determinar que tan bien
condicionada esta una matriz de muestreo ® es el nimero de condicién, C,,,., € C,
y la coherencia C, € R [?].

Definicion 1: Sean \,... ¥ A\min l0S valores propios maximo y minimo de la matriz
AA" o ATA. El nimero de condicién de A se puede expresar matematicamente

como
Cnum =V )\max/ V /\mzn (31)

con A, # 0.

Definicion 2 : Sea A € C™*" una matriz con columnas ai, ...,a, ¢, normalizadas,
es decir, para todo ||a;||s = 1 con i = {1,...,n}. La coherencia de una matriz A se
define como

Chp = MaXi<izj<n| < @;,@; > |. (3.2)

En los problemas de reconstruccion donde m < n, estas dos métricas se relacio-
nan directamente por el siguiente teorema.

Teorema 1: Sea A € C™*™ una matriz cons sus columnas ¢, normalizadas y
sea s C [n]. Para todo vector x € C" que sea s-escaso se cumple

(1= Culs = D)X < [JAX|[z < (1+ Ci(s — 1)IIx]I2 (3.3)

los valores propios de la matriz A A estan contenidos en el intervalo [1—C,(s—
1),1+ Cy(s — 1)]. En particular, si Cj,(s — 1) < 1, entonces A'A es invertible.

En este trabajo se disenaron aperturas codificadas que permiten reducir el nimero
de condicion de la matriz ®. Para este proposito se hace uso del teorema circular
de Gershgorin [? ].

Teorema 2: Sea A =¢ C™*" con columnas ay,...,a, /> normalizadas. Para
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cada i = {1,2,...,n} consideremos los circulos del plano complejo

Ri:=) INAl=) |<a.a;>|<Cis—1) (3.4)
i#] i#j
donde
D; = D(ag,m;) ={2€C:|z—aa] < R;} (8.5)

A tales circulos se les llama circulos de Gershgorin. Cada circulo D; tiene su
centro en a’a; y su radio es R;.

Definicion 3: Sea \ un valor propio de Ay sea 0 # x = (x;) un vector propio
asociado a \. Llamemos z; a la coordenada de x de mayor médulo. Claramente
|z;| > 0 pues en otro caso seria x = 0. Se verifica AX = X, es decir

n

Zaijxj = )\ZEZ Vi = 1, -, 1. (36)

J=1

De forma equivalente Zi# a;;x; = \x; — a;x; 'y dividiendo ambos miembros
entre x; y tomando médulos

|Zz aij x| ;i
‘)\_aii‘ #J J] Z’ J J| <Z’a”|_ (37)

il i#] i#j

Es decir, los valores propios de A est’an contenidos en la unién de circunfe-
rencias A € D(a;;, R;). En la figura (3.1) se ilustra un ejemplo del célculo de los
circulos de Gershgorin asociados a una matriz arbitraria A.

Por lo tanto, para optimizar aperturas codificadas en CT que reduzcan el numero
de condicidon de la matriz ®, se hace uso de las Definiciones 1-3 para estable-
cer una relacion directa entre los circulos de Gershgorin y el nUmero de condicion
asociados a la matriz ®.

Observacion 1: Sean \; y D(a;;, R;) los valores propios y circulos de Gersh-
gorin asociados a la matriz A, respectivamente. Para todo i = 1, ..., n, se tiene
que si

lim |A —ay;| =0 y Z lai; —aj;j| =0 (3.8)

R;—0 —
i#]
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Ejemplo circulos de Gershgorin

w
o1
=
© R,=0
C 11—
S0 - > > Reales
O
€1
b 200 ;,=6.30 i,=4.83
A=051
106| A,=4.83 C,,=3.20

(a)

Figura 3.1: Ejemplo del calculo de los circulos de Gershgorin asociados a la matriz A. Como
se puede observar, los valores propios de A se encuentran contenidos en la
unién de sus circulos de Gershgorin asociados.

entonces A\
SN | Vi # j (3.9)
Aj

lo cual implica que el nimero de condicién C,,,,,,, de la matriz A tiende a 1.

Con base en la Observacion 1, se establece que para reducir el nimero de condi-
cion C,.,, de la matriz ®, se deben disefnar las aperturas codificadas con el fin de
gue se cumplan los criterios de la ecuacion (3.8). Es decir, los radios R; y la distan-
cia entre los centros a;; de los circulos de Gershgorin asociados a la matriz ® deben
tender a cero.

3.1. CIRCULOS DE GERSHGORIN EN CT

Como se observa en las Definiciones 1-3 y los Teoremas 1-2, la matriz de
muestreo debe ser ¢, normalizada en sus columnas. Sin embargo, la matriz de
muestreo CT no cumple dicha condicion. Por lo tanto, para poder hacer uso de las
Definiciones 1-3 y los Teoremas 1-2, es necesario modificar la ecuacion 2.7 como

p = ®f +e, (3.10)

donde & = ®B, es una matriz con sus columnas ¢, normalizadas, f = B.f, B, ¢
R™™y B, € R™"™ son matrices diagonales con B,B, = |,,.,,. La matriz B, se puede
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expresar matematicamente como

1

=, If i=]
(Bl>i,j - Zk:o (®k,) (31 1)
0 si i
para ", (@)% # 0. Dado que, B, es una matriz diagonal con elementos di-

ferentes de cero en su diagonal principal y B;B, = 1,..,,, entonces se tiene que
B, =B;".

Observacion 2: sea f ¢ R” una imagen natural y B; € R*™*" y B, € R™"
matrices diagonales asociadas a ® € R™*", tal que, ®B; es una matriz con
sus columnas ¢, normalizadas y BB, = 1l,,.,,. Para todo i = {0,...,n— 1}y
j ={0,...,n — 1}, se tiene que si

[(B1)ii — (B1)jjl — 0 y (Pri)2 #0 (3.12)

i

0

entonces
|||, — |||, 6 1|7y — [ F]| 1 (3.13)

donde ¥ € R"*" representa una base de representacion arbitraria, por ejem-
plo, la base coseno 2D. La Ecuacién 3.13 indica que siempre que se cum-
plan las condiciones expuestas en la Ecuacion 3.12, al normalizar la matriz
de muestreo ®, la sefal de interés f conserva sus propiedades de suavidad y
escases inherentes en la imagen f.

Con base en la Ecuacién 3.10 y las Observaciones 1-2, se procede a analizar la
estructura de la matriz ®®7 con el fin de determinar el comportamiento de los circu-
los de Gershgorin asociados a la matriz ® en funcion de las aperturas codificadas.
Para este propodsito, se define la matriz ®7 (®7)T para la j;-ésima captura como

Go o Go 1 s Go a1
A I e PR %
G0 Gan-11 - Gap—1,m—1
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para
G, = cgjkalBIwg(c;i‘o‘)T - C{fkalBIWZC?, (3.15)

(W) i1a W) s () (1)

1 1 . (3.16)
ZZL 0 W]3 L4 L3 hjs \/ZZL 0 WJS)L5 L3(hj3)

e

donde Gy ; € R <Mk = {0,..,My — 1}, j = {0, ..., My — 1}, j3 = {1,..., M3 — 1},
L1 = {0, ...,Ml — 1} Yo = {0, ...,Ml — 1}

Observacion 3: sea G € R™*™ una matriz arbitraria y R; el j-ésimo radio de
su j-ésimo circulo de Gershgorin asociado. Paratodo k = 0,...,me j =0,...,m,
se tiene que si

Gj; #0 y R; — 0 (3.17)

entonces
|G — dlyxml|F <, (3.18)

donde I, € R™*™ es una matriz identidad y d € C es una constante arbitra-
ria.

Con base en las ecuaciones 3.14 -3.16, el Teorema 2 y la Observacion 3, se con-
cluye que si la matriz ®7(®7)T tiende a ser una diagonal, el radio de los circulos
de Gershgorin asociados a @ tienden a cero. Para lograr este propdsito, se anali-
zaron las matrices establecidas en las ecuaciones 3.14 -3.16 y se establecen las
siguientes correspondencias que deben cumplir las matrices de la ecuacion 3.14:

Caso 1:parak =jy 1 =1y Se tiene que

‘ n—l (WJS)L . (hjg)u
i _ 1,03 ' 0. 3.19
( k,k)wl 3230 (ZZL 7an %(hf)M) 7 (3.19)

Caso 2: para k = j y 11 # 1, Se tiene que

@) =S ((Wﬂ?’)uﬁ(lw”)m s (1) (). ):0. (3.20)
ZL4 O(WJS>L4 L3<h‘]]{:3>L4
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Caso 3: para k # j y 11 # 15 Se tiene que

(szs ) o nz:l (leg)bhbs(M/jb)bzbs(hi:g)bl (hgs)bz 0
ki) iy = — : : — : - )
SE= YO S (O IR SIRYO S UG D N 0N
(3.21)

Para que se cumplan los Casos 1y 2 (Ecuacion 3.19-3.20) la matriz G, debe ser
de rango completo en sus filas, lo cual se cumple si se garantiza que en cada angulo
de vision se muestrea una unica vez cada pixel del objeto. En el caso especifico de
las matrices de CT, los Casos 1 y 2 implican que las filas de la matriz W§3h§3 sean
ortogonales entre ellas. Para analizar el Caso 3, se establece el siguiente problema
de minimizacion

min ( > (G?;%j)m) s.t. (GE)iaus # 0 (3.22)

t1F#L2,J7#k

del cual se puede establecer que una solucién éptima se encuentra cuando el total
de proyecciones capturadas en cada angulo de vision tiende a ser hmogéneo, lo cual
permite reducir el nimero de intersecciones entre las trayectorias de los rayos-X.

Con base en el analisis matematico realizado en esta seccion, se concluye que al
optimizar aperturas codificadas con un enfoque de muestreo uniforme de los pixeles
del objeto y las proyecciones, se garantiza el cumplimiento de los Casos 1-3 y de
la restriccion establecida en la Observacion 2 y Ecuacion 3.11. En la siguiente
subsecciones se establecen una serie de criterios de optimizaci’on y el respectivo
algoritmo para generar aperturas codificadas.

3.2. CRITERIOS DE OPTIMIZACION PARA EL MUESTREO
UNIFORME

Para obtener un muestreo uniforme de los pixeles del objeto, sin modificar la
geometria de muestreo de la arquitectura de tomografia computarizada, es nece-
sario disefar las aperturas codificadas. Por lo tanto, se establece una funcién de
optimizacién de aperturas codificadas compuesta por cuatro criterios de muestreo
uniforme. Estos criterios buscan minimizar la varianza de las aperturas codificadas
con respecto al total de elementos de paso en cada angulo de vision o7 € R, el total
de elementos de paso capturados en cada detector o5 € R, el total de elementos
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Estructura aperturas codificada

NRE h2)s o (N2 (h3)o
(hd)= (ho)o =_ (h0)= (hy) =;(h2) = =
I EEY )| K (%), (o).
(hd)s
PSS (5 I NS [ [ AR (1 [C3CRY
T O R O © § (hd), CRN TR
S (G e [CEY
(G2 T
0 0 0 Lg) (hi)l
(hg)o] (hy)of (h2)o (hi) (hg)0
SN (C5) (C9) (5 o [N [GM (G (%),
() D]hD|  [(hd)o] (hdo] (hi)s (i),
(o) | (h),] (ha), (h3)
(a) (b)

Figura 3.2: Ejemplo ilustrado de una apertura codificada (a) H €¢ RM1MsxM2 y gy version
vectorial (b) h € RMi1M2Ms con |os parametros M = 2, My = 3,y My = 2.

adquiridos en cada captura % € R, y el total del veces que cada pixel del objeto es
muestreado o7 € R. Para este propdsito, se establece la matriz

() () - ()
o | M) D 529
B ) e g,
y su version vectorial
A = AT, ()T, e (B, )T, (W), (0], (15T ()T (R, )T, (R
(3.24)

En las figuras 3.2.(a)-3.2.(b) se establece un ejemplo ilustrado de la matriz H y su
versién vectorial h, respectivamente. Este ejemplo es usado a lo largo de la seccién
con el fin de ilustrarle al lector la intuicion matematica usada para el desarrollo de
los criterios 1-3 de muestreo uniforme propuestos. Para el desarrollo del criterio 4
se hace uso del ejemplo establecido en la figura 1.7 y las aperturas codificadas esta
representadas como se definié en la ecuacién (2.12). A continuacion se establecen
los cuatro criterios de muestreo uniforme:

= Criterio 1 muestreo uniforme en los angulos de vision: el total de proyecciones
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adquiridas en cada angulo de vision debe ser aproximadamente el mismo.
Para este propdsito, lo primero es calcular el total de elementos de paso en
cada angulo de visién, lo cual, con base en la matriz H, se puede expresar
matematicamente como

vi=H"1,, .. (3.25)

donde v, € Rz es un vector el cual su j,-ésimo elemento corresponde al total
de elementos de paso del j,-ésimo angulo de vision y 1,5, € RM1M: es un
vector es un vector de longitud M; M5 con valores de 1 en todos sus elementos.
Con base en la ecuacién (3.25), la media del total de elementos de paso en
los angulos de vision se puede expresar como

1
:u 1M2 1 — M21}\-/[2HT1M1]V[37 (326)

donde ji; € R representa la media de elementos de paso en los angulos de
vision y 1, € RM2 es un vector de longitud M, con valores de 1 en todos
sus elementos. En las figuras 3.3.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del
calculo de las ecuaciones (3.25) y (3.26) en funcién de H, respectivamente.
Las ecuaciones (3.25)-(3.26) se pueden reescribir como

Mz—1 M;—1

= > > () (3.27)

Jj3=0 j1=0

Mo—1 M3—1 M1—1

=— Z > (), (3.28)

Jz j3=0 j1=0

respectivamente. Con base en las ecuaciones (3.27) y (3.28), podemos es-
tablecer la varianza del total de elementos de paso en cada angulo de vision
como

My—1 /Ms—1 M;—1 2

ol = <Z > (b)), — ) : (3.29)

j2 0 \j3=0 j1=0
donde o2 € R. Con el fin de establecer un funcién de optimizacién que mini-
mice una Unica variable h, la ecuacién (3.29) se reescribe en forma matricial
como

of = 7|/(Dy — Iy)h]3, (3.30)
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para II; = M%1M21L201, D, € RM2xMim gg yna matriz de reducciony 7, = M%
Aqui, Dy = by sear, ® 114,07, dOnde by war, € RM2%M: e una matriz identidad y

127,01, € RMM: g5 un vector de unos con longitud M, Ms.

» Criterio 2 aperturas codificadas complementarias entre capturas: cuando M; >
1, para un angulo de visién arbitrario, el conjunto de aperturas codificadas son
disenadas de tal manera que el total de elementos de paso en una posicion
espacial arbitraria debe ser aproximadamente la misma. Especificamente, el
conjunto de aperturas codificadas son disenadas de tal manera que se garan-
tiza que en cada angulo de visidon no se muestrea mas de una vez la misma
proyeccion. Para este proposito, lo primero es calcular el total de elementos de
paso para cada posicion espacial en un angulo de visién arbitrario, lo cual, con
base en la matriz H, se puede expresar matematicamente como

Vo = (17, @ lasxan)H, (3.31)

donde V, ¢ RM*M2 gg yna matriz que contiene el total de elementos de paso
para la j;-ésima posicién espacial en el j,-ésimo angulo de vision y 1, €
RMs es un vector de unos con longitud Ms y Iy, xa, € RM>M es una matriz
identidad. Con base en la ecuacién (3.31), la media del total de elementos de
paso en los angulos de vision se puede expresar como

1 T
Mz——jh“hWﬂzﬁijO%WM®WMWW)a (3.32)

donde /i, € R representa la media de elementos de paso en cada posicion

Muestreo uniforme en los angulos de vision

Vi = H' Lyims

3 1 I, 1 1, v

2| = 1 2| = Mz 11111 3

1 1 2
1 1

(a) (b)

Figura 3.3: Calculo del total de elementos de paso en cada angulo de vision (a) v; € RMz y
su media (b) fi;.
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Aperturas codificadas complementarias entre capturas

v
2T210] Lo W, 1,
1[o[1]” = visy L1222t

(b)

Figura 3.4: Calculo del total de elementos de paso para cada posicion espacial de los de-
tectores (a) Vo € RM1*M2 y gy media (b) fio.

espacial. En las figuras 3.4.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del calculo de
las ecuaciones (3.31) y (3.32) en funcion de H, respectivamente. La ecuacio-
nes (3.31)-(3.32) se pueden reescribir como

Mz—1

((VQ)Jé) - Z (hJB)JN (333)

Jj3=0

Mi—1 Ma—1 M3—1

fiy = Mle YD) (k) (3.34)

J1=0 j2=0 j3=0

respectivamente. Con base en las ecuaciones (3.33) y (3.34), podemos esta-
blecer la varianza del total de elementos de paso en cada posicion espacial
como

My—1 My—1 [ Mz—1 2
o3 = M1 "% >y (Z (h%2); ,12> , (3.35)

Jj2=0 j1=0 \ j3=0
donde o2 € R. Con el fin de establecer un funcién de optimizaciéon que mini-
mice una Unica variable h, la ecuacion (3.35) se reescribe en forma matricial

como
03 = 7||(Dy — IIy)h||3, (3.36)

arall, = —X 1,1, .. Dy, donde D, € RMiM2xMim g5 yna matriz de re-
Ml]WQ 1402 M1M2
duccion, 1y, s, € RM*2 es una matriz de unos con longitud M My y 75 = 5757
. T
AQU|, D2 = IM2><]V12 ® (1]V[3 ® IM1><M1)'

» Criterio 3 muestreo uniforme en las capturas: el total de proyecciones adquiri-
das en cada captura debe ser aproximadamente el mismo. Para este propdsito,
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Muestreo uniforme en las capturas

LE IM3XM3®1TM1 Ly 1,
2(1]1] [1]1BR|1]1] 1ol 1 M, Vs 1w
1HEHE° - AAR M,M,[1]1]1][2]1]1
1[1]1
1]1

(a) (b)

Figura 3.5: Calculo del total de elementos de paso para cada captura (a) Vs € RM1>xM2 y gy
media (b) fs.

lo primero es calcular el total de elementos de paso para cada captura del to-
mografo, lo cual, con base en la matriz H, se puede expresar matematicamente
como

Vs = (lyseas, ® 13,)H, (3.37)

donde V3 € RM:*Mz g5 una matriz que contiene el total de elementos de paso

para usados en cada captura del tomografo, 1,;, € R es un vector de unos

con longitud M; y Iy, € RM3*Ms es una matriz identidad. Con base en la

ecuacion (3.37), la media del total de elementos de paso en las capturas se

puede expresar como
1

3 = mﬁw(ﬂﬁv?f

1

T
= m‘l}\-ﬂg (1}FW3((IM3><]\/[3 ® 1L1)H)> Y (3'38)

donde /i3 € R representa la media de elementos de paso en captura. En las
figuras 3.5.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del calculo de las ecuaciones
(8.37) y (3.38) en funcién de H, respectivamente. La ecuaciones (3.37)-(3.38)
se pueden reescribir como

Mi—-1

((Vs)2) = D (W), (3.39)

Jj1=0

1 Mi1—1 Ma—1 M3—1

My Ms > > (3.40)

Jj1=0 j2=0 j3=0

p3 =

respectivamente. Con base en las ecuaciones (3.39) y (3.40), podemos esta-
blecer la varianza del total de elementos de paso en cada posicion espacial
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como

Mao—1Ms—1 /M;—1 2
o5 = M2M3 > D (Z u3> . (3.41)

Jj2=0 7j3=0 \71=0
Con el fin de establecer un funcién de optimizacion que minimice una Unica
variable h, la ecuacion (3.41) se reescribe en forma matricial como

o2 = 13||(Ds — IL3)h| |2, (3.42)

para II; = m1M2M31IW2MgD3, donde 1,, € R™ es un vector de unos con
longitud m, D3 € RM:MsxMiM:Ms g5 yng matriz de reduccion y =5 = m
Aqui, Ds = by, atgxaas, @ 11y, dONDE Lasyar wnar, € RM2MeXM2Ms g una matriz

identidad.

Criterio 4 muestreo uniforme de los pixeles del objeto: el total de veces que
cada pixel del objeto es muestreado deber ser aproximadamente el mismo.
Para este propdsito, lo primero es calcular el total de veces que cada pixel
del objeto es muestreado, lo cual, con base en las matrices W y A, se puede
expresar matematicamente como

V, = (A 3 00, (3.43)

donde V € R™ es un vector que contiene el total de veces que cada pixel del
objeto es muestreado, 2 ¢ RM1M2x" gg yna version binaria de la matriz W, A
es la representacion de la apertura codificada como se define en la ecuacion
(2.12) y 1,, € R" es un vector de longitud n con unos en todos sus elementos.
Con base en la ecuacion (3.43), la media del total de veces que cada pixel del
objeto es muestreado se puede expresar como

fig = 511\/4 = E1I<AQ)T1M1M2]V137 (3.44)

donde i, € R. En las figuras 3.6.(a)-(b) se puede apreciar un ejemplo del
calculo de las ecuaciones (3.43) y (3.44) en funcion de Ay 2, respectivamente.
La ecuaciones (3.43)-(3.44) se pueden reescribir como

Mo—1 M3z—1

=> > 1}, (hiowi) (3.45)

j2=0 j3=0
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Muestreo uniforme de los pixeles del objeto

A Q T 14
) ) ) ) ) ) ) 1 ) ) ) 1
V4 0 0 0 ) 0 ) 0 1 1 0 0 1
3 0 0 ) 0 ) 0 0 0 1 1 0 ) 1
2 | 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
x| 0 0 0 0 0 0 0 i i 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 ) 0 0 0 1 1 1
) 0 0 0 0 0 0 0 ) ) 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
(a)
1, V,
, T
T 1 3
u4 1 2
._ 4 1 2
1 1
(b)
Figura 3.6: Calculo del total de veces que cada pixel del objeto es muestreado (a) V, y la
media fi4.
y
n—1 Mao—1 Ms—1
j .
=SS Y (hew,). (3.46)
=0 j2=0 j3=0
donde @ = [Q],... 2], ,]T con Q;, = [(w?),,..., (w"");,] como la versién

binaria de W;, (matriz que emula la geometria de muestreo en el j,-ésimo
angulo de vision), y o representa el producto Hadamard entre matrices. Con
base en las ecuaciones (3.45) y (3.46), podemos establecer la varianza del
total de veces que cada pixel del objeto de muestreado como

n—1 /Ms—1 Mz—1 ] ?
:_Z<Z > 1y, h?;ow§2)—u4> : (3.47)

Jj2=0 j3=0

La ecuacion (3.47) puede ser expresada matricialmente como
1
o = 7l (hn — 51n1l>ﬂTATDI1nH§, (3.48)
donde Dy = 4, ® 1MlM2M3 y 7+ = +. A diferencia de los criterios 1-3, la ver-
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sién matricial del criterio 4 esta en funcién de la matriz A, lo cual no permite
establecer un problema de optimizacion que minimice una Unica variable.

3.3. FUNCION Y ALGORITMO DE OPTIMIZACION DE
APERTURAS CODIFICADAS

Con base en los cuatro criterios descritos en (3.30)-(3.48), se establece una fun-
cién de optimizacion para la generacion de aperturas codificadas optimzas que per-
mitan obtener medidas incoherentes mediante el uso de una estrategia de muestreo
uniforme del objeto. Por lo tanto, las aperturas codificadas son disenadas a partir de
la siguiente funcion de optimizacion

argming a71[(Dy — IT,)h| |3 + 7|[(D> — TIo)h|[3 + 73/(Ds — I5)h|[3
(3.49)
+T4||(Inxn - %1n1l)QTATD11n||g + ||1TFI - O‘H%v

parat = 3, T2 = 5r3;0 3 = o Ta = 3, donde a € N representa el total de elemen-
tos de paso en la apertura codificada y ||[1"h—«/||2 es un término de optimizacién que
garantiza que la apertura codificada posea una determinada cantidad de elementos
de paso. Sin embargo, el problema de optimizaciion establecido en 3.49 requiere
la minimizacion de las dos variables h y A. Con el fin de establecer un problema
de optimizacién en funcién de una Unica variable de optimizacion h, se establece
un criterio de optimizacion equivalente al de la ecuacion 3.48. Para establecer este
criterio, primero se realizd un analisis de la geometria de muestreo CT con apertu-
ras codificadas. En dicho analisis se encontrd que el total de veces que cada pixel
del objeto es muestreado en un angulo de vision arbitrario puede ser establecido a
partir de la distribucion de los elementos de paso de la apertura codificada, como se
puede observar en la figura (3.7). Es decir, si los elementos de paso en la apertura
codificada estan distribuidos de tal manera que mantienen una distancia contante
entre ellos, se garantiza un muestreo uniforme de los pixeles del objeto en cada
angulo de vision. Para este proposito, se disena un filtro € € R¢*¢*¢, como se ilustra
en la figura (3.8), con el fin de crear la matriz = € R™*™, la cual al multiplicarla por
la apertura codificada h nos indica la concentracién de elementos de paso en cada
posicidon de la apertura codificada con respecto a un vecindario cubico de tamano
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Ejemplo del muestreo uniforme de los pixeles del objeto

Obiet Detector Apertura Detector
bjeto——H codificada
e
Fuent B —— [1  Fuente
Objeto
Total de veces que Total de veces que
cada pixel del objeto cada pixel del objeto
es muestreado es muestreado

4 3 1 1
4 3 1 1

(a) (b)
Figura 3.7: Ejemplo del total de veces que cada pixel del objeto es muestreado en una

arquitectura CT (a) sin y (b) con aperturas codificadas.

e x e x e con e € N. Con base en el filtro E, la ecuacion (3.49) se reescribe como

arg ming 71(|(D; — IT,)h|[3 + 72[|(Ds — IL,)h|[3+
(3.50)
73/|(Ds — II3)h||2 + 74| |ER| 3 + [|[11,h — a3

Algoritmo 2 Optimizacion de aperturas codificadas para una arquitectura CT con
un unico detector
Entrada: M; € N, M, € N, M; € N, a € NResultado: h € RVVE

1: H « 0 € RMixMaxMy for hacer. = 1to a 2: h « Vectorized
version of H 3: Y1 = (Dlh) & 1UK 4. Yo = (IVXV & <1k ® IUxU))DQh

5:v; = (Dsh) ® 1y 6:v4 = Eh 7Y = st T swen T
sinia) T Supin T SuUP(y)h 8: T € RV*EXV ¢ Matrix version of ~ 9:
st = {s|l's = Inf(T"),s C S} 10: z < Chooses randomly a tuple of s*

11: H, =1 fin for

Para obtener aperturas codificadas que satisfagan el problema de optimizaci’on
establecido en la ecuacioén (3.50), se propone el Algoritmo 2, el cual, en cada ite-
raci’'on agrega un unico elemento de paso. Especificamente, en la linea 1 del Al-
goritmo 2 se inicializa un cubo de ceros al cual iterativamente se le van a agregar
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Esquema de la estructura anular filtro

A
A

A
\/

(a) (b)

Figura 3.8: (a) Esquema de la estructura anular del filtro. (b) Ejemplo de un filtro con estruc-
tura anular con » = 9y A, = 1. Aqui, los valores 0 y 1 son representados por
los pixeles azul y rojo, respectivamente.

a € N elementos de paso. Las posiciones en las cuales se agregan los elemen-
tos de paso son seleccionados a partir de la estimacion de una matriz de pesos
I' € RMixM2xMs e funcidn de la apertura codificada h. La matriz " es calculada en
la linea 8 y esta compuesta por los cuatro criterios de optimizaciéon propuestos en
la seccion anterior, muestreo uniforme en los angulos de vision (linea 3), aperturas
codificadas complementarias (linea 4), muestreo uniforme en las capturas (linea 5),
y muestreo uniforme de los pixeles del objeto a partir del uso de filtros radiales (linea
6). Seguidamente, en la linea 9 se calcula el conjunto de posiciones espaciales que
concuerden con el infimo de la matriz de pesos T, y a partir de este conjunto se
selecciona aleatoriamente una posicion espacial para agregar el elemento de paso
1. Es importante aclarar que la matriz de pesos es calculada en cada iteracion del
algoritmo con base en los criterios de muestreo uniforme y en la apertura codificada.
Ademas, dado a la inicializacién con una apertura codificada con elementos ceros
en todas sus posiciones, la seleccion aleatoria de las posiciones de los infimos en
la matriz de pesos, y la cantidad establecida de elementos de paso agregados, la
estructura de las aperturas codificadas generadas por el algoritmo propuesto tienen
una baja probabilidad de repetirse.
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3.4. ALGORITMO DE RECONSTRUCION

Para el desarrollo de esta tesis de maestria se hace uso del Algoritmo 1, el cual
fue previamente estudiado en la seccién 1.5. En este algoritmo es importante tener
en cuenta que en la linea 5, se establece la inversa de la matriz (I + ®®) = E'E
con E = [I", ®"]7, dado que E es una matriz con columnas linealmente independien-
tes o0 comunmente conocido en inglés como full colunm rank, lo cual garantiza que
existe la inversa de E'E. Sin embargo, esta inversién plantea una alta complejidad
computacional en problemas donde & € R™*" con m < n. Por lo tanto, para este
trabajo se propone una modificacion del algoritmo C-SALSA mediante el uso del le-
ma de Sherman-Morrison-Woodburry (SMW) para inversion de matrices, con lo cual
la linea 5 del Algoritmo 1 se puede rescribir como

(@J+45¢)41k::(ltwn_.léT@b¢T+memﬁ_1¢)rm (3.51)

donde p € R, es un parametro arbitrario, l,,.,, € R™*™ e l,,»,, € R™*™ son matrices
identidad. La modificacién del algoritmo C-SALSA se puede apreciar en Algoritmo
3.

Algoritmo 3 Algoritmo C-SALSA usando el lema SMW para la inversidn de matrices.
Entrada: y. > 0, p. > 0,y € R™, ® € R™*", [ter € N Resultado: u € R”
vl =d{’ =0 e Rr"

2: v =d¥ =0 eR™
for k = 1 hasta Iter hacer
4:r=v" +d) + T (v +dP)
2: Upr1 = <i|n><n - p%(I)T ((I'(PT + /)c|m><m>7l @) I
6112, = oy (u — i)
2 2
7: vgchl - ‘IILE(e,I,y) (q)uk-H - dl(c )>
8:d,), =d) —up + vy,
9: dl(f—i)—l = d](f) — <I>uk+1 + V](j)_l

10:k=k+1
fin for
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Capitulo 4
SIMULACIONES Y RESULTADOS

Se realizaron simulaciones para mostrar el rendimiento de los disefios de apertu-
ras codificadas para la reconstruccion de imagenes de tomografia computarizada en
una arquitectura CT con haz de rayos-X en abanico. Ademas, se determin6 también
la transmitancia éptima y el nimero minimo de proyecciones requeridas para cada
conjunto de aperturas codificadas. Para el desarrollo de este trabajo se hace uso de
12 imagenes reales de tomografia computarizada. Estas imagenes contienen infor-
macion de la estructura interna de un térax humano y poseen un tamarno espacial de
128 x 128 y pueden ser observadas en la figura 4.1. El rendimiento de las aperturas
codificadas se midi6 con la métrica (Peak Signal to Noise Ratio) razén pico senal a
ruido (PSNR, por sus siglas en inglés). Especificamente, la métrica PSN R se puede
definir matematicamente como

[max(x)|

T =5
VIX=X|3

donde x representa la imagen original, X la imagen reconstruida, y max(.) es una
funcion que retorna el valor maximo de x. Ademas, el rendimiento de las aperturas
codificadas también es medido en funcion del nivel de ruido agregado en las pro-
yecciones (SNR, por siglas en inglés). Especificamente, el nivel de ruido en la senal
se puede calcular por la funcién

PSNR = 20log,, (4.1)

0.2
SNR = 10log,, <0—g) , (4.2)

donde o] es la varianza de las proyecciones p, y o7, es la varianza del ruido. En
este trabajo se usan tres niveles de ruido SNR = {10,15,20} [dB], en el cual 10
[dB] es el nivel mas alto de ruido y 20 [dB] el mas bajo. Para la reconstruccion de
imagenes CT a partir de proyecciones de rayos-X capturadas en una arquitectura CT
con multiples angulos de vision, haz de rayos-X en abanico, apertura codificada y un
arreglo unidimensional de detectores o un Unico detector, se hace uso del Algoritmo
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Imagenes reales de tomografia

Figura 4.1: Imagenes reales de tomografia @nputarizada que contienen informacién de la
estructura interna de un térax humano.



3. Todos los experimentos se realizaron usando el software Matlab 2015a, sobre un
procesador Intel Core i7-4790 3.6 GHz con 32 GB de memoria RAM. Los resultados
presentados son el promedio de 100 realizaciones para cada caso.

4.1. MATRIZ DE MUESTREO EN CT

Para crear la matriz W que representa la geometria de muestreo en una arquitec-
tura de CT con haz de rayos-X en abanico, se hace uso de la herramienta ASTRA
(por sus siglas en inglés All Scale Tomographic Reconstruction Antwerp)[22]-[21].
El desempeno de la herramienta ASTRA con respecto a la implementacion de un
tomoégrafo real ha sido validado en varios trabajos de investigacion, entre los cua-
les resaltan [8]-[13]. En este trabajo se hace uso de los parametros establecidos en
[13], en el cual se analiza estrategias de muestreo compresivo en CT mediante el
uso de aperturas codificadas generadas por una funcién aleatoria. En [13] se valida-
ron los parametros establecidos para la creacion de matrices de muestreo mediante
el uso la herramienta ASTRA. Esta validacion fue desarrollado mediante la captu-
ra de proyecciones compresas en un tomoégrafo real y su posterior reconstruccion
usando dichas matrices. Especificamente, los parametros usados en este trabajo
para crear la matriz W son: tamano de cada detector 0,377[mm], distancia fuente-
objeto 484[mm)], distancia objeto-detector 290[mm], numero de detectores M; = 512,
y tamano del objeto N; = N, = 128. El total de angulos de visidon M, y capturas por
angulo Mj; varia con respecto al nivel de compresion deseado y la arquitectura.

4.2. APERTURAS CODIFICADAS

En esta seccion se analizan las aperturas codificadas no disenadas (Figura
4.2.a) y optimizadas (Figura 4.2.b) para tres niveles de compresion y para las dos
arquitecturas presentadas en la Figura 2.1(b)-(c). Especificamente, se analizan las
aperturas codificadas en funcidn de los cuatros criterios de muestreo uniforme esta-
blecidos en la seccion 3. En las Tablas 4.1 y 4.2 se resumen los valores numéricos
obtenidos en los cuatro criterios de muestreo uniforme para aperturas codificadas en
una arquitectura CT con unico detector y un arreglo unidimensional de detectores,
respectivamente. En estas tablas se puede observar que las aperturas generadas
por el Algoritmo 2 obtienen una varianza maxima de o7 = 48,91 en contraste por
la varianza maxima obtenida por los no disefados o2 = 851,47. En el criterio 4 se

55



Aperturas aleatorias y optimizadas

(b)

(a)

Figura 4.2: Ejemplo de la distribucion de una apertura codificada generada por una funcién
aleatorio (a) y optimizada (b).

Analisis criterios de muestreo uniforme en arquitectura con un unico detector

L, . Criterio 1 | Criterio 2 | Criterio 3 | Criterio 4

Compresion cy, | Codigo 9 9 9 9
71 g3 o3 04

0 Aleatorio 493.79 0.99 3.92 851.47

Disenado 0.5 0.002 0.0059 48.91

0.25 Aleatorio | 381.14 0.73 3.899 619.51

Disenado 0 0.188 0 165.37

0.5 Aleatorio | 244.82 0.49 3.91 44.36

Disenado 0 0.25 0 13.65

Tabla 4.1: Analisis de los cuatro criterios de muestreo uniforme para aperturas codificadas
aleatorias y disenadas para una arquitectura CT con un Unico detector.

establecio que si los elementos de paso en las aperturas codificadas eran equi-
distantes entre ellos, se garantizaba una mayor uniformidad en el muestreo de los
pixeles del objeto. El cumplimiento de este criterio se puede evidenciar en las Ta-
blas 4.1 y 4.2, en las cuales la varianza del total de veces que cada pixel del objeto
es muestreado en las aperturas disenas es menor en comparacién al obtenido por
las no disenadas. En las Figuras 4.3 y 4.4, se ilustra el total de veces que cada
pixel del objeto es muestreado en las arquitecturas CT con un Unico detector y con
arreglo unidimensional de detectores, respectivamente. En estas figuras, la colum-
na izquierda representa las aperturas no disenadas y la derecha las disenadas. En
dichas figuras se puede apreciar de manera visual que las aperturas disenadas ob-
tienen un muestreo mas uniforme de los pixeles del objeto en contraste al muestreo
obtenido por las aperturas no disenadas.
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Muestreo pixeles del objeto en arquitectura con un unico detector

900 800
750
800 ,
700
-700 650
600
-600
1550
500 500
450
; 400 400
Miximo =955 [1=816  ©=29.18 Méximo =847 [1=821.72 G=6.99
Minimo =700  G.=851.47 Minimo =764 ;= 48.91
(a) (b)
™A . 650
600
550
500
450
400
350
ReTE 1 300
Miximo =717 [l=615  ©=24.89 Miximo =661  [L=615.94 G=12.86
Minimo =531 §;=619.51 Minimo = 555 §,= 165.37
(c) (d)
i, - 450
400
350
-300
250
¥ ’ 200

Maximo =494 [1=409.76 G,~=21.08 Maximo =465 [1;=410.52 G=13.65

Minimo =327  G=444.36 Minimo =361 G- 186.32
(e) ()

Figura 4.3: Total de veces que cada pixel del objeto es muestreado en una arquitectura
CT con un unico detector mediante el uso de aperturas codificadas aleatorias
(columna izquierda) y disefadas (columna derecha). Este analisis es realizada
para aperturas con un nivel de compresion de 0 (primera fila), 0.25 (segunda
columna) y 0.5 (tercera columna).
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Muestreo pixeles del objeto en arquitectura con arreglo unidimensional de
detectores

Maximo = 39.11 [, =31,
Minimo =26.28 G,=1.68

(b)

Miximo=41.92 [,=3201 G
Minimo =23.55 G,=2.47

Méximo = 24.52
Minimo =933  G,= 1.81

Maximo = 30.18 [L=24.01 O, =2.43
Minimo = 16.62 G,=1.56

Méximo = 41.92 [, =32.01 G:=6.11
Minimo =23.55 G,=2.47

(e)

Figura 4.4: Total de veces que cada pixel del objeto es muestreado en una arquitectura
CT con un arreglo unidimensional de detectores mediante el uso de aperturas
codificadas aleatorias (columna izquierda) y disefiadas (columna derecha). Este
analisis es realizada para aperturas con un nivel de compresion de 0 (primera
fila), 0.25 (segunda columna) y 0.5 (tercera columna).
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Analisis criterios de muestreo uniforme en arquitectura con arreglo unidimensional

de detectores

., . Criterio 1 | Criterio 2 | Criterio 3 | Criterio 4

Compresidn ¢y, | Codigo 9 9 9 9
oy 05 o3 o}

0 Aleatorio 64.10 0 64.10 2.47

Disenado 1.65 0 1.65 1.68

0.25 Aleatorio 43.14 0 43.14 1.81

Disenado 0.15 0 0.15 1.56

0.5 Aleatorio 29.10 0 29.10 2.47

Disenado 0.53 0 0.53 1.68

Tabla 4.2: Analisis de los cuatro criterios de muestreo uniforme para aperturas codificadas
aleatorias y disefiadas para una arquitectura CT con un arreglo unidimensional
de detectores.

Luego de garantizar que las aperturas codificadas disenadas cumplen los cuatro
criterios de muestreo uniforme, se procede a realizar el analisis de los circulos de
Gershgorin asociados a la matriz de muestreo ® que se genera a partir de estas
aperturas. Este analisis se ilustra en las Figuras 4.5 y 4.6 para la arquitectura CT
con un unico detector y un arreglo unidimensional de detectores, respectivamen-
te. Las figuras incluye el nimero de condicion C,,,,,., los centros de los circulos de
Gershgorin, el radio R; mayor y los valores propios \; de la matriz ® en funcion
de las aperturas codificadas. Como se puede apreciar en estas figuras, los nume-
ros de condicién obtenidos por las matrices ® generadas a partir de las aperturas
disefiadas es mucho menor al obtenido por las aperturas no disefadas. Ademas,
tanto los radios R; como la distancia entre los centros de los circulos tienden a dis-
minuir al usar las aperturas codificadas disefiadas. Estos resultados, indican que el
numero de condicion de la matriz ® esta directamente relacionado a sus circulos de
Gershgorin.

4.3. AN’ALISIS DE LOS PAR’AMETROS DE MUESTREO EN UNA
ARQUITECTURA CT CON UN ARREGLO UNIDIMENSIONAL
DE DETECTORES

La relacién de compresion en las arquitecturas CT con un arreglo unidimensio-
nal de detectores es inversamente proporcional al total de elementos de paso en

la apertura codificada, lo cual se puede expresar como co, = 1 — 312 (1}, ¢;,/(n).
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Circulos de Gershgorin asociados a la arquitectura CT con un unico detector
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Figura 4.5: Analisis de los circulos de Gershgoring asociados a la matriz de muestreo en
una arquitectura CT con un Unico detector ®, en funcién de las aperturas codi-
ficadas aleatorias (columna izquierda) y disefiadas (columna derecha). Se ana-
liza para los niveles de compresion 0 (fila 1), 0,25 (fila 2) y 0,5 (fila 3).

60



Circulos de Gershgorin asociados a la arquitectura CT con arreglo
unidimensional de detectores
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Figura 4.6: Analisis de los circulos de Gershgoring asociados a la matriz de muestreo en
una arquitectura CT con un arreglo unidimensional de detectores ®, en funcion
de las aperturas codificadas aleatorias (columna izquierda) y disenadas (colum-
na derecha). Se analiza para los niveles de compresién 0 (fila 1), 0,25 (fila 2) y
0,5 (fila 3).
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Para esta arquitectura, la relacién de compresién c¢, varia en funcion de M, y el
total de elementos de paso Tr = Y 3,2, 1},,C;,/(M: M), dado que M; = 512y
M3 = 1 son constantes. Por lo tanto, para seleccionar el M, y T, que permita ob-
tener el mejor desempeno en la reconstruccion del objeto en términos de PSNR,
se realiza un analisis de sus posibles combinaciones en el rango de la compresidn
deseada. Este experimento es resumido en la figura (4.7) y sus resultados numéri-
cos estan contenidos en las tablas (3)-(5) en la secci'on de anexos. Por lo tanto,
para los niveles de compresion cy, = {0,5,0,25,0} se establecen los parametros
(M, T,) = {(257,0,0623), (257,0,0934), (257,0,1245)}, respectivamente. Ademas, se
realiza un analisis de los parametros regularizadores .. y p. que permitan obtener el
mejor desempeno del Algoritmo 3 en términos de PSNR, se busca el rango 6ptimo
de las variables. Por lo tanto, para los niveles de compresién cy = {0,5,0,25,0} se
establecen los parametros (., p.) = {(1,5,1 x 10%), (1,1 x 10%),(0,75,1 x 103)}.

Analisis del total de elementos de paso para aperturas codificadas en una
arquitectura CT con unico detector

267 i@)
8
24} ’&f \.C')

,0
22} #’ .\"
g8 gy r",;»’@
20;»»»»7*’

PSNR [dB]

) ...0‘ -e-Compresion 0
50 100 150 200 250 |'®™ Compresion 0.25
Total de angulos de vision [Mz] == Compresion 0.5

Figura 4.7: Analisis del total de angulos de vision para una arquitectura CT con arreglo
unidimensional de detectores. En este experimento el total de elementos de
paso en cada apertura codificada, varia en funcién de la compresién y de los
angulos de vision.
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Analisis parametros regularizadores para aperturas codificadas en una
arquitectura CT con unico detector
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Figura 4.8: Analisis de los parametros (a) u. y (b) p. para la reconstruccion de imagenes

CT en los tres niveles de compresion (0,0,25,0,5) para una arquitectura CT con
un arreglo unidimensional de detectores.

4.4. ANALISIS DE LOS PARAMETROS DE MUESTREO EN UNA
ARQUITECTURA CT CON UN UNICO DETECTOR

La relacién de compresion en las arquitecturas CT con un Unico detector es in-
versamente proporcional al total de proyecciones capturadas , lo cual se puede se
puede expresar como cy, = 1 — % Para esta arquitectura, la relacion de compre-
sidn ¢y, varia en funcién de M, y Ms. Por lo tanto, para seleccionar los parametros
M,, y M3, que permitan obtener el mejor desempeno en la reconstruccion del objeto
en términos de PSNR, se realiza un analisis de sus posibles combinaciones en el
rango de la compresion deseada. Este experimento es resumido en la figura (4.10)
y sus resultados numeéricos estan contenidos en las tablas (3)-(5) en la seccion de

anexos. Por lo tanto, para los niveles de compresion ¢y, = {0,5,0,25,0} se esta-
blecen los parametros (M,, M3) = {(128,64), (128, 96), (128,128)}, respectivamente.
Como se puede observar en la definicion de cy, el total de elementos de paso en
las aperturas codificadas no afecta el nivel de compresion deseado, sin embargo, si



Analisis de los parametros ;.. y p. para arquitectura CT con un unico detector
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Figura 4.9: Analisis de los parametros (a) u. y (b) p. para la reconstruccién de imagenes

CT en los tres niveles de compresion (0, 0,25,0,5) para una arquitectura CT con
un unico detector.

afecta la calidad de la reconstruccion. Por lo tanto, para seleccionar el parametro T,
gue permita obtener el mejor desempeno en la reconstruccion del objeto en térmi-
nos de PSNR, se realiza un andlisis de los diferentes niveles de transmitancia para
los parametros Optimos de M, y M. En la figura 4.10b.(b) se resumen los resulta-

dos de este andlisis, en el cual se concluye que la transmitancia dptima para los tres
niveles de compresion es T, = 0,0078.

4.5. RECONSTRUCCION DE IMAGENES CT A PARTIR DE
APERTURAS CODIFICADAS ALEATORIAS Y OPTIMIZADAS

En esta seccion se procede a evaluar el desempeno de las aperturas codifica-
das optimizadas con base en los parametros establecidos en la seccion 5.4 y 5.5
para las arquitecturas CT con un arreglo unidimensional y un unico detector, res-
pectivamente. Los resultados de estos experimentos estan resumidos en las tablas
(4.3)-(4.6), para tres niveles de compresion y ruido. Especificamente, en las tablas
(4.3)-(4.5) se analizan los resultados obtenidos para la arquitectura CT con un unico
detector, en las cuales se concluye que las reconstrucciones obtenidas mediante
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Analisis de la reconstruccion de x a partir de proyecciones y capturadas por
una arquitectura CT con un unico detector
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Figura 4.10: Andlisis de la reconstruccion de x a partir de proyecciones y capturadas por
una arquitectura CT con un nico detector donde se varia en términos de PSNR
en funcion de los parametros (a) M, y M3 y el total de elementos de paso en
la apertura T;..

el uso de las aperturas disefadas obtienen en promedio una ganancia de hasta
7.31 [dB] con respecto a las aperturas generadas por una funcion aleatoria. Por
otro lado, en la tabla 4.6, se analizan los resultados obtenidos para la arquitectura
CT con un arreglo unidimensional de detectores para tres niveles de compresion y
un nivel de ruido SNR = 10[dB]. A partir de esta tabla se concluye que el uso de
las aperturas disenadas obtienen en promedio una ganancia de hasta 1 [dB] con
respecto al uso de aperturas generadas por una funcion aleatoria. Con el fin de
mostrar la mejora en la calidad visual de las imagenes CT reconstruidas por el uso
de las aperturas optimizadas, en contraste con las reconstrucciones obtenidas por
las aperturas aleatorias, en la figura (4.11) y (4.12) se ilustran la reconstruccion de 4
cortes transversales. Especificamente, se ilustran las reconstruccionesde imagenes
CT a partir de proyecciones con un nivel compresiéon cy, = 0,5 y un nivel de ruido
SNR = 10[dB]. En las figuras (4.11)-(4.12), la primera fila ilustra las imagenes CT
originales, en la segunda vy tercera fila la reconstrucciones obtenidas mediante el
uso de la aperturas codificadas aleatorias y optimizadas, respectivamente. Ademas,
para apreciar con mayor detalle la calidad de las reconstrucciones, en las filas 4 y 5
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se ilustra el error absoluto entre la imagen original y las reconstrucciones obtenidas
usando las aperturas optimizadas y aleatorias, respectivamente. Se puede concluir
que tanto en calidad visual y en términos de PSNR, las aperturas optimizadas ob-
tienen un mejor desempeno en contraste al uso de aperturas generadas por una
funcion aleatoria.
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Reconstruccion de imagenes CT para arquitectura con unico detector

001 02 03 04 05 06 0 0.1 02 03 04 05 06 0 010203040306 0.70:
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.11: Reconstruccion de los cortes transversales (a) 1, (b) 4, (c) 8, y (d) 12 (prime-
ra fila), mediante el uso de aperturas codificadas aleatorias (segunda fila) y
aperturas optimizadas (tercera fila) en una arquitectura CT con un Unico de-
tector. Se ilustra el error absoluto entre los cortes transversales originales y las
reconstrucciones obtenidas por las aperturas aleatorias (tercera fila) y optimi-
zada (cuarta fila).
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Reconstruccion de imagenes CT para arquitectura con arreglo
unidimensional de detectores

20 60 100 140 20 60 100 140 20 60 100 20 60 100

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.12: Reconstruccion de los cortes transversales (a) 1, (b) 4, (c) 8, y (d) 12 (prime-
ra fila), mediante el uso de aperturas codificadas aleatorias (segunda fila) y
aperturas optimizadas (tercera fila) en una arquitectura CT con un arreglo uni-
dimensional de detectores. Se ilustra el error absoluto entre los cortes transver-
sales originales y las reconstrucciones obtenidas por las aperturas aleatorias
(tercerafila) y optimizada (cuarta fila).

68



‘'sepeziwildo A selojesje epeolipod seinliade ap 0sn |9 sjueIpaw A J0}081ap 021UN un uod einjoaunbie vun eied
sepe|nwis uos ]9 sauoiodakoid se| ‘Inby “6z‘0 ap ugisaidwod ap oAU un A [gpl{0Z ‘ST 01} = Y NS OpIni ap S8|aAIU
SaJ} U092 sauolodaAoud ap Jiued B | D sauabewl g| ap uoIdoNJISU0dal B| J0d SOpIUSIqo Sope)Nsal so| ap uoloe(idoday ¢y ejqel

Shb | eSh | L'SY |29V | €9V | v'OF | ¥'OY | €9Y | ¥'OV | 9 | LAY | L'8Y | opeziwndO
G¥E | 1'GE [ G'GE | 8'GE | 6GE | 1'9E | 0°9E | 0'9€ | 2'9€ | ¥'9E | £°/€ | 2'8E ouolesly | 02
6°.€ | 98C | 1'6S | £'6€ | ¥'6E | G°6E | ¥'6E | S6E | 9°6€ | S°6E | 2OV | L'IY | opeziwndO
/82| 262|062 |262|162|E62|¥62|E62]| .62 V62|20€]|L0E ouolesly | Gi
€0€|90E /608 | 1IE | L'IE | ELE| L'IE | THE | V' LE | GLE | 2°2E | 8'CE | opeziwndO
L'v2 | Eve |Eve | vve | vve | Lve | 8Vve | Lve | Lve | 6¥2 | L'S2 | SSe ouolesly | 0l
4! L | O} 6 8 Vi 9 g 14 ) 2 L

HNSd einuady | UNS

J10]109}]9p

0921un uod 19 eunjoalinbiue ua 7' |9p uoisaidwod A opini ap s9j8AIU Sa4) eied UOIDINIISUOIAI B SOpPR}NSIAY

‘'sepeziwndo A seuojes|e epedlipod seinjade ap 0sn |8 djueipaw A 1010818p 021UN UN UOd eiNauNbie eun eied
sepe|nwis Uuos |9 sauolodakoid se| ‘Inby "¢‘0 ap ugisaidwod ap |aAlu un A [gp]{0z ‘ST 0T} = Y NS OpINJ 8p S8J8AIU
SaJ} uod soauol0oafold ap Jilted B | D seuabewl g| ap uoIdINJIISU0Da B| Jod SOPIUSIgO Sopelnsal so| ap ugioeidoosy 'y ejqer

09€ | ¥/ | 628 08E | 82€ |28 | 08| 1L'8S | 28E | ¥'8E | 0°0F | 2'LY | epeZIWNdD
GLE | L1E | 81E10¢cE | 8LE | 0¢cE | L'eec | 0¢cE| e | 22t | €EE 143 elolesly | 0¢
2€E | 8CS | L'VE | LV'VE | L'VE | PPE | 2VE | VVE | SVE | SVE | 6°SE | 9°9€ | epezIWNdD
0/c | S/c | V/ic|V.Ic | V.S | 942|942 | Vvic| L /S | G/.S | 1'8C | 8'8¢C eloleslyy | gl
9'82 | 882 | 6'82 | 062 | 6'82 | 262 | 262 | L'62 | 262 | 262 | 0°0E | ¥0E | epeZIWLNdD
6cc | 2€c|6cc| €€ | L'EC|9E2|GEC|VEC|GEC|9EC| LEC|CPC Seloles|y | 0l
cl LI 0] 6 8 A 9 q 14 € 4 I
HNSd seinledy | HNS
10199)9p
021un uod |9 einjoayinbie us ¢‘( |op uoisaidwod A opini ap sajaAlU sal} eied UOIDINIISUODIAI AP SOPE}NSIY

69



‘sepeziwndo A
Seli0les|e BpeolIpod seinjiade ap 0sn |8 sluripaw A $810108]18p 8p |euoisuswipiun ojfaiie un uod einjoalinbie eun eied
sepe|nwis uos | 9 sauolddakoid se| ‘inby “{¢‘0 ‘6z'0 ‘0} op uoisaidwod ap sajaniu sai A [gp]{01} = Y NS OpInJ ap djaAIu
un uo9 sauolddakoid ap Jilted e | D seusbewl g 9p uQIOdNJISUODa) | J0d SOPIUBIQO SOpe}NSaJ SO| 8p ugIoe|Idoday :9'y ejqeL

2'le | 90°te |0k | LIe | vie | 2ke | €le | Lhe | €1e | 2he | 2'eg | €'Ge | opeziundO
0k2 | 0l | 602|802 |c'te|2ke|0'le |02 |0ke | LLe| €12 | L'ES oLores|y G0
8e‘Ge | 2°9¢ | 6°9C | 922 | 8°22 | S/2 | €°l2 | S°/2 | €82 | L'82 | €62 | S'0€ | opeziwndO
9°c2 | 0'Ge | 8'Ge | ¥'92 | L'92 | €42 | 992 | S92 | €°/2 | ¥'/2 | 6£'8C | 1562 oLoles|y G20
L2 | 6°22 | 0°82 | S‘8¢ | 882 | L'8C | ¥82 | 8°8C | 062 | L'62 | 662 | 8°0€ | opeziwndo
092 | ¥'9¢ | 1'/2 |9/2|0'82 | /L/2|8/c |6/c| )82 | V8| L'62 | 20E oLoles|y 0
cl L 0] 6 8 L 9 g 14 € c !
HNSd selnpady | uoisaidwon

$910}03}9p ap [euoisuswipiun ojfaiie uod |9 einyoslinbie
ua {¢‘0°cz'0°‘0} 19p uoisaidwod ap sajaAIu S84} A 7S N0T OpIN 8P [2AIU un eled UOIOINIISUODDI BP SOPE}NSaY

‘'sepeziwndo A selojes|e epedlipoo seinjade ap 0sn |8 alueipaw A 10}08lep 021Un un uod einyaunbie eun
eJsed sepejnwis uos | 9 sauolooakoud se| ‘inby *( ap ugisaidwod ap [aAlu un A [gp]{0z ‘ST 0T} = Y NS OpInJ ap SajaAlu
SaJ} U0d sauoldaAoud ap Jiued B | D sauabewl g| dp uQIdoNIISUOdal B| J0d SOPIUBIQo Sope)Nsal SO| ap uoloe(idoday 6 ejqel

€Ly |08y |28V | S8V | L8V | 06 | S8Y|88F| 68| 68V | 9°6F | G°0S | opeziwndQ
69 | ¥/E | 6LE | €8E | 1'8E | 98E | 28E | ¥'8E | 98E |1 988 | L'6E€ | G0V ouolesly | 0¢
00F | SOV |60V | L'LY | V'LV | €LY | 2P | 2Ly | 9Ly | 9LY | €2V | L'SP | opeziwndO
962 1662|208 |190€] €08 90 ¥#0E|190E190€ 180 |91E]|1¢CE ouolesly | gl
GLE | 81E | 6'LE | 2CE | T2E | 92E | 22e |22e | 92E | L2E | zee | 6€¢ | opeziwndD
062 | 292 | ¥S2 | €92 | €S2 | ¥SG2 1962 1962 |.G218S2 092 | €92 ouolesly | 01
¢l LI 0] 6 8 A 9 q 14 [ 4 }
HNSd seinuedy | UNS
10199)9p
091un uod |9 eanjoalnbie ua ( [9p uoisaidwod A opini ap sajoAIU SaJ) eied UOIDONIISUODAI P SOPE)NSAY

70



5.1.

5.2.

Capitulo 5
CONTRIBUCIONES Y TRABAJO FUTURO

Se propone un problema de optimizacion y un algoritmo para el disefio de
aperturas codificadas en una arquitectura CT con haz de rayos-X en abanico.

Se establece una relacion entre el nimero de condicion, el muestreo uniforme,
y los circulos de Gershgorin asociados a la matriz de muestreo ®.

Se desarrolla el modelo de captura continuo y discreto para las arquitecturas
CT con aperturas codificadas y un arreglo unidimensional de detectores y uni-
co detector.

CONTRIBUCIONES

La extrapolacién del problema de optimizacion de aperturas codificadas a otras
generaciones de tomdgrafos CT.

La extrapolacion del problema de optimizacion de aperturas codificadas en una
arquitectura de muones con un unico detector.

TRABAJO FUTURO

La implementacion real de las aperturas codificadas en una arquitectura CT
con un unico detector y un arreglo unidimensional.

El uso de las aperturas codificadas disefiadas en una arquitectura de muones.
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Capitulo 6
CONCLUSIONES

El uso de aperturas codificadas optimizadas en las arquitecturas CT permite
obtener una mayor calidad de reconstruccion en términos visuales y de PSNR
con respecto al uso de aperturas generadas por una funcion aleatoria.

El desempeno de las aperturas codificadas en la reconstruccion de las image-
nes CT esta directamente relacionado con los circulos de Gershgorin asocia-
dos a la matriz de muestreo ®.

El nimero de condicién de la matriz de muestreo ® esta directamente relacio-
nado con los circulos de Gershgorin.

El disefno de aperturas codificadas a partir de los cuatro criterios de muestreo
uniforme propuestos permite obtener matrices de muestreo con un nimero de
condicién menor a los obtenidos por las aperturas aleatorias.

Las aperturas codificadas optimizadas obtuvieron una mayor ganancia en térmi-
nos visuales y de PSNR en la arquitectura CT con un Unico detector.

El problema de optimizacion propuesto puede ser usado para optimizar aper-
turas codificadas en otras generaciones de arquitecturas CT.
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ANEXOS

Analisis del parametro ;.. para la reconstruccion de imagenes CT capturadas
en una arquitectura de un unico detector

He MS

64 96 128
0,1 | 27,87 | 30,28 | 32,11
0,5 |30,54 | 34,11 | 36,53
0,75 | 30,89 | 34,52 | 36,92
1 31,02 | 34,60 | 36,97
1,25 | 31,05 | 34,61 | 36,99
1,5 | 31,06 | 34,63 | 37,00
1,75 | 31,06 | 34,65 | 37,10
2 31,07 | 34,88 | 28,68
2,25 | 31,08 | 34,93 | 8,00
2,5 |31,09 | 35,32 | 8,00
2,75 131,09 | 9,85 | 8,00
3 31,10 | 8,76 | 8,00
3,25 | 31,12 | 8,76 | 8,00
3,5 [31,20 8,76 | 8,00
3,75 | 31,29 | 8,00 | 8,00
4 25,86 | 8,00 | 8,00
4,25 19,10 |8,00 |8,00
45 8,76 |8 8,00
4,75 18,76 |8,00 |8,00

Tabla 1: Andlisis del parametro p. para la reconstruccion de imagenes CT capturadas en
una arquitectura de un Unico detector con M3 = [64,96,128]. El valor p. 6ptimo
para Ms = [64,96,128], son u. = [3,75,2,5,1,75], respectivamente.
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Analisis del parametro p. para la reconstruccion de imagenes CT capturadas
en una arquitectura de un unico detector

Pe M3

64 96 128
5 8,761 | 8,761 8,761
50 8,761 | 8,761 8,761
250 8,761 | 8,761 8,761
200 8,761 | 8,761 8,761
750 8,761 | 8,761 8,761

2500 8,761 | 8,761 8,761

5000 8,761 | 8,761 8,761

7500 8,761 | 8,761 8,761

1 x 10 31,04 | 8,760964 | 8,761

1,5 x 10* | 30,73 | 34,49058 | 8,761

2 x 10* 30,54 | 34,37911 | 36,779
2,5 x 10* | 30,583 | 34,372 36,917
3 x 10 30,72 | 34,35798 | 36,841
3.5 x 10* | 30,84 | 34,58983 | 36,692
4 x 10 30,55 | 34,36164 | 36,746
4,5 x 10* | 30,48 | 34,25215 | 36,739
5 x 10* 30,434 | 34,262 36,541
5,5 x 10* | 30,47 | 33,9057 | 36,479
6 x 10 30,22 | 33,89321 | 36,428
6,5 x 101 | 30,29 | 33,97333 | 36,496
7 x 104 30,113 | 33,87 36,208
7,5 x 10* | 30,04 | 33,660 36,432
8 x 10* 30,26 | 33,51925 | 36,235
8,5 x 10* | 30,02 | 33,34526 | 35,875
2,5 x 10° | 28,266 | 30,888 33,098
5 x 10° 26,747 | 29,069 30,567
7,5 x 10° | 25,831 | 27,771 29,280

Tabla 2: Analisis del parametro p. para la reconstruccion de imagenes CT capturadas en
una arquitectura de un unico detector con Ms; = [64,96, 128]. El valor p. 6ptimo
para Mz = [64,96,128], son p. = [3,5 x 10%,3,5 x 10,4 x 10%], respectivamente.
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Analisis parametros ), € (16,128) y M3 € (1,49), para la arquitectura de un unico

detector
Angulo de vision Mo

Ms |1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

16 | 12,3 | 14,4 | 156 | 156 | 17,0 | 176 | 18,1 | 18,4 | 18,8 | 189 | 19,5 | 19,8 | 20,0
20 | 125|145 156 | 16,2 | 176 | 179 | 18,4 | 19,2 | 19,2 | 19,8 | 20,0 | 20,2 | 20,2
24 | 124|148 | 158 | 16,7 | 17,8 | 18,4 | 19,0 | 19,6 | 19,9 | 20,2 | 20,5 | 20,7 | 20,7
28 | 125|149 16,1 | 16,9 | 18,1 | 18,8 | 19,5 | 20,0 | 20,2 | 20,8 | 20,8 | 20,9 | 21,3
32 | 125|151 16,2 | 17,2 | 18,7 | 19,3 | 19,7 | 20,3 | 20,7 | 20,9 | 21,2 | 21,5 | 21,7
36 | 125|152 165|174 188 |19,5| 20,2 |20,5|21,0| 21,1 | 21,6 | 21,8 | 22,1
40 | 125|154 166|176 | 189|199 |20,3 20,8 |21,2|215|21,9|22,0| 225
44 | 126 | 154 | 16,8 | 18,0 | 19,4 | 20,3 | 20,7 | 21,3 | 21,3 | 21,9 | 22,1 | 224 | 22,7
48 | 125|156 169|183 195|202 | 21,1 | 21,4 | 21,8 | 22,0 | 22,7 | 22,8 | 22,9
52 | 12,6 | 156 | 17,0 | 18,1 | 19,8 | 20,4 | 21,0 | 21,5 | 21,9 | 22,4 | 22,7 | 23,0 | 23,6
56 | 125|155 17,2 | 18,4 | 20,2 | 20,6 | 21,4 | 21,6 | 22,1 | 22,5 | 23,0 | 23,6 | 23,8
60 | 12,6 | 15,7 | 17,3 | 18,7 | 20,3 | 20,9 | 21,56 | 21,9 | 22,4 | 22,7 | 23,2 | 23,7 | 24,1
64 | 12,6 | 159 | 17,5| 18,7 | 20,3 | 21,0 | 21,8 | 22,3 | 22,7 | 23,2 | 23,5 | 24,0 | 24,4
68 | 12,6 | 158 | 17,9 | 18,9 | 20,4 | 21,3 | 22,0 | 22,4 | 22,7 | 23,4 | 23,6 | 24,4 | 24,4
72 | 12,6 | 159 | 17,8 | 18,9 | 20,6 | 21,4 | 22,0 | 22,4 | 23,0 | 23,3 | 23,9 | 244 | 24,8
76 | 126 | 16,1 | 17,8 | 19,3 | 20,9 | 21,5 | 22,0 | 22,5 | 23,0 | 23,8 | 24,0 | 24,6 | 25,1
80 | 12,6 | 16,1 | 18,0 | 19,4 | 209 | 21,8 | 22,2 | 22,7 | 23,4 | 23,9 | 24,3 | 25,0 | 25,5
84 | 126 16,2 | 18,0 | 195 | 21,1 | 21,7 | 22,3 | 22,9 | 23,4 | 24,0 | 24,5 | 25,2 | 25,9
88 | 126 | 16,1 | 182|195 | 21,3 | 22,1 | 22,4 | 23,1 | 23,7 | 24,4 | 24,9 | 25,5 | 25,9
92 | 12,6 | 16,2 | 18,0 | 19,8 | 21,4 | 22,0 | 22,8 | 23,2 | 23,8 | 24,5 | 25,2 | 25,7 | 26,5
96 | 12,6 16,3 | 183|199 | 21,6 | 22,1 | 22,8 | 23,4 | 23,9 | 24,6 | 25,3 | 26,2 | 26,5
100 | 12,6 | 16,4 | 18,2 | 20,0 | 21,6 | 22,3 | 22,9 | 23,4 | 24,2 | 24,7 | 25,5 | 26,3 | 26,7
104 | 126 | 16,4 | 186 | 20,2 | 21,6 | 22,5 | 23,0 | 23,6 | 24,4 | 25,0 | 25,6 | 26,5 | 27,2
108 | 126 | 16,4 | 185 | 20,1 | 21,9 | 22,6 | 23,1 | 23,8 | 24,4 | 25,3 | 26,0 | 26,8 | 27,2
112 | 126 | 16,5 | 18,7 | 20,3 | 21,9 | 22,7 | 23,4 | 23,9 | 24,6 | 25,2 | 26,1 | 27,0 | 27,8
116 | 12,6 | 16,5 | 18,9 | 20,4 | 22,0 | 22,7 | 23,2 | 24,0 | 24,7 | 25,6 | 26,3 | 27,1 | 27,6
120 | 12,6 | 16,5 | 18,7 | 20,4 | 22,1 | 22,8 | 23,5 | 24,1 | 24,8 | 25,6 | 26,3 | 27,4 | 28,1
124 | 126 | 16,5 | 18,8 | 20,5 | 22,2 | 23,0 | 23,6 | 24,2 | 25,0 | 25,6 | 26,6 | 27,6 | 28,2
128 | 12,6 | 16,6 | 18,9 | 20,7 | 22,5 | 23,0 | 23,6 | 24,2 | 25,0 | 25,9 | 26,9 | 27,7 | 28,4

Tabla 3: Analisis de la reconstrucion de la imagen CT en terminos de PSNR en funcién de
M, € [16,128] y M3 € [1,49], para la arquitectura de un unico detector.
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Analisis parametros ), € [16,128] y M5 € [53,101], para la arquitectura de un unico

detector
Angulo de vision Mo

Ms | 53 57 61 65 69 73 77 81 85 89 93 97 101

16 | 19,8 | 20,4 | 20,4 | 20,5 | 20,7 | 20,8 | 21,1 | 21,0 | 21,6 | 21,3 | 21,6 | 21,6 | 21,9
20 | 20,4 (208 21,1212 |21,3 21,5216 |21,9|21,9|222|223 223|224
24 | 211 (211 21,5 | 21,7 | 22,0 | 22,1 | 22,2 | 22,5 | 22,5 | 22,7 | 22,8 | 23,0 | 23,2
28 | 21,6 22,0 22,1 | 222|226 |225|229 |23,0|228|23,1|234 |235] 23,9
32 | 222 (223|224 |228|228|232|233|233|23,7|238|24,0|243|243
36 | 224 | 226|229 | 23,1 | 23,3 |23,6|23,7|238|24,1|243|245|246|24,9
40 | 22,8 | 23,0 23,3 |23,4|238|239|24,1 | 244|248 |24,6|24,9|25,1| 25,6
44 | 23,1 | 23,3 | 23,6 | 24,0 | 24,1 | 245 | 24,8 | 24,8 | 25,1 | 25,4 | 25,6 | 25,6 | 26,2
48 | 23,6 | 23,8 | 24,0 | 24,3 | 246 | 24,8 | 25,1 | 255 | 25,5 | 25,8 | 26,1 | 26,3 | 26,6
52 | 23,8239 242|245 | 251|251 |255|259 | 26,1]|263| 26,7 |27,0]| 27,2
56 | 24,1 | 243|248 | 251 | 25,4 | 25,7 | 26,0 | 26,2 | 26,6 | 26,7 | 27,3 | 27,4 | 27,8
60 | 24,4 | 24,7 1249|255 | 256 | 26,2 | 26,5 | 26,8 |27,1|27,3|27,7|28,1| 285
64 | 248 | 251|254 | 25,7 | 26,3 |265|269 |269|273|28,0|284 286|290
68 | 25,0 | 25,5 | 25,7 | 26,1 | 26,3 | 26,8 | 27,3 | 27,5 | 28,0 | 28,6 | 28,9 | 29,2 | 29,3
72 | 253|256 | 26,0 | 26,5 |269 |27,1|27,6|28,0| 283|290 292|299 28,8
76 | 258 26,0 26,4 |27,0|27,4|27,8|28,1 285|289 |293|295|299 294
80 | 26,0262 26,7|273|275|28,1|28,6|28,7|294 | 298|293 |29,7 | 29,6
84 | 26,1 265|268 |27,8|28,1|285|28,9 |295|296 291|296 | 298| 30,1
88 | 263|268 273|279 |283 288|294 |298 | 292|293 30,0 30,1306
92 | 268|273 |27,7|28,2 288|292 |29,7|290 292|298 | 303|306 31,0
96 | 26,9 |275|28,0|28,4|29,1 296|291 |294 299|300 305|307 ]|31,4
100 | 27,4 | 28,0 | 28,4 | 28,9 | 29,4 | 29,6 | 29,5 | 29,6 | 30,1 | 30,5 | 30,8 | 31,3 | 31,5
104 | 27,4 | 27,9 | 28,6 | 29,1 | 29,6 | 29,2 | 29,6 | 29,8 | 30,4 | 30,6 | 31,2 | 31,6 | 31,8
108 | 28,0 | 28,5 | 28,8 | 29,6 | 29,0 | 29,4 | 29,9 | 30,1 | 30,7 | 30,9 | 31,5 | 31,9 | 32,2
112 | 28,1 | 28,5 | 29,3 | 29,3 | 29,3 | 29,7 | 30,3 | 30,5 | 30,8 | 31,3 | 31,6 | 32,0 | 32,6
116 | 28,5 | 28,9 | 29,4 | 29,0 | 29,4 | 30,0 | 30,5 | 30,5 | 31,2 | 31,4 | 32,1 | 32,4 | 32,8
120 | 28,6 | 29,3 | 29,3 | 29,2 | 29,5 | 30,1 | 30,4 | 30,8 | 31,3 | 31,5 | 32,3 | 32,6 | 33,0
124 | 28,6 | 29,6 | 28,7 | 29,2 | 29,9 | 30,3 | 30,8 | 31,2 | 31,6 | 32,1 | 32,5 | 32,9 | 33,2
128 | 29,1 | 28,5 | 29,0 | 29,5 | 30,1 | 30,5 | 31,1 | 31,5 | 32,0 | 32,3 | 32,8 | 33,3 | 33,5

Tabla 4: Analisis de la reconstrucion de la imagen CT en terminos de PSNR en funcién de

M, € (16,128) y M3 € (53,101), para la arquitectura de un unico detector.
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Analisis parametros 1/, € [16,128] y M3 € [104, 128], para la arquitectura de un
unico detector

Angulo de vision M,

M; | 104 | 108 | 112 | 116 | 120 | 128
16 | 105 | 109 | 113 | 117 | 121 | 125
20 [ 219]21,8|22,0(223 224|224
24 | 225|228 23,1 |23,0|23,1]|233
28 | 23,3 |23,4|23,5|23,7|23,8|24,0
32 | 24,0| 241|242 | 24,4 | 24,6 | 24,8
36 | 24,7 | 24,7 | 24,9 | 24,8 | 25,2 | 25,3
40 | 25,1 | 253 | 25,6 | 25,9 | 26,0 | 26,1
44 | 25,7 | 26,1 | 26,2 | 26,2 | 26,8 | 26,9
48 | 26,4 | 26,6 | 26,9 | 27,1 | 27,3 | 27,5
52 | 26,8 |27,0|27,5|27,7|27,9 | 28,4
56 |27,7|27,7|28,2|28,6 | 28,6 | 28,9
60 | 28,3|28,6|28,7|29,1|294 | 30,1
64 | 285292293295 30,0293
68 |29,3|29,7]29,5|293]|295 30,0
72 |30,1|292|294 298 |30,1]30,3
76 | 29,3294 30,0 303|305]309
80 |29,930,2|305|305|31,0|314
84 | 304 303|30,7|31,0|315] 31,7
88 |30,8|30,8)|31,2|31,6|32,0 | 32,1
92 |30,9|31,3|31,7 32,0322 325
96 |31,3|31,7|31,8|322 326|329
100 | 31,7 | 32,1 | 32,2 | 32,7 | 32,8 | 33,2
104 | 32,0 | 32,1 | 32,7 | 33,1 | 33,3 | 33,6
108 | 32,3 | 32,6 | 33,0 | 33,4 | 33,6 | 34,0
112 | 32,4 | 33,1 | 33,4 | 33,7 | 33,8 | 34,1
116 | 32,9 | 33,3 | 33,6 | 33,8 | 34,4 | 34,8
120 | 33,3 | 33,6 | 33,9 | 34,2 | 34,5 | 35,0
124 | 33,5 | 34,0 | 33,9 | 34,5 | 34,9 | 34,9
128 | 33,8 | 34,1 | 34,5 | 34,7 | 35,2 | 35,5

Tabla 5: Analisis de la reconstrucion de la imagen CT en terminos de PSNR en funcion de
M, € [16,128] y M3 € [104,128], para la arquitectura de un Unico detector.
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