SIMULACION NUMERICA EN ELEMENTOS FINITOS DE LA
ECUACION FUNDAMENTAL DE FLUJO DE FLUIDOS EN
MEDIOS POROSOS PARA UN SISTEMA BIFASICO EN 2D

JUAN FERNANDO CARRENO NAVARRO

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE INGENIERIAS FISICO-QUIMICAS
ESCUELA DE INGENIERIA DE PETROLEOS
BUCARAMANGA
2010



SIMULACION NUMERICA EN ELEMENTOS FINITOS DE LA
ECUACION FUNDAMENTAL DE FLUJO DE FLUIDOS EN
MEDIOS POROSOS PARA UN SISTEMA BIFASICO EN 2D

JUAN FERNANDO CARRENO NAVARRO

Trabajo de grado para optar por el titulo de Ingeniero de Petrdleos

Director
ELKIN RODOLFO SANTAFE RANGEL
Ing. De Petrdleos

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE INGENIERIAS FISICO-QUIMICAS
ESCUELA DE INGENIERIA DE PETROLEOS
BUCARAMANGA
2010



Este titulo estd dedicado al Amor encarnado en una sola persona...

La Gordita que Dios me la tiene desde el Cielo cuiddndonos.

Gracias a Ella todo esto es posible y por Ella este es sélo el primer paso.
A Ladyta y John, mis hermanos, quienes fueron mi motivacion,

mi fuerza y mi luz en la distacia para sacar adelante la carrera.

A Vale, el rayo de vida que dejo la Gordis...



AGRADECIMIENTOS

A Dios siempre gracias.

A mi Papa que tantas veces dudo de mi, pero que en fondo seguia creyendo.

A mi abuelita que quiero tanto y que ahora esta en el cielo.

A mis Tias que siempre que llegaba a San Gil me atendian como a un Rey.

A Lilianita que no nos abandono ni un instante cuando mi Mama estuvo enferma.

A Zarith, Lizeth y toda la Familia, por su apoyo.

A Don Elkin Santafé, una muy buena persona, excelente profesor y muy buen ami-
go. Gracias por la invitacion a este proyecto y por la fortuna de permitirme ser parte
de una nueva manera de ver la Investigacion en la Escuela de Petréleos.

Al GITAH, a todos y cada uno de sus integrantes,a Nelson, Eyberth, Omar quienes

con sus aportes se pudo finalizar este proyecto.

A Carlos Piedrahita, William Agudelo y al Grupo de Petrosismica del ICP.

A Margarita, quien ha sido mi gran compafiia durante todo este tiempo lleno de

bendiciones, de cosas sencillas y bonitas como ella misma lo es.

A Julio, Carolina, William, Tito, el Enano, Ruby, Velilla, Cardozo, Marlhin, Jorge Luis,
y a todos aquellos compafieros Petroleros que en este momento se me escapan y han

hecho parte de mi vida por la Universidad, Muchas Gracias.

A los parceros de la Colonia que siempre han estado presente.



11

OBJETIVOS

= OBJETIVO GENERAL

Modelar la ecuacién fundamental de flujo en medios porosos para un sistema
bifdsico en 2D por medio del método de elementos finitos y representar com-
putacionalmente dicho modelo a través de un solver de ecuaciones diferen-

ciales.

= OBJETIVOS ESPECIFICOS

* Revisar y evaluar las formulaciones integro-diferenciales de la ecuacién

de transporte en medios porosos.

¢ Estudiar la metodologia para la estructuracién de problemas de flujo us-

ando el Método del Elemento Finito (MEF).

¢ Plantear una solucion en elementos finitos de la ecuacion fundamental de

flujo (Ecuacién de Difusividad).

* Comparar el modelo por medio un simulador especifico de la ingenieria

de petréleos.
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TITULO : SIMULACION NUMERICA EN ELEMENTOS FINITOS DE LA ECUACION
FUNDAMENTAL DE FLUJO DE FLUIDOS EN MEDIOS POROSOS PARA UN SIS-
TEMA BIFASICO EN 2D}

AUTORES : CARRENO NAVARRO, Juan Fernandoﬂ

PALABRAS CLAVES : Método del Elemento Finito, Ley de Darcy, Simulacién Numérica de

Yacimientos, Ecuaciéon de difusividad.

DESCRIPCION : El fenémeno de flujo de fluidos en medios porosos es en principio la
razén por la cual producen los pozos y por ende los yacimientos producen petréleo, dicho
fenémeno ha sido estudiado durante por decadas incrementando la calidad y la confiabil-
idad en los resultados. Convencionalmente se ha usado el Método de Diferencias Finitas
(MDF) como el método numérico por excelencia para la obtencién de la solucién a las ecua-
ciones diferenciales parciales que el modelo matemético propone, este trabajo se fundamenta

en la utilizaciéon del Método del Elemento Finito (MEF) como alternativa de solucién.

Se plante6 el modelo matemaético de flujo de agua y aceite para un medio con propiedades
constantes y se propuso la formulacién numérica del mismo; este modelo se aplicé com-
putacionalmente por medio de FlexPDE 5.0; Se realiz6é un andlisis de sensibilidad alterando
el valor de algunas variables principales, validadando los resultados con WinBOAST, una
herramienta de uso libre muy conocida en la academia de la Ingenieria de Petréleos. Los re-
sultados indican la consistencia del modelo y sugieren una extensién del estudio para mejo-
rar el detalle en la formulacién para poder obtener més exactitud, menos tiempo de computo

y modelos mucho més complejos.

*Trabajo de Grado
tFacultad de Ingenierias Fisico-Quimicas, Escuela de Ingenieria de Petréleos, Elkin Rodolfo

Santafé (Director).



TITLE : FINITE ELEMENT NUMERIC SIMULATION OF FLUIDS FLOW FUNDA-
MENTAL EQUATION ON A POROUS MEDIA FOR A TWO PHASES AND TWO
DIMENSION SYSTEMF]

AUTORES : CARRENO NAVARRO, Juan Fernando. |ﬂ

KEY WORDS : Finite Element Method, Darcy’s Law, Reservoir Numeric Simulation, Diffu-

sivity Equation.

DESCRIPTION : The fluid flow phenomenon in a porous media is the main reason of wells
and temporarily oil fields production, this phenomenon has been studied during a lot of
time, increasing the results quality and reliance. Usually the Finite Diference Method (FDM)
has been used as the main method of numeric solving to the partial differential equations
that the mathematical model suggest instead the proposed method. This work is based on

the use of the Finite Element Method (FEM) as an alternative method.

The mathematics model of oil-water flow across a porous media with constant properties
and its numeric formulation are established and simulated using the software flexPDE 5.0,
this work include a sensibility analysis of the numerical model; the results obtained was com-
pared with the WinBOAST’s results, a free tool well knows on Petroleum Engineer Academy,
the result obtained show the method’s consistence and suggest an additional study for en-
hance the mathematical formulation to improve the accuracy, a minimal computation time

and a management of complex geometries.

“Work of Degree
fFaculty of Physical-Chemical Engineering, School of Petroleum Engineering, Elkin Rodolfo

Santafé (Director)



INTRODUCCION

Uno de los objetivos de la simulacién de yacimientos es adquirir un mejor conocimien-
to de las caracteristicas del reservorio de tal manera se pueda estimar las reservas
recuperables, definir un optimo esquema de explotacién que permita recuperar la
mayor cantidad de hidrocarburos a bajo costo, ademas de predecir el comportamien-
to futuro del yacimiento, partiendo del hecho de que las condiciones reales del mis-
mo se pueden representar a través de un modelo que bajo condiciones de prueba
apropiadas arrojen informacién acertada y ttil. En general los modelos pueden clasi-
ficarse como fisicos y matematicos. Los fisicos son reproducciones de laboratorio que
trata de imitar lo que ocurre en el yacimiento; las ecuaciones que describen de man-
era tedrica este comportamiento constituyen el modelo matematico. Ambos tipos de
modelos han jugado un papel importante en la industria del petréleo. Por ejemplo,
las leyes que gobiernan el flujo de fluidos en un medio poroso fueron descubiertas
y delineadas empleando modelos fisicos. La ley de Darcy, los conceptos de perme-
abilidad relativa, presién capilar, densidad y correlaciones de viscosidad, entre otras,
tienen sus origenes en experimentos con modelos fisicos, sin embargo, tienen la gran
limitante de escalar un extenso dominio a un estudio de pequena escala, el enfoque

matemadtico resulta en estos casos indispensable.

El deseo de optimizar los diversos procesos que se ejecutan en la industria de hidro-
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carburos con algtin grado de exactitud, hizo trasladar los modelos realizados a pequefia
escala a los yacimientos de gran extension, con soluciones que no estan limitadas a
ser puntuales; sino que su uso se extiende al estudio de fenémenos locales alrede-
dor de la cara del pozo demostrando ser superiores, en este aspecto, a los modelos
fisicos. El modelo matematico més familiar es la ecuacion de balance de materia; este
es un modelo matematico o simulador de yacimiento en todo sentido, se basa en un
concepto fisico fundamental: el principio de conservacion, que indica en nuestro caso
el volumen que puede atravesar un fluido (lldmese agua, aceite o gas) en un medio
poroso. Cabe resaltar que el término “solucién numérica”expresa un proceso fisico
cuya ocurrencia se da en alguna region de dimensiones finitas que al estar modelado
por medio de una ecuacién matemadtica (o conjunto de ellas) determinan la interac-
cién de un punto en el interior de dicha region con los demads a un instante de tiempo

dado, prediciendo asi el comportamiento que toma dicho proceso.

Dado el caso de ecuaciones matematicas no muy complejas, la solucién estard dada
por una férmula la cual puede ser subsecuentemente manipulada para calcular los
pardmetros deseados; a este tipo de solucién se le conoce como analitica. Sin embar-
go, cuando las ecuaciones son muy complejas y no pueden resolverse analiticamente.
Se debe reemplazar la ecuacién original por un conjunto més simple de ecuaciones
que sea facil de resolver y que esté relacionado, con la ecuacién original. Sin embar-
go, en lugar de obtener otra(s) férmula(s), se puede llegar a soluciones de las ecua-
ciones més simples en forma de tablas de valores numéricos, cada uno de los cuales
se refiere a puntos discretos en dentro de la region. Esto se conoce como soluciéon
numérica, la cual representa una aproximacioén a la ecuacién original que se queria

resolver.

En términos generales, podria decirse que un simulador numérico estd integrado

por tres modelos: el diferencial, el numérico y el de computador. El modelo diferen-
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cial estd conformado por el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen los
procesos fisico-quimicos que ocurren en el yacimiento en funcién del espacio y del
tiempo. El modelo numérico constituye la forma en que se da solucién al modelo

diferencial, existen al menos tres formas de hacer este modelo:

» Diferencias finitas, que es el méas usado.
» Elementos finitos, el cual se enfoca en este proyecto.

s Elementos de volumen de control.

Con el fin de dar solucién a este gran niimero de ecuaciones se requiere la elabo-
racién de un programa de computador conocido como el modelo de computador

del simulador.



Simulacion Numérica de Yacimientos

GENERALIDADES

La simulacién de un yacimiento se refiere a la construccién y operacién de un mod-
elo cuyo comportamiento asume las caracteristicas del yacimiento real, el modelo
por si mismo puede ser fisico o matematico. Un modelo matematico es simplemente
un grupo de ecuaciones que se encuentran sujetas a ciertas consideraciones que de-
scriben el proceso fisico activo en el medio. Aunque el modelo mismo no es real,
su comportamiento se asume valido en la descripcién del comportamiento de un

campo real.

Un yacimiento de petréleo es, en un atrevido resumen, un medio poroso que con-
tiene agua e hidrocarburos. La meta principal de la simulacién de yacimientos es
predecir el futuro desempefio de un yacimiento y encontrar los caminos y medios
para optimizar el recobro de los hidrocarburos presentes. Las dos caracteristicas més

importantes de un yacimiento de petrdleo son la naturaleza de la roca y de los flu-
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idos que la llenan™} porque el modelo matematico resultante va a ser funcién tanto

del espacio y el tiempo como de las propiedades poseen el medio discreto.

1.1 Modelos Matematicos

En 1959 Douglas, Peaceman y Rachford propusieron los métodos “Leap-Frog”y “Si-
multaneous Solution “para resolver problemas bidimensionales de flujo bifasico. En
1960 Stone y Sheldchmod presentaron en famoso método IMPES (Implicit Pressure

- Explicit Saturation).

Los modelos matematicos de simulaciéon de yacimientos consisten basicamente de
un grupo de ecuaciones diferenciales parciales que expresan conservacion de masa
o energia; adicionalmente los modelos llevan consigo varias leyes o principios que
describen el proceso activo en el yacimiento, como pueden ser la ley de Darcy (flu-
jo en medios porosos) o la de Fourier (flujo de calor) entre otras. Finalmente varias
consideraciones pueden ser tenidas en cuenta, como lo son: flujo en varias dimen-
siones y flujo multifdsico o monofésico; con uno o varios componentes, ademads de
la posibilidad de despreciar la presion capilar y la gravedad dependiendo de la con-

figuraciéon del modelo.

Las ecuaciones del modelo son no lineales debido a que tanto las permeabilidades
relativas como la presién capilar y los factores volumétricos de formacién son fun-
cién de la saturacion y de la presién respectivamente por lo que requieren soluciones

numéricas.

*Chen, et al
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Los resultados calculados generalmente consisten en presiones y saturaciones de los

fluidos en cada uno de los cientos de puntos nodales en todo el yacimientdff}

1.2 Ecuacion Fundamental de Flujo (Planteamiento De La
Ecuacién De Difusividad Para Flujo En Medios Porosos En

Coordenadas Cartesianas)

La ecuacion fundamental de flujo es la expresion diferencial de la ley de la conser-
vacién de la masa. Su forma depende de la geometria de flujo, la naturaleza del

fluido en movimiento, el ntiimero de fases en el fluido y el tipo de flujo.

Supoéngase un elemento infinitesimal de volumen en un medio poroso continuo a

través del cual ocurre flujo monofasico en la direccion x, tal como se ilustra en la

ﬁgur

1

pu+A(pu,)
—>

pu,

X X+AX

Figura 1.1: Modelo infinitesimal para el balance de masa.

TCOATS
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Siendo u, la velocidad volumétrica de flujo en la direccién z, definida ast:

Volumen

= 1.1
e Tiempo x Area (1)

El flujo mésico, definido como el flujo de masa por unidad de tiempo por unidad de
area, esta dado por:
Flujo mdsico = pu, (1.2)

Si se efecttia un balance de la masa dentro del elemento infinitesimal durante un

intervalo de tiempo At, se tiene:

Masa Masa Masa que entra o sale Acumulacién (+) o
_ + =

entrante| Saliente L\, Lpor fuentes o sumideros N Agotamiento (-)

Cada término de la ecuacién anterior se determina del siguiente modo:

Masa
= puy A, At (1.3)
entrante
At
Masa
= [puz Az + A (puyAz)] At (1.4)
saliente
At
Masa que entra o sale
= +£gAV At = A, AxAt (1.5)

por fuentes o sumideros A
t

At
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Siendo ¢ la cantidad de masa que entra o sale por fuentes o sumideros, por unidad

de volumen del yacimiento por unidad de tiempo.

Acumulacién (+) o
= [AcAx¢p] n — [AcDrgp] 5, (1.6)
Agotamiento (-) N

La sustituciéon y simplificacion de estos resultados en la ecuaciéon general da como

resultado:

Pz Ay At — [pu$A(x)At + A (puzA(l,))] At = £gAV AL+ A [A(w)AmﬁpL (1.7)
Para el caso particular de flujo unidimensional se tiene que:
9 (puaAe
_pmAn) | oy Axa((;zip) L8

ox

Considerando el equilibrio de un elemento perteneciente a determinado cuerpo. El

caudal que por este circula puede ser calculado por medio de la ley de Darcy.

(1.9)

Donde:

® = Caida de Presion total (P — pgh)
k = Tensor de permeabilidad efectiva

u = Viscosidad del fluido
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Extendiendo estos célculos para un flujo tridimensional se obtiene la ecuacién gen-

eral:

-V (apu) = a% + ag (1.10)

Donde,

V = Operador nabla aplicado al campo vectorial, dominio a trabajar.
u = Vector velocidad volumétrica, dado por la ley de darcy
a = Coeficiente que depende de la dimension a trabajar, esto es:

a =1 Para flujo tridimensional.
a = H Es el espesor para flujo bidimensional.

a = A Es el drea de seccién transversal para flujo unidimensional.

1.3 Planteamiento de las Ecuaciones Para Flujo Bifdsico

(Agua-Aceite)

En el yacimiento interactian mezclas de fluidos tanto miscibles como inmiscibles; si
partimos de un modelo fisico que contiene solamente dos fases, agua y aceite com-
pletamente inmiscibles entre siff| se puede llegar al planteamiento de una ecuacién

matematica que es de particular interés en dreas como el recobro secundario, ya que

No existe intercambio de masa.
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describiria un comportamiento correspondiente a un ejemplo sencillo de inyeccién

de agua, por no hablar de otros casos.

Como son dos los fluidos que se modelan y como no hay transferencia de masa entre
ellos introducen el concepto de saturaciéon que se define como la fraccién del volu-
men poroso ocupada por algin fluido. De lo anterior se observa que en el modelo

de flujo bifésico:

Sp+ S, =1 (1.11)

Donde S,, y S, son las saturaciones de agud|y aceite respectivamente.

Debido a la diferencia de presiones que existe en la interface o tensién superficial
de la interface se identifica la denominada presién capilar, de la cual se hablara mas

adelante y se calcula mediante la relacion:

P c = Pfase no mojante — Pfase mojante (112)

La cual es funcién de la saturacién, particularmente de S,

El planteamiento de las ecuaciones para el balance utiliza los mismos términos para
cada fase presente. El término de acumulacién de masa para un flujo 3D se calcula

de acuerdo a la ecuacion.

$Fase mojante en la mayoria de los casos.
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9 (¢psSp)

S a (1.13)

En general la ecuaciéon fundamental para flujo en 3D a condiciones de yacimiento

queda:

9 (¢psSp)

— V- (appug) = « 5

+ ags (1.14)

Donde (3 es fase del fluido ya sea aceite o agua que nos indica en una primera in-
stancia la idea de que va a ser un sistema de dos ecuaciones que resultaran del

planteamiento matemaético del modelo.

De acuerdo a la ley de darcy la velocidad de cada fluido puede ser expresada:

L. pp
ug = ——kg— (VO 1.15
s 0 ﬂBﬁ( ) (1.15)
Con:
dP
d = /— +gh (1.16)
Ps

Puesto que el flujo simultaneo de dos fluidos ocasiona que el uno interfiera con
el otro, el término ks representa la permeabilidad efectiva al fluido, calculada por

medio de la relaciéon

ks = kygk (1.17)

Siendo £ la permeabilidad absoluta del medio poroso y &, la permeabilidad relativa

a la fase.
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Hay que resaltar que al considerar el flujo a condiciones normales, la ecuacién plan-
tada tendria que considerar el flujo de gas puesto que el gas estaria disperso tanto
en el agua como en el aceite y también se encontraria en estado libre, pero en este
caso como Unicamente se considera flujo bifasico se desprecia y las ecuaciones son

las sefialadas anteriormente. Por medio del concepto de presién capilar,

pP,=P,— P, (1.18)

La ecuacion de difusividad para flujo bifasico queda en funcién de la saturaciéon de
agua (permeabilidades relativas y presiones capilares) y la distribucién de presiones
(viscosidades, factores volumétricos) como podemos observar a continuacién si con-
sideramos un modelo de flujo bifasico, donde se cancela el término de gravedad para

el caso de una dimensién. Se obtiene entonces los perfiles:

v (2bhe0r

0
. o ) —aq, = aa (Po?S,) (1.19)

Para el aceite, y

akkyypy OP, 0
AV ZTw) - — 1.2
( o ox ) G a@t (P ) (1.20)

Para el agua.
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En términos generales, podria decirse que un simulador numérico estd integrado por
tres modelos: el modelo diferencial (0 matematico), el numérico y el computacional.
El modelo diferencial estd conformado por el conjunto de ecuaciones diferenciales
que describen los procesos fisico y—o quimicos que ocurren en el yacimiento en fun-
cién del espacio, del tiempo y de muchas otras variables como puede ser la presiéon

o temperatura.

El modelo numérico constituye la forma en que se da solucién al modelo diferencial.

Existen por lo menos tres formas de crear este modelo:

1. DIFERENCIAS FINITAS (MDEF): Usado en la mayoria de casos.
2. ELEMENTOS FINITOS (MEF): Modelo a utilizar.

3. ELEMENTOS DE VOLUMEN DE CONTROL: Modelo con fuerte crecimiento

en el drea de métodos numéricos.
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Estos métodos numéricos surgen debido a que las ecuaciones diferenciales parciales
que se plantean en el modelo diferencial poseen una alta no-linealidad que no es
posible resolver analiticamente cuando se trata de problemas medianamente com-
plejos. En contraste con las soluciones analiticas, las soluciones numéricas dan val-
ores de presion y saturacién de fluidos tinicamente en puntos discretos de espacio y

tiempo.

Discretizacion es el proceso de convertir ecuaciones diferenciales parciales - EDP
en ecuaciones algebraicas. Varios métodos numéricos pueden ser usados para dis-
cretizar las EDP; sin embargo, la aproximacién mas comuin en la industria hoy en

dia como se menciono es el método de diferencias finitas.

Comparado con el MDF, la introduccién del MEF ha sido reciente. Las ventajas que
presenta la utilizacién de este dltimo son que las condiciones en los limites, el do-
minio de geometrias complejas y las propiedades variables de los materiales pueden
ser manejadas con relativa facilidad. También la estructura clara y versatil del méto-

do hace posible el desarrollo de software general para distintas aplicaciones.

2.1 Método del Elemento Finito

2.1.1. Concepto Basico

El método de elementos finitos es una técnica computacional usada para obten-
er soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales parciales que modelan un

fenémeno fisico en un dominio determinado [} Dado que el problema real resulta

*Mas conocido como problemas de Campo, Problemas de valor de frontera.
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ser complejo a escala matemadtica, la discretizaciéon del mismo proveerd una solu-

cién numérica tnica tedricamente aproximada a la real. Ademads, en el desarrollo

del método a menudo frecuentemente podré perfeccionar la solucién aproximada a

costa de un mayor esfuerzo computacional.

Figura 2.1: Modelado de un puente por medio de Elementos Finitos.
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En el método de elementos finitos, el dominio se considera conformado de pequefias

subregiones interconectadas denominadas elementos. Como un ejemplo de cémo un

elemento podria ser utilizado para representar una forma geométrica compleja, con-

sidere la estructura del puente mostrado en la Figura 2.1{superior. Dado que es muy

dificil encontrar la solucién exacta para los valores de esfuerzos y desplazamientos

de la estructura, bajo especificas condiciones a las cuales el puente es sometido, esta

estructura se descompone en varias piezas, como se muestra en la Figura2.Tinferior.

En cada pieza o elemento, se supone una solucién aproximada y las condiciones de

equilibrio general de la estructura se derivan. La satisfaccién de estas condiciones

dard lugar a una solucién para la determinacién de los desplazamientos.
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2.1.2. Estado del Arte

Aunque el Método de Elementos Finitog]| se di6 recientemente, el concepto se re-
monta varios siglos atrds. Por ejemplo, antiguos matemaéticos encontraron que el
perimetro de una circunferencia se puede aproximar mediante el perimetro de un

poligono como se muestra en la Figura

Figura 2.2: Idealizacién de una circunferencia por poligonos expresando cada arista

de estos como un elemento finito.

En términos de la actual notacién, cada lado del poligono se puede llamar un “el-
emento finito”. Al considerar la aproximacién de poligonos inscritos o circunscrito,
se puede obtener un limite inferior S;;y o un limite superior S para la verdadera
circunferencia S. Ademas, como el nimero de lados del poligono se incrementa, la
aproximacion de los valores convergen al verdadero valor. Estas caracteristicas, co-
mo se vera mads tarde, se preservaran en cualquier aplicacién del método. En los

tiempos actuales, un enfoque similar al método, implica el uso de funciones con-

tMEF
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tinuas denominadas de forma “piecewise”en regiones triangulares, sugerida por

Courant en 1943.

Las ideas basicas de los elementos finitos como método conocido se presentaron en
los documentos de Turner, Clough, Martin y Topp; Argyris y Kelsey, mientras que el
nombre de elementos finitos fue propuesto por Clough. Estos autores presentan las
primeras aplicaciones simples de los elementos finitos y la aparicion de las computa-
doras digitales proporcionan un rdpido medio de la ejecucién de muchos calculos
implicados en este andlisis haciéndolo practicamente viable. Junto con el desarrollo
de las computadoras de alta velocidad, la aplicacion de la técnica de elementos fini-
tos ha avanzado a tasas impresionantes. Ademads varios autores como Przemieniecki
el cual presenta el método de elementos finitos aplicado a la solucién de problemas
como es el andlisis de esfuerzos de en una estructura. Zienkiewicz y Cheung presen-
tan una amplia interpretacion del método y su aplicabilidad a cualquier problema
de dmbito general. Con esta amplia interpretacién del método, se ha constatado que
las ecuaciones utilizadas en el desarrollo del método pueden ser derivadas de la
utilizacién del método de residuos ponderados (como el método de Galerkin) o la
aproximacién por minimos cuadrados. Lo que condujo a un interés generalizado en-
tre los matemadticos para la aplicaciéon del método de elementos finitos en la soluciéon
de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. En afios posteriores varios docu-

mentos, actas de congresos, y libros se han publicado sobre este método.

Una breve historia del comienzo del método de elementos finitos se present6 por
Gupta y Meek. Libros que se ocupan de la teoria basica, fundamentacién matematica,
disefio mecanico, estructural, flujo de fluidos, transferencia de calor, electromagnética
y aplicaciones en mano factura. Con todos los avances, hoy en dia el método de el-
ementos finitos se considera una de las herramientas de andlisis mds conveniente y

mejor establecido en las dreas de ingenieria y ciencia aplicada.
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2.1.3. Aplicabilidad General del Método

Aunque el método ha sido extensivamente usado en el estudio de mecanica de es-
tructuras, puede ser usado satisfactoriamente en la solucién de problemas tales co-
mo conduccién de calor, dindmica de fluidos, flujos de descarga, campos eléctricos
y magnéticos. Estas aplicaciones matematicas apuntan al uso de esta técnica en la
soluciéon de problemas con condiciones de frontera complejas, de hecho, se ha es-
tablecido que el método puede ser usado para la solucién numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales. La aplicabilidad del método puede observarse

en las fuertes similitudes que existen entre varios tipos de problemas ingenieriles.

2.1.4. Aplicaciones Del Método De Elementos Finitos

En sus inicios, el método se desarrollo para el andlisis de estructuras aeronduticas.
Sin embargo, la naturaleza del mismo lo hace aplicable a una amplia variedad de
problemas con condiciones de frontera, esto es, problemas en los que la solucién es
buscada en el dominio de un cuerpo sujeto a la satisfaccién condiciones impuestas
en los limites sobre las variables dependientes o sus derivadas. Los principales tipos

de problemas con los cuales resulta ttil la aplicaciéon de este método son:

= Problemas de Equilibrio en Estado Estable:
Se utilizan para encontrar la distribucién ya sea de esfuerzos, temperaturas o

presiones; variables que para este tipo son independientes del tiempo.

= Problemas de Eigenvalores:
En este tipo de problemas, el tiempo no aparece como una variable explici-

ta. Pueden ser considerados como una extension del anterior, en los cuales los
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valores criticos de ciertos pardmetros son determinados en adicién a las cor-
respondientes configuraciones en estado estable. Se utilizan en el calculo de
frecuencias, estabilidad del flujo laminar y caracteristicas de la resonancia en-

tre otros.

» Problemas de Transicién o Propagacién:
Este tipo de problemas surgen cuando el cuerpo responde a la aplicacién de
estimulos que varfan con el tiempo, estos estimulos pueden ser cargas, calen-

tamientos o enfriamientos entre otros.

2.1.5. Descripciéon General Del Método

Como se menciono anteriormente, el dominio o cuerpo continuo se representa co-
mo el ensamblaje de subdivisiones denominadas elementos finitos. Se considera que
los elementos estdn interconectados en uniones especificas denominadas nodos o
puntos nodales que se localizan en los limites del elemento. Puesto que el cambio
de las variables (e.g. desplazamiento, esfuerzo, presién o velocidad) dentro del do-
minio continuo no se conocen, se asume que el cambio al interior del elemento puede
ser aproximado por una funcién simple. Estas funciones de aproximacién (también
denominados modelos de interpolaciéon) son definidos en términos de valores de
variables del dominio en los nodos. Cuando las ecuaciones generales se plantean,
los nuevos valores no conocidos serdn los valores en los nodos de las variables del
dominio y resolviendo el sistema, el cual esta generalmente en forma matricial, los
valores nodales de las variables del dominio serdn conocidas y una vez se deter-
minen las funciones de aproximacién definirdn la variable del dominio durante el
ensamblaje de elementos. La solucién general del problema continuo por el método

de los elementos finitos siempre permitird un proceso ordenado paso a paso, el cual
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puede ser resumido de la siguiente manera:

1. Discretizacién de la estructura:
El primer paso es dividir el dominio en elementos. Por esta razén la geometria
puede ser modelada con elementos apropiados. El niimero, tipo, tamafio y ar-

reglo de los elementos es decidido.

2. Seleccién del modelo de desplazamiento o interpolacién apropiado:
Puesto que el la soluciéon de un dominio complejo bajo condiciones especificas
no puede ser predicha exactamente, se suponen algunas soluciones apropiadas
dentro de un elemento para aproximar la solucién desconocida. La solucién
supuesta debe ser simple desde un punto de vista computacional, pero deberia
satisfacer ciertos requerimientos de convergencia. En general, la solucién o los

modelos de interpolacién son tomados en forma de polinomios.

3. Derivacién de las matrices y los vectores caracteristicos:
Del modelo de desplazamiento asumido, la matriz y el vector caracteristico
es derivado usando las condiciones de equilibrio o el principio de variaciéon

apropiado.

4. Ensamble de las ecuaciones de elementos para la obtencién de las ecuaciones
de equilibrio general:
Puesto que la estructura estd compuesta de varios elementos, las matrices y

vectores caracteristicos son ensamblados de forma adecuada y general.

5. Solucién de las variables nodales desconocidas:
Las ecuaciones de equilibrio general han de ser modificadas para acoplar las
condiciones de frontera del problema. Una vez incorporadas la solucion del
sistema puede darse de forma sencilla para el caso de sistemas lineales; o se

puede complicar en el caso de los sistemas no lineales.
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6. Calculo de las variables secundarias:
El conocimiento de las variables nodales permite calcular otros tipos de vari-
ables que son fisicamente importantes y que son dependientes de los valores

de la solucidn.

2.1.6. Paquetes De Co6mputo Para Elementos Finitos

La aplicabilidad general del método, hace de él una poderosa y versatil herramienta
para resolver una amplia variedad de problemas. Es por ello que un gran ntiimero de
paquetes de programacion han sido desarrollados, de igual modo algunos de ellos
se desarrollan de forma tan general que el mismo programa puede ser usado para la
solucién de problemas relativos a diferentes ramas de la ingenieria con pequefias o

ninguna modificacion.

Muchos de estos paquetes representan grandes programas que pueden ser usados
para resolver problemas complejos. Por ejemplo, el programa NASTRAN (National
Aeronautics and Space Administration Structural Analysis)f| contiene aproximada-
mente 150000 rutinas (statements) y pueden ser utilizados para analizar problemas
fisicos o practicamente de cualquier tamafio, tal como aeronaves o una estructura

automovilistica.

La disponibilidad de supercomputadores (e.g. Cray-1 y Cyber 205) hicieron un fuerte
impacto en la tecnologia de elementos finitos. En orden de aprovechar el potencial de
estos supercomputadores en los célculos requeridos, algoritmos numéricos en par-

alelo, estrategias de programacién y lenguajes de programacién estan siendo desar-

thttp:/ /www.mscsoftware.com/Contents /Products/ CAE-Tools/MSC-Nastran.aspx
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rollados. El uso de computadores personales y Workstation en el anélisis y disefio de
ingenieria se ha tornado increiblemente popular, asi como los precios del hardware
han bajado dramaticamente. Muchos programas de elementos finitos, adaptados es-

pecialmente para computadores personales y ambientes de Workstation.
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3.1 Planteamiento del Problema a Realizar

3.1.1. Modelo Matematico

La formulacién de la ecuacion de flujo acopla fuertemente las variables Presion y Sat-
uracién, una forma de reducir este acople es reformular las ecuaciones en términos
de una presién global para separar los célculos de la presién de los calculos de satu-

racion. Se define la presién de aceite (p,) y la saturacion de agua (S,,) como variables

primarias (p, S), y la velocidad total como:

u=u, +Uu, (3.1)

Ecuacidén para la presién

Bajo la suposicién que los fluidos son incomprensibles se puede observar que:
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V-u=q({pS)=quw®S)+d(p,S) (3.2)

Ahora reemplazando las ecuaciones de presién capilar y de velocidad total en la

ecuacion de velocidad de Darcy:

L. pp
uy = ——ky 22 (Vo (3.3)
=T, (Vo)
Se tiene:
u=-k [Vp - /\wVpc - (/\wpw + /\0p0> gVZ] (34)

Donde ), es la movilidad del aceite (%) y Az es la movilidad de cada fluido.

Este resultado conduce a la ecuacién para la presion:

— V- (kAVp) = ¢ — V (k (A Ve + (AwPw + Aobo) 9V 2)) (3.5)

Ecuacién para la Saturacién

Las velocidades de las fases w,, y u, estdn relacionadas con la velocidad total por

medio de las ecuaciones:

uy, = fuu + kN[ Ve + kAo fu (P — po) 9V 2
u, = fou — kA, foVpe + kAo fo (Po — puw) 9V 2

(3.6)
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Se reemplaza las ecuacién de velocidad de agua (u) en la en la ecuacién principal

para obtener:

dpe

¢>% + V. {kfwko (—VS + (po — pw)sz) + fwu} = Gu(p, S)

as

3.2 Modelamiento Mediante el MEF

3.2.1. Modelo Numérico

Figura 3.1: Dominio Idealizado

Abstraccion \s,
de la Region

de Interes

X
S, Frontra en la que se especifica la Presion
S, Especificacion del Caudal.

3.7)

Dado un dominio como el presentado en la figura en el que se considera los

efectos de presion capilar y de gravedad despreciables, con flujo bidimensional en

estado estable cuyo modelo diferencial seria:
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8 H(Z)pk‘x 8P 8 H(z)pk’y 8P o
B ( W On + By " oy +qH) =0 (3.8)

Los dos fluidos estan sometidos a la misma presioén debido a la restricciéon de presion

capilar. Y las condiciones de frontera serian:

P =P,(z,y) Sobre S}

Hipk, OP . H,\pk, OP ()
(2)P _lm+m_1y+q1—12:0 Sobre 52
s Oz ps Oy

Siendo S; y S, Las fronteras tipo Dirichlet y Neumann respectivamente.

3.2.2. Métodos de Aproximacién

La resolucién de este tipo de ecuaciones requiere métodos aproximados; en el de-
sarrollo del MEF se utilizan comtinmente dos tipos de métodos los cuales sientan la

base para su posterior desarrollo.

El primer tipo estd basado en principios variacionales, consiste en aproximar a las
soluciones u, v que hacen estacionario un funcional asociado al sistema de ecua-

ciones, mediante una suma ponderada de funciones:

i=1 i=m+1
Donde las constantes a; a determinar son denominadas coordenadas generalizadas.
Las funciones N;(z,y) son denominadas funciones de prueba y se eligen arbitraria-

mente pero deben satisfacer las condiciones de contorno y de compatibilidad. Este
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método fue utilizado por Lord Rayleigth en 1870 usando un campo de aproximacién
con una tnica funcién de prueba. Posteriormente Ritz en 1909 generalizo el método
aproximando la solucién mediante varias funciones. El funcional al cual lo denomi-

namos II, es funcién de las funciones solucién u, v y sus primeras derivadas.

Al reemplazar estas funciones por las aproximaciones dadas por las ecuaciones an-
teriores, se tendra que el funcional II depende tinicamente de las coordenadas gen-
eralizadas a; las cuales pueden tomar cualquier valor. Sin embargo para aplicar la
condicién de estacionaridad del funcional nos interesan aquellos valores que lo min-
imicen, en el método de Rayleigh esto se consigue igualando la derivada de II re-

specto a la coordenada a; e igualando este resultado a cero para despejar este valor.

En el caso en el cual el funcional II es una funcién cuadrética de las funciones u, v y
sus primeras derivadas, la sustitucién de las funciones aproximadas dara como re-
sultado una dependencia lineal de las coordenadas a; con la derivada del funcional,
lo que conduce a formar un sistema de ecuaciones que en forma matricial puede ser

escrito como:

r ] ( ( )
ki ki ... kg a1 f1
k k . a
21 22 2 _ sz (3.11)
_knl kn2 o knn_ \an) \fn )

El otro tipo de método denominado de Residuos Ponderados se aplican directamente
sobre la ecuacién diferencial sin la necesidad de un funcional asociado. Definida una

ecuacion diferencial sobre un dominio €2 tal que:
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Alu)— f=0 en () (3.12)

Sujeta a las condiciones de frontera sobre la parte I' de su frontera de la forma:

M(u)—g=0 enl (3.13)

Al reemplazar en la ecuacién diferencial la solucién aproximada @ se generara un
residuo diferente de cero tanto en el dominio como en el contorno. El principal obje-

tivo que se persigue con este método es imponer la condicion,

/ W Ro(u)dQ+ | WRp(u)dl =0 (3.14)
Q

1NN

Siendo W y W funciones integrables y no idénticamente nulas denominadas fun-
ciones de ponderacién o de peso. La definicién de estas funciones da origen a diver-

sos métodos de solucién entre las més destacadas estan:

= Colocacién por puntos: Consiste en imponer un residuo nulo en p puntos del

dominio y parte del contorno asi:

Las funciones de ponderacién adoptan la forma de las funciones denominadas

Delta de Dirac.
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= Colocacién por subdominios: A diferencia del anterior el residuo se torna nulo
en n subregiones tanto del dominio como del contorno sobre las cuales se han

impuesto condiciones naturales,

/RQ(&):O 1=1,2,...,p (3.17)
Q;

/Rp(a)zo i=p+1L,p+2,....,n (3.18)
T

En cuyo caso las funciones toman el valor de uno en cada subdominio y cero

en el resto.

» Minimos Cuadrados: En este caso las funciones de ponderacion se las toma

igual a sus respectivo residuo:

I—}é(RQ@DfdQ+1A (Rp(w))? dT (3.19)

» Método de Galerkin: Las funciones de ponderacién se igualan a las funciones

de prueba por tanto,

/M&mmn- NiRr(@)dT = 0 (3.20)
Q

'y

Retomando el planteamiento en residuos ponderados, el término:

/m%mz/mm@+ﬂm (3.21)
Q Q

puede ser reescrito mediante la integraciéon por partes como,

/wg /wwi dQ+/mQ )dIl' (3.22)
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En las que C, D y &€ son operadores diferenciales lineales de un orden de diferen-
ciacién menor que el correspondiente al operador A. Esta expresion se conoce como
forma débil, por medio de la cual al elegirse convenientemente la funcién de peso W
(Método de Galerkin), desaparecen las integrales de borde que involucran a «. Esto

es aplicable para condiciones de frontera denominadas naturales.

3.2.3. Pasos Para Resolver por Medio del MEF

Paso 1. Discretizacion del Dominio

El método de Galerkin es una poderosa herramienta para proponer soluciones aprox-
imadas a problemas de contorno o fronteras, pero presenta una seria limitacién, el
método no establece un procedimiento sistematico para la construccion de las fun-
ciones de prueba necesarias para determinar la forma de las aproximaciones. Salvo
los requerimientos de independencia, continuidad y derivabilidad, estas funciones
son arbitrarias por lo que se debe afrontar el problema de elegir entre distintas posi-
bilidades, alguna de las cuales pueden resultar no tan claras. Ahora dependiendo de
la funcién elegida se obtendra soluciones de calidad. La situacién empeora en prob-
lemas de dos (2D) y tres dimensiones (3D) en los que las funciones deben disefiar-
se para satisfacer las condiciones de frontera en contornos que pueden presentar
geometrias complicadas. Por otro lado, una mala eleccién de las funciones puede
producir matrices mal condicionadas que hagan dificil o imposible la solucién del

problema dentro de los limites de la precision esperada.

La alternativa es dividir el dominio 2 en subdominios o elementos no superpuestos
y entonces construir una aproximacién por tramos sobre cada subdominio e inclu-

sive, se pueden utilizar distintas expresiones en cada uno de los subdominios en un
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sistema discreto el cual posee un nimero finito de grados de libertad. En este caso,
las integrales definidas sobre todo el dominio pueden obtenerse como la suma de las

contribuciones de cada uno de los elementos.

Las caracteristicas de los elementos se escogen de forma que representen del mejor
modo la geometria a modelar y el nimero de coordenadas independientes que de-
scriben el sistema. Si las distintas variables y propiedades pueden ser descritas en
términos de una coordenada espacial, los elementos lineales o unidimensionales

modelan dicha geometria.

Cuando la configuracion y otros detalles del problema pueden ser descritos en térmi-
nos de dos coordenadas espaciales los elementos mas utilizados para realizar este
tipo de analisis son los mostrados en la figura El elemento base para un anadlisis
bidimensional es el triangulo puesto que los cuadrildteros pueden ser compuestos
de dos 0 mas elementos triangulares y la discretizacion con este tipo de elementos

resultaria por tanto desventajosa.

Figura 3.2: Elementos bésicos para modelos bidimensionales
2 ) 5
Triangulo Rectangulo
2
2 3
3
4 1 /A

Cuadrilatero Paralelogramo
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Cuando los parametros del cuerpo pueden ser descritos por tres coordenadas espa-
ciales independientes, los elementos més utilizados son los mostrados en la figura
3.3l De forma andloga al anédlisis bidimensional, los tetraedros son la forma base de
las demas figuras geométricas y del mismo modo la utilizacién de los demas ele-

mentos suele ser desventajosa.

Figura 3.3: Elementos basicos para modelos tridimensionales
1 2

1

3

4 5 7

3

Tetrahedro Prisma Rsectangular

2
3

5 7

Hexaheciro

Cuando la discretizaciéon del dominio requiere geometrias curvas, los elementos uti-
lizados pueden tomar formas curvas gracias a la creaciéon de nodos intermedios en

cuyo caso se denominan elementos de alto orden.

Los pardmetros considerados para la escogencia del elemento son entre otros el
numero de grados de libertad necesitados, la precisién requerida y la facilidad con la
cual las ecuaciones puedan ser derivadas. En ciertos problemas el cuerpo no puede
ser representado como el ensamblaje de un solo tipo de elementos por lo que se

utilizan distintos tipos.

Para asegurar la convergencia de la solucién; el tamafio que posean los elementos
deberd ser escogido con cautela, elementos pequefios incrementan precision a costa

de esfuerzo y tiempo computacional; la relacién de aspecto descrita como la forma
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del elemento en el ensamblaje de elementos [|influird también en la solucion.

*Puede entenderse como uniformidad de los elementos.
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Elementos Simplex, Complex y Multiplex

Los elementos pueden ser clasificados de acuerdo a su geometria; anteriormente se
estableci6 que existen formas geométricas adecuadas que dependen de la dimensién
trabajada, topolégicamente estos modelos se denominan “simplex”, polinomio de
lineas rectas con términos constantes; formando un elemento de n + 1 nodos en el
espacio n-dimensional o sea: lineas, tridngulos o tetraedros para la dimensién 1, 2 o

3 respectivamente cuyos valores en los nodos determinan la variable ®,).

Los elementos complex constan de polinomios de aproximacién cuadréticos, ctbi-
cos o términos de orden superior en concordancia con la necesidad, sumados a las
constantes de los términos lineales. Este tipo puede tomar la forma de los simplex

pero tendréd nodos adicionales (internos).

Los elementos multiplex constan de fronteras paralelas a los ejes coordenados para
alcanzar continuidad entre los elementos. El rectdngulo es un buen ejemplo para
espacios 2D. Es importante resaltar que a diferencia de este los elementos simplex y

complex no necesitan ser paralelos al eje coordenado.

La discretizaciéon del modelo trabajado, se muestra en la fig |3.4{, con tridngulos de
lados rectos puesto que son las figuras mas simples capaces de modelar geometrias
bidimensionales complejas; adyacente a esta figura se puede observar la nomen-

clatura de los elementos utilizada.
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Figura 3.4: Dominio discretizado por elementos finitos triangulares.

i(xy,)
" K(XYi)

J(%,Y)

1,2, 3 es la numeracion local
I, j, keslanumeracion local

Paso 2. Interpolacién

Para resolver el sistema se requiere aproximar la solucién sobre cada elemento que
compone el dominio, es entonces como la escogencia de una funcién sencilla que
represente el comportamiento de esta solucién al interior del elemento es un punto
clave. Por lo general este tipo de funciones son polinomios puesto que son féciles de
manipular analitica y computacionalmente; ademéds; el grado del polinomio deter-

mina el grado de exactitud requeriddf]

Forma Polinomial de las Funciones de Interpolacién

Si un tipo de polinomio de variacién es asumido para la variable ¢,) en un elemento

unidimensional, esta puede ser expresada como:

Gz) = a1 + agw + asx® + -+ apa” (3.23)

fTe6ricamente un polinomio de orden infinito corresponde a una solucién exacta del sistema.
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Para espacios bidimensionales o tridimensionales respectivamente los polinomios

toman la forma:

O(x,y) =a1 + asx + asy + as2® + asy’ + agry + - - + amy" (3.24)
(b(ma Y, Z) =ay + a2 + azy + asz + ast'Q + a6y2 + 6L72’2

+ agry + agyz + a0z + - - - 4+ a 2" (3.25)

Donde a4, as, ..., a,, son los coeficientes del polinomioﬂ n es el grado del polinomio.
En la mayoria de aplicaciones toma el valor de la dimensién y m que es el namero

de coeficientes del polinomio dado por:

m=n-+1 Para elementos unidimesionales.

n+1

m = Z J Para elementos bidimesionales.
= (3.26)

n+1
m = Z jn+2—7) Para elementos tridimesionales.
j=1

Polinomios de Interpolaciéon en Términos de los Grados de Libertad

La solucién desconocida para la variable dentro del elemento finito se asume estar
dada por una funcién simple [ en términos de los valores nodales de ese elemen-
to. Estos valores se conocen también como grados de libertad y son tratados como

desconocidos en la formulacién del sistema o en las ecuaciones generales.

*Es decir las coordenadas generalizadas
SPolinomios.
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Entonces se hace necesario expresar los polinomios de interpolacién en términos de
los grados de libertad nodales del elemento (e). Para esto, supongamos un elemento
finito de M nodos; los valores de las variables se podrian evaluar en los nodos por
sustitucion de las coordenadas nodales dentro de la ecuacién polinomial menciona-

da (3.23) la cual se puede expresar de la forma:

o(x) =iTa (3.27)
Donde para un nodo se tiene,
&) =o(x) (3.28)
A ={1 @ 2 . e} (3.29)
( )
a1
Qg
a=q (3.30)
[ Ont1 )

Abarcando los M nodos del elemento e se tiene:

(e) r .

(5(Nodo1)) #T(Nodo 1)
g T
7 — o( No'do 2) _ |7 (N(?do 2) G (3.31)
K5( Nodo M) | 7i"(Nodo M) |

Donde despejando @ = 77 [5)] ' y reemplazando este valor en la ecuacién del nodo

se tiene,
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p=rqd=rq"[n "o =[N]© (3.32)

Donde,

[N =q"[n " (3.33)

Con este resultado se puede expresar el polinomio de interpolacién dentro del ele-
mento finito en términos del desconocido nodo de ese elemento, (©). Una limitacién
importante de las funciones de interpolacién tipo polinomio, es que se tiene que
invertir la matriz [] para encontrar ¢ y [7]("" lo que puede en algunas ocasiones

conducir a singularidades. El orden del polinomio se escoge tomando en cuenta:

1. Los requerimientos de convergencia.

2. Los patrones de variacion de las variables resultantes del modelo polinomial

sean independientes del sistema coordenado local.

3. El ntimero de coordenadas generalizadas («) iguala al namero de grados de

libertad nodal del elemento (¢).

La primera condicién es de especial interés puesto que el método de elementos fini-
tos al ser una técnica numeérica, se obtiene secuencias de soluciones aproximadas que

convergen si el polinomio cumple con las condiciones:

1. Las variables deben ser continuas dentro del elemento.
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2. Todos los estados uniformes de las variables ¢ y sus derivadas parciales su-
periores al més alto orden pertenecientes al funcional /(¢), deben tener repre-
sentacion en el polinomio de interpolacién cuando en el limite el tamafio del
elemento es cero. En la mecdnica de s6lidos esto significa que el modelo de-

bera permitir modelar también cuerpos rigidos.

3. Las variables ¢ y sus derivadas parciales arriba de un orden menos que el mas
alto contenidas en el funcional debera ser continua en los limites del elemento

y en las interfaces.

Desarrollo De las Funciones de Interpolacién en Una Dimensién

En el mas simple de los casos la funcién ¢(,) a aproximar vendra asociada con sus
coordenadas generalizadas a; que corresponden a los valores en los extremos del

elemento denominados nodos.
Figura 3.5: Representacion gréfica del polinomio de aproximacién en una diimen-

sion.

Da

a3

e ! 5
¢

odq

Y.

Asumiendo que la variacién de ¢ se da en forma lineal es decir:
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Gi =1 + aox; (3.34)
O; =aq + aox; (3.35)
La resolucién de este sistema conduce a
oy =0T (3.36)
, =2 T # (3.37)
Siendo z; y z; las coordenadas globales de los nodos ¢, j.
Sustituyendo estos resultados en la ecuacion principal se obtiene:
o) = (2B 4 (222 3.39)
La cual puede reescribirse como:
¢ = a;Nf + a;N¢ (3.39)
$(x) = Ni(2)®; + N;(2)®; = [N(z)] 8 (3.40)
[N(z)] = | Ni(x) N;(z) (3.41)
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r — T
Nj(z) = —
IO S (3.42)

Donde el vector ) es el vector de incognitas nodales del elemento (e)

Paso 3. Derivacién de las matrices y vectores caracteristicos

PRINCIPIO DE MINIMA ENERGIA POTENCIAL

La solucién de las ecuaciones diferenciales pueden constituirse de varios resultados,
sin embargo la solucién real de la misma viene dada por aquella respuesta en la
que minimiza la energia potencial total. Esta tendencia natural se explica por medio
de la segunda ley de la termodindmica la cual establece que la entropia de un sis-
tema maximizara el equilibrio. Estas Ecuaciones de Minima Energia Potencial vienen
dadas por un funcional cuya forma y significado fisico lo determina el problema a
tratar. Un funcional se define como una funcién cuyo dominio es un conjunto de
funciones, el fluido al interior de un medio poroso puede moverse de diversos mo-
dos dados todos por la misma ecuacién, sin embargo la funcién que minimice la
energia para que este flujo se dé como se menciono anteriormente, sera la ecuacién
real y podré ser calculada por medio la integral de de otra funcién a la cual se le de-
nomina funcional 7, esta es la base para el Cilculo Variacional y la determinacién de
los valores extremos (méaximos o minimos) los cuales son los valores estacionarios

del funcional seran la pieza clave para la resolucién de los métodos de Rayleigh -
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Ritz principalmente, para la transferencia de energia (ecuacién de calor) el funcional

asociado a la ecuacion diferencial parcial se expresa de la forma:

1 oP@©\ oP@©\” OP©\
[_5///V(e> [kx< Ox ) +ky< oy ) +kz( 0z )

1
1 / (POdS,
2 Js

av

(3.43)

DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE LOS ELEMENTOS

La ecuacién general puede resolverse tomando la ecuacién de potencial, estas ecua-
ciones pueden derivarse usando aproximaciones variacionales o de Galerkin. Sin
embargo en ambos casos se supone que la presién varia de forma apropiada en cada

elemento y expresa P® como:

—

PO (z,y, 2) = [N(z,y, 2)] P (3.44)

En el primer caso se deriva el funcional m respecto a cada coordenada generalizada
tomando en consideracién las condiciones de frontera espaciales y temporales, y se
iguala a cero para obtener asi las presiones minimas en la que ocurre un flujo. El

segundo caso conduce a la ecuacion:

TQue es una sumatoria de los funcionales de cada uno de los elementos.
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0 oPpP© 0 op© 0 op) .
///V@Ni [a_<’“ oz )*a_y(k 7y )*5(’“ iz )*q]dv‘o

i=1,2,....b (3.45)

Donde b es el nimero de nodos y desde la cual se formula la parte débil:

8]\71 8P(e) aNz aP(E) aNZ ap(e)
N z Y dV
/ / /v<e> {k or Ox Ry oy Oy R 0z 0z ]

ple ple P
+ // N; k:xa—lx +k 0 L, + kza—lz as
S(e) 833

Y oy 0z
+ / / N;-qdV =0
Ve

i=1,2,...,b (3.46)

Es facil observar que la primera condicién impuesta sobre la frontera (tipo Dirichlet)
se satisface completamentem sin embargo las condiciones segunda clase no se sat-
isfacen tan facilmente por lo que es necesario afiadir una nueva ecuacién sobre los

elementos que poseen estas fronteras, es decir Sy:

opP©) opPe© opP®©
Ni \kp——l, + ky——1, + k,——1, | dS =
/[qgc>+s§e> [ Ox iy oy " * 0z

s

Partiendo que:

ILas derivadas espaciales para t=0 son nulas.
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(3.48)

0P _ [ON1 ON> ON, ] 5
ox Jxr Ox Oz

Agrupando todos estos resultados puede obtenerse la representacién matricial de

las ecuaciones para cada elemento de la forma:

[ KP] PO L [ Kée)} PO 4 PO _ GO —§ (3.49)

Donde las matrices K;, Ky y ) vendrian dadas por las ecuaciones

() ON; ON; ON; ON; ON; ON; v
Kl”’ _///V<e> (kx Ooxr Ox thy Oy Oy + k. 0z 0z (3.50)

KY) =hN;N; - dSs (3.51)

Qge) :/// gN;dV — // qN;dS, (3.52)
V(e 589

Estas ecuaciones pueden ser planteadas en forma matricial, en cuyo caso quedan:

[Kf“”] - / / /V . (B]” (D] [B]dV (3.53)

[Ké@’] - / /S  INTT [N dSs (3.54)
Q9 =0 +d5 + @y (3.55)

3 = / / dINT" as, (3.56)
S;

Para el caso bidimensional se tiene:
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D] = (3.57)
0 &,
N, 9Ny .. 0Ny ON;  ON; 1 |b b
[B] _ ox ox ox _ ox or _ g J (358)
oNy ONy . 0N, oNy  ON; | 240 |
oy dy Oy Oy dy K J

Paso 4. Ensamble de las Ecuaciones

Al agruparse todas las ecuaciones de todos los elementos (ensamblar los elementos)

se obtiene la ecuacion general:

[K]P=Q (3.59)
E
_ (©) (@)
K] ; HKl } + [KQ H (3.60)
Q= i Qv (3.61)

Descripcion para la formulacion de la ecuacién de saturacion

El modelo anterior describe la evolucién de la presion en el espacio, la formulacién
del cambio de saturacién en los pasos 1y 2 es idéntica a la anterior formulacion,
el paso 3 es andlogo simplemente al agregarse la variaciéon con el tiempo se debe
ingresar una condicién inicial de saturacion; el planteamiento de la forma débil de
la ecuacion ingresa un nuevo término a la sumatoria que se debe a la variacién en el

tiempo y es igual a:
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—/// Ni<%>d‘/:0, i=1,2,...,b (3.62)
viey  \Ot

La formula matricial queda:

[K©] 3 4 [ Kﬂ 3@ 4+ GO =§ (3.63)

Siendo,

K = / / / aN;N;dV (3.64)

Entonces conocida la distribucién de presién en el espacio para un tiempo ¢, se puede
determinar la distribucién de saturacién para un tiempo t+dt y visceversa. Conocida
la distribucién de saturacion al tiempo ¢ + dt, se puede determinar la distribucién de

presion para el tiempo t + dt.



Implementaciones Computacionales Basadas

en MEF

4.1 Descripcién General

Las ecuaciones de flujo desarrolladas a los largo del libro son constituidas en una
serie de modelos simplificados basados en un software comercial FLEXPDH con el
fin de reproducir varios escenarios y mostrar asi las facilidades del uso del método

de elementos finitos, se utilizo la siguiente metodologia:

Con el &nimo de validar los resultados obtenidos en los modelos Construidos en el
FlexPDE se reprodujeron en un software de cardcter comercial basado en el esquema
de diferencias finitas WINBOAST. En las secciones posteriores del trabajo se procede
a dar unas breves especificaciones, la manera se construyen los modelos en cada

programa, y aplicaciéon de la metodologia mostrada en la tabla

*Flexible Partial Differential Equations
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Tabla 4.1: Metodologia General usada para la validacién de los modelos basados en

MEF

FlexPDE (MEF) & WINBOAST (MDF)

1. Definir el tipo de anadlisis (Dindmico)
2. Construir la geometria.

3. Definir las porpiedades

4. Solucionar el sistema

5. Analizar los resultados

6. Validar los resultado obtenidos

4.1.1. FlexPDE

FlexPDE es un software desarrollado para solucionar ecuaciones diferenciales par-
ciales. Aunque es un software comercial, es posible descargar de internet gratuita-
mente una version estudiantil la cual presenta obviamente desventajas frente a la
version comercial en cuanto a atributos y capacidad de procesamiento de datos (nu-

mero de nodos).

FlexPDE permite resolver ecuaciones diferenciales parciales de primer o segundo
grado o bien sea en una, dos o tres dimensiones y aunque utiliza por defecto ge-
ometrfa cartesiana, es posible incorporar otras geometrias. Los problemas en Flex-
PDE se pueden resolver bien sean estables o dependientes del tiempo y la cantidad
de ecuaciones que puede resolver la limita la maquina de procesamiento, mas no el
programa. Las ecuaciones introducidas pueden ser o no lineales y el manejo en si del
paquete es relativamente sencillo, considerando la enorme aplicabilidad que puede

presentar en diferentes ambientes ya sea académicos o de aplicacién ingenieril.
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Figura 4.1: Frame inicial del FlexPDE

Fie Cortok View Stp Edt Heb D2l & 67 @ - BEY

Status

5 FlexPDE Student Version 5.1.0s 3D

‘L FlexPDE 5.1.0s

<7 Student Version

A Flezible Solution System for Partial Differential Equations
211522 Ang 20 2008
© 1996-2008 PDE Solutions Inc
. pdeselutions.com

In Flot¥indow:
Double-click to maximize
Right-click for menu

In Status Window:
lickto select font

FlexPDE posee un entorno diferente a las implementaciones comunes, los mode-
los cargados son en forma de scripts lo cual facilita la construcciéon del modelo y se
hace maés facil modificarlo para realizar analisis diferentes, la metodologia de trabajo

basica fundamental de un modelo FlexPDE tiene las siguientes partes:

1. Definir variables y ecuacuiones.

2. Definir el dominio.

3. Definir los parametros del material.
4. Definir las condiciones de frontera.

5. Especificar las salidas graficas.

Para trabajar con el programa se recomienda iniciar con problemas sencillos para
ir familiarizdndose con el software, de tal modo que se tenga un modelo simple al

cual se le conozca la respuesta. Asi mismo, emplear pardmetros sencillos y empezar
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a conocer las bondades del programa, ayudarse de graficos para ir conociendo como
se soluciona el problema y emplear comentarios en la descripciéon del programa.
Para esto ultimo, el programa emplea un lenguaje de programacion similar al de

otros paquetes, donde se puede resaltar:

» Para el caso de la diferenciaciéon se expresa como Dx, Dy, Dz, Dr, Dxx,

Dyy, Dzz segtn sea las coordenadas en que se trabaje, por ejemplo:

% Se denota dx (u)
ox

0*u

92 Se denota dxx (u)

» Las ecuaciones diferenciales se pueden expresar con operadores diferenciales

como Div (divergente), Grad (Gradiente).

v (u) du+du+du 4
=—+—+— = r
de dy dz gradit

» El programa no hace diferenciacion entre caracteres alfabéticos en maytscula
o mintscula empleados en el uso de las funciones, definicién de pardmetros o

variables.

» Cuando se desee realizar comentarios, estos pueden colocarse libremente en
el texto mediante el uso de llaves {} para hacer aislar las lineas escritas entre
estas, o empleando el simbolo de la exclamacién (!) para ignorar el resto de

la linea.

La generacion de la malla basada en elementos finitos se obtiene empleando Run

Script desde el FlexPDE. En la version estudiantil se tienen limitaciones en el nimero
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de nodos con que se puede resolver el problema como es 100 nodos para una dimen-
sién, 800 nodos para 2D y 1800 nodos para 3D. La generacién de los nodos es au-

tomatica por parte del programa, sin embargo, esta puede modificarse empleando:

MESH _SPACING=# En caso de desear aumentar o disminuir la densidad de malla

para una zona dada se emplea.

NGRID =# Para variar el numero de filas de malla en todas las coordenadas, donde

con # se especifica el nimero de filas.

4.1.2. Operacion del FlexPDE

Al trabajar con FlexPDE el problema se debe definir en un archivo en el cual se debe

tener estrictamente la siguiente informacién:

1. Las variables y ecuaciones.

2. El dominio.

[68)

. Los pardmetros del material.

S

. Las condiciones de frontera.

a1

. Especificar la salida grafica.

Esta informacién se incluye en secciones correspondientes donde se tienen secciones
adicionales como se presenta en la tabla a continuacién de la estructura del planteamien-

to de un problema en FlexPDE:

Estas secciones de explican rdpidamente a continuacion:
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Tabla 4.2: Estuctura general de un script en FlexPDE.

SECCION DESCRPCION

TITLE Define el titulo del problema.
SELECT Opciones y controles del sistema.
COORDINATES  Define el sistema de coordenadas.
VARIABLES variables del problema.
DEFINITIONS Define pardmetros y cantidades.
INITIAL VALUES Valores iniciales de las variables.
EQUATIONS Define el sistema de EDP’s.
BOUNDARIES Describe las fronteras del problema.
TIME Define el tiempo de dominio.
MONITORS Representacion grafica en tiempo real.
PLOTS Representacion gréfica de la solucién final.
HISTORIES Exhibe graficas en funcién del tiempo.
END Identifica el final del descriptor.
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TITLE: Seemplea para colocar el titulo que aparecerd en todos los gréaficos obtenidos

del problema. Debe ir entre comillas.

SELECT: Esopcional y se usa solamente cuando se desea soluciones méas adecuadas.

Se emplea para diferentes casos como son:

» Para el control de generacién de malla, donde los controladores més us-
ados son NGRID donde especificamos el ntimero de filas de la malla y

REGRID que es una refinacién automatica de la malla.

» Para el control de la solucién del problema, donde los comandos mas co-
munes son AUTOSTAGE que elige el nimero de etapas automaticamente

y STAGES que es definido por el usuario.

» Para el control del grafico de la solucién del problema, donde se tienen

14

varios comandos entre los que se puede mencionar: ALIAS (Coord)”Nombre
Que nombra una coordenada, GRAY =ON que genera gréficos en escala
de grises, PAINTED, TEXTSIZE =# donde se indica el tamafio del texto

en el gréfico.

COORDINATES: Define las coordenadas geométricas del Problema Estas pueden

ser:

CARTESIAN1: Coordenada Cartesiana en 1D “X”.
CYLINDER1: Coordenada cilindrica en 1D “R”.
SPHERE1: Coordenada esférica en 1D “R”.
CARTESIAN2: Coordenada cartesianas en 2D “X"y “Y”.

XCYLINDER: Coordenada cilindrica en 2D con coordenada axial “Z”alo largo

del eje horizontal “X”, y coordenada radial “R”a lo largo del eje “Y”.

YCYLINDER: Coordenada cilindrica en 2D coordenada radial “R”a lo largo

del eje horizontal “X”, y coordenada axial “Z”. a lo largo del eje “Y"..
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CARTESIAN3: Coordenadas cartesianas en “X”, “Y”y “Z”.

NOTA: En caso de no especificarse coordenadas, el programa asume por de-

fecto la cartesiana en 2D.

VARIABLES: En esta se definen las variables del problema, las cuales se pueden

nombrar teniendo presente las siguientes restricciones:

» Deben iniciar con un carécter alfabético, no pueden comenzar con un
numero o simbolo, aunque lo pueden tener dentro de su nombre.

lltll

= El nombre puede ser de un tnico caracter, excepto que es reservada

para el tiempo y de algunos nombres definidos para los comandos.

= No pueden tener espacios en su nombre, en caso de que se requiere debe

a“ 75

usarse underline “_

» No puede contener “— " el cual es reservado para el signo menos.

En esta parte de la descripcién del problema se puede definir la dimensién del
error para la variable que se estd midiendo con el comando THRESHOLD, al
que se le asigna un valor. A menores valores asignados, el refinamiento de la

malla es mejor y se reduce el error en la solucién de la variable, ver ejemplo 3.

DEFINITIONS: En este se definen los pardmetros del material donde se especifica
el nombre y su valor. En caso de que la variable presente un valor diferente en

una o més regiones, puede especificarse su valor en la region definida.

INITIAL VALUES: Se emplea para definir el valor inicial de las variables, en caso

de no realizarse se asume que la variable inicia en cero.

EQUATIONS: En esta se definen las ecuaciones diferenciales parciales, para lo cual

se requiere especificar una ecuacion para cada variable, Cuando se tienen muchas
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variables se deben asociar las ecuaciones empleando el nombre de la variable

y dos puntos (:)

VARIABLES

EQUATIONS

A:Div (grad(A))=0

B:Div (grad(B))=0

BOUNDARIES: Se emplea para definir el dominio del problema, donde se especifi-
ca el de cada regioén usando la palabra REGION seguida del ntimero que le cor-
responda. Para realizar la construcciéon de la region se especifica el perimetro,
empleando la palabra STAR y el punto inicial, y luego se emplea la palabra
LINE, SPLINE o ARC, luego se detallan uno a uno los vértices seguidos de la
palabra TO y se cierra la figura con la palabra CLOSE o TO CLOSE. Adicional-
mente las condiciones fronteras se especifican en esta secciéon cuando se esta

definiendo el dominio:

» Las condiciones de frontera tipo Dirichlet se especifican con VALUE, la

cual puede ser una expresion aritmética.

» Las condiciones de frontera que presenta un flujo se especifican con NAT-

URAL, la cual puede ser una expresién aritmética.

TIME: Se emplea para definir la dimensién de tiempo y sus rangos. Es decir los
Problemas que dependen del tiempo o Transitorios, donde se especifica el tiem-

po inicial, el tiempo final y el paso.
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Ej: “Time 3 by 3 to 300”especifica que el tiempo va desde 3 hasta 300 con

incrementos de a 3 unidades de tiempo.

MONITORS Y PLOTS: Se emplean para obtener la salida grafica de la solucién
del problema. Se utiliza MONITORS para informar el progreso de la solucién,
y PLOTS para obtener la solucién final. FlexPDE reconoce varias formas de

salida de comandos como son:

CONTOUR: Grafica de contornos.
SURFACE: Gréficos de superficie en 3D.
VECTOR: Graficas de vectores de campo (gradiente en cada nodo).

ELEVATION: Grafica el valor obtenido como resultado de la variable en una

trayectoria definida.

SUMMARY: Se emplea para obtener reportes de valores calculados en una

hoja de texto.

HISTORIES: para obtener gréficos en funcién del tiempo de la variable en

diferentes puntos o superficies.

END: Para finalizar la escritura del script.

4.1.3. WinBOAST

El modelamiento de flujo de fluidos en medios porosos ha sido ampliamente estudi-
ado. El software basado en el método de diferencias finitas y muchas de estas imple-
mentaciones son de caracter comercial como ECL, CMG o de caracter académico co-
mo WINBOAST 4D, sin importar su caracter o finalidad el uso de estas herramientas

en la simulacién numérica de yacimientos ha sido muy importante, por esta razén
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el uso de un software basado en MDF es un razén suficiente para validar los mode-
los MEF desarrollados en este trabajo, por ser de cardcter comercial y de semi-libre

distribucion, se uso WINBOAST 4D para este fin.

Descripcion del WinBOAST

WINBOAST 4D es un simulador numérico de yacimientos de tipo Black-Oil, el cual
simula el flujo darcy isotérmico en tres dimensiones de tres fases gas, petréleo y
agua. WINBOAST 4D esta disefiado para una plataforma Windows 95/98/NT y su
aplicabilidad esta orientada al entendimiento en el uso de un simulador numérico
de reservorios, al desarrollo de conocimientos bdsicos sobre la ingenieria de reservo-
rios y sus problemas ingenieriles, el WINBOAST 4D es una versién modificada del
simulador blackoil BOAST 1I el cual fue publicado por el departamento de Energia
de Estados Unidos y desarrollado por Fanchi Jhon Rf| en 1987, y este programa a
la vez fue una versiéon mejorada del BOAST un simulador IMPES publicado por el
departamento de Energia de Estados Unidos y desarrollado por Fanchi Jhon R. en

1982.
La version utilizada en este trabajo cuenta con las siguientes limitaciones:

WinBOAST a diferencia del FlexPDE no posee un entorno desarrollado para el usuario
(GUI) con el fin de interactuar con el programa de manera gréfica, en vez de esto los
datos y todo el proceso de montaje de un modelo se realiza desde un archivo de

texto plano. La formulacién usada para la solucién de la ecuacién de flujo es de tipo

fThon Fanchi R. Profesor de Ingenieria de Petroleo en la Escula de minas Colorado, Ha trabajado en

centros tecnolégicos de investigacién y actualmente en consultor internacional en temas energéticos.
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Tabla 4.3: Consideraciones y limitaciones del WinBOAST.
LIMITACIONES ASOCIADAS AL WINBOAST 4D

Maximo numero de bloques en el modelo 1000
Maéximo de numero de regiones 3
Maéximo numero de entradas en una tabla de una regién 30
Maéximo numero de Regiones PVT 3

Maximo numero de entradas en una tabla de una regiéon PVT 30
Maximo Numero de Pozos 25

Maéaximo Numero de Conexiones por pozo 5

IMPES donde la saturacién se calcula de manera explicita y la presién se calcula de

manera implicita, WINBOAST 4D esta codificado en fortran basado en la ecuacién

llamada la ecuacién del petréleo:

> )\o [2)
(B, — RyoB,) {v K -2°VP,+CG, — 2 }
BO pOSC
> >\w w
+ (Bw — RewB,) {v K- ZEVP, + 06, - d ] (4.1)
w p’LUSC

L /N, MRe AR q OP,
K- g odlso wdlsw Po B o
+ Bg lv <Bg + BO + Bw ) V + CGg p986:| ¢Ct 815

Donde las contribuciones de las fuerzas gravitacionales y capilares son:

CG,=-V K. <L) v (42 4.2)

CGy=-V-K- (A—w> v (ﬁ n Pcow) 4.3)
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06, =R ()9 (o 22) 9Py (0 | P (12 p )
(4.4)

Para la formulacion IMPES la presién se calcula de la ecuacion 4.1 de forma implicita
y la saturacion de los fluidos se calcula a partir de las ecuaciones y [4.4] de

forma explicita.

0 S, - A o
—(¢=2) -V - K. -22VP = :
o (¢ BO) v Bov O+GGO+pm 0 (4.5)
a Sw — )\u} qw
-V -K -Z22vP = .
5 (QSBw) v Bwv w+CGw+pwsc 0 (4.6)
So+ Sw+ S, =1 (4.7)

4.1.4. Operacion del WinBoast

Al trabajar con WINBOAST cabe resaltar que el tinico archivo de entrada es wtemp . DAT
los demads son respuestas y resultados del simulador, la data escrita sobre este archi-
vo esta dividida en dos partes La data de inicializacion y la data recurrente las cuales
se explican resumidamente a continuacién: La data de inicializacién debe ser leida
en el comienzo de la simulacién y son datos que el simulador siempre utilizara sin

que estos tengan algtn tipo de cambio.

DATA DE INICIALIZACION
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= DIMENSIONES DE LA MALLA Y LA GEOMETRIA

e MODIFICACIONES A LAS DIMENSIONES DE LA MALLA

e PROFUNDIDAD A LOS BLOQUES DE LA MALLA
= PARAMETROS DE LA VELOCIDAD SISMICA

e MODULOS Y DENSIDADES DE GRANO

* MODIFICACIONES A LOS MODULOS Y DENSIDADES DE GRANO

= DISTRIBUCIONES DE POROSIDAD, PERMEABILIDAD Y TRANSMISIBILI-
DAD

e MODIFICACIONES A LA DISTRIBUCION DE POROSIDAD Y LA PER-
MEABILIDAD

¢ MODIFICACIONES A LA DISTRIBUCION DE TRANSMISIBILIDAD

REGIONES DE ROCA Y PVT

e TABLAS DE PERMEABILIDAD RELATIVA Y PRESIONES CAPILARES

e TABLAS PVT DEL FLUIDO

INICIALIZACION DE LA PRESION Y LA SATURACION

PARAMETROS DE CONTROL DE LA SIMULACION

ESPECIFICACION DE LOS METODOS DE SOLUCION

MODELOS ANALITICOS DE ACUIFEROS

[1ex]

La data recurrente es la segunda parte del archivo wtemp .DAT y son datos que el

simulador lee periédicamente durante el curso de una simulacién.
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DATA RECURRENTE

= CONTROL DE LOS PASOS DE TIEMPO PARA SALIDA

= INFORMACION DE POZOS

4.2 Validacion De La Formulacion Mef Desarrollada Mediante

MDF

Para llevar a cabo la validacion se construyeron dos modelos académicos con formu-
laciéon MEF, modelo 1 (desplazamiento por agua modelo areal) y modelo 2 (desplazamiento
por agua modelo vertical) su respectivos andlogos con formulacién MDE, pero es im-
portante tener en cuenta las siguientes consideraciones entre los dos programas y
sobre como solucionan las ecuaciones propuestas, ya que existe una fuerte difer-
encia, WINBOAST es un entorno numérico desarrollado sélo para dar solucién a
la ecuacién diferencial parcial ??, mientras FLEXPDE es un entorno flexible para la
solucién de una gran variedad de EDP’s, por esta razén surgen las siguientes con-

sideraciones:

» Respecto a las ecuaciones:

* Laecuacion ?? es la usada por WINBOAST para la solucion de la presiones
por el método IMPES lo cual nos indica que se realizan unas fuertes modi-
ficaciones a la data del los modelos hechos en WINBOAST para conservar
una consistencia entre las dos EDP’s asociadas. La principal razén por la

cual se explica esto, es que dentro de las formulaciones desarrolladas en
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el trabajo se hace la suposicién de que los fluidos son incompresibles con

el fin de simplificar la formulacién MEF.

Si los fluidos son incompresibles no existird cambio alguno de volimenes
y por lo tanto los factores volumétricos son constantes e iguales a 1, ademaés
de esto el modelamiento realizado es para un sistema agua - aceite donde
las presiones capilares son iguales a cero, no hay presencia de gas, es decir
que tanto la permeabilidad efectiva y el gas disuelto en las fases liquidas
es constante e igual a cero. Teniendo en cuenta la simplificaciones perti-

nentes la ecuaciéon queda de la siguiente forma.

V-E-X\-VP+CG,— -2 } + [V-K-Aw-va+0c;w— o | =
Posc Pwsc
(4.8)
En donde se tuvieron en cuenta las siguientes consideraciones:
B,=B, =1
krg =0
krg - K
Ao = —2 =0
Ho
Ry = Rgy =0
Considerando,
M =X+ Xy,
(4.9)
P, =P,
La ecuacion 4.8 se reduce a:
V. KE-M-VP+CG,— L M| _g (4.10)

pOSC prC
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La cual es la ecuacién del petrdleo utilizada en los modelos implementa-
dos en FlexPDE, en el caso de un modelo de extension areal, los efectos
gravitacionales son depreciables , simplificando aun maés la ecuacién ex-

puesta.

En el caso de las saturaciones haciendo P, = F,, y sumando la ecuacién

y [4.6] obtenemos:

% (6Sw) = V- K - \VP + CGy + 2 =0 (4.11)

wsc

» Las restricciones del modelo (Condiciones de Borde):

* La definicién de las condiciones de borde y los pozos de los dos modelos
son diferentes, para el WINBOAST solo es posible aplicar condiciones de
no flujo tipo NEUMAN, mientras que para el FlexPDE es posible aplicar
tanto DIRICHLET como NEUMAN.

* Es posible definir las fuentes y sumideros en lo modelos MEF de dos man-
eras diferentes, usando las mismas condiciones de limite del modelo, o
con el uso de una funcién continua de un tnico méximo, que represente
las fuentes o sumideros. Los modelos desarrollados son bidimensionales
y no incluyen el termino de fuentes o sumideros de la ecuaciones expues-
tas anteriormente debido a problemas de estabilidad de la solucién, para
contrarrestar esto se usa las condiciones de borde como se aprecia en la
ilustracién4.3|en la definicién de la modelo para lograr simular la entrada

o salida de masa.

En la parte a de la figura |4.5/se muestra como WinBOAST usa la distribu-
cion de las celdas y sobre esta se impone la ubicacién de un pozo lo cual
nos indica que la locacién de los pozos difiere de un programa a otro

(Parte b fig. [4.5), haciendo que los modelos difieran en sus resultados. Si
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Figura 4.2: Definicién de pozos usando las condiciones de limite.

80%] P CONDICIONES DE BORDE
254 .
. |: |~ LIMITES DEL DOMINIO
CONDIONES DE NO FLUJO
DOMINIO
b 954 il CONDICIONES DE POZO

se incluyen términos de fuentes y sumidero en la EDP modelada en Flex-
PDE, debemos tener una funcién para la ubicacién espacial de una fuente

o un sumidero, la cual puede tener la siguiente forma:
Qdistribucion = Q X 6(—(posz—x)"—(posy—y)") (412)

Donde n es un entero par positivo.

El uso de esta forma implica que el exponente debe ser par y de un orden
alto (8 o 10) para que la ubicaciéon de la fuente sea mds local que areal,
llevando a errores de redondeo y haciendo mas lenta la convergencia de
los modelos, por razones de conveniencia se usa la ubicacién en los bordes

de los pozos.

» Las limitaciones inherentes del WinBOAST



Implementaciones Computacionales Basadas en MEF 62

Figura 4.3: Distribucién de un caudal de 1750 [%’], ubicado en la posicién (26,26), la

funcién es méxima es dicha posicion.
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— 1 Q=1750 [sth/d]

1200 -
1000
800
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400 -
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¢ Otra importante diferencia es el hecho de que WinBOAST no cuenta con
una formulacién para el enmallado dindmico y refinamiento local a parte
el tipo de enmallado, lo cual lleva a pensar que los modelos pueden sobre
predecir frentes de avances, durante el procesos de inyeccién de agua o
gas, esto es contrarrestado con el refinamiento global del modelo pero su
limitacién a 1000 celdas no permite tanto refinamiento espacial, lo cual

limita la comparacién a modelos no tan grandes.

Figura 4.4: Refinamiento local FlexPDE, usado en las zonas de altos gradientes (po-
Z0S).

MODELO 2D AREATL ACEITE NEGRO

XY

350.
300.

REFINAMIENTO LOCAL

250, ENMALLADO TRIANGULAR
200,
150.

100,

30,4

.........

T Tr T T T 1TT
0 50, 100 150 200 230, 300. 350
X
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» Los métodos numéricos de solucion.

* Para el WinBOAST se utiliza el método LSOR en algunas ocaciones méto-
dos directos para matrices de 5 bandas, en contraste para el FlexPDE se uti-
liza el método del gradiente conjugado pre condicionado para la solucién
numérica del problema o el método de Newton-Raphson para sistemas no
lineales cuando el sistema aumenta su no linealidad. Métodos que tiene
diferentes formulaciones y por lo tanto diferentes formas de convergencia,

el cual no es el caso de este estudio aunque afecte los resultados.

Por la razones anteriormente expuestas, los modelos desarrollados en este trabajo
estdn sujetos a una carga de error haciendo su validacién mas cualitativa que cuan-
titativa, sin embargo cédlculos del error relativo han sido realizados para controlar y

explicar las desviaciones de los dos Esquemas de Discretizacién MEF - MDE.

4.3 Modelos de Estudio

4.3.1. Guia de Construccion de los modelos de estudio

En la construccién de los modelos se llevo a cabo la siguiente secuencia de pasos, la

data de los modelos es ampliamente explicada en las referencias de cada programa.

» Construccion geometria

e Modelo WINBOAST
e Modelo FLEXPDE

* Definicién de las propiedades sistema roca - fluido
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o Modelo WINBOAST
o Modelo FLEXPDE

» Condiciones iniciales

e Modelo WINBOAST

e Modelo FLEXPDE
» Controles de la Simulacién

e Modelo WINBOAST
e Controles de Salida

o Modelo WINBOAST
» Definicién de los pozos
¢ Modelo WINBOAST
» Simulacién
e Modelo WINBOAST
= Controles de la Simulacién

e Modelo FLEXPDE
e Controles de Salida

o Modelo FLEXPDE
» Definicién de los pozos
* Modelo FLEXPDE

» Simulacién
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e Modelo FLEXPDE

» Analisis de Resultados y Errores Relativos

En el desarrollo del trabajo se implementaron dos casos de estudio, Modelo 1 areal
(inyeccion, tipo aceite negro) y Modelo 2 vertical (inyeccion, tipo aceite negro, perfil vertical)
los cuales tiene la finalidad de demostrar la aplicabilidad de las ecuaciones de flujo
basadas en el MEF, casos que siguiendo la metodologia de la figura se reprodu-
jeron en una implementacion basada en el MDF para la validacién de los modelos
construidos, a pesar de su cardcter académico estos modelos tiene comportamiento
y similitudes a un modelo extraido de la realidad, y con el fin antes mencionado son

muy aptos para nuestro proposito.

4.3.2. Modelo 1 Areal (Inyeccién de Agua)

Descripcion General. EL modelo es un escenario de inyeccion de agua idealizado
sin fuerzas gravitacionales e isotrépico. Para este modelo se corrieron dos casos uno
bajo un sistema de mojabilidad mixta, caso 1 y el otro en una roca mojada por agua

caso 2, Los siguientes pardmetros fueron asignados al modelo:

Dimensiones

En las figurag4.5 se observa la diferencia tanto en enmallado como en definicién de
los pozos de ambos modelos, mientras en FlexPDE un pozo se define como condicién

de borde, en WinBOAST se definen como una restriccién de pozo.
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Figura 4.5: A) Modelo 1 areal WinBOAST (inyeccién de agua), (B) Modelo 1 areal
FlexPDE (inyeccién de agua)
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Tabla 4.4: Dimensiones del Modelo 1.
DIMENSIONES

Dimensioén = = 1200 [ft]
Dimensién y = 1200 [f1]
Espesor = 95 [ft]

Propiedades de la Roca y Fluidos

Tabla 4.5: Propiedades de la roca y fluidos del Modelo 1.
PROPIEDADES ROCA-FLUIDOS

K =300 [md]
® = 0,206
fw = 9,6 [cp]
fo =1 [cp]

Modelo de Permeabilidad Relativa

Para un sistema agua - petréleo se uso el siguiente modelo analitico extraido del

libro de Chen. (Vease Bibliografia.)

1— Sy — Sorw |
1— ch - Sorw:|

Sw— Swe ™
1 - ch - Sorw:|

kro - (kro)ch [
(4.13)

krw - (krw)ch |:
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Tabla 4.6: Condiciones iniciales para el modelo 1. WinBOAST
CONDICIONES INICIALES

Presién Inicial = 3298 [psi]

Saturacion de Agua Inicial = 0

Condiciones Iniciales

Para obtener la presién inicial del modelo FlexPDE, se usa el valor de presién inicial
calculado por WinBOAST e impreso en el archivo WTEMP.ROF, después de correr
la simulacion WINBOAST.

Controles de 1a Simulacién

Tiempo méximo de simulacién = 10 Afios.

En WinBOAST se reportaré cada 90 dias un resumen de la simulacion.

En FlexPDE se reportaré cada 40 dias un resumen de la simulacion.

Los datos reportados serdn utilizados para calculos cuantitativos del error relativo
con el fin de comparar la validez tanto de las ecuaciones desarrolladas como de los

modelos construidos en MEFE.

Restricciones de Pozo

En WinBOAST se definen dos pozos uno de inyeccién y otro l6gicamente de produc-
cién controlados por pw f, y con un incide de productividad determinado. A contin-

uacion se muestra la definicion de estos en el archivo de entrada:
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Tabla 4.7: Restricciones de Pozo. WinBOAST

P-1 Nombre del pozo productor

1 1 Numero de identificacién, numero de conexiones.
30 30 1 41 600.0 | Coordenadasdelpozo X,Y,Z,ip, pwf.

-1 0 00 O Controlado por pwf.

I-1 Nombre del pozo inyector

2 1 Numero de identificacién, numero de conexiones
1 1 1 41 4000.0 | Coordenadas del pozo X,Y, Z, ip, pwf.

2 0 00 O Controlado por pwf.

En el FlexPDE La presién de inyeccion es de 3640 [psi| y la presién de produccién de
2860 [psi].

Para superar la problemética de como utilizar el indice de productividad y la pre-
sién de fondo fluyente en los modelos FlexPDE, se aprovecha el hecho de que las
restricciones de pozos como el ip y la pw f son una influencia sobre la presién de la
celda en la cual se ubica el pozo, por consiguiente después de correr la simulaciéon
WinBOAST, se obtiene un reporte de esta presiéon de celda en toda la simulacién, y
usando un promedio ponderado en el tiempo de estas presiones de celda se obtiene
un dnico valor de presién el cual es usado para alimentar el modelo FlexPDE en
las restricciones de pozo, por esta razén las simulaciones en FlexPDE se corre en los
altimos pasos. La utilizacion de esta condicién de pozo no garantiza correcta simu-
lacién pero serd consistente con los valores y condiciones de presion calculados por

WinBOAST lo cual es prueba de la validez de este método.
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Simulacion Casos De Estudio

CASO DE ESTUDIO MODELO 1.

Teniendo los modelos construidos se realizan dos casos de estudio donde se modela
una roca con mojabilidad mixta, caso 1, y una con mojablidad preferencial por el

agua, con el fin de apreciar el efecto del cambio de permeabilidades relativas.
CASO1

MODELO DE PERMEABILIDAD RELATIVA

Usando las siguientes condiciones:

Swe =0
Sorw =0
Ny = 2
Ny = 2

se tiene que el pefil de permeabilidades es:

Usando los puntos de referencia para el calculo de las permeabilidades relativas
(figura [4.6), se corri6 la simulacion en los dos programas y se obtuvieron los sigu-

ientes resultados:

La anteriores figuras nos muestran el correcto comportamiento de la simulacién con

MEF y la similitud de la forma del perfil de presiones, obsérvese la forma plana
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Figura 4.6: Modelo de permeabilidades relativas en base a la ecuacion para el

caso 1, modelo 1.
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Figura 4.7: Perfil de presiones WinBOAST a 1710 dias (Ruptura) generado en MAT-

LAB
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Figura 4.8: Perfil de presiones FLEXPDE a 1680 dias (Ruptura)

MODELO 2D AREAL ACEITE NEGRO

. PRESION
350, -
.65
3.60
g 3.5%
300, n 1,50
3.45
3.40
20 : 130
3.2%
318
200, 3.10
- 3.05
3.00
150 - - i'gﬂs
285
Seale = E3
100, -
50.' -
0._ -

0. 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350,
X

black_oil: Cycle=304 Time=1.4524e+8 di= 9.5617¢+5 p2 Nodes=2573 Cells=1216 RMS En= 1.8¢-4
Integral= 4.654156e+8
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del perfil en la parte media se alcanza a desarrollar perfectamente, la desventaja del
limite de 1000 celdas del WinBOAST se hace evidente en la resolucién del pertfil, las
grafica mostradas para los perfiles de presion WINBOAST han sido generadas en
MATLAB y la barra de colores adjunta a esta solo es de caracter cualitativo ya que se
hace 