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RESUMEN
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DESCRIPCION:

El estudio de ecuaciones diferenciales fraccionarias constituye un campo de creciente interés, no
solo desde el punto de vista tedrico, sino también debido a su aplicabilidad al analisis de fenémenos
de las ciencias fisicas y naturales. Su formalizacién se caracteriza por la sustitucion de derivadas
clasicas por derivadas de orden fraccionario. Por otro lado, las ecuaciones diferenciales difusas se
propusieron como un intento de manejar la incertidumbre que aparece en muchos modelos matema-
ticos de algunos fenémenos no deterministas del mundo real en los que predomina la incertidumbre,
la subjetividad o la vaguedad. En esta tesis, ademas de disertar sobre la fundamentacién tedrica del
calculo fraccionario, se analiza la existencia de soluciones de problemas de valor inicial en el contexto
fraccionario, que incluyen fenémenos de retardo. Explicitamente, considerando la derivada generali-
zada difusa de Caputo-Katugampola, se demuestran algunos resultados de existencia y unicidad via
teoremas de punto fijo de funciones débilmente contractivas sobre espacios métricos parcialmente

ordenados.
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DESCRIPTION:

The study of fractional differential equations constitutes a field of growing interest, not only from a
theoretical point of view, but also due to its applicability to the analysis of phenomena in the physical
and natural sciences. lts formalization is characterized by the substitution of classical derivatives by
derivatives of fractional order. On the other hand, fuzzy differential equations were proposed as an at-
tempt to handle the uncertainty that appears in many mathematical models of some non-deterministic
real-world phenomena in which uncertainty, subjectivity or vagueness predominates. In this thesis, in
addition to discussing the theoretical foundation of fractional calculus, the existence of solutions to
initial value problems in the fractional context, which include delay phenomena, is analyzed. Explicitly,
considering the generalized diffuse Caputo-Katugampola derivative, some results of existence and
uniqueness are demonstrated via fixed point theorems of weakly contractive functions on partially

ordered metric spaces.
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(a,b,c) Ndmero difuso triangular.

L([a,b], F) Espacio de funciones difusas f : [a,b] — F integrables en el
sentido de Lebesgue.

RLE TP f Integral fraccionaria difusa generalizada de Riemann-Liouville-
Katugampola de orden a de f.

RLa f Integral fraccionaria difusa generalizada de Riemann-Liouville
de orden « de f.

Hyo f Integral fraccionaria difusa generalizada de Hadamard
de orden « de f.

TERDRP f Derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada difusa de
Riemann-Liouville-Katugampola de orden « de f.

mEDsf Derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada difusa de
Riemann-Liouville de orden « de f.

fHDg‘ f Derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada difusa de
Hadamard de orden a de f.

%(Dg"pf Derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada difusa de
Caputo-Katugampola de orden « de f.

gHDg f Derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada difusa de
Caputo de orden a de f.

Cé’f;([a, b], F) Espacio de funciones difusas continuas f : [a,b] — F tales que
la S Da" f existe para a € (0, 1) sobre [a, b].

C,p(la,b], F) Espacio de funciones difusas f : [a,b] — F tales que

1—
(22) 7 () € C ([a.b], F),
z': [a,b] — F Funcion difusa que es solucion inferior al PVI-DF-R.

x® : [a,b] = F Funcién difusa que es solucion superior al PVI-DF-R.
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INTRODUCCION

El célculo fraccionario y con él, las ecuaciones diferenciales fraccionarias, compren-
de un campo de investigacion relevante debido a su aplicabilidad en la descripcién
de una variedad de fendmenos fisicos del mundo real, entre los que se encuentra
el transporte no difusivo en la teoria del plasma, la reologia, la viscoelasticidad, las
fluctuaciones de precios de alta frecuencia en mercados financieros, crecimiento, la
teoria de la ruina de las comparias de seguros y procesos de desigualdad, la des-
cripcidn de dinamicas poblacionales, bioingenieria y ciencias biomédicas, sistemas
de control y procesamiento de sefiales en ingenieria, entre otros [|PF Para revi-
sar algunos temas de célculo fraccionario se puede consultar las monografias de
Podlubny [} Kilbas et al. ]y Samko et al.

El calculo fraccionario y la teoria de ecuaciones diferenciales fraccionarias se han

venido desarrollando a gran velocidad, y con ello, el analisis de ecuaciones diferen-

D. del Castillo-Negrete, B.A. Carreras y V.E. Lynch. “Nondiffusive Transport in Plasma Turbulence:
A Fractional Diffusion Approach”. En: Phys. Rev. Lett. 94 (6 2005), pag. 065003. DOI:|10.1103/
PhysRevLett.94.065003.

R.L. Magin. “Fractional calculus models of complex dynamics in biological tissues”. En: Compu-
ters & Mathematics with Applications 59.5 (2010), pags. 1586-1593. DOI: https://doi.org/10.
1016/j .camwa.2009.08.039.

E. Scalas, R. Gorenflo y F. Mainardi. “Fractional calculus and continuous-time finance”. En: Phy-
sica A: Statistical Mechanics and its Applications 284.1 (2000), pags. 376-384. DOI: https://
doi.org/10.1016/50378-4371(00)00255-7.

I. Podlubny. Fractional differential equations: an introduction to fractional derivatives, fractional
differential equations, to methods of their solution and some of their applications. Elsevier, 1998.

A.A. Kilbas, H.M. Srivastava y J.J. Trujillo. Theory and applications of fractional differential equa-
tions. Elsevier, 2006.

S.G. Samko, A.A. Kilbas, O.l. Marichev y col. Fractional integrals and derivatives. Vol. 1. Gordon
y Breach Science Publishers, Yverdon Yverdon-les-Bains, Switzerland, 1993.
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ciales fraccionarias con estructura difusa también ha sido objeto de estudio [|F]
Cabe destacar que, las ecuaciones diferenciales difusas son una herramienta ade-
cuada para modelar sistemas dinamicos en los que es imprescindible considerar la
incertidumbre, la subjetividad o la vaguedad de los fenédmenos en descripcion m
Esta teoria se ha desarrollado en varias direcciones teoricas y se han considera-
do un gran numero de aplicaciones en muchos y diversos problemas reales (ver,
por ejemplo, EEH) Cuando se integran derivadas fraccionarias en ecuaciones di-
ferenciales difusas se obtienen las denominadas ecuaciones diferenciales difusas
fraccionarias.

El concepto de solucidén para ecuaciones diferenciales fraccionarias con incertidum-
bre, donde la derivada fraccionaria se considera en el sentido de Riemann-Liouville,

fue introducido en el trabajo pionero de Agarwal, Lakshmikantham y Nieto E En el

7 N.V. Hoa. “Fuzzy fractional functional integral and differential equations”. En: Fuzzy Sets and
Systems 280.C (2015), pags. 58-90.

8 N.V. Hoa, V. Lupulescu y D. O’'Regan. “A note on initial value problems for fractional fuzzy diffe-
rential equations”. En: Fuzzy Sets and Systems 347 (2018), pags. 54-69.

9 N.V. Hoa, H. Vu y T.M. Duc. “Fuzzy fractional differential equations under Caputo—Katugampola
fractional derivative approach”. En: Fuzzy Sets and Systems 375 (2019), pags. 70-99.

10 V. Angulo-Castillo y col. “Applications of generalized fixed points theorems to the existence of un-
certain differential equations with finite delay”. En: Iranian Journal of Fuzzy Systems 17.6 (2020),
pags. 1-15.

' B. Bede y L. Stefanini. “Generalized differentiability of fuzzy-valued functions”. En: Fuzzy Sets
and Systems 230 (2013), pags. 119-141. DOI: https://doi.org/10.1016/j.£ss.2012.10.003!

2 L.T. Gomes, L.C. de Barros y B. Bede. Fuzzy differential equations in various approaches. Sprin-
ger, 2015.

3 V. Lupulescu. “On a class of fuzzy functional differential equations”. En: Fuzzy Sets and Systems
160.11 (2009), pags. 1547-1562.

4 R.P. Agarwal, V. Lakshmikantham y J.J. Nieto. “On the concept of solution for fractional differential
equations with uncertainty”. En: Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications 72.6 (2010),
pags. 2859-2862.
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mismo escenario, en E] los autores demostraron la existencia de una solucién para
ecuaciones integrales difusas fraccionarias, donde la integral fraccionaria se consi-
deré en el sentido de Riemann-Liouville, utilizando la medida de no compacidad de
Hausdorff. En @ Arshad y Lupulescu obtuvieron algunos resultados de existencia y
unicidad de solucidn para ecuaciones diferenciales difusas fraccionarias consideran-
do el concepto de diferenciabilidad de Riemann-Liouville y asumiendo una condicion
de decrecimiento temporal de la funcion f que describe la ecuacion diferencial difusa
fraccionaria (0.0.1). En["7} Allahviranloo et al. estudiaron la existencia de soluciones
explicitas de ecuaciones diferenciales difusas considerando el concepto de diferen-
ciabilidad de Hukuhara de Riemann-Liouville usando funciones de Mittag-Leffler. Por
otro lado, en @ se introdujo la ecuacion diferencial fraccionaria difusa de Caputo ba-
jo la diferenciabilidad generalizada de Hukuhara, y se obtuvieron algunos resultados
de existencia y unicidad de solucién para la ecuacion diferencial difusa fraccionaria
de valor inicial. En el mismo escenario, en[¥] los autores analizaron la existencia de
soluciones del problema de valor inicial difuso fraccionario mediante un método de

Euler fraccionario modificado.

S R.P. Agarwal y col. “Fuzzy fractional integral equations under compactness type condition”. En:
Fractional Calculus and Applied Analysis 15.4 (2012), pags. 572-590.

6 8. Arshad y V. Lupulescu. “On the fractional differential equations with uncertainty”. En: Nonlinear
Analysis: Theory, Methods & Appl. 74.11 (2011), pags. 3685-3693.

7" T. Allahviranloo, S. Salahshour y S. Abbasbandy. “Explicit solutions of fractional differential equa-
tions with uncertainty”. En: Soft Comp. 16.2 (2012), pags. 297-302.

8 T, Allahviranloo, A. Armand y Z. Gouyandeh. “Fuzzy fractional differential equations under ge-
neralized fuzzy Caputo derivative”. En: Journal of Intelligent & Fuzzy Systems 26.3 (2014),
pags. 1481-1490.

9 M. Mazandarani y A.V. Kamyad. “Modified fractional Euler method for solving fuzzy fractional
initial value problem”. En: Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation 18.1
(2013), pags. 12-21.
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En P% los autores consideraron un problema de valor inicial difuso fraccionario ba-
jo la diferenciabilidad generalizada de Hukuhara donde la derivada fraccionaria se
tomo en el sentido de Caputo. Considerando un escenario particular del contexto
difuso, a saber, el contexto intervalar, en @ los autores utilizaron algunos resultados
de punto fijo de funciones débilmente contractivas en espacios parcialmente ordena-
dos para estudiar la existencia y la unicidad de la formulacion integral del problema
de valor inicial. En H Hoa Van Ngo, Vasile Lupulescuc y Donal O’Regand corrigieron
el enunciado sobre la equivalencia entre los problemas de valor inicial asociados con
una ecuacion diferencial difusa fraccionaria y su correspondiente formulacion inte-
gral, considerando la diferenciabilidad generalizada de Hukuhara, donde la derivada
fraccionaria se toma en el sentido de Caputo. Presentaron una condicion adecuada
para que esta equivalencia sea valida.

Por otro lado, el analisis tedrico de la derivada fraccionaria de Hadamard también ha
sido de gran interés en la comunidad matematica. A diferencia de las expresiones
que definen las derivadas de Riemann-Liouville y Caputo, la derivada de Hadamard
se define en términos de una integral que involucra la funcién logaritmica de un
determinado exponente. En @ Katugampola introdujo el concepto de integral frac-
cionaria Riemann-Liouville-Katugampola (integral-RLK) que generaliza y unifica las
definiciones de integral fraccionaria de Riemann-Liouville y la integral de Hadamard
en una sola definicién que involucra un parametro (p) que, dependiendo de su valor,

hace coincidir la integral-RLK con la integral-RL (p = 1) o la integral de Hadamard

20 P, Prakash y col. “Fuzzy fractional initial value problem”. En: Journal of Intelligent & Fuzzy Sys-

tems 28.6 (2015), pags. 2691-2704.
21 T.V. An, H. Vu y N.V. Hoa. “Applications of contractive-like mapping principles to interval-valued
fractional integro-differential equations”. En: Journal of Fixed Point Theory and Applications 19.4
(2017), pags. 2577-2599.

22 U.N. Katugampola. “New approach to a generalized fractional integral”. En: Applied Mathematics

and Computation 218.3 (2011), pags. 860-865.
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(p — 0%). Posteriormente, Katugampola en @ introdujo el concepto de derivada frac-
cionaria de Caputo-Katugampola (derivada-CK) que generaliza las definiciones de
la derivada fraccionaria de Caputo (p = 1). Considerando ecuaciones diferenciales
fraccionarias con derivada-CK, en, los autores investigaron la existencia y unicidad
de la solucién de un problema de valor inicial utilizando aproximaciones sucesivas
bajo una condicion de Lipschitz generalizada.

Ademas, asociado al andlisis matematico de un sistema dinamico, existen las deno-
minadas ecuaciones diferenciales con retardo. Este tipo de ecuaciones diferenciales
describen fendmenos en los que la funcién desconocida del sistema depende, no
solo del estado del sistema en un instante dado, sino también, de la historia de la
trayectoria hasta ese instante Q%[5 Por ejemplo, a la hora de estudiar una epi-
demia en una determinada regidn, no basta con conocer el nimero de infectados
en un momento determinado, sino observar como evolucioné la enfermedad en el
tiempo, para poder predecir de buena manera su comportamiento futuro. En este
tipo de problemas, la condicién inicial no es un nimero o un vector en R", sino
una funcién continua en un cierto intervalo [t, — 7, t,]. Esto agrega una complejidad
extra en el analisis ya que ahora el problema del valor inicial es un problema de
dimension infinita, hecho que no se observa en las ecuaciones diferenciales ordina-
rias clasicas. Esta clase de ecuaciones diferenciales ha mostrado su potencial en la
descripcién de varios fenomenos en biologia, ingenieria, fisica, ciencias de la salud

y otras areas, en particular, aquellas en las que se requiere que los sistemas dina-

23 U.N. Katugampola. “A new approach to generalized fractional derivatives”. En: Bull. Math. Anal.
Appl. 6.4 (2014), pags. 1-15.

24 J.K. Hale y S.M. Verduyn Lunel. Introduction to functional differential equations. Vol. 99. Springer
Science & Business Media, 2013.

25 V. Lupulescu y U. Abbas. “Fuzzy delay differential equations”. En: Fuzzy Optim. Decis. Mak. 11.1
(2012), pags. 99-111.
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micos con retardo que describen los fendmenos, tengan en cuenta la incertidumbre,
la subjetividad o vaguedad de los datos. En 4} los autores utilizaron resultados de
puntos fijos de funciones débilmente contractivas en espacios métricos parcialmen-
te ordenados para obtener resultados de existencia y unicidad de soluciones para
problemas de valor inicial asociados a las ecuaciones diferenciales ordinarias en
el contexto difuso con retardo finito utilizando la nocion de derivada en el contexto
de la derivada de Hukuhara fuertemente generalizada. En 9], los autores utilizaron
algunos resultados de punto fijo de funciones débilmente contractivas en espacios
parcialmente ordenados para estudiar la existencia y unicidad de la solucién para
ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccionario con retardo finito conside-
rando la diferenciabilidad de Caputo en el sentido generalizado de Hukuhara pero
en el contexto intervalar.

El objetivo de esta tesis es analizar problemas de valor inicial asociado a ecuaciones
diferenciales fraccionarias con retardo en el contexto completamente difuso. Expli-
citamente, motivados por los resultados en fJ[[9 estudiamos el siguiente problema
de valor inicial asociado a una ecuacién diferencial difusa fraccionaria (PVI-DF) con

retardo finito

CEDOPr) (1) = f(t,z(t)), te J=10T],

(51 D5 "x) (1) = f(t, 2(t)) [0, 7] 0.0.1)

x(t) = (1), te[-7,0].

donde p,7,T > 0, gc}ng"p denota la derivada fraccionaria de Hukuhara generali-
zada difusa de Caputo-Katugampola de orden « € (0,1}, f : J = [0,T] — Fy
¢ : [—71,0] — F son funciones difusas continuas. Para obtener la existencia y uni-
cidad de la solucion para el PVI-DF con retardo (0.0.1), en lugar de utilizar el teo-

rema clasico del punto fijo de Banach, se aplican algunos teoremas de punto fijo,

26 T.V. An, H. Vu y N.V. Hoa. “A new technique to solve the initial value problems for fractional fuzzy
delay differential equations”. En: Advances in Difference Equations 2017.1 (2017), pags. 1-20.
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establecidos en 7}, sobre funciones débilmente contractivas definidas en conjuntos
parcialmente ordenados. Precisamente, bajo una propiedad de contractividad gene-
ralizada sobre elementos comparables, (que es mas débil que la condicion clasica
de Lipschitz), se prueba que la existencia de soluciones inferiores o superiores es
suficiente para demostrar la existencia y unicidad de soluciones difusas para el PVI-
DF con retardo en el marco de la derivada-CK. Cabe sefalar que el espacio
de numeros difusos no es un espacio de Banach, sino un espacio métrico semilineal
y parcialmente ordenado.

El contenido de esta tesis se distribuye de la siguiente manera: En el primer capi-
tulo damos algunos preliminares sobre los operadores de integracidn y derivacion
de orden fraccionario; conjuntos difusos, y algunas nociones de orden, la derivada
generalizada de Hukuhara, derivada de funciones difusas. El segundo capitulo esta
dedicado al problema de la no equivalencia entre los PVI-DF y su correspondien-
te formulacién integral difusa fraccionaria, haciendo énfasis en la g H-derivada-C K’;
se establece una condicién apropiada para que esta equivalencia sea valida. En el
tercer capitulo se presentan algunos resultados de puntos fijos para funciones débil-
mente contractivas en espacios parcialmente ordenados. Finalmente, en el cuarto
capitulo se presentan los resultados principales de este trabajo asociados con la
existencia y unicidad de las soluciones al problema (0.0.1).

27 E.J. Villamizar-Roa, V. Angulo-Castillo e Y. Chalco-Cano. “Existence of solutions to fuzzy differen-
tial equations with generalized Hukuhara derivative via contractive-like mapping principles”. En:
Fuzzy Sets and Systems 265 (2015), pags. 24-38.
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1. PRELIMINARES

El origen del célculo fraccionario (CF) data casi desde el inicio del calculo mismo.
Aunque la primera obra dedicada al CF apareci6 en el ano 1974, la curiosidad sobre
el significado de una derivada de orden “fraccionario” surge desde 1695 cuando
L’'Hopital pregunta a Leibniz sobre el significado de j:l%[f(t)].

En 1823, Abel resolvié el problema de la tautécrona, primera aplicacién del CF. Este
problema consiste en encontrar la forma de una curva, de tal forma que un objeto,
al deslizarse por ella sin rozamiento, llegue al punto mas bajo en un tiempo inde-
pendiente del punto de partida. Para esto, Abel usd una derivada de orden % En
1832, Liouville, intrigado por el trabajo de Abel, realiz6 el primer intento de definir la
derivada fraccionaria. En 1847, Riemann escribié un articulo en el que, modifican-
do el operador fraccionario propuesto por Liouville, da lugar a la conocida integral
fraccionaria de Riemann-Liouville.

A lo largo del siglo XX, con el desarrollo del analisis matematico y la teoria de funcio-
nes, aparecieron nuevas definiciones de operadores fraccionarios. En este sentido,
en 1967, Caputo dio una nueva definicion de derivada fraccionaria que permitia in-
terpretar fisicamente las condiciones iniciales de los problemas de manera tal que
estas fueran expresadas en términos de derivadas enteras. Posteriormente, en 1974
se publicé el primer texto dedicado enteramente a esta disciplina “The Fractional Cal-
culus”, escrito por el fisico y matematico J. Spanier y el quimico Keith B. Oldham,
Pel

Para la comodidad del lector, en el presente capitulo se presentan algunas defini-

ciones, notaciones estandar y resultados que seran de ayuda en este trabajo. El

28 K.B. Oldham y J. Spanier. The fractional calculus theory and applications of differentiation and
integration to arbitrary order. Elsevier, 1974.
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contenido de este capitulo es organizado de la siguiente manera: en la primera sec-
cidn incluimos algunas generalidades sobre la integral fraccionaria; para lo cual nos
hemos basado en los trabajos de Diethelm ] Podlubny [, Kilbas et al.l, Samko et
al. fly Katugampola 9% En la segunda seccién incluimos los conceptos necesa-
rios sobre operadores diferenciales de orden fraccionario, para esto se revisan los
trabajos de Kilbas et al.F} DiethelmP3, Samko et al.fly Katugampola [, En la terce-
ra seccién se introducen conceptos asociados con el analisis en el contexto difuso;
para esto nos hemos basado en los trabajos de Goetschel y Voxman E], Stefanini @
Bede y Gal [, Bede y Stefaninifd] Por ultimo, en la cuarta seccién, se presentan los
conceptos de la integral-RLK y la derivada-CK en el contexto difuso; para esto se

revisa principalmente el trabajo de Hoa et al. H

1.1. LAINTEGRAL FRACCIONARIA

Antes de adentrarnos en los operadores de integracion y derivacion generalizados
recordemos algunas notaciones del calculo elemental que serviran como punto de

partida para introducir las definiciones.

K. Diethelm. The analysis of fractional differential equations: An application-oriented exposition
using differential operators of Caputo type. Springer Science & Business Media, 2010.

30 U.N. Katugampola. “Existence and uniqueness results for a class of generalized fractional diffe-
rential equations”. En: arXiv preprint arXiv:1411.5229 (2014).

31 R. Goetschel y W. Voxman. “Elementary fuzzy calculus”. En: Fuzzy Sets and Systems 18.1
(1986), pags. 31-43.

82 L. Stefanini. A generalization of Hukuhara difference for interval and fuzzy arithmetic. in:
D. Dubois, M.A. Lubiano, H. Prade, M.A. Gil, P. Grzegorzewski, O. Hryniewicz (Eds.), Soft
Methods for Handling Variability and Imprecision. An extended version is available onlin:
http://econpapers.repec.org/RAS/pst233.htm: in: Series on Advances in Soft Computing, vol. 48,
Springer 2008.

33 B. Bede y S.G. Gal. “Solutions of fuzzy differential equations based on generalized differentiabi-

lity”. En: Commun. Math. Anal. 9.2 (2010), pags. 22-41.
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La n-ésima integral iterada de una funcion f esta definida recursivamente por

(")) = " HIH)(@),

con (I°f)(t) = f(t), donde I representa el operador integral

(If)(t):/otf(s)ds, £>0.

Cauchy logré expresar, a través de un proceso inductivo, que

(I"f)(t) = ! I /Ot(t —5)" 1 f(s)ds, t>0. (1.1.1)

(n—1
En efecto, para n = 1, se tiene que

(Ilf)(t):ﬁ/o(t—s)l1f(s)ds:/0 f(s)ds, t>0.

Para n = 2, se tiene

(2h)(t) = ﬁ / (t— 5P f(s)ds

= [

- {(t—s) Osf(f)dTI::+/0t (/Osf(f)df) ds
_ /Ot /Osf(T)des, L0,

Y asi sucesivamente se cumple la relacién para n € N. Este resultado es conocido
como la férmula de Cauchy y marca el inicio de la integral fraccionaria.
Considerando (1.1.1), resulta natural la extension de n € N a « real positivo y, a su

vez, el factorial por su valor correspondiente en términos de la funcién I'(-). Haciendo
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estos cambios, tenemos una extensién de la férmula de Cauchy que es precisamen-
te la definicion de integral fraccionaria de Riemann-Liouville. Aqui, consideramos el
espacio L([a,b]) de todas las funciones f : [a,b] — R integrables en el sentido de

Lebesgue.

Definicion 1.1.1 @ Sea [a, b] un intervalo finito del eje real R. La integral frac-
cionaria de Riemann-Liouville (o integral-RL, en su forma corta), *27% f, de orden

a > 0 de una funcion f € L[a, b] esta definida por

1

(RLO F) () = W/ (t— 5)" f(s)ds, a<t<b (1.1.2)

Ejemplo 1.1.2. Considere o > 0 y f : [a,b] — R la funcién real definida por f(t) =

(t —a)?~t, con 3 > 0. Luego,

1

(BEIf)(t) = W/ (t—5)*" s —a)’tds = —~—(t —a)’T™, t>a.

Note que

)P t
(RL];f)(t):F(I;(—f_)l)(t—a)ﬁﬂ_lz%:/(s—a)ﬁ_lds, t>a.

En la Figura[i] se presenta la gréfica de (%*12 f)(t) cuando a =0, b =3, 3 = 2, con

« tomando los valores de 0,25, 0,5, 0,75 y 1.

Por otro lado, Hadamard en sus intentos de compactar la expresion

0= [ ([ ([ )

propone la siguiente expresion

) = — /Ot(lnf)n_lf@)ﬁ {0,

(n—1)! s s
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Haciendo induccion sobre n no es dificil demostrar la relacién. Esto es, paran = 1,

se tiene

100 = g [(8) 9= [ s

a =105

a =10,25

w

=]
-
o
w

Figura 1. Gréafica de (%L1} f)(t) cuando a = 0, b = 3, 8 = 2, con o tomando los
valores de 0,25, 0,5, 0,75y 1.

Para n = 2, se tiene

B0 = 2 |

() IR ()
! .



Y asi sucesivamente se cumple la relacion para n € N.

Definicion 1.1.3 ). Sea [a,b] C (0, 00) un intervalo finito. La integral fraccionaria
de Hadamard (o integral-H, en su forma corta), #1¢f, de orden a > 0 de una

funcion f € L[a, b] esta definida por

(12 F) (1) = ﬁ/t (m f)a_lﬂs)@, t>a. (1.1.3)

Ejemplo 1.1.4. Considere o« > 0, f : [a,b] — R la funcion real definida por f(t) =
(In ()", con 8 > 0. Luego,

(TIof)(t) = ﬁ /: (m é) " (m (2))61 % - % (m (2))5%17 t>a.

Note que

- s () () [0 e

En la Figura|d se presenta la gréafica de (12 f)(t) cuandoa = 1,b =4, 3 =2, con «
tomando los valores de 0.25, 0.5, 0.75 y 1.

a =10,5

a =075

a=1

05

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Figura 2. Gréfica de (Y12 f)(t) cuando a = 1, b = 4, 8 = 2, con « tomando los
valores de 0.25, 0.5, 0.75 y 1.

A continuacion, se presenta la integral fraccionaria que generaliza tanto la integral-

RL como la integral-H en una sola forma. La nueva generalizacién se basa en la
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observacion de que, paran € N,

t s1 Sn—2 Sn—1
/ sh1 (/ shho (/ sh1 (/ sz_lf(sn)dsn) dsn—l) "‘dSQ) dsi

1-n

= (np— 0 / sp_l(tp — sp)”_lf(s)ds,

lo cual sugiere la siguiente versidén de definicién de integral fraccionaria.

Definicion 1.1.5 ). Sean [a,b] C (0,00) un intervalo finito y p > 0. La integral
fraccionaria de Riemann-Liouville-Katugampola (o integral-RLK, en su forma

corta), BLE [P f de orden o > 0 de una funcion f € Lla, b] esta definida por

-«

(REE TP (1) := ?(a) /a PP — M) f(s)ds,  t > a. (1.1.4)

Ejemplo 1.1.6. Considere a,p > 0y f : R} — R la funcion real definida por f(t) =
t?=1, con 3 > 0. Luego,
p—aF(p+,3—1)

(RLK]g,pf) (t) — —ptaerﬁfl’ t>0.

o+ p—+§_1)

Note que

1
RLK 1Lp £y(4) = P61 t>0.
Por oftro lado,

(KL )(t) = %tﬂ = (BLILH) (1), >0

(FERIO F)(t) = ﬁﬂ“ = (1)), > 0.

Esta ultima relacién entre la integral RLK[&’pf, variando el valor de p, y las integrales

RLIYfy I3 f no es coincidencia. El siguiente resultado muestra la relacién entre

(1.1.4) y las ecuaciones (1.1.2) y (1.1.3).
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Proposicion 1.1.7 @ Seana € (0,1) yp > 0. Parat € (a,b] se sigue que

1. lm (FFRI0Pf) (8) = (FRISF) (1),

p—1

2. 1m (BEEI107 ) (8) = (P12 F) (b).

p—0t+

Demostracion. Tomando limites cuando p — 1, obtenemos la equivalencia del item

1, y de la regla de LHopital se infiere la equivalencia del item 2. En efecto,

11—«

lim ("MFI8Pf) (1) = lim b /t PP — sP) 7 f(s)ds

p—1 p—1 ()

1 ¢ a—1 _ (RLjya,p
_ m/a(t_g) f(s)ds = (RIS f) (t).

Por otro lado,

l—«a

t
¢ RLK 7a,p _ ¢ p p—1/p  py\a—1
Jin () @) =l s [t - (s

1 t tP — sP a-l
- Ii p—1 d
iy, s ( ) ) fs)ds

= — tn —nsaﬂ@s
- | w0~y £

S

- t (N) PO = (I3 F) (1),

O

Observacion 1.1.8. Sean a € (0,1), p > 0y f, g funciones tales que f(t) < g(t),

parat € [a,b]. Luego,
ST — P) T f(s) < sPTHHP — sP) T g(s), s € (a,t).
Por lo tanto

/t PP — sP) T f(s)ds < /t sPH(P — $P)* g (s)ds.
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Esto es,

l—«a

RLK ya,p _ p tspfl P _ P a—1 s)ds
(IO = Fo [ =)
pl

—Q

<

b | = gteds = (T ),

Para la revision de mas resultados relacionados con los operadores #L5 fop RLfa y
"o se sugiere revisar los trabajos de Diethelm B Kilbas et al. [, Podlubny [, Samko

et al.fly Katugampola 4

1.2. LA DERIVADA FRACCIONARIA

Habiendo presentado los operadores integral-RL, integral-H e integral-RLK, ahora
se mostraran los correspondientes operadores diferenciales. Para motivar las defini-
ciones que vienen, recordamos que, bajo ciertas condiciones, se establece la iden-
tidad D(1f) = f. Considerando buenas condiciones para la funcion fyn <m € N
se tiene que

D"f = D*(D™ (1" f)) = D™ (I ).

Ahora, suponga que n no es un numero entero. Entonces, todavia se puede elegir un
numero entero m tal que m > n. En vista de las definiciones mostradas en la seccién
anterior, el lado derecho de la identidad sigue siendo significativo. Si elegimos que

el valor del entero m sea lo mas pequeno posible, es decir, m = |n| + 1, se obtiene
m—-n=|n]—-n+1l=1—(n—|n])e(0,1),
donde |n] es el mayor entero menor o igual a n. Esta idea junto con la integral-RL

motivan la siguiente definicién de derivada de orden fraccionario.

Definicion 1.2.1 (). Sea [a, 5] C (0, o) un intervalo finito. La derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville (o derivada-RL, en su forma corta), #2D2 f, de orden a > 0
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de una funciéon f € L[a, b] esta definida por

d

[o]+1
N = (%) e

1 d\ el e e
“T(1—(a— la])) (%) /a(’f—s)H f(s)ds, a<t. (1.2.1)

Note que, si a € (0,1), entonces

1 d

(DL = g [, =9 ")

Ejemplo 1.2.2. Considere, o € (0,1), f : [a,b] — R la funcion real definida por

ft)=(t—a)’,
con 3 > 0. Luego,

(BED2F)(t) = TA—aa /at(t —8) (s —a)lds = =————~—(t—a)’ 7, t>a.
Note que

("D f)(t) = &(t —a)f T = (B-1)(t —a)’?

—a)?t a.
NER oot

T odt
Por otro lado, si § = 1, entonces f es una funcion constante y

W%ﬁM:W%EWWW#Qt>w

Este resultado es inesperado, ya que la derivada fraccionaria de una constante es
diferente de cero. Esto sefala una gran diferencia entre los operadores de derivacion

clasicos y los fraccionarios.
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En la Figura|3 se presenta la gréfica de (** D¢ f)(t) cuando a = 0, b = 5, 8 = 2, con

a tomando los valores de 0.25, 0.5, 0.75 y 1.

a = 0,25

a =105

a=10,7

a=1

Figura 3. Gréfica de (**D2f)(t) cuando a = 0, b = 5, 3 = 2, con o tomando los
valores de 0.25, 0.5, 0.75 y 1.

No es dificil ver que, de la Definicion [1.2.1] se recupera la definicién clasica de
derivada. Si a = 0, entonces (1.2.1) coincide con el operador identidad:

("EDLF) (1) = DO (RELP0F) (1) = D (Lf) (t) = DULf)(8) = f(2).
Si o = 1, entonces coincide con la derivada clasica:
("EDaf) (1) = DR (RELITIELE) () = D? (RPIL ) () = D (D(Lf)(1)) = (DF)(D).

Al tratar de modelar fendmenos fisicos reales por medio de ecuaciones diferenciales
fraccionarias, surge el problema de las condiciones iniciales de orden fraccionario
que, hasta este momento, no tienen una interpretacion fisica clara. El operador di-
ferencial de Caputo invierte el orden de la derivacién en la definicion de Riemann-
Liouville, empleando entonces como condiciones iniciales derivadas de orden ente-

ro; esto representa un gran avance en el estudio de fendbmenos fisicos.
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Definicion 1.2.3 (). Sea [a, ] un intervalo finito del eje real R. La derivada fraccio-
naria de Caputo (o derivada-C, en su forma corta), “ D% f, de orden o > 0 de una

funcién f € La, b] esta definida por

S0
(“Dgf)(t) = "D | F() =) o t—a)|, a<t (1.2.2)
k=0 ’

Note que, si a € (0, 1), entonces
(“Dgf)(t) = "EDR[f(t) = f(a)].

El siguiente resultado muestra la relacion entre los operadores D2 y #L1%; su de-
mostracion puede verse en FIBY [ También consideramos el espacio AC([a,b]) de
todas las funciones absolutamente continuas, es decir, el conjunto de funciones

f i [a,b] — R tal que para cada ¢ > 0, existe 6 > 0, tales que para la familia

{(sk.te) | k= 1,2, ...,n} de intervalos abiertos disjuntos en [a,] con > _(t; — sy) < 4,
k=1

setiene > [ f(tx) — f(si)| < e.
k=1

Teorema 1.2.4 FRIF). Sean o > 0y f € ACI+[a,b], entonces D2 f existe en

casi todo punto de [a,b]. Ademas,

D) = (Rl plal
1

= T (0 LaJ))/(t_S)LaJ_af(LaHl)(S)dS, a<t (1.2.3)

Note que, para a € (0, 1), se tiene

1

DN = ey [ =9 s a <t
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Ejemplo 1.2.5. Considere, o € (0,1), f : [a,b] — R la funcién real definida por
ft)=(t—a),

con 5 > |a| + 1. Luego,

OO = ey [0 (o= as = - s

Note que, si 5 = 1, entonces f es una funcion constante; entonces

(“D2f)(t) = ﬁ/ (t — s)a% [1]ds =0, t>a.

Observe que, al contrario de lo que ocurre con la derivada-RL, el valor de la derivada-

C de una funcion constante es nulo.

Por otro lado, Hadamard propus6 también su version de derivada fraccionaria como

sigue:

Definicion 1.2.6 (). Sea [a,b] C (0, o) un intervalo finito. La derivada fraccionaria
de Hadamard (o derivada-H, en su forma corta), D% f, de orden o > 0 de una

funcion f € L[a, b] esta definida por

d

laJ+1
"N = (1) (T o

tlal+1 qlel+1 t " la]—a f(S)
- F(l—(a—LaJ))dtLaJﬂ/a (lng> =, ds, a<it(l2d)

Note que, para « € (0, 1), se tiene

(D2 F)(t) = ﬁ% / t (m é) a@ds, <t
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Ejemplo 1.2.7. Considere, o € (0,1), f : [a,b] — R una funcidon real definida por

Flt) = ! (3) |

con 3 > 0. Luego,

(Do) (t) = ﬁ% /at (m é) h wds - % Inf-a-t1 (2) L a<t.

Note que, si 5 = 1, entonces f es una funcion constante; entonces

" t d /t t\ “ds InT*(%)
a = — In-) —=_——e t.
CDN®) I'l—a)dt/, r s T'(l-a) =
Observe que, al igual que ocurre con la derivada-RL, el valor de la derivada-H de
una funcion constante es no nulo.
En la Figura[4 se presenta la grafica de (%* 1 f)(t) cuando a =1, b = 4, 3 = 2, con
« tomando los valores de 0.25, 0.5, 0.75 y 1.

a =10,25

a =05

a =07
14

=1

05

Figura 4. Gréafica de (#1712 f)(t) cuando a = 1, b = 4, 8 = 2, con o tomando los
valores de 0.25, 0.5, 0.75 y 1.

A continuacién se presenta una nocién de derivada fraccionaria que generaliza tanto

la derivada-RL como la derivada-H en forma unificada dependiento de pardmetro p.
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Definicion 1.2.8 (&). Sean [a,b] C (0,00) un intervalo finito y p > 0. La derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville-Katugampola (o derivada-RLK, en su forma

corta), L5 Dr f de orden o > 0 de una funcién f € Lla, b] esta definida por

d

lo]+1
(RLKDg‘:pf)(t) = (tlp%> (RLKjif(afLaJ),pf) (1)

a—|af d la]+1  pt
ererrrnd ) B U S DU

Note que, para a € (0,1), se tiene

p*ti P d

(RLKD37pf)(t> = F(l _ &)E

t
/ LT — sP)T ¥ f(s)ds, a <t.
a
Un resultado anélogo a la Proposicion para el operador L5 DeP que se rela-
ciona con los operadores 2 D y f D variando el valor del parametro p, se presenta

a continuacion.
Proposiciéon 1.2.9 @ Seaa € (0,1) yp>0. Parat € (a,b] se sigue que

1. lim ("5 D2Pf) (t) = (**Df) (t),

p—1

2. lim ("EDePf) (t) = ("D f) (t).

p—0T+
Demostracion. Tomando el limite cuando p — 1, obtenemos la equivalencia del item

1;y de la regla de LHobpital se infiere la equivalencia del item 2. En efecto,

I (RLKDapf) (Zf) 1t patl—p d
im ’ = lim ———
p—1 “ =1 I'(1 —a)dt

— ﬁ%/a(t—s)_af(s)ds: (RLDgf) (t).

[ =t
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Por otro lado,

p =P d

lim (FEKDERF) () — i / - ) f(s)ds

POt p—0+ F(l —a)dt
— p—1
B 1 — ) d L}g& ° (tp — sp) ] f(s)ds

= s, | (o <s>)a]f<s)ds

i () e

De forma analoga a la Definicion [1.2.3] se define la version del operador diferencial

| .

fraccionario de Caputo-Katugampola.

Definicion 1.2.10 ). Sean [a,b] C (0,00) un intervalo finito y p > 0. La deri-
vada fraccionaria de Caputo-Katugampola (o derivada-CK, en su forma corta),

CKporf de orden a > 0 de una funcién f € La, b] esta definida por

lod (g
D2 pe) =" per | £ - 3 D ey | a<n

Note que, para « € (0, 1), se tiene

(“EDgP () = FEEDRTIf(t) — f(a)]
= (M"EDRTA)(t) — (TR D f)(a)

= (RLKDj’pf)(t)——F‘ﬁazp;) (" —a’) ™, a<t (1.2.5)

El siguiente resultado muestra la relacion entre los operadores “% Do y RLE [ gy

demostracion puede verse en Bl

Teorema 1.2.11 @ Seana € (0,1) yp € R™. Suponga que f € AC[a,b] yt € [a,b].
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Entonces,

(KDL (0) = "IN DN0 = s [ = () s, e

Demostracion. Sean a € (0,1),p € RTy f € AC'[a, b]. De la definicién del operador

CKpDor se sigue que

(CKDIANE) = DI - fla
- g / sy (06) = F(@)as
B e
-[ Zaj?);aj; fs) - f(a))ds]
- rfl?a) i ], e () e
- it ar ] e ()

Observacion 1.2.12. Seaa € (0,1) y p > 0. Para t € (a, b], se sigue que

lim (D27 ) (1) = (CD3S) (),

esto es,

liy (D) () =t s | () (dif) (5)ds
~ e [ () s = oz o

Ejemplo 1.2.13. Considere a € (0,1), p > 0, f, : Rf — R la funcién real definida por
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f»(t) = t*. Luego,

a t d
(CEDSPL)(t) = p—) / PP — ) [sP]ds = ——— 1= ¢ >0,
0

I'l—«
Note que

o = [ () ds=p [ as =0 = g0

(“NDg" () = p.

PP = gt = O, >0
« t d
(CKDEP () = ﬁ /0 # =) Wds =0, £ 0,

Habiendo establecido una breve introduccion a los operadores #EE [ RLE Dap y
CKpar, a continuacién se mostrara como interactdan. Estos Ultimos resultados es-

tan dedicados a mostrar el teorema fundamental del calculo en este contexto.

Teorema 1.2.14 @) Seana € (0,1),p >0,y f € L|a,b]. Entonces,
(PR D RERIRP)(t) = f(t), t € (a,b].

Demostracion. Para el desarrollo de la prueba se usa el teorema de Fubini y la

35



técnica de Dirichlet. De la integracién directa, se tiene

RLK ma,p RLK Ta,p prttr d tpfl » _py-a p T i
("t Dy Ia’f>(t):r(1_a)£ TP (P —7P) ), ® (7P — ") f(s)ds ) dr

:%% /at sPLf(s) < t%#’%) ds
“r @ ), O |

:tlp% /at sP71f(s)ds

=t (1)

=f(®).

Observe que la integral interna se evalua mediante el cambio de variable

7P _ gP

o —gp’

y usando la funcién Beta

completando asi la demostracion. O

Teorema 1.2.15 @ Seana € (0,1),p > 0, y f una funcion tal que
RLKJ(=rf € AC]a,b).

Entonces,

 — qr)e-lpl-a B
( oy dm (PRI ).t e (ab)

(PRI FEEDEPF)(E) = f(1) —

Observacion 1.2.16. Cuando se trata de la composicion de la integral-RLK y la
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derivada-CK, se tiene que la derivada-CK es la inversa a izquierda de la integral-

RLK, mientras que la derivada-CK no es la inversa a derecha de la integral-RLK,

esto es,
(KD R TSR p)(t) = R DIPR[0 (r) - R e p(a)
-« a
= ppe | () — £ [ e = ) )
= ("D T [ ) 1) = 71
y

(PRI CRDYrL)(t) = PRI FEEDRP(f(t) — f(a)]

= 170) — ) = EE Tt S I9() — fla)

1.3. PRELIMINARES SOBRE LOS CONJUNTOS DIFUSOS

Comenzamos recordando algunos preliminares sobre los conjuntos difusos defini-
dos sobre R. Un conjunto difuso en R es una funcion « : R — [0, 1] donde el va-
lor u(x) denota el grado de pertenencia del elemento x al conjunto difuso «. Para

r € [0, 1], el r-nivel de u se define mediante el conjunto

[u]"={z eR|u(z)>r}, re(0,1].

Para r = 0, se define el soporte de « como el conjunto

[u]° = {z € Rlu(z) > 0}.

Se denota por F a la familia de nameros difusos « : R — [0, 1] que satisfacen las

siguientes propiedades:
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1. Existe xy € R tal que u(zg) = 1.

2. Parax,y € R,
u(Az + (1 = A)y) = min {u(z), u(y)}

para todo A € [0, 1].
3. Paratodo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que u(z)—u(zo) < €, siempre que ||z — xo|| < 0.
4. [u]" es compacto.
Segun el principio de extension de Zadeh %) las operaciones de suma y multiplica-

cién escalar en F se definen como:

(u+v)(z) = sup min {u(y), v(z — y)}

0

RN

A#0,
(Au)(z) =
A =0,

donde xyo; es la funcion caracteristica del conjunto {0}. Ademas, se mantienen las

siguientes relaciones:
A+ o]" = ANu]" + [v]", Yu,veF, Vrel0,1, VAeR.
El espacio F es un espacio métrico completo con la métrica d..(u, v) definida por
doo(u,v) = sup d([u]", [v]"), Yu,v € F,
ref0,1]

donde d(-,-) es la conocida métrica de Pompeiu-Hausdorff en el espacio K- (R) de

34 L.A. Zadeh. “Fuzzy sets”. En: Information and Control 8.3 (1965), pags. 338-353.
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todos los subconjuntos no vacios, compactos y convexos del espacio euclidiano R.
Recordemos que la pareja (K¢ (R), d) es también un espacio métrico completo
A continuacién, se presentan los elementos bésicos concernientes a la integrabilidad
de funciones difusas, los cuales son necesarios para extender las definiciones de
los operadores, integral y diferencial, de orden fraccionario y abordar el analisis de
las ecuaciones diferenciales difusas de orden fraccionario. Para complementar las
siguientes definiciones y resultados verE].

Para el desarrollo de la integracion de funciones difusas f : [a,b] — F, requerimos
un concepto de medibilidad mas fuerte, dado en términos de la medibilidad de la

multifuncién

te fo(8) = [fO) = [0, ] (@), vrelo1]

Definicion 1.3.1. Una funcion difusa f es fuertemente medible si para cada r €
[0, 1], la multifuncion t — f,.(t) es medible segun Lebesgue, donde el espacio K (R)

esta dotado con la topologia generada por la métrica de Hausdorff.

Lema 1.3.2.

1. Si f es una funcion difusa fuertemente medible, entonces f es medible con

respecto a la topologia generalizada por la métrica d...

2. Si f es una funcion difusa continua (considerando F con la métrica d..), en-

tonces f es fuertemente medible.

35 P. Diamond y P. Kloeden. Metric Spaces of Fuzzy Sets: Theory and Applications. River Edge, NJ,
Singapure: World Scientific Publishing Co. Inc., 1994.

36 M.L. Puri y D.A. Ralescu. “Fuzzy random variables”. En: J. Math. Anal. Appl. 114.2 (1986),
pags. 409-422.

37 E. J. Villamizar-Roa y G. Arenas-Diaz. Introduccién a las ecuaciones diferenciales difusas. Edi-
ciones UIS, Bucaramanga, 2018.
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3. Sean f fuertemente medible y considere la multifuncion t — f,(t) para cada

r € [0,1]. Entonces las funcionest — f"(t) yt 7 (t) son medibles.

Definicion 1.3.3. Se dice que una funcion difusa f : [a,b] — F es integrablemen-
te acotada si, para cada r € [0, 1], la multifuncién ¢t — f.(t) es integrablemente

acotada.

Definicion 1.3.4. La integral para una funcién difusa f : [a,b] — F sobre [a,b],

denotada por fab f(t)dt, se define por medio del conjunto

|/ bf(t)dt}r -/ i

= {/ g(t)dt | g : [a,b] - R es una seleccién medible de fr}

paratodo 0 <r < 1.
Se dice que una funcion difusa f : [a,b] — F fuertemente medible e integralmente

acotada es integrable sobre [a, b], Si fj f(t)dt € F.

El siguiente teorema proporciona condiciones de suficiencia para que una funcion

difusa sea integrable.

Teorema 1.3.5. Si f es fuertemente medible e integralmente acotada, entonces

existe un unico conjunto difuso u € F tal que

[ur:/ f@0dt, Ve [0,1].

A partir del anterior resultado podemos considerar la siguiente observacion.

Observacion 1.3.6. Si f : [a,b] — F es integrable, entonces, en vista del Lema
item 3, f;’ f(t)dt se obtiene por la integracion de los r-niveles, esto es,

{/abf(t)dty = l/abf(t)dt, /abf"(t)dt} ,
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donde [£(t)]" = [f"(t). [ (t)], r € [0, 1].

Se considera, inicialmente, el orden parcial sobre el espacio F dado por
wveF, ulSv < [u"C]", Vrelo,1].
Esto es, siu,v € F con [u]" = [u", "] y [v]" = [v",?"], para r € [0, 1], se tiene
uSv & v <u <u <", Vrelo1].

Una consecuencia inmediata con respecto este a orden es

uSv & utwSv+w, Yu,v,weE F.

~

Definicion 1.3.7. Se dice que {u;},.y C F €s una sucesion no decreciente si u;, <

ui+1 para cada k € N. Por otro lado, {u},.y C F €s una sucesion no creciente si

upr1 S ug para cada k € N.

Lema 1.3.8 . Sobre F se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si{uy},cy C F €S una sucesion no decreciente tal que v, — u en F, entonces

up Suparacadak € N.

2. Si{ur},ey C F €S una sucesion no creciente tal que u, — u en F, entonces

u < ug paracadak € N.

3. Cada par de elementos de F tiene un limite superior y un limite inferior en F.

Sobre el espacio de funciones difusas continuas f : [a,b] — F, C([a,b], F), Se con-

38 J.J. Nieto y R. Rodriguez-Lopez. “Applications of contractive-like mapping principles to fuzzy

equations”. En: Rev. Mat. Complut. 19.2 (2006), pags. 361-383.
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sidera el siguiente orden parcial
f,geC([ab,F), fSg < [f1)Sgt), Vtelab] (1.3.1)

Esto es, si f,g € C([a,b],F) con [f(1)]" = [f" (), f (D] Yy [9@®)]" = [g"(t), 9" ()], para
re[0,1]yt € [a,b], se tiene que

fSg & JOSOSTOLTW), Vrelo]vtelab).

Lema 1.3.9 (&). Sobre C([a,b], F) se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si{fi}ren € C(la,b], F) es una sucesion no decreciente tal que f, — f en

C(la, b, F), entonces f,, < f para cada k € N.

2. Si {fi}ren C C(la,b],F) es una sucesion no creciente tal que f, — f en

C(la, b, F), entonces f < f, para cada k € N.

En los espacios (F,<) y (C(J,F),S<), cualquier par de elementos siempre tiene

limite superior (cf. F5).

Teorema 1.3.10 ). Sea u € F un ndmero difuso con r-niveles dados por [u]’ =
[u",u"]. Entonces u esta completamente determinado por un par (u,w) de funciones
u,u : [0,1] — R, que definen, respectivamente, los extremos izquierdo y derecho de

cada r-nivel, y que satisfacen:

1. La funcion r — u(r) = u" es acotada, no decreciente, continua en (0,1] y

continua por la derecha en 0.

2. Lafuncionr — u(r) = u" es acotada, no creciente, continua en (0, 1] y continua

por la derecha en 0.

3. u" <", paratodor € [0,1].
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Definicion 1.3.11. Sean u,v € F. La diferencia generalizada de Hukuhara (o

gH-diferencia) © ©,4 v es un elemento 2 € F tal que

(@) u=v+z, 0,
UOHV =2 & (1.3.2)
(b)) v=u+(-1)z.

Note que si (a) y (b) se satisfacen de manera simultanea, entonces z es un elemento
de R; ademas, v O,y u = x{o}, Y Si u ©4u v €Xiste, es Unica. También, si u,v € F,

donde v = {c} € R, entonces
UGGV =U—V Y UVOHU=V—1U.

En la siguiente proposicion se muestran algunos resultados inmediatos. La prueba

puede ser consultada en 3

Proposicion 1.3.12 {3). Sean u,v € F. Siu 6,4y v existe, es Unica y satisface las

siguientes propiedades:
1. u©gn u = X{0}-
2. (u+v) Sy v =u.
3. uSyy (u—v) =v.

4. Siu o,y v existe, entonces también existe (—v) S,y (—u) ¥y
063m (u Sy v) = (—v) Sgr (—u).
5. u6,pv =v6,5u =z 8l ySsolosi, z= —z (en particular = = 0 si, y solo si,

u=uv).
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6. Siu o,y v existe, entonces u + (v Syy u) = v 0v — (v Sy u) = u. Si ambas
igualdades se cumplen, entonces v &,y u es la funcion caracteristica de un

numero real.

Definiciéon 1.3.13. Sea u € F un numero difuso con r-niveles [u]" = [u",u"] para

r € [0, 1]. El diametro de [u]|" est& definido por
diam ([u]") :=w" —u", r€][0,1].
Sea f : [a,b] — F una funcion difusa con r-niveles

FOF = [FO.F @], telo.

f es llamada d-creciente (d-decreciente), si para cada r € [0, 1], la funcion

—=r

t = diam([f(1)]") == f (t) = f7(t), t€]a,b],

es no decreciente (no creciente), respectivamente.

Si f: [a,b] — F es d-creciente o d-decreciente en [a,b], entonces decimos que f
es d-monétona en [, b]. Las funciones difusas f y ¢ son llamadas diferentemen-
te d-monodtonas sobre [a,b] si f es d-creciente (d-decreciente) mientras que g es
d-decreciente (d-creciente) sobre [a, b]. Si f y g son simultaneamente d-creciente (d-
decreciente) sobre [a, b], entonces f y g son llamadas equivalentemente d-monétonas

sobre [a, b].

Proposicion 1.3.14 (3). Sean u,v € F dos nimeros difusos con r-niveles dados

por

La gH -diferencia v ©,n v € F existe si, y solo si, una de las siguientes condiciones

se cumple:
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1. diam([u]") > diam([v]") para todo r € [0,1], u" — v" es no decreciente con

respecto ar yu’ — v es no creciente con respecto ar, o

2. diam([u|") < diam([v]") para todo r € [0,1], w" — v" es no decreciente con

respecto ar y u" — v" €s no creciente con respecto ar.

Lema 1.3.15 @ Sean f : [a,b] — F una funcion difusa d-mondtona y w € F dado.

Ademads, sea g : [a,b] — F la funcion difusa definida por g(t) = w &,u f(t), t € [a,b].

1. Sidiam([f(t)]") < diam([w]") para cadar € |0,1] y paratodot € |a,b], entonces

g y f son de manera diferente d-mondtonas en [a, b).

2. Sidiam([f(t)]") > diam(|w]") para cadar € |0, 1] y para todot € |a,b], entonces

g y [ son de manera equivalente d-monétonas en [a, b].

Demostracion. Sidiam([f(¢)]") < diam([w]") paracadar € [0,1] y paratodot € [a,b],
entonces
diam([g(¢)]") = diam([w]") — diam([f(¢)]"), Vt € [a, b)].

Asi, si f es d-creciente, entonces g es d-decreciente en [a,b]. De manera analoga,
si f es d-decreciente, entonces g es d-creciente en [a, b].
Por otro lado, si diam([f(¢)]") > diam([w]") para cada r € [0,1] y para todo ¢ € [a, b],
entonces

diam([g(?)]") = diam([f(#)]") — diam([w]"), Vt € [a,0].

Asi, si f es d-creciente, entonces g es d-creciente en [a, b]. De manera analoga, si f
es d-decreciente, entonces g es d-decreciente en [a, b]. O

Corolario 1.3.16. Sean f : [a,b] — F una funcién difusa d-mondtona y g : [a,b] — F

la funcion difusa definida por g(t) = f(t)S,u f(a), t € [a, b], entonces g es d-creciente.

Considerando la métrica D(-, -) sobre C(]a, b, F), definida por

D(f,9) = sup dwo(f(t),9(t), f,9 € C([a,b], F), (1.3.3)

te(a,b]
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se tiene que (C([a, b], F), D) es un espacio métrico completo (cf. ). Para nuestros

objetivos, en la Seccién 4.2, usaremos la métrica D, (-, -) sobre C([a, b], F) definida
por (cf.

Dyp(f,9) =supe™"dus(f(t),9(1), f,9 € C(la,b],F), (1.3.4)

teJ

para p > 0y p > 0 fijos, que es equivalente a D(-, -) definida en (1.3.3) dado que [a, b]
es un intervalo compacto. En el espacio C([a, b] x [a — 7,b], F) con T > 0, también se

usa la métrica

D, ,(f.9) = sup e PIEA(f(t,5),9(t9)), f,9 € C(la,b] x [a—7,b], F).
(t,s)€[a,b] X [a—T,b]

(1.3.5)

Desde el punto de vista del calculo difuso, varios autores han establecido diferen-

tes conceptos de diferenciabilidad difusa con el fin de ampliar la clase de funciones

difusas diferenciables. Esto permite comprender e interpretar de una mejor manera

los problemas de valor inicial asociados a ecuaciones diferenciales difusas (cf.

39 H.T. Banks y M.Q. Jacobs. “A differential calculus for multifunctions”. En: J. Math. Anal. Appl. 29.2
(1970), pags. 246-272.

40 B. Bede y S.G. Gal. “Generalizations of the differentiability of fuzzy number valued functions
with applications to fuzzy differential equations”. En: Fuzzy Sets and Systems 151.3 (2005),
pags. 581-599.
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B3I ]2 3] P4 B8 5] ). Una primera generalizacion del concepto de diferenciabilidad
difusa es presentada por Puri y Ralescu en[*’| Después, basado en la g H-diferencia
sobre F (1.3.2), en[H] Bede y Stefanini establecieron la siguiente nocién de diferen-

ciabilidad que generaliza la H-diferenciabilidad.

Definicion 1.3.17 @ Sean ty € (a,b) y h > 0 tales que t, + h € (a,b), entonces
la derivada generalizada de Hukuhara (o gH-derivada) para una funcién difusa

f:[a,b] = Fenty € (a,b) esta definida por

(Dys )(t0) = Jim = [f (00 + ) Sy 1 (t0)]. (136

Si (Dyu f)(to) € F que satisface (1.3.6) existe, decimos que f es diferenciable en el

sentido de Hukuhara generalizado (o gH-diferenciable, para abreviar) en t,.

El siguiente resultado muestra la relacion entre una funcion difusa f y las funciones

extremos de sus r-niveles f"y 7.

41 Y. Chalco-Cano, H. Roman-Flores y M.D. Jiménez-Gamero. “Generalizad derivative and 7-

derivative for set-valued functions”. En: Inform. Sci. 181.11 (2011), pags. 2177-2188.
42 W. Gonzalez-Calderén y E.J. Villamizar-Roa. “A note on the Cauchy problem of fuzzy differential
equations”. En: Rev. Acad. Colombiana Cienc. Exact. Fis. Natur. 34.133 (2010), pags. 541-552.
43 0. Kaleva. “Fuzzy differential equations”. En: Fuzzy Sets and Systems 24.3 (1987),
pags. 301-317.

44 C.V. Negoita y D.A. Ralescu. Applications of Fuzzy Sets to Systems Analysis. John Wiley, 1975.

45 L. Stefanini y B. Bebe. “Generalized Hukuhara differentiability of interval-valued functions and
interval differential equations”. En: Nonlinear Analysis 71 (2009), pags. 1311-1328.
46 L. Stefanini, L. Sorini y M.L. Guerra. “Parametric representation of fuzzy numbers and application

to fuzzy calculus”. En: Fuzzy Sets and Systems 157.18 (2006), pags. 2423-2455.

47 M.L. Puri y D.A. Ralescu. “Differential and fuzzy functions”. En: J. Math. Anal. Appl. 91.2 (1983),
pags. 552-558.
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—=r

Teorema 1.3.18 (@) Sea [ : [a,b] — F con r-niveles [f(t)]" = [f(t),f (t)} para
todo r € [0,1]. Suponga que f" y [ son funciones de valor real, diferenciables en
€ (a,b), uniformemente en r € |0, 1]. Entonces la funcion | es gH -diferenciable en

to € (a, b) fijo si, y solo si, se cumple uno de los siguientes dos casos:

T

1. si (f")(to) y (f )'(to) son funciones crecientes y decrecientes para r € |0, 1],

respectivaente, y () (to) < (F)(to), 0

r

2. si (f")(to) y (f )'(to) son funciones decrecientes y crecientes para r € [0,1],

respectivaente, y (F)(to) < (f') (o).

Ademas, parar € [0, 1], se tiene que

(D f) (t0)]" = [min {(£7)(t0), (7Y (t0) }  masc { (/7' (to), (F') (1) }] -

Observacion 1.3.19. Considere una funcién difusa f : [a,b] — F tal que sea gH-
diferenciable y d-monétona sobre [a,b] y con r-niveles [f(t)]" = [f(t),fr(t)] para

todo r € [0, 1]. Si f es d-creciente, entonces

T

b= %[diam([f(f)]r)] = diam([(Dgr f)(0)]") = (f)' (1) = (/) (1) 2 0t € [a,b].

Luego,
[(Dgrf) (O] = | (/) (0), (F) (1) -

Por otro lado, si f es d-decreciente, entonces

b % [diam([f()]")] = diam([(Dgu f)()]7) = (F)' (1) = (/) (t) <Ot € [a,b].
Luego,

(D f) D) = |(F (1), (£7)(1)] -
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Ejemplo 1.3.20. Considere la funcion difusa f : [0,1] — F definida por f(t) = C - t?,
donde C = (a,b,c) es un numero difuso triangular cona < b < c € Ryp > 0.

Entonces,

O = [F®.7 0] = (06— ar + o, (c— c-vne], rtel)

Esta claro que f es d-creciente en [0, 1], parat € (0,1), y se tiene

(D f)(t) = Tim S EH R = 17)

= pC - P71,
h—0 h P

Por lo tanto,
(Dyrr YO = ptr ' [C] = [((b = a)r + a)ptr™, (e = (e = Hyr)pt] = [(£)(8), (F Y (1)]

1.4. LA INTEGRAL-RLK Y DERIVADA-CK EN EL CONTEXTO DIFUSO

Con los preliminares presentados en las secciones anteriores pueden ser introduci-
dos los operadores fraccionarios en el contexto difuso, es decir, de manera natural
se extienden estas operaciones a funciones de valor difuso o funciones difusas. Pa-
ra los objetivos de este trabajo, aunque se ha mostrado que los operadores #-K [P,
RLK pawp y CK Dor gstan definidos para o > 0 arbitrario, se desarrollara esta seccion

considerando « € (0, 1).

Definicion 1.4.1 (. Sean f € L([a,b], F) una funcién difusa, a € (0,1) y p > 0. La
integral fraccionaria difusa generalizada de Riemann-Liouville-Katugampola (o

gH-integral-RLK, en su forma corta), #2427, de orden o de f se define por:

-«

(FEEZP 1) (t) = ?m) / PP — M) f(s)ds, t > a.
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Observacion 1.4.2. Sea f : [a,b] — F una funcion difusa con r-niveles
FOr = [Fo. 7], el
De la Observacién los r-niveles de X 7P f se expresan como
[(FERZ22f) (0] =[R20 )0, (1T € (a0,

Observacion 1.4.3. De la definicion de la funcion diam(-), Definicién(1.3.13] se sigue

que

diam ([(F*5Z2Pf) (1)]7) = P (/a PP — )L (5)ds — sp_l(tp—sp)a_lf(s)ds>

Observacion 1.4.4. Seanp > 0, a« € [0,1] y f,g : [a,b] — F funciones difusas con

r-niveles

@O =[O, F Oly o) =1g" (1), 7 @), vre01], vtelab]
Si f < g, de (1.3.1), se tiene que
g <)< F()<T{), Vrel0,1],Vte [ab].

Aplicando el operador #-K [%r de la Observacion|1.1.8] se sigue que Vr, o € [0,1] y
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Vt € [a, b]
(FERIrgT) () < (FERIRP T () < (PERIRPF) () < (PERIPE (1),

Esto es, [(Z>Pf)(1)]" C [(Z>Pg)(t)]", parar € [0,1] y t € [a,b]. Asi, si f < g, entonces

RLK:Z'sc,pf 5 RLKIgc,pg.

Ejemplo 1.4.5. Seanp > 0, f : [0,1] — F una funcion difusa definida por f(t) =
C - g(t), donde C = (—1,0,1) es un numero triangular difuso y g : [0,1] — R es la

funcion real dada por

) si 0<t<(0.5),
g(t) = ) 1
11—, si (0.5)r <t<1.

Parar € [0,1], se tiene que

Pl —1,1—r], si 0<t<(0.5)r,
[f(t)]r{ . 1
(1—t)[r—1,1—7], si (0.5 <t<I.

En la Figura[§ se presenta la gréfica del r-nivel de f cuandor = 0.5 y p tomando los
valores de 0.5, 0.75 y 1.

Asi, para0 <t < (0.5)%, se obtiene que

[(RLKIgmpf) (t)]r _ [%/ﬂ st (P — sf*’)o“_1 sPds,

(L—r)p'= [ p=1 (o _ Yol b

g e

_ {(r —Dp'~—@ tortr (1 —rp)plm>  gortp }
I'a) ala+1)p T« ala+1)p

preterty

C T(a+2)

1.
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Figura 5. Grafica del r-nivel de f cuando » = 0.5 y p tomando los valores de 0.5,
0.75y 1.

Por otro lado, para (0.5)% <t <1, setiene

a,p T M t p=1(p _ gpyo-1(1 _ oP)ds
{I(O'E’)’l’ﬂt)} _[ () /(0.5)1198 (=8 )ds,

% t Sp—l p_ gp a—1/1 _ sP\ds
() /(0.5);9 (7 = s")* (1 = s")d ]
_ [(7" — 1)pl= (0.5 + 1 — #7)(#* — 0.5)°
F(a) a(a + l)p
(r—1)p'=® (0.5a + 1 — tP)(t? — 0.5)1
F(Oé) Oé(Oé + l)p
p~*(0.5a+ 1 —t?)(t? — 0.5)*

- T+ 2) -

I

En la Figura|6 se presenta la gréfica del r-nivel de **X I3 f cuandor = 0.5, o = 0.5

yp=1.

0.1

RLK [‘«; -I‘T’-

HLI\'I;:JJI"

0.1

Figura 6. Gréfica del r-nivel de X757 f cuando r = 0.5, a = 0.5y p = 1.
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La siguiente observacion es un resultado analogo a la Proposicion en la que
se muestra la relacion entre la gH-integral-RLK y la integral fraccionaria generali-
zada de Riemann-Liouville, asi como la gH-integral-RLK con la integral fraccionaria

generalizada de Hadamard para funciones difusas.

Observacion 1.4.6. Sean o« € (0,1), p > 0y f € L([a,b],F). Entonces, para
t € (a,b], tenemos las siguientes afirmaciones que relacionan la gH-integral-RLK
con la integral fraccionaria generalizada de Riemann-Liouville (¢ H-integral-RL para
abreviar), asi como la gH-integral-RLK con la integral fraccionaria generalizada de
Hadamard (g H-integral-H para abreviar)

1

1l (ST (0 = (V) () = / (t — )" f(s)ds.

2l (VL) ()= (22) ()= s [ t) 1)y

El siguiente resultado sera de suma importancia para el objetivo de la Seccion 2.2.

Lema 1.4.7 (). Sea f € L([a,b], F) una funcién difusa tal que, para cadar € [0,1],

la funcion t — diam([f(t)]") es creciente en [a,b]. Entonces, las funciones reales

11—«

tis iy (t) = ?‘(a) / P (1P — sP)oL diam([f(s)]")ds

(e}

s alt) = s / PP — )~ diam([f (s)]")ds.

son crecientes en [a, b, con o € (0,1).

Demostracion. Primero se probara que i, es creciente en (a,b]. Sea f € L([a,b], F)
una funcion difusa tal que, para cada r € [0,1], la funcién ¢ — diam([f(¢)]") es

creciente en [a,b] y sean t,t, € (a,b] tales que t; < t,. Se sigue que

to t1
/ 37’_1(75127 — sP)"%ds > / sp_l(tlf — sP)"%ds,
a a

53



y como sup diam([f(s)]") = diam([f(¢1)]"), se tiene que

s€la,t1]

to t1
/ st — sP) " %ds > / sP1 [(tlf — ") —(th — Sp>7a} ds,
t1 a

y
P s P — ")y~ diam([f(s)]")ds
ey | = diam((f (o))
p° e b ") — (t? — sP)"*| diam ")ds
> mag | e ) dinan(£ ()]
P ! =L — gP)= — (12 — ¢P)~] diam "ds
> w0 = = (= ) ()]
r ! LR — gP)= — (8 — sP) 7] diam([f(s)]")ds
> e | =) = (= ) diam () )a
Por lo tanto,
alta) = alts) = Fpims [ 9= ) dinan([ ()] s
e | = ) = (6 = ) diam () s
> 0.
Asi, 1, es una funcién creciente. Para la funcion v, basta tomar 5 =1 — a. ]

Ejemplo 1.4.8. En el Ejemp/o la funcién f es d-creciente para0 < t < 0.57 y
d-decreciente para 055 <t <1.Dela Observacio’n se tiene que

Yi(t) = I diam([f(1)]")
= diam (["*¥Z57 f(1)]")

~ diam (i(;tf; [C]”)

2(1 — r)p-otorte
a+2)

0<t<050
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Yi(t) = MR diam([ (1))

0.57
= 1 RLK a,p r
= diam ([ I0.5%f(t)] )
— 5 p~*(0.5a + 1 —tP)(t? — 0.5)* ..
= diam ( Ta 1) [C] )
_ 2(1 - T)pfa(O.E)oz +1- tp)(tp _ O'5>a %
- [(a+2) ;057 <t< L

En particular, siac =r = 0.5 yp = 1, se obtiene que

t1.5

L si 0<t<0,5
o r25) =P
T 25— 0)vE—05 G 0ncret

r2s st

03

02

01

Figura 7. Grafica de la funcion v (t).

Note que 1, es creciente para 0 < t < 0.5 y para 0.5 < t < 0.75, y decreciente
en 0.75 < t < 1. Esto dltimo, si la condicion sobre la funcion difusa f de que sea
d-creciente no se cumple, entonces la monotonicidad de las funciones v, y 1, no

esta garantizada.
A continuacion se define la derivada-RLK en el contexto difuso.
Definicion 1.4.9 @). Sean f € L([a, ], F) una funcién difusa y p > 0. La derivada
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fraccionaria de Hukuhara generalizada difusa de Riemann-Liouville-Katugampola
(o gH-derivada-RLK), /" D37 f, de orden a € (0, 1) de f se define como

(EHDE20) () 1= 0D (PRI ()
- F]zjt_;)DgH (/a st — sP) T f(s)d ) t € la,b,

desde que D,y (RLKI,ﬁl_“)’pf) exista para cada t € [a, b].

Observacion 1.4.10. Considere f : [a,b] — F una funcion difusa d-monétona con
r-niveles [f(t)]" = [f"(¢), f ()], 7 € [0,1],y a € (0,1). De la Observacion [1.4.2} para
r € [0,1],

[(FERTEI2 ) (0] = [ 1007 )0, (EE T )]

Si RLET( =% f g d-creciente, del Teorem [1.3.18]y la Observacion [1.3.19, se tiene

que

(D (RIEOP f) ()] = (PRI 1Y (@), (RIS OPF) (t)], parar € [0,1].

Luego,

[(FF<Der ) 0] = [(HE D2 7)(0), (K DT 1))
Por otro lado, si RLET"®" ¢ es d-decreciente, del Teorem [1.3.18] y la Observa-
cion|(1.3.19, se tiene que

Dy (PRI 2 f) (1)) = [(FERIIOF) (8), (PRI Y (1), parar € [0,1).

Luego,
[(RLKDa pf) (t )]r _ [(RLKDg,pTT)(tL (RLKDg,pzv‘)(t) .

Ejemplo 1.4.11. Considere la funcion difusa f : [0,1] — F definida en el Ejem-
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plo[1.3.20. Entonces,

atlfp t
(é%KDSY’pf) (t) = uDgH (/0 sPTL(tP — Sp)o‘spds)

I'l—a)
= M (tp_Sp)lfo‘((oz— 1)3P_tp) s=t
T(1 - a)DgH ({ pla—2)(a—1) L:0>
p* e -
- ngH (t2r)
— ﬂt(lfa)p
['2-a) '

Note que la funcién t — (RLKIS*Q)”’ f) (t) = 112?37_10% t2=2)r es d-creciente en Ry . Por
tanto, parar € |0, 1],

potr—or

o lCr = (e ). (DT ) )]

(G Der ) (1] =

El siguiente resultado es andlogo a la Proposicidn en este se muestra la rela-
cidn entre la gH-derivada-RLK y la derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada
de Riemann-Liouville, asi como la gH-derivada-RLK con la derivada fraccionaria de
Hukuhara generalizada de Hadamard para funciones difusas. La demostracion de

las siguientes identidades se sigue de forma andloga a la demostracién de la Pro-

posicién([1.2.9,

Proposicion 1.4.12 @ Seana € (0,1) yp > 0. Parat € (a,b] se sigue que

1. ]1313} (FEDer ) (t) = (BADs f) (t) = ngH < / (t—s)™ f(s)ds).

2. lim (FEDLPf) (t) = (Do f) (1) == ﬁpgﬂ, ( / (m 9 @@).

p—0t

Una funcion difusa f : [a,b] — F se dice que es absolutamente continua si, para

cada ¢ > 0, existe § > 0, de modo que, para cada familia {(sx,tx)|k = 1,2,--- ,n} de
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intervalos abiertos disjuntos en [a, b] con Z(tk — s;) < 6, tenemos que
k=1

n

S de(f(te). flsi)) <.

k=1

Aqui AC([a,b], F) denota el conjunto de todas las funciones difusas absolutamente

continuas.

Lema 1.4.13 @ Sea [ € L([a,b],F) una funcion difusa d-mondtona tal que
(REEDerf)(t) existe parat € (a,b] y g(t) == f(t) ©gu f(a), t € (a,b]. Entonces,
RLKT(=Pg ¢ AC([a,b], F) y <L diam ([(RLKIS*“)’pg) (t)y) > 0 parat € (a,b].

Demostracion. Dado que la derivada-RLK de la funcién f existe paratodo t € (a, ],
(RLKIS—W f) e AC([a,b], F)y (RLKIél_a)’pg> e AC([a,b], F). Ademas, dado que f
es una funcién difusa d-monétona, y del Lema|1.4.7, se deduce que (RLKI((ZI_“)’pg)

es d-creciente en (a,b] 6 < diam ( [ (FEEZ7) (1)]) > 0 para t € (a,b]. O
dt

Definicion 1.4.14 @ Sean p > 0y f € L([a,b],F) una funcién difusa tal que
RERDe? f existe sobre [a, b]. La derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada
difusa de Caputo-Katugampola (o gH-derivada-CK), %(ngpf, de orden « € (0, 1),

de f se define como
(51 DPf) (1) = JH D [f(t) ©gu f(a)], T € [a,b].

El conjunto de funciones difusas f : [a,b] — F que son continuas y tales que la

ClDar f existe para o € (0,1) sobre [a, b] se denota por Cgix([a, b], F).

Teorema 1.4.15 @ Si f € AC([a,b], F) es una funcion difusa d-mondtona, y o €

(0,1), entonces

(67

D) ) = frims [ 0= Duaheds, e (@b (1a)
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Demostracion. Sea f € AC([a,b], F). Se sigue que FLETI P ¢ AC([a, b], F). Por
lo tanto, D,y <RLKI§1*°‘)’p f) existe para t € (a,b], y

(RLKDapf) ( ) o tlprgH (RLKIC(Llfa),pf) (t), t e (CL, b]

P ap)lfa

Note que, t — (RLKICEl*a)’pf> (a) = %f{a) es d-creciente en (a, b].

Si f es d-monétona en [a,b] y BEETS )P f es d-creciente en (a, b], entonces

(ChDarf)(t) = ERDIP[£(t) Ogn fla)]
= (BEDerf) () Sgn (BFDEPF) (a)

(D7) (1) By o F @)

Ademas, por la Observacion|1.4.10]y (1.2.5), para cada r € [0, 1] se tiene que

[(EEEDern@] = [ Dgr (), (K Derf ) (e)]

= [z D] + T (@ F @),

parat € (a,b] y para cada r € [0, 1]; esto es,

(tp _ ap)—oz (e

RLK 1yo,p RLK 7(1—a),p( 1—p p
(i Da 1) (0) = "L Doan (1) + gy f (@),

Asi, se obtiene (1.4.1).

Por otro lado, si f d-decreciente sobre [a,b] y FLET ™" ¢ es d-decreciente sobre

(a, b], se sigue que

(Gr De”f) () = g&"De” [f(t) S f(a)]

= (D) (1) + (D) (0

(¢ — )y

(55D f) (0 + (1) m_a)p f(a), te(ab).
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Ademas, por Observacién|1.4.10]y (1.2.5), para cada r € [0, 1], se tiene que

[(FEEDer 0] = |(HE D2 )(0), (HEDgr )W), te ()

d —r d
RLK 7(1-a),p [ 1-p RLK 7(1—a)p [ 1-p r
{ 1§ ( =7 <t>>, 1§ ( —=f <t>)}

= [ gy oy, (e D ) 1] + (-0 a), 7 (a)]

T(l—a) -
Entonces,
R0 (517D, £(1)) = (D57 ) () + TP )
(1-a)
Asi, se concluye (1.4.1). O

Observacion 1.4.16. De forma analoga a la Observacion|1.2.12/se tiene la relacién
entre la gH-derivada-C'K y la derivada fraccionaria de Hukuhara generalizada de
Caputo (g H-derivada-C),

1 t .
; / (t — ) (Dyu f)(s)ds.

o (GD571) () = (GuDif) ()= 77—

Observacion 1.4.17. Considere f : [a,b] — F una funcion difusa d-monétona con

r

r-niveles [f(t)]" = [f"(t), [ (t)], r € [0,1], y a € (0,1). Si f es d-creciente, del Teore-
may la Observacion , se tiene que [Dyx f(t)]" = [(f")' (1), (f)(t)], para

r € [0,1]. De la Observacién|1.4.2, se sigue que
[(GEDars) @) = [ Den )0 S D))
Por otro lado, si f es d-decreciente, del Teorema|1.3.18|y la Observacion|1.3.19] se
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tiene que [Dyr f(1)]" = [(F)'(t), (f")'(t)], para r € [0,1]. De la Observacion|[1.4.2} se

sigue que

(GEDerf) (0] = (K027 F )0, (K Der )]

Ejemplo 1.4.18. Considere la funcién difusa f : [0,1] — F definida en el Ejem-
plo[1.3.20. Entonces,

GEDRTN W = Fima [ = Dun )51
paHO ' D py—a p—1
= F(l—a)/(t — sP)7 P ds
_ i [@p—sp)l—art
'l—a) | (a—1)p
p*C

_ —t(l—a)p‘
['2—-a)

s=0

Es claro que la funcion f es d-creciente sobre [0, ). Por tanto, parar € [0,1], se

tiene que

potp—ep

(GEDE") (O] = Fg—ag O = [(DE @, (< D5F0)]

Los siguientes resultados son versiones anélogas a los Teoremas (1.2.14|y|1.2.15]y

la Observacion[1.2.16], en los cuales se muestra la relacion entre el operador integral

fraccionario #/*Z:? y los operadores diferenciales fraccionarios [/ Dy y S Do,

Proposiciéon 1.4.19 (ﬂ) Sean [ € L([a,b], F) una funcion difusa, o € (0,1) y p > 0.
Entonces,
(REFDGPREETO f) (1) = f(1), ¢ € (a,0]

Demostracion. Parat € (a,b], mediante la férmula de Dirichlet, la formula conocida
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7P _gP
tP—sP

ap ap B patl—P t Sp—l pl_a s Tp_l
(;%KDQ RLE 7o f) (t) _—F(l — a)DgH </ sy (F(a)/a (Sp_Tp)laf(T)d7'> ds>

para la funcién Beta y la sustituciéon = = , Se tiene que

a

gt ey o ([ 750 [ G s

~antay o ([ o [ O )

“rear a2 ([ 10e)

=t f(t) = f(1).

Lema 1.4.20 (). Sea f € L([a,b], F) tal que *LET =" f ¢ AC([a,b], F). Si

%diam ([(RLKIQ-W f) (t)r) >0 o %diam ([(RLKIS“’“’J‘) (t)]r> <0

parat € (a,b], entonces

p _ ,p\a—1,1—«
# =) P (REKEZ0=0)r f) (2), t € (a,b)].

(RLKzgvpf}%KDf’pf) (t) = f(t)Ogn (o) 2sat

Demostracion. Sea ¢ € L([a,b],R) N AC([a,b],R). Entonces,

(tp _ ap)a—lpl—a

(FRIPREEDIR) (8) = lt) = 5

(RLK[(EI_O‘)’pw) (a), te€(a,b.

dt
creciente en (a, b]. Asi, de la Observacioén [1.4.10|y para cada r € [0, 1], se obtiene

Si 4 diam ([(RLKIS’“)’pﬁ (t)]r> > 0 parat € (a,b], entonces RLET P ¢ es d-
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que

[(RLKIS,p é%KDg,pf) (t)r _ [(RLKlgz,p RLKDg,pf) (t), (RLK[(;I,p RLKDf”’?) (t)}

_ {ir(t) o (tp — Cllf();) p - (RLKIél—a),pir) (CL),

T -
=[rrw. 70

(=)t
()

|(EEI0257) (a), (I ()]

para t € (a,b]. De forma analoga, si 4 diam ([(RLKIC(Ll_"‘)”’f> (t)y> < Oparat e

(a,b] y para cada r € [0, 1], se obtiene que

(ST B D) (0] -

a

(- f();)lpla [(RLK 10799 7) (a), (RLK Iélfaxp?") (a)]@(— [f(t)f(t)b. O

El siguiente resultado muestra la relacion entre los operadores #** 7 y Si¥Dar en
la cual, de forma anéloga a la Observacion|1.2.16} se tiene que el operador & Dg*
es el inverso a izquierda del operador #1572 pero no es el inverso a derecha del

mismo. La demostracién de este resultado puede hallarse enfl

Teorema 1.4.21 (§). Si f € AC([a,b], F) es una funcion difusa d-monétona y o €

(0,1), entonces

("R ngII(Dg’pf) (t) = f(t) ©gu fla), te(a,l]

(CKpow REKTOw £) (1) = f(t), t€ (a,b].
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2. PROBLEMA DE VALOR INICIAL DIFUSO DE ORDEN FRACIONARIO

Se conocen diversos resultados relativos a la existencia y unicidad de solucion de
problemas de valor inicial de orden fraccionario (PVI-F) B[ Bl Estos resultados
normalmente son demostrados aplicando teoremas de punto fijo al operador pro-
veniente de la correspondiente formulacién integral, sin embargo, en la teoria de
las ecuaciones diferenciales difusas de orden fraccionario (ED-DF) hay un incon-
veniente menor en algunos articulos, ya que la afirmacién de la equivalencia entre
el problema de valor inicial difuso de orden fraccionario (PVI-DF) asociado a una
ED-DF,
{ (GuDg)(t) = f(t, (1), t € (0,T),

z(0) = xo, x9 € F,

donde a € (0,1), p,T > 0, g’HDg“ denota la gH-derivada-C, f : J x F — F e€s una
funcién difusa continua conocida, y su correspondiente formulacion integral difusa

fraccionaria (EI-DF)

2(t) Ogn (0) = (RIS f) (t,2(t)), te (0,7,
z(0) = xo, x9 € F,

no es correcta. En general, una solucién de la EI-DF no es una solucion de la ED-DF.
Este hecho fue observado enl

El objetivo del presente capitulo es mostrar que una ED-DF y su correspondiente El-
DF no son equivalentes, considerando los operadores ¢ Dy” y *5X I3, y presentar
condiciones apropiadas para que esta equivalencia sea valida.
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2.1. PLANTEAMIENTO DE UN PVI DIFUSO DE ORDEN FRACCIONARIO

Para el proposito del presente capitulo, considere el siguiente PVI-DF

{ (CHDE"0)(0) = f(t.2(0). e (0.7, 211)

z(0) = xo, xg € F,

donde o € (0,1), p,T > 0, 4 D;* denota la gH-derivada-CK, f : J x F — F es una
funcién difusa continua conocida, y su correspondiente formulacion integral difusa

fraccionaria (EI-DF)

{ S(I(t) @gH IL’(O) = (RLKI(()Lpf) <t7x<t>>7 te (OvT]v (21 2)

z(0) = xo, xo € F,

Definicion 2.1.1. Una funcion z : J = [0,7] — F se dice que es una solucion del
PVI-DF (2.1.1) siz(-) € C(J, F), z(0) = 20 y (54 Dg*x)(t) = f(t, x(t)) sobre t € (0, T].
Se dice que una solucién z(-) de (2.1.1) es d-monoétona sobre J si es d-creciente o

d-decreciente sobre J.

Observacion 2.1.2. Si z(-) € C(J,F) es d-creciente, entonces (2.1.2) se puede

escribir como

2(t) =@ + ("HIGTS) (¢ 2(1)), ¢ € (0T, (2.1.3)
z(0) = o, T €F.

Por otro lado, si z(-) € C(J, F) es d-decreciente, entonces (2.1.2) se puede escribir

como
zo = x(t) + (=1) (FFEIPPf) (¢, 2(t)), t € (0,1,
z(0) = o, xy € F,
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0 equivalente

{ w(t) = 20 O (—1) (BHEIGPf) (1,2(t), t € (0,7,

(2.1.4)
z(0) = o, xg € F.

Ejemplo 2.1.3. Considere el siguiente PVI-DF

1
(GHD3") (1) = (=12,0,20), t e (0,1],

z(0) =z = (—2,0,2),

conp > 0. Se tiene que f(t) = (—t?,0,t*), parat € (0,1]. Aplicando el operador

RLKT2P g |3 ED-DF, del Teoremal1.4.21| se sigue

(1) ©gn 2(0)

V7 \ 3 15

4p_% 3p 16p_% 5p

———t2,0,——t t e (0,1]. 2.1.5
<3\/E2”15\/E2 , 1€ (0] ( )

Note que, de la Observacion[2.1.3, la EI-DF tiene una solucion d-creciente

x1(t)

wo+ ("RLFUF) (10 (0)
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y una solucion d-decreciente

w(t) = 0o (-1) (ET) (1 a()

16p_% 4p_%

5p 3p

— (=2.0.2 _ i %

< ”>6H< 15ﬁ2”3ﬁ2>
16p_%5l 4p_%3l

_ t% _202— ¢ te (0.1,
<15ﬁ2 N A € (0.1]

Es claro que las funciones x, y x5 son soluciones de la EI-DF. Por otro lado, las

funciones z, y x, también son solucion del PVI-DF. Dado que x, es d-creciente, de
la Observacion se sigue que

(GEDi"e) (1) = <CKD5”’ [—2 -

3T
2

s 2
= (—= —t”] | =t )y = {0, t e (0,1].
(2Bl o [5]) = tmoen. veon

™
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Por otro lado, dado que x, es d-decreciente, de la Observacion se sigue

1

™

217 2 | 3r
- (2l og [3]) = teom). teon

™

En la Figura|§ se presenta la gréfica de los extremos de las funciones solucién, x,
(azul) y x4 (roja), del PVI-DF cuando p = 0.5.

3

s
.:."

5

-3

Figura 8. Grafica de los extremos de las funciones solucion, x; (azul) y x5 (roja), del
PVI-DF cuando p = 0.5.
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2.2. NO EQUIVALENCIA

Como ya se menciond, en la teoria de las ED-DF hay un inconveniente menor, ya
que la equivalencia entre el PVI-DF asociado a una ED-DF y su correspondiente
formulacion integral difusa fraccionaria no se tiene como se mostré enff| En general,
el PVI-DF asociado a una ED-DF considerando el operador ;D5 no es equivalente
a su correspondiente formulacién del PVI-DF asociado a una EI-DF considerando el
operador #“Z¢. Por otro lado, dado que los operadores (' Dg y XTI generalizan

los operadores {;,; Dy y i T¢, respectivamente, es natural la no equivalencia entre

los PVI-DF (2.1.1) y (2.1.2), Bl Para ilustrar este hecho, consideremos el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. Considere el siguiente PVI-DF

1
(gf;pg’px> ()= —1,01—t), teJ=0,1]
z(0) = x9 = (—2,0,1).

(2.2.1)

conp € (0,1]. Se tiene que f(t) = (t* —1,0,1 —t?), parat € (0, 1]. Luego

P (P — 5”)_% (s —1,0,1—s")ds

VT Jo
p% t 1 t 1
= PP — sP) T2 (sP — 1 ds,O,/ ST —sP) 72 (1 — 8P ds>
[ pis,0. [t - - o)
ph [_QM(SPJr%p—S)rt . {gm@uw—a]”
ﬁ 3p s:[)7 ’ 3p s=0
_pr J2t5(2tP - 3) 0 2t5 (3 — 2tP)
VT 3p T 3p
210’% P 2]?7% P
= 2P — T = (0,1].
<3ﬁt2(t 3),0,3ﬁ2(3 t)>, teJ=(01]
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Ahora, aplicando el operador RLKZO% ¥ a la ED-DF, del Teoremal1.4.21|, se sigue que

z(t) ©,m 2(0) = <%t5(2t7’ —3),0, ?7;755(3 — 2tp)> , te(0,1].

Seria natural pensar que, de esta ultima ecuacion, se tiene una funcion solucion al

PVI-DF. Sin embargo, note que, parar € |0, 1], se tiene que

[(RLKIO%,pf> (t)y _ [%{5(3 — ), %{5(3 _ 2tp)] ’
de donde se concluye que
diam ([(RLKIO%”’f) (t)D _ %f;(i% —om), te(0,1], relo1],

% [diam ([(RLKIO%’pf) (t)]rﬂ - M(t%—l o, te (0,1, relo,1].

De esto ultimo, parar € |0, 1], se sigue que

to 2 [ ([ (6 z7r) @] )] >0 st 0<e<
to 2 [ ([(zr) @] )] <0, s {fi<r<n

1
es decir, la funcion difusa t (RLKIO2 P f) (t) es d-creciente para 0 < t < (/g y

d-decreciente para (/g < t < 1. Por otro lado, del Colorario|1.3.16, la funcion difusa

t — x(t) ©,m x(0) es d-creciente parat < (0, 1]. Esto implica una inconsistencia en la
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expresion

(

t) Ogmr o = (RLKIO%’pf> (t), te(0,1].

Por lo tanto, la solucion del problema asociado a la ecuacion integral no es una
solucion al PVI-DF.

Observacion 2.2.2. Del Ejemplo[2.1.3 parar € [0,1] y ¢ € (0, 1], se tiene que

O] = [-(1 =)t (1 —r)t*]

diam ([f(£)]") = (1 = r)(t* + 7).

Es claro que la funcién ¢ — diam ([f(¢)]") es no decreciente en (0, 1], para r € [0, 1].

Luego, del Lema

1.4.7

1
|t (RLKIO?’pf> (t) es una funcion difusa d-creciente en

(0, 1]. Esto ultimo evita la inconsistencia tenida en el Ejemplo para la expresion

del Ejemplo[2.2.1]

#(t) Ot w0 = (FKTETF) (1), te (0,1]

2.3. CONDICIONES DE EQUIVALENCIA

Para analizar las condiciones de equivalencia entre la solucion del PVI-DF (2.1.1)
asociado a una ED-DF y la solucién del PVI-DF (2.1.2) asociado a una EI-DF, se

establece el siguiente resultado, donde se impone una condicion de monotonicidad

a la funcion difusa ¢t — (**5Z37f) (¢, z). Aqui, paray € (0,1) y p > 0, C, ,([a,b], F)

denota el espacio de funciones definido por

C,p(la, b], F) = {f :(a, 0] = F | (

()P — a?

p

)f@ec@ﬂfﬁ.
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Lema 2.3.1 @ Sea f : J x F — F una funcidn difusa tal que t — f(t,u) pertenece
ac,,(J,F), 0 <~y < «, para cualquier v € F. Entonces, una funcion difusa d-
mondtona = € C(J, F) N C&E(J, F) es una solucién del PVI-DF si, y solo si,
x satistace el PVI-DF (2.1.2), y la funcion difusa t — ("IXT57 f) (t, z) es d-creciente

sobre J.

Demostracion. La demostracion sigue las ideas del Lema 3.1 enf}

Sea = € C(J,F) N Chx(J,F) una funcion solucién difusa d-monétona de .
Dado que = es d-mondétona sobre J, se sigue que t — z(t) S, x(0) es d-creciente
sobre J (ver Colorario[1.3.16). Por lo tanto, aplicando el operador #LXZ5F en la ED-

DF (2.1.1), usando el Teorema [1.4.21]y teniendo en cuenta que f(-,z) € C,,(J, F)
para cualquier x € F, se tiene que

(KT? CEDEP) (1) = (t) Ogu 2(0)
1

_ - tsp_l P — sP) o f (s, 2(s))ds
= B [ =

= ("MEIEPF) (tz(t), ted

Esto es,
2(t) Ogn 2(0) = ("HRIGPf) (¢, x(t), te ]

Ademas, como t — x(t) ©,u4 x(0) es d-creciente sobre J, se sigue que
t— (FEEZSPf) (¢, 2(t)) es también d-creciente sobre J. Entonces, tenemos la con-
dicion de necesidad.

A continuacién probamos la suficiencia. Sea = € C(J,F) N C5k(J, F) una fun-
cion difusa d-mondtona que satisface donde f : J x F — F es una fun-
cion difusa tal que ¢t — f(t,u) pertenece a C,,(J,F), 0 < v < «, para cualquier
ue Fytw (FEEIEPf) (t,2) es d-creciente sobre J. De la continuidad de la fun-
cion difusa f, la funcion difusa ¢ — (®*5Z57 f) (t,2(t)) es continua sobre (0,77 y
(REEZSP ) (0,2(0)) = Jim (FEEZSP £) (t,2(t)) = 0 en la métrica definida en (1.3.3).
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Entonces, z(0) = zo. Ademas, dado que ¢ — (FFEZ57f) (t,2(t)) es d-creciente

sobre J, aplicando el operador [;“Dg” en (2.1.2), de la Proposicion [1.4.19y la
Definicién [1.4.14] se sigue que

D) S 0)] = (GHDGE) (1)
(RLKDapRLKIapf) ( ( ))

ft,z(t), teld

Esto es,
(CHDyx) (1) = f(t,2(t), teJ,

lo que completa la demostracion. O
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3. PRINCIPIOS DE CONTRACCIONES

El principio de funciones contractivas de Banach es uno de los resultados funda-
mentales del andlisis. Se considera como el origen de la teoria de puntos fijos. Tam-
bién, su importancia esta en su aplicabilidad en varias ramas de las mateméticas.
La generalizacion del principio anterior ha sido de gran interés de investigacion. En
particular, ha habido una linea de trabajos relacionados con funciones de distancia
alternantes. Se tienen funciones de control que alteran la distancia entre dos puntos
en un espacio métrico. Estas funciones fueron propuestas por Khan y colaborado-
res en 1984, donde presentan algunos resultados de punto fijo con la ayuda de tales
funciones.

El objetivo de este capitulo es considerar algunos teoremas de punto fijo estable-
cidos en [*¥ sobre funciones débilmente contractivas, definidas sobre conjuntos par-
cialmente ordenados, en lugar de usar el teorema clasico de contracciones. Algunos
resultados de punto fijo de funciones débilmente contractivas en espacios métricos
completos fueron obtenidos en 88 F°[%). A continuacion se presentan algunos

resultados de punto fijo obtenidos en &, que generalizan otros de PE|EIFEY

48 J. Harjani y K. Sadarangani. “Generalized contractions in partially ordered metric spaces and
applications to ordinary differential equations”. En: Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Appli-
cations 72.3-4 (2010), pags. 1188-1197.

4 PN. Dutta y B.S. Choudhury. “A generalisation of contraction principle in metric spaces”. En:
Fixed Point Theory and Applications 2008.1 (2008), pag. 406368.

50 B.E. Rhoades. “Some theorems on weakly contractive maps”. En: Nonlinear Analysis: Theory,
Methods & Applications 47.4 (2001), pags. 2683-2693.
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3.1. GENERALIZACIONES
Definicion 3.1.1. Una funcion de distancia alternante es una funcion ¢ : [0, c0) —
[0, 00) tal que:

1. ¢ es continua y no decreciente, y

2. Y(t) =0 si, solo si, t = 0.

Definicion 3.1.2. Sean (X, d) un espacio métricoy f : X — X una funcién. Se dice

que f es débilmente contractiva si

W(d(f(x), f(y)) < ¥(d(z,y)) — ¢(d(z,y)),

para cualquier z,y € X, donde ¢ y ¢ son funciones de distancia alternante.

Observacion 3.1.3. Sea f : X — X una funcion contractiva. Asi, para A € [0,1), se
tiene que
d(f(x), f(y)) < Ad(z,y) = d(z,y) — (1 = A)d(z,y).

Considerando ¢ y ¢ funciones de distancia alternante definidas por ¢ (t) =ty ¢(t) =

(1 — \)t, se obtiene que

Pd(f(x), f(y)) < ¥(d(z,y)) — ¢(d(z,y)).

Es decir, las funciones que son contractivas constituyen una subclase de las funcio-

nes débilmente contractivas.

Teorema 3.1.4 (@ Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y supdngase
que existe una métrica d en X tal que (X,d) es un espacio métrico completo. Sea

f : X — X una funcion continua y no decreciente tal que

d(f(x), f(y)) < ¥(d(z,y)) — od(z,y)), Vezy,
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donde v y ¢ son funciones de distancia alternante. Si existe x, € X tal que xy <

f (x0), entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Si f (xq) = o, entonces la demostracion esta terminada.
Suponga que zy < f(x¢). Dado que zq < f(z0) y f es una funcién no decreciente,

se obtiene que

zo < f(x0) < fH(xo) = f(f(20)) < f(w0) < -+ < f(wo) < [ () <+

Tomando z,,.1 = f(z,), entonces, para cada entero n > 1, de la expresién

(d(f(x), f(y) < @(d(z,y)) — od(z,y)), Vezy

y, teniendo en cuenta que los elementos x,, y z,,.1 SOn comparables, se sigue que

P(d(@nir, 2n)) = D(A(f (20), [(2n-1)) < (A2, 2n1) =O(d( 20, Tn1)) < (@, Tna)-

Usando el hecho de que v es no decreciente, se tiene que d(z,,11,x,) < d(Ty, T,_1).
Si existe ny € N tal que d(z,,, zn,—1) = 0, entonces z,, = f(Tny—1) = Tng—1 Y Tng—1
es un punto fijo y la demostracion esta terminada. En caso contrario, suponga que
d(xpy, Tny—1) # 0 para todos n € N. Entonces, dado que d(z,41,%,) < d(xn, Tpn-1),
la sucesion {d(z,+1,,)}, .y €S decreciente y, en consecuencia, existe » > 0 tal que

d(xps1,x,) — r cuando n — oco. Haciendo n — oo en

P(d(@n1; @) < P(A(@n, Tna)) = Gd(@n, 201)) < P(d(wn, Tna)),

se obtiene que

b(r) <(r) — ¢(r) < (r),

implicando que ¢(r) = 0. Como ¢ es una funcién de distancia alternante, » = 0, y,
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por lo tanto,

lim d (2,41, 2,) =0.
n—oo

A continuacion, se demuestra que {z,}, . €s una secuencia de Cauchy. Suponga
que {z,},.y NO es una sucesion de Cauchy. Entonces, existe ¢ > 0 para la cual
se puede encontrar subsucesiones {:nm(k)}keN y {x"(k)}k:eN de {z,},cy cOn n(k) >
m(k) > k tales que d(z,u), xmk)) > €. Ademas, correspondiente a m(k) se puede
elegir n(k) de tal manera que sea el entero mas pequefo tal que n(k) > m(k) y
satisfaga d(zn ), Tmr)) > €. Luego, d(z,m)—1,Tmm)) > €. Usando las dos ultimas

expresiones y la desigualdad triangular, se tiene que

€ < d(Tnw), Tm(k) < ATnge), Tay—1) + A @ngr)—1, Tmer)) < ATnge), Tag)-1) + €.
Haciendo & — oo y usando que lim d(x,.1,z,) = 0, se obtiene que
n—oo
I d(zp k), Tm)) = €.

n—o0

Nuevamente, de la desigualdad triangular,
d(xn(k:)a xm(k)) < d('rn(k)7 q;n(k)—l) + d<xn(k)—17 xm(k)—l) + d(xm(k:)—lu xm(k))7

A(Tn)=1, Tmk)—1) < A(Tnk)=1, Tnk)) + A(Znk), Tm@)) + ATy, Tomk)—1)-
Haciendo & — oo en las dos desigualdades anteriores y usando lim d(z,41,2,) =0
n—oo

y lim d(znm), zme)) = €, € tiene que
n—oo

Tim d(@n(k)-1, Tm()-1) = €

Como n(k) > m(k) Y Tnk)—1 Y Tmx)—1 SON comparables (de hecho, z,,x)-1 < Tn)-1),

77



tomando = = z,4)—1 Y ¥ = Tm(k)—1 €N

(d(f (), f(y))) < @ld(z,y) — o(d(z,y)), Ve =y,

se obtiene que

U (d (200, Tm))) < 0 (d (T2, Tmy-1)) = 0 (d (T -1, Tmy 1)) -

Haciendo £ — oo y teniendo en cuenta que

lm d(zn@), Tmey) =€y m d(@p@)—1, Tmr)—1) = €,

n—o0 n—oo

se tiene que ¥(e) < ¥(e) — ¢(e). Como ¢ es una funcidon de distancia alternante,
de la ultima desigualdad se tiene ¢(¢) = 0y, en consecuencia, ¢ = 0, que es una
contradiccion. Esto muestra que {z,},. €s una sucesion de Cauchy y, dado que

X es un espacio métrico completo, existe z € X tal que lim z, = 2. Ademas, la

n—oo
continuidad de f implica que
= Jim fa) = Jim e = £
y esto prueba que z es un punto fijo. O

El siguiente resultado muestra que el anterior teorema sigue siendo valido adn si f

no es necesariamente continua suponiendo algunas condiciones sobre X.

Teorema 3.1.5 (@ Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y supdngase
que existe una métrica d en X tal que (X,d) es un espacio métrico completo. Sea

f : X — X una funcion mondtona no decreciente tal que
(d(f(z), f(y) < ¥(d(z,y)) — old(z,y)), Yz =y,
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para algunas funciones de distancia alternante ¢ y ¢. Supongase que X verifica que,
si una sucesion no decreciente {x}, .y €s convergente a x € X, entonces x;, < «,
paratodo k € N, o que f sea continua. Si existe x, € X tal que xo < f(z), entonces

f tiene un punto fijo.

Demostracion. Siguiendo la demostracion del teorema anterior, basta comprobar

que

f(z) ==z

Como {z,},.y €8 una sucesion no decreciente en X y lim z,, = z, entonces z, =< z

n—00

para cada n € N. En consecuencia,

(d(zni1, f(2)) = V(d(f(2n), [(2)) < $(d(2n, 2)) = dld(2n, 2)).

Haciendo n — oo y teniendo en cuenta que ¢ y ¢ son funciones de distancia alter-

nante, se sigue

P(d(z, f(2))) < 9(0) = ¢(0) = 0.

Esto implica que ¥ (d(z, f(z))) = 0. Asi, d(z, f(z)) = 0, o equivalentemente, f(z) =
z. [

Note que la condicién

(d(f(x), f(y)) < ¥(d(z,y)) — od(z,y)), Ve=y,

en el Teorema que satisface f es mas débil que la condicion

(d(f(x), f(y)) < ¥(d(z,y)) —od(z,y)), Vi,y e X,

que verifica una funcién débilmente contractiva, ya que se exige esta condicién so-

lamente para cada pareja de elementos que estan relacionados.
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A continuacién se presenta un ejemplo donde se puede apreciar que las hipotesis
de los Teoremas y no garantizan la unicidad del punto fijo.

Ejemplo 3.1.6. Sea X = {(z,—z) € R? | x € R} C R? y considérese el orden
(z,y) < (zt) & x<zAy <t

Se tiene que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado cuyos diferentes ele-
mentos son no comparables. Ademas, (X, d,) es un espacio métrico completo con-
siderando d, la distancia euclidiana. La funcion identidad f : X — X definida por
f(z,y) = (z,y) es continua y no decreciente. La condicion (1) del Teorema
se satisface ya que los elementos de X solo son comparables entre si. Ademas,
(x,—z) < f(x,—x) = (z,—x), para cada x € R. Asi, f tiene infinitos puntos fijos en
X.

El siguiente resultado agrega una condicion suficiente sobre el espacio X para ga-
rantizar la unicidad del punto fijo en los Teoremas y

Teorema 3.1.7 (). AnAadiendo la condicién
para x,y € X existe una cota inferior o una cota superior

a las hipétesis del Teorema|[3.1.4 (respectivamente el Teorema[3.1.5), se obtiene la
unicidad del punto fijo de f.

Demostracion. Sean z,y € X dos puntos fijos. Considérese los siguientes dos ca-
SOs:

Caso I: Si y es comparable a z, entonces f"(y) = y es comparable a f"(z) = z para
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ld(z,y) = »(d(f(2), /"))
("), [N WY) = o (d (7 (2), 7))
(=) 1Y)
P (d(f"72(2), [ (Y) — ¢ (d (f"72(2), [ (y))

VAN VAN VAR VAN VAN

Como v y ¢ son funciones de distancia alternante, de la ultima desigualdad se tiene

que ¢(d(z,y)) = 0, y esto implica que z = y.

Caso II: Si y no es comparable con z, entonces existe x € X comparable con y
y z. La monotonicidad de f implica que f"(z) es comparable con f"(y) = y y con

f™(z) =z, paran=0,1,2,.... Ademas,

w(d(z, f"(2)))

I
<

(VAN VAN VAN VAN
<

|
=
—
=S
R
~

3
&

Por lo tanto, la Ultima desigualdad prueba que {«(d(z, f"*(x)))} es una sucesion de-
creciente no negativa. De la monotonicidad de v, se sigue que {d(z, f"(x))} también

es una sucesion decreciente no negativa y, en consecuencia, existe 6 tal que

lim d(z, f"(z)) = 0.

n—oo

81



Haciendo n — oo en

Y(d(z, f*(2))) < w(d(f"H(2), £ (@)= (d(f" (=), [ (@) S (d(f (=), [ (@)

y, teniendo en cuenta que ¢ y ¢ son funciones de distancia alternantes, se obtiene

que

P(0) < ¢(0) — 0(0) < ¥(0),

lo que implica que ¢(f) = 0y, en consecuencia, § = 0. De manera anéloga, se puede

demostrar que
lim d(y, f"(v)) = 0.
Finalmente, como

lim d(z, f"(z)) = lim d(y, f*(z)) =0,

n—oo

la unicidad del limite implica que y = z. Esto termina la demostracion. O
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4. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION

Es bien sabido que los resultados generales de teoremas de punto fijo juegan un
papel importante en la busqueda de soluciones de ecuaciones no lineales, dife-
renciales e integrales. Asi, el objetivo de este capitulo es analizar la existencia y
unicidad de solucién al PVI-DF y extender este resultado para PVI-DF con
retardo, considerando algunos teoremas generales de punto fijo establecidos en @
sobre funciones débilmente contractivas en espacios parcialmente ordenados, en

lugar de usar los teoremas clasicos de contracciones.

4.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION AL PVI-DF

Una vez establecidas las condiciones que garanticen la equivalencia entre los pro-

blemas (2.1.1) y (2.1.2), es importante conocer la existencia de solucion a estos

problemas.

Definicion 4.1.1. Una funcién difusa z'(-) € C5k(J, F) es llamada una solucién

inferior de (2.1.1) si

CK Oévpxl’ l’i
{gH% (1) £ F(r2 (D), te (0.7, @i

2(0) < 2(0), z'(0),z(0) € F.

Una funcién difusa z°(-) € C(J,F) N C5L(J, F) es llamada una solucién superior

de (2.1.1) si

{(MDWWXﬂZﬂtﬁ@%tewﬂm w12)

x*(0) 2 x(0), 2°(0),z(0) € F.

El siguiente es uno de los resultados principales del presente trabajo en el cual se

muestran condiciones para la existencia y unicidad de solucion del PVI-DF (2.1.1).
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Teorema 4.1.2. Sea f € C (J x F,F). Asuma las siguientes condiciones:

1. Existe una solucién inferior d-monétona «* € C (J,F) N Chx(J, F) para el pro-

blema ;
2. Sin z A, entonces f(t,n) = f(t,\);

3. f es débilmente contractiva para elementos comparables, es decir, para algu-

nas funciones de distancia alternante ¢ y ¢, se tiene que

Entonces existe una unica solucion d-mondtona x para el problema sobre J.

Demostracion. Considere x € C(J,F) y denote X (t) = z(t) ©,4 z(0) para t € J.
Defina el operador @ : C(J, F) — C(J, F) por

-«

(QX)(t):];(a) /0 PP — )L f (s, z(s))ds, teE J.

Se mostrara que @ verifica las condiciones del Teorema (3.1.4]
Seanz 2 y € C(J,F).Sit € J, de la condicion 2 y la Observacion [1.4.4] se sigue

que

QX)) = © / N — ) f (s, 2(s))ds

Vv

/0 P — ) (s, y(s))ds = (QY)(1), Ve 2.

Asi, el operador () es no decreciente. De la condicion 3, se tiene que

U doo[f (2, ), [, y)]) < U (dooln, A]) = ¢ (dos[n; A]) < 4 (dos[z,9]) . para =2y
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Como « es una funcion de distancia alternante, se sigue que

doo[f(t,2), f(t,y)] < d[z,y], para z 2 y.

De hecho, si

doolz,y] < dso[f(t,z), f(t,y)], paraalgunos z 2y,

siendo ¢ una funcién de distancia alternante, se tiene que

¥ (dool, y]) < ¢ (doo[f (4, %), f(t,y)]),  paraalgunos 2 y.

Asi,
¥ (dos[z,y]) < ¥ (dwslz,y]) — & (do[z,y]), paraalgunos z 2y

—¢ (doo[z, y]) = 0.

Entonces, d.[z(t),y(t)] = 0 para x = y y t € J. Esto genera una contradiccion, ya

queparax 2 yyt e J, do[f(t,x(t)), f(t y(t)] = 0.
Ahora,sixz 2 yyt e J,sesigue que

1.[QX.QY] = [ L / P — ) (s, 2(s))ds,
()/Osp — ) f (s, y(s))ds
pl_a a 1
< I / P — ) [ (1, (1), (1, y(1))]ds
plia a 1
< L [t = oy taaleto). o,

85



Asi,

D, [QX,QY] = sup{e ™ d. [QX,QY]}
J

te
pio
< 2oL [ - o tanlatn. vonas
(a ted
1—
- 2 {e / ) 1e(ps)pe(’)s)pdoo[x(t),y(t)]ds}
F(a
1—
< su st )& L)’ D Iz, ds}
— P(O[) te?{ / PﬂD[ y]
- pl—aDM,x y] sup{ sp 1 Pyl P =) gg b
I'(a) ted

Tomando u = (t* — sP)*, se tiene que

-« t
D X’ QY < %SUP PP — Yo 1efpp(tp Sp)dS
p7p 0

F(a) teJ
I*OZD "
_ P Dpply] sup {M}
Pla) — wer L pp™
1-a -
I'(a) ppr p

Para una funcién de distancia alternante p, se tiene que

u(0,0@X,.QV) < (LDl
= 1 Oylo) = (1Ol =1 (P Dpslen]) ).

Considerando o(t) = u(t) — p (%t) se sigue que

K (Dp,p[QXy QY]) = M(Dp,p[x,y]) -0 (Dp,p[%y]) , T2y teJ
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De la condicién 1 se tiene que

(SEDyPal) (1) S f(t2i(t), teJ=[0,T),
2'(0) < =(0), 74(0), z(0) € F.

Ahora se mostrara que X* < QX sobre J. Parat € J, de la Proposicion y la
Observacion|1.4.4} se tiene que

(PTG DG (1) = (1) Syn (0)

— X

S (FHRIETE) (12 (1)

= p tsp_l P _ PVl (s 2i(s))ds
- b [ e =)

— (QX)(B), teJ

Por lo tanto,
X'(t) S(QX)(t), tel

El operador ) satisface las hipétesis del Teorema [3.1.5, esto es, @ tiene un punto
fijo en C (J, F). Ademds, ya que cada par de funciones difusas en C (J, F) tiene un
limite superior, el Teorema implica que el operador @ tiene un punto fijo Gnico

x, y este es la solucién unica para el problema (2.1.1). O
Observacion 4.1.3. En el Teorema |4.1.2, reemplazando la condicién 1 por la exis-

tencia de x* en su lugar de 2, el resultado sigue siendo valido.

4.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION AL PVI-DF CON RETARDO

Se sabe que las ecuaciones diferenciales, ordinarias y parciales, desempefan un
papel importante en la dinamica de poblaciones de forma teérica. Asociado al ana-

lisis matematico de un sistema dinamico, existen las denominadas ecuaciones dife-
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renciales con retardo. Este tipo de ecuaciones diferenciales describen fenémenos en
los que la funcion desconocida del sistema depende, no solo del estado del sistema
en un instante dado, sino también, de la historia de la trayectoria hasta ese instante
A9R4RS Si se quieren modelos més realistas se debe considerar problemas de valor
inicial con retardo (PVI-R) en el tiempo en los cuales la condicion inicial esta sujeta a
una trayectoria que modela los ultimos estados del sistema. Para nuestro propésito
consideramos el modelo clasico de un PVI-R en el cual se incorporan caracteristicas
difusas y la derivada temporal se toma en el sentido de la derivada g’}ng’p.
Después de obtener las condiciones que garanticen la existencia y unicidad de so-
lucién al PVI-DF (2.1.1), se quiere extender el resultado del Teorema[4.1.2para ga-
rantizar la existencia y unicidad de solucién al PVI-DF-R. Consideramos entonces el
siguiente PVI-DF-R

(51 Do) (1) = f(t,x(t), teJ=[0,T],

(4.2.1)
(t) = p(t), t € [~7,0],

donde o € (0,1), p,7,T > 0, {Dy” denota la gH-derivada-CK, f : J x F — F
y ¢ : [-7,0] — F son funciones difusas continlias conocidas. Su correspondiente

formulacién integral es dada por

x(t) Sgn 2(0) = (MEIFS) (t,2(t)), t € (0,T],

x(t) = (1), t € [-T,0].

(4.2.2)

Observacion 4.2.1. Si z(-) € C(J,F) es d-creciente, entonces (4.2.2) se puede

escribir como

z(t) = o(0) + (FERZGPf) (¢, x(t), teJ=10,T), (4.2.3)

x(t) = (1), t e [—r,0].
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Por otro lado, si z(-) € C(J, F) es d-decreciente, entonces (4.2.2) se puede escribir

como

{ p(0) = x(t) + (—1) (REETGO 1) (t,2(t)), t € J=1[0,T],
(1) = (1), te[-r,0),

0 equivalentemente

(4.2.4)

{ (1) = p(0) & (=1) (FEEISPf) (1, 2(t)), teJ=[0,T],
z(t) = p(t), t € [-T,0].

Para mostrar la existencia de solucién de (4.2.2) aplicamos algunos teoremas del

punto fijo sobre funciones débilmente contractivas.
Definicidn 4.2.2. Una funcién difusa z : [—7,7] — F se dice que es una solucion
al PVI-DF-R (4.2.1)) si se cumple que = es continua,
x(t) =(t), te[-7,0]
y ademas,
(g D7) (t) = f(t.(t), te[0,T].

Ejemplo 4.2.3. Considere el siguiente PVI-DF-R

(GHD§") (1) = (~,0,87), teo,1),

z(t) = o(t) = (t —2,0,t>+2), te[-1,0].
conp > 0. Del Ejemplo[2.1.3, se tiene

16p7% 5

t
T 15/

4p7% 3

— tz.0
RV

g

2(t) Sgn p(0) = <

>, t € (0,1].
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De la Observacion se tiene la funcion d-creciente

Ap~3 s 16 5
n(t) = so<o>+<—p 20,002, >

37 15\/—
4p7%37p 16p™2 sp
— (=2.0.2 t2,0 t2
< ”>+< N AR T >
Ap~3 3 16p™2 s
= (2L 4% 0.2 ¢ telo.1
< N ,,+15ﬁ > € [0, 1],

y la funcion d-decreciente

4p23p

zo(t) = (0)Sx (_1)< 3\/_ 0, 1165}i/_z 5p>

16]9 2 5p 4p 5 3p
= (—2,0,2 O—t
< ) Yy >@H< 15\/— \/— 2>

16p25i 4p57
_ ~2.0,2— Ctelo ).
<15f v > 0.1

Es claro que las funciones x; y x5 son soluciones de la ED-DF y EI-DF, ver Ejem-
plof2.1.3

El siguiente resultado da condiciones bajo las cuales se tiene la equivalencia entre

los problemas (4.2.1) y (4.2.2); lo consideramos como el segundo resultado principal

de esta tesis.

Proposicion 4.2.4. Sea f : J x F — F una funcién difusa tal que t — f(t,u)
pertenece a C., ,(J,F), 0 < v < a, para cualquier v € F. Entonces, una funcion
difusa d-mondtona = € C(Jy, F) N CSE(J, F) es una solucién del PVI-DF-R
si, y solo si, « satisface el PVI-DF-R y la funcion difusa t — (FLETSP f) (¢, z)

es d-creciente sobre J.

Demostracion. Sea = € C(Jy, F) N Céy(J, F) una solucién difusa d-monétona de

(4.2.1). En particular, se tiene que x(t) = ¢(¢), para todo ¢ € [—7,0]. Dado que
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x es d-monotona sobre J, se sigue que ¢t — xz(t) ©,4 x(0) es d-creciente sobre
J (ver Colorario [1.3.16). Por lo tanto, aplicando el operador #“%*Z;** en la ED-DF

(4.2.1), usando el Teorema|1.4.21|y teniendo en cuenta que f(-,z) € C, ,(J, F) para
cualquier x € F, se tiene que

(TGP G DGTr) (1) = w(t) Sem 2(0)
1

= ?(a)/o Sp—l(tp_Sp>a_1f(5’x(3))ds
= ("FRZT ) (tz(t), te

Esto es,
2(t) Ogn x(0) = (FHEIGPf) (¢, x(t), te

Ademas, como t — xz(t) ©,4 x(0) es d-creciente sobre J, se sigue que
t > (BLEZEPf) (¢, z(t)) es también d-creciente sobre J. Entonces, tenemos la con-
dicién de necesidad.

A continuacién, probamos la suficiencia. Sea = € C(Jy, F) N C5x(J, F) una fun-
cién difusa d-monétona que satisface donde f : J x F — F es una fun-
cion difusa tal que t — f(t,u) pertenece a C, ,(J, F), 0 < v < «, para cualquier
ue F,yt— (FEEIIPf) (t,x) d-creciente sobre J. De la continuidad de la fun-
cion difusa f, la funcion difusa ¢ — (FEXZEP f) (¢, 2(t)) es continua sobre (0,77 y
(RLEZSP ) (0, 2(0)) = t1_1>151+ (MRS F) (t,2(t)) = 0 en la métrica definida en (1.3.3).
Entonces, z(0) = ¢(0). Ademas, dado que t — (*XKZ57f) (,2(t)) es d-creciente
sobre J, aplicando el operador /“Dg" en (4.2.2), de la Proposicién [1.4.19y la
Definicién [1.4.14], se sigue que

g Dy [a(t) ©gn 2(0)] = (g Dy"2) (1)
(RLKDap RLKIapf) (t, z(t))

= f(t,z(t), teJ

91



Esto es,
(SaDgrx) (t) = f(t,a(t), te

Lo que completa la demostracién. O
Definicion 4.2.5. Una funcién difusa z'(-) € C(Jy, F) N Chr(J, F) es llamada una

solucioén inferior para (4.2.1) si

(SEDgPa’) (1) S f(t,2i(t),  teJ=[0,T],
2'(t) = ¢'(t) S (1), t € [-,0].

Una funcién difusa 2°(-) € C(Jy, F) N Can(J, F) es llamada una solucién superior

para (4.2.1) si

CADEP2) (1) 2 f(t,2%(1),  te=[0,T],
z*(t) = ¢*(t) 2 (1), tel-7,0].

El tercer resultado principal del trabajo presenta las condiciones para la existencia y
unicidad de solucién del PVI-DF-R (4.2.1).

Teorema 4.2.6. Sea f € C (J x F,F). Asuma las siguientes condiciones:

1. Existe una solucién inferior d-monétona z' € C (Jo, F) N Chi(J, F) para el

problema ;
2. Sin z A\, entonces f(t,n) 2 f(t,\);

3. f es débilmente contractiva para elementos comparables, es decir, para algu-

nas funciones de distancia alternante v y ¢, se tiene

Entonces existe una unica solucion d-mondtona x para el problema sobre Jy.
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Demostracion. Considere x € C(Jy, F) y denote X (t) = z(t) ©,4 x(0) para t € J.
Defina el operador @ : C(Jy, F) — C(Jo, F) por

gp(t) @gH @(O)v te [_7_7 0]7
(QX)(t) =

Se mostrara que @ verifica las condiciones del Teorema (3.1.4]
Seanz 2y e C(Jy, F).Sit e [—7,0],

(QX)(1) = ¢(t) Ogu ¢(0) = (QY) (),

y, sit € J, de la condicion 2 y la Observacién [1.4.4] se sigue que

QX)) = £ / U — ) f (s, 2(s))ds

2

F(a) /0 Spfl(tp — sp)aflf(s, Z/(S))ds = (QY)(t), Vo > .

Asi, el operador () es no decreciente. De la condicién 3, se tiene que

b (doo[f(t,2), f(t,9)]) < ¢ (doo[n, Al) = @ (doo[n, A]) < ¢ (docl,y]), para zZy.

Como « es una funcion de distancia alternante, se sigue que

doo[f(t,2), f(t, )] < d[z,y], para z 2 y.

De hecho, si

doolz,y] < dso[f(t,z), f(t,y)], paraalgunos z 2y,

93



siendo ¢ una funcion de distancia alternante, se tiene que

¥ (dos[z,y]) < U (ds[f(t,2), f(L,y)]), paraalgunos z 2 y.
Asi,

¥ (dooz,y]) < ¢ (dec[r, 9]) — ¢ (doc[z,4]),  paraalgunos = 2y

—¢ (do[z, y]) = 0.

Entonces, d..[z(t),y(t)] = 0parax 2 yy t € Jy. Esto genera una contradiccion, ya
queparaz 2 yyt € Jo, duo[f(t,2(t)), f(t,y(t))] = 0.
Ahora, siz 2 yyt e [—7,0], se tiene que

ds[QX, QY] = dus [p(t) Sgr (0), 0(t) Sgm p(0)] = dus[io(t), (1)] = 0,

yparax = ycont € J, se sigue que

110X.QY) = du B [t — o s,
()/Osp — )L f (s, y(s))ds
pl_a a 1
< I / P — ) [ (1, (1), (1, y(1))]ds
plia a 1
g / — )0 (8), y(1)]ds.
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Asi,

D, [QX,QY] = sup{e ™ d. [QX,QY]}
J

te
pio
< 2oL [ - o tanlatn. vonas
(a ted
1—
- 2 {e / ) 1e(ps)pe(’)s)pdoo[x(t),y(t)]ds}
F(a
1—
< su st )& L)’ D Iz, ds}
— P(O[) te?{ / PﬂD[ y]
- pl—aDM,x y] sup{ sp 1 Pyl P =) gg b
I'(a) ted

Tomando u = (t* — sP)*, se tiene que

-« t
D X’ QY < %SUP PP — Yo 1efpp(tp Sp)dS
p7p 0

F(a) teJ
I*OZD "
_ P Dpply] sup {M}
Pla) — wer L pp™
1-a -
I'(a) ppr p

Para una funcién de distancia alternante u, se llega a que

u(0,0@X,.QV) < (LDl
= 1 Oylo) = (1Ol =1 (P Dpslen]) ).

Considerando o(t) = u(t) — p (%t) se sigue que

1 (DpplQX,QY]) = pu(Dyplz,y]) — 0 (Dpplz,y]), =2yt € Jo.
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De la condicién 1 se tiene que

(SEDgPa’) (1) S f(t2i(t),  teJ=[0,T],
2'(t) = ¢'(t) < o(t), tel-70.

Ahora, se mostrara que X' < QX' sobre Jy. Para ¢t € [—7,0], se sigue que z(t) =

©'(t) < ¢(t). Entonces
X'(t) = 2'(t) Sgn 27(0) = ¢'(t) Sgn ¢'(0) S 9(t) S (0) = (QX)(1),
y, parat € J, por el Lema y la Observacién [1.4.4] se tiene que

(TP D) (1) = 21(t) Sy 41(0)

= X0

S (RIS (12 (1)

= P tsp_l P PVl f(s 2 (s))ds
- b [ e =)

= (QXH(t), teJ
Luego,
X'(t) S (QXH(), te o

El operador () satisface las hipétesis del Teorema [3.1.5] esto es, ) tiene un punto
fijo x en C (Jo, F). Ademas, ya que cada par de funciones difusas en C (.Jy, F) tiene
un limite superior, el Teorema implica que el operador @ tiene un punto fijo

unico z, y este es la solucion unica para el problema (4.2.1). O

Observacion 4.2.7. En el Teorema [4.2.6, reemplazando la condicion 1 por la exis-

tencia de z* en su lugar de 2, el resultado sigue siendo valido.

Observacion 4.2.8. Note que, haciendo 7 = 0 en el PVI-DF-R (4.2.1) se obtiene
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PVI-DF (2.1.1). Luego, haciendo 7 = 0 en el Teorema se obtiene el Teore-
mald.1.2

Ejemplo 4.2.9. Un modelo matematico natural descrito por ecuaciones diferenciales
ordinarias con retraso finito viene dado por el modelo tipo Thomas Malthus para la
dinamica de poblacion, en el que la tasa de natalidad no cambia tan pronto como
nacen nuevos individuos; de hecho, los nuevos individuos necesitan un tiempo para
convertirse en individuos reproductivos, es decir, se hace presente el fenémeno de
retardo. El siguiente ejemplo corresponde a una modificacion de ese modelo clasi-
co de dinamica de poblaciones en el que se incorporan caracteristicas difusas y la
derivada temporal se toma en el sentido de la derivada fraccionaria de Hukuhara
generalizada difusa de Caputo-Katugampola. Explicitamente, consideramos el si-
guiente problema de valor inicial para ecuaciones diferenciales difusas fraccionarias
con retardo finito PVI-DF-R

(CKDGPP) (1) = AP(t—1), t€0,2],
P(t) = R, te[-1,0],

donde \ > 0, [P(t)]" = [P"(t), P(t)] y [Po]" = [Py, Py = [1+7,3—r], parar,« € [0, 1].
Consideramos los siguientes dos casos:

Caso I: P una funcion difusa d-creciente sobre |0, 2|.

Caso II: P una funcién difusa d-decreciente sobre |0, 2].

Para buscar una solucion difusa del PVI-DF-R, utilizamos el método de pasos. Para

eso, tenga en cuenta que, si0 <t <1,—1<t—1<0, entonces
Pt-1)=F=0B-r) y P@t-1)=F=~1+r).
Por lo tanto, parar € |0, 1], tenemos que

AP(t—1)]" = [AP"(t—1),AP"(t —1)] = [A\(L+7), A8 —r)]. (4.2.5)
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Caso I: P una funcion difusa d-creciente sobre [0, 2].
Primero, considere la ED-DF parat € [0, 1]. Dado que la funcion P es d-creciente,
parat € [0,1] yr € [0,1], de la Observacion|1.4.17, se tiene que

[ De"P) (O] = [(T*DgPEI)(t), (“F DgPPr)(t)]

= [\P(t— 1), \P(t—1)] = \P(t - 1)]".

Asi, de esta ultima ecuacion y la ecuacion (4.2.5), se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccionario

4

(“KDgPP)(t) = A1 +7), teo,1],
(“KDg"Pr)(t) = A3 —7), telo1],
Pr(t)=r = (1+r), t e [-1,0],
Pr(t)y=P; = (3—r), t € [-1,0].

\

Luego, aplicando el operador *LX [P, se sigue que

() :g(o>+m;(—2)pl_a /0 L gr)elds — (1+r)+%tw, te o1,
F(t):ﬁ(O)%—% /0 sp_l(tp—sp)a_ldSZ(3—r)+%tap, te o],

Es decir, los r-niveles de la funcion difusa solucion del PVI-DF-R candidata para

t €10,1] son

A1 +7r)p@

AB =1
NOES) —_— ¢ r € [0,1].

P 3 —
7( T)+ F(a+1) )

P(1)) = [(1 fr)t
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Ahora, considere la ED-DF parat € [1,2]. Luego, (t — 1) € [0, 1]. Asi, parar € [0, 1],

AP(t—1)]" =[AP"(t — 1), A\P"(t — 1)]

AN2(1+7r)p™
[Na+1)

@B —r)p©

=[AN1+47)+ Mo+ 1)

(t— 1), A3 —r) + (t—1)°7| .

(4.2.6)

Dado que la funcion P es d-creciente, parat € [1,2] y r € [0,1], de la Observa-

cion se tiene que

(G4 D" P) (O] =[(“"Dg*PI)(t), (“* Dg¥P)(t)]

=[\P"(t = 1),\P"(t — 1)] = [\P(t — 1)]".

Asi, de esta ultima ecuacién y la ecuacion (4.2.6), se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden fraccionario

’ (“KDgPP)(t) = A1 +71) + %(t — 1), tell,2],
(CKDGPPTY(t) = A3 — ) + —vf(a_pg_a (t—1), tell,2],
Pr(t)=(1+7r)+ %tw, tel0,1],

P =67+ —Af(; i)f)_ “por, teo.1].
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Por otro lado, del Teorema[1.2.11], se sigue que

(0}

(“K DG P (t) :ﬁ/o (t? — sp)a% [P’ (s)] ds
:nfi@LA@Lﬂwﬂéuﬁﬁwwﬁﬁﬁﬂwﬂ”%uﬁ@m%

p- ! p p —ad )‘(1+r)pia ap K no,p pr
:m/o(t —sP) E[(1+r)+ws ]ds+(c DI*PP)(t)

)\(1—1—7“)]? ! p p\—a ap—1 K myo,p pr
:m/o<t — sP) 7P ds + (CK DS PT(1).

Luego, para la primera EDO, se tiene que

AN(1+7r)p™
I'(a+1)

ap AL +7)p ! p_ p\—a ap—1
(t—1) —m/o(t sP)T 4P ds.

De forma analoga, para la seqgunda EDO,

(CDPTE() = M1+7)+

N@B—r)p© w_ AB=T [ a1y,
Tarn ¢V ru—awmoé(t ) ds.

Luego, aplicando el operador "'X 1P, se sigue

(CKDETPY(t) = M3—) +

Pty = P(1)+ /\(:l—{_—w/tsp l(tp_sp)a—lds

a)

A (1
+ a—;; P / sP™ ) s — 1)*Pds
p

1 —o !
+T / sP~t tp a ! </ (sp — Tp)aTapldT> ds
1 0

e a+x<1+r>pa

T(a+ 1) T(a+ 1)

1—|—7’)p /s ) (s — 1)*Pds
1

al?(«)

A1 o !
- = 7] / sP7H( -t </ (sP — Tp)_aTap_ldT> ds,
1 — ) 0

— (404 (¢ -1y
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En la Figura|9 se presenta la gréfica del 1-nivel (trazo punteado) y las funciones
extremos del soporte (trazos continuos) de la funcion solucion P al PVI-DF-R para
el CasolcuandoA=3i,p=1y(@a=13,(b)a—1".

(a) PO(t) (b)

Figura 9. Grafica del 1-nivel y el soporte de la solucion P al PVI-DF-R del Caso |.
(@) Cuandoa =3, A=1yp=1.(b)Cuando o - 1", A =1 yp=1.

Case lI: P una funcion difusa d-decreciente sobre [0, 2].

Primero, considere la ED-DF parat € [0, 1]. Dado que la funcion P es d-decreciente,
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parat € [0,1] yr € [0,1], de la Observacion|1.4.17, se tiene

(5 D5 P) (1)) =[(“"Dg*Pr)(t), (“F Dg* Pr)(1)]

= [\P"(t —1),A\P"(t — 1)] = AP(t - 1)]".

Asi, de esta ultima ecuacién y la ecuacion (4.2.5), se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias

;

(“KDgTP)(t) = A3 —7), te0,1],
(CKDSPPTY(t) = A1 +7), te]0,1],
Pr(ty=P; = (1+r), te[-1,0],
Pr(t)= P} =(3—1), t€[-1,0].

\

Luego, aplicando el operador **E [P se sigue

E(t):E(O)—F%/O sp—l(tp—sp)a—lds:(1+r)+%t”’, t € 10,1],
W(t):W(O)Jr% /0 spl(tp—sp)a1ds:(3—r)+%t“p, te[0,1].

Es decir, los r-niveles de la funcion difusa solucion del PVI-DF-R candidata para

t €10,1] son

AB—r)p@
['(a+1)

A1 +7r)p@

S S Ny

PO = @)+ ], ren

Ahora, considere la ED-DF parat € [1,2]. Luego, (t — 1) € [0,1]. Asi, parar € [0, 1],
AP(t— 1)) =[AP"(t — 1), \P"(t — 1)]

N(3—r)p™
['(a+1)

N(1+r)p ™

(=1 N3 =)+ "1

= {)\(1 +7) + (t— 1)”’1 :

(4.2.7)
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Dado que la funcion P es d-decreciente, parat < [1,2] y r € [0,1], de la Observa-

cion|1.4.17, se tiene

(5 D57 P) (1)]" =[(“"Dg " Pr)(t), (“F Dg* Pr) (1))

=[\P"(t —1),A\P"(t — 1)] = \P(t —1)]".

Asi, de esta Ultima ecuacion y la ecuacion (4.2.7), se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias

e Dgn =26 -0+ XL e ve
(CKDEPPT)() = A(1+7) + —vﬁa_pg_a (t—1)r, te1,2],
ﬂ(t):(l—i—r)—i-%to‘p, t €[0,1],

\ Prt)y=(3—7r)+ %tup, te[0,1].

Por otro lado, del Teorema[1.2.71] se sigue

(KD = [ (= oL ()] ds
I'l—a)Jj, ds

o [ / (- L P+ / = () ds}

:F(l—a s

i [ a4 2 e s )
_ )\(3—7‘)]) ' P _ gpy—egap—l s CK ma,p pr

e [ = (R )

Luego, para la primera EDO,

N(1+r)p™
I'(a+1)

AB—=1)p

(CKDYPPI)(t) = AB—r)+ (t_1>ap_m/o (tF —sP) 5P~ (s,
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De forma analoga, para la sequnda EDO,

N3 —r)p @
INa+1)

ap A1 +7)p ! p  py\—a.ap—1
(t—1) —m/o(t _p)egr=igs,

Luego, aplicando el operador "X 1P| se sigue

(EDSPP)(t) = N1+7)+

Pr(t) = P(1)+ /\(3_—7(;))])1@ /j sPTH(tP — sP) > ds

B—rp™™ AX3—r)p @ » N
= U+ o1 Tarn U
A (10;2725 - /1 PP — sP)* (s — 1)*Pds

(L+r)p™ ALA+rp™® ., .
= B-"+ o1 Tatrn Y
)\2(3 B T.)pl—ro ! p—1/4p pya—1 ap

+ aT%(a) /1 sPTHEP — )T (s — 1)*Pds

Tt ) o ([

En la Figura |10 se presenta la grafica del 1-nivel (trazo punteado) y las funciones
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extremos del soporte (trazos continuos) de la funcién solucion P al PVI-DF-R para

el Casollcuando =, p=1y(@a=3, (b)a—1".

|
-1 0 1 2 t -1 0 1 2 t

Figura 10. Grafica del 1-nivel y el soporte de la soluciéon P al PVI-DF-R del Caso II.
(@) Cuandoa =1, A=1yp=1.(b)Cuandoar —» 1", A=1yp=1.

Observacion 4.2.10. Para el Ejemplo|4.2.9, sisetomap=1y a — 17, se tiene

Caso l: parar € [0, 1]

P = (T4 7)1+ At),(3—=7)(1+ At)], t €[0,1],

[(1+T) <1+>\t+A_22t2_>\2t + %) ,(3=7) <1+/\t+%2t2—/\2t+2—2)} , te(1,2].

Caso ll: parar € [0, 1]

([(1+r)+>\(3—r)t,(3—r)+>\(1—|—7’)t], t €10,1],
[P()]" = [(1—1—7”)4—)\(3—7“)—1—/\(3—7“)@—1)+)\2(1—|—r)(t_21)2,
(3—r)+>\(1+r)+)\(3—r)(t—1)+)\2(3—r)(t_21)2 , te(1,2).
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5. CONCLUSIONES

Se analizaron los fundamentos del calculo fraccionario extendidos al contexto difuso.

Se estudiaron las condiciones necesarias y suficientes para la equivalencia entre el

PVI-DF y su correspondiente formulacion EI-DF.
Se obtuvieron algunos resultados relacionados con existencia y unicidad del PVI-DF
via teoremas de punto fijo de funciones débilmente contractivas en espacios métri-

cos parcialmente ordenados.

Se extendieron los resultados de existencia y unicidad de solucién a PVI-DF-R.
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