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Resumen

Titulo: La conjetura de Poincaré*

Autor: Jhoan Sebastian Baez Acevedo**

Palabras Claves:

Conjetura de Poicaré, Clasificacion de 3-variedades.

Descripcion:

La conjetura de Poincaré por mas de 100 afios ha sido un inconveniente para los
matematicos, mas aun con los que trabajan temas relacionados con geometria. Tal es su
importancia que todo aquel que ha conseguido algin avance en la conjetura recibié la
medalla Fields, asi como muchos matematicos de prestigio han fracasado. La conjetura de
Poincaré es tan importante que hacia parte de la selecta lista de los problemas del milenio y
es el Unico de estos problemas que se ha solucionado.

Este trabajo consiste en estudiar los conceptos basicos que acompafian el planteamiento de
la conjetura de Poincaré en su version generalizada, su desarrollo histérico y analizar el caso
en dimension 3. Para ello estudiaremos resultados clasicos de topologia, topologia
algebraica y algebra moderna. Asi mismo pretendemos estudiar las equivalencias
geométricas, topolégicas y algebraicas de la conjetura de Poincaré y presentar algunos de
los resultados geométricos y topolégicos que se obtuvieron al tratar de demostrar la
conjetura.

Para este trabajo fueron necesarios conceptos de geometria Riemanniana, sobre todo para
entender en qué consiste la geometrizacion de la conjetura cuya solucidén garantiza la
veracidad de la conjetura propuesta por Poincaré. Ademas, pretendemos dar una visién de
algunos de los avances de la obra maestra de Perelman que lo llevaron a convertirse en la
celebridad del momento en el mundo de la matematica.

*Trabajo de Grado

** Facultad de ciencias, Escuela de Matematicas. Director: Sofia Pinzén Duran.



Abstract

Title: The Poincare Conjecture*

Author: Jhoan Sebastian Baez Acevedo**

Keywords:

Poincare Conjecture, classification of 3-manifolds.

Abstract:

The Poincare conjecture for over 100 years has been a problem for mathematicians, even
more working with geometry issues. Such is its importance that anyone who has achieved
some progress on the conjecture received the Fields Medal, as well as many prestigious
mathematicians have failed. The Poincare conjecture is so important that was part of the
select list of the problems of the millennium and is the only one of these problems has been
solved.

This paper wants to study the basics that accompany the approach of the Poincare
conjecture in its generalized version, its historical development and analyze the case in
dimension 3. We will study classical results of topology, algebraic topology and modern
algebra. Furthermore, we analyze the geometric equivalence, topological and algebraic
Poincare conjecture and present some of the geometrical and topological results obtained in
trying to prove the conjecture.

For this work were necessary Riemannian geometry concepts, especially to understand what
the geometrization conjecture whose solution shows the truth of the conjecture given by
Poincare. In addition, we intend to give an overview of some of the progress of Perelman's
masterpiece that led him to become the celebrity of the moment in the world of mathematics.

*Work Degree

** Faculty of Science, School of Mathematics. Directed by Sofia Pinzén Duran.
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Introduccion

En la historia de la humanidad las matematicas han jugado un papel fundamental, la
aparicion de problemas en esta area se convierte en el motivo de trabajo y del éxito
de grandes hombres. Pero asi como dichos problemas fueron satisfactorios para las
personalidades que los resolvian, existen problemas que por su complejidad, o la falta
de teorias que permitan abordarlos, se mantienen vigentes durante muchos anos,
permitiendo que a través de los intentos de solucion se generen nuevos conocimientos,
nuevos métodos y nuevos problemas.

Los problemas del milenio son una gran muestra de algunos de los misterios que el
mundo matematico nos proporciona. De estos problemas el inico que se ha resuelto
satisfactoriamente ha sido la conjetura de Poincaré.

En el siglo XIX la topologia de las variedades de dimension 2 o superficies era bien
conocida, de hecho se tenia una lista completa de las posibles superficies compactas
orientables, pero en dimensién mayor la clasificacion de variedades era un tema un
poco mas complejo. Henri Poincaré, fue quiza el primero en intentar realizar una
clasificacion similar para las variedades de dimensién tres. El ejemplo méas béasico de
estas variedades es la esfera unitaria tri-dimensional, esto es el lugar geométrico de
los puntos (z,y, z,w) € R?* cuya distancia al origen es 1, esto es, 22 +y* + 22+ w? =
1. El noté que una caracteristica fundamental de la esfera en dimensién dos es
que cada curva cerrada puede ser deformada de manera continua a un punto sin
salirse de la esfera, en 1904 Poincaré se pregunto si este hecho se cumplia también
para la esfera en dimension tres. En lenguaje moderno el problema consiste en
demostrar la existencia de una 3-variedad cerrada y simplemente conexa que no
sea homeomorfa a la 3-esfera. Una respuesta negativa a dicha pregunta es lo que
se ha etiquetado como la conjetura Poincaré. Este problema desconcerté a muchos
matematicos durante mas de 100 anos y, finalmente, una respuesta positiva a la
conjetura fue recientemente obtenida por Grigori Perelman.

Como muchos de los problemas que se han mantenido abiertos durante largo tiempo,
la conjetura Poincaré o, mejor, el intento de una comprensién méas profunda del
problema ha producido una cantidad incalculable de resultados matematicos. Por
lo tanto presentaremos la conjetura de Poincaré aludiendo a un principio basico del
trabajo matematico:

Si no puedes resolver un problema, jgeneralizalo!

La forma generalizada de la conjetura sera estudiada en este trabajo, asi como el
contexto histérico que enriquece el problema.
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Conjetura 0.1. Sea M™ una variedad n-dimensional cerrada, homotopicamente
equivalente a la n-esfera S™. Entonces “M™ = S™”.

Denominaremos a esta la Conjetura de Poincaré Generalizada (CPG).

12



Objetivos

Objetivo General

Entender la demostracion de la Conjetura de Poincaré generalizada, se sale de las
posibilidades de un trabajo de grado de pregrado; por lo tanto el objetivo principal
de este trabajo consiste en estudiar los conceptos basicos que permitan entender el
planteamiento de la conjetura de Poincaré en su version generalizada, su desarrollo
histérico y analizar el caso en dimensiéon 3.

Objetivos Especificos

= Revision de los conceptos bésicos que permitan entender la conjetura de Poin-
caré.

= Estudiar las equivalencias geométricas, topologicas y algebraicas de la conje-
tura de Poincaré.

= Presentar algunos de los resultados geométricos y topoldgicos que se obtuvieron
al tratar de demostrar la conjetura.
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1 Preliminares

Para el buen entendimiento de los siguientes capitulos vamos a realizar una reco-
pilacién de algunas nociones topoldgicas y algebraicas, asi como algunos conceptos
propios del andlisis matematico, temas fundamentales y de gran importancia para
algunas de las presentaciones de la conjetura.

1.1. Elementos de Algebra

Las nociones que vamos a recordar seran importantes cuando trabajemos con el
grupo fundamental y algunos invariantes algebraicos que debemos utilizar.

Para comenzar una relaciéon de equivalencia en un conjunto X no vacio es una
relacion ~ que es reflexiva (a ~ a, para todo a € X), simétrica (si a ~ b entonces

b ~ a, para todo a,b € X) y transitiva (si a ~ by b ~ ¢ entonces a ~ ¢, para todo
a,b,ce X ).

Cuando ~ es una relacion de equivalencia producira una particién natural de X en
clases de equivalencia [a], donde:

a] ={z €S : z~a}

es la clase de equivalencia de a, con a € S, y esta compuesta por todos los elementos
de X que se relacionan con a por ~. Ahora recordemos la nocién de grupo:

Definicién 1.1. Un grupo (G, x) es un conjunto G, junto con una operacién binaria
* en G, tal que « satisface lo siguiente:

1. La operacion binaria x es asociativa.
i1. Existe un elemento e € G tal que exx = x*xe = x para todo x € G. (identidad)

iti. Para cada a € G existe @’ € G tal que axa’ = a’ xa = e. (inverso)

Cuando la operacion x es conmutativa diremos que el grupo es abeliano. Ahora si
tenemos dos grupos G, G’ y una aplicacién ¢ : G — G’ tal que para z,y € G
tenemos que ¢ (zy) = ¢ (z) ¢ (y), es decir ¢ preserva la operacién, diremos que ¢ es
un homomorfismo.

Definicién 1.2. Decimos que GG y G’ son dos grupos isomorfos si existe un homo-
morfismo ¢ que es una biyeccion y lo denotaremos por G ~ G'.
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Ademas de esto diremos que el Kernel o nicleo de ¢ sera el conjunto:
K(¢)={a€G : ¢(a)=¢}

donde €’ es el elemento identidad de G'.

1.2. Elementos de Topologia

Dado un conjunto X diremos que una topologia sobre X es una coleccion 7 de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

i. 0y X estdn en 7.
12. La unién de los elementos de cualquier subcoleccion de 7 esta en 7.

114. La interseccién de los elementos de cualquier subcolecciéon finita de 7 esta en
T.

Un conjunto X con una topologia 7 se denomina espacio topoldgico, cominmente se
denota (X, 7) pero por comodidad se omite esta expresion y diremos que X es un
espacio topoldgico. También denotamos como abiertos de X a los elementos de 7.

En un espacio topolégico X, decimos que E es cerrado si X — E es abierto, asi
podemos definir también la clausura del conjunto £ C X y lo denotaremos F como:

E=({KCX|Kescerradoy E C K}

Por lo tanto F es cerrado, y sera el cerrado mas pequeiio que contenga a E. Ahora
definiremos el interior de E C X que notaremos por £° como el conjunto:

E°=|J{G C X | G es abierto y G C E}

E° sera el abierto mas grande que esta contenido en E.

Asi mismo se define lo que es una vecindad para un punto z € X, decimos que U
es una vecindad de x € X si contiene un abierto V con z € V, es decir U es una
vecindad de z si x € U°. De esta forma definimos U, como la coleccién de todas las
vecindades de x al que llamaremos sistema de vecindades de x.

El sistema de vecindades U, de x en un espacio topoldgico X tiene la siguientes
propiedades:

1. S1U € U, entonces ¢z € U.

1. Si U,V € U, entonces U NV € U,.
ii. Si U € Uy, entonces existe V € U,, tal que U € U, para cada y € V.
w. SiUel, yU CV, entonces V € U,.
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Para dicho sistema de vecindades podemos definir una base que denotaremos por
B, que es la base de vecindades, donde B, C U, tal que cada U € U, contiene algiin
V € B,. Esto es:

U,={UC X |V CUparaalgin V € B,} .

Donde los elementos de B, son llamados los bdsicos de vecindad. Ademas, decimos
que en un espacio topologico X donde cada x € X tiene una base de vecindades
numerable decimos que X satisface el primer azioma de enumerabilidad o que es
1l-numerable.

Al igual que los sistemas de vecindades, podemos definir una base para la topolo-
gia que permita describir los abiertos, entonces si (X, 7) es un espacio topolégico,
diremos que B C 7 es una base si:

r:{UB: ACB}.

BeA
En otras palabras, B es una base si cumple:

i. X = UB.

BeB

1. Sean By, By € B con p € By N By, entonces existe algin By € B tal que
p € By C By N Bs,.

Asi, se dice que X es un espacio 2-numerable si X tiene una base numerable. Ademas,
note que R™ es un espacio topolégico, donde 7 es el conjunto generado por todas las
bolas abiertas definidas a partir de la métrica, es decir, las bolas abiertas forman
una base de R".

Con todo esto podemos dar una definiciéon primordial para nuestro trabajo:

Definicién 1.3. Una aplicacion f: X — Y, donde X y Y son espacios topoldgicos,
se dice que es una aplicacion continua si para cada subconjunto abierto V' de Y, el
subconjunto f~1 (V) es abierto en X.

Si f es una biyeccion continua entre dos espacios topologicos X y Y, con la inversa
de f continua entonces se dice que f es un homeomorfismo.

Adicionalmente, un espacio topolégico X se denomina espacio de Hausdorff si para
cada par x1,rs de puntos distintos de X existen vecindades U; y Us de x1 y oo
respectivamente, que son disyuntas.

El espacio X se denomina conezxo si no es posible descomponerlo como la unién
de dos abiertos no vacios y disyuntos. En particular esta es una propiedad dificil
de manejar, ya que X es conexo si no existe una separacion no trivial de abiertos
disjuntos, una nociéon "mas manejable" es la de conexidad por caminos, para entender
esta nocién necesitamos una definicién clara de lo que es un camino.

16



Definicién 1.4. Dado un espacio topoldgico X, un camino en X es una aplicacion
continua « : [0,1] — X si @ (0) = a y a (1) = b. Decimos que « es un camino entre
ayb.

Entonces X es conexo por caminos si para todo par de puntos a,b € X existe un ca-
mino que los une. Note que si X es conexo por caminos €l es conexo, pero la reciproca
no se cumple, para ello consideremos B = {0} x (—=1,1) y C = {(x, sin (i)) cT > 0}
entonces A = BUC), es llamado el "seno topologico" y cuya grafica aparece a conti-
nuacion:

|
—
/

A es conexo ya que no se puede separar como unién de abiertos disyuntos, pero
no es conexo por caminos ya que no hay camino que una un punto de B con uno
de C'. Para finalizar recordaremos el concepto topoldgico de compacidad, para esto
necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 1.5. Un recubrimiento abierto de un subconjunto A C X, donde X es
espacio topolégico, es una familia de conjuntos abiertos {U;},.; de X tales que su
union cubre a A, es decir:

Uu;o A

il
Entonces, en un espacio topologico X se dice que A es compacto si dado un recu-
brimiento cualquiera de A, existe un sub-recubrimiento finito de A.

Ahora, si X es compactoy f: X — Y es continua, entonces f (X) es compacto, es
decir, la imagen de una funcién continua de un compacto es compacto. Asi mismo,
esta funcion sera uniformemente continua.

Definicién 1.6. Una funciéon f : X — Y es uniformemente continua si para todo
e > 0existe d > 0 (g,0 € R) tal que dx (1, 22) < 6, se tiene que dy (f(z1), f(z2)) < €
para todo x1,x9 € X.
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1.3. Elementos de Diferenciabilidad

En esta parte recordaremos nociones relacionadas con diferenciabilidad en R™, que
seran vitales cuando hablemos de variedades diferenciables o de la conjetura en su
version geométrica.

Definicién 1.7. Sea f : U C R — R. La deriwada f' (zo) de f en zg € U es el limite
(cuando existe)

F (o) = limf (zo +h) — [ (w0)

o 3 , xot+hel.

Cuando f posee derivada en todos los puntos de una vecindad V' de zy podemos
considerar la derivada de ' : V' — R, en xg que es llamada la segunda derivada
f" (xo) de f en xy y asi sucesivamente. f es diferenciable en xq si posee derivadas
continuas de todos los ordenes en xy. f es diferenciable en U si es diferenciable en
todos los puntos de U.

Sea f : U C R*> — R. La derivada parcial de f con relacién a x en (xg,yy) €
U denotada por % (x0,%0), es (cuando existe) la derivada en zy de la funcién de
una variable x — f(x,y0). Andlogamente la derivada parcial con relaciéon a y la
notaremos %5 (20, Yo)-

Cuando f posee derivadas parciales en todos los puntos de una vecindad V de
(x0,%0) podemos considerar las derivadas parciales de segundo orden en (zg,yo)
y asi sucesivamente. Por lo tanto f es diferenciable en (xg, ) si tiene derivadas
parciales continuas de todos los 6rdenes en (xg, yp).

Asi mismo, las derivadas parciales para f : U C R"™ — R seran las funciones

a%- (29,29, ..., 2%) que es la derivada de la funcién de una variable z; — f (29,29, ..., 22)

Ahora nos interesa extender esta nocién a funciones tales como F : U C R™ — R™.

Definicién 1.8. Decimos que F' : U C R® — R™ es diferenciable en p € U si las
funciones componentes son diferenciables en p, esto es:

F(xbm%"'axn) = (fl (xlax%"'axn>7f2($17x27---7xn)7"'7fm(xlax%"'73:71))

Donde las funciones f; : U C R® — R, ¢« = 1,...,m tiene derivadas parciales
continuas de todos los ordenes en p.

Veamos ahora como se encuentra la diferencial de una aplicacién diferenciable.

Definicién 1.9. Sea F' : U C R" — R™ una aplicacién diferenciable. Para cada
p € U tomamos una aplicacion lineal dF), : R® — R™ que es llamada la diferencial
de F en p, y es definida de la siguiente manera. Sean w € R" y a : (—¢,¢e) = U
una curva diferenciable tal que a(0) = p y o/ (0) = w. Por la regla de la cadena, la
curva f = Foa: (—e,e) — R™ también es diferenciable. Entonces:

18
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Proposicién 1.10. La definicion anterior para dF, no depende de la escogencia de
la curva que pasa por p con vector tangente w, y dF), es de hecho, una aplicacion
lineal.

La matriz de dF}, : R® — R™ en las bases candnicas de R" y R™, esto es, la matriz

(%), i1=1,...,m,j=1,...,n,es llamada la matriz Jacobiana de F en p. Cuando

n = m, estamos hablando de una matriz cuadrada y su determinante es llamado el
determinante Jacobiano; es comin denotarlo por:

0fi\ _ 0(f1,- - fn)
det (8@) N 8(361,...,.71:”)'

Finalizamos los preliminares con un teorema trascendental en el desarrollo del tra-
bajo, mas conocido como Teorema de la funcion inversa.

Teorema 1.11. Sea F': U C R" — R" una aplicacion diferenciable y supongamos
que para p € U la diferencial dF), : R® — R" es un isomorfismo. Entonces existe
una vecindad V de p en U y una vecindad W de F (p) en R"™ tal que F : V — W
tiene inversa diferenciable F~1: W — V.

Una aplicacién diferenciable F: V C R® — W C R™ de V sobre W, donde V' y W

son conjuntos abiertos, es llamado un difeomorfismo de V sobre W si F' tiene una
inversa diferenciable.

19



2 La Conjetura

Por mas de 100 afios grandes leyendas de la matematicas han tratado de resolver la
Conjetura de Poincaré. En muchos casos se han encontrado interesantes avances y
nuevas teorias en torno a la solucion de la conjetura, formalmente la conjetura dice:

“Toda variedad topologica compacta de dimension tres que sea simplemente conexa
es homeomorfa a la esfera S3.”

Por lo tanto en esta seccién veremos su significado, su generalizacion y sus equiva-
lencias topoldgicas que se centran en los grupos de Homotopia.

2.1. Poincaré

Henri Jules Poincaré nacié en Nancy en 1854, su familia pertenecia a la élite inte-
lectual de la ciudad. Su primo Raymond, fue Presidente de la Republica de 1913 a
1920. Tuvo 3 hijas y un hijo. Muri6 en Paris en 1912. Fue uno de los ultimos uni-
versalistas, se le considera uno de los grandes genios de todos los tiempos. Con una
memoria asombrosa, su método de trabajo consistia en resolver un problema en su
cabeza antes de sentarse a escribirlo. Intentaba desarrollar sus resultados partiendo
de principios fundamentales, en lugar de basarlos en trabajo previo de otros mate-
maticos. Abogaba mas por la intuicién como método de busqueda, aunque creia en
los argumentos formales como camino de revelar los errores de la intuiciéon y de con-
firmar predicciones. Estuvo muy preocupado por la fundamentacion de las diversas
teorias matematicas y fisicas, incluso desde un punto de vista filos6fico.

Gran parte de su trabajo desarroll6 interacciones entre diferentes temas, y su amplio
conocimiento de las diversas ramas de la matematica le permitieron atacar problemas
desde numerosos puntos de vista. Tras haber obtenido gran reconocimiento como
matematico, se ocupd de escribir sobre el significado e importancia de la Ciencia y
la Matemética al publico general.

Realiz6 contribuciones en muchos y variados campos:
= Topologia algebraica.

s Probabilidades.

= Teoria de funciones analiticas de varias variables complejas.
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= Teoria de funciones abelianas.

= Geometria algebraica.

= Teoria de nameros.

= El problema de los tres cuerpos.

= Teoria de ecuaciones diofanticas.
= Teoria del electromagnetismo.

= Teoria de la Relatividad Especial.
= Teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales.
= Mecdnica celeste.

» Mecéanica de fluidos.

. ()ptica.

= Electricidad.

n Telegrafia.

» Capilaridad.

= Elasticidad.

= Termo dinamica.

= Teoria potencial.

= Mecdanica cuantica.

= Cosmologia.

Entre otras. Poincaré no formul6 la Conjetura a la primera. De hecho planted una
conjetura ligeramente distinta en 1900, que resulté ser falsa, como él mismo probd
mas adelante. Para explicarla, es necesario el concepto de grupo de homologia, y su
contraejemplo es conocido como el espacio de Poincaré. Asi en 1904 lanzé oficial-
mente la que se conoceria como la conjetura de Poincaré.

2.2. Significado

Para entender lo que vamos a abordar significa, necesitamos entender propiamente
que es una variedad topologica y que significa ser simplemente conexa.

Definicién 2.1. Sea n un entero no negativo. Una variedad n-dimensional es un
espacio Hausdorff en el que cada punto posee un entorno abierto homeomorfo al

disco n-dimensional abierto D" = {z € R" : ||z| < 1}.
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o
Como D" = R", podriamos decir que cada punto en una variedad n-dimensional
tiene un entorno homeomorfo a R", para abreviar hablaremos de una n-variedad.

Los ejemplos mas triviales de una n-variedad son D" y R™.

Por cuestiones de notacion también diremos que M es una variedad n-dimensional
y lo notaremos como la variedad M"™, estd notaciéon es muy conveniente cuando
trabajemos con mas de una variedad.

Ejemplo 2.2. La circunferencia S! es una 1-variedad. Para verlo consideremos
St C C dada por {exp (27it) : t € I}.

Si z = exp (2mif) € S, entonces:
reSt—{-z} = St — {exp (271 (0 — 1/2))}
= {exp(2mi): 0 —12<t <O+1)2}
> (0 —1/2,60412) = (0,1) = D

o
Por lo que cada punto posee un entorno homeomorfo a D!, y como S! es Hausdorff
se concluye que es una 1-variedad.

Informalmente, una variedad de dimensién n es un espacio obtenido pegando bolas
de la misma dimensién, permitiendo que se solapen diversas bolas en el mismo punto,
por ejemplo la circunferencia se puede obtener pegando dos intervalos como muestra
la figura:

TN

1%

\/

Figura 1: Tomada de Topologia Algebraica, Kosniowski [1].

Ademas de eso, se puede comprobar que la esfera S? se puede obtener pegando dos
discos. Algunos ejemplos de variedad no tan triviales son los siguientes:

Ejemplo 2.3. El espacio proyectivo real RP™, que es el conjunto de rectas de
R™ que pasan por el origen 0 = (0,...,0) € R""! es decir, el conjunto de las
“direcciones” de R"*! es una variedad diferenciable.

El espacio RP™ es una n-variedad. Consideremos la aplicacion p : S™ — RP" que
aplica x € S™ en el par {z,—z} € RP". Sea U, un entorno abierto de z € S™
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homeomorfo a D™ y de didmetro menor que v/2. En este caso p (U,) es un entorno

abierto de {x, —z} € RP™ y homeomorfo a D", esto debido a que p es una aplicacién
continua y abierta, ademds si U es suficientemente pequeiia de S™ entonces p)|,; :
U — p(U) es biyectiva.

Asi falta que revisemos lo que es una variedad simplemente conexa, pero primero
necesitamos ver qué es el grupo de homotopia para ser mas preciso, pero por ahora
podemos decir que una variedad X es simplemente conexa si es conexa por caminos
y cada lazo v : [0,1] — X donde v(0) = v(1) = p € X, se puede deformar o
contraer continuamente a dicho punto p € X.

Es trivial imaginarse como en S? todo posible lazo que definamos se puede contraer
a un punto fijo.

Entonces lo que nos dice la conjetura de Poincaré es que toda variedad cerrada de
dimension 3 en la que cada lazo se puede contraer de forma continua a un punto
debe ser homeomorfa a la esfera S3.

2.3. La conjetura en las Superficies

Uno de los principales problemas que se pueden evidenciar al atacar la conjetura
es la dificultad de visualizar una 3-variedad, es por eso que a la hora de tratar de
entender el significado de la conjetura nos debemos bajar a una dimensién mucho
mas amigable para la imaginacién como lo son las 2-variedades. En particular cuando
trabajamos en la conjetura nos interesan las variedades conexas y compactas, y una
2-variedad conexa y compacta se denomina superficie.

Por lo tanto es interesante demostrar la conjetura de Poincaré para superficies. Para
ello utilizaremos el Teorema de la clasificacion de las Superficies (TCS), para abordar
el TCS primero debemos definir lo que significa la suma conezxa de superficies.

Definicién 2.4. Sean S; y S5 dos superficies disyuntas, su suma conexa Si#S; se
obtiene extrayendo un disco abierto de cada superficie y pegandola a lo largo de los
bordes de los agujeros resultantes. Mas formalmente para definir S;455, sean D, C S}
y Dy C S5 subespacios homeomorfos a D? y sean hy : Dy — D?, hy : Dy — D? dos
homeomorfismos. Definimos 5149, por:

(51 - 51) U (52 - i)

~

donde ~ es la relacién de equivalencia que no es trivial (trivial significa que cada
elemento se relaciona con el mismo) en 0 (51 - D1> uad (SQ - DQ) = 0D;1 U 0D,
donde est4 dada por & ~ hythy (x) para x € 0D;.
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Un ejemplo sencillo de ver es que el bitoro es la suma conexa de dos toros, pero
un resultado importantisimo para nuestro trabajo es el teorema de clasificacion
de superficies que afirma que toda superficie es obtenida de la esfera S2, el toro
T = S x St y el plano proyectivo RP?.

Figura 2: Tomada de Topologia Algebraica, Kosniowski [1].

Teorema 2.5. (Teorema de la clasificacion de las superficies - TCS)

Toda superficie S es homeomorfa a una y solo una de las siguientes superficies:

SETETS - 4T (m=>0)

m

S 4 RP2HRP*E --- 1 RP? (n>1)

n

Por notacién es mejor escribir las sumas conexas de la siguiente forma.

SPET 4T - 4T =S*# mT  (m>0)

m

SZERP?ERP? - f RP? 2 S? # nRP* (n>1)

n

Demostracion. Ver [1], Capitulo 11. O

A menudo se dice que si la superficie no es orientable serda homeomorfa a la segunda,
en caso contrario serd homeomorfa a la primera. Una superficie es orientable si
no contiene ninguna banda de Mo6bius, y es no orientable cuando la contiene. La
demostracién del TCS utiliza el hecho que RP? se obtiene de pegar un disco a una
banda de Mo6bius, por lo tanto se usa altamente el hecho que si M es una superficie
orientable cualquiera, M = S% # mT (superficie orientable estdndar genero m), asi
mismo si es una superficie no orientable, M = S? # nRP? (superficie no orientable
estdndar genero n). Aqui es bastante wtil saber que T' # RP? = RP?*# RP?# RP2.

Todos estos elementos se necesitan para comprobar el siguiente resultado.
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Proposicion 2.6. Si X es una superficie compacta y simplemente conexa, entonces
X es homeomorfa a la esfera S2.

Este resultado era bastante conocido por los matematicos del siglo XIX, presenta-
remos su prueba mas adelante ya que para ello se necesita trabajar con el grupo
fundamental.

2.4. Generalizacion

Como se comentd en la introduccién de este trabajo, uno de los procesos funda-
mentales del trabajo matemaético es la generalizacion. En el caso de la conjetura de
Poincaré es muy comin preguntarnos:

= ;Por qué se conoce que la conjetura es cierta para el caso general y no para la
dimension 37

=, Qué invariantes matematicos hay que impiden que funcione la conjetura?
s ;Por qué rama de la matematica se debe estudiar la conjetura?

Y muchas preguntas mas que se pueden generar a partir de estas, pero jes tan
facil generalizarla?, o jsimplemente basta con cambiar de dimensién 3 por dimen-
sién n?, todos estos cuestionamientos los tendremos mas claros con un invariante
fundamental para nuestro estudio y el desarrollo de la conjetura, este es el grupo
fundamental.

Para comenzar definamos unos invariantes de la topologia algebraica como lo son
las homotopias.

Definicién 2.7. Dos aplicaciones continuas fo, f1 : X — Y son homotopicas si se
puede deformar de manera continua la una en la otra. Es decir, ellas son homotopicas
si existe una aplicacién continua H que satisface lo siguiente:

H:[0,1]xX =Y, H(,z)=fo(x), H(l,z)=fi(z), VrelX.

Si las dos aplicaciones son homotépicas podemos escribir fy ~ f;. También decimos
que H es una homotopia entre foy fi.

Ejemplo 2.8. Sean f,g: X — Y tales que f(x) =py g(x) = q, paratodox € X. f
y g son homotdpicas si y solo si p y ¢ pertenecen a la misma componente conexa por
caminos del espacio Y (es decir, no estan en dos “piezas” diferentes del espacio y en
la pieza que estan es conexa por caminos). Para ver esto, supongamos que existe un
camino « : [0,1] — Y tal que a (0) = py o (1) = ¢, entonces H : [0,1]x X — Y entre
f v g haciendo H (t,z) = «(t) para todo (¢t,z) € [0,1] x X. De forma equivalente
pero fijando un 2y € X tendremos que existe un camino « : [0,1] — Y tal que
a(t) = H (t,xo).
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Ejemplo 2.9. Sea Y C FE, donde E es un espacio vectorial normado. Dadas
f,g + X — Y aplicaciones continuas y supongamos que el segmento de recta
[f(z),g9(z)] C Y para todo # € X, entonces f ~ g. Para ver esto basta definir
H(t,x) =(1—1t) f(z)+tg(x), donde H : [0,1] x X — Y es una homotopia entre
fyy

La homotopia definida en el ejemplo anterior se llama homotopia lineal y para todo
r € X ytel0,1] tendremos que H (t,z) recorre el segmento de recta que une f(z)
con g(z).

Ademas, una aplicaciéon continua f : X — Y es llamada equivalencia homotépica
si existe un inverso en el sentido de homotopia, es decir, una aplicacién continua
g:Y — X talque gof ~ I, fog~ I,. Cuando tal equivalencia homotoépica existe
decimos que X y Y son homotopicamente equivalentes o que tienen el mismo tipo
de homotopia, y 1o notamos X Ly,

Ejemplo 2.10. Sea T' = S' x S mas conocido como el Toro y sea p € T un punto
arbitrario. Veremos que 7' — {p} tiene el mismo tipo de homotopia que la unién de
dos circunferencias con un punto en comun.

Para comenzar el toro T es la imagen del cuadrado ) bajo una aplicaciéon muy
conocida ¢ : @) — T que consiste en pegar adecuadamente la frontera 9Q) y dejar
quietos a los puntos del interior de (), en particular ¢ transforma 0Q en Y = SU .S’
que son dos circunferencias con un punto en comin como muestra la imagen y al
interior de () en el complemento T'— Y de forma usual.

3Q .

Figura 3: Tomada de Grupo fundamental e espacos de Recubrimento, Lima [4].

Ejemplo 2.11. Ahora, asumamos que p es la imagen bajo ¢ de pg, donde pg es el
centro de Q. Es facil ver que @ — {po} tiene el mismo tipo de homotopia que 9Q
ya que el “hueco” que genera quitar py lo podemos deformar continuamente hasta
obtener solo a 0Q), es decir hay un homeomorfismo entre 0Q y @ — {po}, por lo tanto
si componemos este homeomorfismo con ¢ tendremos que T' — {p} tiene el mismo
tipo de homotopia que Y.
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Definicién 2.12. Un espacio topolégico X es llamado contréctil o contraible si tiene
el mismo tipo de homotopia que un punto.

En general hay una forma mas facil de identificar que un espacio es contractil, para
eso se usa la siguiente proposicion:

Proposicion 2.13. X es contrdactil si y solo si la aplicacion identidad ix : X — X
es homotopica a una aplicacion constante X — X.

Demostracion. Como f : X — {p} es una equivalencia homotépica entre X y {p},
entonces existe g : {p} — X inversa homotodpica de X tal que go f X ix y go f
es constante. Reciprocamente, si ix =constante, entonces ix y la constante son
homotépicamente equivalentes, y una es el inversa de la otra, asi X sera contractil.

O]

Asi mismo es facil ver que si dos espacios X o Y son contractiles, toda aplicacién con-
tinua f : X — Y serd homotdpica a una constante. Ahora tenemos las herramientas
para hablar del grupo fundamental.

Fijemos un punto x € X, y llamemos (X, *) el espacio con punto base %, y los
caminos que empiezan y terminan en x los llamamos lazos. Diremos que el grupo
fundamental de (X, ) es el conjunto m (X, *) cuyos elementos son las clases de
equivalencia [a], donde « es un lazo y consideramos que [ag] = [a;] cuando ag ~ oy,
es decir son homotopicas.

La clave radica en que m (X, %) es un grupo, entonces es importante saber cual es
la operaciéon que actia. Dicha operacion es conocida como el producto de caminos
que consiste en que g * a; es un lazo donde primero se recorre o y luego aq, esto
es posible gracias a que ambos lazos empiezan y terminan en %, pero se trabajara
en particular con sus clases de equivalencia, es decir [ag] * [a;] serd la clase del
equivalencia del lazo resultante de recorrer primero «q y luego «;, con esta operacion
es facil ver que m (X, %) es un grupo, para ello definimos ¢, (t) = x y se demuestra
que este corresponde al elemento identidad del grupo. La inversa corresponde a la
clase de equivalencia del lazo recorrido en sentido contrario.

Ahora, si X es conexo por caminos, el punto base x pierde importancia, ya que si
elegimos ¢ € X el grupo fundamental de (X, o) es isomorfo al grupo fundamental
de (X, x). Para ver esto usaremos un camino « de x a ¢ (que existe ya que X es
conexo por caminos) y lo asociaremos asi:

m (X, %) — m (X, 0)
oI 1Y N Y e

Que es un isomorfismo de grupos, por lo tanto es viable hablar de m; (X). Ahora
veamos lo que es un homomorfismo inducido, esta nocién sera vital a la hora de
trabajar en los grupos fundamentales de un espacio topolégico X.
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Definicién 2.14. Una aplicacién continua f : X — Y induce el homomorfismo:

fom (Xozo) = m (Yoyo),  vo = f(20)

definido por fx (o) = [f o a], donde o = [a]. Como a ~ @' implica que foa ~ fod,
por lo que f4 esta bien definida. Ademas, es facil ver que f o (ab) = (foa) (f ob),
por lo tanto fu (af) = fu (o) f4 (B); asi fu es un homomorfismo.

Asi mismo, dados dos aplicaciones continuas f : X =+ Y y g : Y — Z, obtenemos
los homomorfismos inducidos

f# 1M (Xax(]) — M1 (YJJO) Y Gx T (Y,y0) — (Z, Zo)

donde yo = f (x0) ¥ 20 = g (v0). Se puede ver que:

(90 f)y=ggo fg:m(X,20) = m(Z, 20)

Con esto tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.15. Sean X,Y espacios topoldgicos conexos por caminos con el mis-
mo tipo de homotopia, entonces sus grupos fundamentales son isomorfos.

Demostracion. Sean X,Y espacios topologicos con el mismo tipo de homotopia,
entonces existen dos aplicaciones continuas f : X - Y, ¢g:Y — X talque gof ~ix
y fog ~iy. Tomemos un punto base o € X, y definimos yo = f (z0), 21 = g (vo),
y1 = f(x1). Sean fy : m (X,20) = m (Yiwo), fi  m(X,21) — m(Y,y), v
gx = m (Y,y0) — m (X, 1) los homomorfismos inducidos por f y g. Aplicando
la composicion homomorfismos inducidos y teniendo en cuenta que g o f ~ iy,
concluimos que gy o f9 =7 : m (X, x0) — 71 (X, 21), donde 7 (o) = yay~" donde v
es el camino que une a xy con z1. De forma similar como f o g ~ iy concluimos que
fhogs=20:m (X, 29) = m (X, 1) donde § es el camino que une a y; y yo. Estas
relaciones se establecen en el siguiente diagrama:

T4
frl(X, Zp) —> Tfl(Y, S"n)

/

fh(X,Il) T ﬂl(Yayl)
Fu

Como gy o fi =7 es un isomorfismo, concluimos que g4 es sobreyectiva, asi mismo

como fj# 0 g4 = 0 es un isomorfismo, g4 es inyectiva. Por lo tanto, g4 es un iso-
morfismo y entonces fgﬁ y f;& son tambien isomorfismos. En particular tenemos que
T (Xa {L'()) = 1 (Y7 yO) U
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Corolario 2.16. El grupo fundamental de un espacio contractil tiene un solo ele-
mento.

Asi ya podemos hablar con mas propiedad de una n-variedad simplemente conexa.

Definicién 2.17. Una n-variedad X es simplemente conexa si es conexa por caminos
y su grupo fundamental de homotopia es el grupo trivial (m (X) = {0}).

En otras palabras X es simplemente conexo si es conexo por caminos y toda apli-
caciéon continua f : [0,1] — X que sea un lazo ( f(0) = f(1) = p, donde
p € X ) es contractil de forma continua a dicho punto mediante una homotopia
H :[0,1] x [0,1] = X tal que:

H(s,0)=f(s) y H(s,1)=p
Ejemplo 2.18. S? es una superficie simplemente conexa y 7 no lo es.

Ejemplo 2.19. Todo espacio contréctil es simplemente conexo, en particular R" es
contractil pero no es una variedad compacta.

Vemos que para todo n > 1, S™ es simplemente conexa, pero para ello debemos
probar antes unos cuantos resultados.

Lema 2.20. Sea a : [0,1] — S™ un camino tal que a ([0,1]) # S™. Entonces a ~ &,
(donde e, es un camino cuya imagen es el punto xy) si a (0) =a(l) =z y a ~ c,
donde ¢ : [0,1] — S™ un camino inyectivo, si a (0) # a (1).

Demostracion. Tomemos p € S™ — a ([0, 1]) y sea ¢ : S™ — {p} — R™ la proyeccion
estereogrdfica. Como R™ es simplemente conexo, ¢ o a : [0,1] — R™ es homotdpica
a una constante (cuando hay punto fijos) si a es cerrado o a un segmento de recta
(parametrizacién inyectiva) si @ no es cerrado, lo mismo pasa con a = ¢ o (poa).

]

Observacion 2.21. Existen caminos a : [0,1] — S™ (como la curva de Peano) que
son sobreyectivas, el teorema de Hahn y Mazurkiewickz asegura la existencia de esta
curva si y solo si X es un espacio Hausdorff, compacto y localmente conexo. Es por
eso que el lema anterior tendra problemas con curvas como la de Peano.

Lema 2.22. Sea n > 1. Si el camino a : [0,1] — S™ es inyectivo, su imagen es un
cerrado con interior vacio en S™.

Demostracion. Como [0, 1] es compacto, a ([0, 1]) es compacto, es decir es cerrado
en S™. Mas atn, por ser inyectiva, a es un homeomorfismo entre [0,1] y a ([0, 1]).
Si @ ([0,1]) no tiene interior vacio entonces contiene una bola abierta B, con centro
z = a(s). Tendremos B = a(J), donde J es un intervalo abierto que contiene a s.
Asi el camino a sera un homeomorfismo entre J y B, que es una contradiccion ya
que J — {s} es disconexo mientras B — {x} es conexo para n > 1. O
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Lema 2.23. Cada camino a : [0,1] — S™ es homotdpico (con puntos fijos) a un
camino b: [0,1] — S™ tal que b([0,1]) # S™.

Demostracion. Como a es uniformemente continua, podemos obtener los puntos
0=s0<8 <---<s=1de tal forma que I; = [s;_1, s;], tenemos que a (I;) # S"
para cada i = 1,..., k. Se puede probar que a ~ ajas - - - a; donde q; ([0, 1]) es una
reparametrizacion de a (1;), es decir a; ([0,1]) = a (I;) v a1az - - - a es la multiplica-
ci6n de caminos, del lema 2.19 tenemos que a; ~ b; donde b; es inyectiva (esto ya que
a; no es lazo porque s; # s;11), ahora por el lema 2.21 como b; es inyectiva entonces
su imagen es un conjunto cerrado con interior vacio en S™. Tomando b = by b - - - by,
tenemos:

aNalaz"'akolbg"'bk:b

y la imagen b ([0, 1]) = by ([0,1]) U ... U bk ([0, 1]) es la union finita de cerrados con
interior vacio en S™, entonces b ([0, 1]) tiene interior vacio. En particular b ([0, 1]) #
S". O

Con esto podemos probar el resultado que buscabamos:

Proposicion 2.24. Sin > 1, la esfera S™ es simplemente conexa.

Demostracion. Por el lema 2.22 cada camino cerrado en S™ es homotoépica a un
camino cerrado cuya imagen no es todo S", asi por el lema 2.19 este ultimo es
homotopico a una constante. O

Podemos ver que como S™ es simplemente conexa, m (S™) = {0}, es decir tiene grupo
de homotopia trivial. Asi con estas definiciones podemos reescribir la conjetura de
Poincaré (CP).

Conjetura 2.25. (CP) Si X es una 3-variedad con 7 (X) = {0} entonces X es
homeomorfa a S3.

Pero en su versién generalizada, la conjetura de Poincaré generalizada (CPG):

Conjetura 2.26. (CPG) Una n-variedad compacta con el mismo tipo de homotopia
de la n-esfera es homeomorfa a la n-esfera.

La importancia de la CP en dimensién n radica en la sutileza del concepto de
equivalencia de homotopia. Ciertamente hay n-variedades compactas que son del
mismo tipo de homotopia, pero no son homeomorfas. Aun asi, si es cierto para este
caso dado que el grupo de homotopia es trivial.

Ahora para terminar esta seccién presentaremos la demostracion sugerida para la
conjetura en superficies previamente expuesta en la subseccién anterior:
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Demostracion. Sea X una superficie simplemente conexa, es facil ver que X debe
ser orientable, ya que de no serlo existiria un lazo 7 que cambia de orientacion,
dicho lazo no puede ser borde de un disco, pues en un disco siempre puede definirse
una orientaciéon que induciria la de ~, por lo tanto no seria simplemente conexo de
presentarse esto.

Ahora, por el TCS, como X es orientable serd homeomorfo a la esfera o a una
superficie orientable de género g > 1 (algo asi como un “g-toro” o superficie con g
huecos). Pero una superficie X, de genero g > 1 no es simplemente conexa, basta
tomar una aplicacién continua f : X; — X; como lo muestra la imagen, de X, en
la superficie X; de genero 1 (toro).

Ademss, existe un homeomorfismo X; — S x S!, que envia cada punto de X; a sus
dos coordenadas latitud y longitud. Tomamos la proyeccién p : X; = St x ST — S1
en el segundo factor.

P

Ahora, el lazo [y] € m (X,) verifica que p * f * [y] da una vuelta en S* y por lo
tanto no es el elemento neutro en m; (S'). Entonces [y] # [c.] en 71 (X,), y X, no
es simplemente conexa. Por lo tanto X debe ser homeomorfa a la esfera. O]
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3 Desarrollo histérico de la Conjetura

Como se menciond antes, la conjetura de Poincaré ademéas de ser un estandarte por
la dificultad de su solucién ha generado gran variedad de teorias y resultados deri-
vados de ella, asi mismo, se han ideado gran cantidad de métodos para deducir su
veracidad. A continuacién presentamos algunos aportes histéricos que nos ayuda-
ran a ver como la conjetura ha cambiado el mundo matemético, asi como posibles
resultados derivados de ella.

3.1. Origen

La primera conjetura propuesta por Poincaré, tuvo sus origenes en el afio 1900 pero
solo tuvo 4 afios de vigencia. Originalmente el cuestionamiento de Poincaré fue el
siguiente:

Conjetura 3.1. Si X es una 3-variedad compacta con Hy (X) = 0 entonces X es
homeomorfa a la esfera S®.

Aqui H; (X) es el primer grupo de homologia del espacio X, no nos centraremos en el
significado de este grupo. Para una amplia revision de este tema se puede consultar
[36]. Lo interesante es que en la conjetura de Poincaré generalizada el enunciado es
casi el mismo solo que se usa el grupo de homotopia 7 (X). Es importante aclarar
que esta conjetura y la que conocemos hoy no se formularon tal cual las enunciamos
sino que fue propuesta en una forma equivalente que llevé al desarrollo de estas
teorias.

La primera conjetura resulté ser falsa y fue demostrada por el propio Poincaré,
¢l construy6 una 3-variedad compacta con grupo de homologia trivial que no es
homeomorfa a S3, dicho espacio es conocido como el espacio de Poincaré, una buena
exposicién de este espacio se puede encontrar en [35] y [18].

Después de esto, en 1904 Poincaré formula la conjetura que conocemos hoy en dia,
la que se traté de demostrar de diversas formas y de algunas de estas presentaremos
una breve revision.

3.2. Clasificacion de 3-variedades

La conjetura de Poincaré se extiende a un problema mas fuerte: el problema de
clasificacion de 3-variedades compactas. Un problema de clasificacion consiste en:
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1. Dados dos espacios X e Y, determinar si son homeomorfos o no.

2. Dar una lista completa de todos los posibles espacios X de un determinado
tipo (la llamada clasificacién).

La conjetura de Poincaré es basicamente la parte de la clasificacion de 3-variedades
correspondiente a (1) para el caso Y homeomorfo a S%. Ya habiamos visto que existia
solucién en el caso de las superficies y estaba determinado por el T'CS.

Cualquier tipo de invariante (algebraico o de otro tipo) es util para el apartado (1),
dado que si dos espacios tienen cierto invariante distinto, entonces forzosamente no
son homeomorfos. Por otro lado, a veces los invariantes (al menos de los que dispone-
mos) no son suficientes: En 1919 se probé que la homologia y el grupo fundamental
no son suficientes para caracterizar las 3-variedades, es decir que hay 3-variedades
que comparten la misma homologia y grupo fundamental pero no son homeomorfas.

3.3. Algunos Resultados

La Conjetura de Poincaré para dimensién n es trivialmente cierta para n = 1 (pues
la tinica 1-variedad conexa compacta es S'). Para el caso de superficies n = 2, ya
sabemos que es cierta. El caso n = 4 fue probado por Freedman [24] en 1982, lo que
le hizo merecedor de la medalla Fields en 1986. Paran n > 5, la conjetura habia sido
demostrada en los 60’s (los argumentos topolégicos son en general mas sencillos en
dimensién n > 5 puesto que hay mas espacio para mover objetos con homotopias).
Stallings [32] dio una prueba para n > 7 que Zeeman [34] generalizaria para n = 5, 6.
Smale [31] dio una demostracién alternativa y completa para todos los casos n > 5.

Pero la conjetura se mantuvo, para el caso en cuestiéon (n = 3), es por esto que se
han buscado invariantes nuevos, asi como el surgimiento de nuevas conjeturas, en
particular analizando si la conjetura se cumple bajo nuevas condiciones, tales como
condiciones geométricas.

En Geometria, aparte de la estructura de variedad topoldgica, tenemos otra estruc-
tura mas rica, la de variedad diferenciable, que permite hacer analisis en variedades.
Asi surge la siguiente conjetura:

Conjetura 3.2. (CPD) Sea X una n -variedad compacta diferenciable. Si X es del
mismo tipo de homotopia que la n-esfera, entonces X es difeomorfa a la n-esfera.

En el siguiente capitulo se trabaja a fondo la definicién de n-variedad diferenciable
y difeomorfismo entre variedades, plantearemos por ahora los avances respecto a
esta parte de la conjetura, en el siguiente capitulo se estudiara a fondo todos los
conceptos involucrados en esta conjetura.

La CPD es cierta paran = 2 y para n = 3, resolver la CP es equivalente a resolver la
CPD. En dimension n > 4, las cosas no son tan claras. A veces, una variedad topo-
légica no admite ninguna estructura diferenciable. Otras, admite varias estructuras

33



diferenciables distintas (obteniéndose asi variedades diferenciables no difeomorfas).
En dimension n > 5 la respuesta a estas cuestiones estd determinada por propie-
dades homotopicas en las que intervienen ciertos espacios BTop, BPLy BDiff,y
que estan muy bien clasificadas. Asi, el caso n = 4 es el mas dificil. Aqui se sabe
que hay variedades topolégicas compactas que no admiten estructura diferenciable
alguna (esto fue demostrado por Donaldson [23] en 1982, lo que le hizo merecedor
de la medalla Fields), y hay otras 4-variedades topolégicas que admiten infinitas
estructuras diferenciables distintas, y éstas se distinguen con invariantes muy sutiles
(los invariantes de Donaldson) que provienen de la teorfa de Yang-Mills.

Paran > 5, si se conoce la respuesta a la CPD. En general hay mas de una estructura
diferenciable para cada esfera S™, en cuyo caso, la CPD es falsa. A las estructuras
diferenciables de S™ que no son la estandar se las conoce con el nombre de esferas
exoticas, Milnor [29] fue el primero en encontrar una estructura diferenciable exética
en la esfera S7. Posteriormente, se encontraron generalizaciones a otras dimensiones,
y usando teoria de cirugia, se ha relacionado el nimero de estructuras diferenciables
de la n-esfera con grupos de homotopia de esferas. Sin embargo, los grupos de
homotopia ;(S™) para ¢ > n son dificiles de calcular, y no hay una lista completa
de los mismos. El niimero de estructuras diferenciables de la esfera de dimension
n=2=9,6,7,89,..es1,1,28 2,8,6,992,1, 3,2, 16256, 2, ... respectivamente.

Los intentos de probar la CP por métodos topolégicos (o quizd més a menudo,
los intentos de construir un contraejemplo a la CP) se basaron principalmente en la
teoria de cirugia y en la teoria de nudos. En este trabajo no revisamos las dos teorias
pero una buena exposiciéon de este tema se puede encontrar en [28]. Asi mismo, otros
métodos utilizados pero que no tratamos aqui son la propiedad P, que se estudian
en cursos de geometria o topologia algebraica.

En la siguiente secciéon no solo trabajaremos los elementos necesarios para entender
la CPD, sino que comentaremos otros elementos historicos que tienen en cuenta
teorias que vamos a estudiar mas adelante, en particular la geometrizacion de la
conjetura, con lo que terminariamos el repaso histérico de la conjetura.
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4 Geometrizacion y Flujo de Ricci

Mientras que los casos de dimensiones superiores de la CPG sélo implican métodos
(sofisticados) de la topologia diferencial, la solucién desconocida del caso clasico,
n = 3, implica el andlisis (muy dificil) en variedades. El método, introducido por
Richard Hamilton en los afios 80 y conocido como el flujo de Ricci, consiste en
la modificaciéon de una métrica inicial con el fin de obtener una "mejor', y el uso
de la geometria diferencial para deducir propiedades topolégicas de la variedad.
Una vez mas, los resultados dan una respuesta positiva a una conjetura general,
geometrizacion de la conjetura, declarada por Thurston en los anos 70.

Para analizar la importancia y entender el significado del flujo de Ricci es necesario
que introduzcamos algunos conceptos propios de la Geometria Riemanniana, que
serd el contenido inicial de este capitulo, para luego definir claramente el significado
de esta teoria.

El problema de la existencia de métricas con caracteristicas especiales sobre las
variedades siempre ha cautivado a los matematicos, sobre todo en estos campos
de estudio. Los ejemplos mas particulares son los teorema de uniformizacién y el
problema de Yamabe, pero en el mejor de los casos si la métrica es tinica, se pueden
realizar calculos con dicha métrica y obtener informacion topoldgica interesante.
Asi, en la década de los 80, Hamilton inventa un nuevo método, denominado flujo
de Ricci que seré el foco de estudio en este capitulo. Pretendemos presentar de forma
aproximada en qué consiste dicha teoria de Hamilton.

En realidad la idea no es nueva, pues el flujo de Ricci se estudia habitualmente en
Relatividad General, pero aplicado a métricas semi-riemannianas. En este caso se
estudian ecuaciones diferenciales ordinarias (en dimension infinita) que debe satisfa-
cer la métrica. Por lo tanto en el conjunto de métricas de Riemann de una variedad
se pueden proponer muchas ecuaciones diferenciales diferentes, pero el flujo de Ricci
es la ecuacién mas sencilla. Su expresion analitica es:

dg ,
i —2Ricypy + A(t) - g
donde g denota la métrica Riemanniana y Ric el tensor de Ricci asociado a la métrica
g. Hamilton estudio el caso en que A es nulo y llegd a interesantes resultados.
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4.1. Hamilton

Richard Hamilton nacié en Cincinnati, Ohio en 1943. Actualmente es profesor de
Matematicas en la universidad de Columbia, sus contribuciones son principalmente
en el ambito de la geometria diferencial, y mas especificamente del andlisis geométri-
co. Es conocido por haber descubierto el flujo de Ricci y por empezar un programa
de investigacion que, finalmente, terminéd Grigori Perelman con la prueba de la con-
jetura de geometrizacion y la solucion de la conjetura de Poincaré.

Hamilton ha sido premiado con el premio Oswald Veblen en Geometria en 1996 y el
premio Clay Research Award en 2003. Fue elegido para la Academia Nacional de las
Ciencias de Estados Unidos en 1999 y la Academia de Artes y Ciencias Americana en
2003. También recibié en 2009 el premio AMS por su contribucién a la investigacion.

Cuando Perelman rechazé el premio, argumentd que él cree que su contribuciéon al
probar la conjetura de Poincaré no era mayor que la contribuciéon de Hamilton, quién
sugirié por primera vez un programa para su resolucion.

4.2. Geometria Riemanniana

La teoria que exponemos a continuacion sera de vital importancia para poder en-
tender los aportes de Hamilton para la soluciéon de la conjetura.

4.2.1. Variedades Diferenciables

Definicién 4.1. Una wvariedad diferenciable de dimensién n es un conjunto M y
una familia de aplicaciones biyectivas ¢, : U, C R" — M de abiertos U, en R" en
M tales que:

(1> Ua Pa (Ua) =M.

(2) Para todo a, 3, con ¢, (U,) N s (Us) = W # 0, los conjuntos o' (W) y
gpgl (W) son abiertos de R" y las aplicaciones goglo o diferenciables.

(3) La familia {(U,, ¢a)} es maxima relativamente a las condiciones (1) y (2).

El par (Uy,pa) (por defecto la aplicacién ¢,) con p € ¢, (U,) es llamada una
parametrizacion (o sistema de coordenadas) de M en p, ademas ¢, (U,) es llamada
una vecindad coordenada en p. Una familia {(U,, pa)} satisfaciendo (1) y (2) es
llamada estructura diferenciable en M.

La condicién (3) aparece por razones puramente técnicas. En realidad, dada una es-
tructura diferenciable en M, podemos completarla (maximizarla) agregandole todas
las parametrizaciones que junto con alguna parametrizacion de la estructura satis-
face (2). Asi, abusando un poco de la definiciéon podriamos decir que una variedad
diferenciable es un conjunto junto con una estructura diferenciable.
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Figura 4: Tomada de Geometria Riemanniana, Manfredo Do Carmo [25].

Una estructura diferenciable en un conjunto M induce de una manera natural
una topologia en M, para esto basta definir que A C M es abierto de M si
0l (AN, (Uy)) es un abierto de R™ para todo a. Observe que la topologia es
definida de forma que los conjuntos ¢, (U,) son abiertos y las aplicaciones ¢, son
continuas.

Ejemplo 4.2. El espacio proyectivo real RP" es una variedad diferenciable.

Para demostrar la afirmacién anterior se introduce una estructura diferenciable en

RP", para esto, sea (1, ..., Tnr1) € R" y como RP™ es el espacio cociente de
R"*! — {0} por una relacién de equivalencia ((z1, ..., Tpy1) ~ (AT1, .. ATpaq),
A € R, X #0), asi los puntos de RP™ seran notados por [z, Za,..., Tpi1], 81 x; #0
tendremos:
EES! Ti—1 1 Tit1 Tpt1
[%1,562,...,l’n+1]— ) , L, sy
Ahora definamos en RP™ los subconjuntos Vi, ..., V, 1, dados por:

‘/;:{[1'1,.T2,...,:L‘n+1]; x@#o}, Z:L,n—l—l

Geométricamente, V; es el conjunto de las rectas de R™™! que pasan por el origen
y no pertenecen al hiperplano z; = 0, vamos a ver que podemos tomar los V; como
vecindades coordenadas, donde las coordenadas en V; son:

T Ti—1 Tit+1 Tn+1

N=—"- Ya= y Yi = y vy Yn = .
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Para esto, se definen las aplicaciones ¢; : R™ — V; por

¢i(yla--'ayn) = [yla'-'>yi—171>y17--'7yn]a (yla--'>yn) ER”

y veremos que la familia {(R", ¢;)} es una estructura diferenciable en RP™.

En efecto, cada aplicacion ¢; es evidentemente biyectiva y J¢; (R") = RP™, basta
mostrar que @; * (V; N V;) es abierto en R" y <pj’1 o ; es diferenciable ahi, para
j=1,2,...,n+ 1. Ahora, los puntos de ¢; * (V; N V;) son de la forma:

{(ylay%”'uyn) e R": y]#()}

Entonces ¢; ' (Vi N'V;) es abierto en R", y suponiendo que i > j (el caso i < j es
analogo),

0 o (W2 Un) = 05 [y Vi Ll Ul

= 7l Yi-1 q Yit1 Yol 1w Ln]
N yj PARE) yj 9 9 y] AR yj 9 y] ? yj AR yj
— Y1 Yi—1 Yj+1 Yi-1 1 Y @)
y7 AR y7 ? yj AR y] ? y] ) y] YA y]

que resulta ser diferenciable.

En resumen, el espacio de las direcciones de R"*! (RP") est4 cubierto por n + 1
vecindades coordenadas Vj, donde Vj estd constituido por las direcciones de R™*!
que no esté en el hiperplano x; = 0. Es usual, en la terminologia clasica, llamar a las
coordenadas V; “coordenadas no homogéneas” correspondientes a las “coordenadas
homogéneas” (z1,...,Tn,y1) € R

Ahora introduciremos la idea de una aplicacién diferenciable entre variedades:

Definicién 4.3. Sean M y MJ* dos variedades diferenciables.

Una aplicacion f : My — Ms es diferenciable en p € M, si dada una parametrizacion
¢V CR™— M, en f(p) existe una parametrizacién ¢ : U C R™ — M; en p tal
que f (¥ (U)) C ¢ (V) y la aplicacion:

o tofoy: UCR* = R™ (4.1)

es diferenciable en ¥~ (p). f es diferenciable en un abierto de M; si es diferenciable
en todos los puntos de este abierto.

Por la condicién (2) de la definicién de variedad diferenciable tenemos que f no

depende de la eleccion de las parametrizaciones, la aplicacién (Ecuacién 4.1) es
llamada la expresion de f bajo las parametrizaciones ¢ y 1.
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Figura 5: Tomada de Geometria Riemanniana, Manfredo Do Carmo [25].

Ademas, un caso particular es My = R, que tiene una estructura de variedad dife-
renciable de forma natural, asi el conjunto de todas las funciones con valores reales
y diferenciables f : M; — R es denotado por C*° (M).

Cuando dos variedades topologicas son equivalentes se les llama homeomorfas, la
nocién de equivalencia para variedades diferenciables es mas fuerte.

Definicion 4.4. Dos variedades diferenciables M, N son equivalentes si existe una
funcion diferenciable f : M — N con inversa diferenciable. Si dicha funcién f existe
la llamaremos difeomorfismo y diremos que M y N son difeomortfas.

4.2.2. Campos Vectoriales

Ahora que sabemos lo que es una variedad diferenciable M, veamos que es un vector
tangente a dicha variedad M en un punto p € M, es necesario utilizar las nociones
que traemos de las superficies regulares de R?, en estas superficies un vector tangente
en un punto p de una superficie, es definido como el “vector velocidad” en R3 de
una curva pasando por p en la superficie.

Daremos a continuaciéon los elementos principales para definir lo que es un vector
tangente en una variedad diferenciable. Sean p un punto en una variedad diferencia-
ble M y a: (—¢,e) = R™ una curva diferenciable de R™, con a (0) = p. Escribimos:

a(t)=(x1(t),z2(t),...,2, (1)), t € (—€,€), (x1,29,...,2,) € R"
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Entonces o' (0) = (27(0),25(0),...,2, (0)) = v € R™ Sea ahora f la funcién

rrn
diferenciable definida en una vecindad de p, podemos restringir f a una curva o y

escribir la derivada direccional segtn el vector v € R™ como:
d(foa) & oOf B , 0

dt t=0 i=1

t=0

Por lo tanto la derivada direccional segtin v es un operador que actiia sobre funciones
diferenciables que depende unicamente de v, esta idea la utilizaremos para definir el
vector tangente en variedades.

Definicién 4.5. Sean M una variedad diferenciable y « : (—e€,€) — M una curva
diferenciable en M tal que a(0) = p € M. El vector tangente a la curva o en t =0
es la aplicacién o/ (0) : C* (M) — R dada por:

o (0) f = C”J;;’O‘) . feC™(M).
t=0

Por comodidad en la notacion diremos que el vector tangente es una funciéon R-lineal
X : C>® (M) — R que satisface la regla del producto:

X(fg)=X(f)gp)+fp)X(9)-

Donde estamos afirmando que X = o’ (0), es decir:

X(f)= 5 T,

El conjunto de todos los vectores tangentes en p de una n-variedad M™ forman un
espacio vectorial n-dimensional y es denotado por T,M™. Asi mismo, indicaremos
por X (M) es el conjunto de los campos vectoriales de clase C*> en M.

Figura 6: Tomada de Geometria Riemanniana, Manfredo Do Carmo [25].

Si (z;) es un sistema de coordenadas locales de p en una n-variedad M™, entonces
el conjunto de todas las derivaciones:

{81 ; i:1,2,3,4,...,n}
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forma una base para 7, M". Por comodidad notaremos por 0; en vez de 0/0x;. Asi,
para una n-variedad M"™ el conjunto de los vectores tangentes en los puntos de M"
forma una 2n-variedad conocida como fibrado tangente y notado por T'M, en otras
palabras:

TM ={(p,v): pe M, veT,M}

Un campo vectorial X en una variedad diferenciable M es una correspondencia que
a cada punto p € M se asocia un vector X (p) € T,M. El campo es diferenciable si
la aplicacion X : M — T'M es diferenciable.

Ahora si tenemos M; y M, variedades diferenciables n-dimensionales y ¢ : My — M,
una aplicacién diferenciable, para cada p € M; y cada v € T,,M;, existe una curva
diferenciable a : (—¢,€) — M; con a(0) = p, &’ (0) = v, entonces la aplicaciéon
depp : T,My — Ty M dada por dip, (v) = (p o) (0) es una aplicacién lineal que
no depende de la eleccion de a y corresponde a la diferencial de .

dgp (v)

Figura 7: Tomada de Geometria Riemanniana, Manfredo Do Carmo [25].

Ademas:

Proposiciéon 4.6. Sea ¢ : M — MY una aplicacion diferenciable y sea p € M,
tal que dyy, : T,My — T, My es un isomorfismo, entonces ¢ es un difeomorfismo
local.

La demostracion de esta proposicion es inmediata del teorema de la funcion inversa
en R"™.

Ahora, dados dos campos vectoriales diferenciables X, Y en M, se puede formar el
corchete de Lie [X,Y] definido asi:

(X, Y], =X () Y (X))

El ejemplo de los vectores tangentes es un caso especifico de una construccion de
una variedad mas general conocida como fibrado vectorial. La idea es asociar un
espacio vectorial a cada punto la variedad M, se pegan estos espacios para obtener
uno nuevo, construyendo con esto una variedad de dimensiéon mayor.
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Definicién 4.7. Un fibrado vectorial k-dimensional es una variedad E (espacio
total) junto con una variedad M (espacio base) y una aplicacién sobreyectiva 7 :
E — M (proyeccion) tal que:

i. Para cada p € M, el conjunto E, := 7! (p) (la fibra de E sobre p) tiene una
estructura de espacio vectorial k-dimensional.

11. Para cada p € M, existe una vecindad abierta U de p y un difeomorfismo
suave o : 71 (U) — U x R¥,

m—1(U) U x Rk

§ |-

U U

llamado una trivializacion local de E tal que el siguiente diagrama conmu-
ta:

1 (U) —— U x R*

" |

U —————— U

Donde 7 es la proyeccion sobre el primer factor.

iii. ¢ restringido a cada fibra, es decir, cada fibra ¢ : E, — {p} x R¥ es un
isomorfismo lineal.
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Una seccién de E es una aplicacién F': M — E tal que m o F' = I ;. El espacio de
las secciones E es denotado por C* (E).

El fibrado tangente es un fibrado vectorial n-dimensional con espacio base M y
aplicacion proyeccion definida por:

7(X)=p si XeT,M

Un campo vectorial es una seccién del fibrado tangente.

Otro ejemplo importante de fibrado vectorial es el fibrado cotangente (dual) 7M.
T>M = (T,M )" corresponde a las funciones lineales que actiian en el espacio vecto-
rial T,M (los covectores o 1-formas en p). Dado un sistema de coordenadas lo-
cal (z;), i« = 1,2,...,n en p para una variedad M", el conjunto de covectores
{dv;: i=1,2,...,n} (donde dr; (X) := X (;)) forman una base para T;M".

Definicién 4.8. Sea X un campo vectorial suave en M. Una curva suave o en M
es una curva integral en X si:

o' (t) = X (o (1)),
para cada t en el dominio de o.

Proposicion 4.9. Sea X un campo vectorial suave en una variedad diferenciable
M. Para cada p € M existen a (p) y b(p) en RU{F+o0}, y la curva diferenciable

W (a(p),b(p) = M
tal que:

(a) 0€(a(p),b(p) y 7 (0) =p.
(b) 7, es una curva integral de X.

(¢) Sip:(c,d) = M es una curva suave que satisface (a) y (b), entonces (¢, d) C
(a(p),b(p)) y 1= nl(cd).

Definicién 4.10. Para cada t € R, definimos la transformacion X; con dominio:

Dt:{pEM: le (a(p),b(p))}

estableciendo:

X (p) =% (t).
(d) Para cada p € M, existe una vecindad abierta V de p y € > 0 tal que
(t,m) — X;(m)

esta definida y es una aplicacién C* de (—¢,¢) x V en M.
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D; es abierto para cada t.
U Dt - M

t>0

)
(f)
(9) Xi: Dy — D_; es una difeomorfismo con inversa X_;.
(h)

Dados s,t € R. Entonces el dominio de X o X; esta contenido, pero general-
mente no es igual a D, ;. Sin embargo, el dominio de X, o X; es D, en el
caso en que s y t tienen el mismo signo.

4.2.3. Tensores y Métricas

Sea V' un espacio vectorial finito dimensional, V* denota el espacio dual a V' (el
espacio de covectores, o aplicaciones lineales reales en V'), para hablar de tensores
debemos definir algunos operadores propios del algebra de Lie.

Definicion 4.11. Sea F (V, W) el espacio vectorial libre sobre R cuyos generadores
son los puntos de V x W. Entonces F (V,W) consiste de todas las combinacio-
nes lineales de parejas (v,w) con v € V 'y w € W. Sea R(V,W) un subespacio
de F'(V,W) generado por el conjunto de todos los elementos de F' (V,W) de las
siguientes formas:

(Ul‘i_v% ) (Ub ) (Uva)
(v, w1 + ws) — (v, wy) — (v, ws)

(av, w) —a (v, w)

(v, aw) — (a,vw)

a € R
donde  v,v,v5 €V
w,wy,wy € W

El espacio cociente F'(V,W) /R (V,W) es llamado el producto tensorial de V-.y W
es denotado por V' ® W. El cociente V' ® W conteniendo el elemento (v,w) de
F (V,W)que es denotado v ® w, asi tendremos las siguientes propiedades:

1. (vl+v2)®wzvl®w+vg®w
2. U®(w1+w2):v®w1+v®w2

J.av@w)=av@w=1vQ aw

Para un espacio vectorial finito, V', y su espacio dual V*, cominmente denotaremos
el producto V* ® V' — R por cualquiera de las siguientes notaciones:

(W, X) = (W, X) o (w,X)—w(X)
dondew e V¥, X e V.

Definicién 4.12. Sean V' un espacio vectorial finito y V* el espacio dual de V.

Un k—tensor covariante en V' es una aplicacion multilinear:

F: Ve -V =R
—_———

k copias
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Anélogamente, un [—tensor contravariante es la aplicacion multilinear:

F: V'@ ---V* =R
—_— ——

[ copias

En ocasiones necesitamos tensores de ambos tipos, un tensor del tipo (k,1), también
llamado tensor k-covariante, l-contravariante, es una aplicacion multilineal:

F: V'@ V'V -V =R

[ copias k copias

Ademas podemos definir el espacio tensorial:

Definicién 4.13. El espacio tensorial V,. s de tipo (r, s) asociado con V' es el espacio
vectorial:

VRV - VaV'eV'@.--V*

r copias s copias

la suma directa:

donde Vo = R, es llamado el dlgebra tensorial de V.

Los elementos de T (V') son combinaciones lineales finitas sobre R de elementos
de los diversos V. s y son llamados tensores. T' (V) es no conmutativo, asociativo,
algebra graduada bajo el producto ®, donde si u = u; @ -+ @ u,, Quj @ -+ - Q@ u,
que pertenece a V,, ;, YU =01 Q- Qv,, Qv @ - - Qug, pertenece a V., ,,, entonces
su producto esta definido por:

URUV=U R QU @V QD DV, QU Q-+ Quy, By @+ @y,
y pertenece a Vi, i, 5,4s,- LOS tensores, en particular los espacios tensoriales V/ ,

son llamados homogéneos de grado (r,s). Un tensor homogéneo de grado (r,s) es
llamado descomponible si puede ser escrito de la forma:

VR QU QU Q- QUL

dondev; €V (i=1,....,r)yv; €V* (j=1,...,9).

De esta forma podemos formar el producto tensorial de fibrados vectoriales, haciendo
T producto tensorial sobre espacios vectoriales. un (k,[)-campo tensorial como una
seccion de
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TFM)=TMRTM®--- @TMQT*MRT*M®---@T*M

k copias | copias

Dado un sistema local de coordenadas (z;) en p € M, podemos expresar el (k,!)
tensor F' en el sistema de coordenadas asf:
_ pdij2e-d
F = E1i2...ikp (p) 8]-1 XX 8ji X dl’il XX dﬂ?zk (42)
En esta ecuaciéon sumamos cada indice j,, 7, dos veces, una vez con el indice superior
y la otra con el indice inferior, esto es conocido como la “convencion de la adiciéon de

Einstein”, casi siempre utilizaremos este sistema de representacion de coordenadas

del tensor porque hace mas facil los calculos y escribiremos F}'2 7" cuando hablemos
de F'.

Definicion 4.14. Dada una aplicacion entre variedades ¢ : M — N, definimos

la aplicacion diferenciable de ¢ entre los espacios tangentes correspondientes, ¢, :
T,M — Ty, N por:

(@.V) (/) =V (fog)

Definiendo ¢, (A ® B) := ¢, (A) ¢, (B), podemos extender esta definicién aplicando
todos los (0, k) —tensores.

De forma similar definimos la aplicacién entre los espacios cotangentes, ¢; TN —
Ty M por:

(@ W) (V) =w(e.V),
para V € T,M , w e T}, N.

Por un método similar podemos extender ¢* aplicando todos los (k,[) tensores. Dado
el tensor F\2>-7t € T (M) podemos tomar la traza sobre un indice superior y uno
inferior como sigue:

(tr F)j1j2~-~jl — [PI2-du

$112...1% Ppi2...ig )

para tener un elemento de T}, (M).

Note el uso de la convencién de sumas de Einstein: se suma sobre p. Evidentemente la
traza depende de aquellos indices que se escogen para la traza (aqui se ha calculado
la traza sobre ji e i1), pero no es obvio que el tensor resultante no depende del
sistema local de coordenadas en el que se esta trabajando.

Una clase muy especial de tensores, que juega un rol fundamental en la geometria
diferencial son los tensores alternantes: los que cambia de signo cuando se intercam-
bian dos argumentos. Sea A* (V) que denota el espacio de k-tensores covariantes
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alternantes en V', también llamado k-covectores o k-formas (exteriores). Este es un
producto bilineal, asociativo en n-formas llamado producto wedge o exterior, que se
define para las 1-formas w', ..., w" asi:

wl/\.../\wk(Xl,...,Xk) = det (<wivXj>)’

y extendiéndolo por linealidad.

Una k—forma en M es una seccién de A*T*M, es decir, un (k,0)-campo tenso-
rial que es completamente antisimétrico en todos sus indices, un campo vectorial
k—dimensional en M es una seccién de A*T M.

Definicién 4.15. Para un (2,0) tensor A escribimos A > 0 si

AV, V) >0,

O podemos escribir A > 0 si
AV, V) =0,

para todo V€ TM, V # 0. Podemos escribir A > Bo A> Bsi A—B >0o0
A — B > 0 respectivamente.

Definicién 4.16. Una métrica riemanniana sobre una variedad diferenciable M es
un producto interno que varia suavemente sobre el espacio tangente a cada punto de
M, es decir, un (2,0)-campo tensorial que es simétrico y definido positivo en cada
punto de M. Usualmente denotamos por ¢ la métrica riemanniana, y g;; para su
representacion en coordenadas. Dada una métrica g, esta induce una norma en cada
T,M de la siguiente forma:

[ X1y =g (X, X) (4.3)

para X € T,M. Una variedad con una métrica riemanniana (M, g), es llamada
variedad riemanniana. A veces por comodidad en las operaciones la métrica se denota
por (, Yo (,) 4+ Para esto se supone que ya esta clara cual es la métrica g con que
se esta trabajando.

Cuando solo tenemos una métrica en consideracién, usualmente omitimos la g en la
Ecuacién 4.3, pero normalmente usaremos la notacién (X,Y’) para g (X,Y). Note
que una métrica riemanniana no es realmente una métrica, aunque normalmente
diremos métrica en lugar de métrica riemanniana por abreviar. De hecho, cualquier
métrica Riemanniana g en una variedad M induce una buena métrica en M, como
veremos a continuacion:
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Definicién 4.17. Dada una métrica riemanniana ¢ podemos definir la longitud C*
de la curva a trozos 7 : [0, 1] — M por:

L(y) = / Joor (1) (1)t

donde ~/ (t) := dv/dt.

Esto nos permite definir una métrica d en M inducida por la métrica g:

d(p,q) := inf {l (7) : v es una curva a trozos C'en Ma partir de py terminando en q}

Una vez definida una "buena" métrica en M, podemos definir lo que es una bola de
la siguiente forma: sean p € M y r > 0, entonces:

B(p,r):={qeM: d(p,q) <r}

donde d es la métrica inducida por g.

Finalmente, se dice que una aplicacion: ¢ : M — N entre las variedades riemannia-
nas (M, g) v (N, h) es una isometria si es un difeomorfismo y ¢*h = g. En este caso
se dice que las dos variedades de riemanniana son isométricas.

Ademas, dada la métrica g;;, que es una matriz definida positiva y simétrica en
cada p € M, definimos la métrica inversa ¢” como la matriz inversa en cada punto,
satisface g g, = d;,, donde ¢j, es la delta de Kronecker. En particular:

Jk . pmgk
‘inpq T g’Lmeq .

4.2.4. Conexiones

Podemos diferenciar funciones escalares en una variedad M sin tener mayor proble-
ma, buscar la tasa de cambio de la funciéon f en la direcciéon del vector tangente
X, simplemente calculamos X (f). Ahora buscamos diferenciar campos vectoriales,
o una secciéon Y de un fibrado vectorial arbitrario, en la direccion de un vector
tangente X previamente dado.

Vamos a definir una conexion por primera vez como una manera de diferenciar
secciones de fibrados vectoriales, pero se puede adaptar la definiciéon para el caso de
campos vectoriales a lo largo de curvas.

Definicién 4.18. Sea E un fibrado vectorial sobre M, una conexion afin en E es
una aplicacion:

V: C%(TM) x C* (E) — C% (E)

la cual es denotada por (X,Y) — VY, y cumple las siguientes propiedades:
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i.) VxY es lineal sobre C* (M) en X:
Vixitex,Y = fVx,Y +9Vx,Y con f,g € C*(M);
i1.) VxY es lineal sobre R en Y
Vx (aY] +bYs) = aVxY; + bV xY; con a,b € R;
iti.) V satisface la regla del producto:

Vx (fY) = fVxY + (Xf)Y con fe(C™ (M)

Esta definicion no es tan clara como la de estructura riemanniana. La siguiente
proposicion tratara de clarificar un poco esto:

Proposiciéon 4.19. Sea M wuna variedad diferenciable con una conexion afin V.
Entonces existe una unica correspondencia que asocia a un campo vectorial V' a lo
largo de una curva diferenciable ¢ : I — M otro campo vectorial 2 dt a lo largo de c,
denominado derivada covariante de V' a lo largo de la curva c, tal que:

a) %(V—FW)z%%—%—ZK
b) 2(fv)=4v 4 fEY.

Donde W es un campo de vectores a lo largo de c y f es una funcion diferen-
ciable en 1.

c) Si 'V es inducido por un campo de vectores Y € X (M), es decir, V (t) =
Y (c(t)), entonces 2¥ = Vo 0 .

El numeral ¢) tiene sentido, pues VxY (p) depende solo del valor de X (p) y del
valor de Y a lo largo de una curva tangente a X en p. La parte iii) de la definicién
de conexién es de hecho una nocién local. Escogiendo un sistema de coordenadas
(x1,...,2,) en torno a p escribiendo:

i J

donde X; = %, tendremos:
K3

] ij

VxY = invxi (Zij]) leijx X+ le vi) X
i J

Haciendo VY = ZF - X}, concluimos que F son funciones diferenciables y que:

VxY = Z (szyjf‘ + X (y )) X,
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lo que muestra que VxY (p) depende de z; (p), yx (p) v de las derivadas X (yx) (p)
de y;, siguiendo X.

Asi, una conexién en un fibrado vectorial € estd completamente determinada por los
llamados simbolos de Christoffel T'}; en un sistema de coordenadas locales (z*) con
una base local (E;) para ¢, definida por:

Vo,E; = Tl Ey.

La proposicion anterior muestra que la eleccion de una conexion en M da origen
a una derivada de campos vectoriales a lo largo de curvas. Por lo tanto la nocion
de conexion proporciona una forma de derivar vectores a lo largo de curvas, asi, es
posible hablar de la aceleraciéon de una curva en M. Ahora veamos la demostracion
de dicha proposicion:

Demostracion. Probaremos primero la unicidad de dicho campo, supongamos que
a), b) y ¢) se cumplen. Sea x : U C R — M un sistema de coordenadas con
c(HNx(U) #0ysea (x1(t),x2(t),..., o, (t)) una expresion local de ¢ (t), t € 1.
Sea X; = ai entonces podemos expresar el campo V' localmente como Y = 3, v X,

z;

j=1,...,n,donde v/ =7 (t) y X; = X; (c(¢)).
Por a) y b) se tiene:

DV dv? DX

- —_N"_X. g7
dt ;dt J+;U dt

Por ¢) y i) de la definicién de conexién:

DX,
e’ R X, = X;

dt Vdc/dt J v (Z dd:ctl- Xz) J
DXj del

p7 :Zdtvxixj, i,j=1,...,n.

Por lo tanto:

DV dv’ dx;
— =y —X: —Vx X;. 4.4

La Ecuacién 4.4 nos muestra que si existe una correspondencia que satisface las
condiciones dadas, entonces tal correspondencia es tnica.
DV

Para demostrar la existencia, definamos =~ en x(U) como en Ecuacién 4.4. Es

inmediato verificar que Ecuacién 4.4 cumple las condiciones deseadas. Siy (W) es

otra vecindad coordenada, con y (W) Nx (U) # 0 y definimos 2% en y (W) por

dt
Ecuacion 4.4, las definiciones concuerdan en y (W) N x (U) por la unicidad de ZF

en x (U). Se sigue de la definicién que puede ser extendida a todo M, y con esto
concluye la demostracion. O]
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Ahora, la nocién de paralelismo surge de manera natural.

Definicién 4.20. Sea M una variedad diferenciable con una conexiéon afin V. Una
campo vectorial V' a lo largo de una curva ¢ : I — M es llamado paralelo cuando
% =0, para todo t € I.

Ahora, como caso especial de conexiones podemos considerar las conexiones en las

fibras T} (M).

Proposicién 4.21. Sea M una variedad diferenciable con una conezion afin V. Sea

c: I — M una curva diferenciable en M y Vi un vector tangente a M en c(ty),
to € I (es decir, Vo € Toug)M ).

Proposicién 4.22. Sea V una conexion afin en el fibrado tangente T'M, podemos
definir conexiones en todos los fibrados tensoriales T} (M) (también denotado V)
que satisface:

i) V es la misma conexion dada en TM.
i1) Para una funcion escalar f, Vxf = X (f).
i) Vx (FRG)=(VxF) G+ F® (VxG).
iv) Vx conmuta con todas las trazas:

VX (t?“Y) =tr (VXY)

para todas las trazas del tensor'Y .

Si F es un (k,l)-campo tensorial en M que es determinado por las coordenadas
locales (Ecuacion 4.2), escribiremos la forma coordenada de la derivada covariante

VFE asi:

2122

(VxF) = (VR 05 @ - 0y @ dayy ® -+ © day, X
Podemos escribir bajo la forma coordenada V explicitamente:

V Fh]z Ji (3 F]1]2 Jz ZFJI“'Q"‘JIFJS ZFﬁ Jl i pZS (4.5)

11121k 11921 1t T pq L 1qe

Aunque hay muchas conexiones posibles en el fibrado tangente T'M, si M esta equi-
pado con la métrica riemanniana hay uno que tiene un significado geométrico. Pero
antes de esto debemos tener claros nuevos elementos para este tipo de conexién.

Definicién 4.23. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V y una
métrica Riemanniana ( , ). La conexién es compatible con la métrica ( , ), cuando
para toda curva diferenciable ¢ y cualesquier par de campos vectoriales paralelos P
y P’ alo largo de ¢, tenemos que (P, P') es una constante.
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Asi, con la siguiente proposicién veremos que si V es compatible con la métrica ( , ),
entonces podemos diferenciar el producto interno por la regla del producto, es decir:

Proposicién 4.24. Sea M una variedad Riemanniana. Una conexion V en M es
compatible con la métrica si y solo si para todo par V,W de campos de vectores a lo
largo de la curva diferenciable ¢ : I — M se tiene:

d DV DW
— (VWY ={(=— W V., —— tel.
dt<’ ) <dt’ >+< Todt > <

Demostracion. La primera implicacion es directa a partir de la definiciéon de compa-
tibilidad. Veamos la reciproca, escojamos una base ortonormal { P (t¢), ..., P, (to)}
de T,y M, para ty € I, donde ¢ : I — M. Utilizando la proposicién 4.21 extendemos
paralelamente cada uno de los vectores P, (o), i = 1,...,n a lo largo de ¢. Como V
es compatible con la métrica, {P; (t),..., P, (t)} es una base ortonormal de T M,
para todo t € I. Asi, podemos escribir:

V:ZUZPZ-, W:ZwiP,-, 1=1,2,....n
donde v* y w® son funciones diferenciables en I. De ahi se sigue que:

DV v DW dw'
— =Yy p, =Y P
dt Z dt dt Z dt

Por lo tanto:

DV DwW dvt , dw' d Py d
<cit’w>+<v’dt>:zi:{dtw+ dtv}_clzf{%:vw}_cﬁ<v’w>'

[]

Corolario 4.25. Una conexion V en una variedad Riemanniana es compatible con
la métrica si y solo si:

X (VW) =(VxV,W) +(V.VxW), XY, ZeC>(M).

Demostracion. Supongamos que V es compatible con la métrica. Sea p € M y sea

¢ : I — M una curva diferenciable con ¢ (tg) = p, to € I, y con %L L= X (p).
=to
Entonces:
d
X Y. Z)=—(Y,Z = Y. Z Y, Z) .
(p)< ’ > dt < ) > —te <VX(I)) ) >p + < 7VX(p) >p

Como p es arbitrario, se sigue el resultado. La reciproca es inmediata del resultado
anterior. n
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Definicién 4.26. Una conexién V en M se llama simétrica cuando:

VxY —VyX =[X,Y] paratodo X,Y € C*(M).
Asi podemos hablar de la Conezion de Levi-Civita de la métrica g, que satisface lo
siguiente:

Teorema 4.27. Dada una variedad Riemanniana M, existe una unica conexion
afin V en M que satisface las condiciones:

a) V es simétrica.

b) V es compatible con la métrica Riemanniana.

Demostracion. Supongamos inicialmente la existencia de V. Entonces:
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ),
Y{(Z,X)=(VyZ,X)+(Z,VyX),

Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X, VzY).

Sumando las dos primeras y restando de ellas la tercera, y usando la simetria de V
tendremos:

XY, 2)+Y (Z, X)—-Z (X,)Y) =([X,Z], Y)Y, Z], X)+{([X, Y], Z)+2(Z,Vy X) .
Por lo tanto:

(Z,VyX) =M {X (Y, Z)+ Y (Z.X) = Z(X,Y) = (X, Z],Y) = [V, 2], X) — (X, Y], 2)}.
(4.6)

La Ecuacién 4.6 demuestra que V esta unicamente determinado por la métrica ( , ).
Por lo tanto, de existir debe ser unica.

Para demostrar la existencia se define V como Ecuacién 4.6 . Es facil ver que V esta

bien definida, y ademas cumple las propiedades de conexion. O

Es conveniente decir que las funciones Ffj definidas en U por Vx, X; = > FZ»Xk
son los coeficientes de la conexion en U, o los simbolos de Christoffel de la conexion.
De Ecuacion 4.6 se sigue que:

z ijgu@fz axigjk axjgkz axkgz]

donde recordamos que g;; = (X;, X;).
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Como la matriz (gxm,) admite una inversa (gkm>, tendremos:

1 0 0 0
Z] 2 I {al’zg]k + 8l'jgk + 8!L‘kgj}g

Ahora necesitamos definir un elemento fundamental de la geometria diferencial, que
es el siguiente:

Definicién 4.28. Una curva parametrizada v : I — M es una geodésica en ty € 1
si % (%’ty) = 0 en el punto ty; si v es geodésica en t, para todo t € I, decimos que y
es una geodésica. Si [a,b] C Iy ~v: I — M es una geodésica, entonces la restriccién

de v a [a,b] es llamada geodésica ligando a 7y (a) y 7 (b).

A veces, por abuso de lenguaje diremos la imagen de 7y (I) sera la geodésica, cuando
la geodésica es . Si v : I — M es una geodésica, entonces:

djdy dy\ _,/Ddy dy\
dt \dt’ dt/ “\dtdt dt/]

esto es, la longitud del vector tangente fTZ es constante. Suponemos de ahora en

adelante, que ’%‘ = ¢ # 0, esto es, excluiremos las geodésicas que se reducen a
puntos.

Dado un punto inicial y una velocidad v de T'M existe una geodésica pasando por
p con velocidad inicial v. Si M es completa, las geodésicas existen para todo valor
del dominio.

Proposiciéon 4.29. Dado p € M, existe un abierto V.C M, p € V', numeros § > 0
ye1 > 0 y una aplicacion C*:

Yi(=0,0)xU—->M U={(q,v); g€V, veT,M, |v| <e},

tales que la curva t — v (t,q,v), t € (=6,0), es la unica geodésica de M que en el
instante t = 0 pasa por g con velocidad v, para cada g € V' y cada v € T;M con
|U| < éq.

Definicién 4.30. Sea M una variedad diferenciable completa, sin fronteras. Dado
veT,M, sea~,:I— Mlatnica geodésica en M que inicia en p (v, (0) =p) y
7, (0) = v. Definimos la aplicacién exponencial exp : TM — M por exp (v) = 7, (1).
Denotamos por exp,, la aplicacion exponencial restringida a 7,M. La aplicacion
exponencial es diferenciable.

Proposicién 4.31. Dado q € M, existe una € > 0 tal que exp, : B, (0) C TuM —
M es un difeomorfismo de B (0) sobre un abierto de M.
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Demostracion. Calculemos d (equ>0:

=7
t=0

= 0tan)

d (equ)o (v) = ccli (equ (tv))

t=0

Luego d (equ>0 es la identidad de T, M, donde por el teorema de la funcién inversa,
exp, es un difeomorfismo local en una vecindad de 0. [

Definicién 4.32. El radio de inyectividad inj (p) en p € M es definida por:

inj (p) := sup {r > 0| exp, : B (0; r)— M es inyectiva}

El radio de inyectividad de la variedad M con métrica g es definida por:

inj (M, g) :=inf {inj (p): p€ M}.

¥4

Figura 8: Tomada de Riemannian Manifolds, Lee [15].

El radio de inyectividad en A es pequeno y en B es grande. El radio de inyectividad
es crucial en el estudio de convergencia de variedades y muy 1til en la construccion
de la demostracion de la conjetura generalizada de Poincaré.

Definicién 4.33. Una variedad riemanniana M es completa si para todo p € M,
la aplicacién exponencial exp,, esta definida para todo v € T,M, es decir, si las
geodésicas v (t) que parten de de p estan definidas para todos los valores de t € R.

Esta definicién suele coincidir con la idea de espacio completo, es decir que una
variedad riemanniana es completa si toda sucesiéon de Cauchy converge.
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4.2.5. Derivada de Lie

Los campos tensoriales y las formas diferenciales pueden ser diferenciadas (deriva-
das) con respecto a un campo vectorial, la derivada resultante es conocida como la
derivada de Lie y se define a continuacion.

Sea X un campo vectorial suave en una variedad M, sea X; el flujo (curvas para las
cuales X es un campo tangente), sea Y otro campo vectorial suave en M, podemos
definir la derivada de Y con respecto a X en un punto p € M. Primero seguimos la
curva integral de X a través de p hasta el punto X; (p) y evaluamos Y ahi. Ahora
“devolvemos” Yy, () a T,M mediante la diferencial dX_; del difeomorfismo X_; (es
decir, se recorre en sentido contrario, para esto ver figura). En T,M tomamos la
diferencial entre los vectores dX_; (Yxt(p)) y Y,, dividimos dicha diferencia entre ¢,
y tomamos el limite cuando ¢ — 0. El vector resultante es un vector en T, M que es
llamado derivada de Lie de Y con respecto a X en p, que se denota por (LXY)p, y
segun lo dicho corresponde a:

X (Vaw) =Y, d

(LxY), = lim ¢ T dt

(X (V) -

t=0

/v

X, (p)

Figura 9: Tomada de Foundations of differentiable Manifolds and Lie groups,
Warner [7].
Asi, la derivada de Lie satisface las siguientes propiedades:
» Para una funcién escalar f, Lxf = X (f).
» SiY es un espacio vectorial entonces LxY = [X,Y].
» Ly (F®G)=(LxF)® G+ F® (LxG).
Que se obtienen de la definiciéon presentada anteriormente.
Proposicion 4.34. En una variedad riemanniana (M, g), tenemos:

(LXg)ij = Vin + vai

donde V denota la conexion Levi-Civita de la métrica g, para algin campo vectorial
X.

26



4.2.6. Curvatura

Algo importante es notar que la curvatura de una variedad riemanniana indica
cuanto se aleja una variedad riemanniana de ser una euclidiana, asi, veremos que la
definicién e interpretacion de curvatura generaliza la nocion de curvatura Gaussiana
en superficies, este concepto fue introducido por Riemann.

Definiciéon 4.35. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una corres-
pondencia que asigna a cada par X,Y € X (M) una aplicacion R (X,Y): X (M) —
X (M) dada por:

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixyZ, ZeX(M),

donde V es la conexién riemanniana de M.

Observemos que si M = R", entonces R (X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X (R").
Ahora, otra forma de ver la definicién anterior es considerar un sistema de coorde-

nadas {z;} en torno al punto p € M. Como [%, %} = 0, obtenemos:
o 0 0 0
R{—,— | =—=(VaVa —VV) —,
(81’1 895]) oxy, ( 32]' 3?%' 3?%' agj oxy,

esto es, la curvatura mide cuanto la derivada covariante no es conmutativa.

Proposicién 4.36. El operador curvatura R de una variedad riemanniana tiene las
siguientes propiedades:

i) R es bilinear en X (M) x X (M), es decir,
R(fX1+gXo, V1) = fR(X1, V1) + gR (X5, Y1),

R(Xy, fY1+gYs) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Ys),
donde f?gGCOO(M)7 X17X27}/17}/2 GX(M)

it) Para todo par X,Y € X (M), el operador curvatura R(X,Y) : X (M) —
X (M) es lineal, es decir:

RX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
R(X.Y)[Z = fR(X.Y)Z
donde f € C* (M), Z,W € X (M).

Ahora presentaremos un resultado importantisimo, conocido como la identidad de
Bianchi.

Proposicién 4.37. R(X,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0.
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Demostracion. Por la simetria de la conexién Riemanniana tenemos:

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =VyVxZ —VxVyZ +Vixy1Z
+VzVy X —Vy VX + V[Y,Z]X +VxVzY —V;VxY + V[Z,X]Y
=Vy [ X, Z]+ V[V, X]+Vx [Z2,Y] = Vizx)Y = Vixy1Z — VyzX
=Y, [X, Z]|+ [Z [V, X]] + [X,[Z2,Y]] = 0

donde la ultima igualdad se obtiene gracias a la identidad de Jacobi en campos de
Vectores. []

Ahora, por conveniencia de notacién diremos que (R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).
Proposicién 4.38. i) (X, Y, Z,T)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T)=0

i) (XY, Z,T) = — (Y, X, Z.T)

i) (X,Y,2,T) = —(X,Y,T,7)

w) (X,Y,2,T) = (Z,T,X,Y)

Demostracion. i) Es la identidad de Bianchi.
i1) Se sigue de la definicion de curvatura.

i) Es equivalente a (X,Y, Z, Z) = 0, que probaremos asi:

(XY, Z,T) = (VyVxZ - VxVyZ +Vixy\Z,Z).

Como

(VyVxZ,2) =Y (NxZ,2) — (VNxZ,VyZ),

(VixwZ Z) = ; (X,Y](Z,2).

Entonces:

(X,Y,2,T)=Y (VxZ,2) — (VxZ,VyZ) + ; (X,Y](Z,2)

= ;Y (X (Z,2)) — ;X (Y (2, 2)) + ; (X, Y](Z,Z)

= L IXYZ2)+ S IXY](Z,2) =0,

que muestra el resultado buscado.
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iv) Para esta utilizaremos i), asi:

(X, Y, Z2,1)+ (Y, 2, X, T)+ (Z,X,Y,T) =0,
Y, Z,T,X)+ (Z,T,Y,X)+ (T,Y, Z,X) =0,
(Z, T, X,Y)+(T,X,Z,Y)+ (X, Z,T,Y) =0,
(T,X,)Y, 2)+ (X, Y,T,2)+ (Y,T,X,Z) = 0.

Sumando estas ecuaciones tendremos:
2(Z, X, Y, T)+2(Y,Z, X, T)+ (Z,X,Y,T)=0

y, por lo tanto:
(Z,X,Y,T)=(Y,T,7,X).

O

Es conveniente escribir los resultados anteriores en un sistema de coordenadas (U, x)
en torno al punto p € M. Como de costumbre - = X;, asi:

R(Xi,Xj Xk = ZRiijl’
l

Entonces lek son las componentes de la curvatura R en (U,x). Si X = Yu'X;,
i

Y =YvX;, Z= Zkak, obtenemos por la linealidad de R:
J

R(X,Y)Z =) Rjuvw'X,. (4.7)
i,7,k,l

Para que expresemos R s en términos de los coeficientes F de la conexiéon Rieman-
niana, escribimos:

R(X;, X;) Xi = Vx,Vx, X, — Vi, Vx, Xj = Vy, (Zrﬁ,gg) —Vx, <ZF§le> :
l l

o que , por el calculo directo seria:

S a S 8 S
Wik = ZF ZF L T3 sz ax.rjk; (4.8)
Entonces:
<R (X’M X Xka ZRZ]kgls = 7,]ksa

por lo tanto las identidades de la proposicion anterior seran:
Rijks + Rjkis + Ryijs = 0
Rijrs = — Rjiks
Rijrs = — Rijs
Rijis = — Risij-
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4.2.7. Curvatura Seccional, de Ricci y Escalar

Intimamente relacionado con la curvatura se encuentra la curvatura seccional (o
riemanniana), que vamos a definir, pero para comenzar tenemos que utilizar una

notacién. Dado un espacio vectorial V' definimos |z Ay| = \/|x|2 ly)* = (x,9)° que
representa el area del paralelogramo bidimensional determinado por los vectores
r,yeV.

Proposicién 4.39. Sea o C T, M un subespacio bidimensional del espacio tangente
T,M y sean x,y € o dos vectores linealmente independientes. Entonces:

(x,y,2,y)

que no depende de la eleccion de x,y € 0.

Definicién 4.40. Dado un punto p € M y un espacio bidimensional o C T,M el
nimero real K (z,y) = K (o), donde {x,y} es una base cualquiera de o, es llamado
curvatura seccional de o en p.

Ademas del hecho que la curvatura tiene interesantes interpretaciones geométricas,
su importancia proviene del hecho que el conocimiento de K (o), para todo o, deter-
mina completamente la curvatura de R, con lo que el calculo de R sera puramente
algebraico, similar a la situacion en la geometria diferencial.

Ahora, algunas combinaciones de las curvaturas seccionales aparecen con tanta fre-
cuencia que ellas merecen nombres especiales.

Sea x = z, un vector unitario en 7, M, tomemos una base ortonormal {21, 22, ..., 2,1}
del hiperplano T),M ortogonal a x y consideramos las siguientes medias:

1
Ric, (z) = > (R (x,2)x, 2, i=1,2,...,n—1,

n—1

1

mzm(%%‘)%zj% j=1...,n

ij

K (p) = 3" Ricy (z)) =

Vamos a ver que las expresiones anteriores no dependen de la eleccién de las bases
ortonormales, ellas son llamadas curvatura de Ricci y curvatura escalar (o media)
en p, respectivamente.

Para probar la independencia de la base elegida, observemos una expresion mas
intrinseca de la expresion de arriba, por esto, vamos a definir una forma bilinear en
T,M como sigue: sean x,y € T,M y digamos:

Q (x,y) es la traza de la aplicacién 2z +— R (z, 2)y.
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() es bilinear, y eligiendo una base ortonormal {z1,..., 2,1, 2, = '} para T,M te-
nemos:

Q (l’,y) = Z <R (ZL‘,ZZ) Y, ZZ> = Z <R (y,zz) €, Zl) = Q (y,ZL‘) )

esto es, () es simétricay Q) (z,z) = (n — 1) Ric, (z); esto demuestra que Ric, () esta
intrinsecamente definida. Por otro lado, la forma bilinear () en T,M corresponde a
una aplicacién lineal auto-adjunta K, dada por:

(K (7),y) =Q(z,y).

Tomando una base ortonormal {z, ..., z,}, tenemos:

trazo de K = Z (K (%), 7)) = ZQ (2i,2)) = (n—1) ZRicp (zj) =n(n—1)K (p),

que demuestra lo que habiamos afirmado.

La forma bilinear —Q es llamada el tensor de Ricci. Es aproplado para expresar
lo que se ha hecho en un sistema de coordenadas (x;). Sea X; = 8x , 9ij = (Ti, ),

y ¢" la matriz inversa de g;; (es decir, 3°j, girg™ = 6!). Entonces los coeficientes de
la forma bilinear —=@ en la base {X; } son dados por:

1 1
jRik o1 ,]k = ZRzgk;sg

J

Observe ahora que si A : T,M — T,M es una aplicacién lineal auto-adjunta y B :
T,M x T,M — R es una forma bilinear asociada, es decir, B(X,Y) = (A(X),Y),
entonces la traza A = ¥, B (X;, Xi) ¢**. Por lo tanto, la curvatura escalar en el
sistema (z;) esta dada por:

ZRzkg

Definicién 4.41. El tensor de FEinstein de una variedad Riemanniana (M™,g) es
el tensor:

n—l

1
Eij = R;j; — gRgip

también se conoce como la parte sin traza del tensor de Ricci, la métrica g es llamada
meétrica de Einstein si su tensor de Einstein es 0.

Presentamos algunas curvaturas de variedades de presentacion recurrente en este
trabajo:

El n-espacio Euclideano, E™ := R" con la métrica estandar, tiene curvatura seccional
0, la esfera n-dimensional de radio R (S% = {z € R""!: || = R}) con la métrica
inducida es una sub-variedad de E""! adem4s tiene curvatura seccional 1/R2.
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El n-espacio Hiperbélico de radio R, H}, es la bola abierta de radio R en R™ con
métrica:

4R,

9ij (€) = —]22
(R2 = 2%

que tiene curvatura seccional —1/R?.

4.3. Topologia desde la geometria

La idea central en la geometrizacion de la conjetura es que la topologia de la variedad
y el tipo de geometria que la variedad estan intimamente relacionados. Veremos
un par de teoremas que relaciona la estructura geométrica de la variedad con su
topologia.

Teorema 4.42. Sea (M™,g) una n-variedad riemanniana completa, simplemente
conexa con curvatura seccional constante C'. Entonces M™ es isométrica a E" (si

C=0),Sk (siC=1/R*) o H} (si C = —1/R?).

En particular, una variedad simplemente conexa con curvatura seccional constante
no positiva es difeomorfa a R"”, y una variedad simplemente conexa con curvatura
seccional constante y positiva es difeomorfa a S™.

Ahora, también podemos obtener informacién topoldgica acotando la curvatura,
como lo dice el siguiente teorema:

Teorema 4.43. (Myers) Sea (M™, g) una variedad diferenciable completa, coneza,
cuyo tensor de Ricci satisface:

Ric>(n—1)Hyg

para alguna constante H. Entonces M™ es compacta con grupo fundamental finito y
1
con diametro a lo sumo mH™2.

Teorema 4.44. (Teorema de la Esfera) Decimos que la variedad riemanniana
(M", g) es estrictamente J-pinchada (para algin 6 > 0) si existe una constante

K > 0 tal que todas las curvaturas seccionales de M se encuentran en el intervalo
(0K, K].

Si M™ es una n-variedad riemanniana completa, simplemente conexa y estrictamen-
te i—pz’nchada entonces M™ es homeomorfa a ,S™.

62



4.4. Geometrizacion de la Conjetura

Desde el comienzo del siglo pasado, estaba claro que la geometria riemanniana, que
habia nacido hace poco, iba a desempenar un papel importante en el estudio de la
topologia de superficies, un tema que todavia estaba en su infancia. Particularmente
notable en este sentido es el Teorema de la uniformidad, procedentes de los trabajos
de Poincaré, Klein y otros:

Teorema 4.45. Cualquier variedad de 2 dimensional, admite una métrica completa
de curvatura constante.

Superficies simplemente conexas, completas de curvatura constante k son, bajo la
normalizacion de la métrica, la esfera unitaria, el plano euclidiano y el plano hiper-
bolico, con k = 1,0, —1, respectivamente. En particular, las superficies compactas
tienen un recubrimiento universal simplemente conexo, completo y de curvatura
constante, por lo tanto, son cocientes de dichos espacios por grupos de isometrias
propiamente discontinuos. Esto a la larga conducira a la clasificacién topoldgica de
superficies compactas.

Un programa similar fue propuesto por Thurston. En la década de los 70 para el caso
de variedades 3-dimensionales. Como era de esperar, no se puede tener la existencia
de una métrica de curvatura constante, pero en la mayor parte se espera la existencia
de una "buena métrica'. Vamos a ver a qué nos referimos por "buena métrica'.

Una "geometria" en el sentido de Klein es esencialmente una variedad M junto
con un grupo transitivo de difeomorfismos G, y la geometria es el estudio de las
propiedades de los subconjuntos de M que son invariantes bajo la acciéon de G. Los
grupos de isotropia G, := {g € G : gx = x} son compactos, podemos definir una
métrica Riemanniana sobre M para la que G actia como un grupo de isometrias.
Puesto que G es transitivo, la métrica es homogénea (los entornos de dos puntos
cualesquiera son isométricos), y por lo tanto es completa. Esto conduce a la siguiente:

Definicién 4.46. Una geometria sobre una 3-variedad M es una métrica rieman-
niana completa, localmente homogénea (dos puntos cualesquiera tienen entornos
isométricos) con coeficientes compactos. Si la variedad admite tal métrica, diremos
que es geometrizable.

Vamos a considerar equivalentes dos geometrias cuando difieren por un difeomor-
fismo que conmuta con las acciones del grupo de isometria. Por otra parte, ya que
puede haber varios grupos transitivos que actian sobre M con las mismas érbitas,
vamos a suponer que el grupo es maximal.

Un "teorema de tipo uniformidad", en este contexto, debe afirmar la existencia de
una geometria en una 3-variedad. Pero este no es el caso. Sin embargo Thurston
demostré que si el grupo fundamental es "suficientemente grande', entonces la va-
riedad se puede descomponer en conjuntos abiertos, cada uno de los cuales admite
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una geometria. También pregunté si la hipotesis sobre el grupo fundamental era ne-
cesaria. Esta cuestion tomo6 el nombre de geometrizacion de la conjetura, que puede
expresarse mas o0 menos como sigue:

Conjetura 4.47. Cualquier 3-variedad cerrada se puede descomponer en partes que
admiten una geometria.

En general las geometrias de los pedazos pueden no pegar "bien" sobre las inter-
secciones, por lo tanto no se tendria una geometria global para toda la variedad
M.

Vamos a ser mas precisos en lo que significa el término "descomposicion'. Por sim-
plicidad vamos a tratar con variedades que son compactas y orientables. Es claro
que si dos variedades son geometrizables, la geometrizacion de la conjetura tiene una
respuesta positiva para su suma conexa. Asi que es posible centrarse en variedades
que no se descomponen en sumas conexas de elementos no triviales.

No toda 3-variedad admite una estructura geométrica, pero aquellas que la admiten
(3-variedades geométricas) sirven de piezas para construir 3-variedades mas comple-
jas. Hellmuth Kneser mostré en 1929 que cada 3-variedad compacta orientable puede
ser descompuesta en un numero finito de variedades "primas'. Una variedad dife-
renciable M es prima para descomposicién como una suma conexa M = My# Mo,
My o M, es una esfera. En dimension 3, una variedad es prima si y solamente si
es irreduccible o es difeomorfa a S; x S5. John Milnor mostré en 1962 que la des-
composicion en variedades primas es unica. Asi para clasificar las 3-variedades es
suficiente clasificar las 3-variedades primas.

Kneser definié las 3-variedades irreducibles como aquellas en las que cada 2-esfera
sin autointersecciones es borde de una 3-bola. Si una 3-variedad X no es irreducible,
entonces se la puede cortar a lo largo de una 2-esfera que no sea borde de una 3-bola.
Repitiendo el proceso, cortamos X a lo largo de una coleccion finita de 2-esferas,
de forma que las componentes conexas que obtenemos son variedades con borde,
y si pegamos 3-bolas a lo largo de sus bordes, las 3-variedades compactas X; que
obtenemos son irreducibles (y ademés ninguna es S® a menos que X = S%). Esta se
denomina descomposicion por toros.

Técnicamente, se dice que X surge como suma conexa de las variedades X; y de una
coleccién de copias de Sy X Sp, que aparecen una por cada 2-esfera que no separa. Asi
la geometrizacién de la conjetura de Thurson dice que cada 3-variedad orientable
es la suma conexa de 3-variedades primas cada una de las cuales admite una des-
composicién a través de toros incompresibles (esto es toros inmersos a través de una
aplicacién que es inyectiva sobre ;) en piezas que admiten geometrias localmente
homogéneas de volumen finito.
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Figura 10: Tomada de A brief history of the Poincaré conjecture, Buoncristiano y
Mercuri [30].

Esta conjetura da un método completo y efectivo para la clasificacién de las 3-
variedades, en espiritu similar a la clasificacién de superficies, reduciéndolo al estudio
de las 3-variedades geométricas. Desde el punto de vista de la geometria riemanniana,
la conjetura de Thurston asegura la existencia de una métrica 6ptima, ademas la
veracidad de la conjetura de la geometrizaciéon de Thurson implica la conjetura de
Poincaré.

4.5. El Flujo de Ricci

A principios de la década de los 80 Hamilton inicié6 un programa para atacar la
geometrizacion de la conjetura. La idea basica era utilizar una ecuaciéon de tipo
evolucion de la métrica. La ecuacion de evolucion clasica en la teoria de la PDE es
la ecuacién del calor:

gu (t,z) = Au, u(0,2)=uy(z).

ot

Esta ecuacién describe la distribucion de calor, en el tiempo ¢, en un cuerpo con
distribucion de calor inicial ug. Es intuitivamente claro que la distribucion tiende a
ser uniforme a medida que pasa el tiempo. Asi, a partir de una ecuaciéon similar en
una métrica riemanniana, la esperanza es que tal métrica tienda a ser "uniforme",
a medida que el tiempo avanza. Asi, jqué objeto debemos poner en el lado dere-
cho de la ecuacion? Nos gustaria una forma bilineal simétrica que dependa sélo de
las derivadas espaciales de la métrica de orden a lo mas dos. A menos de miulti-
plos de la métrica, hay esencialmente sélo una de esas formas simples y naturales,
denominaremos Ric, el tensor de Ricci.
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Entonces, la ecuacién natural para continuar nuestro estudio es:

2 0(t) = —2Ric(g () + A1) g 1), 9(0) =g (49)

donde gg es la métrica riemanniana dada sobre la variedad. Hamilton consideré la
ecuacién anterior para A (t) = 0:

20(t)=—2Ric(s (1)) 9(0) = g (1.10)
Las dos ecuaciones son esencialmente equivalentes en el sentido de que la Ecuaciéon 4.10
se puede transformar en la Ecuacion 4.9, reescalando la métrica y la variable tiem-
po. Por ejemplo, reescalando la base de la métrica de tal manera que el volumen
es constante, obtenemos la Ecuacién 4.9 con A (t) = [, S (t) dv (t) donde S (t) es la
curvatura escalar de g (t) y dv (t) es la forma volumen.

La curva de métricas g(t) puede ser pensada como una curva integral del campo
vectorial —2Ric (g (t)) + A (t) g (t) en el espacio de métricas de la variedad. Desafor-
tunadamente, este espacio no es un espacio agradable ya que no hay flujo asociado.

Hamilton demostr6 que existe una solucién de la ecuacién (Ecuacion 4.9), definida
en un intervalo maximal [0,7") C R, tal solucién es tnica una vez se fijan valores
iniciales. Este hecho se deduce de la teoria clésica de existencia y unicidad para este
tipo de ecuaciones, una vez se escriban, estas ecuaciones, en coordenadas adecuadas.
El "tiempo singular" T' tiene que ser entendido como el tiempo cuando la soluciéon
tiende a una forma bilineal que no es definida positiva. Observe que el signo menos
es esencial. En general, no hay soluciones para los tiempos negativos, mientras que
el factor 2 se introduce sélo por conveniencia.

Por lo tanto, la tarea consiste en estudiar el flujo, y tratar de demostrar que la
solucién converge a una "buena solucién', es decir, a una métrica homogénea. Si
bien esto no es generalmente el caso, funciona bajo condiciones adicionales. Un
primer paso es estudiar la curvatura de la solucion.

La curvatura escalar satisface la siguiente ecuacién

oS 2

— = AS + 2||Ricl||”,

= | Ric

donde A y Ric son el Laplaciano y el tensor de Ricci para la métrica g (t). Ob-

servemos a seguir un resultado béasico: supongamos que S tiene un minimo, 5, de
. 98

x € M. Entonces AS () es no negativo, como también lo serd 7.

Por lo tanto, de forma heuristica, S, es no decreciente en ¢. Esto puede hacerse de
forma rigurosa, y produce el llamado principio del maximo escalar.

El tensor de Ricci satisface la siguiente ecuacion

ORic
ot

= ARic+ Q (Ric), (4.11)
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donde @) es una expresién cuadratica en Ric.

Hamilton demostré un analogo principio del méximo para la solucion de la ecua-
cién (Ecuacién 4.11) que implica, en particular, que si la curvatura de Ricci de las
condiciones iniciales es positiva, entonces se mantiene positiva bajo el flujo. Usando
éste principio y las estimaciones del gradiente de .S, Hamilton demostr6 un resultado
fundamental en la teoria:

Teorema 4.48. Si la variedad es compacta y la métrica inicial tiene una curvatura
de Ricci positiva, entonces la solucion reescalada esta definida para todos los tiempos
positivos y converge, cuando t — 00, a una solucion de curvatura constante.

En particular, tenemos la siguiente "version riemanniana de la conjetura de Poinca-

Zn,

re :

Corolario 4.49. Una 3-variedad Riemanniana compacta y simplemente conexa con
curvatura de Ricci positiva es difeomorfa a S3.
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5 Perelman

5.1. Biografia

Naci6 en Leningrado (San Petersburgo) en 1966. Fue un estudiante brillante desde
joven. A los 16 afios gano la Olimpiada Matematica con el puntaje maximo. Rechazé
el premio que la unién Matematica internacional otorga cuadrienalmente a diez
prometedores matematicos. Trabajé en San Petersburgo, Nueva York y Berkeley.
En 1994 comenzdé a trabajar en la Conjetura de Poincaré, tras ocho anos la resolvio.

Tras una pequena controversia, la comunidad matematica acepto la prueba. Gand
la Medalla Fields, que también rechazd. Abandoné su trabajo en San Petesburgo.
Gano el premio de un millén de délares que el Instituto Clay de Matematicas otorga
a quien resuelva uno de los siete problemas del milenio. Hasta la fecha, no ha ido a
cobrarlo.

Tomado de http://www.nature.com/news/2006/060821/full/news060821-5.html

Demostrd asi que la Geometrizacion de la conjetura de Thurston era cierta, que
implica que la conjetura de Poicaré también lo es. Contrariamente a los usos habi-
tuales, no publicé un articulo, sino que puso sus trabajos en Internet, sobriamente
sin bombos ni platillos, sino de forma descomplicada y libre para todo aquel que se
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interese. Entre el otofio de 2002 y la primavera de 2003 puso sus tres articulos en
Aryiv:

= [19]: La férmula de entropia para el flujo de Ricci y sus aplicaciones geométricas
(39 paginas).

» [20]: Flujo de Ricci con cirugia en 3-variedades (22 paginas).

= [21]: Tiempo de extincién finita para las soluciones del flujo de Ricci en ciertas
variedades de dimensién 3 (7 paginas).

Durante 2003 dio varias conferencias en EE.UU. para convencer a la comunidad
matematica de lo acertado de su prueba. Lo consiguié aunque faltaban los deta-
lles, muchos detalles. Observemos que su prueba ocupa apenas 70 paginas. Hubo
una cierta polémica ya que en cierto momento Cao-Zhu sugirieron que fueron ellos
los que esencialmente habian demostrado la Conjetura de Poincaré, la postura de
Perelman era contraria a este espiritu. El teorema que resuelve la conjetura lo de-
nomina Teorema de Hamilton-Perelmén, ya que considera que él terminé el trabajo
emprendido por Hamilton.

El Congreso Internacional de Matematicas terminé con la discusion ya que decidié
otorgar la Medalla Fields a Perelman en 2006. Este rechazé el galardén:

El Premio me es completamente irrelevante. Todos saben que si la
prueba es correcta ningun otro reconocimiento es necesario.

El Instituto Clay de Matematicas establecié en el ano 2000 los Siete Problemas
del Milenio: preguntas clasicas importantes que no han sido resueltas en afios. La
primera persona que resuelva cada uno de estos problemas recibira un premio de un
millén de dodlares. Puesto que la Conjetura de Poincaré es uno estos siete problemas,
Perelman tiene derecho a este premio

Perelman-Poincaré

Tomado de hitp://gloriamundo.blogspot.com,/2010/06/grigori-perelman-genio-inadaptado.html
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5.2. Vecindades candnicas de Perelman

Supongamos que tenemos el flujo de Ricci de una 3-variedad simplemente conexa,
cerrada cuya curvatura del flujo explota en un tiempo finito 7". Dos resultados previos
muy importantes son los siguientes.

Una sucesion creciente de tiempos t; — T'y puntos z; de curvatura méxima \; (en
el tiempo t;). Reescalando g (t;) por A;, entonces la subsucesion (M, \;g (;)) converge
a una variedad diferenciable de curvatura no negativa. Recordamos que las tinicas
variedades simplemente conexas de curvatura no negativa de dimensién 3 son R3, S?
v $? x R, con la métrica producto en el tercer caso. Usando esta y otras propiedades
especiales del limite, se puede demostrar que la variedad limite es "estandar"'. Luego
por definicién de variedad limite, se deduce que las vecindades pequenas de x; son
cercanas a ser 'estandar'. Sin embargo, este procedimiento no funciona si se quiere
comprender el comportamiento en puntos con curvatura grande que no son los puntos
de curvatura maxima. El problema es que al reescalar la métrica con respecto a esos
puntos no da métricas con curvatura acotada independiente de .

Un resultado sorprendente y notable de Perelman, que ataca la dificultad menciona-
da anteriormente y que puede ser considerado como uno de los resultados centrales
en sus pruebas es el teorema de la vecindad canonica. Este teorema asegura que
cualquier punto de curvatura escalar grande tiene una vecindad canonica, que es
una variedad riemanniana con métrica muy similar a una forma espacial esférica o
un cuello S% x I o lo que se denomina una e-cap. Si M es simplemente conexa, el
espacio esférico debe ser una esfera y la e-cap debe ser difeomorfa a una 3-bola.

Este resultado es sorprendente en muchos sentidos. Normalmente, por el argumen-
to del reescalamiento esbozado anteriormente, podemos estudiar un entorno de un
punto de curvatura maxima. Sin embargo, se espera que cerca de los puntos de cur-
vatura grande (pero no maxima), hay puntos cercanos donde la curvatura es mucho
mayor.

Por lo tanto, en general se espera que la estructura de curvatura sea como un frac-
tal, con picos de muchas escalas. Ademas, las regiones pequenas de curvatura grande
pueden tener topologia y geometria no trivial. Esto es porque, para cualquier va-
riedad cerrada, podemos reescalar la métrica para hacer que el didmetro sea muy
pequeno de modo que la curvatura sea grande.

Uno puede ver esto en el contexto mas general de los sistemas complejos que surgen
de ecuaciones reaccion-difusion, de los cuales el flujo de Ricci es un caso tipico.
Asi, se obtiene una variedad de comportamiento en diversas escalas emergentes del
sistema. Por lo tanto, puede ser de gran valor para entender por qué esto no sucede
en el caso del flujo de Ricci en la dimensién 3.

La demostraciéon del teorema de la vecindad candnica es un sutil argumento que a su
vez implica limites de variedades riemannianas, entre otras cosas. Para profundizar
en el tema proponemos [1] y [37].
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5.3. Esquema de la Prueba

Ahora estamos en posicion de presentar una vision rapida de la demostracion de la
Conjetura de Poincaré. Considere una 3-variedad M simplemente conexa con una
métrica riemanniana definida sobre ella. Considere el mayor intervalo [0,T") sobre el
cual el flujo es definido. Como un caso especial de la propiedad de extinsion finita, T
debe ser finito. Asi para algtin tiempo finito, cuando esta proximo a 7' la curvatura
escalar tiende a infinito sobre un subconjunto €2, de M.

Considere el subconjunto €2, de M donde la curvatura estd acotada por un niimero
grande p para todo t € [0,T). Esto es, sea §), = {x € M : R(z,t) < p para todo t}.
Escogemos un p suficientemente grande tal que los puntos con curvatura mayor que
p tengan vecindades canodnicas.

Para un tiempo t cercano a T, el teorema de la vecindad candnica se da para el
complemento N del interior de €2,. Asi cada punto en este complemento tiene una
vecindad que es un cuello, un cap o es difeomorfo a la esfera. Colocando estas
vecindades juntas, se tiene una esfera o una variedad difeomorfa a S? x [—1,1] (la
cual es la unién de varios cuellos) la cual puede tener un cap pegado a uno o varios
fines. Topoldgicamente en cada uno de los casos se obtiene una esfera, una bola o
S? x [—1,1]. Se sigue en particular que la frontera de €, consiste de 2-esferas.

Si €2, es vacio sin importar que tan grande escojamos p, en otras palabras la curvatura
explota sobre toda la variedad M, entonces lo anterior implica que M es difeomorfa
a S% y queda demostrado el teorema.

De otra manera, se descarta el conjunto int(N) = M — €, y se pegan bolas a
cada una de las esferas frontera de €2, para obtener una variedad riemanniana. Esta
operacion es llamada "cirugia'.

Ahora continuamos evolucionando la variedad, la cual ahora tiene varias componen-
tes, mediante el flujo de Ricci. Una vez maés, evoluciona la métrica a lo largo del
flujo de Ricci hasta que la curvatura explote, y se repite el procedimiento de cirugia
ya mencionado. Se debe tener en cuenta que a medida que una componente del flujo
en el procedimiento anterior, la curvatura explota en toda parte o se forman cuellos.
En el primer caso, se conoce que la componente es una esfera. Tal componente se
dice que se "extingue', y continuamos con el flujo de Ricci sin ella. En este caso, la
cirugia es vista como borrar la componente. Asi se puede inductivamente definir el
proceso llamado flujo de Ricci con cirugia.

Cuello con cap

Variedad con
Cirugia
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Se necesita aqui resultados técnicos que se dan en el flujo de Ricci ordinario y que
se cumplen para el flujo de Ricci con cirugia. También se necesitan resultados que
establecen que en cualquier intervalo finito se requieren solamente un nimero finito
de cirugias para todo tiempo positivo.

Un resultado de Perelman dice que si la variedad M es simplemente conexa, entonces
todas las componentes del flujo de Ricci con cirugia se extinguen en un tiempo finito.

Asi el proceso considerado se extingue en tiempo finito. Si se observa en retroceso
la extincion del tiempo, vemos que esferas son creadas (el opuesto a la extincion) o
dos componente son conectadas por un tubo (el opuesto de cirugia). Es facil ver que
el resultado, después de un ntimero finito de tales pasos, es una colecciéon de esferas.
Asi la variedad M con la que se comenzd debe ser una esfera.
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