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RESUMEN

TITULO: Estudio tedrico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos

AUTOR: Jhann Marco Quintanilla Gonzalez

PALABRAS CLAVE: Ecuaciones de Navier-Stokes, Espacio de pseudomedidas, Distribuciones.

DESCRIPCION:

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que modelan

como cambia la velocidad y la presion de fluidos viscosos. En este trabajo nos enfocamos en un estu-

dio tedrico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos, nos basamos en (Alves, 2019), donde

estudiamos propiedades del espacio de solucién y analizamos su solucién tanto blanda como débil.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jhean Eleison Pérez Lopez, Doctor en Ma-
tematicas
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ABSTRACT

TITLE: Theoretical study of the Navier-Stokes equations in fine domains

AUTHOR: Jhann Marco Quintanilla Gonzalez ™

KEYWORDS: Navier-Stokes equations, Pseudomeasure space, Distributions.

DESCRIPTION:

The Navier-Stokes equations are a set of partial differential equations that model how the velocity and pres-
sure of viscous fluids change. In this work we focus on a theoretical study of the Navier-Stokes equations
in thin domains, based on (Alves, 2019), where we study properties of the solution space and analyze its

soft and weak solution. weak.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jhean Eleison Pérez Lopez, Doctor Matemati-
cas
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1. Introduccion

Las ecuaciones de Navier-Stokes fueron desarrolladas por el matematico y fisico
francés Claude-Louis Navier y el matematico irlandés George Gabriel Stokes en el siglo
XIX. Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones diferenciales par-
ciales que modelan como cambia la velocidad y la presion de fluidos viscosos, como el
aire y el agua, en funcién del tiempo y la posicion en el espacio, bajo la influencia de fuer-
zas externas, como la gravedad o la presion. Estas ecuaciones son fundamentales en la
mecanica de fluidos y se utilizan en una amplia variedad de campos, desde la ingenieria
hasta la fisica y la biologia. En esencia, las ecuaciones de Navier-Stokes establecen que
la aceleracion del fluido es proporcional a la fuerza neta que actia sobre él, y que la
viscosidad del fluido afecta como se distribuyen las fuerzas internas del fluido.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido con densidad y viscosidad cons-

tante tienen la forma

‘g—”z—Aujt(u'V)quVW:O en Q x (0,00),

V-u=0 en Q x [0, o), (1.1)

u(z,0) = ug(x) en Q.

\

Aqui Q c RY, N > 2, laincognita u = (u;);_, representa el campo de velocidades del

fluido, m representa la presion hidrostatica y u, es un campo de velocidades inicial dado

que verifica V - ug = 0.
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En el caso 2 = RY con N = 3 el problema de existencia de solucién global para
las ecuaciones de Navier-Stokes aun es un problema abierto, siendo este uno de los sie-

te problemas del milenio (véase (www.claymath.org/millennium-problems, s.f.)).

En este contexto, es esencial examinar las contribuciones previas en el caso de
Q = RY, por ejemplo, hay resultados de existencia global en espacios de Sobolev ho-
mogéneos H'/2 (R?) (Fujita y Kato, 1963), espacios de Lebesgue L" (R") (Kato, 1984),
espacios de Besov homogéneos Bﬁ;l (R™)p > n (Cannone, 1997), espacios de Morrey
My (R") (Kato, 1992), espacios homogéneos Besov-Morrey /\/’,"p/i;1 con [ > n/2 (Kozono
y Yamazaki, 1994) y (Mazzucato, 2003), BMO~! (Koch y Tataru, 2001), espacios ho-
mogeneos Besov-weak-Herz BW K22, (Ferreira y Pérez-Lopez, 2018) y en espacios de
pseudomedidas &.#* (Cannone y Karch, 2004).

En este trabajo de monografia se abordara el estudio de la buena colocacién de
las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio fino N-dimensional Q. = R¥~! x (0, ¢),
donde N > 2y e > 0. Una motivacion matematica natural para estudiar este tipo de domi-
nios finos se debe al hecho de que para el caso 2 = R? las ecuaciones de Navier-Stokes
(1.1) tienen solucidn global regular para cualquier dato inicial regular (véase, por ejemplo,
(Temam, 1995)). Por lo tanto, considerando el dominio fino Q. = R? x (0,¢), la intuicidn
es que para ¢ suficientemente pequeno el fluido se comporte de forma similar al caso
1 = R?, y por lo tanto se pueden esperar mejores resultados de buena colocacién global.
Existen varios trabajos sobre la existencia de soluciones globales en el tiempo con dato

inicial suficientemente pequeno en algun espacio de funciones adecuado, para mas de-

talles sugerimos los siguientes trabajos: Para el dominio Q. = Q2 x (0,¢), donde €2 es un
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dominio acotado de R? y 0 < ¢ < 1, Iftimie-Raugel en (lftimie y Raugel, 2001) demostra-

ron la existencia y unicidad de solucién global si

B
2

1Mol .y < Ce™ (M)l 2y < C”y (11— M) < Cei™

toll g,

donde 1/2 < s < 1,0 < 8 < 1/2y M denota el operador que mide la media en la direccion
del lado fino. Posteriormente, en el dominio Q2 = [0, L] x [0, Ly] x [0, ] con condiciones
de frontera periddicas, donde L, L, > 0y 0 < ¢ < 1/2, Kukavica-Ziane en (Kukavica y

Ziane, 2007) demostraron la existencia y unicidad de solucién suave si

v
O(L1,L2)5%“0g5|%‘

HVU0”L2(Q) S

Casado-Diaz, Laynez y Suarez-Grau en (Casado-Diaz, Luna-Laynez, y Suarez-
Grau, 2013) estudiaron el comportamiento asintético de las soluciones del sistema de
Navier-Stokes en un dominio fino Q2. de es espesor ¢ satisfaciendo condiciones de fron-
tera de tipo Navier en un conjunto periédico I'. C 0f). de periodo r. y amplitud ., con
). < r. < e. Alli prueban que el comportamiento del limite cuando ¢ va a cero depende
del limite A\ de 555%/r§. Es decir, si A = +oo el fluido se comporta como si se hubiera
impuesto una condicién de adherencia a I'.. Si A = 0 el fluido se comporta como si I',
fuese el plano. Finalmente, si A € (0, +oc0) aparecera un nuevo termino de friccion en el
limite.
Liao en (Liao, 2016) mostrd la existencia de la solucidn global para las ecuaciones de

Navier-Stokes no homogéneas
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Op+V-(pu)=0

O(pu) — Au+V - (pu®@u) + Vr =0,

V-u=0

\

en dominios finos 2 = R? x [0, <] con condiciones de frontera tipo Dirichlet y asumiendo

que

1
€2 ||Vu0||L2(Q) <C

Las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio fino . = RV~ x (0,¢) con condi-

ciones de frontera tipo Dirichlet tienen la forma

(

W Au+(u-V)u+Vr=0 enQ. x(0,00),
V-uy=0 en Q. x [0,00),
(1.2)
w=0 sobre R¥~1 x {0,} x (0, 00),
u(z,s,0) = up(x, s) en ..

\

Para el problema (1.2), mostramos la buena colocacién en el sentido de Hada-
mard, esto es, que existe solucion, que es Unica y que ademas depende continuamente
de los datos iniciales (Teorema 3.0.9) para cualquier dato inicial con norma pequena en
un espacio cuya depende de la transforma de Fourier mixta (véase (2.0.29)), esto es,
continua en RY~! y periédica en la n—ésima variable. En este trabajo dicho espacio es
PMEN-1)=d (yéase (3.0.1)). De hecho para un dato inicial ug € PM%N-D-4 asumimos

la condicién de pequefiez
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[to]| ppgtv-1-a < Ce™®, donde 0 < § < 1. (1.3)

Esta ecuacion establece un limite maximo en el grosor del dominio fino como requisito
para lograr una buena colocacion. A diferencia de estudios anteriores, en este trabajo se
logra verificar que, sobre algunas condiciones, la solucion persiste en el espacio del dato

inicial ug € PM>WN-1)=d

Esta monografia se basa principalmente en los resultados de (Alves, 2019).
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2. Marco teorico

A continuacioén introduciremos algunas definiciones y teoremas relacionados con
el analisis de Fourier para la solucion de ecuaciones diferenciales parciales. El contenido
de esta seccién puede ser revisado en (Folland, 1999; lorio Jr y de Magalhaes l6rio,

2001).

2.0.1. Funciones periodicas y distribuciones periddicas En esta subseccién re-
cordamos algunas definiciones y propiedades involucrando funciones y distribuciones

periodicas.

Definicion 2.0.1. Una funcién f : R — C es llamada periédica con periodo 7' # 0 si
flz+T) = f(z) Ve e R.

Proposicion 2.0.2. Sea f : R — C periddica con periodo T y suponga que | es integrable

en cualquier intervalo finito. Entonces, para cualquier a € R,

/:JFT f(z)dx = /OTf(x)dx.

Definicion 2.0.3. Sea 7' > 0. Para 1 < p < oo, el espacio L, (0,7) es definido como el

per

conjunto de funciones f : R — C periddicas de periodo T, tales que
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||f|| <L/‘[07T} |f(37)|pd33>; <oo sii1< p < 00,
p =

esssupp 7 | f(7)] < oo  sip=oo0.

Observacion 2.0.4. Note que para 1 < ¢ < p < oo valen las inclusiones continuas

L2 (0,T) — LP, (0,T) — L% (0,T) < L., (0,7).

per per per per

Definicién 2.0.5. Sea f € L., (0, 7). La transformada de Fourier de f es la sucesién de

per

nimeros complejos F,f = f* = (f%(k))rez, donde

~ 1 T - ks
k) = T ds.
Fe(k) T/o f(s)e 8

El nimero f?(k) es llamado el k-ésimo coeficiente de Fourier de f, y la serie

Z fd(k)e%ri%

keZ
es llamada la serie de Fourier de f en s.

Denotamos por C;.. ([0, T]) ,n € N, la coleccion de todas las funciones f : R — C
de clase C" y periddicas de periodo 7. En el caso n = 0, denotamos dicho espacio
simplemente por C,., ([0, 7]). Usamos también la notacién & (|0, T]) para representar el
conjunto de todas las funciones f : R — C periddicas de periodo T que son infinitamente
diferenciables.

Existe una métrica natural la cual hace que el espacio & ([0,T]) sea un espacio
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métrico completo. De hecho, se tiene que

N |
ﬂ%¢%=;;31+”¢ﬂ_wmu,¢wﬂi@dﬁﬂ%

define una métrica en & ([0, T)).

Proposicion 2.0.6. (2, d) es un espacio métrico completo. Ademas, si (p,) C & ([0,T])

yp e 2([0,T]), entonces
on 5 0 = || — D] > 0Vj > 0.

Recordamos ahora algunas propiedades y resultados que involucran los coeficien-

tes de Fourier.

Proposicion 2.0.7. Sean f,g € L} (0,T). Entonces, paratodok,m € Z, A\ € C y j € N,

per

se tiene que
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En lo que sigue vamos a recordar una caracterizacion del espacio & ([0,T]) en

términos de sus transformada de Fourier. Iniciamos con una definicién:

Definicion 2.0.8. El espacio de las sucesiones de decrecimiento rapido, denotado por

7 (Z,), es el conjunto de todas las sucesiones o = (a;),, tales que

> [k |ow| < 00,V € N.
keZ

Definicion 2.0.9. Sea o = ()., € (Z). La transformada inversa de Fourier de o es
la funcién

al(z) = (F;'a) (z) = Zake%i%, r €R.

keZ
Proposicion 2.0.10. La trasformada de Fourier" : 22 ([0,T)) — .#(Z) es un isomorfismo

y un homeomorfismo, esto es, lineal, biyectiva, continua y con inversa continua.
A continuacion daremos la definicion formal de una distribucion periddica.

Definicion 2.0.11. El espacio de las distribuciones periddicas, denotado por &’ ([0, T1),

es el espacio de todos los funcionales lineales y continuos de & ([0,77) en C.

Varios definiciones y propiedades pueden ser extendidos del espacio & ([0,T7]) al
espacio &’ ([0,T]) usando dualidad. Para f € &’ ([0,T]) se tienen las siguientes defini-

ciones:

1. Derivada: Dado j € N, definimos la distribucion periédica ) por

(f9,0) = (=1) (f, D), Vp e 2(0,T]).
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2. Producto: Sea ¢ € &7 ([0, T]), definimos la distribucion periddica v f por

<¢f7 ‘70> = <f7¢90>’v90 S 4 ([O’T])

3. Convolucion tipo 1: Sea ¢ € &2 (|0, T]), la convolucién fy ¢ es la funcion

(f*9)(s) = 7 {f:038) Vs € B,

donde o,p(z) = p(x + s) ¥y () := ¢(—x). En este caso se tiene que f x ¢ € & ([0,T)).
4. Convolucion tipo 2: Sea g € &' ([0, T7), definimos la distribucion periddica f g
por

(fxg,0)=(f,g%0),Yp e 2(0,T]).

Aqui, g representa la distribucion periédica definida por (g, ¢) = (f, ¢), Vo € Z.
5. Transformada de Fourier: La transformada de Fourier en &’ ([0, T1]) es la fun-

cion f¢: Z — C definida por

1 <f, 6‘2’”?(‘)> kel

fw = 7

En la proposicidon que sigue se retnen algunas propiedades de transformada de

Fourier sobre distribuciones en &’ ([0,7).

Proposicion 2.0.12. Sean f,g € &7’ ([0,T]), ¢ € £ ([0,T)]) y k € Z, entonces
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1. (Relacion de Parseval)

(fr0) =T fUk)S*(—k);

keZ

4. 72" (k) = X e FUM)G(k — m).

Para finalizar la revisién sobre distribuciones periddicas, vamos a caracterizar el

espacio &’ (|0, T]) en términos de la transformada de Fourier.

Definicion 2.0.13. Una sucesion de numeros complejos («,),,., €s llamada de creci-

miento lento si existen constantes C' > 0y m € N tales que
|| < Clk|™, Yk € Z\{0}.

El conjunto de todas las sucesiones de crecimiento lento serd denotado por .¥(Z).
Proposicion 2.0.14. .//(Z) es el dual topoldgico de .7 (Z).

Proposicion 2.0.15. Sea o = («,),., € /'(Z), entonces existe una unica f ¢ &' ([0,T1)
tal que f* = «. Reciprocamente, si f € 2'([0,T]), entonces f* € .#'(Z). En otras

palabras,

(2" (0, 11)™ = 7"(2).

2.0.2. Espacios de Lebesgue  Esta seccion es dedicada a los espacios de Lebesgue.

Los resultados de esta seccion pueden ser encontrados en (Folland, 1999) .
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Sea Q un dominio de RY, para una funciéon f : Q — R medible, definimos

1/p
(f\f]pdx> si0<p< oo,
o Q
11l o) =

esssup |f(x)| sip=oc.
z€eQ

Note de la definicién de H-Hmm que ||f — gHLp(Q) = 0 si, y solamente si, f = ¢ en casi
todo punto x € . Por esta razén decimos que dos funciones f y g estan en la misma
clase de equivalencia se ellas son iguales en €2, salvo en un conjunto de medida nula.

El espacio de Lebesgue L?(£2) es definido como el espacio de todas las clases de
equivalencias de funciones f tales que || f| .., es finito. En el caso Q2 = RY, el espacio
L? (R") sera denotado por L?. No es dificil verificar que el funcional [-|| ., define una
quasi-norma, y puede ser demostrado que para el caso 1 < p < oo, el funcional H-HLP(Q)
define una norma.

La siguiente es una version generalizada de la desigualdad de Holder.

Lema 2.0.16. (Desigualdad de Hélder) Sean f,, f, ..., f. funciones tales que f; € L?i (2)

Viconl <p; <ooy) i, L <1,yseaf definidacomo

Entonces, f € L? (Q) donde | = S -, y vale que

k
11l oy < TTIill oeqey -
i=1
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Dadas dos funciones f,g : RY — R Lebesgue medibles, su convolucion, denota-

da por f x g, es definida como

f*g(w)Z/f(w—y)g(y)dy,

siempre que la integral exista.
En el contexto de los espacios L*, se tienen los siguientes resultados que involu-

cran la convolucion.

Proposicion 2.0.17. (Desigualdad de Young). Asumaque 1 < p,q < oo, ;= +.-1>

0, f e L? yg e L. Entonces

1f*g

o < HfHLp HgHLq .

Proposicion 2.0.18. Sip y ¢ son exponente conjugados, esto es, si . + . =1,y si f € L
Yy g € L%, entonces, f x g es acotada y uniformemente continua. Si 1 < p < oo, entonces

f*gGCO.

Proposicion 2.0.19. Si f € L}, g € C*, y9“g es acotada para || < k, entonces fxg € C*

Yo (fxg) = f* (0g) paraa] < k.

2.0.3. Espacios de Schwartz, espacios de distribuciones temperadas y transforma-
da de Fourier En esta seccién introducimos la clase de Schwartz, el espacio de las
distribuciones temperadas y definimos la transformada de Fourier sobre estos espacios.

Comenzamos con la definicion de funcidon de crecimiento lento.
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Definicion 2.0.20. Una funcién ¢ € C>=(RY) es llamada de crecimiento lento, si para

cada multi-indice o € (N*)" existe M = M (a,v) € N tal que

0% ()] < C (a,0) (1 + [)™ .

Introducimos ahora la clase de Schwartz.

Definicion 2.0.21. Decimos que una funcién f : RY — R de clase C*° pertenece a la
clase de Schwartz, si para cada par de multi-indices «, 3 € (N*)¥ existe una constante

no negativa C, s tal que

Pap(f) = sup |ma85f(x)| = Cpp < 00. (2.1)

zERN

El conjunto de todas las funciones en la clase de Schwartz en RY es denotado por

S(RYN) = 5.

Los funcionales definidos en (2.1) constituyen una familia de semi-normas respec-
to a la cual el espacio S es un espacio de Frechet con el siguiente sentido de convergen-

cia.

fr = f en SR") < fr, feSR") vy klirg}paﬂ(fk—f):o

Vo, B multi-indices.

Sigue directo de la definicion que, si f € S, entonces, P9’ f € S para cualquier
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multi-indice 8 y cualquier polinomio P. Mas generalmente, no es dificil probar que si ¢
es una funcion de crecimiento lento, entonces f € S. Finalmente, un calculo simple
muestra que S C L?, con inclusidn continua, para 1 < p < oc.

Note que de la Proposicion 2.0.19 sigue que la convolucion de dos funciones en
la clase de Schwartz define una funcion acotada y de clase C*°, de hecho, en este caso

se tiene un resultado adicional, que es presentado en la siguiente proposicion.
Proposicion 2.0.22. Sean f,g € S, entonces f x g € S.
A sequir definimos la transformada de Fourier sobre L!.

Definicién 2.0.23. La transformada de Fourier de una funcién f ¢ L' es definida por

Fof (€)= () = / e PEF (1) o

RN

Note que la integral anterior esta bien definida para toda f € L', de hecho, es
directo mostrar que f¢ € L™,
La siguiente proposicion muestra algunas de las propiedades elementales de la

transformada de Fouirier.

Proposicion 2.0.24. Sean f,g € L. Entonces
(8) 7l (§) = e efe() y r, (f) = h, donde h(z) = ¢** [ (x). Aqui 7,f(x) :=
flx+y);

(b) SiT es una transformacion lineal invertible de R" y S = (T*)" es la inversa de la

tfranspuesta de T', entonces f/o\Tc = |detT| " feo S;
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(C) f*g :f‘c_gc’-
(d) Sizf € L' para |a| < k, entonces f¢ € C* y 0 f = [(—2miz)" f]";

(e) SifeCk o°f € L' para|a| < k, y0°f € Cy para |a| < k — 1, entonces @"’C (&) =

~

(2mi€)” f< (§);
(f) (Lema de Riemann-Lebesgue) F, (L' (R")) c Cy (RY).

Sobre la accion de la transformada de Fourier sobre la clase de Schwartz se tiene

el siguiente corolario.
Corolario 2.0.25. F. mapea la clase de Schwartz S continuamente en si misma.

Para continuar, estamos interesados en definir el operador inverso de F.. Para

esto, definimos el operador F-! (o (-)°) como

)
—
=
—
=
Il
~
Q
—
=
I
>

() = / ST f (€)de, i € L.

RN

. Cc -
Como en el caso de la transformada de Fourier, es claro que el operador (-) esta

. e e . . . .z Y\ € -
bien definido, ademas, bajo ciertas condiciones de la funcion, el operador (-) actua como

el inverso de la transformada de Fourier, como es establecido en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.0.26. (Teorema de Inversion de Fourier) Sea f € L' tal que F. (f) € L.

Entonces, f coincide en casi todo punto con una funcién continua f, y, F.(F. ' (f)) =

[

FoH (Fe () = fo-
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Como consecuencia de la proposicion anterior, es facil concluir que la transforma-
da de Fourier es un isomorfismo en el espacio de Schwartz S con inversa dada por el
operador (-)".

El espacio dual de S, esto es, el espacio de funcionales lineales y continuos sobre
S, es llamado el espacio de las distribuciones temperadas y es denotado por S’. No es

dificil probar que, si f es una funcién localmente integrable y [, (1 + 2N | f ()| de < oo

para algun N, entonces f define una distribucion temperada via la aplicacion

T () = / f(@)p(x)dz, Vo€ S.

En particular, cada f € L? con 1 < p < oo, define una distribucion temperada.
Muchos conceptos y propiedades pueden ser extendidos al espacio S’ usando

dualidad, como sigue:

(i) (Diferenciacion) Dado un multi-indice « y una distribucion temperada F', definimos

la distribucion temperada 0*F por
(0°F, ¢) == (—1)*(F,0%¢) |

paratoda ¢ € S.

(i) (Multiplicacion por funciones de crecimiento lento) Sea ) una funcion de cre-
cimiento lento y F' una distribucion temperada. Definimos la distribucion temperada
Y F por

(WF,¢) = (F,99),
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paratoda ¢ € S.

(iii) (Traslacion) Dado y € RN y F € &', la distribucién temperada 7, F es definida por

medio de la relacion

<TyFa ¢) = (F, 71y¢> )
paratoda ¢ € S.

(iv) (Composicion con operadores lineales) Sea 7' una transformacion lineal inver-
tible en RV y F ¢ &', definimos la distribucién temperada F o T' por medio de la
relacion

(FoT,¢):=|detT| " (F,¢poT").

En particular, si T+ = —z entonces podemos definir la reflexion en el origen de una

distribucién temperada por medio de la relacion

donde ¢(z) := ¢(—z).

(vi) (Convolucion formal) Sean ¢y € Sy F € §'. La convoluciéon entre F' y ¢ es la

funcion F' x ¢ definida por

Fai(z) = <F m;> .

(vi) (Convolucion formall) Para ¢ € Sy F' € &', podemos definir la distribucion F x
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por medio de la relacion

(F,0) = (F,ox1).

(vii) (Transformada de Fourier y transformada inversa de Fourier) Dada una dis-
tribucién temperada F, definimos su transformada de Fourier (resp. transformada

inversa de Fourier) por medio de la relacion
(Fe,0) = (F.6°) (reps. (F*,0) == (F,d)),

paracada ¢ € S.

Observacion 2.0.27. De la definicidon de transformada de Fourier y transformada de Fou-
rier inversa sobre distribuciones, sigue que la transformada de Fourier es una biyeccion
en §’. Ademas, si se impone en S’ la topdlogia débil-«, esto es, la topdlogia de la conver-
gencia puntal de los funcionales en &', sigue que, la transformada de Fourier, asi como
la transformada de Fourier inversa son continuas, esto es, la transformada de Fourier es

un isomorfismo en §'.

Las propiedades basicas de la transformada de Fourier contintan validas en el
contexto de las distribuciones temperadas. En la siguiente proposicion enunciamos las

mas importantes.

Proposicion 2.0.28. Sean F,G € §', ¢ € S, b un numero real y o un multi-indice. Enton-

ces

() F+G = FetGe;
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(i) bF = bFe;
(iii) 7, F = e 2mi€ufe y 7 ( F) _ (e )
(iv) 0°Fe = [(=2miz)®* F" y 9o F" = (2mi¢)® Fe;

(v) SiT es una transformacion lineal invertible en RN y (T*)™" es la inversa de la trans-

puesta de T, entonces F o T = |det T| ™" F¢o (T%)7};

(Vi) Fxd = Fc-dcyF§ = Fox .

2.0.4. Distribuciones temperadas en variables periodicas y no periddicas En lo
que sigue denotamos por L' (R¥~! x Tr) al espacio de funciones v € L' (R¥~! x [0,77)
periédicas de periodo T en la ultima variable, y denotamos por C> (RV~! x T) al con-
junto de funciones v € C*> (R") periédicas de periodo 7" en la Gltima variable.

Iniciamos introduciendo el concepto de transformada de Fourier para funciones

definidas en RV~ x Ty.

Definicion 2.0.29. Sea v € L' (RV~! x Tr). La transformada de Fourier (mixta) de v en

(£, k) € RN~ x Z es definida por

1 (7 e s
0(&, k) = ?/0 /RN1 v(x,s)e_%’[f'“kﬂdxds.

Extendemos ahora el concepto de la clase de Schwartz en el conjunto RY=! x Ty,

esto es

SRV x Tr) == {f € CF (R x Tr) ;|| fllas < 00,¥e, 5 € NV},
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donde a, 5 son multi-indices y

Ifllag= "~ sup  |(z,5)°0" f(z,s)].

(z,8)ERN—1x T

Observacion 2.0.30. Note que como la variable s se mueve en Tt se tiene que

sup |(x, 5)*0° f(x, s)} < 00 = sup ¥ 0% f (x, s)‘ < 00,
(z,8)ERN—1xTrp (z,5)ERN—1xTrp
donde a = (aj,ag, - ,ay) y o = (ag, a0, ,an_1) Y «; € N*. Ademas, sigue tambien

que f €S (IR{N—l X ’]I‘T) si, y solamente si, para cada m € N* se tiene que

sup |(1+[2))™ 0 f(, s)| < oc.

(z,8)ERN—1xTp

Definimos también el espacio

S RV x 2) = {f(.k) € % (R™); [l < o0}

donde a € (N*), g e (N*)"~! son multi-indices y

Ifllss = sup  |(&k)*f(E k).

(£,k)ERN-1xZ,

Observacion 2.0.31. Note que f € S (IR{N—l X Z) si, y solamente si, para cada m,n € N*
se tiene que

sup [ (1+ [K))™ (1+[€)" 07 f (2, k)| < o0.
(£,k)ERN-1x7
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En el espacio S (RV~! x Tr) tenemos las siguientes definiciones:

Definicion 2.0.32. Para f,g € S (RV~! x Ty), se tiene

1. (Convolucion)

T
Fraes) =7 [ [ o= ws=rlgy.ndydr Va5 € RV < Ty

2. (Transformada de Fourier)

f(&.k) / /RN 1 (z, 8)e 2ot %l dwds, V(€ k) € RV x Z.

29

Proposicion 2.0.33. La transformada de Fourier es un isomorfismo entre S (RN 1 x TT)

yS (RN x 7).

Demostracion. Sea f € S (RV~! x Tr) , entonces por definicién

1 T 21 - ks
= T/ / f(z,s)e ™2™ dds.
0 JrN-1

Note que, para 3 € (N*)"' y m e N* se tiene que

R f (€ k) = / / F(, 5)€P e 2o =25 g s
RNl

= le/o /RN1 flx,8)08 (e orr ( —2mig ) dxds

I . ko
= 02—/ / (52‘85f) (z,8)e 2 ™2™ T dyds.
T 0 RN-1
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Ademas, para o € (N*)¥! se tiene que

. 1 [T . ks
o () em = Cog [ [ (@ro2s) (o) () 2 duds

T Jy Jrn
1 /T . e

= 03—/ / x® (3;”85f) (z,8)e ™ 2™T drds
T 0 RN—I
L G4 DY e anst

— - « m 9B 2miz€ ,—2mi 3

C3T/O /]RN—l x (as a’rf> (SL’,S) (1+ | ZL’)Ne € dIdS

De lo que sigue que

c(¢Rnf) R <C s o (0000f) (2)(1+ )]

(z,5)ERN~1xTp

conlo que f € S (RN"! x 7).

Suponga ahora que g € S (R¥! x Z) y defina

.CL’ S Z/RN 1 é} k 2mixé 2m—d£.

kEZ

Note que para cada z fijo, la funcién ¢, : Z — R definida por

0. = [ ale e,

cumple que, para cada m € N*

km¢x :/ km Sk 27rwc§d§
RN-1
+Iw!)N

27ri:c§
v %

||
%\

30
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entonces, dado que g € S (RV! x Z), se tiene que
k"¢ (k)| < C(m, N).

Note que la constante C(m, N) no depende de x, esto implica que la serie que define

=3 u(k)em T,

keZ

es absolutamente y uniformemente convergente, ademas define una funcién continua y

periodica, también, para cada 3 € (N*)V ', se tiene

l’S Z/R;Nl Sk 6271'1:1:{ 271'1—d£

keZ
_ ClZ/ 5 k’ aﬂ 27rix§) 27rz—d€
kEeZ
_ 022/ a?g 5 ]C) 2mixé 27rz—d§
kEZ

adicionalmente, para o € (N*)" ' y m e N*, se tiene que

020" (v79) (, s) 022/ agg (&, K)o (em¢) am( %i%)dg

=X [ () e meresieiag
=G [ e (o) (e e

Ya que g € S (RV~! x Z) obtenemos
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(L4 [EDN 1+ |k
(T +1EDY 1 + [k]

020" (27g) (x, 5) <Og,z/

<C, sup
(&,k)ERN—1x7Z

gk (929) (. k)| 5

&k (929) (& )L+ JEDY (L+ k)]

Conloque g €S (RV"! x Tr).

Finalmente, dada f € S (R¥~! x Ty) se tiene que

ysigeS(RV! x Z), se tiene que

De la Proposicién 2.0.10 y del Corolario 2.0.25 sigue que, si f € S (R~ x Tr)

entonces

ysige S (RV"! x Z) entonces

]

Como es de esperar, el espacio S’ (R¥~! x Ty) es definido como el espacio dual
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del espacio S (RV~! x Ty). Sobre &' (RV~! x Ty) se definen de modo similar los con-
ceptos de derivada, multiplicacion, convolucion y transformada de Fourier a como fueron
definidos en &’ (R™), en particular, por definicién, dada f € S’ (R¥~! x Tr), su transfor-

mada de Fourier F(f) es dada por

(F(f),0) = ([, F(9)) VoeSR ' xz).

Similarmente, para g € &' (R¥~! x Z), su transformada de Fourier inversa F~!(g) es

dada por

(FH9),9)=(9, F H(9)) VpeSRY ' xTr).
Ademas, se tienen las siguientes propiedades en &’ (]RN—1 X ’JI‘T) :
Proposicion 2.0.34. Sean f € &' (RV"! x Tr),p € S(RV"! x Ty) y k € Z, entonces
1 Frp(& k) = F(&R)AE R);
2. 99f(&, k) = (2mi(€, k)" ms (€, k), donde a = (au, ..., an) € (N*)Y;
3. Jo(6 k) = Cnez fan+ (0, m)@(& = n,k —m)d.
Para futuras referencias en el trabajo, recordamos la definicion de la funcién Beta.

Definicion 2.0.35. La funcion beta esta definida como la integral

Bz, y) = /0 "1 — )t

para z,y € C tales que Re(xz) > 0y Re(y) > 0.
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2.0.5. Kernel de Schwartz  En esta seccion vamos a enunciar el teorema del Kernel
de Schwartz. Antes de enunciar tal resultado vamos a definir el concepto de producto
tensorial. El contenido de esta seccion puede ser encontrado en (Hérmander, Berlin,

2003.).

Definicion 2.0.36. Si 2; es un abierto en RYi,j = 1,2y ; € C (£2;), entonces la funcion

01 ® g en O x Qy C RM+N2 definida por

(1 ® 2) (21, 72) 1= 1 (21) P2 (72) , T € €Yy,

es llamada el producto directo (o tensorial) de ¢; y s.

Proposicion 2.0.37. Sean Q, y Q) abiertos de R y R"2, respectivamente. Toda distri-
bucion k € D' (4 x ) define un operador K : D (Q,) — D' (Q4) lineal y continuo tal
que

(k, 1 ® p2) = (K, 1), paratodo o, € D () y @2 € D (). (2.2)

Reciprocamente, para cada operador continto K existe una unica distribucion k. € D' (Q; x )

tal que (2.2) es valida. La distribucion k es llamada el kernel del operador K.
Observacion 2.0.38. El teorema permanece vélido si D es sustituido por Sy si ; = RM

y Q, = R™ (véase (Schwartz, 1958)).

2.0.6. Lemas técnicos En esta seccion presentaremos algunos lemas técnicos que

seran usados en demostraciones importantes de este trabajo.
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Lema 2.0.39. Si f(z) = e-™" donde a > 0, entonces f¢(¢) = a2~ /a,

Demostracion. Primero consideremos el caso n = 1. Sabemos que la derivada de f(z) =

e ™" gs f'(x) = —2mize~™**", ahora por la Proposicion 2.0.24, se tiene que

—27€ ~

~ L) = 2’<2mg>fc<£> = —=F%9).

a
. .z 7r£2 -~
Ahora, considere la funcion e« (&), note que

7r£2

4 [ A@} = I P + T ((©)

28 Fe) =0,

= TQTJ?C(@ - 6§

a
. ne2 ~ . .
por lo que se tiene que e« f¢(¢) = C. Para determinar el valor de la constante C, consi-

dere £ = 0, entonces

por lo tanto

. . . N
Ahora consideremos el caso n—dimensional. En este caso f(z) = e i =

9
[1;_, e ™, por lo que



Estudio tedrico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos 36

N
_ 2_ il o, _1 e _N
:H/ e~ TaT] Qngijdl’:Ha e 775]/0‘:0/ > e 7r§/a.
N

j=1

por lo tanto

(&) =a e/,

)

Lema 2.0.40. Sean0 < o, 5 < N tales que 0 < o+ 3 < N entonces

1 1 1 1 1
(\xwa * \xl“) ) = / 2y =z = Ol ey

donde

(g
C(Oé,ﬁ) — COJCBCN—OZ—ﬁ y Co = (2)

Ca+BCN—aCN-3 ™

Demostracion. Del Lema 2.0.39, se tiene que

e g = -3 [ e s(e)a
[ e tmar =t [ o

RN

asi, multiplicando por t~'*z% e integrando se tiene que

—c 00 . o .2 -
o) {/ e_mlﬂt_Hth] dm :/ ¢(£) U eI T R gt | de
RN 0 RN 0
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Cn—a a—n —_— cd _ S 77r‘€|2t71 —1 %“Fld ] d
/]RN ‘-T’ ¢<-T> x /]R;N (b(g) |:/0 e (t ) t] dé
/]RN Cr—al®|* " (z) dv = /}RN o(§) [/OO el “(U)zﬂ—_zz} d¢

a—n 77 A\€ _ OO —7|€)%u 5-1
[ Coalatritan = [ ot | [T e i) dg
Coa [ a6 dw = [ [€[ (6
RN RN
Con lo que concluimos que

—

i N _ - ¢
Ca|l’| “ :CN_alI|a_ < Ca|CL’| OCZC']\[_OC|ZL'|O‘_N .

37

A partir de esta dltima afirmacion demostraremos la proposicion inicial, para esto hacien-

doa; =N —ayp; =N — (3, note que

—_— C
1 1 ——C ————C
(e ) =

_ ON_Oél |:L"a1_N- CN—ﬂl |J}|B1_N

Ca1 Cﬁl
_ ON—OéloN—B1 |x|a1—N|x|ﬁl—N
Oal 051

_ CN_Oél CN—51 |x|a1+ﬂl—2N
Ooq 051 ’
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con lo que
1 . 1 :CN—OHCN—BI (|x|a1+61—2N)vc
jzer x| Ca, Cpy
:ON—OqON—,Bl C(a1+51—N) |x|—(a1+51—N)
CoiCp ON—(a1451-N)
1
ZC(Q,B)W,
por lo tanto
1 1 1 _ CaCsCN—a-p

= ————  donde C = .
V= " [N C(Q’B)MN*(O‘”)’ onde Cla, o) Cn-aCn-pCass

Lema 2.0.41. Parak € Z,0<b,c <1yl < b+ c< 2 tenemos que

1 1 1 1 1
e — )= L cmax {3V (1l —b1— )
(|m|b*rm|c)” D e A CRERA e

meZ\{0,k}
donde la constantes C(-,-) es la misma definida en el Lema 2.0.40.

Demostracion. Se tiene que

1 1 1 1 1 1
Z m|m|c: Z k—_+mz |k —mlb [mle

mezZ\{0,k} meZ\{k}
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Note que para, como 0 < b, ¢, considerando m > k la sucesion ( L ) es
meZ

[k=m[® [m]|°

decreciente, entonces, por el test de la integral y del Lema 2.0.40, podemos estimar S;

como

o0

G-y Ly 1L
' 2 e mf k= mpP ]

m=k+1
k—1 o

s mX::l |k j’””ﬁ i /k+1 ﬁﬁdm
k-1

<2y T R
k—1

<X+ () @

k—1

1 1 1
< — 4+ (1 =-b1—¢)——.
; & — m|® [ml° +0( C)|k‘b+c71

Por otro lado tenemos que

"i 1 . 1 l+ 1
Ik — m|b|m| k=P Tk —2p2e T | (’“ L 152 e

=1

1 1 1

LR e TR

[
donde [z ]| representa el menor entero mayor o igual a x. Sea C; := supk s Y note que
k=20 —
-2l

(z = 1)

1 1
01 = 3 y consecuentemente vale la desigualdad 1 < 3k; y

k > 2l. Por lo tanto, como k > 2[%17,y [E1] = k — ([51] + k)como se tiene que

< 0. Asi, concluimos

. [ :
la funcion f(x) = i—tl es decreciente, puesto que f'(z) =

20+1

que C; = 5 , para todo
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kzi 11 <3b< S NS 1 1 )
b b b 9c k—1
= |k —m m|° k1" [k +2P2 |k+f RIS
T UL N
2 k42l \k;+1|c
[55]
3b
Z Ik‘+m|”|m| Z |k+m| !mlb
3b
Z |k+m|b|m| Z Ik‘+m| Imlb
1 1 1 1 . : .
como T e Yy TN son sucesiones decrecientes sigue
|k +ml|>|m|® ), eze |k +ml|m|]® ] eqe

nuevamente por el test de la integral y y del Lemma 2,0,40

k—1
> 1 1 * 1 1
< 3b/ —dm+3c/ ——————dx
=k = ml”lml 1 Ik+w|”|wlc 1 Ik+w|6|w|b
<
Ik‘+:v|” Iml [k + x| le”
1
—3”/ T Cd:z:+3c/ —dx
Ix—— I || !x—— )| ||

1
<2 3t 3¢ —d
maX{ }/ |$ k: |b |$| x
< 2miéx {3°,3°) (Lb * L) (—k)
2P |z
1
, b ac
<2max{3,3}0(1 )|/{:|b+c 1
Por lo tanto,
1
, b ac
Sl<2max{373}0(1_b’1 )‘k.|b+c 1

Ahora para estimar S, basta observar que
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( 1 1) _{ 1 1}
[k =mfPiml*) ez Uk +mfml ] g

y de forma analoga a como se analizé S, se tiene que

1

So < 2méx {3°,3°} C(1 — b, 1 — C)W'

Por las estimativas que acabamos de dar para S; y S, resulta que

1 1 , . 1
meZ\{0,k}

Finalmente, para el caso k£ € Z~ , usando el simple cambio de variable (k; = —k),

se tiene que
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>

mezZ\{0,k}

|k — ml” Iml

11
Z [k —m]® m|b|m| p> [k —m* [m]e

meZ~\{k}
1 1 1 1
= Z b ’ c + Z b ¢’
mezZ+ |_ 1= m| m‘ meZ\{—k1} |_k1 o m| |m|
1 1 1 1
AT A A I
mez+ k1 +m| meZ~\{—k1} [ +m|
1 1 1
e M
b c b c
mEZ~ |k —ml [ml meZt\{k1} [ = m] [
- Y
- b c
mEZN{0,k1 } |k’1 — m| |m|
1
<4max {393 C(1 - b1 — C)W
1
¢ b qc 1
=4méx {3°,3°} C(1 1—C)W.

42
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3. Ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos

Las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio fino 2. = R¥~! x (0,¢), con con-

diciones de frontera tipo Dirichlet, tienen la forma

(

%—Au+(u-V)u+V7T:O en . x (0, 00),

V-u=0 en Q. x [0, 00), 3.1)
u=0 sobre RY=! x {0,e} x (0, 00), |
u(z, s,0) = ug(z, s) en (..

Con el objetivo de usar el analisis de Fourier (transformada y series de Fourier) para resol-
ver el sistema (3.1), extendemos periédicamente las funciones definidas en RYV-1 x [0, €],
esto es, dada una funcién v : R¥~! x [0,¢] — R definimos la funcién v, : RY — R de

tal forma que vper|pr-1,p0 = v Y tal qUe vpe, (7,5 + €) = vper (2, 5) Vs € R.

Volviendo a las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos, considerando las
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extensiones periodicas de u, 7 y ug, obtenemos el siguiente sistema:

;

2t — Attger + (Uper + V)Uper + Vrper =0 €N RY x (0, 00),

V - Uper = 0 en RY x [0, 00), 52
Uper =0 sobre RV~! x Ze x (0, c0), |
Uper (T, 8,0) = up(z, s) en RV,

\

donde Ze = {...,—3¢,—2¢,—¢,0,¢,2¢,3¢,...}.

Usando la condicion V - u,., = 0, sigue que (uper - V)tper = V- (Uper @ Uper), Y

aplicando el proyector de Helmholtz-Leray P, el sistema (3.2) es equivalente al sistema

;

O~ Aty + PV - (tger ® tper) =0 €0 RN x (0,00),

V - Uper = 0 en RY x [0, 00), 53)
Uper = 0 sobre RY~! x Ze x (0, 00), |
Uper (2, 5,0) = Ugper (T, 5) en RV,

\

Para resolver el sistema (3.3), consideramos inicialmente el problema lineal dado

por
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% — Atpe, =0 en RY x (0, 00),
V - Uper =0 en RY x [0, 00),
(3.4)
Uper = 0 sobre RY~! x Ze x (0, 00),
Uper (2, 8,0) = Ugper (T, s)  en RV,

\

Para resolverlo, procedemos a usar la transformada de Fourier (mixta) para obte-

ner
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Ouper 1 [° N
Glper 1 / / Aupere—%rz[f-x-i-%]dsdx =0
825 RN-1

—

at RN-1 - iU- 852

=1 L

—

aupe’r d uper 82 Uper —2mi€-x —omiks
7"//]@1[(2 2 o )¢ rle =t

=1

8up87» c @ mc —27r2— _
ot = /0 (“ gz &9t e (5’8)> ds =0

N-1 . ¢

aup@r 1 : ce\2,7C a2up€7‘ —2omiks
at e /0 (Z(Qﬂ-lgl) Uper (57 S) + 882 (57 S)) € =0

—

— [ ;\\dc

OUper i 0% Uper

Dor 15 amie i () + S ()| =0
=1

T N

loer | S (o, i (€. K) + (2mg> — (@k)] -
L i=1

aT'L\GT‘ _Nil - — k 2/\

812 - (27[_251')2,“1?67"(57 k) + (27T7’g) uper(fak)] =
=1

Oper

e . k 2 ———
b (omile a6 ) - 2mi)* () (e ) =0
Otyor A
% + 42 <|§|2 n (g> ) (6, k) =0

ademas, como buscamos que e, (, s,0) = uper, (x, s), debemos tener que e, (&, k,0) =

Uoper (€, k), con lo que el problema que queremos resolver es dado por

Ber 1 am? (162 + (£)°) omr(6, h) = 0
(3.5)

lTPE\T(ga k? 0) = u/Oz;(f, k)

El sistema (3.5) es un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias (en térmi-
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nos de la variable t), el cual resolvemos via factor integrante para obtener

Tpor (€, ke t) = T (&, ) - a2 g+ (5))e

Para recuperar las incognitas en variables originales, aplicamos la transformada

de Fourier inversa para obtener

\

e ,500) = g 5) ()

Denotamos por {G.(t)},., el semigrupo de operadores definido de forma tal que

para cada t se tenga que

o — —~

Go(DF(E k) = Fle k) - e~ (€)1
con lo que la solucion del problema lineal (3.4) viene dada por
Uper (7, 5) = G=(t)Uoper (T, 5).

Para resolver el sistema (3.4), lo reescribimos como

)
% — Atper = =PV« (Uper @ Uuper) €N RY x (0, 00),

V - Uper = 0 en RY x [0, 00),

Uper = 0 sobre RY~! x Ze x (0, c0),

K“per(iﬁ, $,0) = Ugper (2, ) enRY,
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y via el principio de Duhamel, sigue que el problema (3.2) es formalmente equivalente al

problema integral

t
(1) = Gttty = [ Gt = OPT (9 1))

= G- (t)uoper + B(Uper, Uper) (T, 5, 1). (3.7)

Una solucién del problema integral (3.7) es llamada una solucién Blanda del pro-
blema diferencial (3.2), y es este tipo de soluciones en las que estamos interesados en

este trabajo.

3.0.1. Espacios funcionales  Ahora introduciremos los espacios utilizados en el estu-
dio del sistema (3.1).
Inicialmente, note que de la Proposicion 2.0.37 y Observacion 2.0.38, sigue que

para cada v € &' (R¥™! x T.) existe un operador V : S (T.) — &' (RV~!) dado por

(V(g2), 1) = (v, 01 ® p2) = (v, p1(x)a2(s)) (3.8)

para todo ¢; € S (RN™!) y ¢, € D(T.).

En el caso especial ¢, = 1, se llega a

(V(1),¢1) = (v, 1 ©1) = (v, 01(2))

con lo que V(1) formalmente corresponde a la media de la distribucion v en relacion a la

variable s, esto es, en el toro T..
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Consideramos ahora el conjunto K formado por todas las distribuciones v € &' (RV~! x T.)

tales que V(1) = 0en &' (RV71). Asi, v € K si, y solamente si,
(V(1),1(z)) = (v,91 ® 1) = 0, paratodo ¢; € S (RV). (3.9)

Finalmente, definimos el espacio PM"<, el cual esta basado en el conocido espa-
cio de pseudomedidas PM* y es el espacio en el que vamos a demostrar la existencia

de soluciones del problema (3.7) (véase (Cannone y Karch, 2004)).

Definicion 3.0.1. Sean N > 2. > 0y b,c > 0. El espacio PM"¢ es definido como el
conjunto de todas las clases de equivalencia de distribuciones &’ (RV~! x T.) /K tales

que (-, k) € L}, (RV~1) para todo k € Z y verifica que

loc

lv||ppgpe = sup |k|b sup [€|°|0(&, k)| < oc.
kez* EeRN-1

Teorema 3.0.2. PMb¢ es Banach

Demostracion. Para demostrar el resultado adaptamos las ideas presentadas en (Fontecha Me-
dina, Tesis (pregrado) 2018). Por la definicion de la norma || - ||pe. Y de la linealidad de

la transformada de Fourier, sigue que
m A fllpagee = (AL fllpaewe Y

w ||+ gllpaee < fllpae + llgllpaee

Ademas, es claro que ||f|lpreme > 0 para toda f € PM*<y que ||0||pppe = O.

Suponga a hora que || f|lp,ee = 0, entonces, para todo k € Z* y todo ¢ € RY~! se tiene
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que f(&, k) = 0, ademas, de la condicion f € K se tiene que f(£,0) = 0, con todo f = 0,
conloque f =0.

Veamos ahora que con esta norma, PM" es completo. Sea (uy,),,cy C PM"®
una sucesion de Cauchy. Por definicion de la norma PM"< se tiene que (| - ] - *Gm(-,-)),, oy
es una sucesion de Cauchy en L (RV~! x Z*). Ahora bien, como L> (R¥~! x Z*) es
completo, existe v € L (RN~! x Z*) tal que (| - [°] - [*um(-,)) = ven L> (RN x Z*).
Por completes defina v(£,0) = 0 para todo ¢ € RV~ y defina f(¢, k) = W“(S’ k) para

§#0yk#0,yademas f(¢,0) = 0 para todo &, y note que, para ¢ € S (RV ! x Z), se

tiene que

o) =X [ femote i

kEZ

=% | e bt ke

kez*
<X, e e
#1S2 [,o, TTEDIAE RS
S 0 Wt 60 Y e

1 1
b ] s €8 g [ e

¢ERN-1 kez» EERN -1 keZ* ke7*

< C(@) vl Lo @v-1x2),

donde C(¢) = C (Supecgn-1 ez

EI'NO(E, k)] + supgern-1 pez- [K['[E]V]6(E, F)])- La estima-
tiva anterior muestra que f € &' (R¥"* x Z),conloque u = f € &' (R¥~! x T.).

Vamos a mostrar que u asi definido cumple que v € PM%¢, de hecho, dada la bola
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B(0,r) c RN=1 r > 0y k € Z* fijo, se tiene que

/ e r)lde = [ fle kyde = o(€, k) dé
B(0,r) B(0,r)

B(0,r) |£‘

1 1
< HUHLOO(RN—le*)W/B(O )Wdﬁ

1
= CWHUHL"O(RN*IXZ*)

< 00,

con lo que 4(-, k) € Ly, (RN™') para cada k € Z* fijo. Ademas, por definicién de la norma

loc

en PMb<, se tiene que que

lullppgs.c = sup [k|” sup Ellale, k)l

keZ* EeRN

= sup i sup 7l L en)
up K1 sup 1 e

— s o6, k)
EeRN-1 keZ*

= HUHLOO(RN—lxz*),
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ya que v € L= (R¥~! x Z*), con lo que u € PM"“. Finalmente, note que

e — llppgpe = sup  |k[*€]% um — u(€, k)|
EERN -1 keZ*

= sup  [KI[E]Tam (& k) — f(&K)]

EERN -1 keZ*
1
= sSup kb§6@€7k_—vgvk
geRN—l,keZJ "1€1wm (€, ) EFTRD (& K]
= sup KLU (& k) — 0(& F)|
EeRN -1 keZ*

= 1 1° - 1% — vl e rav-1x20).

De lo que sigue que

Trlzl—r>%o |, — ul[p pqp.c = 0.
0

Definicion 3.0.3. Sean 0 < by, by <1y 0 <c;,co < N—1talesquel <b, +b, <2y
N —1<c¢ +c <2(N—1), sean también u € PMP<1 y v € PMb2<2, definimos v - v en
variables de Fourier por

u-v(& k) = (@xv)(S, k)

Proposicion 3.0.4. Sean indices by, by, ¢, y ¢, Satisfaciendo

0<b,by<l, 1<b+b<2 0<c,q<N—-1yN-1<c¢+c<2(N-1)

entonces, siu € PM"1 yoy € PMbP vale que u - v € PMUrFb2—Lete—(N=-1),

Demostracion. Como 0 < ¢; +ca < N—1y N —1 < ¢j,¢o < 2(N — 1) tenemos por el
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Lema 2.0.40 que |£]7¢ x |¢]72 < C|¢|V-D—e1=ez para todo € € RV~
Sea (¢,k) € RN~! x Z. Dado que u,v € K, segln (3.9), tenemos que (7, 0) =

v(& —n,0) =0, ademas, de la Proposicion 2.0.34, sigue que

@0l <Y [ (@l m)t 0k - m)dy

me7Z
- / @, m)B(E — .k — m)ldy
mez\{ok} YRV
B [n|°tfa(n, m)||€ — n|2|0(§ —n, k —m)|
= > di
1 n]er]§ — ne2

mez\{0,k} VR

sy c27y 1
< 0 1PEC m) | e @l - | 2v(-,k—m)HLw<RN1>/ e — e
meZ\{0,k} RN-1 |7 n
< Cle/ D 3™ OG- 120,k — m)|| e -

meZ{{0,k}

Ahora, como 0 < by, by < 1y 1 < by+b, < 2, sigue del Lema 2.0.41 que (|m|™ * [m|™*2) (k) <

C|k|*~b1=%2y por lo tanto

_ ImP ||| - [, m)|| poo -1y |k — m[%2]]] - |20(, k — m)|| poo -1y
wo(€, k)| < Ofg|NDmeme
m% im|br |k — mP
—1)—c1—c 1
<O s allVlpanes Y0 mm—
meZ\{0,k}
< C|kf|1_b1_b2|§|(N_1)_CI_CZ||U||7>Mb1’61 U||7>Mb2762- (3-10)
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Luego, concluimos que

||u . U||7)Mb1+b2—l,cl+c2—(N—1) < CHuHPMbl,cl HUHPMbQ,CQ .

O]

Ahora, usaremos el espacio P M€ con los indices con las siguientes condiciones

1 N -1
—<b<l,

<c<N-1, b+c>N—1, (3.11)

para definir el espacio X, . de todas las funciones vectoriales u(t) = (u(t), ..., un(t)) con

uj : (0,00) — PM"* tales que

bte—(N—1)

2 u; € Cy ((0,00); PM)

donde C,,((0,0);Y) denota el conjunto de todas las funciones débilmente continuas en

(0,00) con valores en el espacio Y C S’ en el sentido de distribuciones.

El espacio &, . es normado con la norma dada por

[ullx, . == sup ®{lu(t) |l pap.e
t>0

b+c—(N— ‘ e
donde a := Dy ju(t) || p e = max {[Jus ()| ppgoe s - - s [un(E) |l p e }- También, el

espacio (X, | - [lx,.) es Banach.
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Ahora estableceremos el concepto de solucién blanda para el sistema (3.3).

Definicion 3.0.5. Sean by ¢ satisfaciendo las condiciones (3.11) y uy € PM*N-D~4 con

V -ug = 0 en el sentido de las distribuciones. Una solucién blanda del sistema (3.3) es un

bte—(N—1)

vector u(t) = (u1(t),...,un(t)) tal que cada componente ¢~ 2z  u; pertenece al espacio

Cy ((0,00), PM"€), V -u =0 parat > 0y que satisface la ecuacion
u(t) = G.(t)uo + B(u, u)(t) (3.12)

en el sentido de las distribuciones en &' (R¥~! x T.) /K, siendo los operadores G-(t) y

B(u,u) definidos via transforma de Fourier como

—_—

Go@uo(e, k) = e 1) e ) (3.13)

Blon)(t) = —2xi [ o= EDBE ) (e 5) . @Bu) e ko), (314
19

0

para todo t > 0.

3.0.2. Soluciones globales en el tiempo  Para demostrar la existencia de soluciones
globales blandas en el tiempo para el sistema 3.3 iniciamos demostrando un lema de

punto fijo adecuado para la estructura de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Lema 3.0.6. Sea (X, |[|,.) un espacio de Banachy B : Xy, x X, — X una forma
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bilineal continua, esto es, existe una constante K, > 0 tal que

1B (u,v)||x,, < Kallul|x,,

v||x,., paratodo u,v € Xy,

Entonces, si0 < n < ysiy € Xy, con |lyl|lx,. < Kin, la ecuacion u =

4K Ky
y + B(u,u) posee una unica solucion u € xy., tal que ||u|y, . < Kin.
Ademas, la solucion depende continuamente de y en el siguiente sentido: si ||y]|x,, <
Kin, w=y+ B(u, u) y ||u||x,, < 2Kin, entonces

1
—u < — = |y -=7 )
||U u||Xb,c — 1 —4K1K277||y y||Xb,c

Demostracion. Sea B (0,2K1n) = {u € X, : |lully,. < 2Kin} y considere la aplicacion

F:X,.— X,.dadapor F'(u) = y + B(u,u). En las condiciones del lema tenemos que

IE )|, . = lly + Blu, w)llx,. < [lyllx,. + 1B u)llx,

S K177+4K12K2772 = Kln(l —|—4K1K2) < 2K177

y por ende, tenemos que F (B (0,2K1)) C B (0,2K1n).
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Ahora, si u,v € B (0,2K,n), entonces

[F(u) = F)llx,, = lly+ Blu,u) =y = Bv,0)|x,, = [ B(u,u) = B(v,0)]|x,,
= [1B(u,u) = B(u,v) + B(u,v) = B(v,0)| x,,
= [[B(u,u —v) = B(u —v,0)| 5,
< 1B(u, u = )|, + [ Bu—v,0)[x,

< Kollull, .

u=vllx, + Kol flu—vlx,
< Kollu = vl (lullx,, + 0]l

< AK Konllu — vl .,

de lo qu sigue que F es una contraccion en 5 (0,2K,7n), pues 4K, K,n < 1. Por lo tanto,
sigue del teorema de punto fijo de Banach que la aplicacién F' posee un Unico punto fijo

u € B(0,2K,n), el cual es la solucion deseada.

Para demostrar la dependencia continua, considere a v y « como en el enunciado.

Sigue entonces que
Ju—allx,, <y =3l + [1B(u,u) = B(a, @)]x,. <y — gl + 4K Km|u - allx,,,

esto es,

1

—illx,. < ey = Gl
HU uHXb,c 1 —4K1K277Hy yH-Xb,c

lo que nos da el resultado deseado. O
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Con el propésito de aplicar el Lema 3.0.6, necesitamos verificar que la parte lineal
G.uy € X,y que la forma bilineal en (3.12) es continua en X, .. Estas preguntas seran

abordadas en los préximos lemas.

Lema 3.0.7. Sead > 0 talque (N—1)—c < d < (N—1), conb, c verificando las condiciones

b+c—(N—-1)

en (3.11). Siug € PMEWN-V=4 entoncest— = G.(-)uy € Cy ((0,00); PM"®) y vale la

desigualdad

G- (Yuolly,, < Cr lluollppgacv--a,

donde C, = C,"? es una constante positiva. También, G.(t)uy — uo en S’, cuando

t—0t.

Demostracion. Como la funcion e~ *z? es acotada para = > 0y p > 0, se tiene la siguiente

desigualdad para (¢, k) € RV x Z*:
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G-(t)uo &, k)|
—ar2t (P4 E]?)
= kPt D) g e )
2 bt 9 ~(N=1)
_ |k|b|€|ce—4ﬂ2tlf\2€—4w2t|§\2 T (€, F)| (47T t‘ | ) (4m t‘é’ )
’ b—d —(v-1)
(4m2t]2[2) (47T2t\€! )
biele |3 LIS B 2 o
= [KIPIE1" [ao(€, k)] { 477t | (4m*t¢| ) X
a- 5
((47r2t‘f’ ) == )6_4”2t5|2) ((47r2ﬂ§’2) 6_4”2“’;2)
bl (o 2,1k 2 - 2 chd—(N-1)
< Il u(e. 0 (n202P) T amrig) "
b—d
ct+d— ( —1) 2
sup ((4W2t|§| ) 6—47r2t|£|2) sup (<4W2t‘é|2) 6—47r2t’§2>
EERN-L kez* €

b—d

c+d— (N 1)

k 2
— I (e, (4r° 2R ) T (amiel)”

2\ 2 ctd— (N 1)
) ()=
—btd

[ I (3]

o, Sbtd—c—d+(N-1) k
— Gyl kPt e, k)\(\

k

cb+(N—-1)
2

= Colk[*|¢|t™

c+b+(N-1)
2

= Che® || &[N D7 @ (¢, k)|

cb+(N—-1)
2

= Cle’fdibti HU0||7;M¢1,(N—1)—d y

donde, C; = C(b,¢, N) > 0. De lo anterior sigue que

||G5()U0|| Xb,c < Olgb_d ||'U/(]||PMd,(N71)7d .

Ahora vamos a mostrar la continuidad débil con respecto a t. Note que que,

para t > to, por la propiedad del semigrupo G.(t) se tiene que G.(t)ug — G-(to)ug =
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Ge(to) (Ge(t — to)uo — up), por lo que es suficiente probar el resultado para ¢ = 0. Luego,

para todo ¢ € S (RV~! x T.), tenemos

Gty — w2} = |3 / Gty — uo)" (€. )P(E, —k)de

(e‘4”2t<f'2+| )zt k) - e, k)) (& K)@(E, —k)de

ot (el EF)

L |ao (&, B)[ (€, —k)|dE

Sea k € Z*y ¢ € RYV"1\B(0,1), como 0 < d < N — 1, sigue que 1 < |k|?y
1 < |€|™=D=4 con lo que 1 < |k|4¢|V 1~ y podemos estimar (¢, k) de la siguiente

forma:

ot A7) _

=/ I
/N 1\B(0,1)
+/ €
B(0,1)
</
RN-1\B(0,1)

P ER) e, m)1ace, —k)lde

(P ET) (e b)) 1B(E, —)|de

G 1' K (e, k)] (€, k) d

—47r2t(|§|2+\@|2> ‘ || €| V1=
4 / e 1) | @ € B)| 1B, k)| de
o HAJE | o (&, k)| 1P(&, —F)]
—arm2t(|e124] k| .
< “UOHPMd,(N_n—d/ e (sl 1 [p(&, —k)|dg
RN-1\B(0,1)

(G

|6(&, —k)|dg

1
+ ||u0||7>Mdv(N1>d/ o 1‘ |k|d|&|(N-1)~d

B(0,1)
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art (1g? + |4]°)

= ||U0HPMd,(N—1)—d/
RN=I\B(0,1) 472t <|§|2 + |§‘2>
art (Jgl + |5]°)

+ ||U0||PMd,(N—1)—d/

B(0,1) 472¢ <|§|2 + ’§|2>
6—4w2t(|£\2+\§’2) _ 1‘ "
= 47T2t ||U0||»PMd,(N—1)7d / 9 |§|2 + '_
RN-1\B(0,1) 472t <!£|2 + | 4] ) <

"o
) |k:|d|§|(N—1)_d|90(§,—k)|d§

‘e—4n2t(|£2+\’;|2) 1

—47F2t<‘§|2+’§‘2

.

1 .
) - 1' Ww@(fa —k)|d§

42 2
‘e dr t(|£| +

+ 47T2t ||UO||pMd,(N—1)—d
son 4n2t (g + |

—an?t g2+ 5|
< 4t (e 2 [k
< An”t [uol| p pgav-1-a sup 5 S +

(6k)ERN~1xZ | A2t (yg\z + | £ ) EN-1\B(0,1) €

674ﬂ2t<|§|2+|§|2> 1 / (|£‘2 + |§‘2)
B

(0,1) [KI4E|N =D~

) |2, —F)|dE

+ 47t HUOHPMd,(N—n—d sup

|P(&, —k)|dg
(6k)ERN-1xZ* | 472t (|§|2 + |§}2>

e—47r2t(|§|2+|§|2> 1

— 47T2t HUOH’PMd&N*l)*d sup 2
(Ek)ERN 1z | 42t <|§|2 + | £ )

k
[ / (|§|2 e
RN-1\ B(0,1) €

2\ . €+ |5
) |<P(§7_k)|d£+/3(o,1)|k|d|f|(w|(p(& —k)|d¢

. k|
= Ot ||uollppga.cv-n-a X [/ E1%|@(&, —k)| + ‘— (&, —k)|dE
RN-1\B(0,1) €
v [ eterio -+ A 1o -pae | 1
T AN y T —| 1P\S, —
B(0,1) |k|d|¢|(N—1)—d €
k 2
< Ctluo | ppga.cv-1)-a [H\ e, =k + ‘g [@( —Fk)|| e

i rwga(-,—k)ruw)] |

1
+/ ¢ e, —k oo—i—‘—
Bo,1) k[4[¢NV-D~d (Hl B e €



Estudio tedrico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos 62

Como 1 < |k| entonces # <1, ademas, como d — (N — 1) > N — 1, sigue que

1 1
/B(O,l) ||d|¢|(N=1)=d B [E]D=

asi,

(G (t)uo — uo, )| < eCt [Jug|lppgav-1)-a Cp, (3.15)

donde

: kI . kI
Coi=CY [m PRl + 5] 18Rl + 1Pt -l + 2] . —k)HLoo] .
keZ
Como ¢ € S (RV~! x T.), entonces C, < oo, con lo que,
(G=(t)uo — uo, )| < eCt ||lug || ppgav-1-a Cp — 0
cuando t — 0T, lo que termina la demostracion. O

Lema 3.0.8. E/ operador B(-,-) definido en (3.14) es continuo en el espacio X, ., esto es,

existe una constante Cy, = Coe'~ > 0 tal que

1B (u, v)lx, . < Collullx, vl .

para todo u,v € X, .. También, B(u,v) — 0 enS’, cuandot — 0*.

Demostracion. Como 1 < 2b < 2, y &+ < ¢ < (N — 1), sigue de (3.10) en el Lema

3.0.4 que
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[av (€, k)| < ClE[2 1N D72 ul|pppoe

vl p b

Recordando que la transformada de Fourier del operador B en las variable (¢, k)

esta dada por

m)(& Et) e — /t e,4n2(t—a)(|§|2+‘§|2>@(§7 k)2mi (57 g) . (@)(&k,a)da,

0

se tiene que. para k # 0 vale que

—

|B(u, v)[(§, k, )
< /Ot
gc/:

k
<0 (62 212l

do

e CH DY

do

—4r2(t—0o 24 |k|? k - —1)—Zc
() (62 g o) e

w(@) |l p e

t .12
uHXb}c/ ‘€—4n2(t—a)(l£|2+|g\ )’U(Nl)bcdo
0

Ahora, por la estimativa anterior y usando (N — 1) —¢ >0y 1 — b > 0, podemos

estimar
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[?1€1° B, v) (&, K, )

— —1)—c k tfﬂQ,g 2, k|2 b
= C|k|*lg| VD (§7g)‘||“”Xb,c||v||Xb,c/ o i ) (Je?+|£| )o'(N D=b=c

0

k ¢ —4n=(t—0o k|2
(& _)‘ IIUIIXMIIUIIXM/ om0 (P4 £ ) v-1) by
€ " N 0
1—b

1-b 1
kP (N=1)—c k17 Y am (o) (124 EP) N1yt
- ( e ) (&%) <\€|2+ HUH%,CHUH%,C/ P G E D PICE R

B 0
|2 30 1 S
< et ( —-| + |€|2> <\§|2 + ‘—
€ £

2 5 |2 2
) (m%\g ) Jull, el

t
o / G (le2+] 2 |2) g(N-1D=b—c
0

1-b

oo

€

= (et

1, (N=-1)—c
2

1—b
B kf 54’74*7 t o, 5
o b(|s|+\ D o
0

k
€

2) o (N=1)—b—c g

3

= 051_b||u||Xb7c||v||Xl),c

¢ k (N+1%—b—c (4 Z(t ))(N+1%—b—c )
™l -0 —4r2(t—o) (€2 4] & “1)—b—c
x/ (]f\—ir‘gD e ( )(IE\ +| £ )J(N 1)—b—c g
0 (4m2(t — o)) 2
(N+1)—b—c
1 b ama-o) (e +|E) | 4 2 L ’
<C Ml vl [ e ) a2t — ) (1ef? +| -
0
_ (N41)—b—c
X (47?2(15 — a)) 2 A L o
t
_ —(N+D+bte (v 1y pe
< C M ull Jol, [ (¢ = o)™ EE N e
0
(N+1)—b—c

2(t—o 24|k
o sup et EP) [47r2(t—0) (|§|2+

(&,k)eERN -1 x7*

3

t
—( ) c
<O lullz (0], / (1 — o) T2 V) e g
0
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. 1 ~ .
< CE M fully, ol b N / (1 — o)~ (V)b
0

ol (—(N+1)+c+b
Xbc

(N 1)

= Cel_bt

lullx, o

5 —i—l,N—b—c),

donde usamos el cambio de variable o = 2t y (-, -) denota la funcién beta definida en
2.0.35.
ComoN —1<b+c<N, entoncesﬁ(WJrl,N—b—c) < 00,y asi

l_bt_w

k1| Blu ) (€, k. 1)| < Cae

[ullx, [0l o

esto es,

b+c

kIl | Bl v) (6, K, 1)| < Cogllullx [0l

donde Cy = Cy(b, ¢, N) > 0y por lo tanto

1B, v)llx,,. < Coe'llull, V]|,

Para concluir el lema tenemos que probar la continuidad débil. Sean ¢ € S (RV~! x T.)

y t > 0 fijos. Para cada s < t, de la Proposicion 2.0.12 tenemos

[(B(u, v)(t) = B(u,v)(s), ¢ EZ/ B(u,v)(€.k,1) = Blu,v)(€. k, 5)[|p(€, —k)|de

kEZ
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Usando las estimativas de la primera parte, tenemos la siguiente estimativa para la dife-

—_— e~

rencia entre B(u,v)(&, k,t) y B(u,v)(§, k,s) para k # 0:

— —

|B(u7 'U)(f> k? t) - B(U, U)(£7 kv S)|

t 5 2, k%)~ K\ ———
/ A2 (t=) (lel*+] £ )]p(& k)2 (g, E) (u®v)(&, k,o)do

0

- / 6= (€4 Bie pyari (g, g) (4 ®0)(E, k,0)do

0

/ Tt (€ E) Bie ki (f : S) (w@ V)& k,0)do

0

X /t = (41 ) Bie, 2 (5, g) (u®0)(€, k,0)do

) / 6= () B pyom <§, g) (4 ®0)(E, k,0)do

0
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t 5 k|2) ~ k —
/ e (D) e, pyari (5’2> e koo

+/s <6_4ﬂ-2(t—0)(|§|2+’§’2> 6_47r (s— U)(|§\2+‘ ’ )) (f ]{7)271'2 (f ]z) (@)(5’ ]{’g)dg
0

/

IN

do

o) (1624 B B(¢, k)2 (5 ];) (u®)(E ko)
<6_4w2(t_a)(|g2+|f;|2) i (=) (J€f+| £ |)) P(¢, k)2 (5 k) (u®v) (€. k,0)| do
€

‘ { / " it (1P| [7)

6747r2(t70)<|£ + % 2) N 6*4TF2(5*0')<|§~ +|&

: 2)) (& v)(€ k. 0) da}

<c|(e.2) e | e D

—

(u®wv)(E, l{:,a)‘ do

0(0) [pagucdo
—an(t=0) (1elP+] 5 [*) _ —an2(s—) (62+|E[’
il G H DR )Y (o) lpaise [o() peredo

\ K2 VD=2

t
% |:/ 6—471' (t—a)(|§|2+|g| >0_—2ado_

s

N / (64w2(ta>(|s
0

donde, recordando, a =

U”Xb,c

ne 2) B 674ﬂ2(s,g)<\5 +|& 2)) U_2ad0:| (3.16)

be=(N=1)
(N-1)

Ahora, note que

. t
/6_47r2(t—a)(|£|2+|’2!2)0—2%[0</ o %o

s S
e

e (3.17)

y ademas
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kE
€

Y) e (lel+

k
e

2>U_2“d0

S
/ i (=) (J¢+
0

2
A=) (1P E]Y) _ ] j2a g,

2 Rl (G W

< [l
sup

<§ k:) i £

" / T i (s=o) (6P+
0
\|° [
(5,—) /0_2ada
€ 0
k 2 —2a+1
(¢3)
£

S
Entonces, usando (3.17) y (3.18) en (3.16)

< An?(t — s5)

k
€

2> o %o

< C4n*(t — s)

< O4r*(t — s) a1
—2a

’ B(u,v)(f,k,t) - B(“a U)(f? k75) ‘
k - ~1)-2¢
<] (&2)] g hul ol

(¢5)

% [t—2a+1 _ S—2a+1 4 (t _ S)S—2a+1

|

Asi,

68

(3.18)
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| (B(u,0)(t) = B(u,v)(s), ) |

<C€||u|’Xb,c||UHXb,c (t_za—"_l - S_2a+1)

<D

kez\{o} VRV !

k
(6 5) w210, e

+ Cellull v, . e

Vllag, (= 5)s

<> [0

keZ\{0}

3
|| NI B (8, — k) |dE

=: Cellullx, JJvllx,, (72 =720 S
+ Cellullx, vl 2, . (t = 5)s72FS,.

Ahora vamos a estimar S; y S, por separado. Comenzando con Sy, tenemos que

Si= > /RM

kezZ\{0}

— Z k|12 [/
B(0,1)

keZ\{0}
k
(6.5 preor-migr-iate, ~nyje]

“
RN—1\B(0,1)

< Y [m@,muk%

keZ\{0}

k
(65 le-21a-210(6, -y

k
(6 5)|werer—-+4ote, o

(N—1)—2¢c
LOO(]RN_1><Z) /B(Ol) |§| d&

+C[[I(, B)IEP[EPY Ve

—(N—l)—QCd
LOO(RN71><Z) /RN—I\B(OJ) |€| §:|

<O (I DIl s + 166 BRI D

LOO(RN—le)> < X

Procediendo de modo anélogo al que fue utilizado para estimar S;, obtenemos que

69
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82 < O (€ B PIPE] iszy + 16 WFRPIEPY D <o

LOO(RNfle)>

Por lo tanto,

[(B(u,v)(t) = B(u,v)(s), ¥)| < Clp)ellul x,.

ol [ = 5721) 4 (1= 5)s71]

donde C(y) es una constante que también depende de la funcion ¢. Para el caso ¢ <
s se obtienen similarmente expresiones que van para cero cuando s — t. Por fin, la
demostracion de la propiedad de convergencia a cero cuando ¢t — 0" puede ser obtenida

analogamente.

Finalmente, enunciamos y demostramos el teorema principal del trabajo

Teorema 3.0.9. Seanb y c tales que

1 N -1
§<b<L

<c<N-1, b+c> N —1.

Asuma que uy € PMEN-1=4 conV - uy =0, donde d > (N — 1) — ¢, satisface

1

HUOHPM"Z’(N_U_UZ < n, para algljn 0< n < m

donde C1, C, son las constantes en los Lemas 3.0.7 y 3.0.8, respectivamente. Entonces,
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existe una solucion blanda del sistema 3.2 en el espacio X, .. Esta es la unica solucion
blanda que satisface la condicion ||ul|x,, < 2C,"~%n y ella depende continuamente del
dato inicial u, en el sentido del Lema 3.0.6. También, u(-,t) — uy en S’ cuando t — 07.
Por dltimo, con las condiciones adicionales 2b — 1 < d < 2(N — 1) — 2¢ garantizamos la

propiedad de persistencia, esto es, que u € L™ ((0, c0); PMEN-1=d),

Demostracion. Del Lema 3.0.8 sigue que el operador B(-,-) definido en 3.14 bilineal y

continuo en &} .. Ahora, sigue del Lema 3.0.7 que

HGE(’>UOHXM < C'1<"‘5b7d HU/OprMd,(N—l)fd < Clsbfdn,

y por lo tanto, por el Lema 3.0.6 existe una unica solucién u € X, de la ecuaciéon u =

Ge(-)uo + B(u, u), tal que [Jullx,. < 2C1e*~%. La convergencia débil de la solucién sigue

de las ocnvergencias de la parte lineal y bilineal mostradas en los Lemas 3.0.7 y 3.0.8.
Finalmente, para mostrar u € L ((0, 00); PM%WN-D=4) sean (¢, k) € RN ! x Z* y

t > 0, entonces, de las cuentas realizadas en el Lema 3.0.8, sigue que

(e k1) < ]e‘“zt('ﬁ'“'?' an(e, k)]

N /t 6,4W2(tfa>(|£|z+\?I?)@(g’ k)2ri (g, g) (w®u)(E k,0)do

0 (4

t
></ €_4W2(t_0)(\§|2+’§‘2)O_(Nfl)fbfcdo_
0

<o (€, k)| + C|k|=2)g| (N -D-2 [ull%,.

=:|ao(§, k)| + (&, k. t).
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Luego, como 1 +d — 2b,2(N — 1) — 2¢ + d > 0 tenemos la siguiente desigualdad

[k[1g[ LI K )

t
<C|k‘|1+d_2b|5|2(1\f—1)—2c—d ||UH%(,) / 6—47r2(1;_g)<\§|2+’§IQ)U(N_l)_b_CdO
sC 0

()

) 1+d272b+2(N*1)2*(26+d)+%
<Cllully, & <|£|2 + ‘g )
0

k
(¢3)
€
1+d—2b

:CHuHi/b’cglerf% |€‘2(N71)7(2c+d)

t
y / i (t=0) (IE\2+| L |2) g (N=D=b—c
0

t
1
2 _1+4d—2b N—1)—b—
<Cllull, e /047T2(t_0)N_b_cg( )=b—c ]y

1
:CHUHEQ,651+d_2bt_N+b+C+(N_1)_b_c+1/ (1 — z)~N+bre,(N=D)=b—cg,
7 0

=Cllul%, e PB(=(N =1) +b+¢, N = b—c).

Por lo tanto, para todo ¢ > 0 tenemos

()l pagev—n-a = sup [l sup €] ¥ a(g, k, 1)
kezZ* EERN-1

1+d72b”uH2Xb70

< HU/OH'pMd,(N—l)—d + Ce < 00,

y por ende, u € L™ ((0, 00); PMHN-1=d),
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