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RESUMEN

TÍTULO: Estudio teórico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos *

AUTOR: Jhann Marco Quintanilla González **

PALABRAS CLAVE: Ecuaciones de Navier-Stokes, Espacio de pseudomedidas, Distribuciones.

DESCRIPCIÓN:

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que modelan

cómo cambia la velocidad y la presión de fluidos viscosos. En este trabajo nos enfocamos en un estu-

dio teórico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos, nos basamos en (Alves, 2019), donde

estudiamos propiedades del espacio de solución y analizamos su solución tanto blanda como débil.

* Trabajo de grado
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Director: Jhean Eleison Pérez López, Doctor en Ma-

temáticas
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ABSTRACT

TITLE: Theoretical study of the Navier-Stokes equations in fine domains *

AUTHOR: Jhann Marco Quintanilla González **

KEYWORDS: Navier-Stokes equations, Pseudomeasure space, Distributions.

DESCRIPTION:

The Navier-Stokes equations are a set of partial differential equations that model how the velocity and pres-

sure of viscous fluids change. In this work we focus on a theoretical study of the Navier-Stokes equations

in thin domains, based on (Alves, 2019), where we study properties of the solution space and analyze its

soft and weak solution. weak.

* Bachelor Thesis
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Director: Jhean Eleison Pérez López, Doctor Matemáti-

cas
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1. Introducción

Las ecuaciones de Navier-Stokes fueron desarrolladas por el matemático y fı́sico

francés Claude-Louis Navier y el matemático irlandés George Gabriel Stokes en el siglo

XIX. Las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto de ecuaciones diferenciales par-

ciales que modelan cómo cambia la velocidad y la presión de fluidos viscosos, como el

aire y el agua, en función del tiempo y la posición en el espacio, bajo la influencia de fuer-

zas externas, como la gravedad o la presión. Estas ecuaciones son fundamentales en la

mecánica de fluidos y se utilizan en una amplia variedad de campos, desde la ingenierı́a

hasta la fı́sica y la biologı́a. En esencia, las ecuaciones de Navier-Stokes establecen que

la aceleración del fluido es proporcional a la fuerza neta que actúa sobre él, y que la

viscosidad del fluido afecta cómo se distribuyen las fuerzas internas del fluido.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido con densidad y viscosidad cons-

tante tienen la forma



∂u
∂t

−∆u+ (u · ∇)u+∇π = 0 en Ω× (0,∞),

∇ · u = 0 en Ω× [0,∞),

u(x, 0) = u0(x) en Ω.

(1.1)

Aquı́ Ω ⊂ RN , N ≥ 2, la incógnita u = (uj)
n
j=1 representa el campo de velocidades del

fluido, π representa la presión hidrostática y u0 es un campo de velocidades inicial dado

que verifica ∇ · u0 = 0.
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En el caso Ω = RN con N = 3 el problema de existencia de solución global para

las ecuaciones de Navier-Stokes aun es un problema abierto, siendo este uno de los sie-

te problemas del milenio (véase (www.claymath.org/millennium-problems, s.f.)).

En este contexto, es esencial examinar las contribuciones previas en el caso de

Ω = RN , por ejemplo, hay resultados de existencia global en espacios de Sobolev ho-

mogéneos Ḣ1/2 (R3) (Fujita y Kato, 1963), espacios de Lebesgue Ln (Rn) (Kato, 1984),

espacios de Besov homogéneos Ḃ
n
p
−1

p,∞ (Rn) p > n (Cannone, 1997), espacios de Morrey

Mn
q (Rn) (Kato, 1992), espacios homogéneos Besov-Morrey N n/l−1

l,p,∞ con l > n/2 (Kozono

y Yamazaki, 1994) y (Mazzucato, 2003), BMO−1 (Koch y Tataru, 2001), espacios ho-

mogeneos Besov-weak-Herz ḂWK̇α,s
p,q,r (Ferreira y Pérez-López, 2018) y en espacios de

pseudomedidas PM a (Cannone y Karch, 2004).

En este trabajo de monografı́a se abordará el estudio de la buena colocación de

las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio fino N -dimensional Ωε = RN−1 × (0, ε),

donde N ⩾ 2 y ε > 0. Una motivación matemática natural para estudiar este tipo de domi-

nios finos se debe al hecho de que para el caso Ω = R2 las ecuaciones de Navier-Stokes

(1.1) tienen solución global regular para cualquier dato inicial regular (véase, por ejemplo,

(Temam, 1995)). Por lo tanto, considerando el dominio fino Ωε = R2 × (0, ε), la intuición

es que para ε suficientemente pequeño el fluido se comporte de forma similar al caso

Ω = R2, y por lo tanto se pueden esperar mejores resultados de buena colocación global.

Existen varios trabajos sobre la existencia de soluciones globales en el tiempo con dato

inicial suficientemente pequeño en algún espacio de funciones adecuado, para más de-

talles sugerimos los siguientes trabajos: Para el dominio Qε = Ω × (0, ε), donde Ω es un



Estudio teórico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos 10

dominio acotado de R2 y 0 < ε ⩽ 1, Iftimie-Raugel en (Iftimie y Raugel, 2001) demostra-

ron la existencia y unicidad de solución global si

∥Mu0∥H1(Qε)
⩽ Cε−β, ∥(Mu0)3∥L2(Qε)

⩽ Cεβ y ∥(I −M)u0∥H 1
2 (Qε)

⩽ Cε
1
4
−β

2

donde 1/2 < s < 1, 0 ⩽ β ⩽ 1/2 y M denota el operador que mide la media en la dirección

del lado fino. Posteriormente, en el dominio Ω = [0, L1] × [0, L2] × [0, ε] con condiciones

de frontera periódicas, donde L1, L2 > 0 y 0 < ε < 1/2, Kukavica-Ziane en (Kukavica y

Ziane, 2007) demostraron la existencia y unicidad de solución suave si

∥∇u0∥L2(Ω) ⩽
ν

C (L1, L2) ε
1
2 | log ε| 32

.

Casado-Dı́az, Laynez y Suárez-Grau en (Casado-Dı́az, Luna-Laynez, y Suarez-

Grau, 2013) estudiaron el comportamiento asintótico de las soluciones del sistema de

Navier-Stokes en un dominio fino Ωε de es espesor ε satisfaciendo condiciones de fron-

tera de tipo Navier en un conjunto periódico Γε ⊂ ∂Ωε de periodo rϵ y amplitud δε, con

δε ≪ rε ≪ ε. Allı́ prueban que el comportamiento del lı́mite cuando ϵ va a cero depende

del lı́mite λ de δεε
1
2/r

3
2
ε . Es decir, si λ = +∞ el fluido se comporta como si se hubiera

impuesto una condición de adherencia a Γε. Si λ = 0 el fluido se comporta como si Γε

fuese el plano. Finalmente, si λ ∈ (0,+∞) aparecerá un nuevo termino de fricción en el

lı́mite.

Liao en (Liao, 2016) mostró la existencia de la solución global para las ecuaciones de

Navier-Stokes no homogéneas
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
∂tρ+∇ · (ρu) = 0

∂t(ρu)−∆u+∇ · (ρu⊗ u) +∇π = 0,

∇ · u = 0

en dominios finos Ω = R2 × [0, ε] con condiciones de frontera tipo Dirichlet y asumiendo

que

ε
1
2 ∥∇u0∥L2(Ω) ⩽ C.

Las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio fino Ωε = RN−1 × (0, ε) con condi-

ciones de frontera tipo Dirichlet tienen la forma



∂u
∂t

−∆u+ (u · ∇)u+∇π = 0 en Ωε × (0,∞),

∇ · u0 = 0 en Ωε × [0,∞),

u = 0 sobre RN−1 × {0, ε} × (0,∞),

u(x, s, 0) = u0(x, s) en Ωε.

(1.2)

Para el problema (1.2), mostramos la buena colocación en el sentido de Hada-

mard, esto es, que existe solución, que es única y que además depende continuamente

de los datos iniciales (Teorema 3.0.9) para cualquier dato inicial con norma pequeña en

un espacio cuya depende de la transforma de Fourier mixta (véase (2.0.29)), esto es,

continua en RN−1 y periódica en la n−ésima variable. En este trabajo dicho espacio es

PMd,(N−1)−d (véase (3.0.1)). De hecho para un dato inicial u0 ∈ PMd,(N−1)−d, asumimos

la condición de pequeñez
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∥u0∥PMd,(N−1)−d < Cε−δ, donde 0 < δ < 1. (1.3)

Esta ecuación establece un lı́mite máximo en el grosor del dominio fino como requisito

para lograr una buena colocación. A diferencia de estudios anteriores, en este trabajo se

logra verificar que, sobre algunas condiciones, la solución persiste en el espacio del dato

inicial u0 ∈ PMd,(N−1)−d .

Esta monografı́a se basa principalmente en los resultados de (Alves, 2019).
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2. Marco teórico

A continuación introduciremos algunas definiciones y teoremas relacionados con

el análisis de Fourier para la solución de ecuaciones diferenciales parciales. El contenido

de esta sección puede ser revisado en (Folland, 1999; Iorio Jr y de Magalhaes Iório,

2001).

2.0.1. Funciones periódicas y distribuciones periódicas En esta subsección re-

cordamos algunas definiciones y propiedades involucrando funciones y distribuciones

periodicas.

Definición 2.0.1. Una función f : R → C es llamada periódica con periodo T ̸= 0 si

f(x+ T ) = f(x) ∀x ∈ R.

Proposición 2.0.2. Sea f : R → C periódica con periodo T y suponga que f es integrable

en cualquier intervalo finito. Entonces, para cualquier a ∈ R,

∫ a+T

a

f(x)dx =

∫ T

0

f(x)dx.

Definición 2.0.3. Sea T > 0. Para 1 ⩽ p ⩽ ∞, el espacio Lp
per (0, T ) es definido como el

conjunto de funciones f : R → C periódicas de periodo T, tales que
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∥f∥p :=


(∫

[0,T ]
|f(x)|pdx

) 1
p
<∞ si 1≤ p <∞,

ess sup[0,T ] |f(x)| <∞ si p = ∞.

Observación 2.0.4. Note que para 1 ⩽ q < p ⩽ ∞ valen las inclusiones continuas

L∞
per (0, T ) ↪→ Lp

per (0, T ) ↪→ Lq
per (0, T ) ↪→ L1

per (0, T ) .

Definición 2.0.5. Sea f ∈ L1
per (0, T ). La transformada de Fourier de f es la sucesión de

números complejos Fdf = f̂d = (f̂d(k))k∈Z, donde

f̂d(k) :=
1

T

∫ T

0

f(s)e−2πi ks
T ds.

El número f̂d(k) es llamado el k-ésimo coeficiente de Fourier de f , y la serie

∑
k∈Z

f̂d(k)e2πi
ks
T

es llamada la serie de Fourier de f en s.

Denotamos por Cn
per ([0, T ]) , n ∈ N, la colección de todas las funciones f : R → C

de clase Cn y periódicas de periodo T . En el caso n = 0, denotamos dicho espacio

simplemente por Cper ([0, T ]). Usamos también la notación P ([0, T ]) para representar el

conjunto de todas las funciones f : R → C periódicas de periodo T que son infinitamente

diferenciables.

Existe una métrica natural la cual hace que el espacio P ([0, T ]) sea un espacio
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métrico completo. De hecho, se tiene que

d(φ, ψ) =
∞∑
j=0

2−j

∥∥φ(j) − ψ(j)
∥∥
∞

1 + ∥φ(j) − ψ(j)∥∞
, φ, ψ ∈ P ([0, T ]) ,

define una métrica en P ([0, T ]).

Proposición 2.0.6. (P, d) es un espacio métrico completo. Además, si (φn) ⊂ P ([0, T ])

y φ ∈ P ([0, T ]), entonces

φn
d→ φ⇐⇒

∥∥φ(j)
n − φ(j)

∥∥
∞ → 0 ∀j ⩾ 0.

Recordamos ahora algunas propiedades y resultados que involucran los coeficien-

tes de Fourier.

Proposición 2.0.7. Sean f, g ∈ L1
per (0, T ). Entonces, para todo k,m ∈ Z, λ ∈ C y j ∈ N,

se tiene que

1. f̂ + g
d
(k) = f̂d(k) + ĝd(k);

2. λ̂f
d
(k) = λf̂d(k);

3. ˆ̄fd(k) = f̂d(−k);

4.
(
e2πi

m
T
(·)f
)∧d (k) = f̂d(k −m);

5. f̂ ∗ g
d
(k) = f̂d(k)ĝd(k), donde (f ∗ g)(x) := 1

T

∫ T

0
f(x− y)g(y)dy;

6. f̂ (j)
d

(k) =
(
2πik
T

)j
f̂d(k), siempre que f ∈ Cj

per ([0, T ]).
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En lo que sigue vamos a recordar una caracterización del espacio P ([0, T ]) en

términos de sus transformada de Fourier. Iniciamos con una definición:

Definición 2.0.8. El espacio de las sucesiones de decrecimiento rápido, denotado por

S (Z), es el conjunto de todas las sucesiones α = (αk)k∈Z tales que

∑
k∈Z

|k|j |αk| <∞,∀j ∈ N.

Definición 2.0.9. Sea α = (αk)k∈Z ∈ S (Z). La transformada inversa de Fourier de α es

la función

α̌d(x) =
(
F−1

d α
)
(x) =

∑
k∈Z

αke
2πi kx

T , x ∈ R.

Proposición 2.0.10. La trasformada de Fourier ∧d : P ([0, T ]) → S (Z) es un isomorfismo

y un homeomorfismo, esto es, lineal, biyectiva, continua y con inversa continua.

A continuación daremos la definición formal de una distribución periódica.

Definición 2.0.11. El espacio de las distribuciones periódicas, denotado por P ′ ([0, T ]),

es el espacio de todos los funcionales lineales y continuos de P ([0, T ]) en C.

Varios definiciones y propiedades pueden ser extendidos del espacio P ([0, T ]) al

espacio P ′ ([0, T ]) usando dualidad. Para f ∈ P ′ ([0, T ]) se tienen las siguientes defini-

ciones:

1. Derivada: Dado j ∈ N, definimos la distribución periódica f (j) por

〈
f (j), φ

〉
= (−1)j

〈
f, φ(j)

〉
, ∀φ ∈ P ([0, T ]) .
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2. Producto: Sea ψ ∈ P ([0, T ]), definimos la distribución periódica ψf por

⟨ψf, φ⟩ = ⟨f, ψφ⟩,∀φ ∈ P ([0, T ]) .

3. Convolución tipo 1: Sea φ ∈ P ([0, T ]), la convolución f y φ es la función

(f ∗ φ)(s) = 1

T
⟨f, σsφ̃⟩ ,∀s ∈ R,

donde σsφ(x) = φ(x+ s) y φ̃(x) := φ(−x). En este caso se tiene que f ∗ φ ∈ P ([0, T ]).

4. Convolución tipo 2: Sea g ∈ P ′ ([0, T ]), definimos la distribución periódica f ∗g

por

⟨f ∗ g, φ⟩ = ⟨f, g̃ ∗ φ⟩,∀φ ∈ P ([0, T ]) .

Aquı́, g̃ representa la distribución periódica definida por ⟨g̃, φ⟩ = ⟨f, φ̃⟩,∀φ ∈ P.

5. Transformada de Fourier: La transformada de Fourier en P ′ ([0, T ]) es la fun-

ción f̂d : Z → C definida por

f̂d(k) =
1

T

〈
f, e−2πi k

T
(·)
〉
, k ∈ Z.

En la proposición que sigue se reúnen algunas propiedades de transformada de

Fourier sobre distribuciones en P ′ ([0, T ]) .

Proposición 2.0.12. Sean f, g ∈ P ′ ([0, T ]) , φ ∈ P ([0, T ]) y k ∈ Z, entonces
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1. (Relación de Parseval)

⟨f, φ⟩ = T
∑
k∈Z

f̂d(k)φ̂d(−k);

2. f̂ ∗ φ
d
(k) = f̂d(k)φ̂d(k) y f̂ ∗ g

d
(k) = f̂d(k)ĝd(k);

3. f̂ (j)
d

(k) =
(
2πik
T

)j
f̂d(k);

4. f̂φ
d
(k) =

∑
m∈Z f̂

d(m)φ̂d(k −m).

Para finalizar la revisión sobre distribuciones periódicas, vamos a caracterizar el

espacio P ′ ([0, T ]) en términos de la transformada de Fourier.

Definición 2.0.13. Una sucesión de números complejos (αn)n∈Z es llamada de creci-

miento lento si existen constantes C > 0 y m ∈ N tales que

|αk| ⩽ C|k|m, ∀k ∈ Z\{0}.

El conjunto de todas las sucesiones de crecimiento lento será denotado por S ′(Z).

Proposición 2.0.14. S ′(Z) es el dual topológico de S (Z).

Proposición 2.0.15. Sea α = (αk)k∈Z ∈ S ′(Z), entonces existe una única f ∈ P ′ ([0, T ])

tal que f̂d = α. Recı́procamente, si f ∈ P ′ ([0, T ]), entonces f̂d ∈ S ′(Z). En otras

palabras,

(P ′ ([0, T ]))
∧d = S ′(Z).

2.0.2. Espacios de Lebesgue Esta sección es dedicada a los espacios de Lebesgue.

Los resultados de esta sección pueden ser encontrados en (Folland, 1999) .



Estudio teórico de las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos 19

Sea Ω un dominio de RN , para una función f : Ω −→ R medible, definimos

∥f∥Lp(Ω) :=


(∫

Ω

|f |p dx
)1/p

si 0 < p <∞,

esssup
x∈Ω

|f(x)| si p = ∞.

Note de la definición de ∥·∥Lp(Ω) que ∥f − g∥Lp(Ω) = 0 si, y solamente si, f = g en casi

todo punto x ∈ Ω. Por esta razón decimos que dos funciones f y g están en la misma

clase de equivalencia se ellas son iguales en Ω, salvo en un conjunto de medida nula.

El espacio de Lebesgue Lp(Ω) es definido como el espacio de todas las clases de

equivalencias de funciones f tales que ∥f∥Lp(Ω) es finito. En el caso Ω = RN , el espacio

Lp (Rn) será denotado por Lp. No es difı́cil verificar que el funcional ∥·∥Lp(Ω) define una

quasi-norma, y puede ser demostrado que para el caso 1 ≤ p ≤ ∞, el funcional ∥·∥Lp(Ω)

define una norma.

La siguiente es una versión generalizada de la desigualdad de Hölder.

Lema 2.0.16. (Desigualdad de Hölder) Sean f1, f2, ..., fk funciones tales que fi ∈ Lpi (Ω)

∀i con 1 ≤ pi ≤ ∞ y
∑k

i=1
1
pi
≤ 1, y sea f definida como

f =
k∏

i=1

fi.

Entonces, f ∈ Lp (Ω) donde 1
p
=
∑k

i=1
1
pi
, y vale que

∥f∥Lp(Ω) ≤
k∏

i=1

∥fi∥Lpi (Ω) .
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Dadas dos funciones f, g : RN → R Lebesgue medibles, su convolución, denota-

da por f ∗ g, es definida como

f ∗ g (x) =
∫
RN

f (x− y) g (y) dy,

siempre que la integral exista.

En el contexto de los espacios Lp, se tienen los siguientes resultados que involu-

cran la convolución.

Proposición 2.0.17. (Desigualdad de Young). Asuma que 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1
r
= 1

p
+ 1

q
−1 ≥

0, f ∈ Lp y g ∈ Lq. Entonces

∥f ∗ g∥Lr ≤ ∥f∥Lp ∥g∥Lq .

Proposición 2.0.18. Si p y q son exponente conjugados, esto es, si 1
p
+ 1

q
= 1,y si f ∈ Lp

y g ∈ Lq, entonces, f ∗ g es acotada y uniformemente continua. Si 1 < p < ∞, entonces

f ∗ g ∈ C0.

Proposición 2.0.19. Si f ∈ L1, g ∈ Ck, y ∂αg es acotada para |α| ≤ k, entonces f ∗g ∈ Ck

y ∂α (f ∗ g) = f ∗ (∂αg) para |α| ≤ k.

2.0.3. Espacios de Schwartz, espacios de distribuciones temperadas y transforma-

da de Fourier En esta sección introducimos la clase de Schwartz, el espacio de las

distribuciones temperadas y definimos la transformada de Fourier sobre estos espacios.

Comenzamos con la definición de función de crecimiento lento.
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Definición 2.0.20. Una función ψ ∈ C∞(RN) es llamada de crecimiento lento, si para

cada multi-indice α ∈ (N∗)N existe M =M (α, ψ) ∈ N tal que

|∂αψ (x)| ≤ C (α, ψ) (1 + |x|)M .

Introducimos ahora la clase de Schwartz.

Definición 2.0.21. Decimos que una función f : RN → R de clase C∞ pertenece a la

clase de Schwartz, si para cada par de multi-indices α, β ∈ (N∗)N existe una constante

no negativa Cα,β tal que

ρα,β(f) = sup
x∈RN

∣∣xα∂βf(x)∣∣ = Cα,β <∞. (2.1)

El conjunto de todas las funciones en la clase de Schwartz en RN es denotado por

S
(
RN
)
= S.

Los funcionales definidos en (2.1) constituyen una familia de semi-normas respec-

to a la cual el espacio S es un espacio de Frechet con el siguiente sentido de convergen-

cia.

fk → f en S(Rn) ⇐⇒ fk, f ∈ S(Rn) y ĺım
k→∞

ρα,β(fk − f) = 0

∀α, βmulti-ı́ndices.

Sigue directo de la definición que, si f ∈ S, entonces, P∂βf ∈ S para cualquier
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multi-ı́ndice β y cualquier polinomio P. Más generalmente, no es difı́cil probar que si ψ

es una función de crecimiento lento, entonces ψf ∈ S. Finalmente, un cálculo simple

muestra que S ⊂ Lp, con inclusión continua, para 1 ≤ p ≤ ∞.

Note que de la Proposición 2.0.19 sigue que la convolución de dos funciones en

la clase de Schwartz define una función acotada y de clase C∞, de hecho, en este caso

se tiene un resultado adicional, que es presentado en la siguiente proposición.

Proposición 2.0.22. Sean f, g ∈ S, entonces f ∗ g ∈ S.

A seguir definimos la transformada de Fourier sobre L1.

Definición 2.0.23. La transformada de Fourier de una función f ∈ L1 es definida por

Fcf (ξ) = f̂ c (ξ) =

∫
RN

e−2πiξ·xf (x) dx.

Note que la integral anterior está bien definida para toda f ∈ L1, de hecho, es

directo mostrar que f̂ c ∈ L∞.

La siguiente proposición muestra algunas de las propiedades elementales de la

transformada de Fourier.

Proposición 2.0.24. Sean f, g ∈ L1. Entonces

(a) τ̂yf
c
(ξ) = e−2πiξ·yf̂ c (ξ) y τη

(
f̂
)

= ĥ, donde h (x) = e2πη·xf (x). Aquı́ τyf(x) :=

f(x+ y);

(b) Si T es una transformación lineal invertible de Rn y S = (T ∗)−1 es la inversa de la

transpuesta de T, entonces f̂ ◦ T
c
= |detT |−1 f̂ c ◦ S;
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(c) f̂ ∗ g
c
= f̂ c · ĝc;

(d) Si xαf ∈ L1 para |α| ≤ k, entonces f̂ c ∈ Ck y ∂αf̂ = [(−2πix)α f ]
∧c;

(e) Si f ∈ Ck, ∂αf ∈ L1 para |α| ≤ k, y ∂αf ∈ C0 para |α| ≤ k − 1, entonces ∂̂αf
c
(ξ) =

(2πiξ)α f̂ c (ξ);

(f) (Lema de Riemann-Lebesgue) Fc

(
L1
(
RN
))

⊂ C0

(
RN
)
.

Sobre la acción de la transformada de Fourier sobre la clase de Schwartz se tiene

el siguiente corolario.

Corolario 2.0.25. Fc mapea la clase de Schwartz S continuamente en sı́ misma.

Para continuar, estamos interesados en definir el operador inverso de Fc. Para

esto, definimos el operador F−1
c (o (̌·)

c
) como

F−1
c (f) (x) = f̌ c(x) := f̂ c(−x) =

∫
RN

e2πiξ·xf (ξ) dξ, ∀f ∈ L1.

Como en el caso de la transformada de Fourier, es claro que el operador (̌·)
c

está

bien definido, además, bajo ciertas condiciones de la función, el operador (̌·)
c

actúa como

el inverso de la transformada de Fourier, como es establecido en la siguiente proposición.

Proposición 2.0.26. (Teorema de Inversión de Fourier) Sea f ∈ L1 tal que Fc (f) ∈ L1.

Entonces, f coincide en casi todo punto con una función continua f0 y, Fc (F−1
c (f)) =

F−1
c (Fc (f)) = f0.
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Como consecuencia de la proposición anterior, es fácil concluir que la transforma-

da de Fourier es un isomorfismo en el espacio de Schwartz S con inversa dada por el

operador (̌·)
c
.

El espacio dual de S, esto es, el espacio de funcionales lineales y continuos sobre

S, es llamado el espacio de las distribuciones temperadas y es denotado por S ′. No es

difı́cil probar que, si f es una función localmente integrable y
∫
Rn (1 + |x|)N |f(x)| dx <∞

para algún N , entonces f define una distribución temperada vı́a la aplicación

Ψf (φ) =

∫
RN

f(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ S.

En particular, cada f ∈ Lp con 1 ≤ p ≤ ∞, define una distribución temperada.

Muchos conceptos y propiedades pueden ser extendidos al espacio S ′ usando

dualidad, como sigue:

(i) (Diferenciación) Dado un multi-indice α y una distribución temperada F , definimos

la distribución temperada ∂αF por

⟨∂αF, ϕ⟩ := (−1)|α| ⟨F, ∂αϕ⟩ ,

para toda ϕ ∈ S.

(ii) (Multiplicación por funciones de crecimiento lento) Sea ψ una función de cre-

cimiento lento y F una distribución temperada. Definimos la distribución temperada

ψF por

⟨ψF, ϕ⟩ := ⟨F, ψϕ⟩ ,
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para toda ϕ ∈ S.

(iii) (Traslación) Dado y ∈ RN y F ∈ S ′, la distribución temperada τyF es definida por

medio de la relación

⟨τyF, ϕ⟩ := ⟨F, τ−yϕ⟩ ,

para toda ϕ ∈ S.

(iv) (Composición con operadores lineales) Sea T una transformación lineal inver-

tible en RN y F ∈ S ′, definimos la distribución temperada F ◦ T por medio de la

relación

⟨F ◦ T, ϕ⟩ := |detT |−1 〈F, ϕ ◦ T−1
〉
.

En particular, si Tx = −x entonces podemos definir la reflexión en el origen de una

distribución temperada por medio de la relación

〈
F̃ , ϕ

〉
:=
〈
F, ϕ̃

〉
,

donde ϕ̃(x) := ϕ(−x).

(vi) (Convolución forma I) Sean ψ ∈ S y F ∈ S ′. La convolución entre F y ψ es la

función F ∗ ψ definida por

F ∗ ψ (x) :=
〈
F, τxψ̃

〉
.

(vi) (Convolución forma II) Para ψ ∈ S y F ∈ S ′, podemos definir la distribución F ∗ ψ
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por medio de la relación

⟨F ∗ ψ, ϕ⟩ :=
〈
F, ϕ ∗ ψ̃

〉
.

(vii) (Transformada de Fourier y transformada inversa de Fourier) Dada una dis-

tribución temperada F , definimos su transformada de Fourier (resp. transformada

inversa de Fourier) por medio de la relación

〈
F̂ c, ϕ

〉
:=
〈
F, ϕ̂c

〉 (
reps.

〈
F̌ c, ϕ

〉
:=
〈
F, ϕ̌c

〉)
,

para cada ϕ ∈ S.

Observación 2.0.27. De la definición de transformada de Fourier y transformada de Fou-

rier inversa sobre distribuciones, sigue que la transformada de Fourier es una biyección

en S ′. Además, si se impone en S ′ la topólogia débil-∗, esto es, la topólogia de la conver-

gencia puntal de los funcionales en S ′, sigue que, la transformada de Fourier, ası́ como

la transformada de Fourier inversa son continuas, esto es, la transformada de Fourier es

un isomorfismo en S ′.

Las propiedades básicas de la transformada de Fourier continúan válidas en el

contexto de las distribuciones temperadas. En la siguiente proposición enunciamos las

más importantes.

Proposición 2.0.28. Sean F,G ∈ S ′, ϕ ∈ S, b un número real y α un multi-ı́ndice. Enton-

ces

(i) F̂ +G
c
= F̂ c + Ĝc;
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(ii) b̂F
c
= bF̂ c;

(iii) τ̂yF
c
= e−2πiξ·yF̂ c y τη

(
F̂ c
)
= (e2πη·xF )

∧c;

(iv) ∂αF̂ c = [(−2πix)α F ]
∧c y ∂̂αF

c
= (2πiξ)α F̂ c;

(v) Si T es una transformación lineal invertible en RN y (T ∗)−1 es la inversa de la trans-

puesta de T, entonces F̂ ◦ T
c
= |detT |−1 F̂ c ◦ (T ∗)−1;

(vi) F̂ ∗ ϕ
c
= F̂ c · ϕ̂c y F̂ ϕ

c
= F̂ c ∗ ϕ̂c.

2.0.4. Distribuciones temperadas en variables periódicas y no periódicas En lo

que sigue denotamos por L1
(
RN−1 × TT

)
al espacio de funciones v ∈ L1

(
RN−1 × [0, T ]

)
periódicas de periodo T en la última variable, y denotamos por C∞ (RN−1 × TT

)
al con-

junto de funciones v ∈ C∞ (RN
)

periódicas de periodo T en la última variable.

Iniciamos introduciendo el concepto de transformada de Fourier para funciones

definidas en RN−1 × TT .

Definición 2.0.29. Sea v ∈ L1
(
RN−1 × TT

)
. La transformada de Fourier (mixta) de v en

(ξ, k) ∈ RN−1 × Z es definida por

v̂(ξ, k) =
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

v(x, s)e−2πi[ξ·x+ ks
T ]dxds.

Extendemos ahora el concepto de la clase de Schwartz en el conjunto RN−1 ×TT ,

esto es

S
(
RN−1 × TT

)
:=
{
f ∈ C∞ (RN−1 × TT

)
; ∥f∥α,β <∞,∀α, β ∈ NN

}
,
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donde α, β son multi-ı́ndices y

∥f∥α,β = sup
(x,s)∈RN−1×TT

∣∣(x, s)α∂βf(x, s)∣∣ .
Observación 2.0.30. Note que como la variable s se mueve en TT se tiene que

sup
(x,s)∈RN−1×TT

∣∣(x, s)α∂βf(x, s)∣∣ <∞ ⇐⇒ sup
(x,s)∈RN−1×TT

∣∣∣xα′
∂βf(x, s)

∣∣∣ <∞,

donde α = (α1, α2, · · · , αN) y α′ = (α1, α2, · · · , αN−1) y αi ∈ N∗. Además, sigue tambien

que f ∈ S
(
RN−1 × TT

)
si, y solamente si, para cada m ∈ N∗ se tiene que

sup
(x,s)∈RN−1×TT

∣∣(1 + |x|)m ∂βf(x, s)
∣∣ <∞.

Definimos también el espacio

S
(
RN−1 × Z

)
:=
{
f(·, k) ∈ C∞ (RN−1

)
; ∥f∥∗α,β <∞

}
,

donde α ∈ (N∗)N , β ∈ (N∗)N−1 son multi-ı́ndices y

∥f∥∗α,β = sup
(ξ,k)∈RN−1×Z

∣∣(ξ, k)α∂βf(ξ, k)∣∣ .
Observación 2.0.31. Note que f ∈ S

(
RN−1 × Z

)
si, y solamente si, para cada m,n ∈ N∗

se tiene que

sup
(ξ,k)∈RN−1×Z

∣∣(1 + |k|)m (1 + |ξ|)n ∂βf(x, k)
∣∣ <∞.
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En el espacio S
(
RN−1 × TT

)
tenemos las siguientes definiciones:

Definición 2.0.32. Para f, g ∈ S
(
RN−1 × TT

)
, se tiene

1. (Convolución)

(f ∗ g)(x, s) := 1

T

∫ T

0

∫
RN−1

f(x− y, s− r)g(y, r)dydr,∀(x, s) ∈ RN−1 × TT .

2. (Transformada de Fourier)

f̂(ξ, k) =
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

f(x, s)e−2πi[ξ·x+ ks
T ]dxds,∀(ξ, k) ∈ RN−1 × Z.

Proposición 2.0.33. La transformada de Fourier es un isomorfismo entre S
(
RN−1 × TT

)
y S

(
RN−1 × Z

)
.

Demostración. Sea f ∈ S
(
RN−1 × TT

)
, entonces por definición

f̂(ξ, k) =
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

f(x, s)e−2πixξe−2πi ks
T dxds.

Note que, para β ∈ (N∗)N−1 y m ∈ N∗ se tiene que

ξβkmf̂(ξ, k) =
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

f(x, s)ξβe−2πixξkme−2πi ks
T dxds

= C1
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

f(x, s)∂βx
(
e−2πixξ

)
∂ms

(
e−2πi ks

T

)
dxds

= C2
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

(
∂ms ∂

β
xf
)
(x, s)e−2πixξe−2πi ks

T dxds.
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Además, para α ∈ (N∗)N−1 se tiene que

∂αξ

(
ξβkmf̂

)
(ξ, k) = C2

1

T

∫ T

0

∫
RN−1

(
∂ms ∂

β
xf
)
(x, s)∂αξ

(
e−2πixξ

)
e−2πi ks

T dxds

= C3
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

xα
(
∂ms ∂

β
xf
)
(x, s)e−2πixξe−2πi ks

T dxds

= C3
1

T

∫ T

0

∫
RN−1

xα
(
∂ms ∂

β
xf
)
(x, s)

(1 + |x|)N

(1+ | x)N
e−2πixξe−2πi ks

T dxds.

De lo que sigue que

∣∣∣∂αξ (ξβkmf̂) (ξ, k)∣∣∣ ⩽ C4 sup
(x,s)∈RN−1×TT

∣∣xα (∂ms ∂βxf) (x, s)(1 + |x|)N
∣∣ ,

con lo que f̂ ∈ S
(
RN−1 × Z

)
.

Suponga ahora que g ∈ S
(
RN−1 × Z

)
y defina

ǧ(x, s) =
∑
k∈Z

∫
RN−1

g(ξ, k)e2πixξe2πi
ks
T dξ.

Note que para cada x fijo, la función ϕx : Z −→ R definida por

ϕx(k) =

∫
RN−1

g(ξ, k)e2πixξdξ,

cumple que, para cada m ∈ N∗

kmϕx(k) =

∫
RN−1

kmg(ξ, k)e2πixξdξ

=

∫
RN−1

kmg(ξ, k)
(1 + |x|)N

(1 + |x|)N
e2πixξdξ,
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entonces, dado que g ∈ S
(
RN−1 × Z

)
, se tiene que

|kmϕx(k)| ≤ C(m,N).

Note que la constante C(m,N) no depende de x, esto implica que la serie que define

ǧ(x, s) =
∑
k∈Z

ϕx(k)e
2πi ks

T ,

es absolutamente y uniformemente convergente, además define una función continua y

periódica, también, para cada β ∈ (N∗)N−1, se tiene

xβ ǧ(x, s) =
∑
k∈Z

∫
RN−1

g(ξ, k)xβe2πixξe2πi
ks
T dξ

= C1

∑
k∈Z

∫
RN−1

g(ξ, k)∂βξ
(
e2πixξ

)
e2πi

ks
T dξ

= C2

∑
k∈Z

∫
RN−1

(
∂βξ g
)
(ξ, k)e2πixξe2πi

ks
T dξ,

adicionalmente, para α ∈ (N∗)N−1 y m ∈ N∗, se tiene que

∂αx∂
m
s

(
xβ ǧ
)
(x, s) = C2

∑
k∈Z

∫
RN−1

(
∂βξ g
)
(ξ, k)∂αx

(
e2πixξ

)
∂ms

(
e2πi

ks
T

)
dξ

= C3

∑
k∈Z

∫
RN−1

(
∂βξ g
)
(ξ, k)ξαe2πixξkme2πi

ks
T dξ

= C3

∑
k∈Z

∫
RN−1

ξαkm
(
∂βξ g
)
(ξ, k)e2πixξe2πi

ks
T dξ.

Ya que g ∈ S
(
RN−1 × Z

)
obtenemos
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∣∣∂αx∂ms (xβ ǧ) (x, s)∣∣ ≤ C3

∑
k∈Z

∫
RN−1

∣∣∣ξαkm (∂βξ g) (ξ, k)∣∣∣ (1 + |ξ|)N

(1 + |ξ|)N
1 + |k|2

1 + |k|2
dξ

≤ C4 sup
(ξ,k)∈RN−1×Z

∣∣∣ξαkm (∂βξ g) (ξ, k)(1 + |ξ|)N
(
1 + |k|2

)∣∣∣ .
Con lo que ǧ ∈ S

(
RN−1 × TT

)
.

Finalmente, dada f ∈ S
(
RN−1 × TT

)
se tiene que

F (f) = Fd (Fc (f)) = Fc (Fd (f)) ,

y si g ∈ S
(
RN−1 × Z

)
, se tiene que

F−1 (g) = F−1
d

(
F−1

c (g)
)
= F−1

c

(
F−1

d (g)
)
.

De la Proposición 2.0.10 y del Corolario 2.0.25 sigue que, si f ∈ S
(
RN−1 × TT

)
entonces

F−1 (F (f)) = F−1
c

(
F−1

d (Fd (Fc (f)))
)
= f

y si g ∈ S
(
RN−1 × Z

)
entonces

F
(
F−1 (g)

)
= Fc

(
Fd

(
F−1

d

(
F−1

c (g)
)))

= g.

Como es de esperar, el espacio S ′ (RN−1 × TT

)
es definido como el espacio dual
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del espacio S
(
RN−1 × TT

)
. Sobre S ′ (RN−1 × TT

)
se definen de modo similar los con-

ceptos de derivada, multiplicación, convolución y transformada de Fourier a como fueron

definidos en S ′ (RN
)
, en particular, por definición, dada f ∈ S ′ (RN−1 × TT

)
, su transfor-

mada de Fourier F(f) es dada por

⟨F(f), ϕ⟩ = ⟨f,F(ϕ)⟩ ∀ϕ ∈ S
(
RN−1 × Z

)
.

Similarmente, para g ∈ S ′ (RN−1 × Z
)
, su transformada de Fourier inversa F−1(g) es

dada por 〈
F−1(g), φ

〉
=
〈
g,F−1(φ)

〉
∀φ ∈ S

(
RN−1 × TT

)
.

Además, se tienen las siguientes propiedades en S ′ (RN−1 × TT

)
:

Proposición 2.0.34. Sean f ∈ S ′ (RN−1 × TT

)
, φ ∈ S

(
RN−1 × TT

)
y k ∈ Z, entonces

1. f̂ ∗ φ(ξ, k) = f̂(ξ, k)φ̂(ξ, k);

2. ∂̂αf(ξ, k) = (2πi(ξ, k))α 1
TαN

f̂(ξ, k), donde α = (α1, . . . , αN) ∈ (N∗)N ;

3. f̂φ(ξ, k) =
∑

m∈Z
∫
RN−1 f̂(η,m)φ̂(ξ − η, k −m)dη.

Para futuras referencias en el trabajo, recordamos la definición de la función Beta.

Definición 2.0.35. La función beta está definida como la integral

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

para x, y ∈ C tales que Re(x) > 0 y Re(y) > 0.
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2.0.5. Kernel de Schwartz En esta sección vamos a enunciar el teorema del Kernel

de Schwartz. Antes de enunciar tal resultado vamos a definir el concepto de producto

tensorial. El contenido de esta sección puede ser encontrado en (Hörmander, Berlin,

2003.).

Definición 2.0.36. Si Ωj es un abierto en RNj , j = 1, 2 y φj ∈ C (Ωj), entonces la función

φ1 ⊗ φ2 en Ω1 × Ω2 ⊂ RN1+N2 definida por

(φ1 ⊗ φ2) (x1, x2) := φ1 (x1)φ2 (x2) , xj ∈ Ωj,

es llamada el producto directo (o tensorial) de φ1 y φ2.

Proposición 2.0.37. Sean Ω1 y Ω2 abiertos de RN1 y RN2, respectivamente. Toda distri-

bución k ∈ D′ (Ω1 × Ω2) define un operador K : D (Ω2) → D′ (Ω1) lineal y continuo tal

que

⟨k, φ1 ⊗ φ2⟩ = ⟨Kφ2, φ1⟩ , para todo φ1 ∈ D (Ω1) y φ2 ∈ D (Ω2) . (2.2)

Recı́procamente, para cada operador continúoK existe una única distribución k ∈ D′ (Ω1 × Ω2)

tal que (2.2) es válida. La distribución k es llamada el kernel del operador K.

Observación 2.0.38. El teorema permanece válido si D es sustituido por S y si Ω1 = RN1

y Ω2 = RN2 (véase (Schwartz, 1958)).

2.0.6. Lemas técnicos En esta sección presentaremos algunos lemas técnicos que

serán usados en demostraciones importantes de este trabajo.
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Lema 2.0.39. Si f(x) = e−πa|x|2 donde a > 0, entonces f̂ c(ξ) = a−n/2e−π|ξ|2/a.

Demostración. Primero consideremos el caso n = 1. Sabemos que la derivada de f(x) =

e−πax2 es f ′(x) = −2πixe−πax2, ahora por la Proposición 2.0.24, se tiene que

(f̂ c)′(ξ) = [(−2πix)f ]∧c(ξ) = [−2πixe−πax2

]∧c(ξ) =
i

a
(−2πaxe−πax2

)∧c(ξ)

=
i

a
(f̂ ′c)(ξ) =

i

a
(2πiξ)f̂ c(ξ) =

−2πξ

a
f̂ c(ξ).

Ahora, considere la función e
πξ2

a f̂ c(ξ), note que

d

dξ

[
e

πξ2

a f̂(ξ)

]
=

2πξ

a
e

πξ2

a f̂ c(ξ) + e
πξ2

a (f̂)′(ξ)

=
2πξ

a
e

πξ2

a f̂ c(ξ)− e
πξ2

a
2πξ

a
f̂(ξ) = 0,

por lo que se tiene que e
πξ2

a f̂ c(ξ) = C. Para determinar el valor de la constante C, consi-

dere ξ = 0, entonces

f̂ c(0) =

∫
R
e−

πξ2

a dx =
( π
aπ

) 1
2
= a−

1
2 ,

por lo tanto

f̂ c(ξ) = a−
1
2 e−

πξ2

a dx.

Ahora consideremos el caso n−dimensional. En este caso f(x) = e−πa
∑N

j=1 x
2
j =∏N

j=1 e
−πax2

j , por lo que
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f̂ c(ξ) =

∫
RN

N∏
j=1

e−πax2
j · e−2πiξjxjdx

=
N∏
j=1

∫
RN

e−πax2
j−2πiξjxjdx =

N∏
j=1

a−
1
2 e−πξj/a = a−

N
2 e−πξ/a.

por lo tanto

f̂(ξ) = a−
N
2 e−πξ/a.

Lema 2.0.40. Sean 0 < α, β < N tales que 0 < α+ β < N entonces

(
1

|x|N−α
∗ 1

|x|N−β

)
(y) =

∫
RN

1

|x|N−α

1

|y − x|N−β
dx = C(α, β)

1

|y|N−(α+β)
,

donde

C(α, β) =
cαcβcN−α−β

cα+βcN−αcN−β

y cα =
Γ
(
α
2

)
π

α
2

Demostración. Del Lema 2.0.39, se tiene que

∫
RN

e−πt|x|2ϕ̂(x)dx = t−
n
2

∫
RN

e
−π|ξ|2

t ϕ(ξ)dξ,

ası́, multiplicando por t−1+n−α
2 e integrando se tiene que

∫
RN

ϕ̂(x)
c
[∫ ∞

0

e−πt|x|2t−1+n−α
2 dt

]
dx =

∫
RN

ϕ(ξ)

[∫ ∞

0

e
−π|ξ|2

t t−1+n−α
2 t−

n
2 dt

]
dξ
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∫
RN

Cn−α|x|α−nϕ̂(x)
c
dx =

∫
RN

ϕ(ξ)

[∫ ∞

0

e−π|ξ|2t−1

(t−1)
α
2
+1dt

]
dξ

∫
RN

Cn−α|x|α−nϕ̂(x)
c
dx =

∫
RN

ϕ(ξ)

[∫ 0

∞
e−π|ξ|2u(u)

α
2
+1 du

−u2

]
dξ

∫
RN

Cn−α|x|α−nϕ̂(x)
c
dx =

∫
RN

ϕ(ξ)

[∫ ∞

0

e−π|ξ|2u(u)
α
2
−1du

]
dξ

Cn−α

∫
RN

|x|α−nϕ̂(x)
c
dx = Cα

∫
RN

|ξ|−αϕ(ξ)dξ

Con lo que concluimos que

Cα |̂x|−α
c

= CN−α|x|α−N ⇐⇒ Cα |x|−α = CN−α |̂x|α−N
c

.

A partir de esta última afirmación demostraremos la proposición inicial, para esto hacien-

do α1 = N − α y β1 = N − β, note que

̂(
1

|x|α1
∗ 1

|x|β1

)c

= |̂x| α1

c

· |̂x| β1

c

=
CN−α1

Cα1

|x|α1−N · CN−β1

Cβ1

|x|β1−N

=
CN−α1CN−β1

Cα1Cβ1

|x|α1−N |x|β1−N

=
CN−α1CN−β1

Cα1Cβ1

|x|α1+β1−2N ,
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con lo que

(
1

|x|α1
∗ 1

|x|β1

)
=
CN−α1CN−β1

Cα1Cβ1

(
|x|α1+β1−2N

)̌
c

=
CN−α1CN−β1

Cα1Cβ1

C(α1+β1−N)

CN−(α1+β1−N)

|x|−(α1+β1−N)

= C(α, β)
1

|x|N−(α+β)
,

por lo tanto

1

|x|N−α
∗ 1

|x|N−β
= C(α, β)

1

|x|N−(α+β)
, donde C(α, β) =

CαCβCN−α−β

CN−αCN−βCα+β

.

Lema 2.0.41. Para k ∈ Z, 0 < b, c < 1 y 1 < b+ c < 2 tenemos que

(
1

|m|b
∗ 1

|m|c

)
(k) =

∑
m∈Z\{0,k}

1

|k −m|b
1

|m|c
⩽ máx

{
3b, 3c

}
C(1− b, 1− c)

1

|k|b+c−1
,

donde la constantes C(·, ·) es la misma definida en el Lema 2.0.40.

Demostración. Se tiene que

∑
m∈Z\{0,k}

1

|k −m|b
1

|m|c
=

∑
m∈Z+\{k}

1

|k −m|b
1

|m|c
+
∑
m∈Z−

1

|k −m|b
1

|m|c

=: S1 + S2.
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Note que para, como 0 < b, c, considerando m > k la sucesión
(

1
|k−m|b

1
|m|c

)
m∈Z

es

decreciente, entonces, por el test de la integral y del Lema 2.0.40, podemos estimar S1

como

S1 =
k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
+

∞∑
m=k+1

1

|k −m|b
1

|m|c

⩽
k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
+

∫ ∞

k+1

1

|k − x|b
1

|x|c
dx

⩽
k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
+

∫
R

1

|k − x|b
1

|x|c
dx

⩽
k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
+

(
1

|x|b
∗ 1

|x|c

)
(k)

⩽
k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
+ C(1− b, 1− c)

1

|k|b+c−1
.

Por otro lado tenemos que

k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
=

1

|k − 1|b
+

1

|k − 2|b
1

2c
+ . . .+

1

|k − ⌈k−1
2
⌉|b

1

|⌈k−1
2
⌉|c

+ . . .+
1

2b
1

|k − 2|c
+

1

|k − 1|c
,

donde ⌈x⌉ representa el menor entero mayor o igual a x. Sea Cl := sup
k⩾2l

k + l

k − l
, y note que

la función f(x) =
x+ l

x− l
es decreciente, puesto que f ′(x) =

−2l

(x− l)2
< 0. Ası́, concluimos

que Cl =
2l + l

2l − l
= 3 y consecuentemente vale la desigualdad

1

k − l
≤ 3

1

k + l
, para todo

k ≥ 2l. Por lo tanto, como k ≥ 2⌈k−1
2
⌉, y ⌈k−1

2
⌉ = k −

(
⌈k−1

2
⌉+ k

)
como se tiene que
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k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
⩽3b

(
1

|k + 1|b
+

1

|k + 2|b
1

2c
+ . . .+

1

|k + ⌈k−1
2
⌉|b

1

|⌈k−1
2
⌉|c

)

+ 3c
(
+ . . .+

1

2b
1

|k + 2|c
+

1

|k + 1|c

)

⩽ 3b
⌈ k−1

2 ⌉∑
m=1

1

|k +m|b
1

|m|c
+ 3c

⌈ k−1
2 ⌉∑

m=1

1

|k +m|c
1

|m|b

⩽ 3b
∑
m∈Z+

1

|k +m|b
1

|m|c
+ 3c

∑
m∈Z+

1

|k +m|c
1

|m|b

como
(

1

|k +m|b
1

|m|c

)
m∈Z+

y
(

1

|k +m|c
1

|m|b

)
m∈Z+

son sucesiones decrecientes sigue

nuevamente por el test de la integral y y del Lemma 2,0,40

k−1∑
m=1

1

|k −m|b
1

|m|c
⩽ 3b

∫ ∞

1

1

|k + x|b
1

|x|c
dx+ 3c

∫ ∞

1

1

|k + x|c
1

|x|b
dx

≤ 3b
∫
R

1

|k + x|b
1

|x|c
dx+ 3c

∫
R

1

|k + x|c
1

|x|b
dx

= 3b
∫
R

1

|x− (−k)|b
1

|x|c
dx+ 3c

∫
R

1

|x− (−k)|c
1

|x|b
dx

⩽ 2máx
{
3b, 3c

}∫
R

1

|x− (−k)|b
1

|x|c
dx

⩽ 2máx
{
3b, 3c

}( 1

|x|b
∗ 1

|x|c

)
(−k)

⩽ 2máx
{
3b, 3c

}
C(1− b, 1− c)

1

|k|b+c−1
.

Por lo tanto,

S1 ⩽ 2máx
{
3b, 3c

}
C(1− b, 1− c)

1

|k|b+c−1
.

Ahora para estimar S2 basta observar que
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(
1

|k −m|b
1

|m|c

)
m∈Z−

=

{
1

|k +m|b
1

|m|c

}
m∈Z+

y de forma análoga a como se analizó S1, se tiene que

S2 ⩽ 2máx
{
3b, 3c

}
C(1− b, 1− c)

1

|k|b+c−1
.

Por las estimativas que acabamos de dar para S1 y S2 resulta que

∑
m∈Z\{0,k}

1

|k −m|b
1

|m|c
⩽ 4máx

{
3b, 3c

}
C(1− b, 1− c)

1

|k|b+c−1
, para k ∈ Z+. (2.3)

Finalmente, para el caso k ∈ Z− , usando el simple cambio de variable (k1 = −k),

se tiene que
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∑
m∈Z\{0,k}

1

|k −m|b
1

|m|c
=
∑
m∈Z+

1

|k −m|b
1

|m|c
+

∑
m∈Z−\{k}

1

|k −m|b
1

|m|c

=
∑
m∈Z+

1

|−k1 −m|b
1

|m|c
+

∑
m∈Z−\{−k1}

1

|−k1 −m|b
1

|m|c
,

=
∑
m∈Z+

1

|k1 +m|b
1

|m|c
+

∑
m∈Z−\{−k1}

1

|k1 +m|b
1

|m|c

=
∑
m∈Z−

1

|k1 −m|b
1

|m|c
+

∑
m∈Z+\{k1}

1

|k1 −m|b
1

|m|c

=
∑

m∈Z\{0,k1}

1

|k1 −m|b
1

|m|c

⩽4máx
{
3b, 3c

}
C(1− b, 1− c)

1

|k1|b+c−1

=4máx
{
3b, 3c

}
C(1− b, 1− c)

1

|k|b+c−1
.

(2.4)
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3. Ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos

Las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio fino Ωε = RN−1 × (0, ε), con con-

diciones de frontera tipo Dirichlet, tienen la forma



∂u
∂t

−∆u+ (u · ∇)u+∇π = 0 en Ωε × (0,∞),

∇ · u = 0 en Ωε × [0,∞),

u = 0 sobre RN−1 × {0, ε} × (0,∞),

u(x, s, 0) = u0(x, s) en Ωε.

(3.1)

Con el objetivo de usar el análisis de Fourier (transformada y series de Fourier) para resol-

ver el sistema (3.1), extendemos periódicamente las funciones definidas en RN−1 × [0, ε],

esto es, dada una función v : RN−1 × [0, ε] −→ R definimos la función vper : RN −→ R de

tal forma que vper|RN−1×[0,ε] = v y tal que vper(x, s+ ε) = vper(x, s) ∀s ∈ R.

Volviendo a las ecuaciones de Navier-Stokes en dominios finos, considerando las
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extensiones periódicas de u, π y u0, obtenemos el siguiente sistema:



∂uper

∂t
−∆uper + (uper · ∇)uper +∇πper = 0 en RN × (0,∞),

∇ · uper = 0 en RN × [0,∞),

uper = 0 sobre RN−1 × Zε× (0,∞),

uper(x, s, 0) = u0(x, s) en RN ,

(3.2)

donde Zε = {. . . ,−3ε,−2ε,−ε, 0, ε, 2ε, 3ε, . . .}.

Usando la condición ∇ · uper = 0, sigue que (uper · ∇)uper = ∇ · (uper ⊗ uper), y

aplicando el proyector de Helmholtz-Leray P, el sistema (3.2) es equivalente al sistema



∂uper

∂t
−∆uper + P∇ · (uper ⊗ uper) = 0 en RN × (0,∞),

∇ · uper = 0 en RN × [0,∞),

uper = 0 sobre RN−1 × Zε× (0,∞),

uper(x, s, 0) = u0per(x, s) en RN .

(3.3)

Para resolver el sistema (3.3), consideramos inicialmente el problema lı́neal dado

por
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

∂uper

∂t
−∆uper = 0 en RN × (0,∞),

∇ · uper = 0 en RN × [0,∞),

uper = 0 sobre RN−1 × Zε× (0,∞),

uper(x, s, 0) = u0per(x, s) en RN .

(3.4)

Para resolverlo, procedemos a usar la transformada de Fourier (mixta) para obte-

ner
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∂̂uper
∂t

− 1

ε

∫ ε

0

∫
RN−1

∆upere
−2πi[ξ·x+ ks

ε
]dsdx = 0

∂̂uper
∂t

− 1

ε

∫ ε

0

∫
RN−1

(
N−1∑
i=1

∂2uper
∂x2i

+
∂2uper
∂s2

)
e−2πi[ξ·x+ ks

ε
]dsdx = 0

∂̂uper
∂t

− 1

ε

∫ ε

0

∫
RN−1

[(
N−1∑
i=1

∂2uper
∂x2i

+
∂2uper
∂s2

)
e−2πiξ·xdx

]
e−2πi ks

ε ds = 0

∂̂uper
∂t

− 1

ε

∫ ε

0

(
N−1∑
i=1

∂̂2uper
∂x2i

c

(ξ, s) +
∂̂2uper
∂s2

c

(ξ, s)

)
e−2πi ks

ε ds = 0

∂̂uper
∂t

− 1

ε

∫ ε

0

(
N−1∑
i=1

(2πiξi)
2ûper

c(ξ, s) +
∂̂2uper
∂s2

c

(ξ, s)

)
e−2πi ks

ε = 0

∂̂uper
∂t

−

N−1∑
i=1

(2πiξi)
2 ̂̂upercd(ξ, k) + ̂̂

∂2uper
∂x2

d
c

(ξ, k)

 = 0

∂̂uper
∂t

−

[
N−1∑
i=1

(2πiξi)
2 ̂̂upercd(ξ, k) + (2πik

ε

)2
̂̂uperd

c

(ξ, k)

]
= 0

∂̂uper
∂t

−

[
N−1∑
i=1

(2πiξi)
2ûper(ξ, k) +

(
2πi

k

ε

)2

ûper(ξ, k)

]
= 0

∂̂uper
∂t

− (2πi)2|ξ|2ûper(ξ, k)− (2πi)2
(
k

ε

)2

ûper(ξ, k) = 0

∂̂uper
∂t

+ 4π2

(
|ξ|2 +

(
k

ε

)2
)
ûper(ξ, k) = 0,

además, como buscamos que uper(x, s, 0) = uper0(x, s), debemos tener que ûper(ξ, k, 0) =

û0per(ξ, k), con lo que el problema que queremos resolver es dado por


∂̂uper

∂t
+ 4π2

(
|ξ|2 +

(
k
ε

)2)
ûper(ξ, k) = 0

ûper(ξ, k, 0) = û0per(ξ, k).

(3.5)

El sistema (3.5) es un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias (en térmi-
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nos de la variable t), el cual resolvemos vı́a factor integrante para obtener

ûper(ξ, k, t) = û0per(ξ, k) · e
−4π2

(
|ξ|2+( k

ε )
2
)
t
.

Para recuperar las incógnitas en variables originales, aplicamos la transformada

de Fourier inversa para obtener

uper(x, s, t) = u0per(x, s) ∗
(
e
−4π2

(
|·|2+( ·

ε)
2
)
t

)∨

.

Denotamos por {Gε(t)}t>0 el semigrupo de operadores definido de forma tal que

para cada t se tenga que

Ĝε(t)f(ξ, k) = f̂(ξ, k) · e−4π2
(
|ξ|2+( k

ε )
2
)
t
,

con lo que la solución del problema lineal (3.4) viene dada por

uper(x, s) = Gε(t)u0per(x, s).

Para resolver el sistema (3.4), lo reescribimos como



∂uper

∂t
−∆uper = −P∇ · (uper ⊗ uper) en RN × (0,∞),

∇ · uper = 0 en RN × [0,∞),

uper = 0 sobre RN−1 × Zε× (0,∞),

uper(x, s, 0) = u0per(x, s) en RN ,

(3.6)
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y vı́a el principio de Duhamel, sigue que el problema (3.2) es formalmente equivalente al

problema integral

uper(t) = Gε(t)u0per −
∫ t

0

Gε(t− σ)P∇ · (uper ⊗ uper)(σ)dσ

= Gε(t)u0per +B(uper, uper)(x, s, t). (3.7)

Una solución del problema integral (3.7) es llamada una solución Blanda del pro-

blema diferencial (3.2), y es este tipo de soluciones en las que estamos interesados en

este trabajo.

3.0.1. Espacios funcionales Ahora introduciremos los espacios utilizados en el estu-

dio del sistema (3.1).

Inicialmente, note que de la Proposición 2.0.37 y Observación 2.0.38, sigue que

para cada v ∈ S ′ (RN−1 × Tε

)
existe un operador V : S (Tε) → S ′ (RN−1

)
dado por

⟨V (φ2) , φ1⟩ = ⟨v, φ1 ⊗ φ2⟩ = ⟨v, φ1(x)φ2(s)⟩ , (3.8)

para todo φ1 ∈ S
(
RN−1

)
y φ2 ∈ D (Tε).

En el caso especial φ2 ≡ 1, se llega a

⟨V (1) , φ1⟩ = ⟨v, φ1 ⊗ 1⟩ = ⟨v, φ1(x)⟩ ,

con lo que V (1) formalmente corresponde a la media de la distribución v en relación a la

variable s, esto es, en el toro Tε.
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Consideramos ahora el conjuntoK formado por todas las distribuciones v ∈ S ′ (RN−1 × Tε

)
tales que V (1) = 0 en S ′ (RN−1

)
. Ası́, v ∈ K si, y solamente si,

⟨V (1), φ1(x)⟩ = ⟨v, φ1 ⊗ 1⟩ = 0, para todo φ1 ∈ S
(
RN−1

)
. (3.9)

Finalmente, definimos el espacio PMb,c, el cual está basado en el conocido espa-

cio de pseudomedidas PMa y es el espacio en el que vamos a demostrar la existencia

de soluciones del problema (3.7) (véase (Cannone y Karch, 2004)).

Definición 3.0.1. Sean N ⩾ 2, ε > 0 y b, c > 0. El espacio PMb,c es definido como el

conjunto de todas las clases de equivalencia de distribuciones S ′ (RN−1 × Tε

)
/K tales

que v̂(·, k) ∈ L1
loc

(
RN−1

)
para todo k ∈ Z y verifica que

∥v∥PMb,c := sup
k∈Z∗

|k|b sup
ξ∈RN−1

|ξ|c|v̂(ξ, k)| <∞.

Teorema 3.0.2. PMb,c es Banach

Demostración. Para demostrar el resultado adaptamos las ideas presentadas en (Fontecha Me-

dina, Tesis (pregrado) 2018). Por la definición de la norma ∥ · ∥PMb,c y de la linealidad de

la transformada de Fourier, sigue que

∥λf∥PMb,c = |λ| ∥f∥PMb,c y

∥f + g∥PMb,c ≤ ∥f∥PMb,c + ∥g∥PMb,c

Además, es claro que ∥f∥PMb,c ≥ 0 para toda f ∈ PMb,c y que ∥0∥PMb,c = 0.

Suponga a hora que ∥f∥PMb,c = 0, entonces, para todo k ∈ Z∗ y todo ξ ∈ RN−1 se tiene
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que f̂(ξ, k) = 0, además, de la condición f ∈ K se tiene que f̂(ξ, 0) = 0, con todo f̂ ≡ 0,

con lo que f ≡ 0.

Veamos ahora que con esta norma, PMb,c es completo. Sea (um)m∈N ⊂ PMb,c

una sucesión de Cauchy. Por definición de la norma PMb,c se tiene que
(
| · |c| · |bûm(·, ·)

)
m∈N

es una sucesión de Cauchy en L∞ (RN−1 × Z∗). Ahora bien, como L∞ (RN−1 × Z∗) es

completo, existe v ∈ L∞ (RN−1 × Z∗) tal que
(
| · |c| · |bûm(·, ·)

)
→ v en L∞ (RN−1 × Z∗) .

Por completes defina v(ξ, 0) = 0 para todo ξ ∈ RN−1 y defina f(ξ, k) = 1
|ξ|c|k|bv(ξ, k) para

ξ ̸= 0 y k ̸= 0, y además f(ξ, 0) = 0 para todo ξ, y note que, para ϕ ∈ S
(
RN−1 × Z

)
, se

tiene que

⟨f, ϕ⟩ =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

∫
RN−1

f(ξ, k)ϕ(ξ, k)dξ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z∗

∫
RN−1

1

|ξ|c|k|b
v(ξ, k)ϕ(ξ, k)dξ

∣∣∣∣∣
⩽

∣∣∣∣∣∑
k∈Z∗

∫
B(0,1)

1

|ξ|c|k|b
v(ξ, k)ϕ(ξ, k)dξ

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∑
k∈Z∗

∫
B(0,1)c

1

|ξ|c|k|b
v(ξ, k)ϕ(ξ, k)dξ

∣∣∣∣∣
≤ sup

ξ∈RN−1, k∈Z∗
|k|1|ϕ(ξ, k)| sup

ξ∈RN−1, k∈Z∗
v(ξ, k)

∑
k∈Z∗

1

|k|b+1

∫
B(0,1)

1

|ξ|c
dξ

+ sup
ξ∈RN−1, k∈Z∗

|k|1|ξ|N |ϕ(ξ, k)| sup
ξ∈RN−1, k∈Z∗

v(ξ, k)
∑
k∈Z∗

1

|k|b+1

∫
B(0,1)c

1

|ξ|c+N
dξ

⩽ C(ϕ)∥v∥L∞(RN−1×Z∗),

donde C(ϕ) = C
(
supξ∈RN−1, k∈Z∗ |k|1|ϕ(ξ, k)|+ supξ∈RN−1, k∈Z∗ |k|1|ξ|N |ϕ(ξ, k)|

)
. La estima-

tiva anterior muestra que f ∈ S ′ (RN−1 × Z
)
, con lo que u = f̌ ∈ S ′ (RN−1 × Tε

)
.

Vamos a mostrar que u ası́ definido cumple que u ∈ PMb,c, de hecho, dada la bola
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B(0, r) ⊂ RN−1, r > 0 y k ∈ Z∗ fijo, se tiene que

∫
B(0,r)

|û(ξ, k)|dξ =
∫
B(0,r)

f(ξ, k)dξ =

∫
B(0,r)

1

|ξ|c
v(ξ, k)dξ

⩽ ∥v∥L∞(RN−1×Z∗)

1

|k|b

∫
B(0,r)

1

|ξ|c
dξ

= C
1

|k|b
∥v∥L∞(RN−1×Z∗)

<∞,

con lo que û(·, k) ∈ L1
loc

(
RN−1

)
para cada k ∈ Z∗ fijo. Además, por definición de la norma

en PMb,c, se tiene que que

∥u∥PMb,c = sup
k∈Z∗

|k|b sup
ξ∈RN−1

|ξ|c|û(ξ, k)|

= sup
k∈Z∗

|k|b sup
ξ∈RN−1

|ξ|c| 1

|ξ|c|k|b
v(ξ, k)|

= sup
ξ∈RN−1, k∈Z∗

|v(ξ, k)|

= ∥v∥L∞(RN−1×Z∗),
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ya que v ∈ L∞ (RN−1 × Z∗), con lo que u ∈ PMb,c. Finalmente, note que

∥um − u∥PMb,c = sup
ξ∈RN−1, k∈Z∗

|k|b|ξ|c|ûm − u(ξ, k)|

= sup
ξ∈RN−1, k∈Z∗

|k|b|ξ|c|ûm(ξ, k)− f(ξ, k)|

= sup
ξ∈RN−1, k∈Z∗

|k|b|ξ|c|ûm(ξ, k)−
1

|ξ|c|k|b
v(ξ, k)|

= sup
ξ∈RN−1, k∈Z∗

||k|b|ξ|cûm(ξ, k)− v(ξ, k)|

= ∥| · |b| · |cûm − v∥L∞(RN−1×Z∗).

De lo que sigue que

ĺım
m→∞

∥um − u∥PMb,c = 0.

Definición 3.0.3. Sean 0 < b1, b2 < 1 y 0 < c1, c2 < N − 1 tales que 1 < b1 + b2 < 2 y

N − 1 < c1 + c2 < 2(N − 1), sean también u ∈ PMb1,c1 y v ∈ PMb2,c2, definimos u · v en

variables de Fourier por

û · v(ξ, k) = (û ∗ v̂)(ξ, k)

Proposición 3.0.4. Sean ı́ndices b1, b2, c1 y c2 satisfaciendo

0 < b1, b2 < 1, 1 < b1 + b2 < 2, 0 < c1, c2 < N − 1 y N − 1 < c1 + c2 < 2(N − 1)

entonces, si u ∈ PMb1,c1 y v ∈ PMb2,c2 vale que u · v ∈ PMb1+b2−1,c1+c2−(N−1).

Demostración. Como 0 < c1 + c2 < N − 1 y N − 1 < c1, c2 < 2(N − 1) tenemos por el
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Lema 2.0.40 que |ξ|−c1 ∗ |ξ|−c2 ⩽ C|ξ|(N−1)−c1−c2, para todo ξ ∈ RN−1.

Sea (ξ, k) ∈ RN−1 × Z. Dado que u, v ∈ K, según (3.9), tenemos que û(η, 0) =

v̂(ξ − η, 0) = 0, además, de la Proposición 2.0.34, sigue que

|ûv(ξ, k)| ⩽
∑
m∈Z

∫
RN−1

|û(η,m)v̂(ξ − η, k −m)|dη

=
∑

m∈Z\{0,k}

∫
RN−1

|û(η,m)v̂(ξ − η, k −m)|dη

=
∑

m∈Z\{0,k}

∫
RN−1

|η|c1|û(η,m)||ξ − η|c2|v̂(ξ − η, k −m)|
|η|c1|ξ − η|c2

dη

⩽
∑

m∈Z\{0,k}

∥| · |c1û(·,m)∥L∞(RN−1)∥| · |c2 v̂(·, k −m)∥L∞(RN−1)

∫
RN−1

1

|η|c1|ξ − η|c2
dη

⩽ C|ξ|(N−1)−c1−c2
∑

m∈Z{{0,k}

∥| · |c1û(·,m)∥L∞(RN−1)∥| · |c2 v̂(·, k −m)∥L∞(RN−1).

Ahora, como 0 < b1, b2 < 1 y 1 < b1+b2 < 2, sigue del Lema 2.0.41 que
(
|m|−b1 ∗ |m|−b2

)
(k) ⩽

C|k|1−b1−b2, y por lo tanto

|ûv(ξ, k)| ⩽ C|ξ|(N−1)−c1−c2
∑

m∈Z\{0,k}

|m|b1∥| · |c1û(·,m)∥L∞(RN−1)|k −m|b2∥| · |c2 v̂(·, k −m)∥L∞(RN−1)

|m|b1|k −m|b2

⩽ C|ξ|(N−1)−c1−c2∥u∥PMb1,c1∥v∥PMb2,c2

∑
m∈Z\{0,k}

1

|m|b1|k −m|b2

⩽ C|k|1−b1−b2 |ξ|(N−1)−c1−c2∥u∥PMb1,c1∥v∥PMb2,c2 . (3.10)
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Luego, concluimos que

∥u · v∥PMb1+b2−1,c1+c2−(N−1) ⩽ C∥u∥PMb1,c1∥v∥PMb2,c2 .

Ahora, usaremos el espacio PMb,c con los ı́ndices con las siguientes condiciones

1

2
< b < 1,

N − 1

2
< c < N − 1, b+ c > N − 1, (3.11)

para definir el espacio Xb,c de todas las funciones vectoriales u(t) = (u1(t), . . . , uN(t)) con

uj : (0,∞) → PMb,c tales que

t
b+c−(N−1)

2 uj ∈ Cw

(
(0,∞);PMb,c

)
donde Cw((0,∞);Y ) denota el conjunto de todas las funciones débilmente continuas en

(0,∞) con valores en el espacio Y ⊂ S ′ en el sentido de distribuciones.

El espacio Xb,c es normado con la norma dada por

∥u∥Xb,c
:= sup

t>0
ta∥u(t)∥PMb,c

donde a := b+c−(N−1)
2

y ∥u(t)∥PMb,c = máx {∥u1(t)∥PMb,c , . . . , ∥uN(t)∥PMb,c}. También, el

espacio
(
Xb,c, ∥ · ∥Xb,c

)
es Banach.
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Ahora estableceremos el concepto de solución blanda para el sistema (3.3).

Definición 3.0.5. Sean b y c satisfaciendo las condiciones (3.11) y u0 ∈ PMd,(N−1)−d con

∇·u0 = 0 en el sentido de las distribuciones. Una solución blanda del sistema (3.3) es un

vector u(t) = (u1(t), . . . , uN(t)) tal que cada componente t
b+c−(N−1)

2 uj pertenece al espacio

Cw

(
(0,∞),PMb,c

)
, ∇ · u = 0 para t > 0 y que satisface la ecuación

u(t) = Gε(t)u0 +B(u, u)(t) (3.12)

en el sentido de las distribuciones en S ′ (RN−1 × Tε

)
/K, siendo los operadores Gε(t) y

B(u, u) definidos vı́a transforma de Fourier como

Ĝε(t)u0(ξ, k) = e
−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
û0(ξ, k) (3.13)

y

B̂(u, u)(t) = −2πi

∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)

(
ξ,
k

ε

)
· (û⊗ u)(ξ, k, σ)dσ, (3.14)

para todo t > 0.

3.0.2. Soluciones globales en el tiempo Para demostrar la existencia de soluciones

globales blandas en el tiempo para el sistema 3.3 iniciamos demostrando un lema de

punto fijo adecuado para la estructura de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Lema 3.0.6. Sea (Xb,c, ∥·∥b,c) un espacio de Banach y B : Xb,c × Xb,c → Xb,c una forma
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bilineal continua, esto es, existe una constante K2 > 0 tal que

||B(u, v)||Xb,c
≤ K2||u||Xb,c

||v||Xb,c
, para todo u, v ∈ Xb,c.

Entonces, si 0 < η <
1

4K1K2

y si y ∈ Xb,c, con ||y||Xb,c
≤ K1η, la ecuación u =

y +B(u, u) posee una única solución u ∈ χb,c, tal que ||u||χb,c
≤ K1η.

Además, la solución depende continuamente de y en el siguiente sentido: si ||ỹ||Xb,c
≤

K1η, ũ = ỹ +B(ũ, ũ) y ||ũ||Xb,c
≤ 2K1η, entonces

||u− ũ||Xb,c
≤ 1

1− 4K1K2η
||y − ỹ||Xb,c

.

Demostración. Sea B̄ (0, 2K1η) =
{
u ∈ Xb,c : ∥u∥Xb,c

⩽ 2K1η
}

y considere la aplicación

F : Xb,c → Xb,c dada por F (u) = y +B(u, u). En las condiciones del lema tenemos que

∥F (u)∥Xb,c
= ∥y +B(u, u)∥Xb,c

≤ ∥y∥Xb,c
+ ∥B(u, u)∥Xb,c

≤ K1η + 4K2
1K2η

2 = K1η(1 + 4K1K2) < 2K1η

y por ende, tenemos que F
(
B̄ (0, 2K1η)

)
⊂ B̄ (0, 2K1η) .
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Ahora, si u, v ∈ B̄ (0, 2K1η), entonces

∥F (u)− F (v)∥Xb,c
= ∥y +B(u, u)− y −B(v, v)∥Xb,c

= ∥B(u, u)−B(v, v)∥Xb,c

= ∥B(u, u)−B(u, v) +B(u, v)−B(v, v)∥Xb,c

= ∥B(u, u− v)−B(u− v, v)∥Xb,c

≤ ∥B(u, u− v)∥Xb,c
+ ∥B(u− v, v)∥Xb,c

≤ K2∥u∥Xb,c
∥u− v∥Xb,c

+K2∥v∥Xb,c
∥u− v∥Xb,c

⩽ K2∥u− v∥Xb,c

(
∥u∥Xb,c

+ ∥v∥Xb,c

)
⩽ 4K1K2η∥u− v∥Xb,c

,

de lo qu sigue que F es una contracción en B̄ (0, 2K1η), pues 4K1K2η < 1. Por lo tanto,

sigue del teorema de punto fijo de Banach que la aplicación F posee un único punto fijo

u ∈ B̄ (0, 2K1η), el cual es la solución deseada.

Para demostrar la dependencia continua, considere a u y ũ como en el enunciado.

Sigue entonces que

∥u− ũ∥Xb,c
⩽ ∥y − ỹ∥Xb,c

+ ∥B(u, u)−B(ũ, ũ)∥Xb,c
⩽ ∥y − ỹ∥Xb,c

+ 4K1K2η∥u− ũ∥Xb,c
,

esto es,

∥u− ũ∥Xb,c
⩽

1

1− 4K1K2η
∥y − ỹ∥Xb,c

,

lo que nos da el resultado deseado.
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Con el propósito de aplicar el Lema 3.0.6, necesitamos verificar que la parte lineal

Gεu0 ∈ Xb,c y que la forma bilineal en (3.12) es continua en Xb,c. Estas preguntas serán

abordadas en los próximos lemas.

Lema 3.0.7. Sea d > 0 tal que (N−1)−c < d < (N−1), con b, c verificando las condiciones

en (3.11). Si u0 ∈ PMd,(N−1)−d, entonces t
b+c−(N−1)

2 Gε(·)u0 ∈ Cw

(
(0,∞);PMb,c

)
y vale la

desigualdad

∥Gε(·)u0∥Xb,c
⩽ C̃1 ∥u0∥PMd,(N−1)−d ,

donde C̃1 = C1ε
b−d es una constante positiva. También, Gε(t)u0 → u0 en S ′, cuando

t→ 0+.

Demostración. Como la función e−xxp es acotada para x > 0 y p > 0, se tiene la siguiente

desigualdad para (ξ, k) ∈ RN−1 × Z∗:
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|k|b|ξ|c
∣∣∣Ĝε(t)u0(ξ, k)

∣∣∣
= |k|b|ξ|ce−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
|û0(ξ, k)|

= |k|b|ξ|ce−4π2t|ξ|2e−4π2t| k
ε
|2 |û0(ξ, k)|

(
4π2t|k

ε
|2
) b−d

2(
4π2t|k

ε
|2
) b−d

2

(4π2t|ξ|2)
c+d−(N−1)

2

(4π2t|ξ|2)
c+d−(N−1)

2

= |k|b|ξ|c |û0(ξ, k)|
(
4π2t|k

ε
|2
)− b−d

2 (
4π2t|ξ|2

)− c+d−(N−1)
2 ×((

4π2t|ξ|2
) c+d−(N−1)

2 e−4π2t|ξ|2
)((

4π2t|k
ε
|2
) b−d

2

e−4π2t| k
ε
|2
)

≤ |k|b|ξ|c |û0(ξ, k)|
(
4π2t|k

ε
|2
)− b−d

2 (
4π2t|ξ|2

)− c+d−(N−1)
2 ×

sup
ξ∈RN−1

((
4π2t|ξ|2

) c+d−(N−1)
2 e−4π2t|ξ|2

)
sup
k∈Z∗

((
4π2t|k

ε
|2
) b−d

2

e−4π2t| k
ε
|2
)

= C|k|b|ξ|c |û0(ξ, k)|
(
4π2t|k

ε
|2
)− b−d

2 (
4π2t|ξ|2

)− c+d−(N−1)
2

= C2|k|b|ξ|ct
−b+d−c−d+(N−1)

2 |û0(ξ, k)|

(∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
)− b−d

2 (
|ξ|2
)− c+d−(N−1)

2

= C2|k|b|ξ|ct−
c+b+(N−1)

2

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣−b+d

|ξ|(N−1)−c−d |û0(ξ, k)|

= C2ε
d−bt−

c+b+(N−1)
2 |k|d|ξ|(N−1)−d |û0(ξ, k)|

= C1ε
d−bt−

c+b+(N−1)
2 ∥u0∥PMd,(N−1)−d ,

donde, C1 = C1(b, c,N) > 0. De lo anterior sigue que

∥Gε(·)u0∥Xb,c ⩽ C1ε
b−d ∥u0∥PMd,(N−1)−d .

Ahora vamos a mostrar la continuidad débil con respecto a t. Note que que,

para t ≥ t0, por la propiedad del semigrupo Gε(t) se tiene que Gε(t)u0 − Gε(t0)u0 =
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Gε(t0) (Gε(t− t0)u0 − u0), por lo que es suficiente probar el resultado para t = 0. Luego,

para todo φ ∈ S
(
RN−1 × Tε

)
, tenemos

|⟨Gε(t)u0 − u0, φ⟩| =

∣∣∣∣∣ε∑
k∈Z

∫
RN−1

(Gε(t)u0 − u0)
∧ (ξ, k)φ̂(ξ,−k)dξ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ε∑
k∈Z

∫
RN−1

(
e
−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
û0(ξ, k)− û0(ξ, k)

)
(ξ, k)φ̂(ξ,−k)dξ

∣∣∣∣∣
⩽ ε

∑
k∈Z∗

∫
RN−1

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ |û0(ξ, k)| |φ̂(ξ,−k)|dξ
=: ε

∑
k∈Z∗

I(ξ, k)dξ.

Sea k ∈ Z∗ y ξ ∈ RN−1\B(0, 1), como 0 < d < N − 1, sigue que 1 ⩽ |k|d y

1 ⩽ |ξ|(N−1)−d, con lo que 1 ⩽ |k|d|ξ|(N−1)−d y podemos estimar I(ξ, k) de la siguiente

forma:

I(ξ, k) =

∫
RN−1

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ |û0(ξ, k)| |φ̂(ξ,−k)|dξ
=

∫
RN−1\B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ |û0(ξ, k)| |φ̂(ξ,−k)|dξ
+

∫
B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ |û0(ξ, k)| |φ̂(ξ,−k)|dξ
≤
∫
RN−1\B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ |k|d|ξ|(N−1)−d |û0(ξ, k)| |φ̂(ξ,−k)|dξ

+

∫
B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ |k|d|ξ|(N−1)−d

|k|d|ξ|(N−1)−d
û0(ξ, k)

∣∣∣∣ |φ̂(ξ,−k)|dξ
⩽ ∥u0∥PMd,(N−1)−d

∫
RN−1\B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ |φ̂(ξ,−k)|dξ
+ ∥u0∥PMd,(N−1)−d

∫
B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ 1

|k|d|ξ|(N−1)−d
|φ̂(ξ,−k)|dξ
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= ∥u0∥PMd,(N−1)−d

∫
RN−1\B(0,1)

4π2t
(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
4π2t

(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
∣∣∣∣e−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ |φ̂(ξ,−k)|dξ
+ ∥u0∥PMd,(N−1)−d

∫
B(0,1)

4π2t
(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
4π2t

(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
∣∣∣∣e−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣ 1

|k|d|ξ|(N−1)−d
|φ̂(ξ,−k)|dξ

= 4π2t ∥u0∥PMd,(N−1)−d

∫
RN−1\B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣
4π2t

(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
)
|φ̂(ξ,−k)|dξ

+ 4π2t ∥u0∥PMd,(N−1)−d

∫
B(0,1)

∣∣∣∣e−4π2t
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣
4π2t

(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
|k|d|ξ|(N−1)−d

|φ̂(ξ,−k)|dξ

⩽ 4π2t ∥u0∥PMd,(N−1)−d sup
(ξ,k)∈RN−1×Z∗

∣∣∣∣∣∣e
−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

4π2t
(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
∣∣∣∣∣∣
∫
RN−1\B(0,1)

(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
)
|φ̂(ξ,−k)|dξ

+ 4π2t ∥u0∥PMd,(N−1)−d sup
(ξ,k)∈RN−1×Z∗

∣∣∣∣∣∣e
−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

4π2t
(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
∣∣∣∣∣∣
∫
B(0,1)

(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
|k|d|ξ|(N−1)−d

|φ̂(ξ,−k)|dξ

= 4π2t ∥u0∥PMd,(N−1)−d sup
(ξ,k)∈RN−1×Z∗

∣∣∣∣∣∣e
−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

4π2t
(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
∣∣∣∣∣∣×[∫

RN−1\B(0,1)

(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
)
|φ̂(ξ,−k)|dξ +

∫
B(0,1)

|ξ|2 +
∣∣k
ε

∣∣2
|k|d|ξ|(N−1)−d

|φ̂(ξ,−k)|dξ

]

= Ct ∥u0∥PMd,(N−1)−d ×

[∫
RN−1\B(0,1)

|ξ|2|φ̂(ξ,−k)|+
∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2 |φ̂(ξ,−k)|dξ

+

∫
B(0,1)

1

|k|d|ξ|(N−1)−d
|ξ|2|φ̂(ξ,−k)|+

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2 |φ̂(ξ,−k)|dξ

]
[+]

⩽ Ct ∥u0∥PMd,(N−1)−d

[
∥| · |2φ̂(·,−k)∥L1 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2 ∥φ̂(·,−k)∥L1

+

∫
B(0,1)

1

|k|d|ξ|(N−1)−d
dξ

(
∥| · |2φ̂(·,−k)∥L∞ +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2 ∥φ̂(·,−k)∥L∞

)]
.
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Como 1 ≤ |k| entonces 1
|k|d ≤ 1, además, como d− (N − 1) > N − 1, sigue que

∫
B(0,1)

1

|k|d|ξ|(N−1)−d
dξ ≤

∫
B(0,1)

1

|ξ|(N−1)−d
dξ = C,

ası́,

|⟨Gε(t)u0 − u0, φ⟩| ⩽ εCt ∥u0∥PMd,(N−1)−d Cφ, (3.15)

donde

Cφ := C
∑
k∈Z

[
∥| · |2φ̂(·,−k)∥L1 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2 ∥φ̂(·,−k)∥L1 + ∥| · |2φ̂(·,−k)∥L∞ +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2 ∥φ̂(·,−k)∥L∞

]
.

Como φ ∈ S
(
RN−1 × Tε

)
, entonces Cφ <∞, con lo que,

|⟨Gε(t)u0 − u0, φ⟩| ⩽ εCt ∥u0∥PMd,(N−1)−d Cφ −→ 0

cuando t→ 0+, lo que termina la demostración.

Lema 3.0.8. El operador B(·, ·) definido en (3.14) es continuo en el espacio Xb,c, esto es,

existe una constante C̃2 = C2ε
1−b > 0 tal que

∥B(u, v)∥Xb,c
⩽ C̃2∥u∥Xb,c

∥v∥Xb,c
,

para todo u, v ∈ Xb,c. También, B(u, v) → 0 en S ′, cuando t→ 0+.

Demostración. Como 1 < 2b < 2, y N−1
2

< c < (N − 1), sigue de (3.10) en el Lema

3.0.4 que
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|ûv(ξ, k)| ⩽ C|k|1−2b|ξ|(N−1)−2c∥u∥PMb,c∥v∥PMb,c .

Recordando que la transformada de Fourier del operador B en las variable (ξ, k)

está dada por

B̂(u, v)(ξ, k, t) := −
∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
· (û⊗ v)(ξ, k, σ)dσ,

se tiene que. para k ̸= 0 vale que

|B̂(u, v)|(ξ, k, t)

≤
∫ t

0

∣∣∣∣e−4π2(t−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
· (û⊗ v)(ξ, k, σ)

∣∣∣∣ dσ
≤ C

∫ t

0

∣∣∣∣e−4π2(t−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
)(

ξ,
k

ε

)
|k|1−2b|ξ|(N−1)−2c∥u(σ)∥PMb,c∥u(σ)∥PMb,c

∣∣∣∣ dσ
≤ C

(
ξ,
k

ε

)
|k|1−2b|ξ|(N−1)−2c∥u∥Xb,c

∥u∥Xb,c

∫ t

0

∣∣∣∣e−4π2(t−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
)∣∣∣∣σ(N−1)−b−cdσ

Ahora, por la estimativa anterior y usando (N − 1) − c > 0 y 1 − b > 0, podemos

estimar
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|k|b|ξ|c|B̂(u, v)(ξ, k, t)|

= C|k|1−b|ξ|(N−1)−c

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ ∥u∥Xb,c

∥v∥Xb,c

∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

= Cε1−b

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣1−b

|ξ|(N−1)−c

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ ∥u∥Xb,c

∥v∥Xb,c

∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

= Cε1−b

(∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
) 1−b

2 (
|ξ|2
) (N−1)−c

2

(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
) 1

2

∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

≤ Cε1−b

(∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2 + |ξ|2

) 1−b
2
(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
) (N−1)−c

2
(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
) 1

2

∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

×
∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

= Cε1−b

(
|ξ|+

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣) 1

2
+

(N−1)−c
2

+ 1−b
2

∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

= Cε1−b∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

×
∫ t

0

(
|ξ|+

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣)

(N+1)−b−c
2 (4π2(t− σ))

(N+1)−b−c
2

(4π2(t− σ))
(N+1)−b−c

2

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

⩽Cε1−b∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
) [

4π2(t− σ)

(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
)] (N+1)−b−c

2

×
(
4π2(t− σ)

)− (N+1)−b−c
2 σ(N−1)−b−cdσ

⩽ Cε1−b∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

∫ t

0

(t− σ)
−(N+1)+b+c

2 σ(N−1)−b−cdσ

× sup
(ξ,k)∈RN−1×Z∗

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
) [

4π2(t− σ)

(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
)] (N+1)−b−c

2

⩽Cε1−b∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

∫ t

0

(t− σ)
−(N+1)+b+c

2 σ(N−1)−b−cdσ
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⩽ Cε1−b∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

t
−(N+1)+b+c

2
+N−b−c

∫ 1

0

(1− z)
−(N+1)+b+c

2 z(N−1)−b−cdz,

= Cε1−bt−
b+c−(N−1)

2 ∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

β

(
−(N + 1) + c+ b

2
+ 1, N − b− c

)
,

donde usamos el cambio de variable σ = zt y β(·, ·) denota la función beta definida en

2.0.35.

Como N − 1 < b+ c < N , entonces β
(

−(N+1)+c+b
2

+ 1, N − b− c
)
<∞, y ası́

|k|b|ξ|c
∣∣∣B̂(u, v)(ξ, k, t)

∣∣∣ ⩽ C2ε
1−bt−

b+c−(N−1)
2 ∥u∥Xb,c

∥v∥Xb,c
,

esto es,

t
b+c−(N−1)

2 |k|b|ξ|c
∣∣∣B̂(u, v)(ξ, k, t)

∣∣∣ ⩽ C2ε
1−b∥u∥Xb,c

∥v∥Xb,c
,

donde C2 = C2(b, c,N) > 0 y por lo tanto

∥B(u, v)∥Xb,c
⩽ C2ε

1−b∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

.

Para concluir el lema tenemos que probar la continuidad débil. Sean φ ∈ S
(
RN−1 × Tε

)
y t > 0 fijos. Para cada s < t, de la Proposición 2.0.12 tenemos

|⟨B(u, v)(t)−B(u, v)(s), φ⟩| ⩽ ε
∑
k∈Z

∫
RN−1

|B̂(u, v)(ξ, k, t)− B̂(u, v)(ξ, k, s)||φ̂(ξ,−k)|dξ
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Usando las estimativas de la primera parte, tenemos la siguiente estimativa para la dife-

rencia entre B̂(u, v)(ξ, k, t) y B̂(u, v)(ξ, k, s) para k ̸= 0:

|B̂(u, v)(ξ, k, t)− B̂(u, v)(ξ, k, s)|

=

∣∣∣∣∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)dσ

−
∫ s

0

e
−4π2(s−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)dσ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ s

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)dσ

+

∫ t

s

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)dσ

−
∫ s

0

e
−4π2(s−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)dσ

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∫ t

s

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)dσ

+

∫ s

0

(
e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− e

−4π2(s−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
))

P̂(ξ, k)2πi
(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)dσ

∣∣∣∣
≤
∫ t

s

∣∣∣∣e−4π2(t−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)

∣∣∣∣ dσ
+

∫ s

0

∣∣∣∣(e−4π2(t−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
)
− e

−4π2(s−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
))

P̂(ξ, k)2πi
(
ξ,
k

ε

)
̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)

∣∣∣∣ dσ
⩽ C

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ [∫ t

s

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
) ∣∣∣ ̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)

∣∣∣ dσ
+

∫ s

0

(
e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− e

−4π2(s−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
)) ∣∣∣ ̂(u⊗ v)(ξ, k, σ)

∣∣∣ dσ]
⩽ C

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ |k|1−2b|ξ|(N−1)−2c

[∫ t

s

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
∥u(σ)∥PMb,c∥v(σ)∥PMb,cdσ

+

∫ s

0

(
e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− e

−4π2(s−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
))

∥u(σ)∥PMb,c∥v(σ)∥PMb,cdσ

]
= C

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ |k|1−2b|ξ|(N−1)−2c∥u∥Xb,c

∥v∥Xb,c

×
[∫ t

s

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ−2adσ

+

∫ s

0

(
e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− e

−4π2(s−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
))

σ−2adσ

]
(3.16)

donde, recordando, a = b+c−(N−1)
2

.

Ahora, note que

∫ t

s

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ−2adσ ⩽

∫ t

s

σ−2adσ

=
t−2a+1 − s−2a+1

−2a+ 1
, (3.17)

y además
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∫ s

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− e

−4π2(s−σ)
(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ−2adσ

⩽
∫ s

0

e
−4π2(s−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
) ∣∣∣∣e−4π2(t−s)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

∣∣∣∣σ−2adσ

⩽ 4π2(t− s)

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣2 sup

(ξ,k)∈RN−1×Z∗

∣∣∣∣∣∣ e
−4π2(t−s)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
− 1

4π2(t− s)
(
|ξ|2 +

∣∣k
ε

∣∣2)
∣∣∣∣∣∣

×
∫ s

0

e
−4π2(s−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ−2adσ

⩽ C4π2(t− s)

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣2 ∫ s

0

σ−2adσ

⩽ C4π2(t− s)

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣2 s−2a+1

−2a+ 1
. (3.18)

Entonces, usando (3.17) y (3.18) en (3.16)

| B̂(u, v)(ξ, k, t)− B̂(u, v)(ξ, k, s) |

⩽ C

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ |k|1−2b|ξ|(N−1)−2c∥u∥Xb,c

∥v∥Xb,c

×

[
t−2a+1 − s−2a+1 + (t− s)s−2a+1

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣2
]
.

Ası́,
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| ⟨B(u, v)(t)−B(u, v)(s), φ⟩ |

⩽Cε∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

(
t−2a+1 − s−2a+1

)
×

∑
k∈Z\{0}

∫
RN−1

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ |ξ|(N−1)−2c|k|1−2b|φ̂(ξ,−k)|dξ

+ Cε∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

(t− s)s−2a+1

×
∑

k∈Z\{0}

∫
RN−1

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣3 |ξ|(N−1)−2c|k|1−2b|φ̂(ξ,−k)|dξ

=: Cε∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

(
t−2a+1 − s−2a+1

)
S1

+ Cε∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

(t− s)s−2a+1S2.

Ahora vamos a estimar S1 y S2 por separado. Comenzando con S1, tenemos que

S1 =
∑

k∈Z\{0}

∫
RN−1

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ |ξ|(N−1)−2c|k|1−2b|φ̂(ξ,−k)|dξ

=
∑

k∈Z\{0}

|k|−1−2b

[∫
B(0,1)

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ |k|2|ξ|(N−1)−2c|φ̂(ξ,−k)|dξ

+

∫
RN−1\B(0,1)

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ |k|2|ξ|2(N−1)|ξ|−(N−1)−2c|φ̂(ξ,−k)|dξ

]
⩽C

∑
k∈Z\{0}

|k|−1−2b

[∥∥|(ξ, k)||k|2φ̂∥∥
L∞(RN−1×Z)

∫
B(0,1)

|ξ|(N−1)−2cdξ

+C
∥∥|(ξ, k)||k|2|ξ|2(N−1)φ̂

∥∥
L∞(RN−1×Z)

∫
RN−1\B(0,1)

|ξ|−(N−1)−2cdξ

]
⩽C

(∥∥|(ξ, k)||k|2φ̂∥∥
L∞(RN−1×Z) +

∥∥|(ξ, k)||k|2|ξ|2(N−1)φ̂
∥∥
L∞(RN−1×Z)

)
<∞

Procediendo de modo análogo al que fue utilizado para estimar S1, obtenemos que
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S2 ⩽ C
(∥∥|(ξ, k)|3|k|2φ̂∥∥

L∞(RN−1×Z) +
∥∥|(ξ, k)|3|k|2|ξ|2(N−1)φ̂

∥∥
L∞(RN−1×Z)

)
<∞

Por lo tanto,

|⟨B(u, v)(t)−B(u, v)(s), φ⟩| ⩽ C(φ)ε∥u∥Xb,c
∥v∥Xb,c

[(
t−2a+1 − s−2a+1

)
+ (t− s)s−2a+1

]
,

donde C(φ) es una constante que también depende de la función φ. Para el caso t <

s se obtienen similarmente expresiones que van para cero cuando s → t. Por fin, la

demostración de la propiedad de convergencia a cero cuando t→ 0+ puede ser obtenida

análogamente.

Finalmente, enunciamos y demostramos el teorema principal del trabajo

Teorema 3.0.9. Sean b y c tales que

1

2
< b < 1,

N − 1

2
< c < N − 1, b+ c > N − 1.

Asuma que u0 ∈ PMd,(N−1)−d con ∇ · u0 = 0, donde d > (N − 1)− c, satisface

∥u0∥PMd,(N−1)−d ⩽ η, para algún 0 < η <
1

4C1C2ε1−d

donde C1, C2 son las constantes en los Lemas 3.0.7 y 3.0.8, respectivamente. Entonces,
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existe una solución blanda del sistema 3.2 en el espacio Xb,c. Esta es la única solución

blanda que satisface la condición ∥u∥Xb,c
⩽ 2C1ε

b−d;η y ella depende continuamente del

dato inicial u0 en el sentido del Lema 3.0.6. También, u(·, t) → u0 en S ′ cuando t → 0+.

Por último, con las condiciones adicionales 2b − 1 < d < 2(N − 1) − 2c garantizamos la

propiedad de persistencia, esto es, que u ∈ L∞ ((0,∞);PMd,(N−1)−d
)
.

Demostración. Del Lema 3.0.8 sigue que el operador B(·, ·) definido en 3.14 bilineal y

continuo en Xb,c. Ahora, sigue del Lema 3.0.7 que

∥Gε(·)u0∥Xb,c
⩽ C1ε

b−d ∥u0∥PMd,(N−1)−d ⩽ C1ε
b−dη,

y por lo tanto, por el Lema 3.0.6 existe una única solución u ∈ Xb,c de la ecuación u =

Gε(·)u0 + B(u, u), tal que ∥u∥Xb,c
⩽ 2C1ε

b−dη. La convergencia débil de la solución sigue

de las ocnvergencias de la parte lineal y bilineal mostradas en los Lemas 3.0.7 y 3.0.8.

Finalmente, para mostrar u ∈ L∞ ((0,∞);PMd,(N−1)−d
)

sean (ξ, k) ∈ RN−1 × Z∗ y

t > 0, entonces, de las cuentas realizadas en el Lema 3.0.8, sigue que

|û(ξ, k, t)| ⩽
∣∣∣∣e−4π2t

(
|ξ|2+| kε |

2
)
û0(ξ, k)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
P̂(ξ, k)2πi

(
ξ,
k

ε

)
· ̂(u⊗ u)(ξ, k, σ)dσ

∣∣∣∣
⩽ |û0(ξ, k)|+ C|k|1−2b|ξ|(N−1)−2c

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ ∥u∥2Xb,c

×
∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

=: |û0(ξ, k)|+ J(ξ, k, t).
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Luego, como 1 + d− 2b, 2(N − 1)− 2c+ d > 0 tenemos la siguiente desigualdad

|k|d|ξ|(N−1)−dJ(ξ, k, t)

⩽C|k|1+d−2b|ξ|2(N−1)−2c−d

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣ ∥u∥2Xb,c

∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

=C∥u∥2Xb,c
ε1+d−2b

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣1+d−2b

|ξ|2(N−1)−(2c+d)

∣∣∣∣(ξ, kε
)∣∣∣∣

×
∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

⩽C∥u∥2Xb,c
ε1+d−2b

(
|ξ|2 +

∣∣∣∣kε
∣∣∣∣2
) 1+d−2b

2
+

2(N−1)−(2c+d)
2

+ 1
2

×
∫ t

0

e
−4π2(t−σ)

(
|ξ|2+| kε |

2
)
σ(N−1)−b−cdσ

⩽C∥u∥2Xb,c
ε1+d−2b

∫ t

0

1

4π2(t− σ)N−b−c
σ(N−1)−b−cdσ

=C∥u∥2Xb,c
ε1+d−2bt−N+b+c+(N−1)−b−c+1

∫ 1

0

(1− z)−N+b+cz(N−1)−b−cdz

=C∥u∥2Xb,c
ε1+d−2bβ(−(N − 1) + b+ c,N − b− c).

Por lo tanto, para todo t > 0 tenemos

∥u(t)∥PMd,(N−1)−d = sup
k∈Z∗

|k|d sup
ξ∈RN−1

|ξ|(N−1)−d|û(ξ, k, t)|

⩽ ∥u0∥PMd,(N−1)−d + Cε1+d−2b∥u∥2Xb,c
<∞,

y por ende, u ∈ L∞ ((0,∞);PMd,(N−1)−d
)
.
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