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Resumen

TITULO: IDENTIDADES POLINOMIALES GRADUADAS PARA EL ALGEBRA DE MA-
TRICES TRIANGULARES SUPERIORES DE ORDEN 2*

AUTOR: ALBERT ANDRETTI CUADROS PENA**

PALABRAS CLAVE: ALGEBRA, IDENTIDAD POLINOMIAL, ALGEBRAS GRADUA-
DAS, PI-ALGEBRA, T-IDEALES.

DESCRIPCION:

Este trabajo de grado desarrolla un estudio sistematico de las identidades polinomiales en al-
gebras, con énfasis en el caso de dlgebras graduadas y, en particular, en el dlgebra de matrices
triangulares superiores de orden dos UT5(IF). En una primera parte, se presentan los conceptos
preliminares de la teoria de dlgebras, incluyendo definiciones bdsicas, ejemplos representativos,
asi como nociones fundamentales como homomorfismos, ideales y dlgebras libres, con el fin de
establecer el marco tedrico necesario. Posteriormente, se introduce la teoria de identidades polino-
miales, abordando sus definiciones, ejemplos y la nocién de T-ideales, herramienta esencial para
el estudio estructural de las identidades que satisface un dlgebra. A continuacion, se extiende este
andlisis al contexto de dlgebras graduadas, desarrollando sus definiciones, ejemplos y el estudio
de identidades polinomiales graduadas, centrando la atencion en el caso particular de UT5,(F), que
constituye el objeto principal de investigacion.

Seguidamente, se analizan los polinomios multilineales y su relevancia en la caracterizacion de
identidades polinomiales, destacando su papel en la reduccion y simplificacion de los problemas
considerados. Finalmente, tras introducir diversas definiciones, lemas y resultados auxiliares, se
alcanza el objetivo central del trabajo: la demostracién de un teorema principal que describe de
manera explicita un sistema generador de las identidades polinomiales graduadas del T»-ideal de
UT,(IF). Este teorema constituye el principal aporte del trabajo, ya que no solo sintetiza las herra-
mientas desarrolladas previamente, sino que también proporciona una caracterizacién precisa de
la estructura de dichas identidades, consolidando asi el estudio del comportamiento algebraico de

UT5(IF) en el contexto graduado.

* Trabajo de grado.
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Arturo Rodriguez Palma, Doctor
en Matematicas.
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Abstract

TITLE: GRADED POLYNOMIAL IDENTITIES FOR THE ALGEBRA OF UPPER TRIAN-
GULAR MATRICES OF ORDER 2*

AUTHOR: ALBERT ANDRETTI CUADROS PENA**

KEYWORDS: ALGEBRA, POLYNOMIAL IDENTITY, GRADED ALGEBRAS, PI-ALGEBRAS,
T-IDEALS.

DESCRIPTION:

This undergraduate thesis develops a systematic study of polynomial identities in algebras,
with emphasis on the case of graded algebras and, in particular, on the algebra of upper triangular
matrices of order two UT,(F'). In the first part, the preliminary concepts of algebra are presen-
ted, including basic definitions, representative examples, and fundamental notions such as homo-
morphisms, ideals, and free algebras, in order to establish the necessary theoretical framework.
Subsequently, the theory of polynomial identities is introduced, addressing their definitions, exam-
ples, and the notion of T-ideals, an essential tool for the structural study of the identities satisfied
by an algebra. The analysis is then extended to the context of graded algebras by introducing their
definitions, examples, and the study of graded polynomial identities, focusing in particular on the
case of UT,(IF), which constitutes the main object of investigation.

Thereafter, multilinear polynomials are analyzed, highlighting their importance in the charac-
terization of polynomial identities and their role in simplifying the problems under consideration.
Finally, after establishing several auxiliary definitions, lemmas, and results, the main objective of
the thesis is achieved: the proof of a principal theorem that explicitly describes a generating system
for the graded polynomial identities of the Ty-ideal of UT5(IF). This result constitutes the funda-
mental contribution of the thesis, as it not only synthesizes the tools developed previously, but also
provides a precise characterization of the structure of these identities, thereby consolidating the

study of the algebraic behavior of UT,(F) in the graded context.

* Bachelor’s thesis.
** Faculty of Sciences. School of Mathematics. Advisor: Carlos Arturo Rodriguez Palma, Ph.D. in
Mathematics.
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Introduccion

El estudio de las identidades polinomiales constituye una de las lineas de investigacién mas
importantes dentro de la teoria de dlgebras asociativas. Desde los trabajos pioneros de Amitsur
y Levitzki en [7], que demostraron que toda dlgebra de matrices satisface identidades polinomia-
les no triviales, esta drea ha experimentado un desarrollo continuo y profundo, dando origen a la
teoria de las dlgebras con identidades polinomiales, o simplemente PI-dlgebras. En este contexto,
una identidad polinomial describe una relacion algebraica que permanece invariante bajo cualquier
evaluacion de sus variables en una determinada dlgebra, permitiendo caracterizar propiedades es-
tructurales mediante herramientas provenientes del dlgebra libre.

La importancia de esta teoria radica en que las identidades polinomiales constituyen un meca-
nismo para clasificar dlgebras desde una perspectiva funcional. El conjunto de todas las identidades
satisfechas por un dlgebra determina un objeto algebraico denominado T-ideal, el cual contiene a
todas las relaciones polinomiales invariantes bajo todos los endomorfismos del dlgebra libre. La
descripcion de estos T-ideales, asi como la obtencion de sistemas finitos de generadores, representa
uno de los problemas fundamentales de la teoria moderna de PI-dlgebras y ha motivado numerosos
desarrollos relacionados con la clasificacion de identidades polinomiales. Una exposicion detalla-
da de estos aspectos puede encontrarse en las obras de Drensky en [1] y de Giambruno y Zaicev
en [8], las cuales constituyen referencias fundamentales en esta drea.

A partir de los resultados obtenidos para identidades polinomiales surgi6 un interés por estudiar
algebras provistas de una estructura adicional, como las graduaciones por grupos. Una graduacion
descompone un dlgebra en una suma directa de componentes homogéneas cuyo producto es com-
patible con la operacién del grupo. Esta estructura aparece de manera natural en diversas ramas de
las matematicas, razén por la cual el estudio de identidades polinomiales graduadas ha adquirido
una importancia creciente durante las ultimas décadas.

Desde el punto de vista de las PI-dlgebras, la introduccién de una graduacién modifica sus-
tancialmente el problema clésico de las identidades polinomiales. Las variables del dlgebra libre
pasan a poseer un grado fijo y inicamente pueden evaluarse sobre elementos homogéneos del mis-
mo grado, originando asi nuevas familias de identidades que reflejan simultdneamente la estructura
del dlgebra y la informacidn proporcionada por la graduacién. En consecuencia, el correspondiente
T-ideal graduado contiene una informacién considerablemente més amplia que el T-ideal, convir-
tiéndose en uno de los principales objetos de estudio dentro de la teoria contemporanea de algebras
graduadas.

Dentro de este contexto, el dlgebra de matrices triangulares de orden dos UT5(FF) constituye

uno de los ejemplos fundamentales. A pesar de tratarse de un dlgebra de dimensidn finita relativa-
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mente sencilla, presenta una estructura suficientemente compleja para exhibir fendmenos caracte-
risticos de la teoria de identidades polinomiales. Numerosos resultados obtenidos para esta dlgebra
han servido posteriormente como modelo para el estudio de dlgebras de mayor dimensién y de
otras familias de PI-algebras. Su reducido tamafio permite obtener descripciones explicitas de sus
identidades conservando las dificultades esenciales propias del problema general.

El estudio de las identidades polinomiales graduadas de UT»(IF) ha sido desarrollada por diver-
sos autores. En [2], Valenti determina las identidades graduadas correspondientes a esta dlgebra,
proporcionando una descripcion explicita de los polinomios que generan el T-ideal graduado. Este
trabajo constituye uno de los antecedentes mds importantes para investigaciones posteriores rela-
cionadas con la clasificacion de identidades graduadas en dlgebras de matrices triangulares.

Entre las posibles graduaciones de UT»(IF) se encuentra la graduacion canénica, en donde
las matrices diagonales forman la componente homogénea de grado cero, mientras que las ma-
trices estrictamente triangulares superiores constituyen la componente homogénea de grado uno.
El presente trabajo se desarrolla precisamente en este contexto. Su objetivo principal consiste en
describir el T5-ideal de las identidades polinomiales graduadas del dlgebra equipada con la gradua-
cién candnica, obteniendo un sistema generador para dicho ideal y demostrando que toda identidad
polinomial graduada es consecuencia de este conjunto de generadores. Para ello se emplean he-
rramientas provenientes de la teoria de dlgebras libres, las PI-dlgebras, los T-ideales y la teoria de
graduaciones, desarrollando cada uno de estos conceptos.

La organizaciéon del documento responde a este objetivo. En el primer capitulo se presentan
los fundamentos algebraicos necesarios para el desarrollo del trabajo, incluyendo resultados sobre
algebras asociativas, homomorfismos, ideales, dlgebras libres, PI-dlgebras, T-ideales y graduacio-
nes. Estos conceptos constituyen el marco tedrico indispensable para el estudio posterior de las
identidades graduadas.

En el segundo capitulo, se estudian las principales propiedades estructurales y se describe la
graduacioén candnica del dlgebra UT»(FF) que serd considerada a lo largo del trabajo. Posterior-
mente se desarrollan los resultados auxiliares necesarios para analizar las consecuencias de dicha
graduacion sobre las identidades polinomiales del dlgebra. En donde, posteriormente se demuestra
el resultado principal del trabajo, consistente en la caracterizacion del 75-ideal del dlgebra con la
graduacion candnica mediante un conjunto explicito de generadores. Esta demostracion retne las
herramientas desarrolladas en los capitulos anteriores y constituye la principal contribucion del
presente trabajo, ofreciendo una exposicion detallada de un resultado cldsico dentro de la teoria de

identidades polinomiales graduadas.
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1. Algebras

En este trabajo de grado estudiaremos identidades polinomiales en el contexto de las alge-
bras graduadas. Comenzaremos este capitulo presentando algunas definiciones y propiedades de
algebras, identidades polinomiales, dlgebras graduadas y polinomios multilineales necesarias pa-
ra el planteamiento y desarrollo del problema de estudio, asi mismo presentaremos los resultados

principales a tratar basados en las definiciones de Drensky en [1]].

1.1 Propiedades basicas y ejemplos de algebras

Podemos definir un dlgebra como un espacio vectorial al cual le afiadiremos una nueva opera-
cién producto entre los elementos del espacio, la cual satisface ciertas propiedades con respecto a
la suma y producto escalar del espacio vectorial, obteniendo una nueva estructura algebraica llama-
da algebra que contiene tres operaciones. A continuacion presentaremos definiciones y ejemplos

de algebras.

Definicion 1.1.1. Un espacio vectorial A sobre un cuerpo F es llamado dlgebra (o F-dlgebra) si
A estd equipado con una operacion binaria (-), llamado producto, tal que para todo a,b,c € Ay

para todo \ € F se cumple que:
Ai. (a+b)-c=a-c+b-c
Ay, a-(b+c)=a-b+a-c
As. AMa-b)=(Aa)-b=a-(A\b)

Dicho de otra manera, podemos definir un dlgebra como una estructura algebraica con tres
operaciones, en donde dos de ellas son las operaciones suma y producto por escalares definidas en
el espacio vectorial A y la otra es un producto entre los elementos de A. Usualmente el producto
escalar se denota simplemente por Aa y el producto a - b por juxtaposicién ab.

Note que la definicion de dlgebra no exige que exista un médulo (o neutro multiplicativo) en A,
ni tampoco que el producto sea asociativo o conmutativo. Sin embargo, en este trabajo trabajaremos
con algebras donde el producto es asociativo con unitario.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de dlgebras.

Ejemplo 1.1.2. El espacio vectorial M,(R) de todas las matrices cuadradas de orden n con
entradas reales, sobre el cuerpo de los niimeros reales, es un dlgebra con el producto usual de

matrices.
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Ejemplo 1.1.3. Sea V' un espacio vectorial sobre F, entonces el conjunto Endg(V') de todas las

transformaciones lineales de V en V' ; es decir,
Endp(V)={T:V = V| T es transformacion lineal},
es un espacio vectorial sobre F con las operaciones suma y producto por escalar de funciones.

Ademds, Endg(V') es un dlgebra con el producto siendo la composicion de funciones.

Ejemplo 1.1.4. El espacio vectorial sl,,(IF) de todas las matrices cuadradas de orden n con traza

cero, sobre un cuerpo arbitrario [, es un dlgebra con el producto
(X, Y] = XY —-YX € si,(F),

donde al producto [A, B] se le llama conmutador de Lie de X y Y.

Definicion 1.1.5. Un subespacio vectorial S de un dlgebra A es llamado una subdlgebra de A si

este es cerrado respecto al producto; es decir, para todo si, sy € S, se tiene que s155 € S.

Observe que una subalgebra S de un dlgebra A, es un subconjunto que es por si mismo un
algebra, con las operaciones definidas en A restringidas a los elementos de S. A continuacion se

presentan algunos ejemplos de subdlgebras.

Ejemplo 1.1.6. Sabemos que el conjunto UT, (R) formado por todas las matrices triangulares
superiores de orden n con coeficientes en los niimeros reales es un subespacio vectorial de M, (R).

Este subespacio es una subdlgebra de M, (R) bajo el producto usual de matrices.

Ejemplo 1.1.7. Sabemos que el conjunto S,,(IF) de todas las matrices simétricas de orden n, sobre
un cuerpo arbitrario F es un subespacio vectorial de M, (F). Este subespacio es una subdlgebra

con el producto dado por:
XoY =XY+YX.

En efecto, veamos que el producto es cerrado en S, (F). Sean X,Y matrices simétricas de
orden n, y sea Z = X o Y. Basta verificar que Z € S,(FF), es decir, que ZT = Z. Para ello,

observemos que
ZP= (XY +YX) " =(XV)T + (v X)T =YTXT 4 XTyT,

y dado que X,Y son matrices simétricas entonces X7 = X y Y7 = Y, al reemplazar en la

desigualdad anterior se obtiene que:

ZV =YX+ XY =XY+YX =272,
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por lo tanto, hemos probado que S,,(F) es una subalgebra de M,,(IF) bajo el producto definido por
XoY=XY+YX.

Ejemplo 1.1.8. Sabemos que el conjunto O,,(F) de todas las matrices anti-simétricas de orden
n sobre un cuerpo arbitrario F es un subespacio vectorial de M,(F). Este subespacio es una

subdlgebra con el producto dado por:
(X, Y]=XY -YX.

La prueba es andloga al Ejemplo|1.1.7

Ejemplo 1.1.9. Sea A una F-dlgebra. El centro de A definido por
Z(A)={a€ A|laxr =xa paratodo z € A}
es una subdlgebra de A. Si a € Z(A), decimos que a es un elemento central de A. Si Z(A) = T,

decimos que A es un dlgebra central.

En efecto, sean a,b € Z(A), y para todo x € A se cumple que:
ar =xa y bx = xb,
entonces:
(ab)xr = a(bz) = a(xb) = (ax) = (za)b = z(ab),

por lo tanto, se cumple que:
ab e Z(A).

Asi, hemos probado que Z(A) es una subdlgebra de A bajo el producto definido en el dlgebra A.
Definicion 1.1.10. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo ¥, diremos que:

» A es un dlgebra asociativa si (ab)c = a(bc) para todo a,b,c € A.

= A es un dlgebra con unitario, si existe un elemento 1 € A talque 1 -a = a -1 = a para todo

a € A. El elemento 1 se llama unitario.

» A es un dlgebra conmutativa si ab = ba para todo a,b € A.
A continuacién se presentan algunos ejemplos de dlgebras con dichas propiedades.

Ejemplo 1.1.11. Sea M,,(F) el dlgebra de todas las matrices cuadradas de orden n (conn > 2)
sobre un cuerpo arbitrario bajo el producto usual de matrices, se tiene que el dlgebra es asociativa,

con unitario y no conmutativa.
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Ejemplo 1.1.12. Sea A = UT,(F) el dlgebra de todas las matrices triangulares superiores de
orden n sobre un cuerpo arbitrario bajo el producto usual de matrices, se tiene que el dlgebra es

asociativa, con unitario y no conmutativa.

Ejemplo 1.1.13. Sea A = S5(R) el dlgebra de todas las matrices simétricas de orden dos sobre

el cuerpo de los niimeros reales bajo el producto dado por:
XoY =XY+YX,

se tiene que el dlgebra es no asociativa, con unitario y conmutativa.

En efecto, veamos que el dlgebra es no asociativa, con unitario y conmutativa. Sean X, Y, Z €

So(R) matrices simétricas de segundo orden, veamos que

= No asociativa: Veamos que no se cumple la propiedad asociativa, pues:
(XoY)oZ=(XY+YX)oZ=XYZ+YXZ+ZXY +ZYX,
mientras que
XoYoZ)=X(YZ+ZY)=XYZ+XZY +YZX +ZYX,

donde los dos términos no son necesariamente iguales, pues no siempre satisface que Y X 7+
ZXY = XZY +YZX, por ejemplo si

1 1 1
x= ("N, v=(t YY), 2= (M),
1 0 0 —1 0 0

00 0 2
(XoY)oZz(O O), XO(YOZ):(2 O),

donde (X oY) o Z # X o (Y o Z), asi, se obtiene que el producto no es asociativo.

podemos ver que

» Unitario: La matriz .
U=-1
2 25

satisface que para toda X € S5(R) que:

1 1 1 1
UoX)==-LX+X-L=-X+-X=X
(UoX) 512 + 72 =5 +2 ;
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andlogamente para (X o U), es decir, se cumple que X o U = U o X = X por lo tanto, el

algebra posee unitario.

= Conmutativa: veamos que
XoY=XY+YX=YX+XY=YolX,

por lo tanto, el dlgebra es conmutativa.
Asi, hemos probado que S3(IR) es un dlgebra no asociativa, con unitario y conmutativa.

Ejemplo 1.1.14. Sea A = si3(R) el dlgebra de todas las matrices de segundo orden con traza

cero sobre el cuerpo de los niimeros reales bajo el producto dado por
(X, Y]=XY -YX,

se tiene que el dlgebra es no asociativa, sin unitario y no conmutativa.
La prueba es andloga al Ejemplo[I.1.13]

Definicion 1.1.15. Una subdlgebra I de un dlgebra A es llamada ideal izquierdo de A si AI C I;
es decir, ai € I para todo a € A,i € I, y serd llamada ideal derecho si IA C I, es decir, ia € 1
para todo a € A,i € I. En el caso que [ sea ideal por derecha y por izquierda, I se llamard ideal

bilateral (o simplemente ideal) y lo denotaremos por I < A.
A continuacion se presentan algunos ejemplos de ideales.

Ejemplo 1.1.16. Sea A = M(IF) el dlgebra de matrices cuadradas de orden dos sobre un cuerpo

arbitrario bajo el producto usual de matrices, entonces el subdlgebra

G

es un ideal por derecha, pero no es ideal por izquierda de M;(FF).

En efecto, veamos que [ es un ideal por derecha, pero no por izquierda. Sean

. x Yy a b
1= el X = € My(F),
(O 0) y (c d) 2(F)
X = Ty a b _ ar +cy bxr +dy cr
0 0 c d 0 0

entonces
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por tanto, / es un ideal por derecha, sin embargo, veamos que para ¢, x,y # 0, tenemos que

. fa b r y\ [axr ay
XZ_(C d) (O 0>_<cx cy)ZI’

y por lo tanto, I no es un ideal por izquierda.

Ejemplo 1.1.17. Sea A = UT»(F) el dlgebra de matrices triangulares superiores de orden dos

sobre un cuerpo arbitrario bajo el producto usual de matrices, entonces el subdlgebra
z Yy
I= r,ye 3,
En efecto, veamos que [ es un ideal. Sean
() er y x= (") conw
7 = = s
0 0 Y 0 ¢ ’
X = x Yy a b _ [am bx + cy cr
0 0 0 c 0 0

por tanto, [ es un ideal por derecha, ademas:
xie [C0) ()2 (W) o,
0 c 0 0 0 0

y por lo tanto, / también es un ideal por izquierda. Asi hemos probado que / es un ideal bilateral
de UT2 (F) .

es un ideal bilateral de UT(IF).

entonces

Ejemplo 1.1.18. Sea A = UT»(F) el dlgebra de matrices triangulares superiores de segundo

orden sobre un cuerpo arbitrario bajo el producto usual de matrices, entonces el subdlgebra

{69

La prueba es andloga al Ejemplo

es un ideal bilateral de UT(IF).

Observacion 1.1.19. Al analizar los posibles ideales de My(F), se concluye que esta dlgebra no
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posee ideales bilaterales no triviales. De manera andloga, para UTs(F) se obtiene que existen

tinicamente dos ideales bilaterales no triviales, los descritos en los Ejemplos[1.1.17)y[I.1.18

1.2 Algebras cocientes

Con frecuencia, resulta util clasificar los elementos de un dlgebra tomando como referencia las
propiedades o el comportamiento de los elementos de un ideal asociado. En este marco, al conside-
rar el cociente del dlgebra por dicho ideal, los elementos pueden adquirir nuevas propiedades que
no posefan previamente. Esta construccion da lugar a una nueva estructura denominada algebra
cociente. El andlisis de estas dlgebras es relevante en este trabajo, ya que estructuras posteriores
tales como las algebras libres y los espacios de polinomios multilineales pueden verse como ca-
sos particulares de dlgebras cocientes, caracterizadas por propiedades como la asociatividad, la
conmutatividad, entre otras. A continuacidn, se presenta el proceso de construccion de dlgebras

cocientes con el objetivo de introducir formalmente estos objetos.

Definicion 1.2.1. Dado I un ideal de un dlgebra A, diremos que dos elementos a,b € A se
relacionan entre si modulo 1 mediante ~p si y solo si a — b € 1. La relacion entre a y b es

denotada pora ~yboa=b mod I.
Proposicion 1.2.2. La relacion ~ definida en la Definicion es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Para demostrar que ~; es un relacion de equivalencia debemos probar que es re-

flexiva, simétrica y transitiva. Sean a, b, ¢ € A, entonces:
= Reflexiva: « —a =0 € [, por lo tanto, a ~; a.

» Simetria: Si a ~; bentonces b — a € I, ademds note que (b —a) + (a —b) =0 € I, por lo
tanto,a — b € I, asi b ~; a.

» Transitiva: Sia ~; by b ~; ¢ se cumple que b — a,c — b € I, ademds note que ¢ — a =
(b—a)+ (c—0b) €I, porlotanto,c —a € I,asia ~j c.

De manera que ~; es una relacién de equivalencia. [

Proposicion 1.2.3. La relacion de equivalencia ~; es una congruencia, es decir, respeta las ope-

raciones suma y multiplicacion del dlgebra.

Demostracion. Sia ~; by c ~ d, queremos ver que respeta la suma, es decir que (a + ¢) ~;
(b + d) y que respeta la multiplicacién, es decir que ac ~; bd. Podemos ver que b — a,d — ¢ € I,
entonces (b—a)+(d—c) = (b+d)—(a+c) € I,lo cual es equivalente a decir que (a+c) ~; (b+d).
Por otra parte, podemos ver que (b—a)c, b(d —c¢) € I, entonces (b—a)c+b(d—c) = bd—ac € 1,
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lo cual es equivalente a decir que ac ~; bd. Lo que demuestra que la relacion de equivalencia ~;

€s una congruencia. [

Definicion 1.2.4. El conjunto denotado por:
a+I={becAla~b}={becA|lb—ac I},

es llamada clase de equivalencia de a en A médulo 1.

Observacion 1.2.5. La clase de equivalencia de a en A médulo I se puede denotar también por

a.

Definicion 1.2.6. Denotaremos por A/I al conjunto de todas las clases de equivalencia de A, es

decir:

A/l ={a+1|ac A}
Proposicion 1.2.7. El conjunto A/I es un dlgebra con las operaciones dadas por:
i) (a+1)+(b+1)=(a+0b)+ 1
i) (a+1)(b+ 1) = (ab) + 1.
Demostracion. Sean a,b,c € A/I.
A;. Para la prueba de esta propiedad note que:
((a+ D)+ O+ D(c+1I)=[(a+b)+I|(c+I)=(a+bc+]I

(ac+bc)+1=(ac+ 1)+ (bc+1)
(a+1)(c+I)+ b+ I)(c+1I)

As. La prueba de esta propiedad es andloga a la prueba de A;.
Ajs. Para la prueba de esta propiedad note que:
Ma+ )b+ 1)]=Nab+I) = Mab) +1

=(Aa)b+1=Na+1)b+1)=[Na+I)](b+1I)
=a(Ab) + I =(a+1)(Nb+1)=(a+ I)[ANb+I)]

Por tanto, hemos probado que el conjunto A/l es un dlgebra con las operaciones dadas. Dicha

algebra es conocida como algebra cociente. [
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Ejemplo 1.2.8. Sea Z, = {0,1} el grupo de las clases residuales médulo 2. La relacion a = b
méd 2 tiene sentido si'y sdlo si el resultado de operar (a — b) /2 tiene residuo nulo. Por ejemplo,
10 =4 mdd 2, de ahi, 10 € 4 + 2Z (andlogamente podemos decir que 4 € 10 + 27). En general
el representante de clase serd el menor entero de cada clase, es decir, para 7y serdn 0y 1. Por

ejemplo, 10 y 4 pertenecen a la clase de 0, donde 0 = 0 + 27Z.

1.3 Homomorfismos de algebras

En el estudio del dlgebra, los homomorfismos desempefian un papel fundamental, ya que per-
miten comparar y relacionar diferentes estructuras algebraicas conservando sus operaciones. Un
homomorfismo entre dlgebras es una aplicacién que respeta tanto la estructura lineal (como espa-
cio vectorial) como la multiplicacién definida en el dlgebra. El concepto de homomorfismo no solo
permite clasificar dlgebras segtn sus propiedades estructurales, sino que también facilita la cons-
truccion de nuevas dlgebras a partir de otras, como en el caso de los cocientes o de las subélgebras.
A continuacion presentaremos definiciones formales y resultados importantes sobre homomorfis-

mos de algebras.

Definicion 1.3.1. La transformacion lineal ¢ : Ay — A, de las dlgebras Ay y As, es un homo-

morfismo de dlgebras si para todo a,b € A se cumple que:

p(ab) = ¢(a)p(b).

Observe que la definicion de transformacion lineal implica que para todo a,b € A; y todo

A € F se cumple que:

pla+b)=p(a)+ebd) vy @(Aa)=Ap(a)

Similarmente diremos que un isomorfismo entre dos dlgebras es un homomorfismo que ademas es
biyectivo. Diremos que un automorfismo de un dlgebra A es un isomorfismo de A en A. Y diremos
que un endomorfismo de un dlgebra A es un homomorfismo de A en A, sin ser necesariamente

biyectivo.

Proposicion 1.3.2. Sea A un dlgebra, entonces el conjunto Endg(A) de todos los endomorfismos

de A en A es un dlgebra bajo las operaciones dadas por:
i) (g1 +p2)(x) = @1(x) + pa(2).
ii) (p1p2)() = p1(x)pa(z).

iii) (A1) (z) = N ()]
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Demostracion. Sean 1, o, p3 € Endp(A) y sea A € F.
A;. Parala prueba de esta propiedad note que:
(L1 + @2)s](x) =[(1 + @2) ()] s(x) = [1(2) + 2(x)]ps()
=p1(2)p3(2) + p2()p3(z) = (L13)(x) + (P2103) ()
=[p103 + 203] (2)
As. La prueba de esta propiedad es andloga a la prueba de A;.

Ajs. Para la prueba de esta propiedad note que:

[Ap192)](7) =A(p102) () = A1 (7)p2(7)
=[p1(2)]p2(x) = [(Ap1)p2] ()

Ademas,

[Apr@2)l(w) =Ap1(x)pa(2) = @1(x) Apa()
=p1(2)[(Mp2) ()] = [pr(Ap2)](2)

Por tanto, hemos probado que el conjunto Endg(A) es un dlgebra con las operaciones previamente

mencionadas. [

Definicion 1.3.3. Sea ¢ : Ay — Ay un homomorfismo de dlgebras. Entonces el kernel (o niicleo)
de ¢, esta definido por:
Ker(p) = {a € A | p(a) = 0}.

La imagen de ¢ esta definida por:
Im(¢) = {pla) € Ay | a € A},

La imagen de o también se denota por p(Ay).

Teorema 1.3.4. Sea p : Ay — Ay un homomorfismo de dlgebras. Entonces:
a. Ker(p) es un ideal bilateral de A,.
b. Tm(p) es una subdlgebra de A,.

Demostracion.
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a. Para probar que Ker(() es un ideal bilateral, primero se debe verificar que es una subélgebra,
es decir, que sea cerrado respecto al producto. Considere z,y € Ker(p), note que por ser

homomorfismo se cumple que:

o(zy) = p(z)p(y) =0-0=0.

Por lo tanto, Ker(y) es una subélgebra de A;. Para ver que también es un ideal bilateral,

considere a € Aj, queremos probar que ax € Ker(p) y que za € Ker(y), es decir,

p(ra) =0 y ¢(ax)=0.

Para esto, note que

andlogamente
plazr) = pla)p(z) = ¢(a) - 0= 0.

Asi ax, za € Ker(p) paratodo a € A; y por lo tanto Ker(¢) es un ideal bilateral de A;.

b. Para probar que Im(¢) es una subdlgebra de A, basta probar que es cerrada bajo el producto,
es decir, si ¢(a), p(b) € Im(p) entonces p(ab) € Im(p). Dado que ¢ es un homomorfismo
de dlgebras entonces se cumple que:

p(a)p(b) = p(ab),

ademds, dado que a,b € A; entonces también se cumple que ab € Ay, entonces p(ab) €

Im(¢p). Por tanto, Im () es cerrada bajo el producto y por lo tanto es una subélgebra.
[

Proposicion 1.3.5. Sea A un dlgebray sea I un ideal de A. La aplicacion 7t : A — A/ I, definida

por m(a) = a + I, es un homomorfismo de dlgebras, llamado proyeccion candnica.

Demostracion. Sean a,b € A,y A\, € F ysea I unideal de A. Por definicidn, es facil ver que 7 es

sobreyectivo, ademads, considerando las operaciones dadas en la Proposicién [I.2.7] se tiene que:
m(a+b)=(a+b)+1=(a+ 1)+ (b+1)=mn(a)+m(),

ademas:
m(Aa) =Xa+ 1 = Xa+ 1) = Ir(a).
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Asi, se tiene que 7 es una transformacion lineal. Para ver que también es un homomorfismo de

algebras basta ver que:
m(ab) = (ab) + I = (a+I)(b+ I) = 7(a)m(b).

Adicionalmente, podemos notar que I = Ker(7), pues para todo = € [ se tiene que 7(z) =
x+ 1 =1yasixz € Ker(m), reciprocamente si z € Ker(7) entonces entonces = + [ = 7(x) = I,
y por tanto x € I. Asi I = Ker(7). O

Teorema 1.3.6. (Teorema fundamental del homomorfismo de dlgebras). Sea a € A, y sea ¢ :
Ay — As un homomorfismo de dlgebra. Si I es un ideal de Ay con I C Ker(y), entonces o induce

un homomorfismo de dlgebras dado por:

@IAl/[%AQ
a+1I— p(a)

Ademds, si I = Ker(yp), entonces @ es inyectivo y por lo tanto A/Ker(y) = Im(®) = Im(p) y es

conocido como Teorema del isomorfismo.

Demostracion. Teniendo en cuenta el siguiente diagrama:

A/Ker(p)

Definiremos @ de tal manera que $(7(a)) = ¢(a) para todo a € A, donde 7(a) es la proyeccién
candnica que podemos ver como 7(a) = a. Queremos probar que P estd bien definida y es un

isomorfismo de algebras.

=  esta bien definida: queremos probar que si se cumple que @ = b entonces p(7(a)) =

B(7(b)), lo cual es andlogo a decir que si @ = b entonces (a) = ¢(b), veamos que:

Por lo tanto, p(a) = ¢(b) y asi @ es bien definida.
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=  es un homomorfismo de algebras: verificamos que ¥ es una transformacion lineal, sean
a,b € A/Ker(®),y A € F note que:

Ademas:

?(Aa) = p(Ar(a) = p(m(Aa)) = p(Aa) = Ap(a) = Ap(7(a)) = Ap(a),

por tanto se tiene que © es una transformacion lineal, ahora veamos que  es un homomor-

fismo de dlgebras:

por tanto, ¢ es un homomorfismo de 4lgebras.

=  es biyectiva: para ver que ¥ es sobreyectiva, considere x € Im(y), entonces existe algin

a € Atales que:
z = ¢(a) = @(r(a)) = @(a),

asi, P es sobreyectiva. Para ver que ¥ es inyectiva, considere @ € Ker(®) y note que

0="(a) =p(n(a) = pla),

de ahi, note que p(a) = 0 siy solo si a € Ker(y) y ademéds a € Ker(p) si y solo si
I = Ker(), de ahi, se tiene que Ker(p) = {0} y asi p es inyectiva.
Por los items anteriores, se tiene que ©» es un homomorfismo biyectivo (isomorfismo de dlgebras)

y A/Ker(p) = Im(p). -

1.4 Algebras libres

En el estudio del dlgebra, uno de los conceptos fundamentales es el de dlgebra libre, el cual

proporciona una construccion universal y sin restricciones que permite generar cualquier dlgebra
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a partir de un conjunto dado de generadores. A continuacién presentaremos definiciones formales,

ejemplos y algunos resultados importantes.

Definicion 1.4.1. Sea X = {x1,xs,...} un conjunto arbitrario de variables, el dlgebra libre F
generada por X cumple que para cualquier dlgebra A y cualgquier funcion f : X — A existe un
tinico homomorfismo de dlgebras ¢ : F — A tales que el siguiente diagrama conmuta:

i
\

X

e R

donde 1 es la funcion inclusion.

Proposicién 1.4.2. Para cualquier conjunto X, el dlgebra F{ X} cuya base son todos los mono-

mios no asociativos ni conmutativos ;,, Ti,, . . . , £;, y producto definido por
(wiy i ) (g, - 5,) Tz, € X, n=0,1,2,...

es el dlgebra libre.

Demostracion. Sea A un algebra arbitraria, y sea f : X — A una funcidn, definiremos ¢(z;) =
f(z;) para todo i. Sea ¢ es un homomorfismo, entonces por propiedades de transformacion lineal

se cumple que:
¢<)\$i1$j1 + ,uxizmjé) = )‘¢($i1xj1) + M¢($i2xj2)‘

Para ver que ¢ es dnico, suponga que existe otro homomorfismo v tales que v (z;) = f(x;) para

todo 7, ademads considere ¢(\xz;,x;, + px;,2;,) entonces note que:

d}()‘xille + :uxléxjé) ¢(Iz‘1l‘jl) + M¢($ing2)
¢(‘ri1)¢(mj1) + M¢($i2)¢(xj2)

A
A
M (i) f j,)
A
¢

(le) + Mf(IZ2)f(
P(xi)o(x,) + po(wi,)o(),)
()\xille + :uxiQ'TjQ)

ZLj

Considere v = Az;,z;, + pux;,z;, € F{X}, entonces se tiene que ¢)(y) = ¢(y) para todo v €
F{X}, y por lo tanto ¢ es tnico. O

Ejemplo 1.4.3. Sea X = {z,y}, entonces una base para el dlgebra F{ X} es:

{1, x, y, xx, yy, xy, yx, (xy)y, X(yy), (yy)x, y(yx), (xx)y, X(xy),
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(xy)x, x(yx), (yx)x, y(xx), (yx)y, Y(xy), (xxX)x, x(xx), (yy)y, Y(yy), ... }.

Definicion 1.4.4. Sea X = {x1,x9,...} un conjunto arbitrario de variables, el dlgebra libre
asociativa I generada por X cumple que para cualquier dlgebra asociativa A 'y cualquier funcion

f X — A existe un vinico homomorfismo de dlgebras ¢ : F — A tales que el siguiente diagrama

N
\‘

conmuta:

X

g N

donde i es la funcion inclusion.

Proposicion 1.4.5. Para cualquier conjunto X, el dlgebra F(X) con base lineal el conjunto de
todas las palabras

mil"'xin, xlkeXg n:O,1,27...

(incluyendo la palabra vacia 1) y producto definido por:
@iy = @i ) (@5 - @G, ) = Tay oo i, TGy -0 TG, T, T € X

es libre en la clase de todas las dlgebras asociativas con unitario.
La demostracion es andloga a la Proposicion [[.4.2]

Ejemplo 1.4.6. Sea X = {x,y}, dado que el dlgebra F({X) es asociativa, entonces se cumple que

(xy)z = x(yz), por lo que, algunos elementos de la base del dlgebra F{ X} como por ejemplo

)z y(yz) vz

son iguales y por lo tanto pueden ser definidas por un iinico representante, asi, una base para el
dlgebra F(X) es:

{ 1 ,» Xy Y XY, VX, XX, VY, XYX, VXY, XXY, YXX, XYY, YVX, XXX, VV), ... }

Definicion 1.4.7. Sea X = {x1,z,...} un conjunto arbitrario de variables, el dlgebra libre
asociativa y conmutativa F generada por X cumple que para cualquier dlgebra asociativa y
conmutativa A y cualquier funcion f : X — A existe un vinico homomorfismo de dlgebras ¢ :
F — A tales que el siguiente diagrama conmuta:

i
\

X

e R
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donde 1 es la funcion inclusion.

Proposicion 1.4.8. Para cualquier conjunto X, el dlgebra F[X] con base lineal el conjunto de
todas las palabras

Ti Ty, T, €X, n=0,12 ...

(incluyendo la palabra vacia 1) y producto definido por:
@iy = @i ) (@ - @) = Tay oo Ta, Ty -0 TG, T, T € X

es libre en la clase de todas las dlgebras asociativas y conmutativas con unitario.
La demostracion es andloga a la demostracion de la Proposicién (1.4.2]

Ejemplo 1.4.9. Sea X = {xz,y}, dado que el dlgebra F|X]| es asociativa y conmutativa, entonces
se cumple que (zy)z = x(yz) y xy = yx, por lo que, algunos elementos de la base del dlgebra

F{X} como por ejemplo

wy)r yyz) vz (yo)y ylzy) xy’

son iguales y por lo tanto pueden ser definidas por un iinico representante, asi, una base para el
dlgebra F(X) es:

{1, x, y, Xy, XX, Yy, XYy, VXX, XXX, yyY,... }
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2. PI-Algebras

Dada una algebra asociativa sobre un cuerpo, surge naturalmente la pregunta de si existen
polinomios no triviales en el dlgebra libre no conmutativa, es decir, polinomios que al ser evaluados
en los elementos de dicha algebra se anulen siempre. La existencia de tales polinomios lleva al
concepto de adlgebra con identidad polindmica, o simplemente PI-dlgebra.

El estudio de PI-algebras busca no solo identificar la existencia de dichas identidades, sino tam-
bién determinar el conjunto de todas las identidades polinomiales que satisface una dlgebra dada.
Esto se traduce, en muchos casos, en analizar los ideales de identidades dentro del dlgebra relati-
vamente libre. En particular, cuando se estudian familias especificas de dlgebras (como algebras
de matrices o dlgebras de dimension finita), el desafio consiste en caracterizar de manera explicita
estas identidades y entender su influencia en la estructura general del dlgebra.

En esta seccién nos adentraremos en los fundamentos tedricos de las PI-dlgebras, revisando
definiciones, ejemplos relevantes y resultados cldsicos. Ademds, sentaremos las bases para abor-
dar, en capitulos posteriores, problemas de determinacion de identidades en casos concretos, con
especial énfasis en el dlgebra de matrices triangulares superiores de orden dos, que serd objeto de
estudio detallado més adelante.

2.1 Identidades polinomiales

Consideremos un conjunto infinito numerable de variables no conmutativas X = {ml, Ty }

y sea IF<X > el algebra libre asociativa con unitario generada por X.

Definicion 2.1.1. Sea A un dlgebra asociativa y sea [ = f(x1,...,z,) € IF<X> Diremos que

f = 0 es una identidad polinomial para A si

f(a,l,...,an) :O,

para todo ay, . .. ,a, € A.

Definicion 2.1.2. Si un dlgebra A satisface una identidad polinomial no trivial, es decir, f = 0,
con f un elemento distinto de cero de IF<X >, entonces diremos que A es un dlgebra con identidades

polinomiales o simplemente una PI-Algebra.

Observacion 2.1.3. Note que el polinomio trivial f = 0 es una identidad polinomial para cual-

quier dlgebra A.

A continuacidn se presentan algunos ejemplos de identidades polinomiales para algunas dlge-
bras.
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Ejemplo 2.1.4. Sea A un dlgebra nilpotente, es decir, un dlgebra para la cual existe unn € N tal
que A™ = 0. Entonces el polinomio f(xy,...,x,) = x1 - - - x, es una identidad polinomial para el

dlgebra.

En efecto, por definicién de nilpotencia, se tiene que:
A™ = {todos las posibles sumas de productos de n elementos de A} = {0}.

Es decir, cualquier suma de productos de n elementos de A en cualquier orden es igual al elemento
0, asi el polinomio:

flz, ... xn) =212, = 0.
Es decir, para todo ay, ..., a, € A se cumple que f(aq,...,a,) =0.

Ejemplo 2.1.5. Sea A un dlgebra conmutativa, entonces el polinomio f(x,y) = [z,y] = zy — yx

es una identidad polinomial para A.

En efecto, sean ai, as € A, note que:

f(ab az) = ayay — aza; = 0,

pues como A es conmutativa entonces ajas = asaq, es decir, para todo a1, as € A se cumple que
f(CLl, az) =0.

Ejemplo 2.1.6. Sea A = Ms(FF) el dlgebra de todas las matrices cuadradas de orden dos sobre
un cuerpo arbitrario F, entonces el polinomio f(x,vy,2) = [[x,y]?, 2] es una identidad polinomial
para My(F) conocida como identidad de Hall.

En efecto, sea X € Ms(IF), recordemos que el polinomio caracteristico de una matriz X estd
dada por:
p(z) = 2* — tr(X)z + det(X),

ademds, por el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que p(X) = 0, es decir:
p(X) = X? — tr(X)X + det(X)I = 0.

Definamos
H=[X,Y]=XY -YX,

queremos ver que [H?, Z] = 0. Note que:

tr(H) =tr(XY —YX) =tr(XY) —tr(YX),
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y dado que tr(XY) = tr(Y X) entonces
tr(H) = tr(XY) —tr(YX) =0,
por lo tanto, H es una matriz de traza cero, y asi:
p(H) = H? + det(H)I = 0,
en particular,
H? = —det(H)I.

Definamos A € F como A = —det(H ), y asi:
H? = )\,
podemos ver que H? es un miiltiplo escalar de la matriz identidad. Finalmente:
[H*, Z) = H*Z — ZH* = (\)Z — Z(\I) = \Z — \Z = 0.

Es decir, para toda X, Y, Z € M,(FF) se cumple que [[X,Y]? Z] = 0.

Ejemplo 2.1.7. Sea A = UTy(FF) el dlgebra de todas las matrices triangulares superiores de
orden dos sobre un cuerpo arbitrario T, entonces el polinomio f(x,y,z,w) = [z,y|[z,w] es una

identidad polinomial para UT,(F).

Ejemplo 2.1.8. Sea My(F) el dlgebra de todas las matrices cuadradas de orden dos sobre un

cuerpo arbitrario [, entonces el polinomio estdndar de grado 4 dado por:

St4(I1, I2,$37$4) = Z(—1)0%(1)%(2)%(3)%(4)7
o€Sy
donde Sy es el grupo de permutaciones de {1,2,3,4} y (—1)7 es el signo de o, es una identidad
polinomial para My (), es decir, paratoda A, B,C, D € My(F) se cumple que St,(A, B,C, D) =
0.

En general, se tiene que el polinomio St,, es una identidad polinomial para el dlgebra A =
M,,(IF), donde

Sty(x1,...,zN) = Z (=1)@6) - To(ny,

cESN

para Sy el grupo de permutaciones de {1,2,..., N}. Este resultado se mencionard mas adelante
en el Teorema[3.2.8
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Proposicion 2.1.9. Sea A un dlgebra arbitraria, y sea [ € F(X), entonces decimos que f es

una identidad polinomial para A si y solo si | pertenece al kernel de todos los homomorfismos

p:F(X) — A

Demostracion. Supongamos que f = f(z1,...,2,) € F(X) es una identidad polinomial para
Ay consideremos un homomorfismo arbitrario ¢ : F(X) — A, queremos ver que f € Ker(yp).
Por la propiedad universal (ver Definicion del algebra libre, dicho homomorfismo queda
determinado por las imdgenes de las variables, es decir

o(r;) =a; con a; €A paratodo i=1,....n
Podemos escribir el polinomio f de la forma:

Flan,omn) = > Mgy 3y,

donde \;,

~~~~~

Sp(f): Z >\l1 ,,,,, lk90<xll)"'90(xlk)zz)‘ll ,,,,, lkah"'alk:f<a17-'-7an):()'
l

Lsensl

Pues f es identidad polinomial para A, en particular se tiene que ¢(f) = 0y por lo tanto, f €
Ker(y). Y dado que ¢ es un homomorfismo arbitrario, entonces f pertenece al kernel de todos los
homomorfismos ¢ : F(X) — A.

Reciprocamente, sea f € Ker(p) para cualquier homomorfismo ¢ : F(X) — A, queremos ver
que f es una identidad polinomial para A, es decir, queremos probar que para toda ay, ..., a, €
A se tiene que f(aq,...,a,) = 0 Por la propiedad universal del édlgebra libre existe un tnico

homomorfismo @ : F(X) — A tales que:
P(x;) =a; con a; €A paratodo i=1,...,n

ademds, por hipétesis f € Ker(p), por lo tanto, ¢(f) = 0 para cualquier homomorfismo ¢,

entonces:
0=2(f) = f(@(z1), ..., @(zn)) = flar, ..., an).

Dado que los a; € A son arbitrarios, entonces en particular:

flay,...,a,) =0,
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para todo aq,...,a, € A, por lo tanto, se tiene que f es una identidad polinomial para A. O

2.2 T-ideales y variedades

Definicion 2.2.1. Sea A un dlgebra arbitraria, denotamos por 1d(A) al conjunto de todas las

identidades polinomiales de A, es decir:
d(A) ={f(z1,...,z,) € F(X) | f(a,...,a,) =0 paratodo a; € A}

Proposicion 2.2.2. Sea A un dlgebra arbitraria, entonces 1d(A) es un ideal bilateral de F({X).

Demostracion. Para ver que Id(A) es un ideal bilateral de F(X'), primero hay que verificar que es
un subespacio vectorial. Sea A € Fysean f = f(z1,...,2,)y g = g(x1,...,2,) que pertenecen

aId(A) y considere k = max{n, m}, para la cerradura bajo la suma note que
(f+9)(x1,...,xr) = f(or, ... xp) + g(xe, ..o Tk),
luego, para toda aq, ..., a; € A se tiene que
(f+9)ar,...;ax) = flay,...,ax) + glas, ..., az),
y dado que f, g € Id(A) entonces f(ay,...,ar) =0y g(aq,...,a;) = 0de ahi que
(f+9)ar,...,a) =0+0=0,
asi, f + g € Id(A). Ademas, para la cerradura bajo el producto escalar note que
A (@1, .. k) = Af (21,0, xp),
luego, para toda aq, ..., a; € A se tiene que
(Af)ay, ... ax) = Af(aq,. .. ax),
y dado que f € Id(A) entonces f(ay,...,a;) = 0 de ahi que
Mag,...,ax) =A-0=0,

asi, se tiene que A\f € Id(A) y por tanto, Id(A) es un subespacio vectorial, note ademds que es una
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subdlgebra, pues

(fg)(@1, ..., o) = f(21, .. ww)g(@r, ... o),

luego, para toda aq, ..., a; € A se tiene que

(fo)(ay,...,ax) = flar,...,ar)g(a,. .. ax),

y dado que f, g € Id(A) entonces f(ai,...,ar) =0y g(ai,...,a;) = 0de ahi que

(fg)(al,...,ak)ZO-O:O,

asi se tiene que fg € Id(A) y por tanto es una subdlgebra de F(X). Para ver que es un ideal

bilateral es necesario que
A(AF(X) C1d(4), y F(X)IA(A) C 1d(A),

para esto considere [ = f(xy,...,x,) € Id(A)y h = h(zy,...,2,) € F(X) y considere k =

max{n, p}, entonces

(fh)(x1,...,2x) = fx1, ..., zp)h(2, ..., 28),

y dado que f € Id(A) entonces para toda ay,...,a, € A se tiene que f(ay,...,a;) = 0, de ahi
que
(fh)(ar,...,ax) = f(ar,...,ax)h(a,...,ax) =0-h(ay,...,a;) =0,

entonces fh € Id(A) asi, se tiene que Id(A)F(X) C Id(A) y por lo tanto Id(A) es un ideal
derecho. La prueba para ver que es ideal izquierdo es andloga, por lo tanto, se tiene que Id(A) es
un ideal bilateral de F(X). O

Definicion 2.2.3. Sea I un ideal de F{X), diremos que I es un T-ideal si para todo endormorfismo
v F(X) — F(X) se cumple que o(I) C 1.

Proposicion 2.2.4. Id(A) es un T-ideal de F(X).

Demostracion. En la Proposicion [2.2.2]demostramos que Id(A) es un ideal bilateral de F(X), por
lo tanto, ahora queremos ver que para todo endomorfismo ¢ : F(X) — F(X) se cumple que
o(Id(A)) C 1d(A). Sea f = f(x1,...,7,) € Id(A) y sea ¢ € End(F(X)) un endomorfismo
arbitrario. Vamos a probar que o(f(z1,...,x,)) € Id(A).

Como ¢ estd determinado por las imdgenes de las variables, entonces podemos definir a ¢ de la
siguiente manera:

o(z;) = gi(x1,...,xy), paratodo i=1,...,n,
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donde g; = gi(z1,...,2,) € F(X). Ademds, dado que ¢ es homomorfismo tenemos que

e(f(@1,. . z0)) =f(0(71), - .-, 0(T0)),
=f(1(x1,- s Tm)s ey GnlT1, oy T))-

Sean ay,...,a, € A elementos arbitrarios y definamos b, = ¢;(a,...,a,), para todo i =

1,...,n. Entonces

(o(f(z1,. . xn))(ar, - yam)) = (flgi(zr, oo xm), ooy Gn(@r, oy Tm)) (@, -y )
(gi(ar, ... am), .., gnlar,...,am))
(

bi,....by).

f
f

Como f € Id(A), se tiene que f(by,...,b,) =0, pues b; € A. En consecuencia,

(p(f(z1,. . xn)) (a1, -y am) = f(br,...,b,) =0,

ast, o(f(z1,...,2,)) € Id(A). Por lo tanto, Id(A) es un T-ideal de F(X). O

Proposicion 2.2.5. El conjunto 1d( A) de identidades polinomiales para un dlgebra A es un T-ideal
de F(X). Mds aiin, si I es un T-ideal de F(X), entonces existe algiin dlgebra B tal que 1d(B) = 1.

Demostracion. Sea I un T-ideal de F(X), y definamos el dlgebra A = F(X) /I, queremos probar
que [ =Id(A).
= Veamos que I C Id(A). Sea f = f(z1,...,x,) € I. Probemos que f(g1,...,0,) = I para
cadag; = g; + I, donde g; € F(X) coni = 1,...,n. Entonces:

f@1 - gn) =fn+1,...,9.+ 1)
:f(gla"'7gn>+]7

Como I es un T-ideal de [F(.X'), entonces para todo ¢ € End(F(X)) se tiene que p(I) C I.
En particular, consideremos el endomorfismo ¢ : F(X) — F(X) dado por ¢(z;) = g; para

todoz = 1,...,n. Entonces:

f@1, - Gn) =f(p(@1), - plan)) + 1
=p(f(x1,...,20))+ 1

pues o(f(x1,...,x,)) € I. Porlo tanto, f € Id(A).
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» Veamos que Id(A) C I. Sea f = f(xy,...,2,) € Id(A), entonces f(71,...,0,) = I para
todo g1, ...,0, € A =TF(X)/I. En particular, consideremos g; = x; + I, luego

I=f(xy+1,...,2,+ 1)
I =f(x,...,2,) + 1,
y de ahi, se tiene que f(z1,...,x,) € I.
0
Observacion 2.2.6. Si [ es un T-ideal de F(X), el digebra A = F(X) /I satisface que I = Id(A).

Definicion 2.2.7. Dado S un subconjunto de F(X). El T-ideal generado por S, denotado por (S)r,

se define como la interseccion de todos los T-ideales que contienen a S; es decir,

(S)yr=[1,

con I un T-ideal.

Definicion 2.2.8. Dados S un subconjunto de polinomios de F(X) y [ € F(X), diremos que f es

consecuencia de S si f € (S)r.

Proposicion 2.2.9. El T-ideal generado por un subconjunto S C F(X) estd dado por
(S)r = {Zpifi(hila coohi)ai | fi €8, pishay, g € F(X) }
Demostracion. Sea
G = {Zpifi(hila coohi)ai | fi €8, pishay, g € F(X) }v

queremos ver que G = (S)7. Note que si S = &, entonces (S)r = (0) y asi mismo G = {0}, con
lo cual es trivial la igualdad. Suponga S' # &, veremos que G es un T-ideal que contiene a .S.
Si f € S entonces

f=1-f(z1,...,2,) -1 €G,

es decir, S C G. Ahora, veamos que G es una subdlgebra de F(X). Sean

m l
U = szfz<h11; R hln)QM v = ijfj(hjl, R hjn)Qja
=1

J=1
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tales que u,v € G. Asi:

U-I-U:Zpifi(hil,... in )i +Zp,f] dus e NG
i=1

7=1

la cual es una suma de términos del mismo tipo, por lo que © + v € G. De manera similar, el

producto entre términos tiene la forma
!
uy = Zpifi(hil, o hi)aipsfihy s hy, ),
%]

y dado que se cumple que gp; fi(hj,,...,h;,)q € F(X), lo podemos reescribir como g;; =
qipi fi(hj s - . hy,)gq;, ast:

uv_zpzfl (RIS zn)qU GG

por lo tanto, G es una subdlgebra de F(X'). Para ver que GG es un ideal, note que para g € F(X) se

tiene que:

gu:zgpzfz(hzly szfz i1y zn)% EG
=1

andlogamente se demuestra que ug € G, luego G es un ideal bilateral. Finalmente, veamos que GG
es un T-ideal. Sea ¢ € End(F(X)), note que:

= (szfz SRR Zn ) Z(szfz AREEERE zn>QZ]
= Z o) elfilhi, - hi,)le(a) = Z (i) filp(hiy), -« - p(hi,))p(qi)

y dado que ©(p;), ©(hs;), ©(q;) € F(X) entonces, vale que:

szfz (oo k)€ G,

por lo tanto, G es un T-ideal de F(X') que contiene a S, ademds, por definicién (S)7 es el menor
T-ideal que contiene a S, es decir, (S)r C G.
Para la contenencia reciproca consideremos / un T-ideal tal que S C I, queremos ver que G C [.

Si fi € S, entonces f; € I,y dado que es un T-ideal entonces para cualquier h;; € F(X) se tiene



IDENTIDADES POLINOMIALES Z,-GRADUADAS SOBRE UT(FF) 32

que: fi(hi,, -+ ,h;,) € I,y por ser ideal bilateral entonces
plfl(h’Ll) R hln>q1 6 [

para cualesquiera pi, ¢; € F(X), ademds, cualquier suma finita de tales elementos pertenece a I,

en particular, G C I, y dado que [ era arbitrario entonces:

GC()I=(Sr

Scr
por lo tanto, (S)r = G. O

Definicion 2.2.10. Dos conjuntos de polinomios serdn llamados equivalentes si generan el mismo
T-ideal.
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3. Algebras graduadas

Dado un grupo arbitrario, podemos clasificar los elementos de un dlgebra en subespacios vec-
toriales no triviales, donde a cada subespacio vectorial le corresponde un elemento del grupo.
En este capitulo introduciremos el concepto de dlgebras graduadas, esta estructura nos permitird
estudiar con mayor detalle propiedades del dlgebra a través de sus componentes homogéneas. Un
aspecto fundamental que se destacard es que muchas de las definiciones centrales del dlgebra, ta-
les como ideales, homomorfismos e identidades polinomiales, entre otras; admiten formulaciones
andlogas en el contexto de dlgebras graduadas. En esencia, estas nociones conservan su significado
estructural, pero se adaptan para respetar la graduacion, lo que da lugar a conceptos como ideales
graduados, homomorfismos graduados e identidades polinomiales graduadas, entre otras. Presen-

taremos los resultados principales a tratar basados en las definiciones de Giambruno y Zaicev en

[3].

3.1 G-graduaciones

Definicion 3.1.1. Sea G un grupo, se dice que un dlgebra A es G-graduada si puede escribirse

como una suma directa de subespacios propios no triviales A9 C A, esto es

A= @A(g)’

geG

tales que AWAM C AU para todo g,h € G. Los subespacios A9 se llaman componentes

homogéneas de A.
A continuacién se presentan algunos ejemplos de dlgebras GG-graduadas.

Ejemplo 3.1.2. Sea A un dlgebra arbitraria y sea G = Zy = {0, 1}. Consideremos los subespa-
cios de A dados por:
AV = Ay AW = {04},

donde 04 es el elemento neutro del dlgebra. Entonces, podemos probar que A = A® @ AW es

una dlgebra 7Zs-graduada, denominada graduacion trivial.

En efecto, note que AYNAM = AW = {04}, y ademds, todo elemento a € A puede escribirse
como a = a'® + a4, donde 0¥ =a € A yaM =0, € AY, de donde, A = A© P AD), Para

ver que AW AM C AW+ potemos que:
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Sean a!”, 4 € A® = A entonces:

a§°)a§0) c A= A0,
Asi, A© A0 C A0+0) — A(0)

Sean al” € A©, gV € A®  tales que a{”) = 04, entonces:

a&o)agl) = a§°) 04 =04 € AD.
En donde, A@AM C A0+ — A(),

Sean a!” € AW tales que al" = 04, )" € A© entonces:

aVal” =040l =04 € AW,
Asi, ADAO) C A0+0) — A1),

Sean agl), agl) c AW tales que agl) = aél) = (04 entonces:

aPaf =0, 04 =0, AV NACA=AO

En donde, AW AN C A0+D = A©)
Por lo tanto, toda dlgebra A puede ser graduada trivialmente bajo Zs.

Ejemplo 3.1.3. Sea A = UT,(F) el dlgebra de las matrices triangulares superiores de orden dos,
sea G = Zy = {0, 1} un grupo, y denotemos por E;; la matriz elemental donde la entrada ij-esima
es 1y las demds 0, entonces A = A P AW tiene estructura de dlgebra graduada al considerar

los subespacios de A dados por:

A = Span{E, By} = {(g O> | a,ce F}
c
b
I

A esta graduacion se le conoce como graduacion canénica de UTs(TF) con el grupo 7 o simple-

mente 7.y-graduacion candnica, y diremos que U'T»(F) es Zo-graduada.



IDENTIDADES POLINOMIALES Z,-GRADUADAS SOBRE UT(FF) 35

En efecto, veamos que A0 N AL = {0}. Por otro lado, para toda

X = (g i) € UTy(F)

1 1
oot O) (0 Hoo?
00 00 0 1

tenemos que:

es decir, X = (aFy; +bE13) + cEa, endonde X©) = aFy 4+ cEy € Ay X1 =pE, € AD),
asi X = X©O @ XDy por lo tanto, se tiene que UT(F) es una suma directa de los subespacios
AO y AW es decir: UTy(F) = A© @ AWM, ahora debemos probar que A9 A" C AW+h) para

toda g, h € Z,. Seax € A9 y e AM entonces por casos se tiene que:

= Consideremos X{O),XQ(O) e A entonces Xl(o) = aF; + BFEx»y Xéo) = YE11 + 6Fx

entonces:

Xl(O)XQ(O) = (OzEll + BEQQ)(’}/EH -+ 5E22) = Oé")/Ell + 66E22 S A(O),

de donde tenemos que: A A0 C A(0+0) — 4(0),

= Consideremos Xl(o) e AO) X{l) e AW entonces Xl(o) = aFy + BBy y Xfl) = \Fiy

entonces:
Xl(O)Xfl) - (aE11 —|— BEQQ)()\Elg) - Oé)\Elz 6 A(l),

asi A@AM C A0+ — A1)

= Consideremos X{l) e AD), Xl(o) e A entonces X{l) = \Eby Xl(o) = al + BEy»

entonces:
Xfl)Xl(O) = (AEy2)(aEyy + BEy) = A\BE, € Am,

de donde tenemos que: A A0 C A1+0) — 4(),

= Consideremos Xfl), X2(1) e AW entonces Xl(l) =\ y Xz(l) = aF;5 entonces:

Xfl)Xél) = (AE12)(aE)p) =0 € A,

asi AW AWM C A0+ = A(0)

Por lo tanto, UT;(FF) es Zy-graduada.

Ejemplo 3.1.4. Sea A = M,(F) el dlgebra de las matrices cuadradas de orden dos, y sea G =

Zy = {0, 1}, entonces A = AO @ AW tiene estructura de dlgebra graduada si consideramos los
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subespacios de A dados por:

0
A(O) = Span{Ell, EQQ} = { (g d) ‘ a, de ]F}
AY = Span{FE\s, F9 } = 0 | byceF
C

A esta graduacion se le conoce como graduacion tipo bloques de 7., y diremos que M (F) es

Zo-graduada.
Omitimos la prueba, pues es andloga al Ejemplo[3.1.3]
Observacion 3.1.5. Toda dlgebra 7Z»-graduada es también llamada superdlgebra.
Definicion 3.1.6. Sea A un dlgebra G-graduada y sea I un ideal de A, diremos que I es un ideal

I = @[(g)

geG

G-graduado si

donde 19 = I N AY). Es decir, I es un ideal graduado si todo b € I se puede escribir en la forma

h— Zb(g)

geG

donde b9 € I'9 para todo g € G.

Proposicion 3.1.7. Sea A un dlgebra G-graduada y sea I un ideal G-graduado de A, entonces

A/l = @(A(g)/[(g))

geG

es un dlgebra G-graduada, denotada por A" /I donde (a + )9 = a'9) + [9).

Demostracion. Sea a + I € A/I entonces:

a+[:Za(g)+Z[(9):Z(a(g)+[()) Za+[ g)e@ (@) /@)y,

geG geG geG geG geG
La contenencia reciproca es andloga. [

Definicion 3.1.8. Sean A, B dlgebras G-graduadas tales que:

A:@A(g) y B:@B(g)

geG geqG
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Diremos que ¢ : A — B es un homomorfismo de dlgebras G-graduadas si es un homomorfismo

de dlgebras y ademds:
gp(A(g)) c BW

para todo g € G.

Sea G un grupo, para cada g € G sean X {xl ,a:2 , ...} conjuntos numerables fini-
tos. Para X = U, X9, consideremos el dlgebra libre F(X), libremente generada por X. Una

variable # € X es de grado homogéneo ¢ si z € X9 . El grado homogéneo de un monomio

ngl) . -xl(-i”) € F(X) se define por g1g» - - - g, € Gy su grado total es n. Se denota por F({ X)) al

subespacio de F(X') generado por todos los monomios de grado homogéneo g. Note que

— @F<X (9)

geG

y ademds, F(X)9WF(X)" C F(X)W" para todo g,h € G. Por tanto, F{X) es un lgebra G-
graduada, denotada por [F(X)9"

Definicion 3.1.9. F(X)9" es el dlgebra libre G-graduada.
A continuacién se presentan algunos ejemplos de polinomios GG-graduados.

Ejemplo 3.1.10. Sea G =17, = {0, 1} y sea ]F<X> el dlgebra libre asociativa sobre el conjun-
to X = XO U XD donde X9 = {x(g x2 ,...} para todo g € Zs. Entonces F(X)9" =
F(X) O @F(X)V es una Z,-graduacion. Note que el polinomio f € F(X)9" dado por:

0 1 0 0 1 0
o, a0, 80 80, a7) = a0 1 o)

es suma de los monomios:

s f = xgl) :Ugo)xg )wg 331 ) de grado homogéneo 1y grado total 5.

n fo= x(zl)x(ll)xgo de grado homogéneo 0y grado total 3.

Ejemplo 3.1.11. Sea G un grupo y sea f € F(X)9" un polinomio dado por:
f= f(xg‘”), x§93)7 xé 91) Iég2) x:(gg3)) _ l‘ggl)l‘g )xgga) + l,(93) ggs) + xégz)xggl)
Podemos observar que el polinomio f € F(X)9" es suma de los monomios:

s f = 229289) de grado homogéneo g1g1gs y grado total 3.

. fy =2l §~"3) de grado homogéneo gs3g3 y grado total 2.
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s fy = 229 de grado homogéneo gog: y grado total 2.

Proposicion 3.1.12. El dlgebra F(X)9" cumple con la propiedad universal de dlgebras G-graduadas,
es decir, para toda dlgebra A G-graduada y cualquier funcion f : X — A existe un tinico homo-

morfismo de dlgebras G-graduadas ¢ : F(X)9" — A tales que el siguiente diagrama conmuta:
X —— F(X)9

~

)

¢

donde i es la funcion inclusion.

La demostracidn es andloga al caso no graduado, pues todo homomorfismo respeta graduacio-

nes.

(@) 29y e F(X)9". Diremos

11 T

Definicion 3.1.13. Sea A un dlgebra G-graduada y sea f(x

que f = 0 es una identidad polinomial G-graduada para A si

flal, . a(g”)) =0,

1

para toda agf’“) c Al
Si A satisface una identidad polinomial G-graduada no trivial, diremos que A es una PI-

dlgebra G-graduada.
A continuacién se presentan algunos ejemplos de identidades polinomiales G-graduadas.

Ejemplo 3.1.14. Sea A = UT5(FF) el dlgebra de todas las matrices triangulares superiores de
ordendosy sea G = Zy = {0, 1}, y consideremos la Z,-graduacion candnica de UT,(FF), entonces
el polinomio

filay? o) = 2y,
es una identidad polinomial Zs-graduada para UT,(F).

En efecto, sean Ml(l), Mz(l) € AW es decir:

0 b1 1 0 b2
M(l): M(): :
! (0 0) y 0 0
0 b\ [0 b 0 0
MO, Oy = 1 2) _
S, My 0 0/\o o 0 0
0.

Es decir, para toda M;", M{" € A% se cumple que f;(M;", M") =

entonces
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Ejemplo 3.1.15. Sea A = UT,(F) el dlgebra de todas las matrices triangulares superiores de
ordendosy sea G = Zy = {0, 1}, y consideremos la Z-graduacion candnica de UT,(F), entonces

el polinomio
0) (0 0) (0 0) (0 0) (0
fg(xg ),xg )) = [a:§ ),xg )] = xg )xg ) wé )xg ),

es una identidad polinomial Z»-graduada para UTy(F).

En efecto, sean ]\41(0)7 MQ(O) € A0 es decir:

0 0
Ml(o) _ ay y MQ(O) _ a2 ’
0 C1 0 Co

entonces

[ a2 0 201 0 - 00
0 co 0  cacg 0 0

Es decir, para toda MI(O), MQ(O) € A ge cumple que fg(Ml(O), M2(0)) = 0.

Ejemplo 3.1.16. Sea A = UTy(F) el dlgebra de todas las matrices triangulares superiores de
orden dosy sea G = 7y = {0, 1}, y consideremos la Z»-graduacion candnica de UT,(F), entonces

el polinomio

0 0 0 1 1 0) (0 1 0 1
a2, 20,0, 0 289) = o0 r0 a0

es una identidad polinomial Z»-graduada para UT,(F).

En efecto, parat = 1,2,3y j = 1,2 sean

M-(O): a; 0 y MO): 0 bj
‘ 0 ¢ I 0 0
entonces

b b
f(Ml(O); M2(0)7M§0), ]\41(1)7 Mg(l)) _ aq 0 as 0 0 1 as 0 0 9
0 C1 0 Co 0O 0 0 C3 0 0

(o0

~\o o

Es decir, para toda M\ M{” M® € A©,y para toda MV, MY € AD se cumple que
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FOLD M M0 20 27) = 0

Definicion 3.1.17. Sea A un dlgebra G-graduada, denotaremos por 1d?" (A) al conjunto de todas

las identidades polinomiales graduadas de A, es decir:
r _ (91) (gn) r (91) (9n)y _ (9x)
17 (A) = {f(z)", ... 2 0) e (X)) | fla)", ... a;0") = 0,V e A}

Observacion 3.1.18. Note que se tiene que 1d(A) C 1d?"(A) dado que para | € 1d(A) se cumple
que f(ay,...,a,) = 0 para toda ay,...,a, € A, asi en particular se tiene que [ es identidad
polinomial para toda G-graduacion de A 'y por lo tanto f € 1d"(A). Sin embargo, podemos
ver que la contenencia reciproca no se cumple, por ejemplo, para el dlgebra UT,(F) con la Zo-
graduacion candnica el polinomio f, (x§”, xél)) = xgl)arél) es una identidad polinomial Z,- (ver
Ejemplo 3.1.14)), pero en general el polinomio f(xq,xs) = 129 no es una identidad polinomial
5 —12 31
para UTy(F), por ejemplo, para X, Y € UTy(F) con X = _ ) Y = <O 2) se tiene
15 —19

que f(X,Y) = (0 B ) 40

3.2 Polinomios multilineales

Se denomina polinomio multilineal a aquel polinomio que es lineal en cada una de sus varia-
bles de manera independiente, es decir, cada una de sus variables es de grado uno, lo cual permite
descomponer y analizar su estructura con mayor precision. La importancia de los polinomios mul-
tilineales en las PI-dlgebras radica en que cualquier identidad polinomial puede reducirse mediante

polinomios multilineales.

Definicion 3.2.1. Un polinomio f = f(x1,...,z,) € F(X) es homogéneo de grado d; en x; si
todos sus monomios tienen grado d; en x;. Si ademds [ es homogénea para toda x; diremos que
f es multihomogénea. Si f es multihomogénea y cada variable x; es de grado uno diremos que f
es multilineal. Se denota por P, al subespacio de F(X) de todos los polinomios multilineales de

grado n. Finalmente, denotaremos por deg,. f al grado de f en la variable x;
Ejemplo 3.2.2. Para los siguientes polinomios se tiene que:

w f(z,y,2) = zyz es multilineal.

w f(z,y,2) = 3zyz + 2zyx es multilineal.

w f(z,y) = ya® — y3z2® es homogéneo en la variable x de grado 2.
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» f(x,y) = 2%y — byx? es multihomogéneo de multigrado (2,1).

Observacion 3.2.3. Note que P, es generado por los monomios T(1)To(2) - - - To(n), donde o € S,

y S, es el grupo de permutaciones de {1,2, ... ,n}; es decir,
P, = Span{$o(1)x0(2) - To(n) ’ o € Sn},

y dim(P,) = n!. Por ejemplo, P3 = Span{zyz, xzy, yxz,yzx, zzy, zyx}, con dim(P3) = 3! = 6.

Observacion 3.2.4. Si f = f(x1,...,x,) € F(X) es multilineal, entonces f tiene la forma
f(l‘l, o, Z A xa(l) Jjg(n
UESn
donde \, € F.

Proposicion 3.2.5. Sea A una F-dlgebra generada como un espacio vectorial por un conjunto
B sobre F. Si [ es un polinomio multilineal que se anula en B, entonces f es una identidad

polinomial para A.

Demostracion. Sea f = f(xy,...,x,) un polinomio multilineal que se anula en B. Es decir, para

todo by, ...,b, € B setiene que

f(by, ..., b,) =0.
Probaremos que f es una identidad polinomial para A. Sean a4, ...,a, € A. Como B generaa A
como un espacio vectorial, entonces cada a; € Acon j = 1,...,n puede escribirse en la forma

mj
aj = E )\jz]bjlj7
i;=1

donde \j;;, € Fy by, € B. Como f es multilineal, al reemplazar las descomposiciones y usar la

linealidad sucesivamente en cada variable obtenemos que:

flai, ... a,) = f (Z Aiibiiy -y Z Aninbmn> ,

i1=1 in=1

— Z Z )\1“ . . mn b1i17 - 7bnin)v

11=1 in=1

mi,...,Mn

= Z )\111 c nznf(bli17 o 7bnin) = O,

U1 yeensin=1
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dado que f(b14y,-..,bn;, ) = 0en B tenemos que

flay,...,a,) =0.

Por lo tanto, f es una identidad polinomial para A. 0

Dos resultados clasicos de la teorfa de PI-dlgebras son los mostrados en la Proposicién[3.2.6]y
el Teorema

Proposicion 3.2.6. Sea A una F-dlgebra con dim(A) < n, entonces A satisface la identidad

estandar de grado n dada por:

St,, = Z (—1)U.Io.(1)l'o-(2) e To(n)s

oESy

donde (—1)7 es el signo de o.

Ejemplo 3.2.7. Considere el dlgebra A = C sobre el cuerpo R, como
dlmR(C> = 2,

se tiene que dim(A) < 3, entonces por la Proposicion se tiene que A satisface la identidad

estdandar de grado 3, es decir,
Sty = Z (1) Z6(1)T02)Ta(3),
o€ES3

desarrollando la suma se tiene que

Sts(x1, g, T3) =XT1T2T3 — T1XT3Ty — TaT1T3

+ ToX3X1 + T3T1XLy — T3ToXq.

Puesto que el producto en C es conmutativo, todos los productos anteriores coinciden, de modo
que

Stg(‘rl,l’g,x3> = (1 —1-1+141- 1)$1I2$3 =0.
Por consiguiente, C satisface la identidad estdndar de grado 3.

Teorema 3.2.8. (Teorema de Amitsur y Levitzki). Sea A = M,,(IF) el dlgebra de matrices n x n,

entonces el polinomio estandar de grado 2n dado por:

Ston = Z (—=1)7To)To(2) * * * To(2n)

O’ESQTL
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es una identidad polinomial para M, (IF). En particular, es el polinomio estdndar de menor grado

que satisface el dlgebra de matrices de orden n.

El siguiente teorema garantiza que, sobre un cuerpo con un numero suficiente de elementos,
toda identidad polinémica puede descomponerse en sus componentes multihomogéneas, las cuales
contindan siendo identidades del dlgebra. Esta propiedad permite restringir el estudio a polinomios
multihomogéneos sin pérdida de generalidad y constituye una herramienta esencial en la demostra-
cion del teorema principal de este trabajo, donde se determinara un conjunto generador del T»-ideal

de identidades polinomiales graduadas de UT5(IF).

Teorema 3.2.9. Sea A un dlgebra arbitraria y F un cuerpo con mds de n elementos. Si f = 0 es
una identidad polinomial para A entonces cada componente multihomogénea de f es también una

identidad polinomial para A.

Demostracion. Sea f = f(xy,...,2,) € F(X) una identidad polinomial para A, fijemos la varia-

ble x, y descompongamos f(z1, ..., x,) de forma que:

d

flzy,... x,) = Zfi(m,...,xn),

=0

donde f; es homogéneo de grado 7 en la variable z; y d denota el maximo grado con el que la

variable x; aparece en f. Queremos ver que f; € Id(A) paratodoi = 0,...,d. Sean \g, A1,..., \g
elementos dos a dos distintos de F, y dado que f; es homogéneo de gradozenx; conj =0,...,d
entonces

fi(>\jx17 s axn) = )\;fz(l'la s 7xn)7
es decir

d
f()\jxl, ce ,l’n) = Z A;fz(xl, . ,In)
1=0

y dado que f € Id(A) entonces f(\jaq,...,a,) =0paratodoay,...,a, € Aytodoj =0,...,d.

Asi, tomando a4, . . . ,a, € A arbitrarios, y definiendo f; = fi(ay,...,a,) se obtiene el sistema

d
Z)\;f,;zo con j=0,...,d,
i=0
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es decir,

(

Aofo+Afid -+ Mfa=0,
Mo+ XA+ -+ X fa=0,

| Aafo+Aafi+ -+ X fa= 0.

luego, de forma equivalente

1A o M (S 0
LA A | A 0
1AL - M)\ 0

el cual tiene como matriz de coeficientes a la matriz de Voldermonde

1 XA X2 oo M
1 A A2 o M
1 A A2 - N

donde, al calcular su determinante se obtiene que

det(A) = J[ =)

0<i<j<d

el cual es no nulo, pues los A, son distintos dos a dos y, por lo tanto, el sistema es homogéneo con

solucion tunica (la trivial), es decir, f; = 0 paratodo ¢ = 0, ..., d. luego, dado que los a4, ..., a, €
A eran arbitrarios, se deduce que f;(ai,...,a,) = 0 paratodo ay,...,a, € A, yasi f; € Id(A).
O

Ejemplo 3.2.10. Consideremos UTy(R) = AQ @ AW con la Z,-graduacion candnica y sean

x§°) =, mgo) = 1o, x(ll) = 2,y consideremos el polinomio

FY1, Y2, 2) = y12y22 + 212 + 2Y1Y2 — 2Ya¥1 + (Y1, Yo
}r v (. }’ N f )
2 1 0

note que este polinomio puede ordenarse como suma de sus componentes homogéneas segiin el

grado de la variable z, donde

f=fa+ fi+ fo,
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al evaluar el polinomio se obtiene que f(y1,y2,2) = 0, es decir, es una identidad polinomial
graduada de UTy(R) y por el Teorema entonces cada f; con 1 = 0,1,2 es también una

identidad polinomial graduada.

Teorema 3.2.11. Si el cuerpo es de caracteristica cero, entonces cada identidad polinomial f =

f(z1,...,x,) es equivalente a un conjunto de identidades multilineales.

Demostracion. Por el Teorema [3.2.9 el polinomio f es equivalente al conjunto de sus compo-
nentes multihomogéneas, por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que f =

f(z1,...,x,) es multihomogéneo, y ademds, es de la forma

d

flzy, ..., zn) = Zfi(m,...,xn),

=0

donde d es el mayor grado de la componente homogénea f; del polinomio f en la variable x;. Note
que si d = 1 entonces f es lineal en x; y por lo tanto es trivial, supongamos entonces que d > 1.

Considere la sustitucién z1 — y; + vy, de ahi que

d

f(yl +y27x2a s 7'In) = Zfi(ylay%x?) cee axn)a
=0

donde cada f; es homogéneo de grado 7 en y; y de grado d — ¢ en ys, y conserva los grados en las

demas variables. Evaluando en y; = ¥, se obtiene

d
fQRyr, @2, .. 2y) = Zfi(y17yly$27 ey ),

1=0

por otra parte, como f es homogéneo de grado d en x; entonces

fQuyr,xe,...,x,) = 2df(y1,x2, Ce sy T),

luego, por el teorema del binomio se tiene que

y por consiguiente:

2df(y17x27 e 7xn) = Zfi(yhylax% s 7‘7;71)7

1=0
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es decir,
4 /d d
Z <i)f(y1,$27 Ce ,.ﬁl}'n) = Z fi(l/l,@/l, To, ... ,I‘n).
i=0 i=0
y por lo tanto, para todo ¢ = 0, ..., d tenemos que

d
(i)f(ylam% S 7'7;?1) = fi(yhyl’x% R 7$n>7

finalmente, dado que Char(IF) = 0 entonces (f) # (0 para todo ¢ = 0,...,d. Por lo tanto, f es
consecuencia de f; coni = 1,...,d — 1, donde f; tiene grado 7 en y; y grado d — 7 en ¥s, por
lo que, al menos una de ellas es de grado menor a d. Note que repitiendo este procedimiento para
cada variable cuyo grado sea mayor que 1, y aplicando induccién sobre el grado total, se obtiene
un conjunto finito de polinomios que son lineales en cada variable. Por lo tanto, f es equivalente a

un conjunto finito de polinomios multilineales. [
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4. Graduaciones e identidades graduadas sobre UT5(F)

El estudio de las dlgebras graduadas y sus identidades polinomiales graduadas constituye una
extension natural de la teorfa de identidades polinomiales en dlgebras. En este contexto, las gradua-
ciones por grupos permiten descomponer un dlgebra en componentes homogéneas, introduciendo
una estructura adicional. En este capitulo se analiza el caso del dlgebra UT5(F) de matrices trian-
gulares superiores de orden dos sobre un cuerpo F. Este ejemplo resulta de suma importancia ya
que permite ilustrar de manera clara la interaccion entre la estructura graduada y las identidades
polinomiales.

El desarrollo de este capitulo se basa en el trabajo de A. Valenti en [2], en donde se estudian las
identidades graduadas de UT5(IF) y se establecen resultados en este contexto. En particular, se uti-
liza el hecho de que toda G-graduacion sobre UT;(IF) es, salvo isomorfismos, trivial o candnica,
lo cual permite reducir el andlisis a un nimero finito de casos esenciales. A partir de esta clasifica-
cidn, se procede al estudio de las identidades polinomiales graduadas del dlgebra. En particular, se
describen los polinomios que generan el Ty-ideal de identidades graduadas, denotado por 1d¢"(A).
Este ideal estd formado por todos los polinomios graduados que se anulan bajo cualquier evalua-
cién compatible con la graduacion del dlgebra, y su caracterizacion permite comprender con mayor

profundidad la estructura algebraica de UT5(IF).

4.1 Graduaciones en UT5(IF)

En adelante asumiremos que todo cuerpo [F es un cuerpo de caracteristica cero, es decir,
Char(F) = 0.

Definicion 4.1.1. Sea G un grupo arbitrario’y A un dlgebra. Diremos que A tiene una G-graduacion

trivial si

A€ =4 y AW = {0},
donde e es el elemento neutro de Gy g # e.

Definicion 4.1.2. Sea G un grupo arbitrario, diremos que UT,(F) tiene una G-graduacion ca-
nonica si existe g € G, g # e, tal que UTy(F) = B @ BY, donde B\® = FE,; + FEq, y
B —TF Eis

Ejemplo 4.1.3. Sea G = 7Z,4, note que el dlgebra UT,(F) satisface una 7Z4-graduacion candnica

si consideramos los subespacios

(UTy(F) O =FEy, +FEy», y (UTy(F)V =FE);,
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y los demds componentes son nulos, es decir,
(UTy(F)® = (UTy(F))® = 0.

Teorema 4.1.4. Cualquier G-graduacion de UT,(IF) es, salvo isomorfismos, trivial o candnica.

La demostracién se basa en considerar una descomposicion graduada de la forma

UTy(F) = @ A9,

geG

y analizar cémo pueden ubicarse los elementos de una base del dlgebra dentro de las componentes
homogéneas. A partir de esta descomposicion, se estudian las posibles dimensiones de las com-
ponentes y se procede por casos. Este andlisis restringe los casos posibles y conduce a que, salvo
isomorfismos, solo pueden presentarse dos tipos de graduaciones: la trivial y la canénica. Para una

demostracion detallada ver [9]].

A partir de este momento, consideraremos el dlgebra UT,(IF) con la Z-graduacién candnica
dada en el Ejemplo [3.1.3] Ademds, de la Definicién [3.1.9] podemos considerar el dlgebra libre
Zo-graduada F(X)9" sobre el conjunto de variables X = Y U Z, donde Y = {y1,92,...} y
Z = {z,2,...} tales que Y N Z = &, y las variables y; € Y son de grado homogéneo 0,
mientras que las variables z; € Z son de grado homogéneo 1.

Asi se obtiene la descomposicién graduada
F(X)7 =F(X)O PFX), (4.1)

donde F(X)(© denota el subespacio generado por los monomios de grado homogéneo cero, es
decir, aquellos en los que el numero total de variables provenientes de Z es par. De manera andloga
F(X)® corresponde al subespacio generado por los monomios homogéneos de grado uno, es

decir, aquellos en los que el ndmero total de variables de Z es impar.

Ejemplo 4.1.5. Sea G = Zy y sea F(X)9" una superdlgebra, tenemos que el monomio y1ysz1y322
es de grado homogéneo 0 € Zo, mientras que el monomio z1z>Y, 23 es de grado homogéneo 1 €
Zo. Ademds, podemos notar que el primer monomio tiene un niimero par de apariciones de las
variables de Z, mientras que el segundo monomio tiene un niimero impar de apariciones de las

variables de Z.

De la Proposicién [3.1.12] si consideramos el grupo G = Zs y el conjunto X = Y U Z ten-
dremos que para cualquier funcién f : Y U Z — A que preserve graduaciones existe un unico
homomorfismo de superdlgebras ¢ : F(X )9 — A.
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Definicion 4.1.6. Sea F(X)9" el dlgebra libre asociativa G-graduada. Un ideal I C F(X)9" se
denomina Ts-ideal si es invariante bajo todos los endomorfismos graduados del dlgebra libre, es

decir, si para todo endomorfismo graduado
p: F(X)7 = F(X)7,

se cumple que (1) C I.

Equivalentemente, se puede definir un Ts-ideal como un ideal cerrado bajo endomorfismos de
variables que respetan la graduacion, es decir, endomorfismos que envian variables homogéneas

en elementos homogéneos del mismo grado.

Proposicién 4.1.7. Sea A = AQ @ AW un dlgebra Z,-graduada, entonces el ideal
1d¥(A) = {f e F(X)?" | f=0en A},

es un Ty-ideal de F(X)9".

Demostracion. Sea 1d®"(A). Para probar que [ es un Ts-ideal de F(X)9", basta verificar que es un
ideal bilateral y que todo endomorfismo graduado preserva graduaciones.

La verificacién de que [ es un ideal bilateral de F(X)9" es andloga al caso no graduado (ver
Proposicion[2.2.2)), ya que la evaluacién de productos de polinomios en A respeta la multiplicacién
del 4dlgebra y la estructura de la graduacion.

Vamos a probar que para todo endomorfismo graduado ¢ € End(IF(X)97"), se tiene que
p(Id*(A)) € 1d*(A).

Sea f(y1,.--,Yr,21,.-.,25) € 1d®"(A), donde las variables y; son de grado homogéneo 0, para
todaz = 1,...,r y las variables z; son de grado homogéneo 1, paratoda j = 1,...,s. Yseap €
End(F(X)¢") un endomorfismo graduado arbitrario. Vamos a probar que o (f (Y1, - -, Yr, 21, - -, 25)) €

Id®"(A). Como ¢ preserva graduaciones, podemos definir ¢ de la siguiente manera

W) = 9iWirs - Yins Zis - %) Y 2(25) = hi(Yiys o s Wi Ziis - o5 Zjm )

donde los g; son polinomios de grado homogéneo 0 paratodai = 1,...,r y los h; son polinomios

de grado homogéneo 1 paratoda j = 1,...,s. Asi, como ¢ es un homomorfismo tenemos que

@(f(yh e Y 21y, ZS)) :f(SO(yl), ce 730(yr)7 ¢<Z1>7 s 730(’%))
:f(gl, -y Gr, hl, ceey hs)
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. € A(O) y bl‘l,...7b
Cc, = gi(aila---aainabiu---7bim) - A(O) y dj = hj(ail,...,ain,bil,...,bim) € A(l) para todo

Sean a;,,...,q; € AW elementos arbitrarios del lgebra y definimos

im

i=1,...,ryj =1,...,s Denotando por (a,b) la n + m-tupla (a;,,...,a;,,b;,...,b;,) de

elementos de A, tenemos que ¢; = g;(@, b) y d; = h;(a,b). Luego

(f(g1- -+ 9rs Py, hs))(@, D)
I
i

(@(f(ylv sy Yrs 21, 7ZS>))(67[_)>

q1(@,0),...,9-(@b), h(a,b

C1, ..7Cr,d1,...7d8>.

Como f € 1d®"(A), entonces f(ci,...,¢p,dy, ..., ds) = 0 paratodo c; € A® yd; € AV, De ahi
que
gO(f(CLil, Ce Jain7bj17 e ,bjm)) = f(Cl, e ,Cr,dl, e ,ds) = 0

Por lo tanto, Id®"(A) es un Ts-ideal de [F(X)9". O

Definicion 4.1.8. Sea S un subconjunto de F(X)9". Definimos (S)7, como la interseccion de
todos los Ty-ideales de F(X)9" que contienen a S. Equivalentemente, (S), es el menor Ty-ideal

que contiene a S.

Proposicion 4.1.9. El Ty-ideal generado por un subconjunto S C F(X)9" estd dado por

i1 i ("j) i r
(S)g, = {Zpifi(hgf LN | fie S b e (X)) py,qr € F(X)? }

L

La demostracion es andloga a la Proposicion [2.2.9

Observacion 4.1.10. El To-ideal generado por un subconjunto S del dlgebra libre asociativa gra-
duada contiene, en particular, a todos los elementos de S. Ademds, a partir de estos generadores
f € S, se pueden obtener nuevos elementos del To-ideal mediante tres operaciones: multiplica-
cion por elementos del dlgebra libre tanto por la izquierda como por la derecha, combinaciones
lineales y, fundamentalmente, la aplicacion de endomorfismos graduados. De esta manera, es po-
sible reconocer si un polinomio pertenece a (S)r, construyéndolo a partir de los elementos de S

usando estas operaciones, sin necesidad de recurrir directamente a la Definicion 4.1.5]

4.2 Identidades graduadas en U7, (IF)

En esta seccion estudiaremos las identidades polinomiales Z,-graduadas de UT»(IF) con su Zs-
graduacién candnica dada en el Ejemplo [3.1.3] Sabemos de los Ejemplos [3.1.14] y [3.1.15| que los

polinomios fi(z1,22) = 2122 ¥ fa(y1,%2) = [y1, y2] son identidades polinomiales Z,-graduadas
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para UT5(F) y probaremos que estos generan el Ty-ideal de identidades graduadas de UT5(F). Es
decir,
[ (UTy(F)) = (f1(21, 22), fa(y1, ¥2)) 1

Lema 4.2.1. Para toda variable x = y + z, se tiene que el polinomio ¢(z1,x,z2) = z1x29 €

<f1(21, ZQ)a f2<y1a y2)>T2'

Demostracion. Consideremos la Z,-dlgebra libre F(X)9" dada por la ecuacién es decir
F(X)" =F(X)© PFX)O.
Y seax =y + zdonde y € F(X)© y 2 € F(X)® entonces

g(z1, 2, 29) =21729
=21(y + 2) 29

=Z21Yz9 + z1229.

Como f1(z1,22) € (fi(21,22), f2(y1,¥2))1, ¥ 219 € F(X)), pues su grado homogéneo es 1+0 =
1, entonces de la Proposicién 4.1.9] considerando la sustitucién z; — 21y en f; tenemos,

fi(z1,22) = fi(z1y, 22) = (21y)22 € (f1(21, 22), fo(y1, 42)) 72,
y considerando la sustitucién z; — z en f; tenemos,
Ji(z1,2)20 = 21229 € (f1(21, 22), fo (Y1, 42)) 1o
de ahi que
9(21, 2, 22) = filz1y, 22) + (f1(21,2)) 22 € (fi(21, 22), fo (1, v2)) s

]

Ejemplo 4.2.2. Porel Lemamtenemos que el polinomio g(z1,x, z5) = z1229 € I = (f1(21, 22), f2(y1, ¥2)) 105
y por la Proposicion 2.2.5] tenemos que

21x29 =0 mdd (1),

asi, cualquier polinomio multilineal que contenga al menos dos de las variables de grado ho-

mogéneo 1, en este caso, las variables =,z € Z pertenece a I. Por ejemplo, el polinomio
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21Y123Y222 + Y129YoY321 pertenece a I, pues puede escribirse de la forma (z1(y123))(y222) € Iy

(y122)(y2ysz1) € I, luego, se sigue que el polinomio zyy, z3y222 + Y1 22y2y321 € 1.

Ejemplo 4.2.3. Sea I = (fi(z1, 22), f2(y1,92))1, y sea f € F(X)9" tal que

F(2, 91,92, Y3, Y1) = Z Yo (1) Yo (2) ZYo (3) Yo (4)

oESy

es decir, es un polinomio que permuta en los subindices de las variables y;. Dado que f(y;,y;) =
vy — Y;¥i € 1, tenemos que y;y; = y;y; mod (1) en el digebra cociente F(X )9 /I para todo
i,7 = 1,2,3,4. De ahi, algunos elementos de [ en F(X)9" /I que conmutan en las variables y;

son iguales, como por ejemplo los monomios

Y1Y22Y3Ys = Y1Y22Y4Y3 = Y2Y12Y3Ys = Y2Y12YaY3,

asi, podemos reescribir a f de la forma

T, Y2, 2, y3, ya) = (4y1922Ysya + 4y1Y3292ya + 4y1ya2y2y3
+ dyoys2y1ya + 4yayazyiys + 4ysyazny.) mod (1).

donde 4 € F es la multiplicidad de cada monomio. Evaluando en y; = yo = Fh1, Y3 = ys = Foo
y z = Ey5 obtenemos que f(FE11, E11, Ero, Eas, Fag) = 4E13, pues todo monomio que tenga al
menos una de las variables y3 o y4 a la izquierda de z hard que el monomio se anule. Andlogamente

si tiene alguna de las variables v, 0 y, a la derecha de z.

Teorema 4.2.4. Las identidades polinomiales graduadas fi(z1,22) = z122 ¥ fa(y1,v2) = [y1, Y]
generan a 1d®" (UTy(F)) como Ts-ideal. Es decir

(f1(21, 22), fa(y1, yo)) 1, = 1d* (UT(F))

Demostracion. Sea I = (f1(z1, 22), f2(y1, y2))1,. Probemos que I = 1d®" (UT,(F)). Sea f € I,
entonces, por la Proposiciéon podemos escribir a f de la forma

f=p1fi(h1, he)qr + p2fa(g1, g2)q2,

donde p;,q; € F(X)9", coni = 1,2y hi,hy € F(X)V g1,g0 € F(X)©. Como f, f> €
[d9" (UT5(F)), entonces fi(hi,ha) = 0y fa(g1,92) = 0, por lo tanto f = 0. De ahi que I C
17" (UTy(F)).

Para la contenencia reciproca, sea [ = f(y1,...,Yt,21,...,2) € 1d9(UT(F)), como la
Char(IF) = 0, entonces por el Teorema podemos suponer que f es multilineal. Luego, del
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Ejemplo tenemos que los monomios en f que tienen dos o mds variables de grado homo-
géneo 1 son congruentes con cero modulo /, y los monomios con a lo mas una variable de grado

homogéneo 1 no estdn en /. Por lo tanto, podemos expresar a f en la forma

ngl(yl)7yp>+92(z7y177yp) méd (-[)7

donde ¢, solo involucra variables de grado homogéneo 0 y g, contiene exactamente una variable
de grado homogéneo 1, y ademds. g; y g, no son congruentes con cero médulo I a la vez. Luego,
dado que f € Id¥(UT»(IF)), queremos probar que f = 0 mdéd (I), dado que f = g1 + ¢
méd (1) entonces g; + go — f =0 mdd (1), es decir, g1 + go — f € 1d?" (UT»(IF)), por hipotesis
f € 1d7" (UT»(F)) lo que implica que g; + go € Id” (UT5(F)). Luego, por el Teorema[3.2.9] basta
ver que

g1=0 méd (I) y ¢g=0 mdéd (I).

Dado que fo(y1,y2) = v1y2 — y2y1 € I tenemos que y1y2 — yoy; = 0 mdd (1), es decir, yyy2 =
yoy1 mod (1), luego considerando

gl(yh cee 7yp) = Z )‘cryo(l)ya(Z) Yo(p)s

oES)

donde )\, € F para todo o € S, asi se tiene que en el dlgebra cociente F(X )¢9 /I se cumple que
viy; = y;y; méd (I) paratodai,j = 1,...,p,es decir, en modulo [ las variables homogéneas de
grado 0 conmutan entre si permitiendo ordenar a todos los monomios de g; de la forma y; - - - y,,,

es decir,

G u) = D A | vie s

oES)

donde ) . s, A, = « para algin « € [, obteniendo que

91(y1,---,yp) =QyrYp mod (])

Queremos ver que o = 0. Para ello, note que al realizar la evaluacion y; = --- = y, = Ej; se
obtiene que
g1(Ew, ..., En) = aby,

y dado que g; € 1d® (UTx(F)) se tiene que g1(Eh1, ..., E11) = 0, es decir, «Fy; = 0, y dado que

E11 # 0, entonces a = 0, y por consiguiente,
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Por otra parte, sea

92(z, 91, - - - 7yp> = Z Ailiy * “Yir2Yisyq - - Yipo

un polinomio multilineal que contiene exactamente una variable homogénea de grado 1. Fijemos

un monomio no nulo de g,. Sin pérdida de generalidad, supongamos que dicho monomio es de la

forma

BYy1 - YnZYnt1 - Yp,
donde 5 € T, es decir, con 5 # 0. Ahora, consideremos la evaluaciéon y; = --- = y, = FEiy,
2= Fi2 Y Ynt1 = -+ - = yp = Fa9, donde se obtiene que

92(E127\E117 cey Elg,\Em, ceey EQg) = 5E12-

n'g n'g
n veces p-n veces

Luego, observemos que todos los demds monomios se anulan, para ello, consideremos cualquier
otro monomio de g,. Como es distinto del seleccionado, necesariamente existe al menos una va-
riable ubicada en un lado diferente de la variable z, es decir, se tiene que alguna matriz de la forma
E9 aparecerd a la izquierda de 5 0 alguna matriz de la forma £/, aparecerd a la derecha de E»

y por consiguiente el monomio se anulara.

Luego, dado que g, € Id®"(UT(F)) se tiene que g2(2, y1,...,y,) = 0, es decir, fE;; = 0
y dado que F15 # 0, entonces 5 = 0, y por consiguiente, se llega a una contradiccién, pues el

monomio elegido era no nulo, de ahi se sigue que
g2 =0 méd (I).

Por lo tanto, tenemos que
f=ga+g=0 mdd (1),

lo que implica que f € [ y por consiguiente Id*' (UT5(F)) C I, quedando demostrado que

1A (UT3(F)) = (2122, [y1, Y2) )15 -
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