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RESUMEN

TITULO: UNA COMUNIDAD DE PRACTICA DE PROFESORES DE MATEMATICAS
EN FORMACION QUE REFLEXIONA SOBRE EL SIGNIFICADO DE LA
FUNCION*

AUTOR: ANDREA CAROLINA QUINTERO BANOS**

PALABRAS CLAVES: COMUNIDAD DE PRACTICA, FUNCION, SIGNIFICADOS
NEGOCIADOS

DESCRIPCION:

En este documento se presentan resultados de una investigacién de corte cualitativo en la linea
de formacidn inicial de profesores, la cual tuvo como objetivo caracterizar el pensamiento
reflexivo de una comunidad de practica de profesores de matematicas en formacién que negocia
significados de la funcion.

Para lograr el objetivo, se retomaron elementos del Modelo tedrico y metodolégico de Parada
(2011) denominado Modelo de Reflexidn-y-Accion en comunidades de practica de educadores
matematicos, que permitieron sustentar tedrica y metodoldgicamente los procesos de reflexion
y negociacion de los profesores en formacion. Dicho modelo permitié disefiar una secuencia de
talleres enmarcados en tematicas del calculo diferencial, promoviendo negociaciones en torno
a los significados de la funcidn y su ensefianza. También, permitié caracterizar los significados
negociados por la comunidad de practica, tomando evidencias de tres integrantes, en las tres
componentes del pensamiento reflexivo: Pensamiento matemaético (estudio de la funcion),
Pensamiento didactico (ensefianza y aprendizaje de la funcion) y Pensamiento Orquestal (uso
de diferentes recursos).

En esta investigacion se logro identificar cambios en las concepciones de los profesores en
formacion con respecto a los significados de la funcién y su ensefianza, asi como las diferentes
estrategias y recursos que implementarian para la resolucion de problemas en el aula de clase.

* Trabajo de Grado
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Sandra Evely Parada Rico
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ABSTRACT

TITLE: A MATHEMATICS PRE-SERVICE TEACHERS’ COMMUNITY OF PRACTICE
THAT REFLECTS ABOUT THE MEANING OF THE FUNCTION *

AUTHOR: ANDREA CAROLINA QUINTERO BANOS**

KEY WORDS: COMMUNITY OF PRACTICE, FUNCTION, NEGOTIATED MEANINGS.

DESCRIPTION:

This document presents the results of a qualitative research on teachers’ development which
purpose was to typify the educators’ reflective thinking processes in mathematics, taking part
of a community of practice, negotiating the meaning of functions.

In order to achieve this objective, many elements from the methodological model of Reflection
and Action (Parada, 2011) were taken to prove, theoretically and methodologically math pre-
service teachers’ reflective thinking processes and meaning negotiation. This Model allowed
the design of a sequence of workshops embedded in differential calculus, promoting
negotiations around the meaning of function and its teaching. Also, it allowed the
characterization of negotiated meanings by the community of practice, taking evidence from
three participants on the three components of the reflective thinking: Mathematics thinking
(study of function), didactic thinking (teaching and learning of the function) and orchestral
thinking (use of different resources).

This research achieved the identification of changes in pre-service teachers’ conceptions about
the meanings of the function and their teaching, as well as the different strategies and resources
implemented in order to solve math problems.

* Degree work
** Faculty of Sciences. School of Mathematics PhD. Sandra Evely Parada Rico.
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Introduccion

La linea de formacidn de profesores en las ltimas décadas ha tenido gran acogida por parte de
los investigadores en educacién matematica. Una de las mayores preocupaciones que llevan a
esto, son las dificultades que ya han sido reportadas alrededor de la comprensién y ensefianza
de diferentes conceptos matematicos por parte de los profesores. Diferentes investigadores
reportan que dichas dificultades se pueden asociar a la falta de experiencias practicas que
permiten al profesor en formacion acercarse a la préctica real. Al respecto, el Ministerio de
Educacion Nacional de Colombia en el 2014 expone que la practica en la formacion de
profesores debe considerarse como un proceso de autorreflexion.

Desde la Universidad Industrial de Santander, en el plan de estudios de la Licenciatura en
Matematicas, se han venido incorporando précticas iniciales para los futuros profesores de
matematicas. Por ejemplo, Botello (2013) posibilité un espacio de tutorias entre pares en una
asignatura correspondiente al quinto semestre de la Licenciatura en Matematicas, didactica del
célculo.

Dicho espacio de tutorias es retomado para la presente investigacion y adicional a ello, se
incorporan dindmicas de las comunidades de practica posibilitando espacios de reflexién en
dicho curso. Con esta investigacion se buscaba caracterizar el pensamiento reflexivo de los
profesores de matematicas en formacion constituidos como una comunidad de practica (CoP),
cuando negociaban significados de la funcién. Para ello, se uso el Modelo de Reflexion-y-
Accion (R-y-A) de Parada (2011) con el que se analizo el pensamiento matematico, didactico y

orquestal de los profesores en formacion.
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Para lograr el objetivo se tomaron evidencias de tres integrantes de la CoP de quienes se
tenian datos completos de las actividades trabajadas dentro de la comunidad y quienes siempre
estuvieron en el ndcleo de participacion (en términos de Wenger (1998)). Al final del
documento se presenta el reporte de significados negociados rescatando diferentes evidencias
de los casos seleccionados.

Este documento se constituye como el reporte final de la investigacion y consta de cinco
capitulos que estan distribuidos de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se expone la problematica de la investigacién aludiendo a algunos trabajos
de investigacion ya reportados asociados a la formacion de profesores, las comunidades de
préctica y la comprension del concepto de funcién. En este también se expone de forma explicita
la pregunta y objetivo de investigacion.

Los aspectos que dan sustento tedrico a la investigacion se presentan en el Capitulo 2.
Particularmente, se describe la interpretacion que se realiza del modelo R-y-A que permitid
sustentar tedrica y metodologicamente los procesos de reflexion y negociacion de los profesores
en formacién. Los componentes del pensamiento reflexivo propuestos en el modelo
(Pensamiento Matematico (estudio de la funcién), Pensamiento Didactico (ensefianza y
aprendizaje de la funcién) y Pensamiento Orquestal (uso de diferentes recursos)), fueron tenidos
en cuenta para el disefio e implementacion de los talleres, asi como categorias de anélisis para
realizar el reporte de significados negociados.

En el Capitulo 3 se presenta la metodologia empleada en la investigacion en la cual se
describen las tres fases que constituyeron todo el proceso. Inicialmente, bajo la teoria de Wenger
(1998), se realiza la caracterizacion del grupo didactica del calculo como una comunidad de

practica. Posteriormente se describe el proceso de disefio y desarrollo de las estrategias de
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reflexion y negociacion para trabajar con la Comunidad de Practica; y, por ultimo, se describe
de qué forma se reportaran los resultados de la investigacion.

En el Capitulo 4 se describe el analisis previo y el proceso de negociacion de los talleres de
reflexion y negociacion. Para ello, se presentan evidencias de tres casos representativos de la
CoP. El capitulo finaliza con la descripcion de los significados negociados en términos de los
tres componentes del pensamiento reflexivo, Pensamiento Matematico, Pensamiento Did4ctico
y Pensamiento Orquestal.

Las conclusiones de la investigacion se presentan en el Capitulo 5, el cual se constituye de
tres categorias correspondientes a las tres componentes del pensamiento reflexivo. En cada una
de las categorias se presentan los significados negociados por la comunidad de practica desde

las evidencias de las tres profesoras en formacion.



16
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

1. Problemética, contexto y antecedentes de la investigacion

Para dar a conocer el objeto de estudio de nuestra investigacion, el presente capitulo esta
compuesto por los siguientes dos apartados: En el primero se describe el contexto y
problematica de la investigacion; y en el segundo se realiza una descripcion de algunos
antecedentes relacionados a los tres aspectos que intervienen en la investigacion: formacion de

profesores, comunidades de practica y comprension del concepto de funcién.

1.1 Contexto de estudio y problematica

Algunos autores como Hitt (1996; 1998), Olvera-Martinez (2015), Carlson y Oehrtman (2005)
y Amaya, Pino-Fan y Medina (2016) mencionan dificultades que tanto estudiantes como
profesores muestran en la comprension del concepto de funcion. En particular, es de gran
preocupacion las dificultades que los docentes puedan presentar alrededor de un concepto, ya
gue estos son quienes tienen la tarea de ensefiar. Shulman (1987) ratifica que un profesor que
hace parte de una unidad educativa debe comprender bien la estructura y la organizacion
conceptual de la materia a ensefiar.

En el desempefio del profesor, se deben afrontar constantemente situaciones donde no se
tiene una respuesta inmediata, y es aqui cuando pueden salir a flote las diferentes dificultades
que los docentes tienen alrededor de un concepto. Por ello, es de gran importancia incentivar a
los docentes a realizar constantemente una tarea reflexiva sobre su quehacer, y que dicha
reflexion sea vista como un proceso de aprendizaje, en el que se identifiquen dificultades y
fortalezas, para asi plantear alternativas de mejoramiento y superacion.

En los principios y estandares del NCTM (2000) se menciona que la eficacia docente

requiere de reflexion y esfuerzos continuos para conseguir mejorarla, es decir, el docente al
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realizar una reflexion sobre si mismo, lo hace consciente de aquellas cosas que debe mejorar,
aunque algunas veces necesite de otro punto de vista para dar cuenta de ello. Al respecto, Flores
(1998) recalca la importancia de la reflexion como una herramienta en la formacion y desarrollo
profesional de los profesores, ya que esta permite que los profesores mediten e indaguen sobre
las dificultades que se pueden presentar en su practica.

La universidad industrial de Santander (UIS) cuenta con una Licenciatura en Matematicas,
la cual tiene tres ejes de formacion, matematico, didactico y pedagdgico. El eje matematico, es
el encargado de brindar una formacion sélida sobre los objetos matematicos, y es en el
componente didactico donde los estudiantes se confrontan con sus saberes, esto se da en el
momento en que reflexionan epistemoldgica y didacticamente sobre los diferentes objetos
matematicos, precisamente cuando necesitan hacer disefios didacticos para la ensefianza.

Una de las materias que ofrece este componente didactico es Didactica del célculo, la cual
estd orientada especificamente a reflexionar sobre los objetos matemaéticos estudiados en
Célculo, entre ellos el concepto de funcion. Los estudiantes que matriculan esta asignatura han
cursado y aprobado materias como célculo diferencial, calculo integral, calculo multivariable y
ecuaciones diferenciales, cursos que ofrecen al estudiante aspectos tedricos del calculo. Este
curso ofrece una balanza equilibrada de aspectos epistemoldgicos y aspectos didacticos del
calculo, por lo tanto, su objetivo es ofrecer desde la teoria y la practica fundamentos para el
disefio de metodologias adecuadas para el aprendizaje del calculo (Escuela de Matematicas,
2010).

En este contexto se identificaron dos oportunidades de investigacion y accion para la mejora

de un programa de formacion de profesores, oportunidades como: i) la constitucion de
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comunidades de practica para la formacion de profesores, v, ii) el fortalecimiento tanto
conceptual como didactico de la nocion de funcion.

Asi, resulta de nuestro interés responder a la pregunta de investigacion: ;Qué significados
sobre el concepto de funcion y su ensefianza, negocia una comunidad de préctica de profesores
de matematicas en formacion?, y para dar respuesta a dicha pregunta, nos planteamos como
objetivo: caracterizar el pensamiento reflexivo de una comunidad de préctica de profesores de
matematicas en formacidn que negocia significados de la funcion.

Para la realizacion de esta investigacion se realiz6 una revision bibliografica que nos ha
permitido identificar una problematica de estudio y algunas formas de abordarla. En el siguiente

apartado se presenta una sintesis de dicha revision.

1.2 Algunos antecedentes
El presente apartado pretende dar cuenta de la revision bibliografica realizada, para la cual se
analizaron algunos articulos, tesis y libros publicados a nivel nacional e internacional asociados
con la problematica de estudio descrita en el apartado anterior. A continuacion, se describen
algunos trabajos que guardan relacion con los aspectos de la presente investigacion, como lo
son: formacion de profesores, comunidades de practica y comprensién del concepto de funcién.
1.2.1 Algunos trabajos asociados a la Formacién de profesores. En este apartado,
se inicid reconociendo que el volumen de investigaciones en la linea de formacion de profesores
ha aumentado considerablemente en los ultimos afios. Sin embargo, para esta investigacion
solo se citan algunos seleccionados por estar relacionados con la problematica que aqui
planteamos.
Inicialmente, se quiere rescatar el trabajo de Flores (1998) quien menciona que en la

formacion de profesores es importante que los estudiantes para profesor tengan acercamientos
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a la actividad docente ya que por medio de esta se pueden aproximar a las dificultades del
quehacer profesional. Para ello, el autor propone un curriculo de formacién de profesores de
matematica, en el que se lleva a cabo un proceso sistemético de reflexion sobre dos tipos de
tareas profesionales: (i) las cuestiones surgidas durante las practicas; y, (ii) el disefio e
implementacién de un médulo de dicho curso. Ademas, resalta que la implementacién de este
curriculo ayuda a los futuros profesores de matematicas a desarrollar otros habitos profesionales
de los que no son conscientes, tales como técnicas de comunicacion, seleccion de actividades,
empleo de materiales curriculares y técnicas de gestion de la puesta en comun.

Asi mismo, Llinares (2012) menciona que uno de los objetivos de los programas de
formacion de profesores de matematicas es “potenciar el desarrollo de la competencia docente
denominada “mirar con sentido” los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas”
(p, 54). Ademas, el autor menciona que disefiar entornos para desarrollar esta competencia en
los futuros profesores es un desafio para los formadores. El autor, en el articulo citado, presenta
algunos entornos de aprendizaje para favorecer dicha competencia (la de “mirar con sentido”),
uno de esos entornos es un espacio de interaccion social, donde se permita la colaboracién e
interaccion discursiva entre los profesores en formacion, y que, para potenciar estas
interacciones, los profesores deben tener un foco de interés compartido.

Por otra parte, en Colombia, Botello (2013) concibe los cursos de profesores en formacion
como un espacio de reflexién y aprendizaje para la vida profesional. En su tesis de maestria, la
autora plantea otro escenario de formacion (en terminos de Llinares), el cual consiste en que los
profesores en formacion posibiliten tutorias académicas a estudiantes de primer nivel de Calculo
Diferencial. A través de este escenario, se pretendia confrontar al profesor en formacion (tutor)

con sus dominios conceptuales y didacticos, y que a través del ejercicio de tutoria ellos lograran
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fortalecer algunos conceptos matematicos que no habian quedado bien construidos, y ademés
identificaron otras formas de ensefar calculo.

A partir de las investigaciones anteriormente mencionadas, se toman algunas ideas para la
estructura del curso de didactica del calculo, el cual seré el escenario de esta investigacion. Esa
estructura del curso se constituird en uno de los resultados de la investigacion que aqui se
reporta.

1.2.2 Algunos trabajos asociados a las Comunidades de préactica (CoP). Como se
menciond anteriormente, el escenario de nuestra investigacion es el curso de didactica del
calculo, el cual siguio las dindmicas de una comunidad de préactica, en ese sentido, se reviso
literatura en la cual las comunidades de practica se han usado como escenarios para la formacion
de profesores.

Inicialmente, se rescatan los trabajos realizados en Brasil de los investigadores Cyrino (2013)
y Acevedo-Rincdn (2018), quienes utilizan de base la propuesta de Wenger (1998), en la que
destaca la importancia del proceso de negociacion de significados para el aprendizaje.

Cyrino (2013) destaca que la construccion de grupos de estudio con profesores de
matematicas, futuros profesores e investigadores y que estos se construyan en CoP, permite
consolidar aprendizajes a través de trayectorias individuales y sociales que favorecen esos
aprendizajes, en particular, repertorios compartidos, oportunidades de discutir sus producciones
escritas, relatos y discusiones de encuentros anteriores.

Acevedo-Rincon (2018) resalta la importancia de la Teoria social de Aprendizaje como
enfoque teodrico para comprender las experiencias de aprendizaje y formacion profesional de los
estudiantes en etapa de practica docente. Las relaciones e interacciones entre las personas y sus

practicas producen aprendizajes, los cuales, a pesar de ser comunes a todos los participantes,
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desencadenan intereses y experiencias diversas y no homogéneas pues envuelven sujetos con
historias sociales y culturales diferentes, es decir, las interpretaciones y negociaciones de
significados de las experiencias serdn personales. La autora construye cuatro escenarios de
formacion en los que futuros profesores de matematicas negocian los significados de escuela,
aprender matematicas y escuela publica, y los que finalmente desencadenan experiencias en
ellos acercandolos a la realidad de la matemaética escolar, en cuanto son parte de las practicas
docentes. Este trabajo, constituye una base para la lectura de las dindmicas que se viven al
interior de una CoP en distintos escenarios de formacion.

Al igual que estos autores, Parada (2009, 2011) utiliza como base la teoria social de Wenger
(1998) como estructura de formacion, en este caso de profesores de matematicas. No obstante,
centra las dindmicas de participacion y cosificacion en los procesos de reflexion; procesos que
requieren guia y orientacion con el fin de centrar la atencion del maestro en aspectos puntuales
de su accién pedagogica. Asi, la autora propone un modelo teérico (el cual ha denominado de
Reflexion-y-Accion (R-y-A)) para promover dichos procesos de reflexion en Comunidades de
Préactica de educadores matematicos, como alternativa a su desarrollo profesional. La autora
afirma que la negociacién de significados que se posibilita con la participacion, cosificacion y
puesta en comudn de experiencias al interior de una CoP, promueve la capacidad de sus
miembros para reflexionar criticamente sobre sus préacticas profesionales. Dado que para el
disefio y desarrollo de la investigacion que aqui se plantea se usara dicho modelo, la explicacion
amplia de él la presentamos en el capitulo 2.

Moreno (2015), mediante el uso del modelo R-y-A, desarrollé una investigacion cuyo
objetivo fue caracterizar los significados negociados en una comunidad de practica de

educadores matematicos que participaron en un curso de precalculo, para estudiantes de nuevo
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ingreso a la universidad. En ésta, el autor presenta evidencia de que a través de la comunidad
de practica se pudieron lograr tres cosas en particular: i) significar los contenidos matematicos,
en este caso la derivada, ii) fortalecer los aspectos didacticos sobre el calculo diferencial vy, iii)

dar valor al uso de las tecnologias, en particular GeoGebra.

1.2.3 Algunos trabajos asociados a la comprension del concepto de funcion. Por
otra parte, como se mencioné en la problematica, el concepto de funcién ha dado lugar a un
gran numero de investigaciones. Entre estas, se encuentran las que dan cuenta de concepciones
y dificultades que tanto estudiantes, como profesores en formacion y profesores en ejercicio,
presentan en la comprension de dicho concepto. A continuacion, se presenta una breve sintesis
de lo encontrado en las investigaciones revisadas.

Autores como Dubinsky y Harel (1992), Hitt (2003) y Burgos y Flores (2017) realizaron
estudios donde reportaron algunas dificultades que los estudiantes presentan alrededor del
concepto de funcion.

El estudio realizado por Dubinsky y Harel (1992), consisti6 en proporcionar un cuestionario
a cada estudiante donde se presentaban diferentes situaciones representadas de diversas
maneras, los estudiantes debian analizar si cada situacion correspondia a la representacion de
una funcién. En los resultados encontrados, se identificaron algunas ideas erroneas sobre la
definicién de funcidn, algunas de estas son: i) la necesidad de realizar operaciones para decidir
si una representacion es o no una funcion; ii) pensar que el dominio y rango de una funcién,
deben ser conjuntos de nimeros, y; iii) considerar que siempre la gréafica de una funcién no debe
tener saltos, es decir, siempre es continua.

Adicionalmente a estas dificultades mencionadas, Hitt (2003) y Burgos y Flores (2017)

coinciden en que otra de las dificultades que presentan los estudiantes, es que se limitan a
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trabajar con la expresion algebraica de la funcién, y se les dificulta relacionarla con su
representacion gréfica.

También se encontraron investigaciones que reportan dificultades en la comprension del
concepto de funcion por parte de profesores de matematicas en formacion.

Huang y Kulm (2012), muestran que una de las dificultades gira en torno a las diferentes
formas de representacion que tiene una funcion. Por ejemplo, al pedirles a los profesores en
formacion que relacionaran las diferentes representaciones algebraicas de las transformaciones
de una funcion, con sus representaciones graficas, estos presentaron dificultad en lograr
conexiones entre ellas. Even (1993), sefiala que otra dificultad que presentan profesores en
formacion, es que cuando se les presenta una gréafica en el plano cartesiano, asumen que el eje
x es el dominio, y el eje y es el rango de la funcion.

Por otra parte, se reportan investigaciones como las de Hitt (2003), Steele y Hillen (2012) y
Amaya, Pino-Fan y Medina (2016), que dejan ver que al igual que estudiantes y profesores en
formacion, los profesores en ejercicio también presentan dificultades en la comprension del
concepto de funcion. Algunas de estas dificultades son: no tener claridad de la diferencia entre
ecuacion y funcion (Hitt, 2003); al momento de definir una funcién, no tienen en cuenta la
unicidad, es decir no tienen en cuenta que a cada elemento del dominio le corresponde uno y
solo un elemento del rango (Steele y Hillen, 2012); dificultad para identificar y relacionar los
elementos de una funcion en uno o varios registros (Amaya, Pino-Fan y Medina, 2016);

Las anteriores investigaciones, dan cuenta de la necesidad de buscar mejoras para la
comprension del concepto de funcion. Al respecto, investigadores como Kastberg y Leathanm

(2005), Cuevas y Pluvinage (2009), Cullen, Hertel y John (2013), y Olvera-Martinez (2015),
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entre otros, han mostrado que cuando se involucra la resolucién de problemas y el uso mediado
de tecnologias, se llega a una mejor comprensién de dicho concepto.

Olvera-Martinez (2015), desarrollé una investigacion en la que presenta el anélisis y
documentacion de diferentes formas de razonamiento que desarrollan profesores de
matematicas de bachillerato, cuando abordan y resuelven actividades relacionadas con el
estudio de funciones.

La autora encuentra que el trabajar la resolucion de problemas bajo el uso de tecnologias,
permite a los profesores realizar modelos de las situaciones planteadas, ademas, ayuda a darle
significado a los objetos matematicos estudiados. Otro resultado obtenido, fue que los
profesores pasaron de tener un razonamiento empirico a tener un razonamiento formal, esto
dado al uso de tecnologias que favorecié el planteamiento de conjeturas con argumentos
visuales, y que posteriormente pudieron integrar dichos argumentos con sus argumentos
algebraicos y geométricos para justificar las conjeturas.

La investigacion que aqui se plantea se une a la linea antes mencionada, en la cual se
pretenden aportar elementos que favorezcan la comprension del concepto de funcion con el uso
de resolucion de problemas y tecnologias digitales (entre otros recursos), esto, en el marco de

una comunidad de préctica que reflexiona sobre la ensefianza y el aprendizaje del Calculo.

2. Aspectos tedricos y conceptuales

Para el desarrollo de la investigacion se usO principalmente una interpretacion del modelo
Tedrico-metodologico de Reflexidn y Accion (R-y-A) de Parada (2011), en el cual se propone

trabajar al interior de Comunidades de Préactica (CoP) de educadores matematicos. Dado que
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dicho modelo se enmarca en la teoria social de las CoP, es importante describir aqui algunos de

los elementos de dicha teoria.

2.1 Comunidades de Practica (CoP)

Para Wenger (1998), una CoP es un grupo de personas que tienen algunas cosas en comun, por
ejemplo, comparten una preocupacion, un conjunto de problemas o presentan interés por algun
tema, y que sobre lo que tienen en comdn, trabajan colaborativamente para construir el
conocimiento que favorecera a cada uno de los miembros de la comunidad.

Este mismo autor fija tres caracteristicas que toda comunidad de préctica deberia tener:

1. Compromiso mutuo: Esta caracteristica encamina al objetivo que se tiene dentro de la
CoP. ElI compromiso entre los participantes posibilita una relacion entre ellos,
permitiendo la diversidad de pensamiento, es decir, el compromiso mutuo no supone
unicamente el conocimiento individual, sino que también se tiene en cuenta el de los
demas.

2. Empresa conjunta: Wenger considera que una empresa conjunta es el resultado de un
proceso colectivo de negociacién que muestra el compromiso mutuo. La conformacion
como empresa, mantiene unida la comunidad de préctica, ya que no se trata simplemente
de establecer una meta, sino que se trata de crear entre los participantes, relaciones de
responsabilidad mutua.

3. Repertorio compartido: La conformacion de la CoP como empresa conjunta, produce
recursos que posibilitan la negociacion de significados. Entre estos recursos esta el
repertorio que producen o adoptan los integrantes, este repertorio incluye: palabras,

instrumentos, relatos, gestos, simbolos, acciones 0 conceptos.
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Por su parte, Juarez (2004) plantea unas caracteristicas de las CoP no muy alejadas de las
planteadas por Wenger, estas son: tener dominio de un interés compartido; que la practica
permita la interaccion de sus integrantes; y que se dé un aprendizaje en conjunto.

Parada (2011) agrega otro aspecto importante de las CoP, ella menciona que “estas emplean
como estrategia el aprendizaje colaborativo, el cual es un sistema de interacciones
cuidadosamente disefiadas que organizan e inducen la influencia reciproca entre los integrantes
de un equipo” (p, 37).

Dentro de las Comunidades de Préactica se posibilitan tres aspectos particulares importantes:
la negociacion de significados, la participacion y la cosificacion. Aspectos que se retoman del
modelo R-y-A, y se describen brevemente como siguen.

2.1.1 Negociacion de significados. Para hablar de negociacion de significados, se
parte de las ideas de Wenger (1998) sobre negociacion y significado. El término negociacion es
el encargado de trasmitir la idea de una interaccion continua, de un logro gradual y de un proceso
constante de dar y recibir; y el término significado se concibe como el producto de las
experiencias vividas que influyen en la identidad y en las acciones individuales, y surge a partir
de la participacion activa y el intercambio de saberes que se da al interior de las comunidades
de practica.

Por ello, se entiende por negociacion de significados como el proceso mediante el cual los
participantes de una comunidad de préctica interactlan unos con otros, permean y enriquecen
sus significados con relacion a los de los demas.

Asi pues, para esta investigacion se considera que la interaccion entre los profesores en

formacion que conforman la comunidad de préactica permite la negociacion de significados, ya
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que por medio de discusiones se presentan intercambios de saberes referentes al significado de
la funcién.

La negociacion de significados supone la interaccion de dos procesos que Wenger (1998)
Ilama participacion y cosificacion.

2.1.2 Participacion. El término participacion es comun escucharlo en el dia a dia, y
para la teoria de las comunidades de practica de Wenger (1998), su definicidn no se aleja mucho
de la del comun. La participacion se refiere al proceso que combina las habilidades de hacer,
hablar, pensar, sentir y pertenecer. Asi, esta se caracteriza por ser un proceso tanto personal
como social en el que interviene el cuerpo, mente, emociones y relaciones sociales.

La participacion es algo méas que una simple intervencion directa en actividades con otras
personas. En el contexto de comunidades de practica, Lave & Wenger (1991) citado por Parada
(2011), mencionan que algunos miembros de la comunidad inicialmente presentan una
participacion periférica en las actividades que se plantean, pero que a medida que se relacionan
con los deméas participantes, van adquiriendo una participacién plena. Entendiendo que
presentan una participacion periférica los integrantes de la CoP que asisten a los encuentros,
pero intervienen ocasionalmente y, por otra parte, presentan una participacion plena los
integrantes de la CoP que participan activamente en todas las discusiones y actividades; es decir,
estan en el ndcleo de participacion.

2.1.3 Cosificacion. De manera general, el término cosificacion se emplea para dar
referencia al proceso donde se producen objetos que convierten la experiencia en una cosa.
Desde el punto de vista de Wenger (1998), puede verse como un proceso o0 un producto que
incluyen hacer, disefiar, representar, nombrar, codificar, describir, percibir, interpretar, utilizar,

reutilizar, descifrar y reestructurar, pero tomando estos no solamente como objetos concretos,
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sino también como reflejos de las practicas y de los significados propios de los participantes de
una comunidad de préctica.

La participacion y la cosificacion son procesos distintos, pero no implica que sean disjuntos,
cuando estas se producen mutuamente, dan lugar a gratas experiencias de negociacion de
significados.

Para esta investigacion, la cosificacion implica que, como producto de los encuentros de la
CoP se van a obtener unos resultados, un recurso propio, es decir, que las reflexiones que se den

se convierten en acciones.

2.2 Una interpretacion del modelo R-y-A para el estudio de la funcion

Parada (2011) retoma las ideas de la teoria de comunidades de préctica de Wenger (1998) en el
planteamiento de un modelo tedrico y metodoldgico denominado modelo de reflexidn-y-accion
en comunidades de practica de educadores de matematicos (R-y-A), que se fundamenta en dos
elementos claves: la reflexion y la accion.

» Reflexién: Parada retoma la idea de Dewey (1989) para tomar la reflexion como un
proceso de resolucion de conflictos, de dudas, a la vez que una actitud de disposicion
para revisar su actuacion.

Los educadores matematicos cuentan con saberes conceptuales y experiencias
valiosas, y es la reflexion sobre estos, la que logra mejorarlos, corregirlos y
potenciarlos a favor de la educacién matematica. De este modo, la reflexion es el
proceso sobre el cual se fundamenta el modelo R-y-A.

= Accion: En términos de Dewey (1989), Parada afirma que la reflexion conlleva a una
accion, y afiade que “es la accion, recurso fundamental sobre el que reflexionamos,

accion entendida como la actuacion del profesor de matematicas en sus propias
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practicas profesionales” (Parada, 2011, p.33). La accién es un proceso de doble
funcion, primero es sobre la accidn que se realiza una reflexion, y segundo, a partir
de esa reflexion se realiza una nueva accion.
Como ya se menciono, la presente investigacion tiene como fundamento teérico el modelo
R-y-A. Con la intencion de trabajar en el contexto que nos compete, la

Figura 1 presenta una interpretacion de dicho modelo.
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Figura 1. Bosquejo de la Interpretacion del modelo R-y-A de Parada (2011)

La descripcion del modelo R-y-A que se recoge en este documento se hace desde las palabras
del autor, la cual se encuentra ampliamente explicada en Parada (2011). El anillo exterior hace
énfasis en que las actividades de reflexion y accion que se plantean se promueven al interior de

una comunidad de practica de profesores de matematicas, en la investigacion que aqui se reporta
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se habla de una Comunidad de Préctica de profesores de matematicas en formacion que hacen
parte de un curso de Didactica del Célculo.

El esquema tiene una lectura del centro al exterior. Tiene de fondo la actividad matemaética
que surge de la interaccién de un tridngulo pedag6gico tomado de Saint-Onge (1997) citado por
Parada (2011), en el que se identifican las siguientes relaciones:

e Matemaética escolar - profesor: relacion de comprension
e Profesor — estudiante: relacion de mediacion.
e Estudiantes — matematica escolar: relacion de estudio.

Parada (2011) retoma las ideas de Chevallard, Bosh y Gascon (1997) para caracterizar la
actividad matematica por medio de tres tipos de actividades que pueden considerarse
matematicas: i) utilizar matematicas conocidas: cuando se resuelven problemas a partir de
herramientas que ya se conocen; b) aprender y ensefiar matematicas: enfrentarse a un problema
que no sabe resolver, y; iii) crear matematicas: todo alumno que aprende matematicas participa
de alguna manera en un trabajo creador. En el modelo R-y-A se espera que sea el profesor quien
despliegue una actividad matematica, para que tenga claridad de qué es lo que quiere lograr en
la clase, y como lo va a lograr, esto en términos de los tres tipos de pensamiento.

Por otro lado, la autora explica que el modelo se muestra en forma de espiral, porque
considera que los procesos de reflexidn van evolucionando en la medida en que se van haciendo
parte del ser humano; las reflexiones van a ser mas objetivas, mas criticas y con mayor sustento
en la medida que se analizan. Parada propone realizar el proceso de reflexion en tres momentos:
i) reflexion-para-la accion, la cual se da antes de la clase; ii) reflexion-en-la accién, se hace
presente durante la clase, y; iii) reflexion-sobre-la accidn, se da después de clase. Terminados

los tres momentos, se inicia otra vuelta en espiral.
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Las tres flechas que se presentan alrededor de la espiral dan cuenta de tres aspectos sobre los
cuales se propone desarrollar el pensamiento reflexivo de los profesores de matematicas y son
transversales en los tres procesos de reflexion. Estos aspectos son: pensamiento matematico
(estudio de la funcién), pensamiento didactico (ensefianza y aprendizaje de la funcion) y el
pensamiento orquestal (uso de diferentes recursos).

2.2.1 Procesos de reflexion. Los tres procesos de reflexion que se dan sobre la
actividad matematica son pieza fundamental del modelo R-y-A, en el cual se retoman ideas de
Dewey (1989) y de Schon (1992) citados por Parada (2011), para fundamentar los tres procesos
que propone. Asi, Dewey (1989) dice que la reflexion implica la organizacion secuencial de
ideas, de tal manera que una idea determine la siguiente. Este autor también menciona que los
profesores constantemente presentan inseguridades que los llevan a analizar su practica, ya sea
durante o después de esta.

De esta manera, lo que busca el modelo en términos de Dewey (1989) y Schon (1992), es
promover la reflexion de los maestros sobre la actividad matematica, antes, durante y después
de la clase, y que en términos de Parada y Pluvinage (2014), estos momentos se llaman
reflexion-para-la accion, reflexion-en-la accion, y reflexion-sobre-la accidn respectivamente.

o Reflexion-para-la accion: este proceso de reflexion se da antes de la clase, en la
interaccion de la matematica escolar y el profesor, cuando el profesor prepara la
actividad que se va a desarrollar en el aula y selecciona los recursos que usara para esto.

En particular para esta investigacion, esta reflexion refiere a todo lo que se realiza
dentro de la comunidad de practica antes de la implementacidn del proyecto, es decir, a

raiz de cada uno de los encuentros (exposiciones, talleres, negociacion de significados)



32
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

el profesor en formacidn reflexiona sobre lo que puede ocurrir en su implementacion del
disefio didactico, y a partir de eso prepara su sesion (ampliacion en el capitulo 3).

El modelo R-y-A propone el uso de la herramienta ruta cognitiva para este primer
momento de reflexion. Las rutas cognitivas son caracterizadas por el modelo retomando
algunas ideas de Robert y Rogalski (2005): i) se basan en la actividad matematica que
el profesor propone en la clase, ii) esbozan la estructura de los contenidos matematicos
que se proponen estudiar, y iii) consideran los procesos matematicos que los estudiantes
podrian realizar durante la clase para responder a lo que propone el profesor, asi dando

paso a una nueva actividad para tratar de lograr los objetivos de la clase.

¢ Reflexion-en-la accion: esta reflexion se hace presente durante la clase cuando el
profesor hace el papel de mediador entre el conocimiento y el estudiante; también esta
presente cuando el profesor responde a situaciones inesperadas en la clase (Schon,
1983).

Cuando el profesor en formacion se enfrenta a la aplicacion de su proyecto, debe estar
dispuesto a actuar usando estrategias para ayudar al estudiante en las dificultades que no
tenia previstas desde su planeacion, es en este momento donde se evidencia la reflexion
por parte del profesor.

Para este segundo momento de reflexion, el modelo propone el uso de la herramienta
videograbacion. Cuando el profesor esta en su clase, es dificil observar y reflexionar
sobre cada uno de los momentos que se presentan, es por esto por lo que se propone
realizar videograbaciones de sus actividades realizadas, ya que por medio de estas

quedan plasmados todos los momentos resultantes de su clase.
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e Reflexion-sobre-la accidn: esta reflexion se presenta cuando el profesor desde un punto
de vista critico evalla lo ocurrido en su clase, es aqui donde el profesor compara la
actividad matematica que habia planeado, con la actividad matematica que logro.

Al finalizar la aplicacion del proyecto, el profesor en formacion realiza una reflexion
sobre la accidn, analiza y reflexiona si sus objetivos se cumplieron, reestructura y
plantea nuevas estrategias para un posible nuevo encuentro con los estudiantes.

En este caso, el modelo R-y-A propone realizar una nueva ruta cognitiva teniendo en
cuenta lo sucedido durante la clase, y asi poder realizar una comparacion de las rutas
cognitivas realizadas antes y después de la clase. En este comparativo, se puede
identificar con mayor claridad lo que se logro, e identificar qué fue lo que se hizo que
posibilitd el logro de la actividad matematica que se plane6, o que fue lo que se hizo que
distorsiono todo lo que se tenia planeado.

El modelo R-y-A propone centrar estos procesos de reflexion en los pensamientos

presentados a continuacion.
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2.2.2 Pensamiento reflexivo del profesor de matemaéticas en formacion que
negocia significados de la funcion. Parada (2011) rescata la idea que en la formacion de
profesores no se debe tener como objetivo acumular mas y més conocimiento en los profesores,
sino que se debe apuntar a que estos desarrollen un pensamiento reflexivo, en el que se
destaquen cada uno de los conocimientos adquiridos por el maestro durante su proceso de
preparacion. En términos de Vega (1990), citado por Parada (2011), el pensamiento es una
actividad global del sistema cognitivo, que va a ocurrir siempre que nos enfrentemos a una tarea
0 problema con un objetivo e incertidumbre, sobre la forma de realizarlo.

Reflexionar en cada uno de los procesos que se presentaron en el apartado 2.2.1 se hace muy
complejo, por lo que el modelo R-y-A propone reflexionar en torno a tres pensamientos:
pensamiento matematico, pensamiento didactico y pensamiento orquestal.

2.2.2.1 Pensamiento Matematico: estudio de la funcion. En el modelo no se habla de
conocimiento, ni de saberes, sino de pensamientos, es decir, se hace referencia a que el interés
no es saber cuanta matematica sabe el profesor, sino, el interés esta en como el profesor usa este
conocimiento para su practica docente: proponer tareas; seleccionar, usar y disefiar recursos;
comunicarse en el aula; hacer adaptaciones curriculares; entre otras.

Se necesita que el profesor antes de la clase reflexione si sobre ese objeto matemético sobre
el cual va a promover actividad matemaética, es de su completo dominio. Asi mismo durante la
clase, cuando el profesor esta realizando la clase y surgen preguntas por parte de los alumnos
que no pueden resolver, el profesor se confronta con su pensamiento matematico.

Para esta investigacion, el pensamiento matematico esta enfocado en el significado de la

funcion inmerso en las tematicas esenciales del calculo diferencial.
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Desde una revision a diferentes libros de texto de ensefianza de célculo a nivel de bachillerato
y universidad, como lo son Purcell (2000), Stewart (2001), Larson (2006) entre otros, se
evidencia que predomina la definicion del concepto de funcién en términos de una
correspondencia entre variables, definicién que asociamos a la dada por Dirichlet en 1837
(citado en Boyer, 1986, p. 687):

Si una variable y esta relacionada con otra variable x, de tal manera que siempre que se
atribuya un valor numérico a x, hay una regla segun la cual queda determinado un Unico
valor de y, entonces se dice que y es una funcién de la variable independiente x.

Se considera que, la anterior definicién abarca aspectos importantes del concepto de funcién,
por lo tanto, se toma postura de ella.

De igual forma, es importante que, para la ensefianza del concepto de funcidn, los profesores
en formacion reflexionen sobre las principales ideas que giran alrededor de este. Cooney,
Beckmann y Lloyd (2010) proponen cinco grandes ideas entorno a las funciones:

1. Concepto de funcion: la gran idea 1 hace énfasis en reconocer como caracteristica
principal de las funciones la unicidad de esta, es decir, que a cada elemento del
conjunto de salida (dominio) le corresponde un solo elemento del conjunto de llegada
(recorrido).

2. Covariacion y tasa de cambio: la gran idea 2 alude a la necesidad de identificar las
funciones como medio para describir cantidades relacionadas que varian
conjuntamente. Tambien, alude a estudiar la tasa de cambio como la cuantificacion
de la covariacion entre dos variables y a reconocerla como una caracteristica que

determina el tipo de problema que se vaya a modelizar.
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3. Familias de funciones: la gran idea 3 hace referencia a la identificacion de
caracteristicas de los diferentes tipos de funciones. Dos de estas caracteristicas son el
dominio de la funcién y el comportamiento de la tasa de cambio. Por ejemplo, en una
sucesion aritmética puede ser considerada funcion lineal siempre y cuando el dominio
se limite a los enteros positivos; y, que la tasa de cambio de una funcién lineal
siempre va a ser constante.

4. Combinacién y transformacion de funciones: la gran idea 4 apunta a la
combinacién de funciones desde una suma, resta, multiplicacion, division y
composicion de funciones, asi como a las condiciones deben cumplir las funciones
para poder realizar cada una de estas combinaciones.

5. Multiples representaciones de funciones: la gran idea 5 refleja la importancia de
que los profesores deben reconocer las diferentes representaciones de una funcién,
tales como: la algebraica, gréfica, tabular y verbal. También, expresa la importancia
de conocer las caracteristicas de cada una de las representaciones para saber cuando
el uso de una es mas conveniente que el uso de otra.

Las anteriores ideas se retoman como base para el disefio de los talleres y como

organizadores para el reporte los significados negociados en el desarrollo de los talleres

trabajados con los integrantes de CoP.
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2.2.2.2 Pensamiento Did&ctico: ensefianza y aprendizaje de la funcién. El pensamiento
didactico del profesor se desarrolla cuando éste se cuestiona sobre las diferentes maneras de
Ilevar un conocimiento al aula de clase, de tal forma que este conocimiento se pueda hacer mas
comprensible para los estudiantes.

Se plantea trabajar en pensamiento desde la resolucion de problemas, para ello, es importante
que el profesor no solamente sepa de teoria de resolucion de problemas en el estudio de las
funciones, y nos logre relacionar la teoria con su autor y con la escuela, sino que en realidad
interesa que, eso que ha aprendido tedricamente lo pueda llevar a la clase, que si el habla de
resolucion de problemas, en realidad pueda hacer un disefio de clase con la metodologia de
resolucion de problemas.

Las habilidades que el profesor tenga sobre su pensamiento didactico le permitiran llevar de
diferentes formas el contenido del objeto matematico (en este caso funciones) a sus estudiantes.
Polya (1945) menciona que para que el profesor sea habilidoso en la resolucién de problemas,
debe cumplir con dos tareas: orientar al estudiante sin ponerle imposiciones, y tratar de entender
lo que éste estd pensando, para poder guiarlo y acercarlo a la solucién del problema por medio
de preguntas.

Asi, para esta investigacion se queria que ademas de reflexionar y negociar significados
acerca de la funcion, se problematizara con los profesores en formacion sobre las formas como
ellos lo ensefarian. Por ello dentro de la investigacion se dio un espacio para que los integrantes
de la CoP realizaran un proyecto de Reflexion-y-Accion a lo largo del curso, y reflexionaran
sobre la planeacion, la implementacion y la evaluacion de los logros alcanzados por sus

estudiantes gracias a este disefio didactico.
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2.2.2.3 Pensamiento Orquestal: uso de diferentes recursos. Este pensamiento hace referencia
a como los profesores de matematicas usan los diferentes recursos con los que cuenta en el aula
de clase. Se habla de recursos en términos de los materiales que el maestro utiliza para promover
la actividad matematica, entre ellos estan: los problemas, hojas de trabajo, materiales didacticos,
tecnologias digitales, libros de texto, lenguaje matematico, entre otros.

Para la seleccion de los recursos, el modelo R-y-A retoma la idea de la orquestacion
instrumental de Trouche (2004), quien expone que cuando el maestro selecciona los recursos
que va a incorporar en la clase, lo debe hacer como lo haria el director de una orquesta para
poner en escena la mejor version de ella, es decir, si el profesor sabe con queé recursos cuenta,
debe hacer una justa seleccion para la clase, ya que por medio de ese recurso se puede llegar al
logro de esa actividad matematica prevista para esta. EI maestro necesita reflexionar si en
realidad eso que va a llevar al aula, le va a ayudar o no con su objetivo propuesto para la clase
y que, si no le va a ayudar, sencillamente no lo necesita.

Para esta investigacion, especificamente se rescatd el uso de tecnologias digitales
(GeoGebra), en particular, cuando se resuelven problemas. Al respecto, Santos-Trigo y
Camacho-Machin (2011) caracterizan cuatro episodios que ayudan a estructurar la manera en
coémo se deben usar las tecnologias digitales cuando se proponen tareas con resolucién de
problemas:

i.  Comprension del problema: se identifican aspectos relevantes del enunciado, y que

conocimientos matematicos se requieren para su solucion;
ii.  Exploracion del problema: se parte de lo identificado en el episodio i) y se busca la

manera de representarlo. Aqui juega un papel clave la tecnologia, en este caso
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GeoGebra, ya que por medio de este se posibilita una mejor visualizacion de lo que se
va a representar.

iii.  Diferentes acercamientos hacia la solucion del problema: el profesor promueve la
busqueda de diferentes soluciones. Por ejemplo, para el caso de funciones, se puede
partir de cada una de sus diferentes representaciones.

iv. Integracion de los acercamientos: aqui se integran y analizan cada uno de los
acercamientos y justificaciones que dieron los estudiantes cuando intentaron solucionar
el problema.

Diferentes estudios como los mencionados en el apartado de antecedentes (Kastberg y
Leathanm (2005), Cuevas y Pluvinage (2009), Cullen, Hertel y John (2013), Olvera-Martinez
(2015)) muestran que efectivamente las tecnologias y la resolucion de problemas juegan un
papel importante en la comprension de los significados de la funcion.

Asi, por medio de las actividades trabajadas al interior de la CoP, se observaron las
reflexiones que los profesores en formacion realizaron al hacer uso de las tecnologias digitales

respecto a las potencialidades y limitaciones que estas tienen.

3. Proceso metodoldgico

Este estudio se basa en la metodologia de investigacion accion-colaborativa, desde la
perspectiva de Elliott (1993), quien menciona que este tipo de investigacion se encarga de
realizar un estudio de una situacion social para tratar de mejorar la calidad de la accion en la
misma, y es colaborativa porque las investigadoras tienen el papel de moderadoras dentro de la
CoP. El papel de las moderadoras fue de gran importancia, ya que en términos de Wenger

(1998), estas fueron las encargadas de planificar y facilitar las actividades, y de potenciar el
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enriquecimiento mutuo y el intercambio de experiencias dentro de la comunidad. De este modo,
este tipo de metodologia permitio dar evidencia de la caracterizacion que se propuso realizar en
este estudio.

En la Figura 2 resumimos las tres etapas que conformaron el proceso metodoldgico de la
investigacion. A continuacion, se describen en queé consistié cada una de las fases y resultados

de alguna de ellas.
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Figura 2. Proceso metodoldgico de la investigacion.

3.1 FASE 1: Caracterizacion de la CoP
La poblacion en la cual se llevo a cabo la investigacion fue un curso de Didactica del Calculo
gue hace parte de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de Santander
(UIS).

Una primera caracterizacion del curso Didactica del Calculo como una Comunidad de

Préctica fue realizada por Moreno (2015) en un estudio que tuvo como objetivo identificar y
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explicar significados negociados por educadores matematicos que realizaron préacticas
tempranas en un programa de seguimiento y acompafiamiento a estudiantes de Calculo
Diferencial.

De igual manera, en el primer semestre del 2018 se realiz6 una segunda caracterizacién de
dicho curso en un estudio realizado por Amaya y Fiallo (2019). En este estudio, que tuvo como
objetivo caracterizar los significados negociados por una comunidad de préctica de profesores
de matematicas en formacion que participaron en el curso de Didactica del Célculo y que
reflexionaron sobre el proceso de la demostracion, se realiz6 una planeacion curricular basada
en dindmicas de las Comunidades de Préacticas, de la cual se retomaron algunos aspectos y se
direccionaron de tal manera que las dindmicas alli definidas posibilitaran a la comunidad la
reflexion y negociacion del significado de la funcién.

De esta manera, en la primera fase de nuestra investigacion se caracterizo el curso de
Didéactica del Calculo del segundo semestre del 2018 como una comunidad de préactica. Se
considera que los integrantes de dicho curso se constituyen como una comunidad de practica
segun la caracterizacion que propone Wenger (1998) porque:

v"Los integrantes del curso estan comprometidos en promoverse para el mejoramiento de

su formacién académica. Las actividades propuestas en el curso posibilitaron que ellos
se autoevaluaran permanentemente, identificando asi sus fortalezas y debilidades,
proceso que se vio enriquecido mediante la puesta en comdn de los procesos de reflexion
sobre el significado de la funcion, sus formas y diferentes recursos para ensefiarlo.

v" El curso se consolida como una empresa conjunta, porque las actividades que se

realizaron a nivel personal fueron compartidas dentro del grupo y todos se vieron

beneficiados de las reflexiones de los otros. Entendiendo asi, que en la docencia se
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necesita reconocer a los colegas como equipo para que en términos de tiempo se logre
una ganancia, porque las planeaciones de unos pueden ser usadas por los otros,
construyendo asi en equipo unos materiales y unas negociaciones conceptuales para la
ensefianza del Célculo, en este caso especifico.

v' El lenguaje, el proceso de comunicacion y los intereses que se generaron con las
dinamicas al interior de la comunidad, produjo un repertorio compartido. Repertorio en
términos de los saberes sobre la epistemologia del concepto de funcidn, los
acercamientos didacticos al concepto de funcion y el uso adecuado de diferentes
recursos.

A partir de dicha caracterizacion, se reconocié la siguiente estructura entre sus integrantes:

v Dos moderadoras: una moderadora 1, quien es la profesora titular del curso (directora
de la tesis que aqui se reporta) y una moderadora 2, quien es una investigadora en
Educacion Matematica (investigadora principal de esta tesis).

v" Doce profesores en formacion, quienes son los generadores de cada una de las
experiencias de reflexion de la CoP.

A partir de cada una de las experiencias en el interior de la comunidad de practica, se observo

cémo las caracteristicas de la comunidad permearon los procesos de reflexion y accion de cada

uno de los profesores en formacién que hacian parte de esta.

3.2 FASE 2: Disefio y desarrollo de las estrategias de reflexion en la CoP

Con la finalidad de generar un espacio de exploracion, reflexion y cosificacion de significados,
se planearon y disefiaron actividades de trabajo colaborativo que favoreciera los debates y
discusiones alrededor de tematicas del calculo (variacion, funciones, limites y derivadas). Estas

actividades se organizaron en las siguientes estrategias de trabajo:
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= Discusion y reflexion sobre aspectos epistemolégicos y didacticos del calculo

Talleres de reflexion y negociacion

Proyecto de Reflexidn-y-Accion

Précticas tempranas

Las actividades se llevaron a cabo durante 23 sesiones cada una de 120 minutos, tal como se
muestra en la Tabla 1. Este cronograma de trabajo propio de la investigacion fue articulado con
la programacion general del curso, el que constd de 35 sesiones de trabajo a lo largo de siete
meses.

A continuacion, se describen cada una de las estrategias de reflexion y negociacion de
significados disefiadas y desarrolladas en la CoP de profesores de matematicas en formacion
con quienes se desarroll6 la investigacion que aqui se reporta. Sin embargo, es importante
sefialar, que para efectos de la investigacion que se esta reportando aqui, s6lo se usaran como

datos para el analisis los resultados de los talleres de reflexion y negociacion.

3.2.1 Discusion y reflexion sobre aspectos epistemoldgicos y didacticos del céalculo.
Segun Llinares (2012), en los cursos de formacion de profesores se deben generar entornos de
interaccion social, donde se les permita a los profesores en formacion participar de espacios de
colaboracidn e interaccion discursiva entre ellos.

Por ello, para este trabajo de campo se generaron espacios para la discusion y reflexion acerca
de la epistemologia y la didactica de los contenidos del calculo diferencial (variacion, funcién,

limite y derivada) mediante exposiciones, videoconferencias y conferencias.
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Tabla 1

Cronograma de los procesos de participacion, reflexion y accion

Sesion
1

2
3
4

8
9
10

11
12
13

14
15
16

17
18
19

20
21

22
23

Actividad
Presentacion y discusion del cronograma de actividades
Socializacion de experiencia sobre aprendizaje del Céalculo.
Diagnostico inicial del significado de la funcion.
Discusion y reflexidn sobre aspectos epistemoldgicos del concepto
de funcion.
Videoconferencia aspectos didacticos del concepto de funcién.

Continuacion discusion y reflexion sobre aspectos epistemoldgicos
del concepto de funcién.

Discusion y reflexion sobre aspectos epistemol6gicos y didacticos de
la nocidn de variacion.

Taller de reflexion y negociacion (variacion)

-Avance 1 del proyecto de Reflexion-y-Accion

-Socializacion de experiencia de précticas tempranas.

Discusion y reflexion sobre aspectos epistemol6gicos y didacticos de
la nocion de funcion.

Avance 2 del proyecto de Reflexion-y-Accidn.

Taller de reflexion y negociacion (funcion - Parte I)

Discusion y reflexion sobre aspectos epistemol6gicos y didacticos de
la nocion de limite.

Avance 3 del proyecto de Reflexion-y-Accidn.

Conferencia modelo de Reflexion-y-Accion.

-Taller de reflexion y negociacion (funcion — Parte 1)

-Avance 4 del proyecto de Reflexion-y-Accion.

Taller de reflexion y negociacion (funcién y limite)

-Socializacién de experiencia de practicas tempranas.

Discusion y reflexion sobre aspectos epistemol6gicos y didacticos de
la nocidn de derivada.

-Avance 5 del proyecto de Reflexion-y-Accién

- Taller de reflexién y negociacion (funcién y derivada)

Diagnostico final del significado de la funcion.

Avance 6 del proyecto de Reflexion-y-Accion.

-Presentacion de resultados del proyecto.

-Informe final de experiencia de practicas tempranas.

Encargado
Moderadoras
Todos
Todos
Profesor
formacién
Dra. Carmen
Olvera Martinez
Profesor en
formacién
Profesor
formacion
Todos
Todos
Todos
Profesor
formacion
Todos
Todos
Profesor
formacion
Todos
Moderadora 1
Todos
Todos
Todos
Todos
Profesor
formacion
Todos
Todos
Todos
Todos
Todos
Todos

en

en

en

en

en
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Las exposiciones fueron asignadas por parejas a los profesores en formacion y preparadas

previamente bajo la guia de la moderadora 1 de la comunidad. Para la preparacion de las

exposiciones, los estudiantes (integrantes de la comunidad) debian hacer una lectura previa de

un documento, el indicado por los expositores, con el fin de usar argumentos tedricos para

participar y discutir. Para ello, se revisaron tesis, articulos y libros que sirvieron como guia para
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construir un recorrido epistemolédgico de cada uno de los conceptos, asi como diferentes
acercamientos didacticos.

Dentro de esta estrategia, se llevd a cabo una videoconferencia orientada por la profesora
Maria del Carmen Olvera Martinez de la Universidad Juérez del Estado de Durango (México)
y se titulo: “El uso de herramientas digitales en el estudio de funciones y el desarrollo de
competencia matematica para la ensefianza”. La profesora presentd groso modo un
acercamiento didactico para la ensefianza de las funciones que consistié en incorporar el uso
coordinado de diversas tecnologias digitales al momento de resolver problemas. Con esto se
tuvo la intencién de ampliar el panorama de los profesores en formacidn sobre algunos procesos
didacticos al momento de abordar la temética de funciones dentro del aula.

Otra sesion importante que se dio dentro de esta actividad fue la conferencia sobre el modelo
de Reflexidn-y-Accion orientada por la autora misma del modelo, quien ademas es una de las
moderadoras de la comunidad. Esta conferencia ademas de tener como objetivo presentar el
modelo tedrico-metodolégico de reflexion-y-accion de Parada (2011) con el cual se buscaba
orientar los procesos de reflexion por parte del profesor en formacién antes, durante y después
de la aplicacion del proyecto, tuvo como objetivo discutir sobre el significado de la “reflexion”
y su papel en la formacién permanente del profesor de matematicas.

Las negociaciones dadas durante estas discusiones hicieron parte de la reflexion que los
profesores en formacion realizaron de forma paralela tanto al desarrollo del proyecto como de
las practicas como tutores. En varias ocasiones, esas negociaciones permitieron reflexiones-

para-la accion.
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3.2.2 Talleres de reflexion y negociacion. Una parte esencial para la reflexion y negociacion
del significado de la funcion, fueron los talleres referentes a este. En total se realizaron seis
talleres que iban enlazados a cada una de las exposiciones anteriormente mencionadas, por lo
tanto, estos talleres estuvieron dirigidos a reflexionar sobre aspectos teoricos y didacticos del
calculo diferencial.

Para el disefio de los talleres se tuvo en cuenta algunas actividades referentes al concepto de
funcion planteadas por Hitt (2003), Olvera-Martinez (2015) y; Fiallo y Parada (2018), asi como
las cinco grandes ideas sobre funciones planteadas por Cooney et. Al (2010) las cuales fueron
descritas en el apartado 2.2.2.1. Los estudios realizados por estos autores coinciden en tener un
enfoque basado en la resolucion de problemas (en términos de Santos Trigo, 2010) y el uso de
diferentes recursos didacticos, entre ellos las tecnologias digitales. Adicionalmente, para el
disefio de algunos de los talleres, se tuvo en cuenta la estructura de las actividades trabajadas
con profesores en formacion, en un estudio realizado por Juarez, Arredondo y Pluvinage en
2014.

Los seis talleres siguieron un orden epistemoldgico y una estructura metodoldgica que
guiaron la reflexién y la negociacion en el siguiente orden:

i.  Taller 1. Diagndstico inicial del significado de la funcion (S.I)
ii.  Taller 2. Reflexién y negociacion (variacion) (T.V)
iii.  Taller 3. Reflexién y negociacion (funcion) (T.F)
iv.  Taller 4. Reflexion y negociacion (funcion y limite) (T.FyL)
v.  Taller 5. Reflexion y negociacion (funcion y derivada) (T.FyD)

vi.  Taller 6. Diagnostico final del significado de la funcion (S.F)
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La estructura de los talleres esta dada para reflexionar alrededor del pensamiento reflexivo

propuestos en el modelo R-y-A: pensamiento matematico, pensamiento didactico y

pensamiento orquestal. A continuacion, se presenta dicha estructura:

A) PARTE I: RESOLUCION DE PROBLEMAS

B)

Por medio de problemas tomados de estudios reportados por Olvera-Martinez (2015), y
Fiallo y Parada (2018), se buscaba indagar acerca del pensamiento matemaético del
profesor en formacion. El disefio de estos problemas integra una parte de trabajo
individual con otra parte grupal, ademas, se propicio el trabajo a lapiz y papel con el uso
de tecnologias digitales (GeoGebra). En una primera parte se buscaba confrontar de
manera individual al profesor en formacion con sus saberes matematicos, para
posteriormente por medio de dindmicas grupales, interactuaran unos con otros y
reflexionaran alrededor de sus respuestas en relacion con las de los demas.
PARTE 2: PENSAMIENTO REFLEXIVO
Para esta parte, se disefiaron diferentes actividades y preguntas con las que se buscaba
que el profesor en formacion reflexionara alrededor de su pensamiento matemaético, su
pensamiento didactico y su pensamiento orquestal tal como lo establece el modelo R-y-
A. En particular, los talleres 4 y 5 comparten un mismo tipo de pregunta, las cuales se
presentan a continuacion:
i. Reflexiones sobre el pensamiento Matematico: Con el fin de que los profesores en
formacion examinaran sus dominios conceptuales sobre los objetos matematicos, se
plantea un paralelo en el que se les pide identificar las fortalezas y debilidades que

enfrentaron al resolver el problema de la primera parte.
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1. En el siguiente cuadro escribe las fortalezas v debilidades conceptuales que identificaste
en t1 cuando resolviste el problema de la primera parte de este taller.
FORTALEZAS DEBILIDADES

Figura 3. Preguntas relacionadas al pensamiento matematico

Reflexiones sobre el pensamiento didactico: En esta parte se buscaba confrontar a
los profesores en formacion sobre la forma cémo estaban resolviendo los problemas
para ver si ellos estaban comprendiendo, como usuarios, la metodologia de resolucién
de problemas. Para ello, se plantearon algunas preguntas asociadas con las tres etapas
que Santos Trigo (2010) menciona se deben tener en cuenta en la resolucion de
problemas (entendimiento del problema, disefio de un plan, ejecucion del plan).

Reflexiones sobre el pensamiento orquestal: Los incisos con los que se
concluyeron los talleres estaban orientados a indagar sobre el uso de recursos para
resolver el problema. Por ejemplo, analizar la pertinencia de usar un software
matematico interactivo para interpretar el problema, para elaborar algoritmos de

resolucion o para desarrollar ese algoritmo.



49
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

2. Reflexionemos sobre los aspectos didacticos del disefio del taller respondiendo las

siguientes preguntas:

a) ;Crees que se logra la comprension del problema?

b) ;Qué estrategias usaste para resolver el problema?

c) ;Qué aspectos del aprendizaje de los estudiantes crees que se pueden evaluar con el
desarrollo de este taller?

d) ;Qué nociones matematicas posibilitd trabajar el desarrollo del taller?

e) ;Crees que estuvo bien redactado el problema?

f) ;Las preguntas planteadas en la hoja de trabajo fueron suficientes, pertinentes, claras?
Justifica tu respuesta.

g) ;Qué opinas sobre el uso que se le dio a las tecnologias digitales (TD) en el disefio del
taller? ;Era necesario incorporar las TD en este taller? ; Qué otro recurso diddctico se
podria incorporar al taller? Justifica

3. Si tuvieras que implementar este taller con tus estudiantes de ASAE, ;Le cambiarias
algo?; Qué?; Por que?

Figura 4. Preguntas relacionadas al pensamiento didactico y orquestal

3.2.3 Proyecto de Reflexion-y-Accion (P.RyA). En la formacion inicial de profesores es
importante que los estudiantes para profesor tengan acercamientos a la actividad docente, esto,
con la intencidn que se aproximen a las problematicas del quehacer profesional (Flores, 1998).

Atendiendo esta idea, se planteo el desarrollo de un proyecto de disefio didactico en el que
esperaba verse reflejado el producto de las reflexiones y negociaciones del significado de la
funcidén que se iban obteniendo en cada uno de los encuentros con la comunidad. Los profesores
en formacion disefiaron e implementaron un proyecto que gird en torno a alguna problematica
alrededor de la ensefianza del célculo. Dicha problemaética fue evidenciada por ellos mediante
la literatura o su practica como tutores (ver siguiente apartado).

Durante el disefio del proyecto se dieron seis sesiones dentro de los encuentros con la
comunidad, en las que los profesores en formacion mostraron sus avances Yy recibieron
sugerencias y orientaciones por parte de las moderadoras. Se orientd a los profesores en
formacion para que realizaran reflexion en los tres procesos que propone el modelo de
Reflexidn-y-Accion: reflexion-para-la accién (durante el disefio), reflexion-en-la accion

(durante la implementacion) y reflexion-sobre-la accion (posterior a la implementacion). Asi
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mismo, para que en cada uno de esos tres procesos reflexionaran sobre su pensamiento

matematico, su pensamiento didactico y su pensamiento orquestal.

3.2.4 Practicas tempranas. Botello (2013) sugiere que en los cursos de formacion de
profesores se generen espacios en los que estos posibiliten tutorias académicas a estudiantes de
primeros niveles de la universidad.

Por ello, durante todo el proceso de participacion dentro de la comunidad, los profesores en
formacion hicieron parte de un programa de atencion, seguimiento y acompafiamiento a
estudiantes (ASAE), en el que se desempefiaron como tutores de cuatro estudiantes que
cursaban Calculo Diferencial en la Universidad Industrial de Santander. Su funcion como
tutores era guiar el proceso de aprendizaje de los estudiantes por medio de talleres, los cuales
eran preparados previamente para cada una de las sesiones. Como producto de cada sesion, el
profesor en formacion debia realizar un seguimiento de cada uno de sus estudiantes en el que
plasmaba las dificultades y fortalezas que este presentaba durante la sesion.

Durante la puesta en comdn de todas las estrategias anteriormente mencionadas, los
profesores en formacion participaron en cada una de las sesiones con diferentes niveles de
responsabilidad (en algunos casos en el nlcleo y en otros casos de forma periférica). En el
ndcleo el profesor de matematicas estuvo cuando moder6 una exposicion, cuando socializ6 su
proyecto de Reflexion-y-Accién y los resultados de su implementacion. Por otro lado, la
participacion fue periférica cuando el profesor en formacién escuchaba y reflexionaba sobre las
producciones de otro participante, cuando con sus interpretaciones a las lecturas de exposicion
aporto al compariero moderador, entre otras posibilidades que la misma dinamica del grupo fue

generando.
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Las evidencias de todo el proceso de participacion, reflexion y accion fueron recolectadas
por medio de los siguientes instrumentos:

e Videograbaciones: Durante cada encuentro con la comunidad de practica se realizaron
videograbaciones como evidencia y refuerzo de cada una de las reflexiones que se dieron
dentro de la comunidad.

e Hojas de trabajo: En cada una de las sesiones de implementacion de los talleres de
reflexion y negociacion se hizo entrega de un material impreso donde los profesores en
formacion registran sus respuestas y algunas de sus reflexiones, después de la puesta en
comun de los talleres se recogieron las hojas de trabajo.

e Informes: Durante el disefio del proyecto de Reflexion-y-Accion se recogieron informes
que los profesores en formacion iban presentando sobre sus avances, asi como el
producto final de ducho proyecto. De igual forma, se tomaron los seguimientos que cada
uno de estos realizo sobre sus sesiones de tutorias.

e Bitacora de la investigadora: Uno de los papeles de la investigadora (moderadora 2) en
cada uno de los encuentros con la CoP, fue tomar apuntes de las reflexiones sobre cada

uno los acontecimientos importantes que emergian.

3.3 FASE 3: Andlisis de datos y caracterizacion del pensamiento reflexivo

Finalmente, en la ultima fase del proceso metodoldgico se analizaron desde el modelo de
Reflexidn-y-Accidn los datos recolectados durante todo el proceso de participacion, reflexion y
Accidn en la CoP. De este analisis se tomaron evidencias que nos permitieron responder a
nuestra pregunta de investigacion por medio de tres categorias de analisis: Pensamiento
matematico “estudio de la funcién”, pensamiento didactico “ensefianza y aprendizaje de la

funcion” y pensamiento orquestal “uso de diferentes recursos”.
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4. Significados negociados sobre la funcién y su ensefianza

En este capitulo se exhiben los resultados del proceso de analisis, con el fin de dar respuesta a
la pregunta de investigacion ¢Qué significados sobre el concepto de funcién y su ensefianza,
negocia una comunidad de practica de profesores de matematicas en formacion?

Como se menciono en el apartado 3.1, la CoP en la que se desarrollé la investigacion estuvo
conformada por 12 estudiantes (profesores en formacion) y dos profesoras que tuvieron el rol
de moderadoras. Para efectos del analisis de resultados, se tomd como criterio usar los datos de
los participantes que estuvieron en el ndcleo de participacion (como se explico en el apartado
2.1.2).

Tabla 2

Resumen de la calidad de los datos de cada sesion

NOMBRE S TV T.F T.FyL T.FyD S.F P.RyA
Mariana v v v v R v v
Integrante R R v v X R v
Integrante v X v R v R X
Integrante R X R v X v v
Integrante X X X R R R X
Integrante v X v v v R v
Integrante v R v R X R R
Integrante R R 4 X R X X
Tania v v v v v v v
Angélica v v v v v v v
Integrante v X X R X R X
Integrante X X X R X X R

v : Datos relevantes; R: Datos regulares; X: Datos poco relevantes.

Para identificar los integrantes que estuvieron en el nucleo, se revisaron los productos y la
calidad de los datos en cada una de las sesiones. Tal como se muestra en la Tabla 2, Mariana,
Tania y Angélica, son los sujetos con datos de mayor calidad para efectos de la investigacion
gue aqui se reporta. A continuacién, se realiza una breve descripcion de cada una de estas

integrantes.
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Mariana durante la fase del estudio, fue estudiante de séptimo nivel de la licenciatura en
matematicas. Ella en su proceso de formacion, cursé dos veces la asignatura de calculo
diferencial y justifica la reprobacion del curso por primera vez debido a sus pocas bases
matematicas traidas del colegio y a sus malos habitos de estudio. Mariana en ese momento no
habia tenido experiencias docentes, ni como tutora ni como profesora.

Tania cursaba octavo semestre de la licenciatura en matematicas. Ella manifiesta que siempre
quiso ser profesora de matematicas y que por ello ingres6 al programa queriendo estudiarla.
Ella aprobd la asignatura calculo diferencial la primera vez que la curso. En ocasiones anteriores
tuvo experiencia como profesora de clases particulares en la asignatura de algebra lineal.

Angélica era estudiante de séptimo semestre de la licenciatura en matematicas. En el
aprendizaje del calculo, curso tres veces la asignatura célculo diferencial y manifiesta que esto
se debi6 a no tener un buen método para estudiar. Anteriormente habia tenido la posibilidad de
ser profesora de clases de matemaéticas particulares.

Por otra parte, como se menciond en el apartado 3.2, las estrategias de trabajo colaborativo
que se llevaron a cabo en la intervencion fueron: discusion y reflexion sobre aspectos
epistemoldgicos y didacticos de las funciones; talleres de reflexion y negociacion; proyecto de
Reflexion-y-Accion vy, practicas tempranas como tutores. Para el analisis del proceso de
negociacion se recogieron datos por medio de videograbaciones, hojas de trabajo e informes de
cada una de las estrategias mencionadas anteriormente. No obstante, se infiere que las
negociaciones que se dieron durante las sesiones de discusion y reflexion sobre aspectos

epistemoldgicos y didacticos de las funciones pueden verse reflejadas en la planeacion de
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actividades del proyecto y en el desarrollo de los talleres, por lo tanto, no se presentan
explicitamente los significados negociados en estas sesiones.

Los procesos de negociacion posibilitados en la CoP a traves de las practicas tempranas
dieron un volumen de datos muy amplio que no se analizan en este estudio dadas las
limitaciones del tiempo, empero, pueden ser objeto de estudio de futuras publicaciones.

Teniendo en cuenta que la presente investigacion tuvo como objetivo caracterizar el
pensamiento reflexivo de una comunidad de préctica de profesores de matematicas en
formacion que negocia significados de la funcion, los significados negociados emergentes de
los procesos de reflexion se dan en términos del pensamiento reflexivo: pensamiento
matematico (estudio de la funcién), pensamiento didactico (ensefianza y aprendizaje de la

funcién), y pensamiento orquestal (uso de diferentes recursos).

4.1 Talleres de reflexion y negociacion
El proceso de negociacién a partir de la implementacion de los talleres se acoge a lo que el
modelo R-y-A expone frente a la necesidad de ofrecer a los miembros de la CoP oportunidades
para reflexionar sobre los objetos matematicos y la didactica que los rodea. Para efectos de la
investigacion que aqui se reporta, el proposito de los talleres fue coadyuvar a los profesores a
reflexionar sobre el significado de la funcién y su vinculacion con los demas objetos del calculo.
A continuacion, se muestran evidencias del proceso de negociacion de significados
posibilitado por cada uno de los talleres (en el orden en que fueron mencionados en el apartado
3.2.2). Para cada uno de los talleres se presenta su respectivo analisis previo y la descripcion
del proceso de implementacion y negociacion en términos del pensamiento reflexivo, en los que

se rescatan evidencias de los tres casos representativos (Angelica, Mariana y Tania). Por ultimo,



55
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

se muestra a modo de resultados, los significados negociados por medio de los talleres, de las
tres profesoras en formacion.

4.1.1 Taller 1. Significados iniciales de la funcion. Para este taller se tomaron algunos items
de actividades planteadas por Olvera-Martinez (2015) y algunas respuestas a esas actividades
que fueron dadas por la poblacién con la que trabajé la autora. De igual manera, estas
actividades se adecuaron a un modelo de pregunta planteado por Juarez, Arredondo y Pluvinage

(2014),

4111 Analisis previo del taller de significados iniciales de la funcion. Este primer
taller tuvo como objetivo general identificar las concepciones que tenian los profesores en
formacion) sobre el significado de la funcion, asi como su capacidad para representarla.

El tiempo previsto para el desarrollo del taller fue de 120 minutos, de los cuales se esperaba
que en 60 minutos se desarrollara la hoja de trabajo y en los otros 60 minutos se llevara a cabo

la puesta en coman.

En el taller se presentan cuatro situaciones problema con una respuesta y la intencion es que
el profesor en formacién le asigne una calificacion de 0 a 5 a esa respuesta. Se les menciona
que esa respuesta fue dada por un profesor de matematicas. Concretamente, el enunciado se

presenta tal como se muestra en la Figura 5.
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Asigna una calificaciéon de 0 a 5 a las respuestas que profesores de matematicas dieron al
enunciado: “Analiza cada una de las siguientes situaciones y sefiala cuales de ellas consideras
que representan una funcion v por qué™, y propon algiin comentario dirigido a estos:

Situacidén 1: Calificacion (0 a 3):

Comentario dirigido al profesor:

N

Respuesta:

o o e fonedn
Podemn ver que ““'F‘m' l ?&n

ge 0 gﬂn:l! paro
Igfarm Se diengn J.rmaeru

for o L onto no €5 fonubn.

Sens {uob\ stiohoma |a am;-m

fal e se0 cncova haciaomba
© toneoud hacia tbayo,

Figura 5. Situacion uno del taller diagndstico inicial

En la primera situaciéon (Figura 5) se esperaba que cuando los profesores en formacion
evaluaran la respuesta presentada, tuvieran en cuenta que variable esta en funcion de cual, es
decir si x estaba en funcién de y, o si y estaba en funcion de x. Lo anterior, con el fin de aclarar
cudl seria el conjunto de salida, y cudl el conjunto de llegada. Si se toma como conjunto de
salida los valores de x, y de llegada el conjunto de los valores de y, esta representacion no se
puede considerar como una funcidn, y la justificacion que se da en la respuesta es valida, ya que
de alguna forma esté indicando el trasfondo de la prueba de la recta vertical al indicar que para
cada valor de x € [—3, +0) se tienen dos imagenes. Sin embargo, quien da la respuesta cae en
el error de incluir el valor de x = —3 en el intervalo ya para ese valor la grafica no esta tomando
dos valores de y. En el caso contrario, al tomar como conjunto de salida los valores de y, y como
conjunto de llegada los valores de x, esa representacion si se consideraria como una funcién, y
el argumento que se muestra en la respuesta no es valido porgue el que sea o no funcién no

depende de la concavidad de la parabola.
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Al igual que en la situacion 1, en la situacion 4 (Figura 6) no basta con argumentar que la
representacion si es una funcion por la prueba de la recta vertical, sino que dicha consideracion
siempre va a depender de qué conjunto se tome como el dominio y cual como el rango de la

funcioén.

Situacién 4: Calificacién (0 a 5):
. Comentario dingido al profesor:

Respuesta:

Ll'lﬂ

[ i 1’
g il fJ. e

|
R

Figura 6. Situacion cuatro del taller diagnostico inicial

La segunda situacion (Figura 7), se planteé con el fin de que el profesor en formacion
identificara el conjunto de pares ordenados como una funcion, pues como lo reporta Olvera-
Martinez (2015), los profesores presentan dificultad para identificar una funcién expresada de

esa forma.
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Situacion 2: [(1,2 — x): x € R}

Respuesta:

‘5,' €3 vAn #-«e-'-fn pe~ g rec pPare cade g.:,fpv .-‘- &
t1iste A valor 4 tonvsspondien .

Calificacion (0a 5):

Comentario dirigido al profesor:

Figura 7. Situacion dos del taller diagndstico inicial

Se esperaba que el profesor en formacion identificara que cuando se toman los valores de x
que pertenecen a los nameros reales como el conjunto de salida, y las parejas ordenadas (1, 2-
X) como conjunto de llegada, a cada valor de x le correspondera una Unica pareja ordenada, por
lo tanto, dicha situacion puede considerarse como una funcion. Un aspecto importante aqui, es
que el valor de x del dominio es diferente al valor de x=1 de la pareja ordenada. Ahora bien, lo
que se esperaba era que cuando el profesor en formacion analizara la respuesta que se muestra,
diera cuenta que no se estd tomando esa representacion como pareja ordenada y que hacen faltan
condiciones para que se pueda afirmar lo que se afirma. Puede notar que realmente lo que nos
indica la respuesta es que al tomar como conjunto de salida los valores de x que pertenecen a
los numeros reales y los relaciona mediante la expresion 2-x y a su vez envia estos valores a 1,
si podria considerarse dicha representacion como una funcion.

En la situacion tres (Figura 8) se presentan las respuestas de dos profesores de matematicas

a la tabla que relaciona un nombre con un adeudo.
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Situacidn 3: Calificacion 1 (0a3):
Deuda total de los miembros de un club deportivo: | Comentario dirigido al profesor 1:
Nombre Adeudo ($)
Ana 1030
Juan 740
Raul 210
Isis 420
Luis 740
Sara 1030
losé 375
Karla 560
Pedro 740
Respuesta 1: Calificacion 2 (0a3):
Comentario dirigido al profesor 2:

Ho 1 wma frasmrs. o
Ne fuud: covnry ot ton fusneion .
B i ;&,udl« nit diaute e
LApraisn -
Respuesta 2:
P s fnah, gorque o\ dome w0
& abmerod wa 5-
Sla (_M\Juu = - n—-\-’\\” ‘L “‘r"'"“

{{-L) - &tl\"‘.

Figura 8. Situacion tres del taller diagnostico inicial

Para la primera respuesta se esperaba que el profesor en formacion identificara la idea
errénea que se muestra, la cual consiste en pensar que para que exista la funcion siempre debe
existir una expresion algebraica que relacione los elementos de un conjunto de salida con los de
un conjunto de llegada. Por su parte, para la segunda respuesta puede percatarse que Unicamente
se esta admitiendo el conjunto de los nimeros reales como el dominio de la funcion. Se puede
decir que esta idea va arraigada a la definicion de funcion con la cual el profesor esté
familiarizado. Por ejemplo, la definicion dada por Dirichlet (1837) (citado en Boyer, 1986, p.
687) admite GUnicamente valores numéricos para las variables que se relacionan:

Si una variable y esta relacionada con otra variable x, de tal manera que siempre que se

atribuya un valor numérico a x, hay una regla segun la cual queda determinado un tnico valor

de y, entonces se dice que y es una funcion de la variable independiente x.

Y por su parte Zill y Wright (2011, p.2), definen una funcién en términos generales, es decir

hablan de una regla de correspondencia entre conjuntos X y Y: “Una funcion de un conjunto X
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en un conjunto Y es una regla de correspondencia que asigna a cada elemento x en X

exactamente un elemento y en Y".

41.1.2 Implementacion y negociacion de significados del taller de significados
iniciales. Como se tenia previsto, la intervencion del taller diagndstico inicial se llevo a cabo
durante dos (2) horas. En la primera hora, se desarrolld la hoja de trabajo que fue entregada a
cada uno de los profesores en formacion para que contestaran individualmente. En la segunda
hora, se realizo la puesta en comun donde se reflexiono sobre cada una de las respuestas de
ellos.

En este apartado se describen algunas de las respuestas dadas por Mariana, Tania y Angélica

en cada uno de los items de este primer taller.

Calificacién (0 a 5):4.%

Comentario dirigido al profesor:

nos YOV OLe

JInclasive 'no Solo. hace loe. ]

Figura 9. Respuesta de Tania a la situacion 1

Inicialmente, se rescata la Respuesta de Tania a la situacion 1 quien asigno una calificacion
alta a la respuesta y deja ver que esta de acuerdo con la respuesta que alli (Figura 5) se muestra.
Tania, tal como se evidencia en la Figura 9, admite la prueba de la recta vertical como argumento

para decidir si una grafica es o no funcion. Ademas, valora la justificacion que alli se da de que
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a cada valor de x le debia corresponder un solo valor de y para poder considerarse funcion. No
obstante, al parecer no le da importancia a indicar que variable se considera como el dominio y
cual como el rango de la funcién.

Se presenta a continuacion, lo que Tania dejé ver en la puesta en comin sobre el dominio y
el rango de la grafica presentada:

Integrante 1: ;Qué pasa si la variable dependiente fuera la x?

Integrante 2: Pues si seria funcion.

Integrante 3: Pero es que también es claro, que equis(x) siempre es el dominio, y ye(y) las

imagenes, o sea en la definicion uno ya lo da por hecho.

Integrante 4: Lo que pasa es que cuando uno ve célculo uno viene ya acostumbrado a que

el dominio es el x y el rango es el y.

Integrante 5: Y de todas maneras el profesor copia, X que pertenece al intervalo, entonces

se tiene como presente que x seria el dominio.

Integrante 4: Exacto, si.

Integrante 1: Por eso, pero ahi él le estd acomodando su dominio.

Integrante 4: exactamente, para la respuesta que el dio.

Integrante 5: Personalmente, en las clases de calculo, el dominio siempre va a ser X, y el

rango ava a sery.

Tania: exacto, y el caso la primera situacion es el ejemplo que le dan a uno, de cuando NO

es una funcioén.

(Episodio 1)

Tania deja ver que siempre considero los valores de la equis (x) como el dominio, y los
valores de la ye (y) como el rango, ya que en sus clases de calculo siempre se trabajo asi. Esta
idea es compartida con lo reportado por Even (1993), quien menciona que los profesores en
formacion tienden a asumir el eje x como el dominio, y el eje y como el rango de una funcién
cuando se les presenta una gréafica en el plano cartesiano.

En el caso de la situacién 4 (Figura 6) que se presenta una situacion similar a la situacion 1,
ninguno de los integrantes de la CoP considero la posibilidad de tomar los valores de ye (y) en
funcidn de los valores de equis (x), particularmente en la Figura 10 se muestra la respuesta de

Angélica. Ella admite que la prueba de la recta vertical puede considerarse un argumento valido

para decidir si una grafica en el plano cartesiano es o no funcion, siempre y cuanto se cumpla
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para todos los valores de f. Angélica no hace énfasis sobre los valores de f a los que hace

referencia.

Calificacién (0 a 5): _ 4
Comentario dirigido al profesor:

YeciSq
Ao tenemoS

analzar, 3w embarga

hiao . Fala qclaray

.............. Jros T e R £ R R )

................................................

Figura 10. Respuesta de Angélica a la situacién 1

Podemos inferir desde la puesta en comun que a los valores que Angélica estaba haciendo

referencia son los valores de la variable x, ya que durante esta, hace referencia a que estos

valores son los que en la respuesta dada en la Situacion 4 (Figura 11), intersecan la funcién con

las rectas verticales alli trazadas. Veamos la transcripcion fiel de lo que dijo Angélica:

Angélica: Yo le puse 4, porque a pesar de que hizo [traz0] tres lineas esa no es toda la grafica,
pues hace falta aclarar que eso de la linea vertical se cumple para todos los valores y no solo

para los tres que él tomo.

Moderadora 2: ;Para todos los valores de qué?
Angélica: De la funcidn, o sea para los puntos de la funcién.

\

|

)/

2

"')Lu ,vq

' |t
I e ,
W oo

Figura 11. Respuesta presentada en la situacion 4

(Episodio 2)
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Durante el desarrollo de la situaciéon 1y 4 se pudo evidenciar que la prueba de la recta vertical
es el argumento que los profesores de matematicas en formacion utilizan para identificar si una
gréafica representa una funcion o no, no obstante, no se cuestionan sobre si estas representaciones
gréaficas podrian ser funcion de ye (y) en equis (X).

En relacion con la negociacion de significados producto del desarrollo de la situacion 2
(Figura 7) por parte la comunidad, se pudieron observar las mismas dificultades, por parte de
los profesores en formacion, reportadas por Olvera-Martinez (2015). Estas dificultades
estuvieron relacionadas con la identificacion del conjunto de pares ordenados que describe una
funcion, que en términos de Castafieda (2014), una funcion es un conjunto f de pares ordenados
tal que no existen dos pares distintos con la misma primera componente ((a, b), (a,c) € f =
b = c), donde el dominio de la funcion es el conjunto de primeras componentes (Dom(f) =
{a € A: Existe b con (a,b) € f}) y la imagen de la funcion es el conjunto de segundas
componentes (Im(f) = {b € B: Exite a con (a,b) € f}).

En la solucion de la situacién 2 surgieron diferentes respuestas en torno a la notacion de la
representacion mostrada. Algunos profesores en formacion identificaron que dicha
representacion era una funcién lineal con pendiente -1 y corte con el eje y en 1,2. Otros
identificaron esta situacion como una recta vertical, por lo tanto, consideraron que esta
representacion no es una funcion. Veamos en la Figura 12 la respuesta de la profesora en

formacion Mariana.

fst VxeR sediene nf

ilustrar g,_uD no toda relacion 65 Ut fur)c'i@v‘)"l ddemaos de ¢ Cj(,vlr
aaro gue poro Que 51 sea f«)nac&,!) se debe cumplir

Jue VYxe Dlgy |, Ao \ € R(ﬂ_ «Ic} f()():\/ :
Figura 12. Respuesta de Mariana a la situacion 2
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En la respuesta de Mariana podemos ver que, a pesar de poner a variar los valores de x, toma
como conjunto de salida Unicamente x=1, por lo tanto, ella concluye que para el valor de x=1
corresponden infinitos puntos en la coordenada del eje y, y por ello se forma una linea vertical.
Esto nos deja ver que Mariana sin dar una representacion gréfica en el plano cartesiano, si estaba
pensando en ella.

Ante la situacion 3, Angélica admite que si se puede establecer una relacién sin necesidad
de ser mediante una expresion algebraica, no obstante, en su hoja de trabajo y durante la puesta

en comun dejar ver que dicha relacién no es una funcion.

Situacién 3: Calificacién 1 (0a5): _4
Deuda total de los miembros de un club deportivo: Comentario dirigido al profesor 1:

Ana 1030
Juan 740 +
Raul 210
Isis 420
Luis 740
Sara 1030
José 375
F(J_'Ea_ 560
Padm 740 &~

Figura 13. Respuesta de Angélica a la situacion tres

En la Figura 13 podemos ver que Angélica sefiala los valores “740” correspondientes a los
nombres de Juan, Luis y Pedro, y en la puesta en comin menciona que es por dicho argumento
que esa relacion no puede ser una funcién. Veamos lo que dice Angélica:

Angélica: No se puede mediante una expresion relacionar los datos que hay ahi, pero si se
pueden relacionar.

Tania: Yo traté de buscarla, pero no encontré, porque uno puede poner, la persona 1 le
corresponde...

Angelica: Que la relacion exista, pues si existe, que sea funcion es otra cosa. No es funcion,
porque, por ejemplo, Juan va a estar relacionado con el precio de él, de Sara, y de Pedro.
Integrante 1: o sea si es una relacion, pero no es una funcion.

Angélica: ah si, o sea hay una relacién, pero no es funcion.

Integrante 2: Pero no, por ejemplo, la de x al cuadrado, cuando x vale 1, y para -1, vale lo
mismo y es funcion, entonces no me parece que porque 740 sea de Juan y de Pedro no quiere
decir que no sea funcion. Y para mi si es funcién, porque si uno hace un grafico asi (sefiala
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el tablero), cambie el 1 por Ana, cambie el 2 por Juan, y se ve que cada uno esta relacionado

con un elemento del recorrido. [Posterior a este comentario se dieron otras reflexiones].

Angélica: Es que yo estaba pensando como en una funcién inyectiva pero igual pues primero

me parece que fue muy redundante la respuesta, y segundo porque si hay forma de hacer una

relacion para que sea funcion, ... esta errado en el concepto de funcion y es demasiado
redundante parea ser un profesor, debe ser mas contundente con sus respuestas.
(Episodio 3)

Angélica estaba confundiendo la definicion de funcién con la definicion de funcion
inyectiva, a lo que otro de los integrantes de la CoP dando el ejemplo de la funcién x?, la
hicieron caer en cuenta del error que estaba cometiendo. Esta idea errénea es expuesta en Ronau,
Meyer y Crites (2014), quienes mencionan que los estudiantes pueden tener la dificultad de
pensar que siempre al contradominio también le corresponde un solo valor del dominio.

Para esta situacion también encontramos el caso en el que los profesores en formacion
consideran que la tabla presentada en la situacion 3 si se puede considerar como una funcién,
como es el caso de Mariana (Figura 14). Ella considera que el dominio de una funcién no
necesariamente deben ser numeros reales, y que la situacién planteada es una funcion ya que

estd cumpliendo el argumento que para cada elemento del dominio (variable nombre) le

corresponde un solo elemento del rango (variable adeudo).
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i |
Calificacion 2 (0 a 5): VN
Comentario dirigido al profesor 2:

................................................
................................................
...............................................
...............................................

...........................................

.............................

Figura 14. Respuesta de Mariana a la situacion tres

En este apartado se describieron aspectos referentes al proceso de negociacion durante la
implementacion y puesta en comun del taller diagndstico inicial. En el siguiente apartado se
hace referencia a algunos significados de la funcién que surgieron de este primer taller.
4.1.1.3 Significados iniciales de la funcién. En la Tabla 3 se resumen los principales
significados de la funcidn que exhibieron los integrantes de la CoP, rescatando las evidencias
de las profesoras en formacion Angélica, Mariana y Tania, en el taller de significados iniciales.
En este taller, como se menciond en el apartado 4.1.1. (i), el objetivo no era indagar sobre el
pensamiento didactico y orquestal, por ello, en este capitulo se hace mencidn de los significados
asociados al pensamiento matematico.

Los resultados muestran que los profesores en formacion identificaron como caracteristicas
de la funcion la existencia de dos conjuntos los cuales estan relacionados de manera que
cumplan la relacion de unicidad, no obstante, como fue el caso de las tres profesoras en
formacion, no dan importancia a especificar cual de los dos conjuntos esta en funcion del otro.

También se identifico la idea de que los profesores en formacion admiten la prueba de la

recta vertical para indicar que una grafica en el plano cartesiano representa una funcion, lo que
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da paso para identificar que, para ellos en una representacion gréfica siempre el dominio va a
ser el eje horizontal (x) y el rango es el eje vertical (y).

En estas primeras ideas que exhibieron los profesores en formacion se evidenciaron también
diferentes dificultades que estos presentan al momento de definir una funcién, por ejemplo, el
caso de las profesoras Angélica y Mariana que presentaron dificultad para identificar un
conjunto de pares ordenados como una funcion.

Otras dificultades fueron las presentadas por Angélica y Mariana. Por una parte, Angélica
dejo ver que presenta confusion entre la definicion de funcion y la definicion de funcion
inyectiva, ya que en su hoja de trabajo dejé ver que en una funcién a cada elemento del rango
le debe corresponder un solo elemento de su dominio y, por otra parte, Mariana dej6 ver que
toda funcion se debe poder representar graficamente en el plano cartesiano.

Como se pudo ver anteriormente, los significados con los que iniciaron los profesores en
formacion en el trabajado colaborativo dentro de la CoP, marcaron varias ideas y dificultades
que reporta la literatura y que fuimos mencionando a lo largo del item anterior (ii), para lo cual
desde nuestra perspectiva genera cierta inquietud ya que como se mencion0 en el apartado 1.1,
los profesores en formacion para poder cursar el curso de didactica del célculo ya han pasado

por un proceso de formacion teorica.
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Tabla 3

Significados iniciales del pensamiento matematico: caracteristicas de la funcion

Angélica Tania Mariana
La prueba de la linea vertical se usa para identificar siuna Toda funcibn se  puede
gréfica es una funcion. representar graficamente en el

plano cartesiano (conjunto de
pares ordenados).
En la representacion gréafica de una funcion los valores del  En una funcion a cada elemento
dominio corresponden al eje horizontal (x) y los valores  del dominio le debe
del rango corresponden al vertical (y). corresponder un solo elemento
del rango.
No siempre las funciones se En una funcién a cada
pueden representar por elemento del dominio le
medio de una expresion debe corresponder un solo
algebraica. elemento del rango.
En wuna funcion a cada
elemento del rango le debe
corresponder un solo
elemento del dominio.

4.1.2 Taller 2. Reflexion y negociacion (variacion). En el segundo taller se presenta una
situacion problema con cuatro soluciones dadas por algunos profesores de matematicas, con el
fin de que los profesores en formacion identificaran en esas respuestas los conceptos
matematicos utilizados y discutieran sobre las ventajas y limitaciones de los recursos utilizados
por quienes dieron las respuestas.

Al igual que en el taller de significados iniciales, se usé el modelo de pregunta planteado por
Juarez, Arredondo y Pluvinage (2014), en el que se ofrecen un conjunto de respuestas a un
problema, con el fin de promover la reflexion por parte de los profesores. Las respuestas
presentadas en la hoja de trabajo también fueron retomadas de Olvera-Martinez (2015), quien

lo aplicd con profesores de bachillerato de Ciudad de México.
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41.2.1 Analisis previo del taller de reflexién y negociacion (variacion). El segundo
taller tenia como objetivo confrontar al profesor en formacion con su pensamiento variacional
por medio del acercamiento dindmico y algebraico de una funcidn cuadratica. El tiempo previsto
para este taller fue de 120 minutos, de los cuales en 60 se llevaria a cabo el desarrollo de los
incisos propuestos en la hoja de trabajo y en los otros 60 se realizaria la puesta en coman de sus
reflexiones.

La actividad del taller de variacion fue planteada tal como aparece en la Figura 15. Por medio
de estas preguntas se queria confrontar el pensamiento matematico del profesor en formacion
al momento de evaluar diferentes respuestas dadas que involucran acercamientos dindmicos y

algebraicos de la funcién.

ABCD es un rectangulo. AB tiene una longitud de 6.5cm, BC mide 4cm. M es un punto sobre el
segmento AB, N es un punto sobre el segmento BC, P es un punto sobre el segmento CD v Q es
un punto sobre el segmento DA. Ademds, se tiene que AM = BN = CP = DQ. ;Dénde debe
ubicarse el punto M para que el cuadrilatero MNPQ tenga la minima area posible?

Teniendo en cuenta las respuestas a la situacion planteada, que se presentan a continuacidn,
responde las siguientes preguntas:
1. Asigna una calificacion de 0 a 5 a cada una de las respuestas y explica el porqué de tu
calificacion.
2. ;Qué nocion de correspondencia crees que tenia cada uno? jpor qué?
3. ;En alguna respuesta se uso el concepto de funcion? jpor qué?

Figura 15. Preguntas y situacion del taller sobre variacion

La primera respuesta entregada del problema es la presentada en la Figura 16. Sobre ella, se
esperaba que el profesor en formacion identificara que “Laura” estaba presentando una
aproximacion empirica (usando GeoGebra) a la solucion del problema. Ademas, se creia que
ellos validarian esa respuesta usando también el software. En esa respuesta se observa que por
medio de la visualizacion de la representacion grafica en GeoGebra y la representacion tabular,
se logro encontrar de forma aproximada la ubicacion del punto M para que el cuadrilatero

MNPQ tuviera minima area. A pesar de no ser una respuesta justificada tedricamente, se
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esperaba que el profesor en formacion reflexionara sobre el papel que jugd el software
matematico interactivo GeoGebra para el entendimiento del problema.

También se estimaba que el profesor en formacion identificara la nocién de correspondencia
que esta inmersa en la situacion, la cual cosiste en identificar que cuando el punto M se mueve,

el segmento AM varia y los valores del area del cuadrilatero MNPQ también varian.

Respuesta de Laura

Observé los valores de la longitud del segmento AM v el area de MNPQ que se obtenian cuando
el punto M se movia sobre el segmento AB. En la representacién geométrica en Geogebra
observé que cuando la longitud del segmento AM crece, el drea del cuadrilatero MNPQ
disminuye hasta llegar a un punto (minimo) en el que él area comienza a aumentar. Ubique de
manera aproximada el punto minimo en la representacion geométrica v encontré que la longitud
del segmento AM estd entre 2.61,2.62 y 2.63cm v el area aproximada de MNPQ es 12,22cm?.
Adicional, en la hoja de calculo registré valores de la relacion entre la longitud del segmento AM
v el area de MNPQ y comprobé sus valores minimos.

* Hepade Clcale
& Al EH |8

1 W) S
m 1298
29 1278
i 1257
" E 23 1242
AM = 2,61 AB =65 _°® 41 1231
7 251 1225
.- BC =4 Of a6l 1222
= ) am 120

o N 1 20 1229

11 m 1238
i o o 12 30 1251
[ in 1249
[0 L] 129
15 am 1215
15 41 1344
7

Calificacion:

Figura 16. Respuesta de la profesora Laura al problema del rectangulo

En la segunda respuesta presentada (Figura 17), se muestra una representacion geométrica
(a lapiz y papel) y una justificacion algebraica del problema. Se esperaba que el profesor en
formacion identificara que por medio de la representacion gréfica del problema se estaba
admitiendo una relacion entre los valores QP, MN, PN, QM y una variable x que depende de la
ubicacion del punto M.

Se estimaba que el profesor en formacién identificara que, aunque se intentd dar una

justificacién algebraica, quien da la respuesta cae en el error de considerar el cuadrilatero
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MNPQ como un rectangulo y tampoco llega a alguna conclusion. Podemos inferir que esto se
debe a que en la representacion estatica que se muestra, aparentemente se forma un rectangulo
al unir los puntos M, N, Py Q, lo que se esperaba no ocurriria realizando una representacion

dindmica por medio de un software.

Respuesta de Paola

A B

g
pR = b
N b(:"f

s A
2 s
Voy a sacar las expresiones algebraicas de los lados del cuadrilatero QMPN.
Sea QP=MN=,/(6.5 —x)? + x? : utilizando el teorema de Pitdgoras ya que son tridngulos
rectangulos por construccion.
PN = Jx? £ (4 —x)? = QM.
— el 4rea del cuadrildtero MNPQ = PN.MN
- oMNPQ = (V¥ + (4= )7 (V65— )2 + %)
=J(x% + 16 — 2x + x)(42.25 — 13x + x2 + x?)
=/(2x? — 2x + 14)(2x? — 13x + 42.25)

Calificacion:

Figura 17. Respuesta de la profesora Paola al problema del rectangulo

En la Figura 18 vemos la tercera respuesta presentada por otro profesor (Paola). En esta
respuesta se pretendia que el profesor en formacion diera cuenta de la relacién de
correspondencia entre los valores del segmento AM vy el area del cuadrilatero MNPQ que se
identificé por medio de la representacion geométrica, grafica y tabular. Ademas, se esperaba
que pudiera identificar que, al relacionar las dos variables antes mencionadas por medio de una
herramienta de GeoGebra, estas representaban una funcién cuadratica.

Del procedimiento mostrado en la respuesta se puede notar que el grafico arrojado por el
software es una parabola cdncava hacia arriba y que posteriormente se procedio a identificar el
vértice de la parabola para asi encontrar el minimo de la funcion. No obstante, el profesor en

formacion debe dar cuenta de que, aunque la respuesta dada es valida, en ella hizo falta dar
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condiciones para poder hablar en términos de una funcion. Por ejemplo, que el dominio de la
funcion va a variar entre 0 y 4 cm ya que la longitud méxima que puede tomar el segmento AM

es el valor del lado més pequefio del rectdngulo dado, es decir, 4 cm.

Respuesta de Gerardo

En Geogebra realicé la representacion
geométrica v en una hoja de calculo -
registré los valores del segmento AM v

el area de MNPQ a medida que se
movia el punto M. Al realizar el e
grafico de estos valores identifiqué |
que se trataba de wuna pardbola.

Posteriormm]‘te’ trace una ° T AM = 207 Areade MNPO= 1284
perpendicular  al eje  vertical que S
intersecaba la pardbola en dos puntos, o 2

luego tracé la mediatriz de esos dos ==
puntos y en su interseccion con la ‘ - )
pardbola ubiqué el wértice con
coordenadas (2.62,12.22).

Calificacion:

Figura 18. Respuesta del profesor Gerardo al problema del rectangulo

Por ultimo, encontramos la respuesta mostrada en la Figura 19. Para esta, al igual que la
tercera respuesta mostrada al profesor en formacion, se puede evidenciar que el procedimiento
para resolver el problema primero fue encontrar una funciéon que lo representara, con la
diferencia que, en esta, la funcidn fue encontrada algebraicamente. Se esperaba que el profesor
en formacion identificara que se encontr6 una relacién de correspondencia con una variable X,
no obstante, no se clarifica dicha variable a que corresponde y que condiciones tiene y que a
pesar de que el procedimiento es correcto, el no dejar claridad sobre la variable x todo se vuelve
inconsistente.

Se esperaba que, durante el analisis realizado a cada una de las respuestas presentadas
anteriormente, se dieran reflexiones alrededor del pensamiento didactico y orquestal del
profesor en formacion. Respecto al pensamiento didactico, se esperaba que los integrantes de la

CoP reflexionaran sobre el planteamiento de la situacion y las estrategias (heuristicas) que
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usaron para solucionar el problema, si estas fueron de ayuda para el entendimiento y solucion
de este. De igual manera, que reflexionaran sobre las metodologias de ensefianza y las formas

de evaluar respuestas.

Respuesta de Isabel

Area de los 4 tnnangulos rectangulo
=x(4 —x) + (6.5 — x)(x)
=4x —x* 4+ 6.5x —x*

=10.5 — 2x*
Ahora el area del recténgulo ABCD = 4(6.5) = 26cm?
= El drea del cuadrilatero = 26 — (10.5x — 2x?%)

= 26 — 10.5x + 2x*(restamos el area de los 4triangulos rectangulos al 4rea total)
= 2x® — 10.5x + 26(Expresion para el area del cuadrilatero MNPQ

filx) =2x*—10.5x + 26
Dado que es una parabola que abre hacia arriba, el vértice es el punto minimo.
—b —(—10.5) 10.5
Sy = — = =
2a 2(2) 4
10.5
— f(T) = 2(2.625)* — 10.5(2.625) + 26

— £(2.625) = 12.21875
~Por lo tanto el area minima de MNPQ es 12.21875 cuando AM = 2.625

= 2.625

Calificacion:

Figura 19. Respuesta de la profesora Isabel al problema del rectangulo
Respecto al pensamiento orquestal, se esperaba que el profesor en formacion reflexionara
sobre si los recursos utilizados en las respuestas de los profesores (tecnologia, lapiz y papel)

fueron necesarios y suficientes para abordar la situacion.



74
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

4122 Implementacién y negociacion de significados del taller de reflexion
(variacion). El proceso de intervencion del segundo taller se llevo a cabo durante 120 minutos
como se tenia previsto. Cada uno de los profesores en formacion tuvo acceso a un computador
que contaba con el software GeoGebra. Tuvieron un tiempo de 90 minutos para desarrollar la
hoja de trabajo y durante los siguientes 30 minutos se procedio a realizar la puesta en comun de

la misma.

4.1.2.2.1 Negociaciones del pensamiento matematico. En este apartado recuperamos
evidencias que dan cuenta de la nocion de variacion que los profesores en formacion tenian, de
como esta se fue transformando con el desarrollo del taller, asi como las discusiones que se

posibilitaron dentro de la CoP.

En la respuesta que da Angélica sobre la respuesta mostrada en la (Figura 16), se puede
evidenciar el valor que ella le da a la representacion geométrica y tabular para abstraer los
intervalos donde varian las magnitudes de la situacion, tal como se puede evidenciar en la

Figura 20.

17

Calificacion: 4%, Corsdero  que esla fespuesicy e.>s: Conecdt 4 que
el sor Geo-gebia  pak hacer la Construccion le ocermihio

YOIV w*nmwen*je * wechonie la \nq}o de auwlo
‘ a e A

Cual ewv dvecr  mwima a medida e vana
S embare, Yo se toma o wWewalo [261,2,63]
este vno ey e\ el wﬁennjﬂ donde bc_oﬂe" que el.

Pa—

L)
qQrea 85 mMminmg .

Figura 20. Respuesta de Angélica a la primera respuesta del taller de variacion
Durante la puesta en comun, Angélica ratifica lo escrito en su hoja de trabajo y

adicionalmente muestra que, para ella, la nocion de correspondencia se ve reflejada en la
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relacion de variacion que hay entre el segmento AM y el area del cuadrildtero MNPQ. A
continuacion, se puede ver la transcripcion de lo dicho por Angélica:
Angélica: Yo le puse 4,8 porque bueno, al igual que mi compafiera también observé lo
mismo que existe una relacion entre el segmento AM como varia y pues el area del
cuadrilatero y pues le puse 4,8 porque si ella va a dar una respuesta en intervalos que fue
2,61y 2,63 no es tan precisa porque en GeoGebra se pueden ver mas valores y es de 2,58 a
2,68y estd en 12,90.
(Episodio 4)
Al igual que Angélica, en la Figura 21 se evidencia que Mariana le da valor a la
representacion tabular del problema para inferir la nocion de correspondencia y de funcién que
se refleja en la situacion. Ella identificd la correspondencia que existe entre el valor del
segmento AM vy el area del cuadrilatero MNPQ como una relacion de parejas ordenadas que

cumple la propiedad de la unicidad, es decir, que a cada valor distinto que tome el segmento

AM, le corresponde un solo valor del area del cuadrilatero MNPQ.

[

Qespue;io de Loum: (
Lavra consi dern [0 conesp onflentia COMD POIE)AC wﬁo:— f.r_i‘i"n.“ que :f—‘ﬁ'\mrﬂrv
en lo hoja de edlewlo, Je erle modo se eviden oo G2 @ rode
valorde Am e conespondia un qreo de MHEPR.
1"\37\7(&5‘”0”@ Loura tonstiuge ypg funinn C‘P““"‘” ‘“ P‘@jr; de
ailewlo_endonde - pone el dren de M@ en puncion Gl volorde A0 -

Figura 21. Respuesta 2 de Mariana a la primera respuesta del taller de variacion

Como se evidencio en el Pensamiento Matematico de Angélica y Mariana, ellas identifican
caracteristicas de la funcion en representaciones geomeétricas y tabulares de relaciones entre dos
variables. Desde la perspectiva de Steele & Hillen (2012), es importante que los profesores
identifiquen y distingan las funciones de otras relaciones en sus diferentes representaciones ya
gue este es un aspecto importante para la ensefianza del concepto de funcion.

Las respuestas que dieron los integrantes de la CoP sobre la respuesta mostrada en la Figura

17, estuvieron centradas en el proceso algebraico y en los errores que se muestran en dicho
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proceso, un caso de ello es el de Mariana (Figura 22). Para ella, cuando se trabaja con funciones
se puede limitar a trabajar con sus expresiones algebraicas ya que, mediante estas, el
procedimiento que se esté realizando es mas valido y mejor justificado. Con esta idea se puede
ver una limitacion en el Pensamiento Matematico de Mariana, ya que en términos de Hitt (2003),
cuando un profesor se limita a trabajar con la representacion algebraica de la funcién,

dificilmente sus alumnos llegaran a una comprension profunda del calculo.

kespuesta de Foolar:

G\ Me P(‘(‘CT -O'DOrfuno y consislente el melocle que (,1/{('1?[1 Pﬂt",{] JPti‘;
alqeha'a‘c&m@nvle se puede oblener una :espuesfﬂ Juﬁ‘hf{mdu Y
on MLLL{Or Vil dez. PC-" \%[Q na (Vl,wf ,'Jli,;g au mitf,—;u Y > !

.« N respuesio.al pioblema. Ydema ¢l cuadredo (4-¥*erta ?7\‘:& Tamd
(2 N se ve explicdamente una nocon de conest?c‘IEn(iu ‘. §m N
“mbeirgo, ella modelu el Problem(‘; de formo gue el czrea_ L,R:;_

*€1€ dada en puncioh de A de esle modo geliene encventin.

{u Corespondencia como Unc‘}e*?'é‘f"u/‘ cgebraco.

np qenerg

Figura 22. Respuesta de Mariana a la segunda respuesta del taller de variacion

Un caso en el que el centro de atencidn no fue el proceso algebraico y sus errores, fue el de
Angélica. En la Figura 23 se puede ver que Angélica realiz6 un andlisis de la situacion planteada
en la hoja de trabajo y evidencio6 que el cuadrilatero que se forma al unir los puntos M, N, P y
Q no tiene las propiedades de un rectangulo, por lo tanto el area a encontrar no puede ser base

por altura.

Calificacion: ©, S=ja no €% la Sdutdn Que S eSkopd

pichendo. Qo\l?uf el Solo 4uvo  en Cuenle fec:icmaofc:SJ
gara el Coadr Qi ro Gua se :

T

Figura 23. Respuesta de Angélica a la segunda respuesta del téller de variacién

En las evidencias presentadas anteriormente, se muestra una dificultad que ya ha sido
reportada por diferentes autores, como Ronau et al. (2014). Dicha dificultad tiene que ver con
la poca importancia que le dan los profesores al papel del dominio en la caracterizacion de una

funcién. No obstante, dentro de la CoP una de las integrantes, Tania, por medio de las respuestas
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de la Figura 24 y Figura 25 a la respuesta mostrada en la Figura 18 y la Figura 19
respectivamente, se puede evidenciar que para ella si es importante, cuando se trabaja con
funciones, mencionar las caracteristicas del dominio de esta. Tania argumenta que para hablar
de la funcidn cuadréatica que esta modelando la situacion, es necesario hablar de las condiciones
de los valores que puede tomar el segmento AM; es decir, se debe definir el dominio de la

funcion.

Calificacion:4].5 _Ealer personQ {lggo a'la relpedia 0l propiema ponieado)
d mia elo Wtio das hewamental-go \e borcla Geatob@r 4 SuS
Caocimients Sobre la focen padbda B\ ddide aenke 'que el -
. wohmiento del p‘,wb ‘WA an fegetteigl area (era  uhq
ol hocia aitn o arelaciono que e\ verlice (Gevia Lo ub“f“ﬁ;“‘
Cde M va encenday €\ avea miimer . (onsdern qe .h'?a f

dar ¢re Ja\eres pddia brmar.

Figura 24. Respuesta de Tania a la tercera respuesta del taller de variacién
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Figura 25. Respuesta de Tania a la cuarta respuesta del taller de variacion

En el pensamiento matematico de los integrantes de la CoP, por medio del taller de variacion,
se pudo evidenciar que estos identifican la nocién de correspondencia y de funcion por medio
de las diferentes representaciones de la funcion, geométrica, gréafica, y principalmente la
algebraica.

La Tabla 4 presenta los significados alrededor del pensamiento matematico correspondientes

al taller de variacion.
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Tabla 4
Significados asociados al pensamiento matematico en el taller de variacion

Angélica Mariana Tania
Identifica la correspondencia Considera que la representacion Concibe importante
entre variables por medio de la algebraica de una funcion permite determinar bajo que dominio
representacion  grafica y justificar y dar mas validez a un una relacion se puede
tabular. procedimiento considerar funcién.

Identifica la variacion de dos
magnitudes en la representacion
tabular.

Reconoce que wuna funciéon debe
cumplir la propiedad de la unicidad.

4.1.2.2.2 Negociaciones del Pensamiento Did&ctico. Sobre el Pensamiento Didactico, los
significados negociados se centraron sobre la valoracion que los integrantes de la CoP dieron a
las respuestas de los profesores y a la argumentacion de por qué la asignacién de sus
calificaciones.

Desde el modelo R-y-A, en el Pensamiento didactico se consideran las concepciones que los
profesores tienen en torno a las metodologias de ensefianza y a las formas de evaluar. Alli se
establece que, es la evaluacién del aprendizaje uno de los aspectos mas conflictivos para los
profesores, ya que suele suceder que no tienen claro los aspectos sobre los cuales van a centrar
su atencion.

En el pensamiento didactico de Mariana, se puede evidenciar la importancia que tiene para
ella el proceso algebraico y el valor que le da al software GeoGebra (al igual que Angélica (ver
(Episodio 4) como herramienta para validar y resolver un problema. Veamos lo que dijo
Mariana referente a la respuesta mostrada en la Figura 16:

Mariana: Pues yo le cologué 3.5 porque me parece necesario el uso del software, pero pues

ella no hace nada mas para corroborar la respuesta. Por ejemplo, yo realicé el diagrama en

GeoGebra y me arroja valores desde 2,57 hasta 2,67, que sigue dando la misma area y pues
ella simplemente da una aproximacion de 2,61 a 2,63. O sea, pienso que ella debi6 utilizar
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esto para generar una hipdtesis y para mirar qué era lo que pasaba con el &rea, para poder dar

un soporte mas algebraico y no solo con el uso de GeoGebra.

(Episodio 5)

Alrededor de esta idea, Dick y Hollebrands (2011) comentan sobre la importancia que tiene
la tecnologia como medio para fomentar habitos de resolucién de problemas. Dicha importancia
hace alusion a que cuando se aplica tecnologias, la solucién del problema adquiere otro
significado.

Por otro lado, en las hojas de trabajo y durante la puesta en comun, se encontré que la Gnica
profesora en formacion que dio cuenta del error que se observa en la respuesta presentada en la
Figura 17, fue Angélica. En su hoja de trabajo (Figura 23) deja ver que asigna una calificacion
de cero porque el procedimiento que se muestra en parte esta bien, sin embargo, no se estan
considerando todos los posibles cuadrilateros que se forman.

En el pensamiento reflexivo de Angélica se evidencia una coordinacion entre su Pensamiento
Matemético y su Pensamiento didactico. Para ella realizar evaluacion sobre la respuesta
mostrada, acude a su Pensamiento Matematico para identificar las falencias y fortalezas que se
presentan en los procedimientos mostrados.

Durante la puesta en comun, los profesores en formacion presentaron argumentos del porqué
de la asignacién de sus calificaciones altas a la Figura 27. La moderadora 2 al ver que no se
reflexionaba alrededor de lo que se queria con esta respuesta, indagé un poco mas a los
integrantes por medio de una serie de preguntas, a lo que Angélica respondio:

Moderadora 2: Segun esa respuesta, cuando ella esta encontrando el area del cuadrilatero

que se forma por dentro, ;,cOmo esta tomando esa area?

Integrantes 1: Como un rectangulo

Moderadora 2: y, ¢eso es un rectangulo? Verifiquen en GeoGebra, muevan los puntos, ¢Es

un rectangulo?

Angélica: No siempre
Moderadora 2: ;Qué nota le pondrian?



80
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

Angélica: cero ;no? , independientemente de si los calculos estan bien o estan mal, no tiene

por qué hallar el area como un rectangulo.

(Episodio 6)

Se infiere que las observaciones dadas por los profesores en formacion a la respuesta dos,
tiene que ver con la representacion estatica que se muestra del problema. Zbiek y Heid (2011)
mencionan que las tecnologias permiten crear ambientes en los que el estudiante puede entender
mejor el trabajo “a mano” y aprender nuevos métodos para resolver problemas.

Para la respuesta tres mostrada en la Figura 18, nuevamente se ve la concepcion del valor
que los integrantes le dan al software como herramienta para validar y resolver un problema.
En la transcripcion que se presenta a continuacion, se evidencia el valor que Angélica y Tania
(Figura 24) le dieron al Software:

Tania: Yo le puse 4.5, porque él (profesor Gerardo), lleg6 a la respuesta y a lo que ella us6

una herramienta de GeoGebra se dio cuenta que era una parabola y us6 que, pues como la

pardbola abria hacia arriba entonces el punto minimo iba a estar en el vértice, y usé
totalmente el programa para hallarlo, y no puse 5 porque ya hay una funcién pero pues no
definid el dominio de la funcién. [Posterior a este comentario se dieron otras reflexiones]

Angélica: Bueno yo le pues 4.8... porque él (profesor Gerardo) hizo un procedimiento

valido, dio una respuesta correcta, pero sin embargo no especifico bien que el vértice de la

parabola es encontrar el area minima del cuadrilatero, o sea dio la respuesta, pero no dijo por
qué esa era.
(Episodio 7)

Alrededor de la cuarta respuesta (Figura 19), todos los profesores en formacion coincidieron
que, de las cuatro respuestas presentadas, esta es la respuesta mas correcta y por lo tanto
asignaron calificaciones altas. No obstante, consideran que a la respuesta le hicieron falta ciertas
condiciones. Angélica considera que, para plantear la solucién de un problema, se deben dejar
claras y explicitas las condiciones de este, ya sea por medio de su representacién grafica o por
medio de representacion geométrica. Veamos lo que dijo Angélica durante la puesta en comun:

Angélica: Yo le puse 4.8 porque de todos modos a ellos les estaban dando como unas

condiciones y ella plante6 férmulas, y pues para usar formulas uno debe tomarlas como de
alguna parte, ella uso (4-x) pero dénde estan esos valores, yo considero que le falté un dibujo
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0 una representacion gréfica, no exactamente una gréfica de funcion pero si al menos el

dibujo para ver de donde sacO esos valores, o sea le puse 4.8 por eso, hizo todo el

procedimiento correcto pero le hizo falta.

(Episodio 8)

En el pensamiento didactico de los profesores en formacion durante el taller de variacion, se
evidencio que una de las estrategias que estos tienen en cuenta para validar y resolver un
problema, es el uso del software GeoGebra. Por medio de este, ellos apoyan sus argumentos
para evaluar las respuestas presentadas. Otra de las estrategias para resolver problemas que se
pudo evidenciar, fue la de expresar de forma explicita las condiciones del problema, ya sea por
su representacion grafica o su representacion geométrica.

Se presentan en la Tabla 5 los significados asociados al pensamiento didactico
correspondientes al taller de variacion.
Tabla 5

Significados asociados al pensamiento didactico en el taller de variacion

Angélica Mariana Tania
Concibe el uso del software GeoGebra como herramienta para validar y resolver problemas.
Considera que la representaciéon Concibe la  representacion
geométrica y grafica de una algebraica como herramienta
funcidn es buena estrategia para fundamental para  resolver
abordar un problema. problemas.
4.1.2.2.3 Negociaciones del Pensamiento Orquestal. Se retoman aqui, evidencias sobre la
forma como los participantes del CoP asumen el uso de los diferentes recursos (en este caso
GeoGebra) para desarrollar la actividad matematica del aula.
Angélica deja ver que por medio del software GeoGebra se pueden precisar mejor las
conjeturas dadas a un problema. En el (Episodio 4, Angélica cuestiona la respuesta mostrada en
la Figura 16 ya que menciona que por medio del software hubiese podido precisar mejor los

intervalos en los que puede estar el area maxima del cuadrilatero.
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De igual forma, para la respuesta mostrada en la Figura 17, Angélica resalta la importancia
del software debido a que por medio de la representacion dinamica del problema que se puede
hacer en este, se pueden visualizar las propiedades de los objetos matematicos tratados. Al
respecto, Tania coincide diciendo, que es a través del software que se facilita identificar el
dominio de la funcién. A continuacidn, se puede ver la transcripcion fiel de lo que dijeron las
profesoras en formacion durante la puesta en comun:

Angélica: Digamos, yo pienso que, en este caso, para la respuesta dos (Figura 17), GeoGebra

sirve, porque uno puede dar cuenta que el cuadrilatero interno no es un rectangulo. Si uno

hiciera la construccion a mano, uno lo cuadra para que quede rectangulo, pero, en GeoGebra
uno se da cuenta que no en todos los puntos es un rectangulo. O sea, son cositas que ayudan,
como tal no le van a solucionar el problema, pero ayudan a solucionarlo.

Tania: Ayuda a observar el dominio de la funcion.

(Episodio 9)

Esta idea que se acaba de exponer alrededor de la tecnologia es apoyada desde la teoria por
Santos-Trigo & Reyes-Rodriguez (2011). Estos autores mencionan que, mediante la tecnologia,
los profesores tienen la oportunidad de examinar el modelo creado desde diferentes
perspectivas, con el objetivo de identificar un conjunto de relaciones y conjeturas.

Por su parte, Mariana considera que el uso del software GeoGebra sirve para inferir la
respuesta del problema y no para dar solucion a este. Mariana realiza reflexiones del software
en torno a las discusiones y reflexiones sobre aspectos didacticos de la funcién que se habian
dado previamente por medio de exposiciones en los encuentros con la CoP. Ella considera que
el uso del software debe ser regulado ya que este no puede reemplazar el razonamiento que cada
uno debe hacer para abordar el problema. Durante la puesta en comun, Mariana expreso lo
siguiente:

Mariana: Aqui como también hemos hablado en todas las exposiciones, es el hecho de no

abusar del programa como para que toda la respuesta se base en el programa, porque estoy
como reemplazando el andlisis que deberia hacer yo misma...

(Episodio 10)
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En términos de Pea (1985) y Moreno-Armella (2002), Mariana admite el uso de la tecnologia
como amplificador; es decir, las tecnologias son un complemento al pensamiento o
razonamiento del estudiante. Por el contrario, para Tania la tecnologia funciona como
reorganizador, que, en términos de los mismos autores, significa que el pensamiento del
estudiante se ve afectado por la tecnologia ya que su uso hace que cambie las acciones para
abordar el problema.

En la Figura 24 se puede evidenciar que Tania considera que el procedimiento mostrado en
la Figura 18, es valido ya que los argumentos estan basados en lo visualizado en el software.

Como se pudo dar evidencia, para los integrantes de la CoP el uso de las tecnologias como
recurso para la resolucion de problemas es bastante aceptado, no obstante, no todos le dan la
misma funcionalidad. Se resumen a continuacién en la Tabla 6, los significados alrededor del
pensamiento orquestal obtenidos del taller de variacion.

Tabla 6

Significados asociados al pensamiento orquestal en el taller de variacion

Angélica Mariana Tania
Considera que el software Reconoce el software GeoGebra Reconoce el  software
GeoGebra es una herramienta como amplificador ya que permite GeoGebra como

poderosa para identificar dar hipdtesis ante la solucion de un reorganizador ya que su uso
caracteristicas de los problemas.  problema mas no para dar solucién hace que el estudiante
a este. cambie las acciones para

abordar el problema.
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4.1.3 Taller 3. Reflexidén y negociacion (funcion). Para el taller tres se retomaron dos
situaciones problema de Fiallo y Parada (2018). Se realizaron adecuaciones a la metodologia
propuesta por estos autores con la finalidad de adaptarla a dindmicas de las CoP donde se
posibilite el intercambio de significados y reflexion alrededor de la funcion.

4.1.3.1 Analisis previo del taller de reflexién y negociacién (funcién). Este taller tuvo
como objetivo confrontar a los profesores en formacion con sus conocimientos matematicos
alrededor del significado de la funcion y las caracteristicas de diversos tipos de funciones que
surgen de problemas de la realidad. Adicional a esto, se queria confrontar el pensamiento
reflexivo de los profesores en formacion a partir de su experiencia desarrollando los dos
problemas propuestos en la hoja de trabajo.

Se tenian previstos 180 minutos para el desarrollo del taller, de los cuales en los primeros 60
minutos se llevaria a cabo el desarrollo de la parte | de la hoja de trabajo y en los siguientes 60
minutos la puesta en comun de la misma. En el tiempo restante se estimaba terminar la parte 11
del taller junto con su puesta en comun.

Para cada uno de los dos problemas presentados en la hoja de trabajo, se queria que el
profesor en formacion contestara las preguntas propuestas e identificara sus fortalezas y/o
debilidades conceptuales del tema bajo estudio. Con esto se pretendia que por medio del trabajo
colaborativo y el intercambio de hojas de trabajo pudieran reforzar sus conocimientos en
relacién con los de los demas integrantes de la CoP.

El primero de los dos problemas es el presentado en la Figura 26. Para la solucidn de este, se

esperaba que los profesores en formacion tuviesen un nivel de complejidad alto ya que este no
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se puede representar por medio de una funcién tradicional (polinémicas o racionales) sino que

requiere de trabajar con una funcién denominada parte entera.

1. En Bucaramanga, en un minutero de telefonia celular se cobra $100 por minuto o fraccidn.

a) ;Cuanto cuesta una llamadade 25 s, 1 min, 1 min 01 s, 1 min 30 s, 2 man 15 5, 2 min
39 s, 4 min 00 s, 5 man 36 5, 9 man 50 s, 23 min 48 5, 1h 15 min 32 &7

b) Halla la funcion que representa la interdependencia entre el costo de la llamada v el
tiempo.

Figura 26. Primera situacion taller de reflexion (funcion)

Se estimaba que, para dar solucion al problema de manera algebraica, los profesores en
formacion recurrieran a la elaboracion de diferentes representaciones como lo son: verbales,
gréaficas y tablas. Segun lo reporta Fiallo y Parada (2018), se esperaba que una primera dificultad
que pueden presentar los profesores en formacion es, la de interpretar el tiempo en los términos
dados.

Para el item a), se esperaba que los profesores en formacion realizaran los célculos para cada
uno de los tiempos que se pide calcular el costo de la llamada. De aqui, se estimaba que
identificaran que el costo de la llamada esté en funcion de la cantidad de minutos o de segundos.

Para dar respuesta al inciso b), se esperaba que al querer generalizar el proceso del item a),
el profesor en formacion identificara que el costo que se va a pagar por cada llamada siempre
va a ser un maltiplo de 100. No obstante, con esto no es suficiente para llegar a plantear una
expresion algebraica, ya que probablemente un primer planteamiento de la expresion que
representa la funcion serd f(x) = 100x por ser la funcion lineal una de las mas trabajadas por
los estudiantes, segin Steele y Hillen (2012). Otro acercamiento que pueden realizar los
profesores en formacion es definir una funcion por partes, es decir, definir una funcion, con

dominio diferente para diferentes intervalos como lo mostramos a continuacion:
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100 si0<x<1
(mo sil<x<2

£ =
|

k100n sin.—l <x<n
No obstante, se esperaba que el profesor en formacion que lograra plasmar la anterior
representacion de la funcion también lograra identificar que dicha representacion se puede
representar por medio de la expresion f(x) = 100[x], donde x son minutos y pertenecen a los

nameros reales positivos. En el caso de tomar el dominio como segundos, la expresion

algebraica que representa el problema seria f(x) = 100 [[%]]

En la segunda situacion, la cual se presenta en la Figura 27, se esperaba que el profesor en
formacion identificara la interdependencia que hay entre las variables el nimero de afios
transcurridos a partir de 2014 y la poblacion colombiana, adicional a esto, deberian identificar
que existe otra dependencia entre la poblacién de un afio y el afio inmediatamente anterior.

Para llegar a alguna conjetura, se estimaba que mas que realizar operaciones para responder
a las preguntas planteadas, los profesores en formacion identificaran los patrones y relaciones
gue enmarcan el problema. Por ejemplo, para responder al inciso a), se esperaba que plantearan
sus respuestas numeéricas dejando planteadas las expresiones para asi poder identificar el patrén.
Por ejemplo, para el afio 2020 se podia proceder de la siguiente manera:

0 - 2.014 - 47'.661.790

1 - 2.015 - 47'.661.791 + 47'.661.790 = (0,01) = 47'.661.790 * (1 + 0,01)
= 47'.661.790  (1,01)

2 - 2016 — 47'.661.790 * (1,01) + 47.661.790 * (1,01) * (0.01)
= 47.661.790 * (1,01)(1 + 0.01) = 47'.661.790 * (1,01) * (1,01)

= 47.661.790 = (1,01)2
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3 > 2017 - 47.661.790 * (1,01)% + 47.661.790 * (1,01)2(0,01) = 47.661.790 * (1,01)3
4 - 2018 - 47.661.790 * (1,01)3 + 47.661.790 = (1,01)3(0,01) = 47.661.790 * (1,01)*
5 - 2019 - 47.661.790 = (1,01)* + 47.661.790 * (1,01)#(0,01) = 47.661.790 * (1,01)"
6 — 2020 — 47.661.790 * (1,01)° + 47.661.790 * (1,01)5(0,01) = 47.661.790 * (1,01)®
Es decir, por medio del anterior analisis, se puede conjeturar que al transcurrir n nimero de
afios después del 2014 (dominio), la poblacion (rango) se puede representar por medio de la

funcion c(n) = 47'661.790 = (1,01)™

2. Segin datos suministrados por el DANE, al finalizar 2014 la poblacion colombiana era de
47°661.790. Se estima que el promedio de crecimiento sea del 1% aproximadamente.

a) ;Cuantos colombianos existirdn finalizando el presente afio? ;En 20507 Explica tus
respuestas.

b) Halla la funcion que representa la interdependencia entre el afio v la poblacion
colombiana. Explica tu procedimiento.

Figura 27. Segunda situacion taller de reflexion (funcion)

Segln lo reportado por Fiallo y Parada (2018), se esperaba que, si los profesores en
formacion no escribian de forma organizada y desglosada la obtencion de los datos de la
poblacion de acuerdo con el afio, es poco probable que puedan generalizar con alguna expresion
algebraica de la funcién que representa la situacion.

En la parte 11 del taller de reflexion y negociacion sobre la funcion (Figura 28) por medio del
disefio de un plan de clase se buscaba reflexionar sobre las preguntas presentadas en la Figura
4. Con esto se esperaba ver como los profesores en formacion después de pasar por el desarrollo
y puesta en comun de la primera parte del taller, lograban plasmar su pensamiento reflexivo en

el disefio de clase.
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PARTE II:
Disefiar un plan de clase para un curso de Caleulo Diferencial en el cual el tema principal sea
introducir el concepto de funcidén; tener en cuenta las dos situaciones planteadas en la PARTE I v
las reflexiones que se dieron en la puesta en comun de estas. Para el disefio del plan de clase tener
en cuenta lo siguiente:

Objetivos de la clase

Desarrollo de la clase (de qué manera llevara a cabo la clase para cumplir con

los objetivos de ensefianza propuestos)

Recursos didacticos (reflexionar sobre el uso de la tecnologia)

Figura 28. Parte Il del taller de reflexion (funcion)

Se estimaba que los profesores en formacién reflexionaran y realizaran los ajustes que
consideraran convenientes a la parte | de la hoja de trabajo de tal manera que pudieran adecuar
dichas situaciones a un plan de clase en el que introdujeran el concepto de funcién en un curso
de Célculo Diferencial. Para ello, les pedimos reflexionar sobre los recursos utilizados para el
desarrollo de la clase, principalmente, si es conveniente el uso de las tecnologias digitales para

tener una mejor comprensién de los problemas por parte de los que serian sus estudiantes.

4.1.3.2 Implementacion y negociacion de significados del taller de reflexion (funcion).
La implementacion y negociacion de significados del taller referente a la funcién se llevé a cabo
durante 180 minutos como se esperaba. Estos 180 minutos fueron distribuidos en dos dias. El
primer dia durante 120 minutos se llevo a cabo el desarrollo de la parte | de la hoja de trabajo
junto con su puesta en comun. En esta parte se trabajo la solucion de las situaciones de forma
individual y posterior a esto se dio un espacio donde los profesores en formacion pudieron

reflexionar en relacion con las respuestas de otro integrante de la comunidad.

Las hojas de trabajo fueron intercambiadas acorde a las diferentes respuestas presentadas.
Por cuestion de tiempo no se dio el espacio para llegar a una solucion conjunta por parte de la
comunidad y qued6 como trabajo individual reflexionar sobre las negociaciones dadas durante

la implementacion.
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El segundo dia, durante 60 minutos se llevo el desarrollo de la parte 1l. A continuacion, se
describen algunas reflexiones y significados de las integrantes de la CoP durante la
implementacion del taller.

4.1.3.2.1 Negociaciones del Pensamiento Matematico. En este apartado se presentan
evidencias de las reflexiones dadas en el trabajo, tanto individual como colaborativo, que
realizaron los integrantes de la CoP alrededor del significado de la funcion.

En respuesta al item a) de la Figura 26, los integrantes de la CoP realizaron el procedimiento
esperado desde el analisis previo. Angélica trabajo con el tiempo en segundos, asi que, ella
identificd intervalos en los que la llamada tenia el mismo costo y asi, encontro el valor de la

Ilamada para los tiempos estipulados, como se puede apreciar en la Figura 29.
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Figura 29. Respuesta de Angélica a la situacion uno del taller de funcion

Como se esperaba desde el andlisis previo, los profesores en formacion trabajaron con las
diferentes representaciones de la funcion que modela la situacion de la Figura 26. En el caso de
Angélica, trabajé con la representacion verbal y algebraica del problema. Ella plante6 una

funcion por partes donde para diferentes intervalos de tiempo, calculd el costo de la llamada.
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Desde el anélisis previo, la representacion a la que se esperaba que llegara Angélica, es la
siguiente: f(x) = 100 [[:—O]]

Una dificultad que viene presentado Angélica desde los anteriores talleres es la poca
importancia que le da al dominio de las funciones. No obstante, en la puesta en comdn de este
taller, Angelica reflexiona que si hubiese realizado una representacion gréfica al igual que su
compariera (Tania), hubiese sido més facil identificar el dominio y el rango de dicha funcidn.
Angélica comentd lo siguiente:

Angélica: Yo representé la funcién solo analiticamente, pero pues veo que mi compariero si

hizo una grafica y también la representd analiticamente y pues veo que es como mas util

porque cuando Yo la hice, si estaba segura de que era asi, pero, por ejemplo, no podia ver ni
el dominio ni el rango, y considero que con la grafica es mas facil.

(Episodio 11)

La idea plasmada por Angélica durante la puesta en comun es ratificada por Ronau et al.
(2014), quienes mencionan que de las diferentes maneras que se puede representar una funcion,

la representacion grafica es clave para evidenciar propiedades de esta.
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Figura 30. Respuesta de Tania a la situacion uno del taller de funcién
A diferencia de Angélica, Tania interpretd el tiempo de las llamadas en minutos y construyé

la representacion grafica de la funcidn que representa la situacion y a partir de esta, construyé
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la representacion algebraica de la misma. Ella identificO que estds representaciones
corresponden a una funcion parte entera, como se evidencia en la Figura 30.

En la segunda situacion (Figura 27), los profesores en formacion presentaron dificultad para
identificar la dependencia que habia entre el crecimiento de la poblacion de un afio especifico
y la poblacion del afio anterior.

En el caso de Tania y Angélica (Figura 31 y Figura 32), identificaron que la poblacién de
cierto afio iba a depender Unicamente de la poblacion inicial, es decir, de la poblacion del afio
2014. Por ejemplo, como para el afio 2020 habrén transcurrido 6 afios a partir del 2014, la
poblacion para este afio seria la poblacion inicial més el 6% de la misma, es decir, 47°661.790 +
47°661.790 * (0,06), lo que indica que siempre va a depender de la poblacion del afio 2014. A
raiz de esta interpretacion, las dos profesoras en formacion lograron plasmar una expresion
algebraica de la funcion que representa la situacion, la cual depende unicamente de la poblacion

inicial y los afios transcurridos; y no de la dependencia de la poblacién del afio anterior.
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Figura 31. Respuesta de Tania a la situacion 2 del taller de funcion.
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Figura 32. Respuesta de Angélica a la situacion 2 del taller de funcién

Un caso contrario fue el de Mariana (Figura 33), ella no present6 dificultad para identificar
que el crecimiento de la poblacion de un afio determinado dependia de la poblacion del afio
anterior, no obstante, tal como se esperaba desde el analisis previo, al dar un trabajo aritmético
a los datos, no logré identificar el patron de comportamiento de los datos. En sus reflexiones
presentadas en la Figura 34, Mariana deja ver que se le dificulté encontrar como se comportaba
la relacion entre el nimero de afios transcurridos y la poblacion inicial en el 2014, debido a que
eran aflos muy grandes y que el comportamiento de los datos no era lineal.

Esta dificultad presentada por Mariana se asocia a la falta de definir mecanismos de
constantificacion” que le posibilitaran la identificacion del cambio que un valor sufre para
convertirse en otro, que en términos de Lopez-Acosta (2016), es una condicion necesaria para

poder generalizar un patrén de comportamiento de una secuencia.

* Mecanismos de constantificacion: son estrategias y razonamientos que dan sustento y permiten elegir de
manera significativa sobre el comportamiento de los sistemas, asi como para determinar hasta qué orden de
variacion es necesario considerar para la prediccion. (Lopez-Acosta y Montiel 2017. p.921)
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Figura 33. Respuesta de Mariana a la situacion 2 del taller de funcion
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Figura 34. Reflexiones de Mariana a la situacion 2 del taller de funcion
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Durante el desarrollo de la actividad matematica de este taller, los integrantes de la CoP

realizaron un trabajado colaborativo en pro del desarrollo de su Pensamiento Matematico. Se

presentaron significados negociados alrededor de la escogencia del dominio para la funcién que

representaba las situaciones, asi como el uso de diferentes representaciones para identificar

caracteristicas de esta. También, se presentaron significados negociados sobre las dificultades

presentadas alrededor de la identificacion de las relaciones entre las variables de cada una de

las situaciones.

La Tabla 7 resume los significados asociados al pensamiento matematico pertenecientes al

taller de funcion.
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Tabla7

Significados asociados al pensamiento matematico en el taller de funcion

Angélica
Considera que, al trabajar con
relaciones de cambio entre
variables, es necesario dejar
claras las caracteristicas de la
variable independiente.

Reconoce gue la
representacion gréfica de una
funcién facilita la

identificacion de su dominio
Yy Su rango.

Mariana
Considera que la representacion
algebraica de una funcion es mas
importante que las otras.

Cuando trabaja con variables que
toman valores muy grandes y que
no representan una relacion lineal,
reconoce que es mas complicado
evidenciar un  patrén  de

Tania
Evidencia que la
representacion grafica de
una  funcion  facilita
encontrar la expresion
algebraica de la misma.

Considera relevante el uso
de las representaciones
grafica y algebraica para
representar situaciones de
la vida real.
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comportamiento para encontrar
una expresion algebraica de la
funcién que representa ciertos
datos.

4.1.3.2.2 Negociaciones del Pensamiento Didéactico. Dentro del Pensamiento Didactico se
desarrolla el conocimiento didactico, que en términos de Gomez (2007), son los conocimientos
y habilidades que tiene un profesor para el andlisis didactico de un tema matematico,
procedimiento que debe realizar para el disefio de actividades de la actividad matematica
objetivo de la clase.

En la segunda parte del taller de funcion se dieron reflexiones sobre las estrategias de
ensefianza que los integrantes de la CoP tuvieron en cuenta al momento del disefio del plan de
clase solicitado en la Figura 28. Particularmente, para el pensamiento didactico y orquestal se
presenta evidencia del plan de clase disefiado por la profesora en formacion Tania.

Para cumplir con el objetivo propuesto en su plan de clase, comprender el concepto de
funcién y las caracteristicas de esta a partir de dos situaciones reales, Tania adoptd una

metodologia distribuida en tres momentos: inicio (Figura 35), desarrollo(Figura 36) y

finalizacién (Figura 37).
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Figura 35. Disefio del plan de clase de Tania: Inicio
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Figura 36. Disefio del plan de clase de Tania: Desarrollo
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Figura 37. Disefio del plan de clase de Tania: Finalizacion

En el inicio, Tania plantea utilizar los conocimientos previos de los estudiantes para
identificar las caracteristicas de la funcion que vayan surgiendo y a raiz de esto y con la ayuda
del libro de texto, Tania planea realizar una explicacién general del concepto de funcion para
consolidarlo y corregir las ideas plasmadas por los estudiantes.

En el Pensamiento Didactico de Tania se evidencia que tiene presente diferentes estrategias
para llegar a plantear el concepto de funcion. La primera, es aprovechar los conocimientos

previos de los estudiantes y la segunda, utilizar como medio el libro de texto para realizar una

95
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explicacion general. Desde Parada (2011), las explicaciones del profesor son consideradas como
un aspecto del Pensamiento Didactico que permite que el profesor haga las matematicas méas
comprensibles para el estudiante.

En la segunda parte del plan, el desarrollo, Tania planea desarrollar las dos situaciones
planteadas en la hoja de trabajo del taller 2. Para ello, la estrategia de ensefianza que utiliza
Tania tiene como protagonista al profesor. Ella plantea que las situaciones sean trabajadas por
cada uno de los estudiantes y que el profesor sea el encargado de identificar las estrategias de
resolucion de problemas que estén usando y de este modo, poder cuestionar sus procedimientos
para ratificarle que va por buen camino o para direccionarlo en el caso que esté haciendo
procedimientos erréneos. En términos de Polya (1945), esta estrategia utilizada por Tania es
una de las tareas que debe cumplir el profesor para evitar que el estudiante se desvie en el
camino de la solucion.

Del mismo modo, desde Moreno (2017) se ratifica un desarrollo en el Pensamiento Didactico
de Tania. La autora menciona que cuando el profesor dentro de su Pensamiento Didactico
cuestiona a los estudiantes para identificar sus dificultades, lo va haciendo consiente de las suyas
y de qué manera actuar en estas situaciones para poder superarlas.

Y por ultimo en el plan de clase disefiado por Tania, la finalizacién, ella propone como
estrategia, socializar con todos los estudiantes sobre las heuristicas utilizadas para resolver el
problema, asi como generalizar los aspectos de la funcién que se deben tener en cuenta cuando
se trabajan situaciones reales.

Esta ultima estrategia utilizada por Tania para hacer que los estudiantes se acerquen a la
comprension del concepto de funcion, desde el punto de vista de Polya (1945), es el dltimo paso

que se debe realizar en la resolucion de problemas ya que es por medio de este, que se pueden
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integrar y analizar los diferentes acercamientos a la solucion de este, asi como los argumentos
y justificaciones de las conjeturas generadas durante la exploracion de los problemas.

En el plan de clase disefiado por Tania, se evidencia un gran desarrollo de su Pensamiento
Didéctico, ya que se puede evidenciar que ha sido permeado por las reflexiones dadas durante
las discusiones sobre aspectos didacticos del célculo, particularmente sobre la resolucion de
problemas, que se habian dado durante los encuentros con la CoP.

A continuacién, en la Tabla 8 se presentan los significados de Tania asociados al
pensamiento didactico resultado del taller de funcién.

Tabla 8

Significados asociados al pensamiento didactico de Tania en el taller de funcion

Tania
Considera que identificar las estrategias que los estudiantes utilizan para abordar
problemas es clave para orientarlo en la solucion del problema.
Propone la socializaciéon de las heuristicas y procedimientos realizados por los
estudiantes como paso final en la resolucidn de problemas ya que, de este modo, se
pueden generalizar diferentes aspectos que se tenian como objetivos.

4.1.3.2.3 Negociaciones del Pensamiento Orquestal. Desde el modelo de Reflexién-y-
Accion (R-y-A), se requiere ver como los profesores de matematicas en formacion usan los
diferentes recursos con los que cuentan en el aula de clase, para lograr caracterizar su
Pensamiento Orquestal.

En este apartado, se presentan significados alrededor del Pensamiento Orquestal de Tania
reflejados en el plan de clase que disefié (Figura 35, Figura 36 y Figura 37).

Durante los tres momentos --inicio, desarrollo y finalizacion-- de la metodologia
implementada por Tania en el plan de clase, se rescata la pregunta y el uso del software

GeoGebra como recursos propuestos para promover la actividad matematica.
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Tania propone utilizar la pregunta como recurso para indagar sobre los conocimientos
previos del estudiante y como medio para hacer que el estudiante argumente cada uno de sus
procedimientos. Por ejemplo, en el inicio plantea cuestionar al estudiante por medio de
preguntas como: ¢qué es una funciéon?, ;como sabemos si es una funcién?, ;qué tipos de
funciones conocen?, y ¢que caracteristicas tiene una funcion?, esto con la intencion de conocer
sus presaberes.

Por otro lado, el uso de las tecnologias digitales, GeoGebra, es utilizado por Tania con la
intencion de aprovechar las herramientas que este ofrece. Ella propone hacer uso de dicho
recurso desde el primer momento en que los estudiantes se enfrentarian a las situaciones
planteadas en su disefio de clase. Desde el punto de vista de Dick y Hollebrands (2011), es
importante que el profesor promueva el uso de las tecnologias digitales en la resolucion de
problemas ya que por medio de este recurso se pueden analizar las condiciones del problema y
posteriormente implementar una estrategia de resolucion.

En general, el uso del software GeoGebra se ha convertido en un recurso propio de la
Comunidad de Practica por ser parte del repertorio compartido que se ha adquirido en cada uno
de los encuentros. Desde la discusion y reflexion sobre aspectos didacticos del célculo, se han
proporcionado lecturas de trabajos que incorporan el uso de este recurso con las que se ha tenido
como objetivo, reflexionar sobre su uso y en qué momento es necesaria su incorporacion.

Por medio de la Tabla 9 se resumen los significados del taller de funcién asociados al

pensamiento orquestal de Tania.
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Tabla 9

Significados asociados al pensamiento orquestal de Tania en el taller de funcién

Tania
Estima que el uso de la pregunta y las herramientas que ofrece
el software funcionan como recursos para promover la
actividad matematica en el aula.

4.1.4 Taller 4. Reflexidon y negociacion (funciony limite). Para el taller de reflexion: funcién
y limite, se retom0 una situacion de Fiallo y Parada (2018), para la cual por medio de los
acercamientos a lapiz y papel; y el uso del software GeoGebra se buscaba abordarla. Esta
situacion se planted para que los profesores en formacion seleccionaran y usaran estrategias de
la resolucién de problemas para llegar al desarrollo de un modelo matematico. También, se
buscaba que alrededor de la experiencia en la solucién del problema, los profesores en

formacion reflexionaran sobre los tres pensamientos (Matematico, Didactico y Orquestal).

4141 Analisis previo del taller de reflexion y negociacion (funcién y limite). Con el
cuarto taller se tenia como objetivo generar reflexiones en los profesores en formacion alrededor

de las nociones de aproximacion y tendencia.

La hoja de trabajo esté disefiada en dos partes. Para la primera parte que estaba compuesta
de la situacién mostrada en la Figura 38, se estimaba trabajar sobre un lapso de 90 minutos y se
queria enfrentar al profesor en formacion con sus dominios conceptuales y sus estrategias para
la resolucidn de problemas. Tambien, se pretendia que, por medio del trabajo colaborativo, en
parejas discutieran y reflexionaran sobre las soluciones dadas a la situacion y llegaran a una

solucidon conjunta.
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1.1.Una jugadora se golped en una rodilla jugando al voleibol v su médico prescribié un
antiinflamatorio para reducir la hinchazén. Tenia que tomar 2 tabletas de 220
miligramos cada 8 horas durante 10 dias. Sus rifiones filtraban un 60% del
medicamento de su cuerpo cada 8 horas.

Figura 38. Situacion del taller cuatro (funcion y limite)

A su vez, el problema estaba compuesto de dos items. En el primer item (Figura 39) se queria
que los profesores en formacién modelaran matematicamente, identificaran y seleccionaran las
caracteristicas relevantes del problema. En la comprension de este, se esperaba que los
profesores en formacién, segun lo reportado por Fiallo y Parada (2018), presentaran algunas

dificultades.

Segin lo anterior, contesta:

a) (Qué cantidad de medicamento quedaba en su sistema circulatorio al cabo de los
10 dias? Justifica tu respuesta.

b) (Y si la jugadora hubiera tomado la medicina durante un afo, qué cantidad de
medicamento quedaria en su sistema circulatorio? ;Y al cabo de n dias? Justifica
tus respuestas.

¢) (Qué ocurre con la variacion de la cantidad de medicamento en el organismo
conforme pasa el tiempo? Justifica tu respuesta.

Figura 39. Primer item parte | taller de reflexion (funcion y limite)

La primera dificultad hace referencia a la interpretacion de la palabra “filtrar” ya que 10S
estudiantes no comprenden si esta hace referencia a que el porcentaje de medicamento que se
filtra se queda o se expulsa del cuerpo. La segunda dificultad es la interpretacion de la expresion
“2 tabletas de 220 miligramos” ya que hay una tendencia a interpretar que las dos tabletas
contienen 220 mg; y lo correcto es que cada una contiene 220 mg, es decir, las dos sumarian
440 mg. Por altimo, la tercera dificultad hace alusién a que una de las interpretaciones que
pueden hacer los profesores en formacion, es la de considerar que la cantidad de medicamento
en el cuerpo se comporta de forma lineal, por lo tanto, proceden a realizar una regla de tres para
dar respuesta al item a), lo que indicaria que no estan dando cuenta que el porcentaje de

medicamento que va quedando en el cuerpo depende de la toma inmediatamente anterior.
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Se esperaba que para dar solucion a los items b) y c¢) el profesor en formacién recurriera a
generalizar el procedimiento que haya realizado en el item a).

Para la comprension correcta de la situacion, se estimaba que el profesor en formacion
identificara la relacion que existe entre la cantidad de medicamento en el cuerpo y el nimero de
tomas del antiinflamatorio y que en dicha relacién la cantidad de medicamento en el cuerpo esta
en funcion del nimero de tomas.

En la Tabla 10 se muestra el procedimiento que se esperaba los profesores en formacion
realizaran para encontrar la cantidad de medicamento en el cuerpo después de transcurrir n dias.
Para la primera toma la jugadora tendra el 100% (440mg) de la cantidad de medicamento en su
cuerpo. Para la siguiente toma la cantidad de medicamento serd la suma de la nueva dosis
(440mgq) vy el 40%=0,4 de la cantidad de medicamento que tenia el cuerpo en la toma anterior,
y de igual forma se va comportando para las siguientes tomas. La clave para llegar a encontrar
un patrén del comportamiento de cantidad de medicamento es dejar expresado de manera
explicita el procedimiento de cada una de las tomas.

Tabla 10

Analisis esperado para el problema del taller de funcion y limite

Numero de Cantidad de medicamento en el cuerpo (mg)
toma del
antiinflamatorio

1 = 2% (220)
= 440

2 = 440 + 440 % (0,4)
= 440 (1 + 0,4) = 440 (0,4° + 0,41)
= 616

3 = 440 + 440 (0,4° + 0,41) * (0,4)
= 440(0,4° + 0,4! + 0,4%)
= 686,4

4 = 440 + 440(0,4° + 0,4 + 0,4%) * (0,4)

= 440(0,4° + 0,4 + 0,42 + 0,43)
= 714,56
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5 = 440 + 440(0,4° + 0,4* + 0,42 + 0,43) * (0,4)
= 440(0,4° + 0,4 + 0,42 + 0,43 + 0,4%)
= 725,824
6 = 440 + 440(0,4° + 0,4 + 0,4% + 0,43 + 0,4*) * (0,4)
= 440(0,4° + 0,4* + 0,4% + 0,43 + 0,4* + 0,4°) =730,3296
7 = 440 + 440(0,4° + 0,4* + 0,4%> + 0,43 + 0,4* + 0,4°) * (0,4)
= 440(0,4° + 0,4 + 0,4% + 0,4% + 0,4* + 0,4° + 0,4%)
=732,13184
8 = 440 + 440(0,4° + 0,4' + 0,4 + 0,4% + 0,4* + 0,4° + 0,4%)
* (0,4)
= 440(0,4° + 0,4* + 0,42 + 0,43 + 0,4* + 0,4° + 0,4° + 0,47)
=732.852736
9 = 440 + 440(0,4° + 0,4' + 0,4 + 0,4% + 0,4* + 0,4° + 0,4°
+0,47) % (0,4)
= 440(0,4° + 0,4* + 0,4% + 0,4 + 0,4* + 0,4° + 0,4° + 0,47
+ 0,48)
=733.1410944
10 = 440 + 440(0,4° + 0,4' + 0,4 + 0,43 + 0,4* + 0,4°> + 0,4°
+ 0,47 +0,4%) * (0,4)
= 440(0,4° + 0,4* + 0,4% + 0,4 + 0,4* + 0,4° + 0,4° + 0,47

+ 0,48 + 0,49)
= 733,2564378
n =440(0,4° + 0,4* + ---+ 0,4™™ 1)

Se esperaba que con el analisis mostrado en la Tabla 10, el profesor en formacion diera
cuenta que cuanto mas se vaya aumentando el nimero de tomas, la cantidad de medicamento
en el cuerpo va a tender a cierto nimero, y que a partir del Gltimo término encontrado en el
analisis, se puede concluir con el siguiente procedimiento analitico:

Cantidad de medicamente para la toman = 440(0,4° + 0,4* +---+ 0,4"°1)

n—1
= 440 (0,4)1
2

(1 —(0,4)"]

= 440 |——
1704

1-(0,4)"]
0,6
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Para el anterior procedimiento, el profesor en formacion debe comprender que la suma de

los n primeros términos de toda progresion geométrica de razon r, viene dada por:

n

yr2ri = 22 'y que cuando n tiende a infinito, el término 1 — (0,4)™ tiende a 1. En términos

- 1-r

de limites, cuando n pertenece a los nimeros naturales, la respuesta al item c) se puede dar de

la siguiente forma:

lim 440

n—-oo

1— (0,4)" ___
7 =7
( X ) 33,333

Es decir, cuando la cantidad de tomas de medicamento sea muy grande, la cantidad de

medicamento en el cuerpo va a tender a 733, 333mg.

1.2.Abre el archivo de GeoGebra T4 Act-1.3.ggb. Mueve el deslizador n con la flecha

derecha del teclado hasta llegar a 50. Después de la exploracion responde las signientes

preguntas.

a) ;Que representa el punto P? Explica tu respuesta

b) Utiliza la grafica para explicar lo que sucede en el nivel de medicamento.

c¢) Encuentra una férmula que modele algebraicamente el problema. Explica como la
hallaste.

d) ;A qué valor tiende la cantidad de medicamento en el organismo conforme pasa el
tiempo? ;Por que?

Figura 40. Segundo item parte | taller de reflexion (funcion y limite)

Con el segundo item del problema (Figura 40), se queria que el profesor en formacion por
medio de la representacion dindmica del problema en el software matematico interactivo
GeoGebra, verificara o evaluara las inferencias realizadas en el primer item del problema. Por
ejemplo, si para el primer item el profesor en formacion infirio que la relacion entre las variables
namero de tomas de medicamento y cantidad de medicamento en el cuerpo es lineal, por medio
de la representacion dinamica puede dar cuenta que dicha representacién no corresponde a una
linea continua, sino a una sucesién de puntos que se puede mirar como una funcién cuyo

dominio son los nimeros naturales.
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En la segunda parte del taller para la que se esperaba tardar un tiempo de 30 minutos, se
queria confrontar al profesor en formacién con su pensamiento reflexivo por medio de las
preguntas presentadas en la Figura 3 y la Figura 4. Para el pensamiento matematico se queria
que los profesores en formacion dieran cuenta de las dificultades y fortalezas que presentaron
alrededor del desarrollo de la primera parte del taller, particularmente sobre las nociones de
aproximacion y tendencia, esto con la intencion de que puedan reflexionar y trabajar dentro de
la CoP sobre las dificultades que presentan alrededor de dichas tematicas.

Para el pensamiento didactico se queria que los profesores en formacion identificaran sus
estrategias (entendimiento del problema, disefio y ejecucién de un plan) para abordar el
problema, con la finalidad de que reflexionaran si bajo esas mismas estrategias pueden ayudar
a acercar las nociones de aproximacion y tendencia a los estudiantes para que sean mas
comprensibles para ellos.

Para el pensamiento orquestal, se queria que los profesores en formacién reflexionaran
alrededor de los recursos utilizados para plantear el problema y para el desarrollo de este. Por
ejemplo, si las preguntas planteadas en la hoja de trabajo son suficientes o innecesarias para que
al abordar el problema sea comprensible. Al igual con el uso del software GeoGebra, se esperaba
que los profesores en formacién reflexionaran alrededor de su uso, si fue de apoyo para
comprender mejor el problema, o si por lo contrario consideran que no es necesario para el

desarrollo de este.
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4142 Implementacion y negociacion de significados del taller de reflexion (funcion
y limite). La implementacion y puesta en comun del taller de funcion y limite, se llevé a cabo
en el tiempo que se estimaba desde el andlisis previo. En la primera parte, los profesores en
formacion de manera individual se enfrentaron a la solucion de la situacién planteada en la hoja
de trabajo.

Posteriormente los integrantes trabajaron colaborativamente en parejas, compartiendo y
reflexionando sobre las respuestas de cada uno y llegando a una solucién conjunta del problema.
Para concluir la primera parte del taller, se generd un espacio de negociacion de significados
donde los integrantes de la CoP plantearon sus soluciones y reflexionaron sobre estas. Por
ultimo, los profesores en formacion reflexionaron sobre su pensamiento matematico, didactico
y orquestal respondiendo a las preguntas de la parte II.

A continuacion, en términos del pensamiento reflexivo, se presentan evidencias del proceso
de negociacion que se dio durante la implementacion de la hoja de trabajo correspondiente al
taller de funcion y limite.

4.1.4.2.1 Negociaciones del Pensamiento Matematico. En el pensamiento matematico del
profesor en formacion es importante que estén claros y sean de su completo dominio los
contenidos matematicos, particularmente, cuando se quiere trabajar la temética de funciones y
limites, es importante tener presente de que trata las nociones de aproximacién y tendencia, las
cuales son interpretadas como:

Aproximacion: Una variable que toma sus valores en un conjunto numerico, puede
aproximarse a un cierto nimero si los errores absolutos que se cometen, considerando
los valores de la variable como aproximaciones del nimero, son cada vez menores.

(Blazquez, S. y Ortega, T, 2002).
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Tendencia: La variable tiende a un nimero cuando los valores son aproximaciones del
nimero y ademas se aproximan mas que cualquier otro valor, es decir, cualquier
aproximacion se puede mejorar con valores de la variable. (Blazquez, S. y Ortega, T,

2002).
En el desarrollo de la situacion planteada en la hoja de trabajo, los profesores en formacion
dieron evidencia de algunas de las dificultades que se esperaba se presentaran desde el analisis

previo, no obstante, posteriormente en el trabajo colaborativo estas se pudieron suplir.
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Figura 41. Respuesta de Angélica a la parte | del taller de limites

En la Figura 41 se puede ver que Angélica tuvo diferentes errores de interpretacion. El
primero fue, interpretar que la suma de las dos tabletas era 220 miligramos. El segundo fue

considerar que el 60% de medicamento que filtraban los rifiones permanecia en el cuerpo; y el



107
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

tercero, fue interpretar que cuando la jugadora ingeria las nuevas dos pastillas, el cuerpo
expulsaba inmediatamente el 40%. En esta misma figura (Figura 41), se evidencia que Angélica
identifico que la representacion algebraica que modela la situacion planteada siempre iba a
depender del valor del medicamento que permanecia en el cuerpo en la toma anterior.

Durante la puesta en comun del trabajo colaborativo (Episodio 12), Angélica dejo ver que,
al trabajar con otro de los integrantes de la CoP, pudo darse cuenta de que la interpretacion que
le dio al problema estaba errada. Tanto Angélica como el otro integrante de la comunidad,
habian caido en el error de interpretar que la cantidad de medicamento que quedaba en el cuerpo
era el 60% de lo que ingeria la jugadora, no obstante, durante la negociacién de significados
que se dio entre los dos, pudieron razonar nuevamente el problema y corregir su error.

A continuacion, se puede encontrar lo que Angélica y otro integrante de la CoP, pudieron
negociar:

Angélica: Bueno, al principio cuando estaba sola yo tomé 220 como si fueran las dos tabletas

y él (Integrante 1) una tableta 220...

Integrante 1: Yo resolvi el problema diferente porque yo no le puse atencién a lo de los

rifiones y qué papel cumplian, entonces yo pensaba que filtraban era que el 60% lo absorbia

los rifiones y el 40% lo desechaba y era, al contrario.

Moderadora 2: entonces, ¢no sabian la funcion de los rifiones?

Angélica: Es que ese filtraba, yo pensaba que absorben, no le puse cuidado al organismo.

Otra cosa es que al principio yo también vi que la funcidn se comporta como la funcion de

Fibonacci, dependia del nuevo valor, dependia del valor anterior, pero no supe como

plantearla, igual todavia no la hemos planteado porque aln estoy en dudas, bueno el primer

y segundo valor ya se asemejan con lo que teniamos all& (hace alusion a lo del software y la

hoja de trabajo de ellos), y pues bueno vamos por buen camino...

(Episodio 12)

Por medio de la puesta en comun se evidencid la importancia que tiene para los integrantes

de la CoP los espacios de intercambio de significados.
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Figura 42. Respuesta de Tania a la parte | del taller de limites

Por su parte Tania, también dejé en evidencia algunos errores de interpretacion de la
situacion (Figura 42). El primer error fue considerar que el porcentaje de medicamento que iba
quedando en el cuerpo, 40%, afectaba diariamente y no por cada toma, lo que la llevo a caer en
un nuevo error; Tania considerd que cuando la jugadora ingeria el medicamento, el cuerpo
expulsaba inmediatamente el 60% de dicha cantidad.

Nuevamente durante la puesta en comun se evidencia la importancia del trabajo colaborativo
para generar negociaciones. Veamos lo que Tania pudo negociar por medio del trabajo con uno
de los integrantes de la CoP:

Integrante 1: Personalmente a mi me sirvio para poder aclarar una duda acerca del problema

pues porque individualmente me di cuenta de que maté a la muchacha de sobredosis,

entonces si me sirvié y con GeoGebra alin mas, pero todavia estamos encontrando el patron,

0 sea sabemos hasta la tercera toma, pero estamos tratando de generalizar para poder no tener

que hacer hasta 10.

Tania: Yo habia tomado era por dia, y en realidad es cada ocho horas y no que apenas entra

entonces el rifidn ya lo filtro todo.
(Episodio 13)

A diferencia de Angélica y Tania, Mariana logré una interpretacion correcta de todos los

datos de la situacion. Como se puede ver en la Figura 43, Mariana identifico que el cuerpo esta
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expulsando el 60% del medicamento por lo que el sistema circulatorio se queda con el 40%.
Ella también identifico que cada ocho horas los rifiones filtran un porcentaje referente a la
cantidad de medicamento que ya se tiene en el cuerpo, mas no de lo que se acaba de ingerir, no
obstante, en su hoja de trabajo se ve que ella tuvo una confusion, ya que al parecer durante las
primeras ocho horas el cuerpo no realizé ningn cambio.

En la Figura 43 se puede evidenciar también, que, Mariana por medio de célculos aritméticos
logro indicar el valor hacia donde va a tender la cantidad de medicamento en el cuerpo conforme
pasa el tiempo, no obstante, ella no logré generalizar su analisis para llegar a encontrar una

expresion que modelara algebraicamente el problema, dificultad que present6 desde el taller de

funcién (taller 3).

Muedan
440 mg - Fitkka 60% —> 2 64 mg5 136mg
- 136 mg
16 horas > 440-+ 6 mg = 6I6
24 hovos 2 440 + ﬁ,ﬂ. (676): 440+ 246.4 = 6864 mQ
32 horos > 440+ 0,4 (686,4) = %14 56 mg

40 horas > 440+(0 4) (}’4 ) 824 my
4Q horgs > 440 ‘;Ji(?lslgzd}: :}3 A:’\':Q(f

56 horas > 440 + (o ,"(?3()“1( ‘7127 13184
64 horos 5 440 + (° 4) 32 13184 = 132, 852336

k5> 440 + (0,4) 332, 852336 = 733, 1410944 -
440 + (0,4) 3331410944 < 33, 256436

Figura 43. Respuesta de Mariana al item 1 de la parte | del taller de limites
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En Mariana también se vio reflejado el producto del trabajo colaborativo. Durante la puesta
en comun (Episodio 14), ella dejé ver que el trabajar con su compafiero le facilité identificar el
patron de comportamiento de los datos (Figura 44), dificultad que habia tenido al trabajar la
situacion de forma individual. Mariana expreso lo siguiente:

Mariana: Nosotros inicialmente habiamos tomado bien los datos, el 40% de lo anterior era

haciendo la suma con 440 y pues yo hice bastantes datos y llegaba a que era 733, se acercaba

a 733 pero pues no habia construido una formula general y al juntarnos (integrante de la CoP)

comenzamos en 440 y llegamos a la formula.
(Episodio 14)

2~ 4401t 40%)
3- 440 + (440 (1+e@) (0i47) - 440 ( IRICILEG (o,q\‘)‘)

44440 + (446 (1 + (04 ¢ (0,4\?)

b) Jim. [440 (1404 + baPs.s (0,4)""J = A3, 38 bf\

“nyo

Fla): 4401+ 0,4 + 10,47 '---'”0‘4)‘,4] —;BIMU(C(,:

C.) Al pasor gl diempo' of mecicamento en el organumo !
tiende 0. ser E R ICURE

Figura 44. Respuesta de Mariana al item 2 de la parte | del taller de limites

Segun lo esperado desde el analisis previo, Mariana junto con su comparfiero lograron
encontrar la expresion algebraica que representa la cantidad de medicamento en el cuerpo al
haber ingerido n tomas del antiinflamatorio, no obstante, no concluyeron con que la suma de
los n primeros términos de toda progresion geométrica de razén r, viene dada por:

1—(0,4)”).

yrdyl = 1::, es decir, para ellos f(n) = 440[X1=4(0,4)!] seria f (n) = 440( v

En la Figura 44 también se evidencia que, Mariana y su comparfiero aluden a la nocién de

tendencia para hablar de la cantidad de medicamento en el cuerpo en términos de limites. Ellos



111
COMUNIDAD REFLEXIONANDO SOBRE LA FUNCION

plantearon que cuando el nimero de tomas del medicamento tiende a infinito, la cantidad de
medicamento en el cuerpo va a tender a 733, 33 miligramos.

Dentro de la CoP se vieron reflejadas diferentes interpretaciones y soluciones de la situacion.
Como se mostré anteriormente, la solucién a la que llegd Mariana durante su trabajo
colaborativo fue bastante acertada y la mas completa dentro de la CoP, por ello, Mariana fue la
encargada de generalizar el procedimiento para todos los integrantes y por medio de la ayuda
de todos, se logré concluir con la progresion geométrica. De igual forma, se dieron reflexiones
alrededor del dominio de la funcion donde identificaron que son los valores que puede tomar n,

son numeros naturales.

. FORTALEZAS AN

ak motento | de  rewluer
a\ Pro\a\(emlq loaré
rdationar . oS dodof
de, {al ‘FOYMQ g\)@,
lepe a la Coresponden
cia de las varigbles
de va foma_(orreda.

Figura 45. Reflexiones de Angélica ante la solucidn de la situacion del taller de limites
Posterior a la generalizacion de la solucion de la situacion, los profesores en formacion
identificaron las debilidades y fortalezas que habian presentado para la solucion de esta.
Angélica identifico (Figura 45) que tuvo fortalezas en evidenciar la relacion de correspondencia
que existia entre las variables de la situacion y de eso se presentd la evidencia en la Figura 41.
Por su parte, en la Figura 46 se muestra que, Tania identifico que una de sus fortalezas fue
evidenciar que la funcidn que representaba la situacién no era una funcion lineal ya que, en

cierto punto de la toma de antiinflamatorio, la cantidad de medicamento no iba a crecer tanto.
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También identifico que sus debilidades se centraron en haber interpretado que la cantidad de
medicamento iba a depender de cada dia y no de cada toma y en recurrir a realizar célculos
aritméticos para llegar a una solucion.

Para concretar este apartado, en la Tabla 11 se resumen los significados sobre el pensamiento

matematico pertenecientes al taller de funcion y limite.

FORTALEZAS DEBILIDAD

A \eer e\ Pobena 'S r@‘que A sllacer aloloc (e enconhai la
Glecien Yy ho darne Cg,@m'k\

de\ {?A\"zm C.:,'ee CL’:"bI_C:‘. ‘Cef‘/u;\/

@16 oncien  lineal, Tha alllegav'-
BN i‘l‘\“ (j‘\',\é{: ‘6\ Qau '\'\(.;)-IHU ce l(l ; :
‘Canlided de  medcamento e | #h oeen icienta (s domay
Evdeeria; anke. 7ol ki) indepentientie, < no haboye
la toma per dic.

Figura 46. Reflexiones de Tania ante la solucion de la situacion del taller de limites
Tabla 11

Significados asociados al pensamiento matematico en el taller de funcion y limite

Angélica Tania Mariana
No reconoce como cantidades relacionadas varian Identifica la variacion
conjuntamente. conjunta de  cantidades
relacionadas.
Considera gue la

representacion algebraica de
una  funcion es  mas
importante que las otras.
4.1.1.1.1 Negociaciones del Pensamiento Didactico. Desde el modelo de Reflexion-y-Accién
se considera que cuando el profesor en formacion se cuestiona sobre las diferentes
maneras de acercar los conocimientos matematicos a los estudiantes, se da el

pensamiento didactico.

En este caso, los profesores en formacion reflexionaron sobre su comprension y las

estrategias usadas para abordar la situacion planteada en la parte | por medio de las preguntas
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de la Figura 3 y Figura 4, de tal modo que dieran cuenta si estas estrategias las podian utilizar
para realizar una adaptacion curricular e implementar dicha situacion a sus estudiantes de
tutorias.

Tanto Angélica como Tania y Mariana consideraron que el planteamiento de la situacion
puede generar algunos conflictos al momento de su comprension. Angélica y Mariana Figura
47 y Figura 48 respectivamente) consideran que se requiere saber contextualizar la situacion

sino podria interpretarse de una forma errénea, por ejemplo, la expresion filtrar el medicamento.

lotara Com?mnc[er {oled menie, no Significcy
q® el \)rob(emq esté  mal redacdado  Sino que Pre&mj: *
algoros pares del enonc‘\ado de aco‘e'rdo. TL‘. fj exto
4 eso gemera g pa ' Cum‘y(ender el ‘pioblema
co doloa Comprender € Corlexto de  esfas SlJUQle)V\QS .

) Ceo Que ho Se

Figura 47. Respuesta de Angélica al item a) de la parte 1l del taller de limites

a) £s necesano mnocer gue SignifiGa Tl ol medccamento™ o el
fpvoblemo no 5e domprenders \ & llegara o o+rare5puesio,.

Figura 48. Respuesta de Mariana al item a) de la parte 11 del taller de limites

Por otro lado, Tania considera que el planteamiento de nuevas preguntas puede orientar
mejor para la interpretacion y solucién de la situacion (Figura 49). Ella considera que las
preguntas deben estar orientadas a indagar sobre la cantidad de medicamento en un determinado
namero de tomas mas no por nimero de dias, ya que esto puede llevar a que el estudiante
interprete que la cantidad de medicamento en el cuerpo va a variar respecto al nimero de dias
Yy no respecto a numero de tomas, dificultad que Tania presenté al momento de abordar la

situacion (Figura 42).
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~J X 2 . ‘ \
Acosiden, que hoiio €alta g preguta  Wipo dGe canhidad de mediceineh o
hay en'la Gunla Yoma?No emperor de una Vez por dia, QST Se Fbt\l\'aﬂcl\]udlﬂ
aiqie conpresda gee e debe tener en Cuenlu for towo y no pe dia,

Figura 49. Respuesta de Tania al item a) de la parte Il del taller de limites

Respecto a las estrategias utilizadas por las profesoras en formacién, Angélica y Tania
centraron sus estrategias en realizar calculos aritméticos y como se puede ver en Figura 50 y
Figura 51, las dos reconocieron que dicha estrategia no funciona para llegar a la solucion del
problema. Por el contrario, Mariana enuncia algunas estrategias que la llevaron a abordar el
problema y a poder encontrar una formula que representara los datos de la situaciéon. En la
Figura 52 se muestra que para Mariana es importante que: i) se tenga una comprension del
problema; ii) se listen los datos proporcionados por el problema; iii) analizar los datos para
generar un patron de comportamiento de los datos; y, iv) concluir con la formula que representa

el problema.

= hables, elemeniof alge brauos
b) Use Cones V\C\G'\C\,Cl erite vafna : - ]
) y de Fq:lznzqctoﬂ-- Lamentalolemente Lambien realice

alcpnos ctlcolos  er lax C"‘JCF’,‘Q‘C‘O’Q;". TR )

) Ll

Figura 50. Respuesta de Angélica al item b) de la parte Il del taller de limites

A \ \ -
b\ Ny e ha*cg\'o (ve I’\C‘lfﬂ Cvenlas pena encon tay U w&o“,“?@(o- S/,\o. " ()5(\\\\’)\ \et V-ll\(nlei
Mo qee process debia Sequi - pua encentar el valer \\ no camlniaba RS fS'I"(\‘it’g'x(\(a‘.

Figura 51. Respuesta de Tania al item b) de la parte 11 del taller de limites

b)) !Compiender 4 listar fos datos proporcionq dos en el Prbp'em&'
aw |ueqg Obtener unc formula con bose a unct cldsis
especifia, esto conel gin de ver como se piltraba gl
medfc-@m§nto con ol pasor de los dias 2 intentar \legar

. 0una formule general.

Figura 52. Respuesta de Mariana al item b) de la parte 1l del taller de limites
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Se evidencid una conexion entre el pensamiento didactico y el pensamiento matematico de
las profesoras en formacion. Angélica y Tania que tomaron como estrategia realizar célculos
aritméticos, mostraron dificultad en su pensamiento matematico y, por otro lado, Mariana que
desplegd una serie de estrategias para abordar la situacion, mostrd buenos resultados en el
desarrollo de su pensamiento matematico.

Para la adaptacion de la situacion al contexto de sus estudiantes tutorados, los profesores en
formacion centraron la atencién en los recursos a utilizar, por lo tanto, retomamos sus
reflexiones en el siguiente apartado.

Por medio de la Tabla 12, se presentan los significados del pensamiento didactico emergentes
del taller de funcién y limite.

Tabla 12

Significados asociados al pensamiento didactico en el taller de funcién y limite

Angélica Mariana Tania
Es importante que cuando se trabajan problemas del mundo real se ~ Propone generar preguntas en
realice una buena contextualizacion de este. el proceso de resolucion de

problemas para orientar a los
estudiantes.

Reconoce que para identificar Reconoce que para identificar
patrones de comportamiento en patrones de comportamiento
una situacion no es buena en una situacion no es buena
estrategia realizar estrategia realizar
procedimientos aritméticos. procedimientos aritméticos.

4.1.5.2.1 Negociaciones del Pensamiento Orquestal. En la primera parte de la hoja de
trabajo se le proponia al profesor en formacion abordar la situacion desde el uso del Software
interactivo GeoGebra. Retomamos evidencias de las reflexiones mostradas en la puesta en
comun y en el desarrollo de las preguntas de la parte Il (Figura 3 y Figura 4).

En el (Episodio 12 se evidencia que para Angélica el uso del software fue de gran ayuda para

corroborar el razonamiento que estaba haciendo al momento de abordar la situacion. De igual
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forma, en la Figura 53 ella deja ver que tanto el uso del software como el momento en el que
este se le presenta al estudiante (posterior al razonamiento a lapiz y papel), son pertinentes ya
que ayuda a comprender lo que no se habia logrado comprender o a corroborar lo que ya se

tenia.

j) ,(oy\gdero qo= e yso de Geogdﬂm foe \’JQV“\‘V\QV\‘)Q tanto
en ol momev\lo en goe de Pfeﬁenjr(;, Qomc  en el contenido
c:pe Yema qcado gk Pro’o\emq , pues oo Gl pava

Jerficar el ?fo&ﬁ'“’“e"lo qe § habta realwade antes

ast  Covo A Com?vevxde( K AeScE(\ojr eyl el prO‘o\ew\Q :

Figura 53. Respuesta de Angélica al item g) de la parte 11 del taller de limites

Al igual que Angélica, en la Figura 54 se evidencia que Tania considera que el uso del
software fue pertinente y que la utilizacion de este ayuda a evidenciar las fortalezas y
debilidades que ha tenido durante el razonamiento a lapiz y papel. Tania adicionalmente
considera que, el uso de material concreto no seria pertinente para esta situacion, pero plantea
la utilizacién de un video donde se pueda ayudar con el contexto del problema. Esta reflexion
de Tania se asocia con la dificultad que presentaron algunos integrantes de la CoP, como fue el
caso de Angélica, en relacion con la interpretacion de la expresion “sus rifiones filtraban”. Tania
considera que, si se presentara un video donde se muestre la funcién que tienen los rifiones en

el cuerpo humano, no se presentarian dificultades en la comprension del problema.

Q)Con%\&em qe \as TD en el dicgro del faller Geeron pertinentes,
wia la sdecipn col  preblema | avngee np llege o la y@JI)vpg}fL, per St me
SHVio porn YeGonocer IS brialezas en la comprecian el pob lema Yy Mg
é@b;\\c\uée& foro  encon ey \o Solecien, G

En cwonto oY ey didat fies ,no creo  ace wmitena)l Concreto Seq
perimente en  este Caso, ?9(0 $1 un Video thnde expigee Como Encicinen les
niwnes, escche omenbuey agmeasi qe Ea® "Se.qeede e\ Yolo 60 en en leadfo’
Res s ro S ‘hé{\e Clﬂ@ lemo éunC|c_r§q ei nhon 2 d\GlCuHQ lec Com'pYE’fléh
cel pwb\?mo_

Figura 54. Respuesta de Tania al item g) de la parte 11 del taller de limites
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Por otra parte, Mariana considerd que el uso que se le dio al software en esta situacion no es
pertinente ya que por medio de este no se facilita encontrar la “férmula” representativa de los
datos de la situacién (Figura 55). Se evidencia aqui que, el pensamiento orquestal de Mariana
estd conectado con su pensamiento matematico ya que, para Mariana la solucion del problema
se centra en la expresion algebraica que representa el problema y el uso del software no

proporciona ayuda para ello.

9) [Considero que e\ vso de Geobebra. era inicamenie ProporeiONGr
uno. {ablo_de dertos pivel transcurso de varios dias, 1o cuad
posib1itoNer que 105 valores tendian a 333,3) mal np
raciliaba la compensioh del - problema. ni'gf hallazgo de
una f§rmula general- No lo considero retesario.,.al confrano,
lactablo dedatos no pemitia ver €l patroi gue 5e (oG-
reprlipndo porcada doss, impidiendo la Qenerali 2acion de
o {(ﬁmu[o_ Me paree pertinente- gue £l pigblemq, 0 -

Se reqlece CON Oyuda de calculodoas o pogamas.

Figura 55. Respuesta de Mariana al item g) de la parte Il del taller de limites

En el pensamiento orquestal de las profesoras en formacion se evidenciaron diferencias,
mientras para Angélica y Tania el uso de recursos tecnoldgicos es adecuado para la solucion de
este tipo de problemas, para Mariana no aporta mas que informacion de los datos del problema
que no son Utiles para encontrar una formula.

Tabla 13

Significados asociados al pensamiento orquestal en el taller de funcién y limite

Angélica Tania Mariana
Por medio de GeoGebra se pueden verificar Considera que el uso del software
razonamientos que se han realizado a lapiz y papel. GeoGebra no sirve como herramienta

para solucionar problemas.
Plantea el uso de videograbaciones
para contextualizar los problemas.

La Tabla 13 resume los significados que emergieron en el taller de funcion y limite alrededor

del pensamiento orquestal.
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4.1.5 Taller 5. Reflexion y negociacion (funcion y derivada). Por medio del problema de
optimizacion conocido como “la caja sin tapa” recuperado de Fiallo y Parada (2018), en este
taller se pretendia abordar la nocion de derivada. Se realizaron algunas adecuaciones a la
estructura y lamanera de abordar el problema adaptandolo a las caracteristicas de los integrantes

de la CoP.

4.15.1 Andlisis previo del taller de reflexion y negociacién (funcion y derivada). El
objetivo de este taller fue desarrollar el pensamiento reflexivo de los profesores en formacion
en torno al concepto de derivada desde su interpretacion geométrica como la pendiente de la
recta tangente a una curva.

La hoja de trabajo correspondiente a este taller estuvo compuesta de dos partes y se esperaba
que su implementacién y la puesta en comdn del mismo tuvieran una duracién de dos horas.
Con la primera parte del taller (Figura 56) y durante 30 minutos, se esperaba que el profesor en
formacion por medio de diferentes estrategias abordara el problema presentado. Por tratarse de
un problema comun del célculo diferencial, Fiallo y Parada (2018) reportan que los estudiantes
tienden a encontrar la expresion que representa el problema, la derivan y la igualan a cero para
encontrar el valor maximo del volumen. No obstante, al momento de la puesta en comun de
cada una de las estrategias usadas, no logran poner en evidencia el nivel de comprensién del

problema.
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1. Eesuelve indrvidualmente el siguiente problema:

1.1.A partir de una hoja rectangular de tamafio 6 dm x 4 dm se construye una caja sin tapa
recortando cuadrados de igual tamafio en las cuatro esquinas, de tal manera que
almacene el mayor volumen. ;Cudles son las dimensiones de la altura, anchura v
profundidad de la caja de mayor volumen? ; Por qué? Explica tu procedimiento v tu
respuesta.

Figura 56. Problema taller de reflexion (funcién y derivada)

Posterior a los primeros 30 minutos, se esperaba que los profesores en formacién que no
hubiesen logrado comprender el enunciado del problema, lo lograran por medio de la simulacion
en 2D y 3D del problema en GeoGebra. Adicionalmente, por medio de las preguntas mostradas
en la Figura 57, se buscaba que identificaran las magnitudes variables del problema y qué

relacion hay entre estas.

1.2 Abre el archivo de GeoGebra T13 Act-1.3. ggb v anima el punto P.
a) De qué magnitud o magnitudes variables depende el volumen de la caja? ;Por qué?
b) ;Qué valores puede tomar la altura? ;Por qué?
c) ;Que valores puede tomar la anchura? ;Por qué?
d) ,;Qué valores puede tomar la profundidad? ;Por qué?
e) ;Qué valores puede tomar el volumen? ;Por qué?
f) ;Qué relacidn hay entre la anchura v la altura? ;Por qué?
g) ;Que relacion hay entre la profundidad v la altura? ;Por qué?
h) Eepresenta algebraicamente el volumen en funcidn de la altura.
1) ;Cuales son las dimensiones de la altura, anchura v profundidad de la caja de mayor
volumen? ;Por qué?

Figura 57. Preguntas sobre la simulacion del problema del taller cinco

Para finalizar la primera parte del taller, se esperaba que en parejas compartieran y
encontraran diferencias en las respuestas de cada uno y llegaran a una solucién conjunta.
Posteriormente, se queria que contrarrestaran dicha solucion con la presentada en un archivo de
GeoGebra, la cual muestra la representacion de la funcién cubica que modela el problema. Con
esto se buscaba que los profesores en formacién al ingresar la ecuacion encontrada comprendan
gue tanto esa (en el caso de estar bien) como la presentada en GeoGebra, modelan la variacién
del volumen en funcién de la altura y de igual manera, se esperaba que identificaran las

diferencias y similitudes en torno al dominio y al rango de las dos. Lo anterior permite que vean
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la necesidad de restringir el dominio de funciones que modelan situaciones que corresponden a
la vida real.

En el caso de no haber encontrado alguna funcion que represente el problema, por medio de
las diferentes herramientas (expresion algebraica, hoja de célculo) del software matematico
interactivo y la guia de las preguntas mostradas en la Figura 58, se esperaba que tuvieran un
acercamiento a dicha funcién y a encontrar el volumen méximo de la caja basados en

argumentos matematicos validos.

2.2 Explora con tu compafiero el archivo de GeoGebra T13_Act-1.5.ggb. v responde las
siguientes preguntas:

a) ;Que representa el punto V7 ;Por qué?

b) Escrbe en le barra de entrada la formula que representa el volumen en funcion de
la altura.

¢) Traza la recta tangente por el punto V a la grafica que representa el volumen en
funcion de la altura (en la barra de entrada escribe Tangente [V, h]; si la funcidon
del volumen tiene otro nombre_ escribelo en lugar de h). Halla la pendiente de esta
recta (escoge la opcidon pendiente, da clic en el punto V v en la recta). [Qué
representa la pendiente? Explica tu respuesta.

d) ;Como es el comportamiento de la recta fangente v de su pendiente antes v después
del wvalor de la altura que genera el mayor volumen? ;Qué significa este
comportamiento en la funcion que representa el volumen en funcion de la altura?
Justifica tu respuesta

e) Registra en la Hoja de calculo 30 valores cercanos a la pendiente (m) por la derecha
v por la 1zquierda del valor de la altura que genera el mayor volumen.

f) A qué valor tiende la pendiente de la reta tangente cuando te aproximas al valor
de la altura que genera el mavor volumen? Escribe una conjetura al respecto v
demuséstrala.

g) ;Cual es el volumen maximo? ;Por qué?

Figura 58. Preguntas orientadoras del archivo de GeoGebra T13_Act-1.5.9gb

Se esperaba que, al finalizar la reflexion entre los integrantes de la CoP, estos puedan realizar
el siguiente razonamiento para dar respuesta a la pregunta g mostrada en la Figura 58. La
funcion que modela el problema de la caja es v(x) = (6 — 2x)(4 — 2x)x = 4x3 — 20x? +
24x, siendo x el lado de los cuadrados recortados en cada esquina de la hoja rectangular y la
profundidad de la caja,(6 — 2x) la altura de la base de la cajay (4 — 2x) la anchura de la base.
De este modo, la altura y la anchura dependen de la profundidad de la caja y por ser 4dm el lado

de tamafio mas pequefio, el dominio de la funcion v(x) es x € (0,2). Como la funcion esta
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representando el volumen de la caja, el méximo volumen lo podemos encontrar en un punto
critico de la funcion, es decir, los puntos de x donde la funcion tenga una recta tangente

horizontal (pendiente 0, esto es, donde la derivada es igual a 0):

v(x) = 4x3 — 20x? + 24x
v'(x) = 12x?% — 40x + 24
v'(x) =0

12x2 —40x+24=0

_ —(—40) + /40% — 4(12)(24)

=Xy, =

2(12)
X, = 2,55
x, = 0,78

De este modo, x; se descarta por no pertenecer al dominio de la funcion. Veamos si cuando
la profundidad de la caja es x, = 0,78 se encuentra el maximo volumen. Para ello, se puede
evaluar por el criterio de la primera derivada. Veamos que ocurre al evaluar la primera derivada
en un valor antes, y un valor después del punto critico:

v'(0,5) = 12(0,5)%2 —40(0,5) +24=7>0
v'(0,8) = 12(0,8)% — 40(0,8) + 24 = —0,32 < 0

Por lo tanto, la funcion v(x) en los x € (0,0.78) es creciente, y en los x € (0.78,2)la
funcién es decreciente, por lo tanto, cuando la profundidad es x = 0,78, el volumen de la caja
es maximo y es igual a v(0,78) ~ 4(0,78)3 — 20(0,78)? + 24(0,78) ~ 8,45.

En la segunda parte del taller por medio de las preguntas presentadas en la Figura 3 y Figura

4, se buscaba que los profesores en formacion se cuestionaran sobre su pensamiento analitico y
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critico al momento de argumentar sus respuestas al problema de la primera parte, al igual que
sobre sus estrategias para dar solucién a este. Se queria que por medio de su experiencia al
abordar el problema reflexionaran sobre los recursos utilizados. Por ejemplo, ya que una de las
modificaciones que realizamos a la secuencia de actividades tomadas de Fiallo y Parada (2018)
fue la de quitar la primera parte en la que se trabaja con material concreto a ensayo y error, se
esperaba que el profesor en formacion al reflexionar sobre los recursos utilizados y propuestos
en la hoja de trabajo reflexionara si ademas del uso de la tecnologia, el uso de material concreto

ayudaria a favorecer la construccion de la actividad matematica.

4.15.2 Implementacidn y negociacion de significados del taller de reflexion (funcion
y derivada). El proceso de negociacion de significados del taller de funcion y derivada se llevé
a cabo segun lo previsto desde el anélisis previo. Los profesores en formacion trabajaron de
manera individual el problema planteado y posteriormente compartieron sus procedimientos
con otro de los integrantes de la CoP. Durante el trabajo colaborativo los profesores en
formacion identificaron similitudes y diferencias con el procedimiento del otro compafiero
logrando concluir la actividad por medio del segundo archivo de GeoGebra.

Se dieron reflexiones sobre las diferentes estrategias de abordar el problema, asi como el uso
de diferentes recursos al momento de implementar dicha situacion a estudiantes que cursan
calculo diferencial. A continuacion, se presentan evidencias del proceso de negociacion

promovido dentro de la CoP en términos de las tres categorias del pensamiento reflexivo.
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41521 Negociaciones del Pensamiento Matemético. Dentro del pensamiento
matematico del profesor es importante que los conceptos y conocimientos matematicos sean de
su completo dominio.

Cuando se trabajan aplicaciones de la derivada, segun Fiallo y Parada (2018), es comun
encontrar procedimientos con los “cinco pasos” (encontrar la funcion, derivarla, igualarla a
cero, hallar los puntos criticos, encontrar maximos y minimos), no obstante, los profesores
deben enfatizar en la importancia de interpretar geométricamente la definicion de derivada.

En el desarrollo de la primera parte de la hoja de trabajo, donde los profesores en formacion
se enfrentaron de forma individual a la solucion de la situacion planteada, se encontr6 que la
mayoria utilizaron los cinco pasos mencionados anteriormente, como fue el caso de las tres
profesoras en formacion casos de estudio. En la Figura 59 se evidencia el procedimiento
realizado por Tania. Ella parte de la representacion geométrica del problema identificando alli
la variable independiente X, la cual hace referencia a la altura de la caja. Después de identificar
dicha variable relaciona el largo y el ancho en funcién de esta, ya teniendo las magnitudes en
funcién de la variable independiente, encuentra la funcidn volumen, la deriva, la iguala a cero,
encuentra los valores de x para la cual la derivada es igual a cero y encuentra cual arroja el

volumen méaximo; la cual deja en evidencia un procedimiento totalmente mecénico.
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Figura 59. Respuesta de Tania al item 1.1. de la parte | del taller de derivadas

En esta primera parte los profesores en formacion no reflexionaron sobre el dominio y rango
de la funcidn con la cual trabajaron, no obstante, en el item 1.2. al trabajar con la representacion
dinamica del problema, concluyeron con el dominio y rango de esta. En la Figura 60 se
evidencia que en repuesta al item b), Tania reconoce que la variable independiente x puede
tomar valores entre 0 y 2 ya que la medida menor de la caja es 4. De igual forma, identifica en
el item €) que el rango de la funcién es mayor a 0 y menor igual a 8,4504 ya que este es el mayor

volumen de la caja.
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Figura 60. Respuesta de Tania al item 1.2. de la parte | del taller de derivadas
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En el trabajo colaborativo surgieron significados alrededor de la interpretacion geométrica
de la derivada. Por ejemplo, en respuesta al item c) de la parte 2.2., Mariana identifico que la
pendiente representa la razon de cambio del volumen respecto a la variacion de la altura (Figura
61); Angélica identificd que la pendiente representa el valor de la derivada en los diferentes

puntos del dominio (Figura 62).

C~) Lo pcndien\e repyeserﬂu lo razon de cambio del NGl Ure
regpecto o-la Jorgaod de la aHura
Figura 61. Respuesta de Mariana al item c) de la parte 2.2. del taller de derivadas
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Figura 62. Respuesta de Angélica al item c) de la parte 2.2. del taller de derivadas

Por su parte Tania, desde la figura 52 se mostrd que ella recurrio a igualar la derivada de la
funcién volumen a 0 para encontrar el volumen maximo de la caja sin dar argumentos. En la
Figura 63, se evidencia que Tania logrd identificar la relacion de su procedimiento con la
interpretacion geométrica de la derivada. Tania menciona que cuando la pendiente de la recta
tangente se hace 0, es porque en ese punto del dominio la recta tangente es horizontal y es alli

donde se encuentra el méximo de la funcion.
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Figura 63. Respuesta de Tania al item f) de la parte 2.2. del taller de derivadas
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Con el desarrollo del taller de funcion y derivada, los profesores en formacion mostraron un
desarrollo en su pensamiento matematico, pasaron de realizar procedimientos mecénicos sin
argumentos a argumentar desde una interpretacion geométrica de la derivada.

En la Tabla 14 se sintetizan los significados alrededor del pensamiento matemaético
emergentes del taller de funcion y derivada.

Tabla 14
Significados asociados al pensamiento matematico en el taller de funcién y derivada

Angélica Mariana Tania
Interpreta la derivada desde su representacion
geométrica por medio de representaciones dinamicas
en GeoGebra.

4.1.5.2.2 Negociaciones del Pensamiento Didactico. En el pensamiento didactico de los
profesores en formacion se vieron reflejados significados alrededor de las diferentes maneras
de abordar el problema y en qué momento del estudio de la derivada es relevante trabajar con
este tipo de problemas.

Una de las primeras estrategias a las que acudieron los profesores en formacidn es recurrir a
sus conocimientos previos de célculo diferencial (célculo 1). En el (Episodio 15) se evidencia
que, Angélica reconoce que su primera estrategia fue recurrir a sus conocimientos previos, no
obstante, también reconoce que no es buena estrategia el tratar de recordar cosas de memoria.

Angélica: Pues cuando yo lo empecé a hacer me acordé de lo que vi en célculo 1 y cuando

abri GeoGebra ya tuve como la oportunidad de mirar hasta donde variaba la altura, que si le

doy valores de 0 a una magnitud eso me va a afectar los otros, entonces como que si es una
gran ayuda en cuanto a mirar como de donde a donde esta el dominio de la funcion.

Considero que no es buena estrategia recordar de memoria lo que ya sabia, se debe incentivar

a los estudiantes a que interpreten y analicen con razonamiento matematico.
(Episodio 15)
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Otra de las estrategias utilizadas por los profesores en formacion fue la de recurrir a la
representacion geométrica de la situacion para interpretarla, tal como se evidencid en la
respuesta de Tania de la Figura 59.

Alrededor de las diferentes metodologias para abordar la situacion, los profesores en
formacion reflexionaron sobre el momento de intervencion del software y su intencién. En la
Figura 64 se muestra que Mariana considera importante el uso del software al iniciar a abordar
la situacion ya que este ayuda a que el estudiante evidencie las relaciones de correspondencia

entre las variables.
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Figura 64. Respuesta de Mariana al item 3 de la parte 11 del taller de derivadas

Por otro lado, Tania rescata la importancia del uso de este tipo de situaciones para introducir
el concepto de derivada y contextualizar al estudiante con las situaciones con las que se pueden
encontrar en el diario vivir y los beneficios de saber resolverlas por medio de herramientas
matematicas. En el (Episodio 16) se muestra que, durante la puesta en comun, Tania resalta que
uno de los beneficios de saber resolver este tipo de problemas es, en este caso particular,
minimizar gastos en materiales para la construccion de cajas donde se quiera obtener un mayor
volumen de cierta cosa.

Tania: En cuanto al uso de las tecnologias me parece muy bueno, considero que el ejercicio

de la caja seria para cuando los estudiantes no supieran que es la derivada, para que los

estudiantes vean como el uso, porque ellos siempre van a preguntar y ¢esto para qué lo uso?
Y eso para qué me sirve en la vida. Y pues por medio de esto podemos decirles, bueno
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tenemos la opcion de solamente hacer un célculo que puede tardar 5 minutos o ponernos a
gastar materiales haciendo cajas para encontrar la solucion.
(Episodio 16)
Por medio de la Tabla 15, se presentan los significados del pensamiento didactico emergentes
del taller de funcion y derivada.
Tabla 15

Significados asociados al pensamiento didactico en el taller de funcion y derivada

Angélica Mariana Tania
Reconoce que el abordar un Como estrategia para identificar Propone la representacion
problema de forma mecéanica no caracteristicas de un problema grafica como estrategia para
es buena estrategia para llegar a propone el uso de GeoGebra. interpretar los problemas.

su solucion.
Rescata la importancia del uso

de situaciones del contexto real
para promover interés en el
estudiante en la resolucion de
problemas de la vida real por
medio de herramientas
matematicas.

4.15.2.3 Negociaciones del Pensamiento Orquestal. En las reflexiones dadas dentro de la
comunidad de practica, se encontraron significados asociados a la importancia y las funciones
que brinda el software interactivo GeoGebra y sobre el planteamiento de nuevos recursos para
trabajar la situacion planteada con estudiantes de primer nivel de la universidad.

Tanto Angélica ((Episodio 15 y Figura 65) como Tania (Episodio 16) y Mariana (Figura
64), consideraron que el uso del software fue pertinente para el desarrollo de la actividad.
Angélica al igual que en anteriores talleres, deja ver que, GeoGebra facilita la identificacién de
aspectos de los problemas como lo es el dominio de las funciones. Mariana a diferencia del

taller anterior, consider6 importante el software por la representacién dindmica que se puede

realizar del problema.
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Figura 65. Respuesta de Mariana al item 3 de la parte Il del taller de derivadas

Angélica y Tania plantearon trabajar con un recurso diferente a los planteados en la hoja de
trabajo (Episodio 17) y Figura 66). Ellas consideran que antes de que el estudiante se enfrente
a la solucion algebraica de la situacion, se podria considerar trabajar a ensayo y error armando
diferentes cajas con material concreto. Desde el punto de vista de Fiallo y Parada (2018), el uso
de este recurso ayuda a que los estudiantes consideren que, desde una hoja con ciertas
dimensiones, se pueden obtener diferentes volimenes de una caja.

Angélica: ¢qué si usaria otro recurso? .... Por ejemplo, con el método de Alberth (ensayo y

error) se podria también poner a un estudiante a ensayar con material concreto y pues que

ellos miren cuando le cabe a la caja, pero pues seria muy engorroso, también tendriamos que

hacer como mucho para que ellos sepan, y pues con GeoGebra seria mas facil porque pueden

hacer muchos valores en muy poco tiempo.
(Episodio 17)

6\[\]0 le C’Cll'\(’])q'lfa I'IC!C‘O, gy \queéa clova la 1dea & deswada
Y con e\ Lo e geegela < percile (e:(ec{on\@\\e \a Voniacion,

R S loe egldamter v hon Pbode - fa é!elwa(‘a, prmern o

erayy y enexr wn d&e«.ﬁenho)a, e hallor Qifeondop VO(ow\enoy

bo l’aja e

Figura 66. Respuesta de Tania al item 3 de la parte Il del taller de derivadas
La Tabla 16 resume, en términos del pensamiento orquestal, los significados emergentes del

taller de funcién y derivada.
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Tabla 16
Significados asociados al pensamiento orquestal en el taller de funcién y derivada

Angélica Tania Mariana

Concibe importante el uso
Considera gue el software GeoGebra es una del software GeoGebra por
herramienta potente para identificar caracteristicas las representaciones
de los problemas. dindmicas que se pueden

realizar en este.

Propone el uso de material concreto para abordar
problemas.

4.1.6 Taller 6. Significados finales de la funcion y su ensefianza. El dltimo taller de
reflexion corresponde a los significados finales de la funcion. Para este se retomaron algunas
situaciones del taller de significados iniciales de la funcion y un plan de clase retomado de Hitt
(2003). En la primera parte (A) se realiza el andlisis previo correspondiente a las preguntas de
la hoja de trabajo. En la parte B se hace una descripcion de la implementacion y el proceso de
negociacion del taller; y, en la parte C, se describen los significados negociados por medio de

los talleres, de las tres profesoras en formacién tomadas como casos de estudio.

4.1.6.1 Andlisis previo del taller de significados finales. Este taller se disefidé con el
objetivo de recoger todas las reflexiones que los profesores en formacion realizaron dentro de
las dindmicas de la CoP durante la implementacion de cada uno de los talleres. Se estimaba que
el taller se llevara a cabo durante 90 minutos para posteriormente realizar en 30 minutos la
puesta en comudn de la misma.

En el primer item se presenta el mismo enunciado del item uno del taller de significados
iniciales y las situaciones mostradas en la Figura 5 y Figura 7. Se escogieron dichas situaciones
dado que durante la implementacion y la puesta en comdn del primer taller se reflejaron
dificultades al momento de identificar si dichas situaciones eran funciones o no lo eran. Se

considera que, por tratarse del ultimo taller después de haber pasado por diferentes momentos
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de reflexion alrededor del significado de la funcion, para este taller las respuestas y las
reflexiones deben ser més concretas y méas cercanas a lo que se planted en el andlisis a priori
del primer taller.

En el segundo item del taller se presenta el plan de clase mostrado en el APENDICE A, el
cual fue tomado de un estudio realizado por Hitt (2003). Dicho plan surgi6 de una experiencia
con profesores de ensefianza media, a quienes se les solicitd que disefiaran un plan de clase del
tema que ellos quisieran; para el disefio los profesores no podian usar apuntes o libros de texto.

Se disefiaron las preguntas mostradas en la Figura 67 con el objetivo de que el profesor en
formacion identificara si en el plan de clase se ven reflejados los tres pensamientos planteados
en el modelo R-y-A. También se queria que, identificara de qué forma desarrollé el pensamiento

reflexivo el profesor y si le realizaria alguna modificacion a dicha planeacion.

a) ;Cual es el objetive del profesor?

b) ;Qué conceptos matematicos quiere trabajar el profesor?

c) ;Qué debilidades vy fortalezas identificas que el profesor tuvo en la planeacion de la
clase?

d) ;Qué estrategias didacticas uso el profesor en su preparacion? ;Crees que las uso de la
manera adecuada?

e) ;Qué recursos tuvo en cuenta el profesor al momento de preparar la clase? ;Qué ofro
recurso didactico se podria incorporar? Justifica

f) 8ituvieras que implementar este disefio de clase con estudiantes que cursan céleulo diferencial
;Le cambiarias algo? ;Que? ;Por que?

Figura 67. Preguntas asociadas al plan de clase del APENDICE A

4.1.6.2 Implementacion y negociacion de significados del taller de significados
finales. El taller de significados finales de la funcion se llevd a cabo durante las dos horas
previstas.

Los profesores en formacién inicialmente desarrollaron la hoja de trabajo y posteriormente

se realizd la puesta en comun y el proceso de negociacion de sus significados. Se describen a
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continuacion, los significados de las tres profesoras en formacion, en términos de su

pensamiento reflexivo, evidenciados en este taller.

4.1.6.2.1 Negociaciones del Pensamiento Matemético. Dentro del pensamiento
matematico se rescatan los significados asociados a diferentes aspectos de la funcién tales
como: la existencia de dos conjuntos que estan relacionados y que dicha relacion cumple la
propiedad de la unicidad, es decir, a cada elemento del conjunto llamado dominio, le
corresponde un solo elemento del conjunto Ilamado recorrido; e identificar funciones en sus

diferentes representaciones y notaciones.

Calificacion (0 a 5): _3
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Figura 68. Respuesta de Angélica a la situacion 1 del taller de significados finales

En la situacion 1 mostrada en la Figura 5, los integrantes de la CoP dejaron ver significados

asociados al concepto de funcion reflejado en su representacion grafica. En la Figura 68 se
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puede ver que Angélica reconoce que la prueba de la recta vertical es valida para identificar si
una grafica en el plano cartesiano es funcién o no lo es, mas no es vélida para demostrarlo. Ella
da importancia a la escogencia de los conjuntos que estan relacionando las variables y a la
propiedad de la unicidad. Por ejemplo, cuando el dominio es el eje x del plano cartesiano, para
el elemento x = —2 corresponden dos valores diferentes en el eje y y por lo tanto, dicha relacién
no puede ser funcion.

Al igual que Angélica, en la Figura 69 y Figura 70 se evidencia que para Tania y Mariana
respectivamente, también es relevante el identificar en una relacion el conjunto de salida
(dominio). Ellas hacen alusion a que la concavidad de la pardbola no es relevante, que lo
relevante es aclarar qué elementos pertenecen al dominio de la funcion y que estos cumplan la

propiedad de la unicidad.
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Figura 69. Respuesta de Tania a la situacion 1 del taller de significados finales
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Calificacién (0 a 5): _4
Comentario dirigido al profesor:

&
(4
)
<
Q
=
<
&L
=
(]
3
Rl
2

.....................

Frazol. (o rectu Verkical
Singidenhiticar el comunto

.......................................

.de!n.i.b..'.éq.s..f&(s!!;(i.dgz;.¢f- dicho

relacion,.&s. dedriinodepefide
& lo toncaNidad sino de

....................................................
................................................
LR JIR B R A A Rt R PO AT

..............................................

...........................

cada Qlementa. Yy e\ 1é ¢ Bi'&‘esgonde
S

..................

- solp elemendo !
la_grufica e oS §n§XPUn
- [¥J

o
uion-

Figura 70. Respuesta de Mariana a la situacion 1 del taller de significados finales

En las tres profesoras en formacion se reflejo la importancia que tiene la seleccion del
dominio en una relacion representada graficamente, que lo relevante no es el hecho de utilizar
una recta vertical para identificar si una gréafica es o no funcion, sino que, importa la definicién
que hay detras de dicha prueba.

En la situacion 2 las profesoras en formacion coincidieron en que la afirmaciéon que se
presenta en la respuesta es valida, sin embargo, no se dan argumentos que justifiquen dicha
afirmacion. También identificaron que, esa notacion puede representar una funcion que va de
un numero real a una pareja ordenada. En el caso de Mariana (Figura 71), considerd que si se
trata de una funcién ya que al tomar como dominio los x € R y mandarlo a un conjunto de
Ilegada donde pertenecen las parejas ordenadas (1,2 — x), se estaria cumpliendo de que a cada

elemento del dominio le corresponderia un elemento del rango. Se rescata de la respuesta de
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Mariana la afirmacion que hace de que no toda funcion puede representarse en el plano

cartesiano.

Calificacién (0 a 5): O
Comentario dirigido al profesor: ; b

Figura 71. Respuesta de Mariana a la situacion 2 del taller de significados finales

Por otra parte, en la segunda parte del taller los profesores en formacién identificaron
debilidades y fortalezas del pensamiento reflexivo del profesor que disefi6 el plan de clase
presentado en el APENDICE A. Durante el proceso de negociacion los integrantes de la CoP
dieron cuenta de la dificultad que tuvo el profesor al plantear la situacién de la edad de Juan y
de su padre, misma dificultad que report6 Hitt (2003). Veamos lo que dijo Angélica y Mariana
al respecto:

Angélica: Si nos ponemos a realizar la situacion que planted el profesor, no estariamos

hablando de una funcién sino de una ecuacion. El da una condicion de que la edad del padre

es igual al doble de la de Juan dentro de 5 afios, la respuesta va a ser Unica. [hacen
comentarios entre los integrantes]

Mariana: creo que no nos habiamos dado cuenta de eso porque no nos preocupamos por

analizar la situacion. En lo que el profesor desarrolla también presenta otro error, la expresion

algebraica que representa el enunciado no es ye (y) igual a dos equis (x) mas cinco, sino, ye

(y) igual a dos, abro paréntesis, equis (x) mas cinco, cierro paréntesis.
(Episodio 18)

En la transcripcion anterior se da evidencia de la fortaleza del pensamiento matematico de
Angélica. Ella tiene claro de que existen diferencias entre una ecuacién y una funcién. Inferimos
que este significado mostrado por Angélica en la puesta en comdn fue de gran importancia para

los demas integrantes de la CoP ya que, se evidencié que estos no habian dado importancia a
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dicho aspecto. Al igual que lo mencionado por Mariana, no es lo mismo tener y = 2x + 5 que
y =2(x+05).

A continuacion, en la Tabla 17 se presentar los significados finales de la funcién asociados
al pensamiento matematico.
Tabla 17
Significados asociados al pensamiento matematico en el taller de significados finales

Angélica Mariana Tania
Admite la prueba de la recta vertical para identificar si una gréfica es funcién o no lo es, dando
importancia a la escogencia del dominio.
Reconoce que una funcion Concibe importante determinar bajo que dominio una relacion

debe cumplir la propiedad de se puede considerar funcion.
la unicidad.

Reconoce que una ecuacién Reconoce que no toda funcion

es diferente de una funcion.  puede representarse

graficamente.

4.1.6.2.2 Negociaciones del Pensamiento Didactico. En este apartado de las negociaciones
asociadas al pensamiento didactico, se presentan evidencias de las reflexiones dadas por los
integrantes de la CoP ante el planteamiento de la clase que disefié un profesor de matematicas.
Se centra el proceso de negociacion en las reflexiones alrededor de la utilizacion de la resolucion
de problemas como metodologia para generar actividad matematica en el aula de clase.

Las tres profesoras en formacion, Angélica, Tania y Mariana coincidieron en que el objetivo
de la clase era la ensefianza de la funcion lineal a partir de situaciones del contexto real.

Angélica identificd unas estrategias utilizadas por el profesor para llevar a cabo su clase
(Figura 72). Ella considera que la primera estrategia consistié en otorgarle a los estudiantes un
problema para que lo explorara y llegara a su solucion algebraica. La segunda estrategia
consistio en realizar preguntas a los estudiantes para que lograran realizar otras representaciones

de la funcion que representaba el problema. La tercera consistio en generalizar aspectos teoricos
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de la funcién y por altimo plantear un nuevo problema para repasar lo visto en clase. En la hoja
de trabajo Angélica no especifico su punto de vista alrededor de las estrategias trazadas por el
profesor, no obstante, durante la puesta en comun si lo hizo, mismo que fue compartido por
Tania:

Angélica: Bueno, pues considero que con la metodologia empleada por el profesor se puede
lograr cumplir un objetivo de clase, pero antes que eso, creo que la seleccion de los problemas
es bastante importante, como ya habia mencionado antes, es un problema con el que no se
puede trabajar el tema de funciones y otra cosa que es importante, no esta contextualizado a
la vida real, como por ejemplo, la edad del padre no puede ser negativa y también cuando
Juan tenga un afio la edad del padre sera 7 afios.
Tania: Estoy de acuerdo con Angélica, él quiso como empezar diferente, empezar desde la
exploracidn de los estudiantes, pero no tuvo en cuenta si algln estudiante no lo podia hacer;
y nunca concluyo, quiso trabajar todos los temas, los dio superficialmente, pero nunca
concluyd con las propiedades de las funciones.

(Episodio 19)

Se evidencia en Angélica y Tania que, comparten el utilizar ejemplos ligados a la vida real
para la ensefianza de las funciones, no obstante, para ellas el utilizar un problema de este tipo
requiere de tener mucho cuidado a la hora de su seleccion; se deben seleccionar problemas

acordes a la tematica a ensefiar y que no generen datos incoherentes en el contexto real.
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Figura 72. Respuesta de Angélica para el item d) de la parte Il del taller final
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Es importante que los profesores en formacion den cuenta de estos aspectos ya que, desde lo
reportado por Hitt (2003), cuando un profesor hace este tipo de acercamientos a los estudiantes
produce en ellos una concepcidn limitada y errénea del conocimiento matematico.

Por su parte Mariana también considerd que, la metodologia (Figura 73) utilizada por el
profesor fue buena, sin embargo, ella alude a un aspecto fundamental del pensamiento didactico
del profesor. En el (Episodio 20 Mariana rescata la importancia de realizar una buena planeacion
en la que el profesor tenga en cuenta que no todos los estudiantes llegaran a lo que él desea y
que, para ello, se deberian implementar ideas como las propuestas en la teoria de la resolucion
de problemas.

Mariana: independientemente de los errores matematicos que tuvo el profesor, considero

que el profesor plante6 una buena metodologia, pero nunca menciona qué estrategias

utilizaria si algun estudiante no logra llegar a lo que él quiere. Segun lo que recuerdo de
algunos textos que leimos, hubiera sido importante que involucrara algunas ideas de la

resolucion de problemas.
(Episodio 20)
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Figura 73. Respuesta de Mariana para el item d) de la parte 11 del taller final

Las respuestas y reflexiones dadas por las profesoras en formacion dejan ver que, en su
pensamiento didactico prevalece la importancia de la buena seleccién de estrategias de
ensefianza, en este caso, la seleccién de problemas del contexto real y que, una buena
metodologia de ensefianza esta mas alla de simplemente decidir trabajar con situaciones

problemas.
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Por medio de la Tabla 18 se registran los significados del pensamiento didactico procedentes
del taller de significados finales.
Tabla 18
Significados asociados al pensamiento didactico en el taller de significados finales

Angélica Tania Mariana
Considera que en la planeacion
Identifica la importancia de seleccionar problemas acordes ala  de una clase se debe tener en
tematica a ensefiar y contextualizados con la vida real. cuenta las diferentes
dificultades que un estudiante
puede presentar.

4.1.6.2.3 Negociaciones del Pensamiento Orquestal. Las negociaciones realizadas
alrededor del pensamiento orquestal se centraron en los recursos utilizados por el profesor para
disefiar el plan se clase. Los profesores en formacion reflexionaron sobre los recursos utilizados
y plantearon el uso de nuevos recursos para emplearlos a favor de la actividad matematica.

En el caso de las tres profesoras en formacion, Mariana, Tania y Angélica, identificaron que
los recursos utilizados por el profesor fueron: el problema, las preguntas y el pizarron. Sobre el
problema seleccionado realizaron algunas reflexiones y observaciones, por ejemplo, en el
(Episodio 19 Angélica y Tania muestran la importancia del seleccionar problemas que ayuden
a cumplir con el objetivo de clase y no que por el contrario lo desvien.

Sobre las preguntas realizadas por el profesor para orientar la actividad matematica, Tania
considera que el papel que deben jugar las preguntas en el aula de clase es el de orientar al
estudiante para que logre llegar a la solucion de los problemas planteados. Ella también plantea
que este tipo de preguntas pueden ser como las desarrolladas a lo largo de los talleres de
intervencion en el curso didactica del calculo, idea que deja ver que los recursos utilizados
dentro de las intervenciones en la comunidad de practica se convirtieron en repertorio

compartido para los integrantes.
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Figura 74. Respuesta de Tania para el item f) de la parte 11 del taller final

Alrededor de otros recursos que pudieron incorporarse en el disefio del plan, las tres
profesoras en formacion coincidieron en el uso de las tecnologias digitales. Mariana lo
incorporaria como un apoyo para identificar caracteristicas de las funciones lineales (Figura
75), por ejemplo, que ocurre con las funciones y=mx+b cuando los pardmetros m y b varian.
Tania lo propone para trabajar desde alli el modelado de la situacion y a partir de ello identificar

caracteristicas que ayudarian a su solucion (Figura 76).
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Figura 75. Respuesta de Mariana para el item e) de la parte 1l del taller final

?Mﬂos qee U e el problema ) \aC pegonlas y pases Qee planieo, Ohlinia
las TO, o modelar la Sivacen y erte ayuderd o les estediantes o - feconocer

s Nemables de la.Sdcien, b velacien que exnse. enve gl y asi pder
((gja( Qa lq yepte’iar\}dciém Cu[geb,qu_

Figura 76. Respuesta de Tania para el item e) de la parte Il del taller final

Finalmente, en la Tabla 19 se resumen los significados alrededor del pensamiento orquestal

en el taller de significados finales de la funcion y su ensefianza.
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Tabla 19
Significados asociados al pensamiento orquestal en el taller de significados finales

Angélica Mariana Tania
Considera que el software GeoGebra es una herramienta potente para identificar caracteristicas de
los problemas.

Estima que el uso de la
pregunta y las herramientas
que ofrece el software
funcionan como recursos para
promover la  actividad
matematica en el aula.

4.1.7 Significados negociados en los talleres sobre la funcion y su ensefianza. Al abordar
los seis talleres propuestos, los profesores en formacion desarrollaron su pensamiento reflexivo
negociando significados sobre la funcidn y su ensefianza. A continuacion, se describen los
significados negociados por la CoP, en términos del pensamiento reflexivo, rescatando
evidencias de las profesoras en formacion Angélica, Mariana y Tania las cuales se presentaron
en los anteriores apartados.

41.7.1 Significados asociados al Pensamiento Matematico. Durante el proceso de
negociacion se generaron diferentes ideas sobre el significado de la funcidn, por lo que para el
reporte de significados negociados sobre el pensamiento matematico se tendran en cuenta cuatro
de las cinco grandes ideas sobre la funcién planteadas por Cooney et. Al (2010): IDEA 1: el
concepto de funcion; IDEA 2: covariacion y tasa de cambio; IDEA 3: familia de funciones, e;
IDEA 5: multiples representaciones. Las anteriores ideas fueron descritas en el apartado 2.2.2.1.

Sobre la gran idea 1, el concepto de funcidon, desde un inicio los profesores en formacion
exhibieron la idea de que las funciones deben cumplir la propiedad de la unicidad. No obstante,
en el caso de Tania (Figura 9), no dio importancia a especificar cbmo se deben relacionar los
conjuntos, es decir, no dio importancia a garantizar cual conjunto es el dominio y cuél es el

recorrido de la funcion.; y en el caso de Angélica (Episodio 3), presentd confusion con la
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definicién de funcion y la definicion de funcion inyectiva, es decir, consideraba que para que
una relacion pueda ser funcion, a cada elemento del recorrido también le debe corresponder un
solo elemento del dominio.

En el desarrollo e implementacién de los talleres se evidencié que los profesores en
formacion seguian dando la importancia a la propiedad de la unicidad para definir una funcion
(Mariana, Figura 21). En los significados finales se reflejo el proceso de negociacién que hubo
alrededor de la importancia del dominio de las funciones. En la Figura 68, Figura 69 y Figura
70 se evidencia que para Angélica, Tania y Mariana respectivamente, es importante esclarecer
cémo se relacionan los conjuntos de una relacion para saber bajo qué dominio se debe cumplir
la propiedad de la unicidad.

Alrededor de la gran idea 2, covariacion y tasa de cambio, los significados negociados
estuvieron reflejados en los talleres 2,3,4 y 5 ya que en estos se trabajaron problemas asociados
a las funciones como medio para describir la variacion de magnitudes relacionadas.

En el taller 4 los profesores en formacién presentaron dificultad para identificar como
cantidades relacionadas variaban conjuntamente. Angélica (Figura 41) y Tania (Figura 42)
mostraron dificultades en la comprension del enunciado y por ende dificultad para representar
la variacién conjunta de las variables. Por el contrario, Mariana present6 gran habilidad para
describir variacion de magnitudes por medio de procedimientos aritméticos (Figura 43), pero si
dificultad para generalizar dicha descripcion.

Por medio de las dindmicas de trabajo colaborativo posibilitadas dentro de la CoP, los
profesores en formacion negociaron significados sobre la gran idea 2. En el (Episodio 12) y el
(Episodio 13) se evidencia como por medio del trabajo con otro integrante de la CoP, Angélica

y Tania respectivamente, negocian significados sobre la interpretacion del problema planteado
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en la hoja de trabajo. Al igual, en el (Episodio 14) Mariana también negocia significados con
otro integrante de la CoP sobre la generalizacion de la descripcion de variacion de magnitudes.

Como reflejo del proceso de negociacion del taller 4, en el taller 5 los profesores en
formacion mostraron habilidad para describir de forma algebraica como variaban dos
magnitudes relacionadas sin tener dificultades en la interpretacion del enunciado (Figura 59).

En relacion con la tasa de cambio, en el taller 5 (funcién y derivada) se evidencio que,
inicialmente los profesores en formacidn realizaron procedimientos mecanicos para encontrar
la razon de cambio y optimizar el volumen de la caja. Se identific un proceso de negociacion
en el trabajo de intercambio de significados entre dos integrantes de la CoP. En la Figura 61,
Figura 62 y Figura 63 se evidencia el nuevo significado que tiene la derivada en su
representacion geométrica para Mariana, Angélica y Tania respectivamente. Pasaron de
optimizar una funcién de forma mecéanica a reconocer que la derivada representa la pendiente
de la recta tangente en todo punto sobre una curva.

Alrededor de la gran idea 3, familia de funciones, se evidenciaron significados sobre la
funcion parte entera y logistica. En la Figura 29 se evidencia que Angélica representd una
funcion por partes para modelar el problema del minutero y no identifico las propiedades de la
funcion parte entera para generalizarla, proceso que Tania logré hacer desde un inicio (Figura
30). En el proceso donde se permitio el intercambio de hojas de trabajo para reflexionar
alrededor de las respuestas de otro integrante, Angélica logré negociar por medio de la hoja de
trabajo de Tania, propiedades de la funcion parte entera (Episodio 11), tales como el dominio y
el rango de esta.

En el taller de funcion y limite se evidencio un intercambio de significados alrededor de la

progresion geometrica vista como una funcion logistica. En un primer trabajo individual,
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Angélica (Figura 41), Tania (Figura 42) y Mariana (Figura 43) mostraron dificultad para
evidenciar propiedades de la funcion logistica que representaba el problema propuesto.
Mediante el trabajo en equipo, Mariana logrdé evidenciar propiedades del problema que la
llevaron a plantear la progresion geométrica (Episodio 14) y Figura 44) y durante la puesta en
comun socializé sus resultados y con los demas integrantes de la CoP negociaron la funcion
logistica final y propiedades de esta, tales como el dominio y el recorrido.

El uso de multiples representaciones, la gran idea 5, se vio negociada durante cada uno de
los talleres. Inicialmente se identificaron ideas como, el uso de la prueba de la recta vertical para
indicar si una representacion gréfica es una funcién (Angélica, Figura 10) (Tania, Figura 9), al
igual que, considerar que en una grafica en el plano cartesiano, siempre el eje x es el dominio
de la funcion (Tania, (Episodio 1)). Después de las negociaciones dadas en cada uno de los
talleres, los profesores en formacion dejaron ver en el taller de significado finales, que la prueba
de la recta vertical tiene algunas limitaciones. Por ejemplo, en la Figura 68, Figura 69 y Figura
70 se evidencia que para Angélica, Tania y Mariana respectivamente, el uso de la prueba de la
recta vertical depende de la escogencia del dominio, es decir, en la situacién donde se presenta
la pardbola horizontal, si se considera el eje y como los valores del dominio de la funcién, dicha
representacion grafica si se considera funcion.

Otra idea identificada desde el principio fue la dificultad para identificar conjuntos de pares
ordenados como una funcion. Por ejemplo, Mariana considero representar graficamente en el
plano cartesiano el conjunto de pares ordenados (Figura 12), por lo que al realizarle la prueba
de la recta vertical no la cumplia. De aqui se evidencia que, para Mariana toda funcion puede
representarse de forma grafica. En el taller de significados finales, Mariana analizo e identifico

que el conjunto de pares ordenados pude considerarse funcién porque esta cumpliendo la
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propiedad de la unicidad y que no necesariamente por ser funcion, debe poder representarse
graficamente en el plano cartesiano (Figura 71).

Se evidencié también que, una de las representaciones de la funcion que es mas usada por
los profesores en formacion, es la algebraica. Mariana dejo ver desde los primeros talleres que
la representacion algebraica permite dar mas validez y mejor justificacion a un procedimiento
(Figura 22). Durante el proceso de negociacion Mariana fue mostrando la importancia que
tienen otras representaciones de la funcion, tal como la representacién tabular (Figura 33), sin
embargo, siempre pensando en utilizar propiedades de estas representaciones para llegar a una
representacion algebraica.

Otro significado reflejado alrededor de los diferentes tipos de representaciones de la funcién
fue el evidenciado en Tania. Ella rescata la importancia de las propiedades de la representacion
gréafica para a partir de ellas lograr encontrar la respectiva representacion algebraica (Figura 30).
Dicho significado fue adoptado por Angélica (Episodio 11) por medio del intercambio de hojas
de trabajo. Angélica evidenci6 la importancia que tiene el identificar propiedades de una
representacion de una funcidn para lograr relacionarla con otra de sus representaciones.

Del proceso de negociacion de significados alrededor del pensamiento matematico, se logré
que los profesores en formacion reconocieran que la funcién debe cumplir la propiedad de la
unicidad, que a cada elemento del dominio le corresponde un unico elemento del recorrido.
También, concibieron importante determinar bajo que dominio una relacién se puede considerar
funcién. Con relacion a la representacion grafica de la funcion, los profesores en formacion
admitieron que la prueba de la recta vertical es valida siempre y cuando se determine el conjunto

de salida y de llegada. Otro significado comdn que se pudo lograr fue, que se interpretara la
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derivada desde su representacion geométrica como herramienta para encontrar maximos y

minimos de una funcion.

4.1.7.2 Significados asociados al Pensamiento Didéactico. El proceso de negociacion
permitio que los profesores en formacion, al desarrollar las situaciones propuestas en las hojas
de trabajo, fueran conscientes de los posibles interrogantes y dificultades que se pueden
presentar en el aula de clase por parte de los estudiantes. Los significados estuvieron asociados
a la metodologia de la resolucion de problemas y las diferentes estrategias para hacer estos mas
comprensibles por los estudiantes.

Los profesores en formacion rescatan la importancia de trabajar problemas del contexto real
para la ensefianza de las funciones (Episodio 16). Un primer significado asociado a la
implementaciéon de la metodologia de la resolucion de problemas en el aula de clase es,
seleccionar problemas que se ajusten al contexto real y que sean acordes a la tematica a ensefiar
(Angélica, Figura 72) (Tania, (Episodio 19), de igual manera, que en el proceso de la
implementacién del problema se realice una buena contextualizacion del problema. Angélica 'y
Tania a raiz de su experiencia solucionando uno de los problemas propuestos (Figura 41 y
Figura 42), reflexionaron sobre la necesidad de guiar al estudiante por medio de preguntas para
que logre una buena contextualizacion del problema, de lo contrario, podrian realizar una mala
interpretacion de este (Figura 47, Figura 48 y Figura 49).

Otro significado que se evidencié estuvo relacionado con la necesidad de realizar
planeaciones de clase en donde se tengan en cuenta las diferentes posibles dificultades que
pueden presentar los estudiantes al momento de abordar un problema; dicho significado resulto
de reflexionar sobre la planeacion del profesor de matematicas sobre la funciéon lineal que se les

presento en el taller 6 (Mariana, (Episodio 20).
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Algunas de las dificultades que se pueden evidenciar en la resolucion de problemas estan
asociadas a las diferentes estrategias utilizadas para la solucion de este. El proceso de reflexion
que se dio dentro de la CoP, permiti6 que los profesores en formacion negociaran significados
alrededor de sus estrategias para resolver problemas. Una primera estrategia es la de recurrir a
los conocimientos previos para resolver de forma mecénica un problema. Angélica (Episodio
15) reconocio que dicha estrategia no es conveniente y que se debe incentivar a los estudiantes
a que recurran a hacer interpretaciones y analisis basados en razonamiento matematicos.

Otra estrategia que esta relacionada a la identificacion de patrones de comportamiento es,
primero realizar una comprension del problema para poder listar los datos de forma explicita y
posteriormente evidenciar el comportamiento de estos (Mariana, Figura 52). Este significado
fue negociado por Angélica y Tania quienes inicialmente habian adoptado la estrategia de
realizar calculos aritméticos para identificar patrones. Ellas reconocieron que su estrategia no
es conveniente para abordar este tipo de situaciones porque no es posible evidenciar patrones
de comportamiento de los datos (Figura 50 y Figura 51).

Los significados antes expuestos dan cuenta de posibles situaciones que los profesores en
formacion van a encontrar en el aula y que requieren de reflexion para tener control de ellas con

secuencias de ensefianza que permitan orientar a los estudiantes de la mejor forma.

4.1.7.3 Significados asociados al Pensamiento Orquestal. El proceso de negociacion
de significados relacionado al pensamiento orquestal genero en los profesores en formacion la
necesidad de reflexionar sobre los recursos suficientes y necesarios para enfrentar las posibles
dificultades de aprendizaje que pueden presentar los estudiantes en el aula de clase.

Por medio de sus propias dificultades al desarrollar las hojas de trabajo propuestas, los

profesores en formacion reflexionaron sobre el uso de diferentes recursos para la ensefianza de
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temaéticas relativas al célculo diferencial, principalmente sobre el uso del software interactivo
GeoGebra.

Inicialmente se evidenciaron diferentes significados sobre el uso de GeoGebra en la
resolucion de problemas. Algunos profesores en formacion consideraban importante el uso de
GeoGebra por sus diferentes aportes a la interpretacion del problema y para validar
procedimientos realizados a lapiz y papel (Angélica, (Episodio 9) (Tania, Figura 54). Otros
profesores en formacion consideraban irrelevante el uso de GeoGebra porque este no generaba
la solucion algebraica de los problemas (Mariana, Figura 55).

Se infiere que, el desarrollo de los talleres llevé a que se negociaran los significados iniciales
y que el uso de GeoGebra se convirtiera en parte del repertorio compartido de la comunidad.
En el taller de significados finales, los profesores en formacion propusieron la implementacion
del software como recurso para llevar a cabo una clase sobre la ensefianza de la funcion lineal
por medio de problemas. Mariana (Figura 75) consideré la incorporacion de GeoGebra como
herramienta para evidenciar caracteristicas de las funciones lineales. Tania (Figura 76) da
importancia al software debido a sus herramientas para poder modelar las situaciones y asi
evidenciar aspectos relevantes que ayuden a su solucion.

Otros recursos negociados por los integrantes de la CoP que fueron propuestos para
incorporarlos a la resolucion de problemas son las preguntas y el material concreto. EI uso de
la pregunta es propuesto como recurso para direccionar al estudiante en situaciones donde
presente dificultades (Tania, Figura 74) y el uso de material concreto es propuesto como recurso
para modelar situaciones, de tal manera que el estudiante sea consiente desde un contexto real,

de las caracteristicas del problema (Angélica, (Episodio 17)(Tania, Figura 66).
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5. Conclusiones

Se recuerda que para dar respuesta a la pregunta ¢qué significados sobre el concepto de funcion
y su ensefianza, negocia una comunidad de practica de profesores de matematicas en
formacion?, y para cumplir con el objetivo de caracterizar el pensamiento reflexivo de una
comunidad de préactica de profesores de matematicas en formacion que negocia significados de
la funcidn, se considera la comunidad de practica de profesores de matematicas en formacion
que pertenecen a un curso de didactica del calculo del segundo semestre académico del 2018.

Las conclusiones de esta investigacion se presentan en términos del pensamiento reflexivo
de los profesores en formacion de quienes se presentaron evidencias. De igual forma, a la par
se dejara en evidencia algunos posibles aspectos que quedan abiertos para posibles
investigaciones.

Angélica, Tania, y Mariana identificaron algunas dificultades al reflexionar en la puesta en
comun de cada uno de los talleres de reflexion y negociacién. Este proceso se dio gracias al
compromiso mutuo que se reflejaba en cada uno de los integrantes y el acompafiamiento de las
moderadoras de la CoP. Angélica en los primeros encuentros con la comunidad mostraba una
participacion periférica, no obstante, al finalizar los encuentros ella se caracterizaba por
mantener una participacion plena y en la mayoria de las discusiones, tomaba un papel de
moderadora. Tania y Mariana siempre se mostraron comprometidas con la comunidad
manteniendo una participacion plena en cada una se las sesiones.

A continuacion, se presentan los significados negociados en términos de los tres
componentes del pensamiento reflexivo de los profesores en formacion, en especial, se
describen los progresos que se observaron en torno al dominio de los significados de la funcién

y su ensefianza, asi como las diferentes estrategias y recursos utilizados para resolver problemas.
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5.1 Significados negociados en el Pensamiento Matematico
Con relacion al pensamiento matematico de los profesores en formacién, desde el primer hasta
el altimo taller de reflexion y negociacion, se observo un desarrollo alrededor de los significados
de la funcion. Especificamente, este desarrollo se evidencid en las negociaciones descritas a
continuacion.

Angélica partié con la concepcion de que una funcion debe cumplir la propiedad de que a
cada elemento del dominio le corresponde un unico elemento del rango y que a cada elemento
del rango le corresponde un Unico elemento del dominio, es decir, Angélica confundia la
definicién de funcion con la definicion de funcion inyectiva. Ella finalizé concibiendo la
funcion como una relacion de correspondencia de variables que Unicamente debe cumplir la
primera condicion antes mencionada. Mariana tuvo un gran desarrollo con relaciéon a las
diferentes formas de representar una funcién. Ella partié de la idea de que la representacion
algebraica tiene mayor validez que las otras representaciones y a medida de las intervenciones
concibidé importante las otras representaciones para evidenciar caracteristicas de las funciones.
Por su parte Tania, negocié significados sobre la escogencia del dominio de la funcién en su
representacion grafica. Ella concebia siempre el dominio como el eje x y el rango como el eje y
del plano cartesiano y termind considerando que una gréfica se puede considerar funcién
dependiendo de la escogencia del dominio.

A partir del analisis, se identificé que, en las dinamicas de negociacion de significados
permitidas dentro de la comunidad de préactica, los profesores en formacién pudieron lograr:

e Reconocer la importancia del concepto de funcién como base de tematicas asociadas al

célculo diferencial.
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Comprender y reconocer las caracteristicas de una funcion desde sus diferentes
representaciones.

e Identificar en diferentes contextos, como cantidades relacionadas varian conjuntamente.

e Estudiar el concepto de limite desde las nociones de tendencia y aproximacion.

e Interpretar la derivada desde su representacion geométrica para identificar maximos y

minimos de una funcion.

A partir de lo anterior, se concluye que, un profesor en formacion que hace parte de una
comunidad de préactica en donde se posibilitan diferentes dinamicas para la negociacion de
significados puede lograr afianzar sus conocimientos matematicos. Se considera que, los talleres
permitieron que los profesores en formacion recordaran contenidos de célculo diferencial y
desde otra perspectiva reconstruyeran los contenidos que no habian quedado claros.

En los primeros significados de los integrantes de la CoP se evidenci6 un reflejo de lo que
comunmente se ensefia en la asignatura célculo diferencial, una ensefianza basada en libros de
texto en donde prevalecen los ejercicios mecanicos. Se concluye que, el trabajo colaborativo
entre los profesores en formacion y las moderadoras de la CoP posibilité el desarrollo de
pensamiento matematico a partir de la resolucidn de problemas y dejar de lado metodologias
tradicionales.

La CoP fue un espacio en el que los profesores en formacién pudieron compartir sus
significados y reflexiones recibiendo enriquecimientos por parte de los demas profesores en
formacion y de la profesora e investigadora que cumplian el papel de moderadoras de la CoP.

5.2 Significados negociados en el Pensamiento Didactico
La ensefianza del célculo diferencial se convirtié en un reto para los profesores debido al alto

grado de perdida de la asignatura. Como conclusion se puede decir que, el conformar como
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comunidad de practica un curso de profesores de matematicas que estadn siendo formados
posibilita reflexiones sobre posibles situaciones que pueden encontrar en su futura actividad
docente. En este caso, los profesores en formacion tuvieron un acercamiento a estas dificultades
desde una mirada de sus propias dificultades al desarrollar los talleres planteados en el capitulo
anterior.

Desde el inicio de los encuentros de la CoP, los profesores en formacion identificaron en
ellos mismos las debilidades y las fortalezas de las estrategias que usaban para resolver
problemas. Fue interesante evidenciar que posterior a cada uno de los espacios de negociacion,
los profesores en formacion intentaban incorporar los significados de los demas integrantes.

Angélica, Mariana y Tania inicialmente identificaron que presentaron dificultades en la
resolucion de problemas asociadas a las estrategias que utilizaban para abordarlos. A raiz de
esto, Angélica logré negociar que, es importante seleccionar buenos problemas del contexto
real acordes a la tematica a ensefiar y que no vayan a generan incoherencias; Mariana logrd
negociar que, es importante realizar planeaciones de clase en donde se tengan en cuenta las
diferentes dificultades que puedan presentar los estudiantes; y, Tania logré negociar que, la
utilizacion de problemas del contexto real en el aula de clase es importante ya que se puede
incentivar a los estudiantes a resolver problemas de la vida diaria por medio de herramientas
matematicas.

A partir de la investigacion realizada, los profesores en formacion negociaron significados
en el Pensamiento Didactico de la siguiente manera:

e EI Cambio de una metodologia tradicional a una metodologia basada en la resolucion

de problemas permitid que los profesores en formacion ampliaran el panorama de

ensefianza de la funcion.
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e Tienen en cuenta las diferentes representaciones de la funcion para identificar
caracteristicas de los problemas y asi lograr la solucién de este.

e Ladinamica de que los profesores en formacion resolvieran los talleres como si fueran
estudiantes permitié que a raiz de sus propias dificultades negociaran los siguientes
significados:

- Es importante identificar la importancia de seleccionar problemas acordes a la
tematica a ensefiar y contextualizados con la vida real.

- En las planeaciones de clase se deben tener en cuenta las diferentes dificultades
que un estudiante puede presentar al abordar los problemas planteados.

- Es importante el uso de situaciones del contexto real para promover interés en el
estudiante en la resolucion de problemas de la vida real por medio de
herramientas matematicas.

e Consideran la metodologia de la resolucion de problemas para las planeaciones de clase
que giran en torno a la ensefianza de la funcion.

La participacion en la CoP permiti6 que los integrantes comprendieran su papel como futuros

profesores de matematicas y supieran como gestionar dentro del aula de clase el proceso de

resolucion de problemas.

5.3 Significados negociados en el Pensamiento Orquestal
El uso de diferentes recursos, principalmente las tecnologias digitales, ofrecen nuevas
oportunidades a los estudiantes para tomar acciones matematicamente significativas, esto se
debe a que los estudiantes por medio de estas pueden formular conjeturas y pruebas (NCTM,

2009).
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En torno al pensamiento orquestal se pudo evidenciar que, desde un inicio Angélica y Tania
aceptaban el uso de GeoGebra para abordar problemas, por el contrario, Mariana dejaba ver que
Su uso no era necesario y se conformaba con el razonamiento a lapiz y papel.

A partir del estudio realizado, los profesores en formacion negociaron significados sobre el
Pensamiento Orquestal a partir de los talleres de la siguiente manera:

e Admiten el uso de las tecnologias digitales (GeoGebra) en la resolucién de problemas
ya sea para evidenciar caracteristicas de este o0 para comprobar razonamientos.

e Proponen el uso de diferentes recursos tales como el material concreto y las
videograbaciones con el objetivo de que el estudiante se acerque de forma fisica a las
condiciones del problema.

e Conciben el uso de la pregunta como recurso para orientar a los estudiantes en el proceso
de resolucion de problemas promoviendo asi la actividad matematica en el aula.

Se concluye que, el uso de GeoGebra se convirtid en un recurso que hace parte del repertorio
compartido de los integrantes de la CoP ya que su uso fue un significado negociado al finalizar
la implementacion de los talleres. Ademas, consideran relevante su uso para el disefio de

actividades que involucran la ensefianza de las funciones.

5.4 Reflexiones finales
Las evidencias mostradas en este documento dan cuenta del impacto que generan las dinamicas
de comunidades de préctica en un curso de formacion de profesores. Por una parte, la
oportunidad de reflexionar sobre los objetos matematicos y la didactica que los rodea y, por otra
parte, reducir la brecha entre la teoria y la practica desde la formacién inicial de profesores.
La participacion en la comunidad de practica promueve en los profesores en formacion la

necesidad de seguir reflexionando y negociando sobre otros conceptos matematicos y sus
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diferentes maneras de ensefiarlos, ya que, por medio de esta reflexidn, se logra dar cuenta de las
dificultades que se pueden presentar a la hora de la ensefianza (como profesores) y el aprendizaje
(sus futuros estudiantes) de dichos conceptos.

Se considera que, la disposicion que tenga cada uno de los profesores en formacion a la hora
de realizar las actividades propuestas para trabajar con la comunidad de practica infiere en los
resultados logrados en cada uno. Los integrantes que siempre estuvieron comprometidos con la
comunidad lograron reconstruir mayores significados alrededor de la funcion y su ensefianza.

Finalmente, se deja expuesto un interrogante que surge de los datos recolectados y que no
fueron tenidos en cuenta para el reporte de resultados de esta investigacion: ;Como la
negociacion de significados del pensamiento reflexivo, por medio del desarrollo de los talleres,

influye en las primeras practicas de los profesores en formacion?
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APENDICE A. Plan de clase: Taller 6

Propuesta del profesor (transcripcion fiel)

Que el alumno determine la representacion algebraica del siguiente problema: “La edad
del padre de Juan es el doble de la edad de esté dentro de cinco afos”
y = edad del padre de Juan: (Variable dependiente).
x = edad de Juan: (Variable Independiente)
Modelo algebraico. Y=2x+5
logrando que el alumno Indique esto; tan solo una de sus compafieros enuncio dicho
problema. con lo que ellos mismos determinaron que la edad del Padre estaba en funcién
de la edad del Hijo.
Estableciendo la Representacion Algebraica del Problema; podremos asignarle a Juan una
Serie de edades de la siguiente forma: Si Juan no ha nacido ¢cual es la edad de su padre?
y=1f(x)
f(xX)=2x+5
f(0)=2(0)+5=5 afos
Asi que para cuando Juan tiene, 10, 15y 20 afios ¢ cual sera la edad del Padre? para cuando
Juan tiene 10 afos, la edad de su padre es de 25 Afios.
f(10)=2(10)+5=20+5=25
-para cuando Juan tiene 15 afios la edad de su padre sera de 35 afos.
f (15) =2(15) +5=30+5=35
- para cuando Juan cumpla 20 afios mayor de edad la edad de su padre Sera de: 45 afios
Por medio del ejemplo anterior lo podremos interpretar graficamente por medio de parejas
ordenadas (X, f(x)) donde:
x=edad de Juan.
f(x)= edad del Padre.
Obteniendo los siguientes puntos y, denotandolos por:
F(x)={(0,5) (10,25) (15,35) (20,45)}
Elaborando una gréafica en el sistema cartesiano. de la forma:

f r JII' o To P

Obteniendo el siguiente Diagrama Sagital:
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De tal forma que la gréafica obtenida corresponde a una grafica de una linea Recta a la
cual Se le llamara “funcion lineal”

De la misma forma observara que para cada valor de x le corresponde al menos una de
f(x), con lo que se le puede inducir que corresponde a una funcion Inyectiva; los valores
del D (Dominio) van de uno menor a uno mayor de tal forma que decimos que la funcion
es Creciente, y como para cada valor que el asignemos a X, existe un valor para f(x), con
lo cual la definimos como Continua para Vx3f(x)

-continua.

Podremos dejar que el alumno encuentre y grafique

-la analogia de grados Centigrados a grados Farenhai.

Graficandola y enunciando una serie de Caracteristicas de esté ejemplo.

-“Un moévil desarrolla una velocidad de cinco veces su distancia recorrida, menos cuatro
metros en un tiempo determinado” etcétera.




