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NOTACION

En esta tesis se ha utilizado la adimensionalidad de las unidades efectivas
requerida para efectos de programacion, pero para la posterior conversion de
unidades se ha elegido como unidad de longitud el nanémetro (nm); como unidad
de energia el milielectronvoltio (meV) y como unidad de campo magnético el Tesla
(T). A continuacion se presenta la lista de las notaciones empleadas para designar
los distintos parametros utilizados:

m, =9.1x107" Kg. : Masa del electron libre
£=8.85x10"" C*/N—-m? : Constante dieléctrica en el vacio
e=1.6x10"C : Carga del electron
c=3x10*m/s : Velocidad de la Luz en el vacio
h=622x10""Js : Constante de Plank
AA : Aproximacion Adiabatica
MBT : Método de Barrido Trigonométrico
MDF : Método de Dimension Fractal
AME : Aproximacion de masa efectiva
WL : Capa humeda
ow : Pozo cuantico
QWW : Hilos cuanticos cilindricos
QD : Punto cuantico
OR : Anillo cuantico
SQD : Punto cuantico esférico
SAQD : Punto cuantico autoensamblado
SL : Superred
NWSL : Nanosuperred cilindrica
SPCF : Funcién de correlacion del par
D° : Impureza donadora neutra
D~ : Impureza donadora negativa
m, : Masa efectiva del electréon
m, : Masa efectiva del hueco
y : Factor de Landau

: Momento Lineal
£ : Constante dieléctrica del material
T : Parametro de la interacciéon Coulombiana
a, : Radio de Bohr efectivo

Ry : Rydberg efectivo
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: Factor efectivo de Landé del electron
: Campo magneético

: Energia superficial

: Magneton de Bohr

: Potencial vectorial de campo magnético
: Potencial de confinamiento radial

: Laplaciano
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RESUMEN:

Los métodos teoricos y las técnicas de calculo elaborados en esta tesis realizan
un analisis detallado de los efectos del tamano y de la morfologia de puntos
cuanticos autoensamblados sobre los espectros energéticos de diferentes estados
ligados para sistemas de pocas particulas, a fin de fabricar nuevos dispositivos
opto-electronicos de tamanos nanomeétricos y propiedades controladas.

Se calculan los espectros energéticos de los sistemas de una y dos particulas
(donadoras neutras y negativamente cargadas, excitones y dos electrones)
confinadas en puntos cuanticos de Ini:AlAs/GaiyAlyAs fabricados mediante la
técnica de Stranski-Krastanov. Para analizar el efecto de la morfologia de estas
estructuras sobre el espectro energético de una particula libre y los estados
ligados de sistemas de dos particulas se utiliza la aproximacion adiabatica, que
permite separar el movimiento rapido en la direccion vertical, del movimiento
lento en el plano horizontal y reducir los problemas tridimensionales a los
similares en dos dimensiones, con potenciales renormalizados que tienen en
cuenta el perfil del punto cuantico. Utilizando esta aproximacion se logran
separar completamente las variables en la ecuacién de onda para los portadores
de carga libre en puntos cuanticos con simetria axial, para poder encontrar el
espectro energético y las funciones de onda uni-particulares. La funcion de onda
para los estados ligados se busca en forma del producto de las funciones uni-
particulares con una funcién envolvente que en el caso de las donadoras depende
de la distancia desde el i6n y en el caso de dos particulas de la distancia entre
ellas.

Partiendo del principio variacional de Schrédinger y utilizando la técnica de
derivacion funcional se demuestra que la funcion envolvente es la soluciéon de la
ecuacion de onda para un atomo hidrogendide (en el caso de la donadora
negativamente cargada para un ion H') en un espacio efectivo cuya dimension
depende de la separacion entre las particulas y de la geometria del punto
cuantico.
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DESCRIPTION:

The theoretical methods and calculus techniques elaborated in this thesis allow
performing a detailed analysis of the morphology and size effects of self-
assembled quantum dots of energetic spectrum of different binding states of few
particles systems in order to fabricate new opto-electronic devices with
nanometric size and controlled properties.

Energy spectra of one and two particles (neutral and negatively charged donors,
excitons and two electrons) confined in quantum dots of Inu-yAliAs/Ga-yAlyAs
recently fabricated by Stranski-Krastanov technique. To analyze the morphology
effect of these structures on free one-particle energy spectrum and binding states
of two particles systems the adiabatic approximation is used to allow separate the
vertical direction fast movement of the horizontal plane low movement in order to
reduce the three dimensional problems to bidimensional similar problems to
renormalized potentials that take into account the quantum dot profile. Using
this approximation is possible to separate the variables in the wave equation for
finding the energy spectrum and one-particle wave functions. The wave functions
for binding states is seeking as a product of one-particle wave functions with an
envelope function which in the donor case depend of the distance since the ion
and in the two particles case of the distance between them. Starting by the
Schrodinger variational principle and using the functional derive technique it is
shown that the envelope function is solution of the wave equation for like-
hydrogen atom (in the negatively charged donor case for an ion H—) in the
effective space which dimension depends of the separation between particles and
the quantum dot geometry.
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En las dos ultimas décadas se ha desarrollado un gran numero de
investigaciones tedricas y experimentales sobre nanoestructuras semiconductoras
o sistemas de baja dimensionalidad [1-6], tales como: pozos (QWSs), hilos (QWWs),
puntos cuanticos (QDs) y superredes (SLs). Por tener dimensiones caracteristicas
comparables a la longitud de onda de De Broglie asociada al electron, las
nanoestructuras operan en el régimen cuantico y sus propiedades electronicas
son mas sensibles a las variaciones de tamano, geometria y composicion que sus
analogos en bloque. El Interés por las investigaciones de las nanoestructuras ha
dado origen a una nueva linea en la fabricacion de materiales llamada
nanotecnologia, como base para producir en el futuro dispositivos micro- y opto-
electronicos. La nanotecnologia es una rama de la tecnologia que se ocupa de la
fabricacion y control de estructuras y maquinas de tamano nanomeétrico. Existen
tres ramas de investigacion en la nanotecnologia, la nanotecnologia seca, la
nanotecnologia humeda y la nanotecnologia computacional. La nanotecnologia
seca trata sobre la fabricacion de estructuras en carbon (nanotubos), silicio,
materiales inorganicos, metales y semiconductores, ademas sobre
autoensamblaje controlado por computadora y dispositivos opticos, también tiene
que ver con la fabricacion y manipulacién de nanoestructuras. La nanotecnologia
humeda trata sobre materiales biologicos como membranas, material genético y
otros componentes celulares. La nanotecnologia computacional trata sobre el
modelado y simulacién de estructuras complejas de escala nanométrica. Richard
Feynman fué el primero en referirse a las posibilidades de la nanociencia y de la
nanotecnologia, en el discurso que pronunci6é en Caltech (Instituto Tecnolégico
de California) el 29 de diciembre de 1959 titulado “En el fondo hay espacio de
sobra” (There's Plenty Room at the Bottom). El mismo, en 1960 acuno la siguiente
frase: “Hay inmensidad de posibilidades en lo mas profundo de la materia“. En
1986, Drexler puso de manifiesto que el hombre podria ejercer un control
completo sobre la estructura de la materia. Entre los usos de la Nanotecnologia
se encuentra la fabricacion de computadoras, que paso de los sistemas operados
con valvulas de vacid (conocidas como bulbos o ampollas de vacio); a los
semiconductores tradicionales (conocidos como transistores de tipo (PNP o NPN);
de ahi a los sistemas creados con base en circuitos integrados y por ultimo a los
microprocesadores que realizan procesos de manera paralela. Se dice que la
construccion de “maquinas” ultramicroscépicas, podrian ejecutar en espacios
microscopicos, tareas tan complejas como fabricar circuitos electronicos y
despejar vasos sanguineos obstruidos en el cerebro.

El avance cientifico en el nanomundo ha revolucionado el desarrollo de la ciencia
de la nano-escala y de la nano-ingenieria. Esta escala esta comprendida entre
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una fraccion de un nanometro (varios atomos) hasta alrededor de 100
nanometros (el bloque). La mayoria de los fenomenos especificos se manifiestan a
distancias entre 10-50 nanémetros. A esta escala pertenecen los componentes
basicos de la materia utilizada, donde las propiedades fundamentales estan
definidas y se pueden enmarcar dentro de una funcion dependiente del tamano,
forma y diseno de ésta. Debido al caracter interdisciplinario y a los beneficios que
la ciencia de la nanoescala reporta a la sociedad, la investigacion basica aplicada
ha recibido gran atencion y soporte financiero, haciendo que el interés por esta
disciplina esté creciendo practicamente en todas las naciones industrializadas.

Para la fabricacion de nanoestructuras semiconductoras, comtinmente se utilizan
materiales semiconductores compuestos, pertenecientes a los grupos III-V y II-VIL.
Las heteroestructuras de estos grupos de materiales con buenas interfaces,
pueden ser binarios como GaAs/AlAs, InAs/GaSb, InSb/CdTe o ternarios como
GaAs/GaixAlxAs. Se han desarrollado diferentes técnicas, entre las que se
destacan: la epitaxia de haces moleculares [7], la deposicion metal-organica de
vapor quimico [3], la litografia basada en rayos moleculares [8] y la epitaxia de
fase liquida [9].

Con estas técnicas se han crecido diferentes sistemas de baja dimensionalidad,
tales como: QWs, QWWs y QDs, con materiales semiconductores en diversas
composiciones. El mayor interés para futuras aplicaciones lo presentan los QDs,
que son estructuras en las que se ha logrado el mayor confinamiento de
portadores de carga. En los QDs el movimiento electrénico esta restringido en
todas las direcciones, por lo cual es comun referirse a estos sistemas como cero-
dimensionales. Los QDs, también se denominan atomos artificiales. Debido a la
cuantizacion de la energia cinética de las particulas, relacionada con la
restriccion en el movimiento electréonico, el espectro energético en los QDs se
enriquece esencialmente y esto abre nuevas perspectivas para crear novedosos
dispositivos opto-electronicos, con base en las nanoestructuras semiconductoras,
cuyas propiedades se pueden modificar en forma controlable, con posibilidad de
su miniaturizacion y aumento de la absorcién y emision optica.

La técnica de fabricacion de puntos cuanticos denominada Epitaxia de haces
moleculares, se conoce por su acronimo en inglés como MBE (Molecular Beam
Epitaxy), que de acuerdo al valor de la densidad de energia superficial neta de la
juntura, A¢=¢,+¢& -¢,, siendo &, fa densidad de la energia superficial de la
pelicula; ¢, densidad de la energia superficial del sustrato; & densidad de la

energia superficial de la interfaz, se obtienen diferentes modos de crecimiento que
se denominan de la siguiente manera:
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» Frank-van der Merwe: A£<0 humedeciendo el sustrato se
crece capa por capa.

N

Frank-van der Merwe

[ | [ | » Volmer-Weber: A&é>0 sin humedecer, se crecen islas

m tridimensionales.

Volver Weber

— — . .
s " Stranski-Krastanow: A£<0 para las primeras capas,

posteriormente A A¢>0, las islas crecen sobre una capa
&m humeda.

Stranski-Krastanov

Los llamados puntos cuanticos auto-ensamblados (SAQDs, “self-assembled
quantum dots”, en inglés) fabricados mediante la técnica de Stranski-Krastanov,
se pueden obtener utilizando un substrato con parametro de red diferente al de la
pelicula por crecer. El proceso de deposicion del material se realiza mediante un
flujo de atomos (por ejemplo: galio, indio o arsénico), el cual es enviado sobre una
superficie ultra delgada o sustrato de arseniuro de galio (GaAs) mantenido a alta
temperatura. Debido a la diferencia entre los parametros o constantes de red y a
la particular dinamica de crecimiento, se generan tensiones en la pelicula y en las
junturas que crecen en cada una de las capas siguientes y a partir de una capa
hacen que la pelicula empiece a depositarse de manera no uniforme, produciendo
de manera natural un crecimiento en forma de pequenas islas de tamarno
nanomeétrico, que tienen por lo general una forma y tamano similares y estan
separadas del sustrato a través de una capa humeda. Estas islas se recubren con
otra capa semiconductora con brecha de energia mayor que la de las islas
(comunmente del mismo material que el sustrato). Las heteroestructuras
obtenidas de esta manera suelen denominarse puntos cuanticos auto-
ensamblados, en donde los portadores quedan confinados en tres dimensiones si
el tamano de las islas es el adecuado.

El problema de controlar el tamafo de las islas es complicado, pero se hacen
esfuerzos en este sentido, para poder reducir el ancho de las lineas en el espectro
de luminiscencia. Una de las posibles maneras de controlar el tamano de las islas
consiste en variar la diferencia entre las constantes de la red del sustrato y de la
pelicula y simultaneamente las diferencias entre las brechas de la energia entre
las bandas de valencia y las de conduccion. Para aclarar esta idea en la Figura 1
se presenta el grafico donde se muestran las brechas de energia contra las
constantes de red de algunos semiconductores compuestos binarios. Se puede
ver que dos materiales tradicionales como los compuestos binarios GaAs y AlAs
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no sirven como candidatos para fabricar SAQDs a través de las técnicas de
Stanski-Krastanov ya que tienen practicamente las mismas constantes de red. Al
contrario, los compuestos InAs y GaAs son evidentes candidatos para constituir
el sustrato y la pelicula, debido a una diferencia apreciable entre sus constantes
de red, siendo la constante de red del GaAs 7% menor de la de InAs. Por otro lado
la diferencia de las brechas en la juntura InAs/GaAs es mucho mas grande del
valor correspondiente a la juntura GaAs/AlAs y por esa razon el salto de potencial
y el confinamiento en el primer caso es mucho mas apreciable. Sin embargo se
puede variar esta caracteristica introduciendo cada material en porciones
diferentes de los atomos de Al y utilizar con esta fin los componentes ternarios
IniAlkAs y GaiyAlyAs. Precisamente, los puntos cuanticos de IniAlAs/Gai-
yAlyAs seran el objetivo principal de esta investigacion

Figura 1. Brechas de energia en funciéon de la constante de red de algunos
semiconductores compuestos binarios.
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En el proceso de fabricaciéon de SAQDs se ha demostrado que los perfiles de los
puntos cuanticos se pueden alterar drasticamente, interrumpiendo el proceso de
crecimiento de éstos a través del recubrimiento por capas mas delgadas (de
espesor menor que 3 nm) que la altura del punto cuantico. En la etapa inicial del
proceso de recubrimiento, el punto cuantico empieza a crecer en la direccién
lateral de tal manera que el material del punto cuantico se redistribuye en forma
anisotropica, hasta que el proceso de crecimiento se interrumpe. Como
consecuencia, los puntos cuanticos se transforman a veces en una especie de
anillos estirados con un hueco en forma de crater en el centro [10 -15]. A través
de las técnicas de microscopia electronica y de fuerza atomica los investigadores
lograron establecer que los SAQDs fabricados mediante el método de crecimiento
de Stranski-Krastanov tienen morfologias diferentes y en la mayoria de los casos
sus formas no son bien conocidas, pero estudios estructurales sugieren que son
similares a lentes, piramides, discos o volcanes.
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Como se encontré experimentalmente, los SAQDs tienen, por lo general,
diametros laterales que varian desde 10 hasta 70nm, espesores desde 2nm hasta
4nm y altura de capa humeda desde 1lnm hasta 2nm dependiendo de las
condiciones de crecimiento. El tamano reducido que tienen los SAQDs permite
esperar que es posible controlar la presencia de solo uno o dos portadores de
carga dentro de estas estructuras nanometricas. Ademas, debido a la restriccion
del movimiento de las particulas en todas las tres direcciones, el espectro
energético en los SAQD es discreto a diferencia de los QWs y de los QWWs donde
el espectro estd dado por subbandas. Esto se puede ver comparando las
densidades de estado de los portadores de carga en estas heteroestructuras y en
bloque, representadas en la Figura 2.

Figura 2. Densidad de estados de Dos portadores de carga en bloque, QW, QWW y
SAQD.
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Se puede ver que las curvas de densidad de los estados se hacen mas y mas
estructuradas a medida que la dimension del espacio libre disminuye desde tres
en un bloque de un semiconductor hasta cero en un SAQD, pasando por los
valores 2 y 1 en los QW y en los QWW, respectivamente. Debido a estas
propiedades singulares se espera que los SAQDs con una o dos particulas
capturadas constituyan el sistema clave para los dispositivos opto-electrénicos.

Cuando nos referimos a sistemas de dos particulas confinadas en puntos
cuanticos auto-ensamblados, estamos haciendo alusion a un sistema de dos
electrones o a un sistema electron-hueco llamado exciton. La formacion del
exciton se produce de la siguiente manera: un foton es absorbido por un
semiconductor, excitando un electron desde la banda de valencia hasta la banda
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de conduccion y creando un par electron-hueco enlazado debido a la atraccion
entre ellos (exciton). La creacion de un exciton requiere una energia minima igual
a la brecha de energia entre las dos bandas menos la energia de enlace.
Igualmente, el exciton como cualquier otra casi-particula puede desplazarse
libremente dentro del cristal hasta que no se encuentra con un punto cuantico
donde queda atrapado, ya que la energia del exciton en la region interior del QD
es inferior que en el bloque de cristal. Cuando el exciton queda confinado dentro
de un QD, la separacion entre las particulas disminuye, la energia de enlace crece
mientras que la energia del exciton baja. Los excitones atrapados en los SAQDs
también son objetos de investigacion tedrica de esta tesis.

Recientemente Lorke con sus colaboradores reporté la observacién de un par de
electrones en un SAQD de forma similar a un anillo [11-13]. Este descubrimiento
impulso la aparicion de una gran cantidad de publicaciones sobre el analisis
teorico del espectro energético de dos particulas confinadas en un SAQD [16-18].
Pero en la gran mayoria de estos trabajos no se tiene en cuenta la morfologia de
los SAQD ya que se consideran modelos de confinamiento simplificado,
bidimensional y/o con barreras infinitas. Para modelos bidimensionales de
barrera infinita se consideraron los potenciales rectangulares o parabdlicos [19-
26]. En ambos casos el método mas eficiente para analizar el espectro energético
de dos electrones es el método de diagonalizacion exacta, teniendo en cuenta que
las funciones uni-particulares para estos dos modelos pueden ser encontradas en
forma analitica y, ademas, ellas forman una base completa. El método de
diagonalizacion exacta en este caso consiste en formar una base completa de
funciones de onda para los diferentes estados bi-particulares posibles, y a través
de ellas representar el Hamiltoniano en forma de una matriz cuyos valores
propios, calculados numeéricamente definen el espectro energético de dos
particulas. Hay que anotar que en el caso de potencial parabdlico, cuando las
masas de las dos particulas son iguales, el Hamiltoniano es completamente
separable y existen diferentes métodos mas simples que el de diagonalizacion que
se utilizaron para analizar el espectro de dos electrones [27-32].

En realidad el potencial de confinamiento no es parabdlico ya que en las junturas
se presenta un salto de potencial finito y cuanto mas delgada es la pelicula que
esta formando el SAQD menor es la altura de la barrera debido a la subida de los
niveles energéticos producida por el fuerte confinamiento. Por esta razon, el
potencial de confinamiento real solo se puede considerar aproximadamente
parabolico cerca del centro del SAQD, el cual sube inicialmente en esta forma al
acercarse a las junturas y después en forma suave se transforme en un potencial
constante [25]. Por esta razéon en un grupo de trabajos sobre el espectro
energético de una y dos particulas en QDs se consideraron modelos de
confinamiento con diferentes formas de potenciales suaves [33]. Como en el
espectro energético de una particula en los QDs con este tipo de potenciales las
funciones de onda uni-particulares correspondientes a niveles discretos no
forman una base completa, el método de diagonalizacion en este caso ya no es
eficiente y solo hay dos opciones, utilizar el método de diferencias finitas o el
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variacional. Los calculos a través del primer método son muy tediosos y por eso
hay muy escasos trabajos, donde los utilizan para analizar el espectro energético
de dos electrones [18] o de un exciton [34]. El método variacional con diferentes
funciones de prueba se utilizo en una gran cantidad de trabajos tanto para
analizar el estado base de dos electrones [26-31], como para el par electron-hueco
[32,35] confinados en puntos cuanticos con diferentes formas de potencial. Este
meétodo tiene insuficiencias bien conocidas. Primero, este método permite solo
estimar el valor de la energia. Entre mayor sea el niumero de parametros que se
utilizan en este método mayor es la precision del resultado de estimacion. Pero
con el aumento del nimero de parametros se incrementa rapidamente el volumen
de trabajo computacional. Segundo, el método variacional basicamente se utiliza
solo para analizar el estado base, ya que el analisis de los estados excitados
sugiere un calculo tedioso relacionado con la necesidad de la ortogonalizacion de
las funciones de onda.

Recientemente, el Grupo FICOMACO de la Escuela de Fisica de la UIS, con el fin
de simplificar el calculo matematico y evitar las complicaciones computacionales,
ha propuesto un procedimiento variacional relacionado con el esquema de
dimension fraccional para estudiar el comportamiento del espectro del exciton
bajo la influencia de un campo magnético [36]. En este esquema la funcion de
onda del par electron-hueco confinado en un QD se presenta en la forma del
producto de las funciones de onda uni-particulares con una funciéon envolvente
que depende solo de la distancia entre las particulas. Considerando esta ultima
funcion como variacional y utilizando el método de derivacion funcional se ha
encontrado para ella la ecuacion diferencial, la cual coincidié con la parte radial
de la ecuacion de onda para el atomo de hidrogeno en un espacio efectivo cuyo
Jacobiano depende de la separacion entre las particulas. Esta dependencia
(relacionada con la dimension del espacio) generalmente no tiene forma de
funcion de potencia (como en los espacios con la dimension entera) y esta dada
por una integral maultiple cuya funcion subintegral es un producto de los
cuadrados de las funciones uni-particulares del electréon y del hueco. Para una
separacion muy pequena, cuando las particulas “no sienten” el confinamiento,
esta dependencia es parabdlica (tipica para un espacio tridimensional) mientras
que para separaciones muy grandes tiene una forma de un decaimiento (tipica
para un espacio cero-dimensional). Es decir, mientras se incrementa la
separacion, la dimension del espacio efectivo cambia de tres a cero, aceptando
para las separaciones intermedias los valores tanto enteros como fraccionarios.
Esta es la razon por la que el método es llamado Dimension Fractal (MDF).

Hasta el momento de iniciar esta investigacion el MDF fue utilizado sélo para
heterojunturas con alta simetria, QWs, QWW cilindricos o QD esféricos para los
cuales los jacobianos se calculan en forma relativamente sencilla. En este trabajo
la aplicacion del MDF se extiende a los SAQDs con una morfologia mas
complicada con el fin de analizar las propiedades de los sistemas de una y dos
particulas atrapados en puntos cuanticos con simetria axial y con diferentes
perfiles, correspondientes a discos, lentes, conos y anillos. Esto sugiere la
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consideracion de modelos tridimensionales mas realistas, que tienen en cuenta
que los SAQDs son unas peliculas delgadas con un grosor variable, un poco mas
grande dentro del punto y mas delgado en la regiéon exterior correspondiente a la
capa humeda. Ademas, los modelos realistas deben considerar los cambios de los
parametros del material (masa efectiva, constante dieléctrica, brechas entre las
bandas) no en una forma brusca sino en una forma paulatina. Esto implica
considerar los modelos de barrera finita e incluir en la consideracion los procesos
relacionados con la alta posibilidad de tunelamiento de las particulas fuera de los
SAQDs cuando el grosor de la pelicula se hace demasiado pequefnio en las
direcciones de maximo confinamiento.

En esta tesis se asume que una herramienta adecuada para tratar
matematicamente esta situaciéon en los puntos cuanticos casi-bidimensionales, es
la Aproximacion Adiabatica (AA), que permite separar el movimiento rapido de las
particulas en la direccion vertical, del movimiento lento en el plano de la pelicula.
Utilizando la AA en el marco del MDF en esta se analizan las propiedades de los
estados ligados de los sistemas de dos particulas confinadas en SAQDs, teniendo
en cuenta las caracteristicas especificas de las heteroestructuras de
IniAlkAs/GaiyAljAs.

Esta tesis consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo se discute la
descripcion de los modelos matematicos que se utilizan para analizar el
confinamiento en los SAQD’s y se define el Hamiltoniano de dos particulas
confinadas en un SAQD, que describe diferentes situaciones relacionadas con la
presencia de dos electrones, un exciton o una donadora cargada negativamente.
En el segundo capitulo se estudia el espectro energético de dos particulas en
puntos cuanticos de diferentes formas y se analizan efectos relacionados con la
estabilidad, el espin, las transiciones de Wigner, la morfologia, el acoplamiento,
etc. Los resultados de este capitulo fueron publicados en los articulos [37-43].
En el tercer capitulo se analiza el espectro de las donadoras neutras, DO y
cargadas negativamente D-, confinadas en SAQDs, Se estudian los efectos del
tamano, de la morfologia, de la posicion de las donadoras sobre sus energias de
enlace y la distribucion de carga en la heterojuntura. Los resultados de este
capitulo se publicaron en las Referencias [44-48]. En el cuarto capitulo se
presentan los resultados del analisis sobre el espectro energético de los excitones
atrapados en puntos cuanticos auto-ensamblados con perfiles correspondientes a
discos, lentes, conos y anillos. Se analiza el efecto del tamano, de la forma de los
puntos cuanticos, de la existencia de la capa humeda y del campo magnético
sobre la energia de enlace del exciton. Ademas se estudia la distribucion de carga
dentro del punto cuantico con un exciton atrapado que aparece debido a la
separacion espacial entre los portadores de carga relacionada con la diferencia de
sus masas efectivas. Estos resultados fueron publicados en la Referencias [41,
49, 50, 52]. Al final de la tesis se consideran las conclusiones y proyecciones
futuras de este estudio y se presenta una resena de sus posibles aplicaciones.
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Los resultados de esta investigacion también fueron presentados en los siguientes
eventos Nacionales e Internacionales:

1.

Simposio Latinoamericano de Fisica del Estado Sélido (SLAFES 2002), llevado
a cabo del 2 al 6 de Diciembre de 2002 en Mérida (Venezuela).

. Congreso Internacional del Panamerican Advanced Studies Institute (PASI),

llevado a cabo en Bariloche (Argentina), del 8 al 18 de Junio de 2003.

Congreso Latinoamericano de Ciencias de Superficies y sus Aplicaciones
(CLACSA 2003), que se llevo a cabo en la ciudad de Pucon (Chile), del 7-12 de
Diciembre de 2003.

. XX Congreso Nacional de Fisica, celebrado del 1 al 5 de Septiembre de 2003,

en la ciudad de Armenia.

VI Escuela Nacional de Fisica de la Materia Condensada, que se llevd a cabo
del 27 al 29 de octubre de 2004 en la Universidad de Antioquia Sede de
Investigacion Universitaria (SIU) de Medellin.

XVII Latin American Symposium on Solid State Physics (SLAFES 2004), que
se llevo a cabo en la Habana, diciembre 6-9 de 2004.

XXI Congreso Nacional de Fisica, celebrado en la Universidad del Atlantico
(Barranquilla), que se llevo a cabo del 24 al 28 de Octubre de 2005.

Latin American Congress of Surface Science and its applications (Clacsa XII),
celebrado en Angra dos Reis, Rio de Janeiro-Brazil, durante los dias 5 -9 de
Diciembre del afio 2005.

. VII Escuela Nacional de Fisica de la Materia Condensada (VII ENFMC), que se

llevo a cabo en Tunja del 23 al 27 de Octubre de 2006.

30



1. MODELO MATEMATICO

En la actualidad, con la ayuda de los microscopios de Fuerza Atomica, ha sido
posible la obtencion de imagenes que muestran la morfologia de los puntos
cuanticos de InAs, crecidos mediante la técnica de Stranski-Krastanov, [13].
Estos puntos cuanticos exhiben formas irregulares, pero en la mayoria de los
casos ellos son similares a conos, piramides, discos, anillos o volcanes. Sus
formas, principalmente, dependen de las condiciones de crecimiento,
temperatura, presion, composicion, duracion, etc. Por ejemplo, la transformacion
de un punto cuantico de forma de lente a la forma de anillo, que fue descubierto
en el proceso de crecimiento de un punto de InAs sobre GaAs indica que esto no
es un proceso en equilibrio [53].

Particularmente, fue encontrado que la formaciéon de un anillo cuantico o de una
especie de volcan en erupcion tiene lugar, entre otras circunstancias, cuando el
espesor de la capa de GaAs es comparable con la altura del punto 6 cuando un
punto de InAs es parcialmente cubierto por una capa de AsGa, y se somete al
proceso de sinterizacion. Entonces el In se difunde desde su posicién original
formando una especie de estructura como la superficie de un volcan [53].

En el articulo [11] se ha reportado que cuando un punto cuanticos auto-
ensamblados de InAs se crece sobre una capa de GaAs y después se cubre con
una capa delgada de GaAs, al recocerse a una temperatura de 520 OC durante un
minuto, se produce un cambio brusco en la forma del punto, cambiando
drasticamente de la forma de una lente (de aproximadamente 20 nm de diametro
y 7 nm de altura) a una forma similar a un volcan, con incremento en el tamano
lateral (entre 60 y 140 nm en el diametro exterior), con una reduccion en la altura
de alrededor de 2 nm y con un hueco bien definido en el centro de
aproximadamente 20 nm. Pero independientemente de los tamanos que tengan
los puntos cuanticos la mayoria de muestras fabricadas estan caracterizadas casi
siempre por una pequena altura y muy pequena razon entre la altura y el tamano
lateral [S3].

Para analizar la correlacion entre la forma y el tamano del puntos cuanticos auto-
ensamblados y el espectro energético de sistemas de una y dos particulas
confinadas en ellos en este tesis con el objetivo de simplificar los calculos se
consideran solo las formas geométricas que tienen simetria axial. Esto nos
permite al menos parcialmente separar las variables y de esta manera disminuir
el volumen de los calculos al resolver ecuacion de Schrodinger cuya orden inicial
para dos particulas es seis. A pesar de que la presencia de la simetria axial en
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MODELO MATEMATICO

los modelos considerados limita nuestras posibilidades para analizar el efecto de
la forma, estas posibilidades permiten con suficiencia, poder variar la forma
desde un disco hasta un anillo, una lente, un cono o un volcan.

1.1 DESCRIPCION MATEMATICA DE LOS PERFILES DE
PUNTOS CUANTICOS AUTO-ENSAMBLADOS CON
DIFERENTES MORFOLOGIAS

Cualquier punto cuantico auto-ensamblado es una pelicula delgada con dos
regiones diferentes: una region de grosor genereralmente variable y caracterizada

por un valor maximo d, y otra, fuera del punto cuantico, llamada capa humeda
caracterizada por un grosor d,, pequefio y constante. La primera region tiene un

espesor mayor que la segunda region.

Las fronteras entre estas dos regiones, denominadas junturas, pueden ser bien
definidas, con una region transitoria muy delgada (“hard-well model”) o borrosas
con una region transitoria considerable (“soft-edge-barrier model”). Ambos tipos
de modelos seran considerados en esta tesis. Como aqui solo se tratan modelos
con simetria axial, existe la posibilidad de describir el perfil de punto cuantico

para ambos tipos de modelos con una sola funcion d(p) que describe la

dependencia del grosor de la pelicula d, y de la distancia hasta el eje de simetria
en coordenadas cilindricas p.

Esta funcion fuera del punto cuantico (en la capa humeda) acepta un valor
constante d,, mientras que dentro del punto cuantico se varia llegando a un

valor maximo d,. Mas adelante se consideran unas formas de puntos cuanticos

que corresponden a discos, anillos de secciéon transversal rectangular, anillos de
seccion transversal elipsoidal, lentes, conos truncados, piramides y volcanes
presentados en la Figura 3.

Para usar las notaciones unificadas para los modelos indicados en la Figura 3
introduciremos adicionalmente dos parametros adicionales, el radio interior R,
que corresponde a una region circular interna de la pelicula con un grosor
constante y el radio exterior R, , correspondiente a una regién externa con un

grosor constante. Para los casos de disco, lente piramide y volcan en la Figura 3
R. =0. Se supone que el grosor de la pelicula varia solo en las regiones cuando

P<RUp>R,
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Figura 3. Imdgenes tridimensionales de puntos cudnticos auto-ensamblados con
diferentes formas y con parametros R, =10nm, R, =20nm, d, =6nm: a) disco, b)

anillo de de seccion transversal rectangular, c¢) anillo de seccién transversal
elipsoidal, d) lente, e) cono, f) cono truncado, g) volcan.

RS R K222
R
St

Los perfiles de los puntos cuanticos mostrados en la Figura 3 se describen a
través de funciones d(p) muy sencillas cuyas expresiones presentamos a
continuacion:

d,+d,, <R
d(p):{ Od b 'OR ¢ para disco
v PR (1.1.1)
d,+d,, R <p<R, _
d ( p) =4 RUp> R para anillo de paredes rectangulares
b> pP< i P> e (112)
R 2
| P
d ( p) ! ( R - R,J dy+dy, R <p<R, para un anillo de paredes suaves:
d,, pP<RUp>R, (1.1.3)
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d(p):{(l_p/Re)doerb’ PR, para cono:
a p>R, (1.1.4)
dy+d, P <R,
R -p
d(p)= [RB—R }do +d,, R<p<R para cono truncado
d- p> R, (1.1.5)
d(p):doexp[_(p_Ro)z/Roz}+db, R,=(R +R,)/2 paravolcan: 1.1.6)

1.2 PARAMETROS DE LOS MATERIALES

Se denominan parametros del material a ciertas cantidades que caracterizan de
alguna manera a las propiedades, tales como: la brecha de energia entre las
bandas de valencia y las bandas de conduccion, la permitividad eléctrica relativa,
la masa efectiva relativa y otros factores que son muy importantes para
caracterizar los materiales semiconductores.

Algunas propiedades importantes de los materiales semiconductores que son mas
utilizados, se muestran en la Tabla 1, de acuerdo a [8], teniendo en cuenta las
siguientes denotaciones:

Tabla 1. Propiedades de algunos materiales semiconductores compuestos binarios.

Propiedad GaAs AlAs InAs Unidades
a 0.5653 0.5660 0.6058 Nm
P 5.318 3.760 5.67 Mg m-3
m,, 0.5 0.5 0.41
m, 0.082 0.153 0.026
n, 0.067 0.150
g, 13.2 10.1 15.1
a : Constante de red
P : Densidad de masa
" . Masa relativa de huecos pesados
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& : Masa relativa de huecos ligeros
e : Masa relativa del electron
& : Constante dieléctrica estatica (permitividad relativa)

Para estimar los valores de los parametros de un compuesto ternario a partir de
esta tabla se puede utilizar el método de interpolacién lineal. Por ejemplo, para el
caso de una aleacion ternaria de In Ga,  As, la constante dieléctrica puede ser

estimada como:

e=151x+132(1-x)=1.9x+13.2.

Conforme a [56], algunos valores de los parametros correspondientes a
compuestos ternarios In Ga,_ As y el In Al_ As se definen a través de las

formulas de interpolacion presentadas en la Tabla 2.

Tabla 2. Parametros de los materiales para compuestos ternarios In.Ga;.As y el
InxAl]-XAS.

Parametro In,GaixAs In,Al; xAs
Brecha de Energia (eV) 1.518-1.593x+0.493x2 3.0994-
3.3814x+0.7x2
Constante dieléctrica 12.4+21.5x 10.06+4.49x
relativa
Masa efectiva relativa
del electron 0.0665-0.0435x 0.1808-0.1578x
Masa efectiva relativa 0,097 fuera del punto
del hueco 0,45 dentro del punto

1.3 POTENCIAL DE CONFINAMIENTO

El potencial de confinamiento en puntos cuanticos se debe a los saltos de las
brechas entre las bandas de valencia y de conduccion, AG en las junturas, los
cuales provienen del cambio de la concentracion x de la tercera componente en

los compuestos ternarios y son el resultado de la contribucion del salto V, del
piso de la banda de conduccion y del salto V, del techo de la banda de valencia

AG =V, +V, |de aqui en adelante los subindices e, h corresponden al electréon y al
hueco, respectivamente). Debido a estos saltos, el movimiento de los portadores
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de carga en las correspondientes bandas ya no es libre y este queda limitado por
la accion de un potencial de confinamiento, el cual para un modelo muy

simplificado es igual a cero dentro de la pelicula y es igual a V,, i=e,h (la altura

de la barrera) fuera de la pelicula. Esta dependencia del potencial de
confinamiento puede expresarse en una forma matematica sencilla en términos
de la funcién del perfil del punto cuantico introducida en el parrafo anterior,
usando la funcién de paso de Heaviside como:

Vi(pz)=V,[0(z=d(p))+0(-2)], i=eh (1.3.1)

Para analizar modelos de confinamiento un poco mas complicados, que
consideran la posibilidad de la existencia de una regiéon transitoria, cuyo ancho es
considerable, la funcion de Heaviside en la formula (1.3.1) debe ser reemplazada
por otra funcion de paso suave la cual definiremos mas adelante.

Para los modelos simplificados en los cuales la altura de la barrera se considera
como infinita los puntos cuanticos pueden estudiarse como si se tratara de
sistemas bidimensionales, teniendo en cuenta el valor muy pequenio del grosor
de la pelicula. Este tipo de modelo fue utilizado en la mayoria de trabajos
publicados anteriormente para analizar el efecto de confinamiento sobre el
espectro energético de dos particulas en puntos cuanticos.

En esta tesis se analizan modelos tridimensionales cuyos potenciales se
describen a través de las formulas del tipo (1.3.1) ya que en un modelo realista
con una barrera finita un movimiento estrictamente bidimensional no es posible.
Con la disminucion fuerte del grosor de la pelicula todos los niveles energéticos
de las particulas, debido al confinamiento, suben hasta tanto las funciones de
onda de las particulas no desborden fuera de la pelicula. Es decir, cuando la
pelicula no es muy delgada el movimiento de los portadores dentro de ella no es
estrictamente bidimensional y cuando la pelicula es demasiado delgada el
movimiento tampoco es estrictamente bidimensional debido al fuerte
desbordamiento de los portadores de carga en la direccion transversal.

Por tanto, surge una pregunta importante: ¢Es compatible la suposicion sobre la
posibilidad de utilizacion del modelo bidimensional con un potencial de
confinamiento de barrera finita? La respuesta a este interrogante todavia no ha
sido abordada en la literatura cientifica. Para encontrar un procedimiento
riguroso que permita responder a esta pregunta en esta tesis se utiliza la
aproximacion de tipo adiabatica con base en las técnicas de derivacion funcional.
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1.4 HAMILTONIANO PARA SISTEMAS DE DOS PARTICULAS
CONFINADAS EN UN PUNTO CUANTICO AUTO-
ENSAMBLADO

En los calculos para dos particulas se desprecia la variacion de la constante
dieléctrica, pero las masas efectivas de los portadores de carga i, m*, i=e,h, se

consideran como variables con un comportamiento similar al potencial de
confinamiento

m *(p,z)=my, *+(m,*-m,, *)-[6’(2—d(p))+0(—z)], i=eh, (1.4.1)

donde m,, * y m,,*, i=e, h son las masas efectivas de los portadores de carga
dentro de la pelicula (“well”) y fuera de esta (“barrier”). Usando el radio de Bohr
efectivo, a, =nm’¢/pe’como unidad de longitud y el Rydberg efectivo,
Ry  =¢’/2¢a, como unidad de energia, siendo u=m,,m,, /(ml*w +m;W) la masa
reducida, el Hamiltoniano adimensional de dos particulas en un punto cuantico

auto-ensamblado, en las coordenadas cilindricas puede escribirse de la siguiente
manera:

H=H,(r)+H,(5)+2t/ry; 7=0,%1

(1.4.2)
H"(;):_gnf(pﬂ)g‘lipﬂf(Pﬂ)——w 822+Vi(p,z); i=1,2

- = w0 (1.4.3)
donde
npamaimoz) (1.4.4)

Los Hamiltonianos H, (V) (1.4.3) son de una sola particula, en los cuales debido a

la simetria axial, la variable angular se puede separar y finalmente la ecuacion de
Schrodinger es una ecuacion con dos variables p y z. Como esta ultima
ecuacion no se puede resolver en una forma exacta hay que usar uno de los
meétodos aproximados. En esta tesis utilizaremos con este fin la aproximacion
adiabatica aprovechando el hecho que debido al confinamiento muy fuerte en la
direccion z el movimiento de la particula en esta direccion es mucho mas rapido.

El Hamiltoniano de dos particulas (1.4.2), describe dos particulas sin interaccion
para 7 =0, dos particulas con repulsion para 7 =1 y dos particulas con atraccion
para 7 =-1. La ecuacion de Schrodinger correspondiente es una ecuaciéon con
seis variables y para separarlas utilizaremos el método de Dimension Fractal
elaborado anteriormente en las Referencias [36, 117].
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2. ESPECTRO ENERGETICO DE DOS
PARTICULAS

Los avances en la tecnologia de la nano-escala ha hecho posible la fabricacion de
puntos cuanticos auto-ensamblados, los cuales como fue demostrado
experimentalmente [11-13], pueden tener atrapados solo uno o dos electrones.
Este hecho hace a estos materiales muy prometedores como base para una futura
generacion de dispositivos opto-electronicos [87-89]. Por esta razon, el
entendimiento de la estructura del espectro energético de dos particulas
confinadas en un punto cuantico, es un paso clave para poder controlar
propiedades fisicas de los dispositivos de pocos electrones. Esta es la razon por la
cual muchas investigaciones sobre puntos cuanticos de dos electrones han sido
realizadas en las dos ultimas décadas usando diferentes técnicas [17, 23, 24, 28,
90-94]. En el analisis teorico de un punto cuantico con dos electrones el potencial
de confinamiento es usualmente modelado por un pozo rectangular o parabdlico.
Sin embargo, un potencial realista en puntos cuanticos, resultante de la
diferencia de las brechas entre las bandas de dos materiales en las uniones,
puede poseer diferentes formas dependiendo de la estructura, la aleacion, el
campo externo y otros factores [95-97]. La variedad de posibles formas del
potencial de confinamiento en los puntos cuanticos sugiere la elaboracién de un
procedimiento numeérico unificado para calcular el espectro de energia de puntos
cuanticos con dos electrones o un par electron-hueco que pueda aplicarse a
cualquier forma de potencial. En el presente capitulo se propone uno de los
posibles modos de tratar este problema con base en el método llamado
Aproximacion Adiabatica. Los resultados de este capitulo fueron publicados en
los articulos [37, 38, 39, 46, 49, 40, 41, 43]

2.1 INESTABILIDAD DEL ESTADO BASE DE DOS
ELECTRONES EN PUNTOS CUANTICOS [37]

Un sistema de dos electrones es el modelo mas simple que provee una excelente
prueba para varios métodos aproximados usados para analizar los efectos de
correlacion. Desde el advenimiento de la mecanica cuantica, este problema ha
sido de interés y es el que ha sido mas completamente tratado [80] para iones y
atomos, tales como H-, Li+, He, etc., donde los dos electrones son mantenidos
por el potencial de confinamiento de Coulomb. En afnos recientes el interés en
este problema se ha incrementado en relacion con el estudio del comportamiento
de dos electrones confinados en puntos cuanticos. Variando el tamarfio y la forma
del punto cuantico es posible generar varias formas de potencial de
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confinamiento, diferentes de las proporcionadas por la interaccion de Coulomb y
observar como esta variacion se refleja en los cambios de la correlacion de los
electrones y de la distribucion espacial. El modelo de confinamiento de dos
electrones en un potencial parabdlico que tiene solucion exacta ha atraido
mucho interés en las investigaciones teéricas [17, 20, 23, 26, 58, 60, 61, 62, 81-
83]. Con el fin de comparar la eficiencia de diferentes técnicas se han usado
diferentes aproximaciones para analizar este problema: Las técnicas cuanticas de
Monte Carlo [81], las series de perturbacion de Taylor y las renormalizadas
[58,60], el método de expansion de corrimiento 1/N [20] y los métodos numéricos
exactos [61,82, 83].

Para este modelo se encontr6 que la inestabilidad del estado base de la estructura
electronica con respecto al aumento de la intensidad del campo magnético,
produce la inversion de los niveles de energia. Otros tipos de inestabilidades del
estado base se han discutido en los articulos [23,85] para sistemas de muchos
electrones en un punto cuantico.

Para puntos cuanticos, cuando la separacion entre los niveles del electron es
comparable con la discontinuidad de la banda de conduccion en las junturas, la
aproximacion parabolica para el potencial de confinamiento es inadecuada y debe
considerarse un modelo diferente con una barrera finita y con una variacion
brusca de la altura del potencial en las interfaces.

Un modelo de dos electrones en un disco cuantico con un potencial de
confinamiento finito de paredes rectangulares fue analizado en el articulo [84]
donde fue demostrada la importancia de los efectos de correlacion en contraste
con el modelo de potencial parabdlico. Mas adelante se analiza el comportamiento
de la energia del estado base con la variacion del radio del punto cuantico esférico
utilizando el procedimiento que es aplicable a cualquiera forma de potencial de
confinamiento.

Dentro del marco de la teoria de la masa efectiva, ignorando la diferencia de las
masas efectivas electronicas y de la constante dieléctrica dentro del punto y en la
barrera, el Hamiltoniano de dos electrones en un punto cuantico puede escribirse
como:

H=H0(1,0)+H0(2,0)+3; Hy(i,a) = —A, +V(r,.)+2—“; i=1,2 (2.1.1)
4p) s

Aqui V(r) es el potencial de confinamiento y el parametro « (a>0) es un

parametro de apantallamiento, similar al introducido previamente en la teoria de
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los atomos de dos electrones. En contraste con los trabajos anteriores de otros
autores se consideran varias formas de potencial de confinamiento V(r) de

barrera suave, rectangular, parabédlica y de Coulomb. Por ejemplo, en el caso

27
cuando V(r)=—— el Hamiltoninano (2.1.1) describe atomos de dos electrones.
r

La funcion de prueba para el Hamiltoniano (2.1.1) con dos parametros
variacionales «; y «, se escoge como la combinacion lineal de las funciones de

onda de un electron ¢,(i,a), que son soluciones del problema de campo central
H,(i,a)p,(i,a)=¢,(a)p,(i,a),i=1,2 multiplicada por una funcién de correlacion

desconocida @(r, ), que ademas se considera como una funcion variacional,

v.(12) =%@(m)z(iu”’¢oﬂ,ai ou(2.a,) 2.12)

La funcion de onda (2.1.2) para (a; < a,) describe la estructura de capa abierta
con las orbitas ¢,(i,a,) interior y ¢,(i,a,)exterior, correspondientes a los
estados singlete (signo +) o triplete (signo -) y para ( ; = a,)la estructura de
capa cerrada. Las funciones de onda del estado base ¢,(i,a) y las energias

&,(a ) fueron encontradas numéricamente mediante el uso del método de barrido

trigonomeétrico [61,62]. Usando (2.1.1) y (2.1.2) se puede obtener la siguiente
expresion para el valor medio de la energia total, el cual se puede considerar

como un funcional de la funcién @(r, ):

Elo]- T{zso (x)(di(x)jz + 5, (x)o” (x)}dx [} (x)as 2.1.3)

r

donde:

2 0
X i+j Qif i ij
So(x) =2 2RV S(x); S{(x)=[o(rap(ranF (r.x)dn
i,j=1 0
n+x 2
F(r.x)= J¢(V2’a3—i )¢(V2’a3—j Jrydry;  S(x)= XZ(il)l+j SV (x) (2.1.4)

"'1 —x‘ i,j=1

SV (x)= {80(0‘,‘)4_l:|$g(x) +2(a; - Z)Tgo(rl’ai )ﬁo(rl’a/)P(;j(rl’x)drl
X 0 '
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La energia total en (2.1.3) depende de la eleccion de la funcion @(r, ) y de los dos
parametros variacionales «; y «,. El valor del funcional (2.1.3) alcanza un

minimo E,(a;,a,)=E[®,] para la funcion ®,(r,) para la cual la derivada
variacional OJOF [CD]O /5CD=O. Siguiendo el procedimiento estandar del calculo

variacional se puede demostrar que la funcion @, (’”12) es una solucion de la

siguiente ecuacion tipo Schrédinger

—2 4 dDy(x) | | S (x) _
So(x) dx {SO () dx }L So(x) P(x) = £y (o, )0 () (2.1.5)

Para encontrar la energia del estado base de dos electrones se puede definir la
funcion E, (al,az) de dos variables ; y a, como solucion de la ecuacion de
Schrédinger unidimensional que puede resolverse numeéricamente por uno de los
métodos conocidos y después encontrar el valor minimo de la funcion £, (al,az)

y los variables «¢; y a, correspondientes a la posicion de este minimo.

A fin de chequear la confiabilidad de los calculos se ha usado el procedimiento
para encontrar las energias del estado base de atomos y puntos cuanticos en el
potencial parabdlico, problemas cuyas soluciones exactas son bien conocidas,

considerando potenciales de confinamiento V(r)=-2Z/r y V(r)=—(r/R, )2 ,

respectivamente.

Resolviendo numéricamente el problema de campo central (3.1.1) por medio del
MBT [61,62], se construye la aproximacion con splines cubicos para las funciones

So (x) y S (x) definidos por la relacion (2.1.4). Con estas funciones almacenadas

en el computador, finalmente se resuelve numéricamente la ecuacion de
Schrédinger (2.1.5) y se encuentra la energia E,, de dos electrones.

Los resultados para los calculos de atomos con dos electrones y puntos cuanticos
parabolicos con dos electrones se presentan en las tablas 2.1.1 y 2.1.2 que
muestran una concordancia con los mejores resultados obtenidos previamente
[61-80] suficientemente buena, considerando la simplicidad de la funcién de
prueba empleada.

Para describir la discontinuidad de la banda de conducciéon en las junturas se
considera un modelo de punto cuantico de Gads/Ga,,Al,;As con potencial de
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barrera suave, asumiendo que el desplazamiento de la banda de conducciéon del
Gads en direccion radial varia suavemente de acuerdo a la relacion:

l—exp(—r/w)

1+exp[—(r—R)/w] (2.1.6)

V(r) =V,

El potencial del tipo (2.1.6) se conoce en Fisica Nuclear como el potencial de
Wood-Saxon.

Tabla 3. Energias de iones y dtomos de dos electrones.

Los mejores resultados que aparecen en la tercera columna son del libro [10].

7z Energia Energia
(Resultados obtenidos) | Mejores resultados de [10]

1 (H) -1.0518 -1.0551
2 (He) -5.8028 -5.8074
3 (LiY) -14.5543 -14.5598
4 (Be*) -27.3238 -27.3111
5 (B*) -44.0175 -44.0619
6 (C+*) -64.8041 -64.8125

Tabla 4. Energias de dos electrones en puntos cudnticos parabdlicos.

Los resultados exactos que aparecen en la tercera columna son del articulo [86].

2

R, E*R} Ex R,
(Resultado Exacto)

1.0 4.001 4.000

2.0 4.910 4.830

3.0 5.561 5.547

4.0 6.328 6.195

En la relacion (2.1.6), el parametro R define el radio del punto cuantico, mientras
que wdetermina el espesor de la capa difusa en la interface, en la cual el

potencial de confinamiento aumenta desde cero hasta V, (V] z4ORy*). Para

w/R=0 se obtiene un simple potencial rectangular con un salto en la interfase.
Las diferentes formas de las barreras desde la casi rectangular (w/R —0) hasta la

muy suave (w/R —1) se pueden obtener variando el parametro adimensional w/R .
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Figura 4. Energias de varios niveles mads bajos de dos electrones confinados en un

punto cudntico esférico de Gads/Ga,,As,,Al

con un potencialcasi rectangular

(w/a, =0.05) como una funcién del radio comparadas con el estado ionizado (linea
punteada) cuando uno de los dos electrones escapa del punto.

estado ionizado

80 1\ --- - ) 4
N singlete, capa abierta
N — singlete, capa cerrada
;; 60 \. \\.: ————— triplete
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o 40
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En la Figura 4 se presentan los resultados del calculo de las energias de dos
electrones para diferentes estructuras electronicas en funcién del radio del punto
cuantico para un potencial casi rectangular correspondiente en (2.1.6) a

w/ a; =0.05. También en esta figura se muestra la energia de un punto cuantico

ionizado (linea punteada) cuando uno de los dos electrones esta situado en el
pozo y el otro en la barrera. Se ve que la estructura electronica de capa cerrada

(al = az) tiene la energia mas baja para los puntos cuanticos cuyos radios estan

entre 0.3a, y 1a,, mientras que para R > a; la energia mas baja corresponde a la
estructura de capa abierta (0{1 < az). Si el radio del punto cuantico es grande el

confinamiento es débil y la repulsion de Coulomb, la cual en este caso se
transforma en un factor predominante, conduce a la formacién de dos orbitales,
interior y exterior, de manera muy similar como en el i6n negativo del atomo de
hidrogeno, donde el efecto de correlacion es predominante. Con el decrecimiento
del radio del punto cuantico estos orbitales bajo el fuerte confinamiento se
aproximan y para R <a, el orbital exterior se expulsa hacia la region de la barrera,

ambos electrones se quedan en el mismo orbital y el estado base se transforma
en una estructura de capa cerrada. De la Figura 4 también se ve que la energia
de la estructura electronica triplete para todos los valores del radio del punto
cuantico es siempre superior a la de un singlete. Para radios pequefios del punto
cuantico se observa un cruce de las curvas del singlete, del triplete y del estado
ionizado.
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Figura 5. Energia del estado base de dos electrones en un punto cudntico de
Gads/ Ga,, As,, Al como una funcioén del radio para un modelo de potencial de barrera

suave con diferentes espesores de la capa difusa.
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La Figura 5(a), muestra las curvas de la energia del estado base de dos
electrones contra el radio en un punto cuantico para el modelo de potencial con
barrera suave con diferentes espesores de la capa de difusion de la interfase con

w/ a;:0.0S, 0.2 y 0.3, correspondientes a las formas de potencial casi

rectangular, suave y muy suave, mostradas en la figura insertada, Figura 5(b).
Se pueden observar los cruces de las curvas en la Figura 5(a) cuando el radio del

punto cuantico varia desde O.Sa; hasta 0.8 a;.

Para valores intermedios y grandes del radio del punto cuantico (R/cfok > 0.8) el

confinamiento de la o6rbita electréonica es pequenio y los niveles de energia se
sitan préximos a la parte superior de la banda de conduccion.

El confinamiento de la oOrbita electronica en esta region de energia para un
potencial suave es mas fuerte que para uno rectangular y la forma del potencial

. * . -
correspondiente a w/a, =0.3 produce el mayor confinamiento y la mayor energia

de enlace, seguido por el w/a; =(0.2, mientras que para w/a; =0.05 se presenta

el menor confinamiento y la menor energia de enlace. Cuando el radio del punto
cuantico disminuye, los niveles de la energia suben hacia la parte superior de la
banda de conduccion.
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Por consiguiente, cuando el radio es pequeno (R/ a;<0.4), el potencial

correspondiente a w/ a; =0.05 presenta el mayor confinamiento y la mayor

energia para el estado base de dos electrones seguido por w/a; =02y w/a; =03

con la menor energia. Como consecuencia en la Figura 5 se observan varios
cruces de las curvas en la region 0.5<R/a, <0.8.

2.2 ESTADO BASE Y LOS DOS PRIMEROS ESTADOS
EXCITADOS DE DOS ELECTRONES EN UN PUNTO
CUANTICO ESFERICO [43]

A primera vista, para analizar el problema de dos electrones confinados en un
punto cuantico esférico se podria usar uno de los métodos simples elaborados
previamente para el atomo de Helio y para iones de dos electrones, considerando
un punto cuantico como un atomo artificial cuyo nucleo origina una atraccion
diferente de la Coulombiana. Sin embargo, estos métodos son validos solamente
para puntos cuanticos relativamente pequenos donde el efecto de correlacion
debido al fuerte confinamiento es relativamente débil y la brecha entre el estado
base y los estados excitados es relativamente grande, justo como para el atomo
de Helio. En estas condiciones para dos electrones solamente los estados de
importancia practica son simplemente los excitados, aquellos en los que al menos
un electron esta en el estado base puesto que los otros estados, doblemente,
triplemente, etc., excitados solo tienen niveles en la parte del espectro continuo.
Las funciones de onda de dos electrones para tales estados pueden tomarse
aproximadamente como el producto de una funcién de correlacién con la
combinacion simetrizada de las funciones de onda uni-particulares en la que una
de ellas corresponde al estado base [80]. Inversamente, para puntos cuanticos de
gran tamano, donde el confinamiento es débil, el efecto de correlacion es
dominante. Esto resulta en una mezcla fuerte entre el estado base con los estados
uni-particulares de orden superior y en el surgimiento de los estados doblemente
excitados en el espectro discreto. Por consiguiente, hay un rango restringido de la
dimension para los puntos cuanticos con dos electrones cuyos estados en el
espectro discreto son todos simplemente excitados y para los cuales la mezcla de
los estados uni-particulares es relativamente débil.

Como la escala tipica para la interaccion Coulombiana es el radio de Bohr
efectivo, se puede esperar que los puntos cuanticos con dos electrones cuya
dimension es menor o alrededor del radio de Bohr tengan propiedades espectrales
similares a las de los atomos e iones con dos electrones y los métodos teoricos
parecidos puedan ser usados para analizar el espectro de energia en ambos
casos. Esta es la razéon por la que en este parrafo se utilizan para los niveles
energéticos mas bajos de un punto cuantico esférico con dos electrones las
mismas notaciones que se utilizaron previamente en la teoria de los atomos e
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iones con uno y dos electrones. Particularmente, vamos a analizar el estado base
1S, y los primeros dos estados simplemente excitados, singlete 2:P y triplete 23P
en los cuales uno de los dos electrones esta situado en orbital 1s y otro en 2p,
usando para este proposito el método mas simple elaborado previamente para
iones con dos electrones y para el atomo de Helio.

El Hamiltoniano adimensional de dos electrones en un punto cuantico esférico
puede escribirse como:

H=H,(r,1,)+2/n; Hy(n.rn)=H0(r)+H(r,); B (r)=-A+V(r); i=12 (2.2.1)

donde r,, r, son los vectores de posicion de los dos electrones, r, es la separacion

entre ellos y V(r) es el potencial de confinamiento. Como en los estados 1S, 21P y

23P de dos electrones, al menos un electron esta en el estado base, todos ellos se
caracterizan solamente por tres numeros cuanticos n, I, y m del otro electron,
justo como para un atomo de un solo electréon.

Ademas, el namero cuantico radial para todos los tres estados es cero (n, =0) y

en la ausencia de campo magnético ellos son degenerados con respecto al nimero
cuantico magnético m. Por esta razon, ellos solo se difieren por solo un numero
cuantico 1y / =0 para el primer estado y / =1 para los otros dos estados.

Debido a la simetria esférica del potencial de confinamiento en el
Hamiltoniano H, de una particula, éste puede separarse completamente y sus

valores propios E(O)(O,Z,O)EE(O)(I) y las funciones propias l//,(O)(rl,rz) se pueden

expresar en términos de la solucion bien conocida del problema de campo central
de una particula como:

Ho‘//l(o)(rlarz):E(O) (l)‘//z(o) (rl,rz);

O (2.2.2)
E(O)(1)=(50 +51); ‘//1( )(1'1,1‘2)=[f0 (rl)fz(rz)ifz(rl)ﬁ)(rz)]/\/z

donde las funciones f,(r;) se expresan en los términos de las armoénicas esféricas
como:

fi@)=u,(1)Y,,(%,0) (2.2.2a)

con las partes radiales ul(r) que son soluciones de la ecuacion de onda

unidimensional:
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_”1" (r)+[l/(l+1)/r2 + V(r)]ul (r) =g, (r) (2.2.2b)

correspondiente a la energia mas baja ¢,. El signo en (2.2.2) es positivo para el
estado singlete y negativo para el estado triplete.

Para encontrar las funciones propias u, (r) se debe definir primero el potencial de
confinamiento V(r). La funcién de paso de Heaviside & (z,zo), igual a cero para

z<z, y a uno para z>z,, comunmente se usa para describir la variacion

abrupta del potencial de confinamiento en las uniones de las heteroestructuras.
Un modelo mas realista requiere de la existencia de una region de transicion de
espesor finito que puede ser relativamente pequenno o grande dependiendo de la
perfeccion de las uniones en las heteroestructura. Para describir tal variacion no
abrupta del potencial en las uniones se propone usar una version suave de la
funcion de paso definida por:

0 5 z<zy—-W
H(Z,ZO,W): [(z—zo)z/W 2—1} ; zy—W <z<z, (2.2.3)
I: z22z,

El parametro W en (2.2.3) esta asociado con la region de transicion comprendida
entre los puntos z=z,—-W y z=z,. El perfil de la funcion de paso (2.2.3) se

cambia desde uno casi rectangular cuando W — 0 a uno muy suave cuando W
se hace grande. Se puede verificar que la funcion (2.2.3) y sus derivadas son
continuas en todos los puntos incluyendo los puntos de frontera de la region de
transicion y diferentes formas de potencial se pueden obtener usando la funcién
(2.2.3). En este parrafo se considera un modelo de punto cuantico esférico de

GaAs de radio R, con una isla esférica encerrada (regiéon del nucleo) de radio R,

donde la concentracion de A/ que sustituye al Ga es x,. Ademas, se asume que

el punto cuantico de GaAs esta embebido en un matriz de Ga(Al)As (region de la
barrera) donde la concentraciéon de A/ que sustituye al Ga es igual a x;, .

El potencial de confinamiento V(r) para tal heteroestructura se puede describir

por medio de la siguiente relacion:

V(r)=V.0(-r,—R.W,)+V,0(r,R,,W,) (2.2.4)
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Se ve que la funcion (2.2.4) tiene dos regiones de transicion, una de ellas esta
proxima al nucleo donde el potencial decrece desde V, en el punto =R, hasta O

en el punto r=R_+W_, y otra region proxima a la barrera donde el potencial se
incrementa suavemente desde O en el punto r=R, —W, hasta V, en la barrera
cuando 7 =R,. En los calculos se usan parametros W,,W.  de valor 0.0la,* a fin
de simular la forma rectangular y los valores W,,W. mayores que 0.lg,* para
modelar las formas de potencial de barrera suave. Los saltos de potencial V., V)

estan relacionados con los saltos de las concentraciones x,, x;, de Al por medio de
la siguiente formula de interpolacion

Ve :0.6[1.36xc(b) +0.22x§(b)] (eV) (2.2.5)

Una vez se define la dependencia del potencial de confinamiento con respecto al
radio, entonces se puede encontrar la parte radial de las funciones de onda uni-
particulares con diferentes momentos angulares usando uno de los métodos
numeéricos (disparos o MBT) para resolver la ecuacion (2.2.2b). Un ejemplo del
resultado de tal calculo se muestra en la Figura 6.

Figura 6. Potencial de confinamiento (linea continua) y partes radiales de las
funciones de onda del electrén con momento angular [ =0 (linea a trazos) y [=1
(linea punteada) en un punto cudntico esférico de GaAs/Ga(Al)As con un nticleo de
radio R, =0,5a,* y radio de la barrera R, =2,5a,* con regiones de transicion

W. =W, =0,5a,* y 7% de concentracion de Al en el nucleo y 40% en la barrera.
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Teniendo en cuenta que debido al término de repulsion electron-electron los
valores propios del Hamiltoniano (2.2.1) son siempre mayores que las

correspondientes energias uni-particulares EY (l ), se puede hacer una

estimacion cualitativa de los limites superior e inferior del espectro discreto de
dos electrones en un punto cuantico, una vez que se haya encontrado la soluciéon
del problema uni-particular (2.2.2).

El limite superior del espectro discreto de dos electrones en un punto cuantico
con altura de la barrera V, es igual a la energia mas baja del sistema ionizado

E, +V,, con un electron localizado dentro del punto cuantico en el estado ligado
mas bajo 1s y otro electron que haya escapado a la region de la barrera, mientras
que el limite inferior del espectro discreto es igual a la energia mas baja del
punto cuantico con dos electrones atrapados, E, +E,, .

En la Figura 7 se presentan las energias uni-particulares para el estado base y
algunos estados S simplemente excitados (lineas continuas) y doblemente
excitados (lineas a trazos) como funciones del radio, calculadas para un punto
cuantico esférico de GaAs /Gao.7Alo.3As con potencial rectangular.

Los limites del espectro inferior y superior estan dados en la Figura 7 por dos
linea continuas gruesas y el espectro discreto del punto cuantico esférico esta
situado entre ellas. De la Figura 7 se ve que entre mayor sea el radio del SQD
mas ancha es la region del espectro discreto de dos electrones y mayor es el
numero de niveles excitados en un SQD con dos electrones.

Cuando la dimension del punto cuantico decrece, la energia E de los dos
electrones crece aproximandose al limite superior del espectro discreto donde la

energia de enlace E, , definida como la energia minima necesaria para el escape
de uno de los dos electrones, esta dada por la relacion

E,=E +V,-E (2.2.6)

decrece aproximandose a cero, haciendo este estado inestable respecto a la
ionizacion. De la Figura 7 se ve que cuando la dimension del punto cuantico es

muy pequena (R < R,) solamente el estado base 1S existe en el espectro discreto

de dos electrones en un SQD. Cuando el radio aumenta y su valor esta
comprendido entre R, y R, ya son estables tres estados S: 1S, 21S y 23S.
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Figura 7. Energias uni-particulares de wun punto cudntico esférico de
GaAs/Gao.7Alo.3As con dos electrones para el estado base y algunos estados S
excitados como una funcion del radio, obtenidas mediante la solucién del problema
de valores propios de una particula (2.2.2). Las lineas gruesas corresponden a los
limites superior e inferior del espectro discreto de dos electrones.
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La funcion de prueba mas simple para un sistema de dos electrones y, (rl,rz) que

describe uno de los tres estados 1S, 2!P o 23P es un producto de las funciones de
onda uni-particulares en forma del determinante de Slater con una funcién

envolvente arbitraria ®,(7;,) que depende solamente de la separacién entre los
electrones:

v, (r.10,) =p" (1,5,)®,(1,) (2.2.7)

Esta funciéon de prueba desprecia la mezcla de los estados uni-particulares y por
eso solamente es valida si las distancias entre los niveles energéticos uni-
particulares son mayores que el promedio de la energia de interaccion electron-
electron. De la Figura 7 se ve que esta condiciéon se satisface solamente para
puntos cuanticos pequenos donde en el espectro discreto hay muy pocos estados
y por consiguiente la funcion de prueba (2.2.7) se puede considerar como una
buena aproximacion.

El principio variacional de Schrédinger dice que una funcion @, (r) para la cual el
funcional E[CDI]:<1//,(D,|H|1//,CD[>/<1//1CI)l|t//,(Dl> tiene minimo, da los valores mas

proximos a la energia exacta, entre los que se pueden obtener usando las
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funciones de prueba tipo (2.2.7). Tomando la derivada funcional con respecto a
o ,(r) se puede obtener, después de un proceso algebraico, la siguiente ecuacion

diferencial:

20/ (1) 2 ()@ (1) + 20, (1) = (E~Ey (1) (r): () =21 101 2.2.9

donde los Jacobianos J,(r) estan dados por:
2
Jy(r) = [ dn, [ dr, “/’1(0)(1'1,1'2)‘ §(r—ny)=4zrS,(r);  1=0.1
(2.2.9)

r+r r+r|

0
”12(”1)”1"1”1 J s (1) radry £ I AL _[ “0(”2)”1(”2)(”12+r22_r2)d”2
0

=]

Sl(r):

N |-
| =8

||

Usando la sustitucion ®,(r) = g, (r)/‘/Jl (r) la ecuacion de onda (2.2.8) se reduce

a la forma unidimensional

”

-1 (r)+ VeS‘f)( )2 (r) =B (r);

: (2.2.10)
B 0.5(E-Ey (1); Vi) =r+05(s (07, (1)) 17, (7)

Con el fin de encontrar el sentido fisico de la funcién g, (r) se puede calcular la

densidad de probabilidad Pl(r)de encontrar dos electrones separados por la

distancia r en los estados dados por la funcion de onda (2.2.7):

2
= [ [y 1”1, || OF (1) 8(r =112) =@ (12) 1 (r) = 27 (1) (2.2.11)

Se ve que P,(r) coincide con el Jacobiano J,(r) en la aproximacion uni-particular

cuando q)l(r):l, de otra manera coincide con y; (r) En otras palabras, la

densidad de probabilidad de encontrar dos particulas no interactuantes con
separacion r esta definida completamente por factores geométricos relacionados
con la dependencia del Jacobiano sobre r, mientras que para particulas

interactuantes es igual al cuadrado de la funcion g, (r) , que siendo la solucion de

una ecuacion unidimensional (2.2.10) ademas esta sujeta al efecto de correlacion
causado por el término de repulsion de Coulomb en el potencial efectivo
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renormalizado V. Este resultado permite asumir la interpretacion probabilistica

para la funcion ;(,(r) considerada como la funcién de onda de solamente una

coordenada generalizada correspondiente a la separacion interparticular. El
hecho que y, (r) sea una solucion de la ecuacion de onda (2.2.10) tipica para el

movimiento unidimensional de una particula en un campo con potencial V,,

también habla a favor de tal interpretacion. El potencial efectivo (2.2.10) es
repulsivo para pequenas separaciones electron-electron r, donde decrece como

1/r, y es atractivo para r grandes, incrementandose paulatinamente hasta llegar
a ser casi constante, tendiendo al valor V, - E © (l ) cuando la separacion entre los

electrones excede al diametro del punto cuantico esférico. En la Figura 8 se
presentan ejemplos de las curvas de potencial efectivo para la interaccion
electron-electron en dos puntos cuanticos esféricos uno (a) sin y otro (b) con
nucleo repulsivo.

Se ve que en ambos casos la mayor profundidad del pozo muestra el potencial
efectivo correspondiente a la interaccion entre electrones en el estado 1S, seguido
por el estado 23P y el pozo menos profundo tiene la curva de potencial para el
estado 21P. Como resultado la energia del estado triplete P es menor que la del
estado singlete P debido a una interaccion de intercambio que disminuye la
separacion entre los electrones en el estado singlete y aumenta la separacion en
el estado triplete. Puede verse que el minimo de potencial en las Figuras 8 (a, b)
corresponde al estado singlete en la mitad del pozo entre el nucleo y la barrera

externa r~0.5-(R +R,) mientras que para el estado triplete se sitia mas cerca

de la barrera externa r = 0.75-(Rc + Rb)

Figura 8. Curvas de potencial efectivo para la interaccion entre dos electrones en
los estados 1S, 21P y 23P en puntos cudnticos esféricos de barrera suave (a) sin y
(b) con niticleo repulsivo
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Entre mas cerca estén los electrones uno de otro mas fuerte es la repulsion entre
ellos y la energia total de los dos electrones en el punto cuantico es menor.
Resulta interesante que las posiciones de los minimos de las curvas de potencial
en la Figuras 8 (a, b) para los estados 1S y triplete casi coinciden pero los pozos
de potencial para el estado 1S en ambos casos son mas anchos y profundos que
para el estado triplete y por consiguiente la energia del estado 1S es menor.
Ademas comparando los potenciales en la Figura 8(a) y Figura 8(b) se puede
observar que el desplazamiento de la posicion del minimo de los pozos de
potencial hacia la mayor separacion electron-electréon debido a la presencia del
nucleo repulsivo se realiza en tal forma que el fondo de las curvas de potencial
correspondientes a los estados 1S y triplete permanecen casi superpuestos. Una

vez que se encuentra la funcion V;ﬂ.(r) , entonces la soluciéon de la ecuacion
(2.2.10) complementada con las dos condiciones de frontera ;51(0)=O y

ZI(I’)TO se puede encontrar usando el método de barrido trigonométrico
[62].

Con el fin de chequear la exactitud del procedimiento numeérico empleado,
primero se calcula la energia del estado base para el modelo totalmente
separable, de dos electrones en un punto cuantico con potencial de

confinamiento parabdlico V(r):}/r2 /2 donde el parametro }/71/2 se puede

interpretar como el tamano de la region de confinamiento de los electrones en el

punto [60,61]. En la Figura 9 se presenta el resultado del calculo de la energia

-1/2
/2. Se ve una excelente

concordancia entre los resultados obtenidos (sefialados por rectangulos oscuros)
y las soluciones exactas de la Referencia [61] (sefialados por circunferencias).

normalizada del estado base como una funcion de y

Figura 9. Energia (normalizada) del estado base de dos electrones en un punto
cudntico con potencial parabélico como una funciéon de y™''? (las circunferencias

corresponden a los resultados exactos de la Referencia [61] y los rectangulos
oscuros corresponden a los resultados obtenidos).
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El atomo de Helio puede considerarse como otro ejemplo de un punto cuantico
esférico de dos electrones con potencial de confinamiento tipo Coulomb para el
cual con el fin de evaluar la exactitud del procedimiento desarrollado puede
considerarse como la funcion de onda del estado base de una particula

u, (r) =C exp(—2r) . El valor exacto bien conocido de la energia del estado base del

atomo de Helio es -5.807 Ry [80], mientras que el procedimiento desarrollado da —
5.795Ry. Este resultado se puede comparar con el resultado de un calculo con un
solo parametro variacional -5.695Ry [80] cuya simplicidad es comparable con el
procedimiento desarrollado, pero la concordancia entre el resultado obtenido y el
valor exacto es mucho mejor.

En la Figura 10 se presentan los resultados de los calculos de las energias de
enlace del estado base para dos electrones en un punto cuantico esférico de
GaAs/Gao.7Alp 3As (@) con diferentes alturas de las barreras del nucleo

V.=0,20,30 y 40Ry* y (b) con diferentes radios del nucleo R =0, 0.5, la, *.

Figura 10. Energia de enlace del estado base de dos electrones en un punto
cudantico esférico como una funcioén del radio exterior para diferentes (a) alturas de

la barrera del nucleo V, y (b) radios de los niicleos R, .
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La Figura 10(a) da las dependencias de las energias de enlace del estado base
sobre el radio exterior del punto cuantico esférico con el nucleo de radio

R =la,*, altura de la barrera exterior V, =40Ry* y para cuatro diferentes

potenciales del nucleo repulsivo V,=0,20 y 40Ry*. Para el caso V, =40Ry*

cuando el radio decrece, la funcién de onda del electron llega a ser mas y mas
comprimida entre las barreras interior y exterior y la energia total de dos
electrones E aumenta debido al decrecimiento de la distancia entre ellos hasta
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que FE alcanza el valor limite mas bajo del continuo £, +V, cuando uno de los

electrones escapa del punto cuantico. Esta es la razéon por la que en la Figura
10(a) la energia de enlace de los dos electrones para una altura de la barrera de
40Ry* decrece agudamente y tiende a cero cuando el radio exterior se reduce

aproximadamente al valor 1.1g,*. Al contrario, cuando la altura de la barrera del

nucleo repulsivo V, =20Ry* es menor que la altura de la barrera exterior la

funcion de onda con la disminuciéon de la brecha entre dos barreras se fuga
principalmente a la region del nucleo y por esta razén la energia de enlace en este
caso como se puede apreciar de la Figura 10(a) decrece mucho mas suavemente.
En la Figura 10(b) se comparan las energias de enlace de puntos cuanticos con
dos electrones con diferentes radios del nucleo repulsivo. Se ve claramente que el
aumento del radio del nucleo proporciona una caida de la energia de enlace
debido a la disminucién del ancho del pozo acompanada siempre por la subida de
los niveles energéticos y la disminucion de la energia de enlace.

En la Figura 11(a) se presentan las energias de enlace de los niveles 1S, 21P y 23P
en un punto cuantico GaAs/Gaog.7Alp.3As con dos electrones en funcion del radio
considerando el modelo rectangular para el potencial de confinamiento. Se puede
ver que el estado enlazado 1S, se presenta por primera vez cuando el radio se
hace mayor que 0.4a,*.

Figura 11. Energia de enlace de dos electrones como una funcion del radio (a) para
los tres niveles mds bajos en un punto cudntico esférico de pozo cuadrado (b) para
el nivel del estado base en un punto cudntico esférico con tres diferentes espesores
de la regioén de transicion.

1S-state

40

301

Cuando el radio se hace mayor que 0.6a,* aparece el segundo estado enlazado, el
triplete, etc. Se ve claramente que la energia de enlace del estado de triplete
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siempre es superior que la energia de enlace del primer estado excitado de
singlete. Esta es la razon por la que la interaccion de intercambio entre los
electrones en el estado de triplete mantiene a los electrones mas alejados
disminuyendo el valor de la repulsion Coulombiana.

En la Figura 11(b) presentamos la dependencia similar de la energia de enlace del
estado base en puntos cuanticos de bordes suaves con diferentes anchos de la
region transitoria.

Se ve que la expulsion en la region de la barrera exterior de uno de los dos
electrones cuando la energia de enlace se hace igual a cero con reduccion del
radio ocurre mas temprano en las estructuras con las barreras suaves. Entre mas
amplia es la region transitoria, mas estrecho es el pozo y mas fuerte es el
confinamiento dentro del punto, menor es la energia de enlace del punto cuantico
con dos electrones y mas rapido esta se hace igual a cero cuando el tamano del
punto disminuye.

Para facilitar la interpretacion de las dependencias de las energias de los estados
mas bajos sobre la dimension del QD y la forma del potencial de confinamiento,

primero se analizan las curves de la densidad de probabilidad P,(r)z 7 (r) de

encontrar dos electrones separados por la distancia ren los diferentes estados.
En las Figuras 12(a) mostramos los resultados del calculo de la funciéon P,(r)

para el estado 1S en capas esféricas de ancho R,—-R, =la;,* con diferentes

dimensiones. Estar curvas se pueden usar para estimar las contribuciones del las
partes de energia cinética y potencial al total de la energia.

Cuando la energia cinética es predominante el movimiento de los electrones es
débilmente correlacionado y la maxima densidad de distribuciéon podria estar
localizada mas cerca del origen. Esto es debido al hecho que para el movimiento
no correlacionado de los electrones hay una alta probabilidad de encontrar ambos
electrones en los mismos puntos del espacio y por consiguiente hay una alta
probabilidad de que los electrones se sitian uno proximo al otro. Por el contrario,
cuando la contribucién de la energia potencial aumenta el movimiento de los
electrones se hace mas y mas correlacionado. En el caso limite de energia
potencial muy grande los dos electrones podrian tener una disposicion con los
electrones fijados en los extremos opuestos del diametro como una consecuencia
de la cristalizacion de Wigner. Ahora analicemos la construcciéon en una capa

esférica muy angosta con radios interior R. y exterior R,, respectivamente.
Asumiendo que los electrones estan localizados en el centro del pozo, el angulo
4 entre sus vectores de posicion se puede calcular como sin9/2:r/(Rc+Rb)

siendo rla separacion entre los electrones. De la Figura 12(a) donde la separacion
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es escalada en unidades de R +R,, se puede ver que cuando la dimensiéon del

punto aumenta, el angulo 9 entre las posiciones de los vectores tiende a 180° y la
distribucion de probabilidad se hace mas y mas angosta como una manifestacion
de la cristalizacion de Wigner.

Figura 12. Dependencia de (a) la funcién de correlacion par y (b) la densidad de
probabilidad sobre la distancia entre los dos electrones en el estado base dentro de

un SQD de GaAs/Gao.7Alp.3As con (x, =0.3) y sin (x, =0 ) ntcleo repulsivo.
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En las Figura 12(b) mostramos los calculos de la funcion P,(r) para los estados
1S (lineas continuas), el 21P (lineas a trazo§) y el 23P (lineas punteadas) en un
SAQD de GaAs/Gao.7Alo.sAs de radio 200A sin nucleo repulsivo (las curvas
correspondientes a R, =0) y con nucleo repulsivo de radio 175A (las curvas

correspondientes a R, =1.75a,%*).

Se puede ver que las distribuciones de los estados excitados triplete y singlete en
un punto cuantico esférico son muy similares con solamente la diferencia en que
la distribuciéon para el estado triplete se desplaza hacia las mayores separaciones.

Esta similitud como se ve en la Figura 12(b) desaparece con la presencia del
nucleo repulsivo cuando ambos electrones en el estado simglete se pueden situar
al mismo lado y al lado opuesto de la capa, mientras que en el estado triplete los
electrones se situan principalmente solamente sobre los lados opuestos de la
capa.

En la Figura 13 presentamos el calculo de los resultados para las energias de dos
electrones en los estados 1S, 21P y 23P en funcion del radio R,de un SQD de
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GaAs/Gao.7Alp3As, para dos diferentes casos, cuando el espesor de la region de
transicion es muy pequena (W =0.01R,, modelo con barrera casi de pozo

cuadrado) y cuando esta es muy grande (W =0.5R,, modelo con barrera de perfil

suave). En ambos casos consideramos la concentracion de Al en la
barrerax, =0.45, para la cual la altura de la barrera es alrededor de 68 Ry*.

Figura 13. Energia de dos electrones en los estados 1S, 2 1P y 2 3P como una
funcién del radio del SQD (a) sin y (b) con ntcleo repulsivo para los modelos con
barreras suaves y con barreras de pozo cuadrado.
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De la Figura 13(a) se ve que la brecha entre el nivel 1S y el primer nivel excitado P
decrece con el incremento del radio del QD y para todos los radios del QD la
energia del estado triplete P es menor que la del estado singlete P, similarmente
sucede con el atomo de Helio [75]. El comportamiento de las curvas para las dos
formas diferentes de potencial es similar pero las energias correspondientes al QD
con perfil de potencial de barrera suave, son mayors que en un QD con perfil de
potencial de barrera de pozo cuadrado, debido al mayor confinamiento
presentado en los potenciales con fondos suaves.

En la Figura 13(b) se muestran las curvas de las energias en un SAQD con un
nucleo repulsivo débil cuando la concentracion de Al dentro del nucleo es

pequena, x,=0.1 y en un SAQD con un nucleo repulsivo fuerte cuando la
concentracion de Al dentro del nucleo es alta, x, =0.45, las cuales resultan muy

similares a las mostradas en la Figura 13 (a). Las alturas de las barreras de estos
nucleos son alrededor de 14 Ry* y 68 Ry*, respectivamente. Los resultados en la
Figura 13 (b) son presentados solamente para el modelo con barreras de pozo casi

cuadrado (W = 0.0le). Comparando las correspondientes curvas en las Figuras

13(a) y 13(b) con formas de potencial de pozo cuadrado y con diferentes
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concentraciones de Al en el nucleo repulsivo x,, se puede ver que el incremento

sucesivo de x, produce una incremento de ambas energias del estado base y de

los estados excitados del electron expulsado fuera de la region del nucleo y la
separacion media entre ellos decrece. También se ve que la brecha entre el estado
base y los estados excitados decrece cuando la concentracion de Al crece. Este
resultado se explica por la significante modificacion de la funcion de onda uni-
particular correspondiente al estado 1s producida por el ntcleo repulsivo con el
incremento de la altura de la barrera. Cuando la concentracion de Al en el ntcleo
crece, la altura de la barrera en el centro del QD llega a ser muy alta haciendo la
probabilidad de la penetracion de electrones en esta region insignificante y la
forma de la funcion de onda del estado 1S similar a una del estado 2P.

Para dar un significado fisico de los resultados presentados en la Figura 13
modificamos la representacion de la energia de dos electrones mediante el uso de
la escala tipica para la separacion inter-electron en un punto cuantico
esféricoD = R. + R, . Para analizar los tres estados de la energia de dos electrones

en un punto igual aE(l)=E;(0)+E, (l)+<2/r12> donde /=0 para el estado base y
[ =1 para los estados excitados. Teniendo en cuenta que para puntos cuanticos
grandes las energias uni-particulares son inversamente proporcionales a la
dimension del punto al cuadrado E (l ): G / D?; 1=0,1 y la separacion entre los
electrones para el caso de creistalizacion, se puede verificar en este caso que la
energia renormalizada definida como E’/(l)=D2E (l) aumenta linealmente con la

dimension del punto:

E{1)=C,+C,+2D/# (2.2.7)

En la Figura 14(a) se presentan las curvas de las energias renormalizadas E/(l )

dependientes de la dimension D de un SAQD de GaAs/Gao.ss Alo.4sAs con barrera
de potencial cuadrado. Se puede ver que para todos los tres estados las energias
renormalizadas se hacen casi lineales para dimensiones grandes del QD.

En la Figura 14(b) se puede ver una tendencia similar para la energia del estado
base en los SAQDs de GaAs/Gaop7AlosAs con diferentes tamanos del nucleo
repulsivo. La presencia del nucleo repulsivo disminuye la incertidumbre de las
posiciones de los electrones confinados dentro de la capa entre las uniones
interior y exterior aumentando de esta manera la contribuciéon de la energia
cinética e impidiendo la cristalizacion de Wigner. Como se ve en la Figura 14(b),
cuanto mayor sea el tamano del nucleo repulsivo, al aumentar la dimension de
los QD’s, la cristalizacion de Wigner se produce mas lejos.
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Figura 14. Energias renormalizadas de dos electrones como funciones de las
dimensiones del punto cudntico en (a) SAQD de GaAs/Gao.ss Alp.asAs sin ntcleo
repulsivo para los estados 1S, 21P y 23P y en (b) SAQD de GaAs/Gap.7Alp.3As con
ntcleo repulsivo para los modelos con barreras de pozo cuadrado.
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2.3 DOS PARTICULAS EN DISCOS Y ANILLOS CUANTICOS
[41]

La posibilidad de confinar un numero controlado de electrones y huecos en
puntos cuanticos atrajo mucho la atencion en la ultima década [10]. Un interés
particular ha sido relacionado al estudio teorico del efecto de correlacion sobre el
espectro del sistema de dos particulas tales como dos electrones y un exciton
confinados en un punto cuantico. Con este propodsito han sido usados los
meétodos variacional [37, 75, 113, 114], diagonalizacion matricial [32, 61, 82, 83,
90] y elementos finitos [17, 23, 58, 112] con modelos de confinamiento de
potencial rectangular [17, 58, 114, 114]|, de barrera suave [75], parabdlico [32,
83, 90] y de carga imagen [113, 114]. Recientemente Lorke y sus colaboradores
reportaron la fabricacion de puntos cuanticos autoensamblados de InGaAs con
geometria de anillo conteniendo dos electrones [11]. A raiz de este descubrimiento
se realizo una serie de publicaciones sobre el espectro de dos particulas en anillos
cuanticos [19, 64, 74, 107-109]. Experimentalmente se encontré que puntos
cuanticos fabricados de InGa/InAs con forma de anillos estan caracterizados por
una altura reducida (alrededor de 2 nm), un hueco en el centro bien definido de
alrededor de 20 nm de diametro y un tamano lateral (entre 60 y 140 nm). Para tal
geometria casi-bidimensional resulta un gran espaciamiento entre niveles del
estado base y los primeros niveles excitados correspondiente al movimiento uni-
particular en la direccion de crecimiento. En consecuencia, la parte baja de la
energia del espectro uni-particular en estas heteroestructuras difiere solamente
por el confinamiento lateral. Esta es la razéon por la que los modelos
bidimensionales son ordinariamente usados para analizar las propiedades
electronicas de los discos cuanticos y de los anillos cuanticos auto-ensamblados.
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En particular, el efecto del campo magnético sobre los excitones confinados en
anillos cuanticos se ha estudiado usando un modelo bidimensional con el
potencial de confinamiento parabdlico [74, 106-109, 115]. El efecto del nucleo
repulsivo sobre el espectro de un exciton bidimensional en puntos cuanticos con
geometria de anillo fue investigado en la Referencia [96] donde se asumi6 que la
tension (“strain”) que se presente en estas heteroestructuras puede tomarse en
cuenta en el marco del modelo con una distribucion de la concentracion no
homogénea de indio dada por una funcién que varia suavemente en la direccion
radial del disco.

El problema de aplicabilidad de un modelo bidimensional al estudio de los
estados mas bajos en un disco cuantico circular de InGaAs con dos electrones se
discutio en la Referencia [17] donde se mostré que el problema tridimensional de
dos particulas puede aproximarse con una buena precision a un problema
similar bidimensional por medio de la renormalizacion de los parametros y
reemplazando la repulsion Coulombiana 3D por un potencial bidimensional el
cual ya no tiene singularidad cuando la separacion entre las particulas tiende a
cero. También se encontré que el espectro magneto-optico en un disco cuantico
circular con confinamiento de paredes rectangulares es mas enriquecedor que el
de un modelo con confinamiento parabodlico de barrera infinita. Se puede esperar
que una amplia variedad de posibles perfiles de potencial de confinamiento desde
el pozo cuadrado hasta la barrera suave pueda ser obtenida en puntos cuanticos
de InGa/InAs debido a la presencia de “strain”. Por consiguiente, es interesante
analizar el efecto de la forma del potencial sobre la estructura del espectro de
energia correspondiente a los niveles mas bajos de pocas particulas confinadas
en puntos cuanticos. Un procedimiento variacional relacionado con la
aproximacién de dimensional fractal se propuso recientemente para analizar el
estado base de sistemas de dos particulas tales como donadoras cargadas
negativamente y un exciton confinado en un heteroestructura. [33, 75, 116]. En
este procedimiento un problema de dos particulas se reduce a un problema de
campo central para un atomo hidrogenoide en un espacio efectivo isotropico con
dimension fraccionaria.

Se estableci6 que este procedimiento proporciona un algoritmo eficiente cuya
exactitud es comparable con la de los métodos sofisticados como el de expansion
por series y Monte Carlo [33, 75, 116]. En este parrafo se utiliza una version
modificada del método de dimension fractal con el fin de analizar el espectro de
dos particulas en anillos cuanticos auto-ensamblados de InGaAs considerando
diferentes formas de potencial de confinamiento. Ademas, se adopta la
aproximacion adiabatica en la cual se asume que el movimiento rapido de las
particulas en direccion z pude separarse del movimiento lento en el plano (x,y),
que se justifica solamente cuando la altura es mucho menor que su tamano
lateral [17]. Esta condicion se satisface bien para anillos cuanticos auto-
ensamblados [117], los cuales son objeto del presente estudio. La altura de los
anillos fabricados se estima en 2nm, mientras que el radio exterior es del orden
de 40nm.
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Un potencial de confinamiento realista de los anillos cuanticos debe tener una
profundidad finita, que resulta de la diferencia finita de la banda y de la variable
suave en las fronteras del anillo cuantico debido a una modulacién de la
composicion de la aleacion y de los efectos de “strain” [33]. Para describir tal

comportamiento del potencial de confinamiento en la frontera p=p, en este

parrafo se usa la siguiente funcién no abrupta de la funcion de paso con un
parametro con la primera derivada continua

0; x<-w
(e W)=1(1-x> /W), -W<x<0 (2.3.1)
1; x>0

que se convierte en la funcion de Heaviside S(X) cuando el parametro W — 0. El

parametro W esta asociado con el espesor de la region de transiciéon en las
fronteras. Entre mayor sea el parametro W mas suave es la forma de la funcion de
paso.

Siguiendo la Referencia [96] se asume que las formas del potencial de
confinamiento, para el electron V, y para el hueco V, dependen de la distribucion

de la concentracion X de indio, como V, =0.7AE, [XR —X] y V, =03AE, [XR —X]
donde AE, =1.1leV es la diferencia entre las brechas de energia en el GaAs y en

el InAs, X, es la concentracion de indio en el centro del anillo. Se asume que en

el interior del anillo cuantico y en el hueco de la region central la distribucion de
la concentracion de indio X es variable y esta dada en coordenadas cilindricas

por X (p,z) , la cual es cero en la region exterior a la barrera, X, en el interior del
anillo y X . en la region del hueco central (region del nucleo repulsivo). También

se considera el disco cuantico como un caso particular del anillo cuantico cuando
X.=X,. Siendo R.,W. yR,,W, los radios y los espesores de las regiones de

transicion de las fronteras interior y exterior del anillo respectivamente, la
dependencia de la concentracion de indio sobre la distancia p desde el eje, por

ejemplo en el plano z=0, usando la funcién (2.3.1) se puede expresar como:
X(p,z=0)=X,0(R, — p,W, )+ (X, - X,)O(R. - p,WW.) (2.3.2)

Seguidamente se considerara un modelo de anillo en el cual los espesores de la
region de transicion de la frontera interior W, y de la frontera exterior W, tienen

el mismo valor W.=W_ =W .
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En la Figura 15(a) se presentan las curvas de distribucion de la concentracion de
indio X (p,z = 0) dadas por la relacion (2.3.1) y en la Figura 15(b) las curvas del
potencial de confinamiento del electron V, (p,z=0) en el plano z=0 de anillos

cuanticos de InGaAs con diferentes valores del espesor de la region de transicion
W y para el caso cuando el radio del ntucleo es pequeno (RC = O.IRD).

Figura 15. Distribucion de la concentracion de indio X (p,z =0) (a) dada por la
relacion (2.3.2) y el potencial de confinamiento lateral para el electron (b),
Ve(p,z=0) dado por la relacién V, =0.7AEg[X X ], en anillos cudnticos de

InGaAs con diferentes valores del espesor de la regién de transicion W.

03 (b) -« < W=0.0IR,R)
- - -W=025(R R )
0.2 3
0 \ > —— W=0.5(R,R))
~U, \ . 1
? \ . £ R =0IR :
N ! X =0.15 !
4 ! 0,1 ¢ I
~=0,1 -+ W=001(R,R) \ L X 030 |
8 - - -W=025R R) K \ !
—— W=05R R =2 !
0,0
5 T ! 0,0 T T
0,0 0,5 1,0 0.0 0.5 10
P/R, o/R_

En estas figuras la concentracion de indio en el hueco central es igual al 15%
(Xc :0.15) y en el centro del anillo es igual al 30% (XR :0.3). De esta figura se

puede ver que la distribucion de la concentracién del indio forma un rango
amplio y la barrera finita del potencial de confinamiento se puede modelar

variando los parametros R., W., R,,W,,X. y X, en la relacion (2.3.1), desde casi
una pared rectangular cuando (#,.,W, —0) hasta uno muy suave con fondo casi
parabodlico cuando W, +W, - R, —R.. En todos los casos el potencial en la

direccion radial tiene dos barreras con diferentes alturas, la barrera interior en la
union del nucleo repulsivo con el anillo cuya altura es igual a

Ve =0.7AE, (XR —XC) para el electron y V,, =0.3AE, (XR —XC) para el hueco, y
la barrera exterior cuya altura es igual a Vj, =0.7AE, X, para el electron y
Ven =0.3AE, Xy para el hueco. Teniendo en cuenta que las particulas en su

movimiento en la estructura de Ga, In As/Gads se sitian principalmente dentro

del anillo se puede despreciar la variacion de los parametros fisicos. Los
siguientes valores correspondientes para el material Ga, In As fueron usados en

los calculos realizados: constante dieléctrica ¢=12.5, masa efectiva isotropica del
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electron m::(0.067—0.039)(”/)1710 y masa efectiva isotropica del hueco

my, =(0.045+0.285X,, )m,, donde X es la concentracién de In en el centro de
pozo y my es la masa del electron libre. Para comodidad matematica se ha

utilizado como unidad de longitud el radio de Bohr efectivo af =&n?/ue® y como
unidad de energia el Rydberg efectivo Ry =e”/ 2¢a, siendo p=mm;/ (ml* +m; ) la

masa reducida del par de particulas cuyas masas individuales son ml* y m; . Los

resultados del calculo que se presentan mas adelante corresponden a los anillos
cuanticos de Gaogr7IngsAs/GaAs (concentracion de In en el centro del anillo

Xy =0.3) con diferentes radios de los nucleos repulsivos R, y concentraciones de
indio en el centro del nucleo X_.. Para este tipo de estructura se asumen los
siguientes valores de los parametros del material para el problema de dos
electrones: m, =0.056m,, u=0.028m,, ay=~237A,Ry;,~2.43meV y para el

problema del exciton:m;, =0.135m,, u=0.045m,, a;~147A, Ry, ~3.92meV . Las
alturas de las barreras adimensionales son: para el problema de dos electrones
V,, =233meV =96Ry;, y para el problema del excitonV,, =233meV =59Ry,,,

V,, =100meV = 26Ry", .

Para un punto cuantico con geometria de anillo el potencial Vl( p,z), para el

electron (i:e) y para el hueco (izh), cuya altura, espesor de la region de
transicion en la uniones, radios interior y exterior en las uniones son iguales a
L ,W,R- yR,, respectivamente, se describen usando la versiéon abrupta de la
funcion de paso (2.3.1) de la siguiente forma. Dentro del anillo
(RC+W<,0<RD —W)I (|Z|<LZ/2—W), el potencial se toma como cero. En todas

las regiones fuera del anillo excepto en el hueco central (p >R D)YQZ| >L_/ 2), el

potencial es igual a V), para el electron y V,, para el hueco. Como la altura de la
barrera es proporcional a la concentracion de indio el potencial dentro del nticleo
repulsivo se toma igual a V; X/ X, parael electrony a V,, X/ Xy para el hueco.

Finalmente dentro de las regiones de transicion préximas a las uniones el
potencial decrece suavemente desde los valores de las alturas de las barreras
hasta cero usando la funcion (2.3.1). Hay dos regiones proximas a las uniones

laterales (2|<L./2)1 (R, <p<R.+W) y (z/<L./2)1 (R,~W <p<R,) y dos
regiones de transicion proximas a las uniones horizontales
(L./2-w<|z|<L 12)1 (R. <p<R,).
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Para el potencial dado Vl( p,z) la forma adimensional para la ecuaciéon de onda

uni-particular correspondiente al estado base de las particulas no depende del
angulo axial

_ﬁipa%(p’z)—n. azl//i(p,z)
p Op op oo
m=u/mi=1,2

+V,(p,2)wi (p,2) = E, (0. 2);

(2.3.3)

Los subindices i corresponden al electron cuando i=e¢ y al hueco cuando i=#.
Para resolver la ecuacion de valores propios (2.3.3) se usa la aproximacion
adiabatica y las funciones de onda del estado base se pueden escribir como

v, (r)=w,(p.2)= G p) =12, (2.3.4a)

donde fz(i)(z) es la solucion de la ecuacion de onda unidimensional

. . . . . i . .
correspondiente al nivel de energia mas bajo Eg) en un pozo cuantico de barrera

suave

7 10 (z )+1% V) A (2)=ED f(z); P9 (2)=0,@(d~L./27); i=12 (2.3.4b)

dz?

y f/gi)( p) es la solucién del problema de campo central correspondiente a la

energia mas baja de la particula.

L0y i
oo’ a,f L8 (0) £ (0) = E1) (o)

I%/j) (p)= (Vbi _Egi))(a(p_RD’WD)-i_(Vbi%_Egi)j(a(RC —p.We); (2.3.4¢)
R

m=plm; i=12

Como el potencial de confinamiento en las regiones de la barrera es constante las
soluciones de las ecuaciones (2.3.4b) y (2.3.4c) se pueden resolver en forma
exacta en términos de la funcién exponencial y de Bessel respectivamente. Estas

soluciones exactas permiten encontrar los valores de la razén f'/f en los puntos
de las uniones, los cuales posteriormente se usan como condiciones de frontera
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para resolver (2.3.4b) y después se resuelve la ecuacion (2.3.4c) usando el método
de barrido trigonomeétrico.

Puesto que no es posible resolver exactamente el problema de dos particulas se
hace uso del método variacional. Debido al fuerte confinamiento el movimiento
del centro de masa de las dos particulas es esencialmente mas lento que el
movimiento relativo y por consiguiente se puede esperar que la funciéon de onda
del estado base del sistema de las dos particulas sea mas sensible a la variaciéon
de las coordenadas relativas que a las coordenadas del centro de masa. Basados
en este argumento se puede asumir que la funcion de prueba de dos particulas
para el estado base se puede expresar como el producto de las funciones de onda

uni-particulares yll(rl) y t//z(rz) con la funciéon envolvente (13er —r2|) que

depende solamente de la distancia entre dos particulas.

¥ (r.5) =y (1)v, (5,) (| -1,)) (2.3.5)

Partiendo del principio variacional y usando el procedimiento descrito en las
Referencias [36, 117, 128] se encuentra la siguiente ecuaciéon diferencial para

CD(V):

_;ipo(,,)dq)(r) L2
Py (r)dr dr r

@(r):[E_EgU_Egz)]@(r); r=0,%1 (2.3.6a)

donde P, (r) esta dado por la expresion:

P, (”) = jdrlﬂ'//l (1'1 )‘2 "/’2 ( r )‘2 5(|1'1 —1’2|—7’)d1'2 (2.3.6b)

(1)

energias uni-particulares. Los tres posibles valores 0,f]1 del parametro ¢

En la ecuacién (2.3.6a) E es la energia de las dos particulasy E;’,i=1,2 son las

corresponden en (2.3.6a) a particulas neutras, con la carga del mismo signo y de
signo contrario, respectivamente.

La ecuacion de onda (2.3.6a) es similar a la del atomo de hidréogeno en un espacio
efectivo, isotropico, en el cual la parte radial de Jacobiano esta dada por la

funcion Po(r). Las propiedades de la funcion Po(r) estan relacionadas segun

(2.3.6b) con el grado de confinamiento de las particulas en la heteroestructura
definido por las funciones uni-particulares wl(rl) y ';Vz(l'z)- Por ejemplo, en el
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caso de particulas no confinadas, (rx)oc exp(iers ), s=1,2 y se verifica que la

expresion (2.3.6b) conduce a P, (r):r2 , que corresponde al Jacobiano del
espacio tridimensional, mientras que la ecuacién (2.3.6a) se convierte en la
ecuacion de onda para el atomo de hidrogeno. En caso contrario las funciones
78 (rl) y l//z(l'z) deben ser encontradas resolviendo las ecuaciones (2.3.3) las
cuales tienen en cuenta el efecto de confinamiento sobre el sistema de dos
particulas. Esta es la razén por la cual en adelante se hace referencia a la funciéon
P, (r) como al Jacobiano de la nanoestructura [24].

Usando las propiedades de funcion delta y la simetria axial de la funciéon de onda
dada por la expresion (2.3.4a) se puede simplificar la expresion para el Jacobiano
de la nanoestructura (2.3.6b) y reducir la integral hasta el orden cuatro-
dimensional en una forma reiterada. Con el fin de evaluar esta integral se
necesita un método numeérico de alta fidelidad. Esto se puede lograr

introduciendo dos funciones auxiliares /(z)y G(pl, ,02) definidas como:

S (20 +2/2) fP2(2-2/2)dz, (2.3.7a)

G(pup)= | 1) = dz (2.3.7b)
2<r’~(p,-py)” \/4,012/)22 _<p12 +p3 +2° —rz)

Los valores de la funcion G(pl, pz) sobre una malla cuadrada fueron encontrados

numeéricamente evaluando la integral (2.3.7b) y fueron almacenados en la
memoria de computador. Una vez estos valores sobre la malla son almacenadas
en la memoria la funcion (2.3.7b) puede ser definida entonces en cualquier otro
punto usando la interpolacion por medio de splines cubicos y usada
posteriormente para encontrar el Jacobiano (2.3.6b) calculando numéricamente
la siguiente integral bidimensional:

00 pitr
Po(r)=r[ £ (a)erdpy | £52(02)G (o1 02) odd s (2.3.7¢)
0

P =]

Las propiedades del estado base de un sistema de dos particulas con la funcion
de onda definida a través de la relacion (2.3.5a) y el significado fisico de las

funciones P, (r) y (D(r) puede ser examinado a través de la funcion espacial de

correlacion del par (SPCF, “Spatial Pair Correlation Function”) P(r), la cual define
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la densidad de probabilidad de encontrar dos particulas separadas una distancia
r:
‘2

P(r)= <5(|r1 -1, —r)> = J‘drlj.drzﬁﬂrl —r2|—r)“P(r1,r2) (2.3.82a)

La funciéon de onda par dos particulas sin interaccién en el bloque se puede
expresar como ‘P(rl,rz):exp(iklrl +ik2r2)/\/7 y es facil demostrar que la SPCF

calculada para esta funcion de onda por medio de la relacién (2.3.8a) coincide
con la parte radial de Jacobiano en el espacio tridimensional, homogéneo e

isotropico es 4rx %, el cual corresponde al area de una esfera de radio r. En el
caso de dos particulas sin interaccion (T = 0) confinadas en una nanoestructura
la funcion de onda también es separable, ‘I’(rl,rz)zl,y1 (l‘l)l//2 (rz) pero la SPCF
P(r), la cual en este caso coincide con el Jacobiano de nanoestructura Po(r),

dada por las relaciones (2.3.6b) y (2.3.7), ya no puede ser encontrada en una
forma explicita. En el caso general, cuando la interaccion entre las particulas se

tiene en cuenta (r * 0) y la funcion de onda esta dada por la expresion (2.3.5), la
SPCF puede ser representada en la siguiente forma:

P(r)=[an [l ()l (5)f @ (o)) 8 (5 ~ 1] =), =Py (1) @ (r) = 2 () (2.3.8D)

donde la nueva funcion introducida ;((r)de(r) Po(r) puede ser considerada

como la funcion de onda uni-particular correspondiente a la coordenada relativa
del sistema de dos particulas cuyo valor al cuadrado coincide con la SPCF. Por lo

tanto, el Jacobiano Po(r) es una medida de la probabilidad de encontrar el

electron y el hueco separados por la distancia ren sus movimientos libres en el
anillo cuantico donde el cuadrado del valor de la funcion q)(r) da la razon de las

funciones espaciales de correlacion ®*(r)=P(r)/P,(r). Sustituyendo la relacion

entre CD(r) y ;((r) en (2.3.6a) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial para la
SPCF:

d2
D) sy () 20) = BB -] (0
dr (2.3.9)

V(1) ==2e1r+(JB ) JNRD). P()=220)

Esta ecuacion describe el movimiento unidimensional de una particula a lo largo
del eje r en un campo con potencial efectivo V,, (r) cuya solucion permite analizar
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directamente la SPCF para dos particulas interactuantes confinadas en una
heteroestructura. Se puede verificar que para el movimiento de particulas libres

cuando 7=0 y E=E" +E"? la solucién de la ecuacion (2.3.9) es y(r)= JR)ir) y

P(r)=F(r).

En la Figura 16 se muestra la variacion del Jacobiano P, (r), la SPCF P(r) y el
potencial efectivo V,, (r) en funcion de la separacion interparticular para (a) dos

electrones y (b) para un exciton en un disco cuantico con radio R, =1a,*.

Como se ve de la Figura 16, las curvas del Jacobiano P, (r) (linea a trazos) para

dos electrones y para el exciton son similares.

Figura 16. El Jacobiano P, (r), la SPCF P(r) y el potencial efectivo como funciones

de la separacion interparticular para (a) dos electrones y (b) un excitéon en un disco
cudantico de Gaygslng sAs/Gay11n,yAs/Gads con radio del disco R, =la, *.
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Cuando se tiene en cuenta la interaccion entre las particulas la SPCF se
transforma en una funcién P(r) graficada en la Figura 16 por lineas sélidas. Se

puede ver en la Figura 16(b) que el maximo de la SPCF para el exciton se
desplaza a la region de menor separacion interparticular debido a la atraccion
electron-hueco mientras que para dos electrones se desplaza a la region de mayor
separacion debido a la repulsion entre los electrones.

La diferencia entre las SPCFs en los casos de atracciéon y repulsion esta
relacionada con el comportamiento de las curvas de los potenciales efectivos en la
region de pequenas separaciones interparticulares. Para pequenos valores de r,
el potencial efectivo para dos electrones se comporta aproximadamente como
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V,(r)~=1/4r* +2/r mientras que para el excitén como ¥, (r)~-1/4r’-2/r.

Entre estos dos potenciales solamente el ultimo produce niveles discretos con
energias negativas similares a los estados hidrogenoides bidimensionales. En la
Figura 16(b) la SPCF para el exciton corresponde a la densidad de probabilidad
de las posibles separaciones interpartriculares para el estado base hidrogenoide
bidimensional con valor promedio bien conocido igual a la mitad del radio de
Bohr. Por el contrario el disco con dos electrones tiene solamente estados ligados
con energias positivas y con grandes separaciones electron-electron. Como se ve

en la Figura 16(a) el potencial efectivo 7, (r) para dos electrones se aumenta

monoténicamente mientras que los electrones se sitian dentro del disco cuantico
y después cuando la separacion electron-electron supera el valor del doble del
radio del disco cuantico, el potencial se hace casi constante.

En la Figura 17 se muestran las curvas similares para (a) dos electrones y (b) un
par electron-hueco en un anillo cuantico de Gag.sslno.1sAs/Gao.7 Ino.3As/GaAs con

RCZO.SGO* y RDzlao*.

Figura 17. Funciones P, (r), P(r) yVy (r) para (a) dos electrones y (b) un excitén en
un anillo cudntico de Gao.sslnei1sAs/Gao.7Ine.sAs/GaAs  con R.=05a,* y

R, =la,*.
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Se ve que las formas de P, (r), debido a la presencia del nucleo repulsivo de la

nanoestructura, se modificaron desde una distribuciéon uni-modal en el disco a
una distribucion bimodal en el anillo cuantico. El primer maximo de P, (r),

correspondiente a la separacion interparticular menor que (RD —R. ) / 2, describe

en la Figura 17(a) una configuraciéon de dos particulas situadas sobre el mismo
lado del anillo cuantico.
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El segundo maximo, correspondiente a una mayor separacion aproximadamente
igual a Ry, + R, puede atribuirse a una configuracion con dos particulas situadas
en el centro del pozo sobre los lados opuestos del anillo. Como resultado, las
curvas de potencial efectivo Veﬁ-(r) , en la Figura 17 tienen un minimo adicional
poco profundo correspondiente a la configuracion con dos particulas situadas a
los lados opuestos del anillo cuando la separacion entre ellas es
aproximadamente igual a R, + R, . Comparando las posiciones de los maximos de
la SPCF P(r) en la Figura 17 para los sistemas del exciton y de dos electrones, se

puede ver que en el primer caso es mas probable la configuracion con las
particulas localizadas en el mismo lado del anillo mientras que en el segundo
caso es mas probable tener la configuracién con dos electrones localizados en los
lados opuestos del anillo.

Figura 18. Energia de correlaciéon de dos electrones como una funcién del radio
exterior R, en anillos cudnticos de Gao.sslno.1sAs/ Gao.7Ino.3As/ GaAs con diferentes

radios del nucleo repulsivo, R- 1, 5y 10nm.
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En las Figuras 18 y 19 se muestra la dependencia de la energia de correlacion
E _ de dos particulas definida como la diferencia entre sus energias, calculada

corr

=E—-E" ~E!, con respecto al radio exterior R,, en

con y sin interaccion FE
cor 0

”

anillos cuanticos de GaosslngisAs/Gaor InpsAs/GaAs con diferentes radios
interiores R. 1, 5 y 10nm. Esta energia es positiva para dos electrones y es

negativa para el par electron-hueco. Se consideran dos tipos de potencial de
confinamiento, El primero es casi rectangular y se simula haciendo W igual a

O.OOI(RD —RC) en la relacion (2.3.1), el segundo tiene una forma con fondo casi

parabolico y se simula haciendo W = O.S(RD —RC) .
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Como se ve en la Figura 18 la energia de correlaciéon en un anillo cuantico con
dos electrones decrece monotonamente y tiende a cero con el aumento del radio
exterior del anillo cuantico. Como los electrones tienden a repelerse, ellos se
sitlan, por lo general, en los lados opuestos del anillo. A medida que aumenta el
radio del anillo interior la separacion interparticular se hace mayor y la energia
de correlacion se hace menor. Esta es la razén por la que en la Figura 18 para
radios exteriores del anillo cuantico mayores que 13nm, con radio interior de
10nm se obtiene la menor energia de correlacion seguida por el anillo cuantico
con radio interior de 5Snm mientras que para el anillo cuantico con radio interior
Inm se encuentra la mayor energia de correlacion. La interseccion entre las
curvas de la Figura 18 para anillos cuanticos con radios interiores de Snm y
10nm en el punto correspondiente a un radio exterior alrededor de 13nm se
atribuye al tunelamiento de los electrones en la region del nucleo cuando el
ancho del pozo en el anillo cuantico con radio interior 10nm se hace bastante
pequeno. Cuando el radio exterior se hace menor que 13nm, los electrones en el
anillo cuantico son empujados afuera del pozo dentro del nicleo mientras que los
electrones en el anillo cuantico con radio interior Snm permanecen localizados
dentro del pozo.

Un comportamiento diferente manifiestan las curvas similares para la energia del
exciton de hueco pesado en anillos cuanticos con potenciales de confinamiento de
fondo parabdlico (lineas continuas) y rectangular (linea a trazos) presentados en
la Figura 19. En contraste con el caso de dos electrones el par electréon-hueco en
anillos cuanticos de pozo ancho estan mayormente localizados sobre el mismo
lado del anillo y por consiguiente la energia de correlacion entre el electron y el
hueco en la Figura 19 crece con el aumento del radio exterior tendiendo a la
energia de correlacion bidimensional para el exciton libre (—4Ry* = —15.7mel").

La aproximacion de la energia de correlacion a este valor en un anillo cuantico
con potencial de pozo cuadrado es mas rapida que en un anillo cuantico con
potencial de fondo parabdlico debido al mayor confinamiento producido por el
potencial parabdlico en las proximidades del fondo.

Cuando el radio interior del anillo cuantico disminuye, el valor absoluto de la
energia de correlacion del par electron-hueco aumenta mientras el tamano del
pozo llega a ser mas pequeno que el tamano del exciton (~15nm) cuando el
electron y el hueco cambian la configuracion del estado base desde un lado al
lado opuesto. En consecuencia la separacion entre las particulas aumenta
drasticamente produciendo un decrecimiento en el valor absoluto de la energia de
correlacion. Entre mayor sea el radio interior o mas suave sea la forma del
potencial de confinamiento, mayor es el radio exterior para el cual ocurre este
cambio en el comportamiento de la energia de correlacion. Se puede observar que
el minimo para la energia de correlacion de un anillo cuantico con potencial de
fondo parabélico y radio interior 10nm aparece en la Figura 19 para radios
exteriores mayores que (~25nm).
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Figura 19. Energia de correlacion del exciton de hueco pesado como una funciéon del
radio exterior R, de un anillo cudntico con potencial rectangular (lineas a trazos) y

radio interior 10nm con potencial de barrera finita de fondo parabdlico para tres
valores del radio interior 1, 5, y 10nm (lineas continuas).
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En la Figura 19 se observa un conjunto de intersecciones de las curvas en la
region de separacion del electron y el hueco entre 10nm y 15nm donde las curvas
correspondientes a los anillos cuanticos con radio interior 10nm tienen un
maximo secundario adicional relacionado con el tunelamiento de las particulas
hacia la regiéon del nucleo.

2.4 DOS ELECTRONES EN UN ANILLO CUANTICO MUY
DELGADO [38,39]

Los anillos cuanticos fabricados a través de la técnica Stanski-Krastanov en la
mayoria de los casos tienen un radio exterior entre 30 y 70nm, un radio interior
alrededor de 10-20nm y una altura entre 2 y 4nm [11, 12, 13]. El espectro de
estos sistemas esta determinado por la competicion entre las fuerzas de enlace
debidas al confinamiento y a las fuerzas de repulsion entre los electrones. Para
analizar el resultado de esta competencia se han desarrollado diferentes métodos

y aproximaciones [23, 48, 49, 50,41]. Por ejemplo, en el articulo de la Referencia
[41] se considera un modelo unidimensional exactamente soluble, en el cual los
movimientos en direccion radial y en direccion z son ignorados y solamente se
tiene en cuenta la rotacion de los electrones. Se considera que este modelo se
justifica solamente para potencial de barrera infinita pero si el ancho y la altura
tienden a cero los niveles de energia suben drasticamente y por consiguiente el
modelo que debe considerarse en este limite es el modelo de barrera finita. A
pesar de esta contradiccion, se cree que este modelo puede ser usado
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aproximadamente como punto de partida para analizar el espectro electronico de
modelos mas realistas de anillos cuanticos.

En este parrafo, usando la aproximacion adiabatica, se demuestra que para el
modelo del anillo cuantico con ancho y espesor esencialmente menores que el
radio se puede encontrar una ecuacion de onda uni-dimensional que describa los
niveles de energia mas bajos.

Para analizar el espectro electronico de dos electrones en un anillo, consideremos
la heteroestructura de IngssAlossAs/Alo3sGaossAs para la cual el salto de

potencial (“offset”) es V,; =258meVl , la constante dieléctrica ese =12,71y la masa
efectiva es m*=0.076m, [18]. Los parametros geométricos del anillo cuantico se
denotan por d la altura, por R, y R, los radios interior y exterior

respectivamente y se considera la situacién tipica cuando d/R, <<1. Esta ultima

condicion permite aplicar la aproximacion adiabatica y por ende separar los
movimientos en la direccion z y en la direcciéon transversal.

Como fue demostrado en la Referencia [52] el problema tridimensional de dos
electrones puede reducirse, en este caso, a un problema bidimensional en el que
la altura de la barrera de potencial puede ser renormalizada como

Vo=V —k? (d ,Voﬁf) donde k2 (d,Voﬁf) es la energia del nivel mas bajo en un pozo
cuantico de forma rectangular con ancho d y altura de la barrera V. En

consecuencia, el sistema de dos electrones puede describirse por el Hamiltoniano
bidimensional en coordenadas polares, el cual esta dado por:

10,0 12

s H ==
)= 50 0 57 07

H:Ho(p1)+HO(p2)+|Lp () @41

1~ P2

donde V(p)=0 para R <p<R, y V(p)=V, para p<R y p>R,. En el
Hamiltoniano adimensional (2.4.1) se utilizaron los parametros del material
Ing s5Alp.45As, el Rydberg efectivo es Ry* =6.40mel como la unidad de energia y el
radio de Bohr efectivo es a,*=8.86nm como la unidad de longitud.

La ecuacion de Schrodinger para el problema de un electron se separa en
coordenadas cilindricas,

Hy(p) fum (P)=Eo(n.m) £ (P): S (P)=€""R, , (p) (2.4.2)
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La solucién exacta de esta ecuacion que describe los estados uni-particulares
depende de dos nimeros cuanticos, radial n y orbital, m . Las partes radiales de

estas soluciones an(p), son las funciones de onda correspondientes al

problema de campo central bidimensional con el potencial V( p) seccionalmente

constante, las cuales se pueden encontrar en forma analitica como una
combinacion de dos diferentes tipos de funciones de Bessel. El término de la
interaccion electron-electron en el Hamiltoniano (2.4.1) produce una mezcla de
los estados uni-electrénicos en tal forma que la mezcla de los diferentes grupos de
sub-niveles es despreciable en comparacion con la mezcla de los sub-niveles
dentro de los grupos. Por consiguiente, los niveles mas bajos son formados por la
mezcla de los sub-niveles con numero cuantico radial n=1. De otro lado, se
puede ver que las partes radiales de las funciones de onda uni-electrénicas

Ry, ( p), correspondiente a un pozo de potencial de un anillo muy angosto, para

diferentes niimeros cuanticos m son similares y por consiguiente todas ellas, en
el calculo variacional para dos electrones en un anillo cuantico, pueden

aproximarse a la misma parte radial de la funcién de onda R, ( p). Esta es la

razon por la que se propone la siguiente funcion de onda para los estados mas
bajos:

v (P1P2) =Ry (P1) Ry (02) (01, 02) (2.4.3)

donde la funcién variacional d)((ol,(oz) describe el movimiento angular del
sistema de dos electrones correspondiente a diferente momentum angular. Para
derivar una ecuacion diferencial para una funcion desconocida (D((ol,(oz) se usa
el principio variacional de Schrédinger el cual dice que las funciones propias del
Hamiltoniano H  deben minimizar el funcional F [CD] = <1,1/|H -F |w>

Sustituyendo (2.4.3) y (2.4.1) en este funcional y tomando la derivada del
funcional con respecto a la funcion ®, después de un proceso algebraico se
obtiene la siguiente ecuacion para esta funcion:

1({*d o*® 1 TR (p)
-= + + ®=(E-2Ey(1,0))®; —=27|—""Ldp; 2.4.4
(8(01 Ggon ((01 (/72) ( 0( )) 7 ”_([ 5 P ( a)
PoRE (p
ﬁ/Q(D =8z Jlelzo pl dpl_[ 22 1’0( 2) dp, (2.4.4b)
\/Pl +p3 —2ppy cos@

La ecuacion (2.4.4a) se puede separar usando las coordenadas del centro de
masa 8:(¢1+(p2)/ 2 y la del movimiento relativo ¢=¢,—¢,, en las que la

solucion exacta de la ecuacion de onda puede escribirse como:
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0(9.0)=¢"“u(o); u"(mﬂg_%(1,())_@}2‘4_2}“(@:o;

4 (2.4.5)

2r<e<2r; 0<9<2x

Como el potencial efectivo (2.4.4b) es par, existen dos grupos diferentes de
soluciones, las soluciones pares para las cuales u(—(o) = u((p), correspondientes a
los estados singlete y las soluciones impares para las cuales u(-¢)=-u(9p),
correspondientes a los estados triplete. Para los estados singlete, se puede
agregar la siguiente condicién periédica u(goiZn):(—l)M u((o), la cual permite
considerar el problema de valores propios (2.4.5) solamente dentro de la region
0<@<2r con las condiciones de frontera u'(O)zu’(27z)=0. Soluciones de este

problema, son las funciones de onda u((o) =Upm ((0) y las energias, £ = E(M,m)

que dependen de dos nimeros cuanticos, el momento angular del centro de masa
M y el momento angular relativo m . Para resolver este problema en los calculos
realizados se ha usado el método de barrido trigonomeétrico.

En la Figura 20 se presentan los resultados del calculo de la energia de algunos
de los niveles mas bajos para los estados singlete de dos electrones E (M ,m) en
funcién del radio interno del anillo R, para dos alturas diferentes d y dos anchos

diferentes R, —R,. Teniendo en cuenta que para pequenos valores del radio del

anillo la energia de dos electrones se incrementa bruscamente, para evitar en los
graficos los saltos en la Figura 20 se ha utilizado la energia normalizada definida

M,m)=[E(M,m)-2E,(1,0)]-R;, donde R,=(R;+R,)/2 es el radio
promedio del anillo. En la Figura 20 se presentan las energias normalizadas de
algunos estados mas bajos como una funcion del radio interior R, cuando se fijan

como E, . (

la altura d y el ancho R,—R; de los anillos cuanticos, en el primer caso (Figura

20(a)) ambos son iguales a 2nm y en el segundo caso presentado en la Figura
20(b) a 4nm y Snm respectivamente. En ambos casos el nivel del estado base
siempre esta separado de los otros niveles mas bajos independientemente del
radio de los anillos cuanticos y para los otros niveles mas bajos se observan
cruces de las curvas que estan relacionados con la fuerte interaccion electron-
electron.

Los cruces y el ordenamiento de los niveles se hacen mas notables cuando se
disminuyen la altura y el ancho de los anillos cuanticos. En la Figura 20(a) se
puede observar que para pequenos radios de los anillos cuanticos los niveles con
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el mismo valor de M y diferentes valores de m son degenerados porque la
rotacion relativa, en este caso, no da ninguna contribucion a la energia del
sistema de dos electrones. Por el contrario, para radios grandes, la contribucion
de la rotacion del centro de masa no es significativa y por consiguiente los niveles

con diferentes valores de M y los mismos valores de m tienden a los mismos
valores de la energia total.

Figura 20. Energias normalizadas de la interaccién electrén-electrén como una
funcion del radio interior del anillo cudntico R, para algunos estados singlete mads
bajos en anillos cuanticos con altura d y dos diferentes valores del ancho R, — R, .

La notacion (M ,m) es usada para los niveles de energia E (M ,m).
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En la Figura 20(a) las curvas pueden dividirse en dos grupos, las inferiores que
tienen un minimo y las superiores que tienen un maximo. La minima posiciéon se
atribuye a los efectos de desbordamiento de la funcion de onda en la regiéon del
nucleo repulsivo mientras que la maxima posicion puede atribuirse al
desbordamiento en la region exterior.

Cuando el espesor y el ancho del anillo tienden a cero la funcién de onda se
desborda dentro del nucleo central positivo y en la regiéon de la barrera se
produce esencialmente un cambio adicional en el orden de los niveles y en los

cruces de las curvas de las energias de los dos electrones como una funcién del
radio, ancho y espesor.

Figura 21. Energias normalizadas de la interaccion electrén-electrén como una
funcion de la altura del anillo cudntico para algunos estados bajos para dos
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valores diferentes de anchos y radios de un anillo cudntico. La notacion (M ,m) se

usa para los niveles de energia E (M m)

30 " : 1 : 1 : B

*n %2
(M,m) /(Ry a£ )
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o
1

norm

E
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En la Figura 21 se muestran las curvas de las energias de dos electrones en un
anillo cuantico como funcién de la altura d. Una disminucion de d produce un
aumento de los niveles de un electron y un aumento de la probabilidad de
tunelamiiento en el nucleo repulsivo central disminuyendo el valor medio de la
separacion de los electrones. Ademas se ve que las curvas con M +m =6 tienen
un maximo que se atribuye al desbordamiento de la funcién de onda en direccion
lateral dentro de la region exterior a la barrera.

2.5 DOS ELECTRONES EN ANILLOS CUANTICOS
ACOPLADOS [40,49]

En esta seccion se considera un modelo de dos anillos unidimensionales
idénticos, coaxiales y paralelos inmersos en un campo magnético homogéneo
externo B=Bz, aplicado a lo largo del eje de los anillos Teniendo en cuenta que
R es el radio de los anillos y d la separacion espacial entre los anillos a los largo
de la direccion z, se introduce el parametro adimensional f=d/R. Para

comparar los resultados obtenidos con los usados en la Referencia [18], se
utilizan las mismas unidades de longitud, energia e intensidad de campo

magnético, es decir, el radio efectivo de Bohr a; =h’c/m'é*, el Rydberg efectivo
R; =m'e* /2h%e? y el primer nivel de energia de Landau ;/:eBh/Zm*cR; para el

caso limite cuando f — 0 los dos anillos se fusionan en uno solo.

Para resolver exactamente el problema de dos electrones separados espacialmente
en dos anillos cuanticos unidimensionales acoplados verticalmente se usa el
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método de barrido trigonométrico. En el estudio de este sistema se encuentran y
se discuten los cruces de los niveles de energia en el espectro del sistema,
producidos por la variacién del radio de los anillos, la separacion entre ellos y la
intensidad del campo magnético aplicado en direccion del eje.

El Hamiltoniano adimensional normalizado H°= HR?en la presencia del campo
magnético homogéneo esta dado por

Ay _a_z_iszi + L2 Up-p); Ul -0y =2R/ 4se P~ 21 g (2.5.1)
i O 0P, 2 2

1 1

En el Hamiltoniano (2.5.1), los valores propios correspondientes a las energias
normalizadas de dos electrones, E (energias E multiplicadas por el cuadrado del
radio del anillo, E = ER?), se pueden encontrar exactamente usando la coordenada
del centro de masa 6= ((o1 + o, )/ 2 y la coordenada relativa ¢ = ¢, —¢,. En estas
coordenadas el Hamiltoniano (2.5.1) se puede separar en dos partes
independientes H,y H,:

1 d? d d?
Ho=fo+Ho+y*R*)2; Ho=—-" _iyR>?—:; Ho=—2—"_+U 2.5.2
o+ Ho+ 7R/ =T TR g 10 (@) ( )

Esta separacion del Hamiltoniano (2.5.2) permite escribir la energia normalizada
en la forma Eo I%’+I%’+72R4 /2 , donde luff’ y E’f’ son las energias normalizadas

del centro de masa y de las rotaciones relativas, que son valores propios de los
operadores H.y H,, respectivamente.

Los valores propios del operador H, estan dados por: E,(M)=0.5M?+y MR*> siendo
M =0,£1,+2,K el momento angular del centro de masa y los valores propios del
operador H, solamente se pueden encontrar resolviendo numéricamente la
ecuacion de onda unidimensional

d2
20D U1, ()= Boms) £ (0 253

en la region de [-27,2z], con condiciones de frontera periédicas f,,(0)=(-1)" f,,(27).
Los numeros cuanticos m=0,£1+2,K definen el momento angular relativo de los
dos electrones y s=+ la paridad de la solucién de la ecuacion (2.5.3).
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Figura 22. Energias totales normalizadas E(M,m,s) de dos electrones contra el
radio R en anillos cudnticos verticalmente acoplados para diferentes razones f

entre la distancia y el radio de los anillos 0.001, 1 y 10. Las lineas continuas son
estados singlete y las lineas interrumpidas son estados triplete.
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Las soluciones pares (s =+) corresponden a los estados singlete y las soluciones
impares (s =-) corresponden a los estados triplete. El espectro electronico del

sistema de dos electrones esta compuesto por el conjunto de estados E(M ,m,s)
dados por tres numeros cuanticos M,m,s. En el trabajo numérico realizado se

us6 el método de barrido trigonométrico a fin de solucionar el problema de
valores propios con condiciones de frontera periodicas.
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En la Figura 22 se puede observar una notable evolucion de las energias
dependientes del radio del anillo con el aumento de la separacion entre los
anillos, cuando la razén [ varia desde el valor mas pequeno 0,001 (curvas

superiores) a un mayor valor 10 (curvas inferiores).

Cuando el radio de los anillos es muy pequenio o la distancia entre los anillos es
muy grande la contribucion de la energia de Coulomb llega a ser despreciable y
los valores propios exactos del Hamiltoniano (2.5.1) corresponden a las energias
normalizadas, de dos rotores rigidos desacoplados, dadas por la formula

E(M,m,s)=0.5(M*+m*) (2.5.4)

La correspondencia completa entre la notacion corta y el conjunto de nimeros
cuanticos (M ,m, s) esta dada en la Tabla 5.

En la misma tabla se comparan los resultados para la razén £ =0.001 pequena,

con los obtenidos previamente en la Referencia [18] para dos electrones en un
solo anillo unidimensional. Se puede observar una excelente concordancia entre
los dos conjuntos de resultados para dos radios diferentes de los anillos.

En la Figura 22 se puede apreciar que las energias satisfacen esta relacion para
R — 0 y para todos los valores de B tanto para los estados singlete como para los
estados triplete. Cuando los radios de los anillos aumentan la contribucion de la
energia de Coulomb crece y no se pueden observar las intersecciones de los
niveles mas altos con el mismo o diferente espin inducido por la interaccion
electron- electron.

El niimero de intersecciones decrece sustancialmente con el aumento de la razon
[ y cuando el valor de [ es muy grande las curvas de las energias dependientes

del radio del anillo llegan a ser casi horizontales y degeneradas con respecto a la
orientacion del espin.

La dependencia de las energias de dos electrones con respecto a la distancia entre
los anillos unidimensionales verticalmente acoplados se presentan en la Figura

23 para anillos de radios la,* y 5a,*. Se puede observar que el espectro del

sistema se transforma substancialmente en uno tipico para un par de rotores
rigidos desacoplados descritos por la relacién 2.5.4.
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En la Figura 24 se muestra la dependencia de algunas energias normalizadas

E(i M ,m,s) con |M | <2 respecto de la intensidad del campo magnético para un

radio de los anillos R =1g,* y separacion entre los anillos d =0.1a, *. Se puede

ver que la presencia del campo magnético proporciona una separacion de los
niveles de energia cuyo momento angular M tiene signos diferentes.

Tabla 5. Energia exacta de los niveles E(M ,m,s) de dos electrones para anillos
acoplados verticalmente [ =0.001 (resultados obtenidos) y para un solo anillo

(segtin Referencia 18).

R=1la,* R=4ay*

Resultados| Referencia |Resultados| Referencia

obtenidos [18] obtenidos [18]
a | £(0,0,0) 1.72 1.73 5.18 5.18
b | E(LLI) 2.23 2.23 5.68 5.68
c | £(0,2)) 3.61 3.62 7.92 7.92
d | £(2,0,0) 3.72 3.73 7.18 7.18
e | E(1,1,0) 4.06 4.12 8.41 8.42
f | E(22)) 5.62 5.62 9.92 9.92
g | E(0,2,0) 6.22 6.23 11.40 11.40
h | EG.L)) 6.33 6.38 9.68 9.68
i | EQ3.0) 6.88 6.88 11.90 11.90
j | E(3.1,0) 8.06 8.11 12.41 12.41
k | £(2,2,0) 8.22 8.38 13.40 13.40
1 | E(0,41) 10.08 10.08 15.71 15.71
m | £(4,0,0) 9.72 9.73 13.18 13.18
n | E(13,0) 10.24 10.57 16.19 16.21
o | E(33)1) 10.88 10.88 15.90 15.90
p | E(42.]1) 11.62 11.62 15.92 15.92

Para intensidades de campos magnéticos grandes, la separacion inducida por el
término paramagnético en el Hamiltoniano (2.5.2) es mas significativa.
Generalmente, el comportamiento de las curvas esta definido por una fuerte
competencia entre las contribuciones a la energia total dada por los términos
diamagnético y paramagnético en el Hamiltoniano (2.5.2).
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La transformacion del espectro de energia de un sistema tipico con interaccion
fuerte de Coulomb (cuando la distancia entre los anillos es pequena) a otro
sistema tipico para dos rotores rigidos independientes (cuando la distancia entre
los anillos es grande) produce las intersecciones entre las diferentes curvas
observadas en la Figura 23.

Figura 23. Energia total normalizada E(M,m,s) de dos electrones contra la
distancia d entre anillos acoplados verticalmente con dos radios diferentes R=1a,*
(curvas superiores) y R=5a,* (curvas inferiores).
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La contribucion del término paramagnético depende linealmente de la intensidad
del campo magnético mientras que la dependencia del término diamagnético
depende del cuadrado del campo magnético. Por consiguiente, cuando la
intensidad del campo magnético es pequena la contribucion del término
paramagnético es predominante y para intensidades de campos magnéticos
grandes el término diamagnético llega ser mas importante.

Por esta razon, las curvas comienzan casi lineales con pendiente positiva (M >0)
o pendiente negativa (M <0) transformandose en parabdlica para grandes campos
magnéticos. Ademas, se puede notar que la dependencia del campo magnético del

83



ESPECTRO ENERGETICO DE DOS PARTICULAS

nivel de energia mas bajo muestra un comportamiento oscilatorio con periodo
y=1.0.

Para intensidades de campo magnético menores que 0.5 la energia del estado
base corresponde al nivel singlete E(0,0,0). Cuando la intensidad del campo
magnético se hace mayor que 0.5 el estado base se transforma en el nivel triplete
E(— 1,1,1). Dentro del intervalo de campo magnético (I1<y<1.5) este nivel
permanece como el estado base. Ademas, cuando el campo magnético excede el
valor de 1.5 el estado base se transforma en el nivel singlete E (— 2,0,0), etc. Este

comportamiento oscilatorio se mantiene para diferentes valores del radio de los
anillos y de la separacion entre ellos. Es evidente que el numero cuantico M del
nivel del estado base aumenta con el incremento de la intensidad del campo
magneético y las posiciones de los minimos en las curvas del nivel del estado base
aumenta con el incremento de la intensidad del campo magnético y las posiciones
de los minimos en las curves de la oscilacion magnética corresponden a

7=M/R’ y el periodo de oscilacién es igual a 1/R” .

Figura 24. Energias normalizadas E(iM ,m,s) contra la intensidad del campo
magnético y para dos electrones en anillos verticalmente acoplados de radios

R=1la,* y separacién entre ellos d =0.1a, *.

E(M,m,s) (Ry* a *)

Las oscilaciones magnéticas no sufren ningin cambio cuando los radios de los
anillos son modificados. Esto es debido a la interaccion de Coulomb entre dos
electrones en anillos unidimensionales la cual es responsable de los efectos
cuanticos de tamano.
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3. ESTADOS LIGADOS DE UNO Y DOS
ELECTRONES EN PRESENCIA DE CARGAS
POSITIVAS

Los portadores de carga atrapados en puntos cuanticos comunmente pueden
tener uno de dos posibles origenes, o son formados como resultado de la
ionizacion de una impureza (donadora en el caso de electron y aceptadora en el
caso de hueco) o como resultado de la transicion de un electron desde la banda
de valencia hacia la banda de conduccion (termalizacion o fotoefécto). En ambos
casos en el proceso de formacion de los portadores de carga simultaneamente
aparece otra carga de signo opuesto, con una sola diferencia, en el primer caso la
carga con signo contrario tiene una posicion fija, y en el segundo ambas cargas
son movibles. En la etapa inicial de la formacién de los portadores de carga estas
dos cargas de signos opuestos pueden formar temporalmente unos estados
ligados muy similares a los que tiene el atomo de hidrogeno. A diferencia del
atomo de hidrogeno estos estados ligados son muy poco profundos (tienen una
energia de enlace centenares de veces menor que el atomo de hidrogeno) debido a
la pequena masa efectiva de los portadores de carga y al muy fuerte
apantallamento de la atraccion Coulombiana. Existen diferentes maneras para
ligar los portadores de carga con cargas opuestas formando unos complejos en
los cuales participan una particula (donadoras y aceptadoras neutras), dos
particulas (exciton, donadora cargada negativamente), tres particulas (triones),
cuatro (biexcitones), etc. En este capitulo se analizan los diferentes tipos de
estados ligados que pueden formar los portadores de carga con unas cargas
eléctricas de signo opuesto dentro de puntos cuanticos auto-ensamblados,
aplicando las mismas técnicas que en el capitulo anterior (la aproximacion
adiabatica y el método de dimension fractal),

Para ilustrar la eficiencia de nuestra técnica consideremos tres tipos de

complejos: una donadora neutra DO, formada por un electron y un i6n
positivamente cargado (en los parrafos 3.2 y 3.5), una donadora cargada

negativamente D , formada por un ién y dos electrones (en los parrafos 3.3y 3.5
) y un trion, formado por un hueco y dos electrones (en el parrafo 3.4). Los
resultados de la investigacion presentados en este capitulo fueron publicados en
los articulos [44, 45, 46, 47, 48].

La técnica de dimension fractal por primera vez fue utilizada para analizar las
donadoras confinadas en las heterojunturas semiconductoras en las
publicaciones [64, 117] y para excitones en el articulo [36]. Se inicia con una
explicacion del esquema general del método.
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3.1 METODO DE DIMENSION FRACTAL IMPUREZAS PARA
DONADORAS CONFINADAS EN HETEROJUNTURAS
SEMICONDUCTORAS

Este esquema se explica considerando un ejemplo de una donadora D confinada
en una heterojuntura semiconductora con un potencial de confinamiento V(r).
Se puede imaginar que esta donadora se formé como resultado de la captura de
un segundo electron que de manera “vagabunda” se acerco a esta donadora y por

eso el D es un i6n con la carga +e que logra mantener simultaneamente a dos
electrones con las cargas —e. El Hamiltoniano adimensional de este sistema esta
dado por:

1€r:Flo(rl,z:1)+1510(r2,z=1)+ri (3.1.1)
12
ﬁo(ri,z)=—v?+V(ri)—|r2—i; i=1,2 (3.1.2)
i

El Hamiltoniano uni-particular (3.1.2) describe al electron libre cuando el

parametro Z es igual a cero y para la donadora neutra D, cuando el parametro Z
es igual a uno. En las formulas (3.1.1) y (3.1.2) se utilizaron las siguientes

notaciones: { y r, = (p,.,zl. ), (i = 1,2) designan los vectores 3D para el i6n y para las
posiciones de los electrones 1y 2 respectivamente.

donde

7, =|r1—r2| es la separacion entre los dos electrones. Denotando por fo(r) la

La interaccion de los dos electrones esta dada por el término 2/r,,

funcién de onda del estado base para un electron libre, por ¥, (r) la funcion de

onda de una donadora neutra y por ‘{’D,(rl,r2) la funcion de onda de la

donadora cargada negativamente, las ecuaciones de Schrédinger para el electron,
la donadora neutra y la donadora cargada negativamente, se pueden expresar
mediante:

Hy(r,Z=0)fy(r)=Eof (1) (3.1.3)
Hy(r,Z=1)¥ 0 (r)= E(D°)¥ 0 (r) (3.1.4)
ﬁ‘I’D,(rl,rz):E(D_)‘PD,(rl,rz) (3.1.5)
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Aqui y en adelante se asume que la energia del estado base del electron libre £, y
la funcién de onda f (r)correspondiente son conocidas. El objetivo del método de
dimension fractal consiste en encontrar las energias de los estados base de la

donadora neutra, £ (DO) y de la donadora cargada negativamente E (Df).

Cuando una heteroestructura tiene una simetria particular, por ejemplo, axial
como en los QWs y QWWs cilindricos o QDs esféricos, el Hamiltoniano FIO (r,0)

es completamente separable y el problema tri-dimensional (3.1.3) se puede
reducir a un problema unidimensional de valores propios, el cual posteriormente,
se puede resolver exactamente usando uno de los procedimientos numéricos bien
conocidos o analiticamente. Por el contrario las ecuaciones (3.1.4) y (3.1.5) no son
completamente separables y debe usarse algin método de aproximacion para
resolverlos.

Para resolver el problema de valores propios (3.1.4) se busca la funcion de onda
para los estados S de la donadora DO en la siguiente forma:

¥ (1) = £y (1) 0 (e =) .1.6)

donde la funcién envolvente ® ., que describe la modificacion de la distribucion

de la probabilidad electronica producida por la atraccion de Coulomb, tiene
simetria esférica y solamente depende de la distancia ion-electron|r-¢ . Usando el

principio variacional en la forma:

F[®]=(f,® 0| Hy — E| fo® ) — min (3.1.7)
y transfiriendo el origen de coordenadas a la posicion del ion, la ecuacion de

Schrodinger (3.1.4) se escribe como un problema variacional para el siguiente
funcional:

F[‘DDJ=TJ(V){[CI%—°(F)T—3®Doz(r)+(E0—E)c1>Dg2(r) dr — min; M:o (3.1.8)

0 dr

DO

En (3.1.8) §/6® denota la derivada funcional y J (r)en el caso general esta dado

por:

87



ESTADOS LIGADOS DE UNO Y DOS ELECTRONES EN PRESENCIA DE CARGAS POSITIVAS

1

J(r)=4r rzP(r); P(r)= o

[ 75 (e +8)5(Jel-7) (3.1.9)

Si se asume, por ejemplo, que la funciéon de onda f, (r) y el vector posicion del

ion { estan dados en coordenadas cartesianas f;(r)= fy(x,»,z) y §= {;x,g ,é’z}

entonces la expresion explicita para esta funcion es:

2 V4
P(F)Zi j dgojsin&’d@foz (rsin@cosgp—i—é’x,rsinﬁsin¢+§ ,rcos0+{;z) (3.1.10)
0 0

De la ecuacion (3.1.9) se ve que J (r) esta relacionado con la densidad de carga

para el estado base del electron libre P(r) , promediada sobre la esfera, de radio

r, centrada en el lugar del i6n. Al calcular la derivada funcional propuesta en la
ecuacion (3.1.8), se obtiene la siguiente ecuacion unidimensional de Euler-

Lagrange para la funcion @ ,, (r) :

_J(lr)%{;(,)%cpw (r)}_chDo (r){E(DO)—EO}cDDO (r) (3.1.11)

r

La ecuacion de onda renormalizada (3.1.11) describe un atomo hidrogenoide en
un espacio efectivo donde el Jacobiano J (r) es la parte radial del elemento de
volumen. Tal interpretaciéon para esta ecuacion surge de la propiedad de

ortogonalidad de las funciones propias q)glo) (r) de la ecuacion autoconjugada

(3.1.11) para los diferentes estados S:

o) (r)ol) (1) (r)dr =[0U) (r) @) (r)av =6, (3.1.12)

D’ D’

oS e—8

Aqui, dV =J (r)dr representa el elemento de volumen infinitesimal del espacio

efectivo y por consiguiente J(r) se puede considerar como el area de la superficie
de la frontera de una corteza esférica de radios r y r+dr. Por ejemplo, para
espacios homogéneos en una, dos y tres dimensiones, la funcién J (r) es igual a

1, 2zry 4rxr®, respectivamente. Si la dependencia de J (r) sobre r fuera una ley
de potencia, por ejemplo, J (r): Cr”", entonces la ecuacién (3.1.11) coincidira con
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la ecuacion de Schrodinger para los estados S de un atomo hidrogenoide en el
espacio efectivo de D-dimensiones, siendo D un numero entero o un fraccionario.

En las heteroestructuras la funcién J (r) no depende de la ley de potencia sobre

la separacion electron-ion r porque la presencia del factorP(r), y la ecuacion

(3.1.11) puede considerarse como una ecuacion de onda para un atomo
hidrogenoide en un espacio isotropico y no homogéneo con dimensiéon fraccional
variable que depende de la distancia electréon-ién r (esto se denomina dimensién
fractal).

El esquema de aplicacion del método (llamado en esta tesis Dimension Fractal) es
muy simple y consiste en tres pasos. En el primer paso se resuelve la ecuacion de
onda para el electréon confinado en la heteroestructura (3.1.3), usando el método
de separacion de variables, como en los casos de QW, QWW, SQD, SL, etc. 0 la
aproximacion adiabatica en el caso de puntos cuanticos auto-ensamblados
aplicada en esta tesis. En el segundo paso se calculan los valores de la funcion
(3.1.9) sobre una malla y se definen sus valores en otros puntos a través de la
interpolacion con splines cubicos. Y finalmente, empleando cualquier
procedimiento numérico (el utilizado fue el MBT), se resuelve la ecuacion de onda
unidimensional (3.1.11) y se encuentra funciéon de onda de la donadora definida
por medio de la relacion (3.1.6).

El método anterior se puede extender para analizar el estado base de una
donadora cargada negativamente escogiendo la funcion de prueba en la siguiente
forma:

¥y (112) = fo (1) fo (12) @ - (I =8 rs =77, (3.1.13)

9

donde la funcién envolvente @ ,- toma en cuenta el efecto de correlacion entre los

electrones dentro de la heteroestructura, producido por la interaccion de
Coulomb. Para derivar la ecuacion diferencial para esta funciéon se usa el
principio variacional en la forma:

SF|®, |

so. F[QD*}:VO@M)(Z)%—‘H—E(D_)‘ﬁ)(l)ﬁ)(2)<l>g> (3.1.14)

con el Hamiltoniano definido por la relacion (3.1.1). Para obtener la expresion
explicita para el funcional anterior se puede tener en cuenta que solamente los
dos primeros factores del miembro de la derecha de la ecuaciéon (3.1.13) son
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funcion de los angulos para los estados S de la donadora y por tanto se puede
integrar sobre ellos inmediatamente.

Usando un procedimiento similar al descrito anteriormente par el DO y
designando por 7, 7, las separaciones i6n-electrones y por 7, la distancia entre
los dos electrones se obtiene la siguiente ecuacion de Euler-Lagrange para
D, (r,75,7,) en el marco de referencia con el origen situado en la posicién del

ion {:

2 2 2

) Vi P(r)V,@, |+ (____+_]®D‘:|:E(D)_2Eo:|CDD— (3.1.15)

h n np

112

Esta ecuacion describe el ion H™ en un espacio isotropico efectivo con dimension
fractal definida la cual se puede resorlver usando un método exacto elaborado
previamente para el problema de dos particulas en un campo central. Para
estimar la energia del estado base D~ se usa como funcién de prueba
triparamétrica de Hylleraas [3]:

(DD,(rl,rz,rlz):e_as(l—i-ﬂtz+77u), (3.1.16)

donde a, B y n son parametros variacionalesy s=r +r,, t=r,—r,, u=r, son
las coordenadas de Hylleraas.

Usando el procedimiento bien conocido de calculo de integrales multiples en

coordenadas de Hylleraas [3] se obtiene la siguiente expresion explicita para la
variacion de energia como una funcién de los parametros o, fy n:

sl 5
el e

E(D ,a,B.n)=2E, +2a* + (3.1.17)

donde
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( t)

=2s —t[(s —t )(1+,8t ) +4p8ns’t’ +2anst’ 1+ﬂt J+
PYosan a5l 0} +( - Yag ¢ 20l )
2?77(33—t3)[4ﬂt2+2s(4+a)(l+ﬂt2)—77(s2—tz)—nzs(s4_t4)(a+2) (3.1.18)

o)

2

R (s,1)=(s’ —fz{%(sz — N1+ pe*) Jrz?n(s3 —13)(1+,Bzz)+77T

La energia variacional E(D’) del estado base del D  se puede encontrar
minimizando la expresion (3.1.17) con respecto a los parametros «, Sy n:

E(D’)z min E(D aﬂn) (3.1.19)

a,p, I]e(O 1

3.2 DONADORA NEUTRA EN UN PUNTO CUANTICO CON
SIMETRIA AXIAL [46, 47]

Las energia de enlace de la donadora neutra E, (DO) dentro de un punto cuantico
con simetria axial tal como disco, anillo, lente y cono, se define como:

E,,(DO)=E(@‘)—E(D°); (3.2.1)

En la Figura 25 se muestran las energias de enlace del estado base del Do©
localizado en medio del eje a la mitad de la altura (&, =0, &, =0.5d,) dependientes

del radio de la base de discos, lentes y piramides cuanticas con alturas d, de
2nm y 4nm.

Las energias de enlace presentadas en esta figura se pueden comparar con los

correspondientes valores de la energia de enlace del D’ en un bloque 3D, 1Ry* y
en un bloque 2D, 4Ry* [65].

Cuando el radio del punto cuantico es muy grande las estructuras se pueden
considerar como sistemas casi bidimensionales con un confinamiento fuerte pero
incompleto en la direccion z debido a los valores finitos del espesor y de la altura
de la barrera. Esta es la razén por la que todas las curvas para la energia de
enlace en la Figura 25 tienden a un valor constante, un poco por debajo de 4Ry*.
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Comparando las curvas de la energia de enlace para diferentes estructuras se
puede ver que en la region donde los radios de la base son grandes, la energia
maxima de enlace se presenta en el cono y la energia de enlace mas pequena se

presenta en el disco.

Esto es debido al hecho que el mayor confinamiento en la direccion radial se
produce en el cono, seguido de la lente y del disco, en el cual se produce el menor

confinamiento.

Figura 25. Energia de enlace del estado base de una donadora localizada en medio
del eje de un disco, una lente y un cono en funcién de la base del radio R,. Las

lineas continuas corresponden a estructuras con altura mdxima del punto cudntico
de 2nm y las lineas a trazos con altura mdxima del punto cudntico de 4nm.
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Cuando los radios de los puntos cuanticos decrecen, las energias de enlace de las
donadoras inicialmente crecen, hasta el momento en que la funciéon de onda del
electron empieza a desbordar dentro de la region de la barrera (con mayor
probabilidad hacia arriba y hacia abajo), produciéndose un aumento en la
separacion entre el electron y la donadora y una disminucion de la energia de

enlace.

En el limite cuando el radio del punto cuantico tiende a cero las donadoras
restauran completamente su caracter tridimensional y la energia de enlace de la
donadora neutra DO para todas las curvas tiende a su correspondiente valor en
un bloque tridimensional, 1Ry*. Ademas, se puede comparar el valor de la
maxima energia de enlace en la Figura 25 para puntos cuanticos de diferentes
formas con el valor maximo de la energia de enlace encontrado anteriormente
para una donadora centrada en un punto cuantico esférico, 8.13Ry* [69].
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Se ve que este valor en las estructuras casi-bidimensionales, en general, es
menor que en un punto cuantico esférico, y solo en un disco con grosor de 4nm
la energia de enlace en el pico se acerca al valor correspondiente en el punto
cuantico esférico.

Comparando las curvas para las diferentes estructuras se puede ver en esta
region que el efecto de desbordamiento de las funciones de onda en la region de la
barrera debido al decrecimiento del radio del punto cuantico, ocurre primero en el
cono, seguido de la lente y después en el disco. Como resultado, los cruces y la
inversion del orden de las energias de enlace con el decrecimiento del radio de la
base se pueden observar en las Figura 25.

A fin de estudiar el efecto de la posicion de la donadora sobre la energia de enlace
del estado base calculamos las energias de enlace del centro DO localizado en
diferentes lugares de los puntos cuanticos con seis formas geomeétricas diferentes.
Los resultados del calculo se muestran en forma de curvas en las Figuras 26 y 27
y en forma de lineas de niveles en la Figura 28.

Primero, se realiza el calculo numeérico de las energias de enlace de las donadoras
ubicadas en los puntos con diferentes distancias ép desde el eje y diferentes

distancias £, desde la base de la heteroestructura. En la Figura 26 se presentan

los resultados del calculo de las energias de enlace de las donadoras ubicadas
sobre el plano de la base en funcion de la distancia desde su punto de ubicacion
hasta el eje para los puntos cuanticos de diferentes formas y con parametros
geomeétricos similares.

Como se puede ver, las energias de enlace en el cono, la lente y el disco decrecen
cuando la donadora se desplaza desde el eje. Esto se debe al hecho que en estas
estructuras el movimiento del electron esta restringido principalmente cerca del
eje independientemente de la posicion de la donadora y por eso la separacion
electron-donadora se incrementa cuando la donadora se desplaza desde el eje.

Es interesante anotar que la mayor energia de enlace para la posicion de la
donadora en las proximidades del eje (£, — 0) corresponde al cono, seguido de la

lente, el cono truncado y el disco, mientras que para la posicion de la donadora
lejos del eje este orden se invierte.

A fin de entender el cruce de las curvas se puede tener en cuenta que el mayor
confinamiento se da para el cono seguido de la lente, el cono truncado y el disco.
Por consiguiente, la separacion entre la donadora y el electron es mas pequena en
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el cono, cuando la donadora se localiza préoxima al eje e inversamente esta
separacion es mas grande en el cono cuando en esta estructura la donadora se
localiza lejos del eje.

También se puede ver que todas las curvas tienen el cruce en el mismo punto
cuando la distancia de la donadora al eje es aproximadamente igual al radio de
Bohr efectivo =10mnm  Esto significa que la separacion promedio electron-
donadora para esta posicion particular es similar en todas las estructuras y
depende muy débilmente de la geometria del punto cuantico.

Figura 26. Energias de enlace del D', localizado sobre la base de los puntos
cudnticos auto-ensamblados de diferentes formas como una funcién de la distancia
desde su eje.
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Ademas de la Figura 26 se puede ver que el comportamiento de las curvas para
los anillos es diferente al de otras estructuras. Cuando la donadora esta
localizada cerca del eje la energia de enlace es muy pequefia debido a la gran
separacion entre la donadora y el electron, el cual se sittia principalmente dentro
del anillo cerca del centro del pozo.

Cuando la donadora sigue desplazandose mas adelante en la direccion de la
barrera exterior la energia de enlace empieza a caer bastante rapido ya que
separacion entre electron y la donadora vuelve a crecer.

En Figura 27 se muestran las energias de enlace de las donadoras con diferentes
distancias &, desde la base de una piramide coénica en funcién de la distancia

fp. De estas figuras se ve que las energias de enlace del centro D’ aumentan

cuando la donadora se aparta de la base pero estas disminuyen a medida que
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empieza a crecer la distancia entre la posicion de la donadora y el eje &,. Esto es

debido al hecho que el confinamiento en la parte superior del cono, cerca del eje,
es mas fuerte que en la region cercana a la base y por consiguiente cuando la
donadora se mueve hacia la parte superior del cono la separacion entre los
electrones y la donadora decrece.

Por otro lado, cuando la donadora D° se desplaza desde el eje, la separacién
entre el electron y el ion aumenta y la energia de enlace para grandes valores de
$,, independientemente de la distancia ¢, desde la base, llega a ser

aproximadamente igual a 2/¢, (en unidades de Ry*), que corresponde a la
energia de Coulomb de dos cargas puntuales con separacion ¢&,. Esta es la razon
por la que todas las curvas, para grandes valores de ¢, y diferente &, coinciden
(Figura 27).

Figura 27. Energias de enlace del D' en un cono como una funcién de la
distancia desde el eje para diferentes valores de ¢, .
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Para facilitar la interpretaciéon de los resultados del calculo para el centro D’
descentrado, en la Figura 28 se muestran los graficos de contorno, los cuales
corresponden a las lineas de nivel de las energias de enlace del centro D°, con
diferentes posiciones a lo largo de la seccion transversal en el centro del cono,
lente y disco, perpendiculares a la direccion y.

Las partes sombreadas de las figuras indican la seccion transversal de las
estructuras correspondientes. Se ve la evolucion que sufren las lineas de nivel
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cuando varia la forma del punto cuantico de cono a disco (desde el grafico del
contorno superior al inferior).

A lo largo de la direccion p, las lineas de nivel se vuelven mas extendidas, debido

al decrecimiento del confinamiento cuando la forma de los puntos cuanticos se
cambia de cono a disco.

Figura 28. Grdficas de contorno de las energias de enlace de la donadora neutra
correspondiente a sus diferentes posiciones en el plano a través del eje de simetria
de los puntos cudnticos con diferentes perfiles.
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En la Figura 29 se muestran las energias del estado base de la donadora neutra,
en puntos cuanticos en forma de volcan con diferentes anchos w, en funcion de
la distancia de la posicién de la donadora desde el eje, las cuales son similares a
las energias de enlace de la donadora neutra en los anillos. Inicialmente crecen,
cuando las donadoras se mueven desde el eje al centro del pozo y alcanzan su
maximo valor para la posicion cerca del centro del pozo y después, cuando la

donadora se desplaza hacia el exterior de la barrera, las energias de enlace
comienzan a caer.
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Figura 29. Energias del estado base de la donadora neutra D° como una funcién de
la distancia desde la posicién de la donadora al eje en puntos cudnticos en forma
de volcan con diferentes anchos w .
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En las Figuras 29 y 30 se muestran las energias de enlace de los centros D° con

respecto a las distancias desde sus ejes cuando la donadora se localiza a 2nm
sobre la base de los puntos cuanticos en forma de volcan con diferentes anchos

w y valores fijos del radio R, =30nm y del espesor d, =4nm.

Como se ve en la Figura 29 el aumento del ancho de los volcanes produce una
disminucion de los picos y de sus desplazamientos hacia el eje.

El descenso de los picos se atribuye al decrecimiento del confinamiento con el
aumento del ancho del volcan mientras que el desplazamiento del pico esta
relacionado con el aumento del tunelamiento del electron hacia el eje en los
volcanes mas anchos.

En la Figura 30 se presentan la energia de enlace de una donadora neutra D’ en
funciob de la distancia de su posicion hasta el eje en un punto cuantico de forma
de volcan con el mismo ancho, 10nm y diferentes radios R,, 20, 30 y 40 nm.

Cuando la donadora se mueve desde el eje (&, =0) hasta la posicién situada a
una distancia §, =60 nm desde el €je, se ve que las energias iniciales de enlace
suben hasta alcanzar un maximo cuando ¢, ~R;, Cuando se aumenta ¢ , las

energias de enlace empiezan a caer en picada.
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Figura 30. Energia del estado base de una donadora neutra D° en funcion de la
distancia desde su posicion hasta el eje en un punto cudntico de forma de volcan
con diferentes radios Ro.
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El aumento de R, produce un desplazamiento del pico hacia la derecha. La

posicion del pico en todas las curvas, el cual corresponde a la menor separacion
entre la donadora y el electron, se desplaza ligeramente de la parte superior del
volcan hacia el eje. Esto es debido al hecho que la distribucion de carga dentro
del volcan es asimétrica y la probabilidad de tunelamiento en la region interior es
mayor que en la barrera exterior.

3.3 ENERGIA DE ENLACE DE UNA DONADORA CARGADA
NEGATIVAMENTE EN UN PUNTO CUANTICO CON
SIMETRIA AXIAL [46, 47]

Las energias de enlace de la donadora cargada negativamente E, (D’)se define

comao:

E,(D")=E(D")+Ele )-E(D) (3.3.1)

donde la energias del electr()n,E(e_) y de la donadora E(DO) se calculan en el

marco de la aproximacion adiabatica y de la dimension fractal descritos en el

parrafo 3.1. La energia de la donadora D™, se encuentra utilizando la funciéon de
prueba de Hylleraas con tres parametros y las formulas (3.1.17-3.1.19).
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En la Figura 31 se muestra la energia de enlace del estado base del D localizado
sobre el eje a la mitad de la altura (£, =0, &, =0.5d,) de discos, lentes y piramides

cuanticas con alturas d, de 2nm y 4nm, dependientes del radio de la base R,.

Las energias de enlace presentadas en esta figura se pueden comparar con los
correspondientes valores de la energia de enlace del D en un bloque 3D,
0.055Ry* y en un bloque 2D, 0.511Ry* [65].

Cuando el radio del punto cuantico es muy grande las estructuras se pueden
considerar como sistemas casi bidimensionales con un fuerte pero incompleto
confinamiento en la direccién z debido a que el ancho del espesor no es
exactamente igual a cero y la altura de la barrera no es infinita.

De todas maneras, se puede ver en todas las estructuras para radios grandes de

los puntos cuanticos, que la energia de enlace del D™ tiende a un valor cercano a
0.5Ry* cuando el radio se hace muy grande. En el otro limite, cuando el radio del
punto cuantico tiende a cero, los electrones se desbordan en la barrera y la

configuracion geométrica del D vuelve ser similar al atomo hidrogenoide
tridimensional y la energia de enlace cae bruscamente hasta un valor muy
pequeno igual a un valor alrededor de 0.05Ry* segtin los calculos realizados.

Figura 31. Energia de enlace del estado base de una donadora cargada
negativamente localizada en medio del eje de un disco, una lente y un cono en
funcién del radio de la base Re. Las lineas continuas corresponden a estructuras
con espesor de 2nm y las lineas a trazos a un espesor de 4nm.

E(D) / Ry*

R, (nm)

Comparando las curvas de la energia de enlace para las diferentes estructuras se
puede ver que en la region donde los radios de la base son grandes, la energia
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maxima de enlace se presenta en el cono y la energia de enlace mas pequena se
presenta en el disco. Esto es debido al hecho que el mayor confinamiento en la
direccion radial se produce en el cono, seguido de la lente y del disco, en el cual
se produce el menor confinamiento.

Cuando los radios de los puntos cuanticos decrecen, las energias de enlace de las
donadoras inicialmente crecen, hasta el momento en que la funciéon de onda del
electron empieza a desbordar dentro de la region de la barrera, produciéndose un
aumento en la separacion del electron y la donadora y una disminucion de las
energias de enlace.

En el limite cuando el radio del punto cuantico tiende a cero las donadoras
restauran completamente su caracter tridimensional y las energias de enlace de
la donadora cargada negativamente D tienden a sus correspondientes valores en
un bloque tridimensional.

Comparando las curvas para diferentes estructuras se puede ver que el efecto de
desbordamiento de las funciones de onda en la region de la barrera debido al
decrecimiento del radio del punto cuantico, ocurre primero en el cono, seguido de
la lente y después del disco. Como resultado, los cruces y la inversion del orden
de las energias de enlace con el decrecimiento del radio de la base se pueden
observar en las Figura 31 cuando los radios de los puntos cuanticos son del
orden de un radio de Bohr efectivo.

Como se puede ver en las Figuras 25 y 31, el comportamiento de las curvas de la
energia de enlace dependientes del radio de base es muy similar para ambos tipos
de donadoras. Para los radios pequenos las curvas empiezan desde el valor
correspondiente a la energia de una donadora tridimensional, después empieza a
crecer llegando a un valor maximo y si el radio sigue aumentando, el valor de la
energia vuelve a caer lentamente acercandose a un valor tipico de la energia para
una donadora bidimensional.

Se puede esperar que el valor maximo de las energias de enlace en estas curvas
sirva como una caracteristica para cada geometria. Por ejemplo, como fue
encontrado que en un punto cuantico esférico de GaAs/Gao.7Alo.3 As este valor es
igual a 8.13 Ry* para la donadora neutra D° y 2.4Ry* para la donadora cargada
negativamente D™ [53, 58].

El punto cuantico esférico es una estructura casi-cero-dimensional mientras que
el punto cuantico auto-ensamblado es una estructura casi-bidimensional y es
natural esperar que los valores maximos de las energias de enlace en las
estructuras casi-bidimensionales sean mas bajas. Esto se puede ver con claridad
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en las Figuras 25 y 31 donde solamente en el disco con espesor de 4nm, los picos
de las energias de enlace de la donadora neutra DC y de la donadora cargada
negativamente D™ se aproximan a los valores del punto cuantico esférico.

Con el objeto de estudiar el efecto de la posicion de la donadora sobre la energia
de enlace del estado base, se calcularon las energias de enlace del centro D~
localizado en diferentes lugares de los puntos cuanticos con seis formas
geomeétricas diferentes. Los resultados del calculo se muestran en las Figuras 32
y 33 y en los graficos de contorno de la Figura 34. Primero, se realiz6 el calculo
numeérico de las energias de enlace de las donadoras ubicadas en los puntos con

diferentes distancias ¢, desde el eje y diferentes distancias &, desde la base de la

heteroestructura.

En Figura 32 se presentan los resultados del calculo de las energias de enlace de
las donadoras ubicadas sobre el plano de la base en funcion de la distancia desde
su punto de ubicacion hasta el eje, para los puntos cuanticos de diferentes
formas y con parametros geométricos similares.

Como se puede ver, las energias de enlace en un cono, una lente y un disco
decrecen cuando la donadora se desplaza desde el eje. Esto se debe al hecho que
en estas estructuras el movimiento del electréon esta principalmente restringido
cerca del eje, independientemente de la posicion de la donadora y por eso la
separacion electron-donadora se incrementa cuando la donadora se desplaza
desde el eje.

Figura 32. Energias de enlace de un D~ localizado sobre la base de los puntos
cudnticos auto-ensamblados de diferentes formas en funcion de la distancia desde
el eje.
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En Figura 32 se muestran las energias de enlace de las donadoras con diferentes
distancias &, desde la base de un cono en funcion de la distancia ¢&,,.

Es interesante anotar que la mayor energia de enlace para la posicion de la
donadora en las proximidades del eje (¢, - 0) corresponde al cono, seguido de la

lente, el cono truncado y el disco, mientras que para la posicion de la donadora
lejos del eje este orden se invierte.

A fin de entender el cruce de las curvas se puede tener en cuenta que el mayor
confinamiento se da para el cono seguido de la lente, el cono truncado y el disco.
Por consiguiente, cuando la separacion entre la donadora y el electron es
pequena la donadora se localiza en el cono, préxima al eje e inversamente cuando
esta separacion es grande, en esta estructura, la donadora se localiza lejos del
eje.

También se puede ver que todas las curvas tienen el cruce en el mismo punto
cuando la distancia de la donadora al eje es aproximadamente igual al radio de
Bohr efectivo =10nm. Esto significa que la separacion promedio electron-
donadora para esta posicion particular es similar en todas las estructuras y
depende muy débilmente de la geometria del punto cuantico.

De estas figuras se ve que las energias de enlace del centro D aumentan cuando
la donadora se aparta de la base pero disminuyen a medida que empieza a crecer
la distancia entre la posiciéon de la donadora y el eje. Esto es debido a que el
confinamiento en la parte superior del cono, cerca del eje, es mas fuerte que en la
region cercana a la base y por consiguiente, cuando la donadora se mueve hacia
la parte superior del cono la separacion entre los electrones y la donadora
decrece.

Cuando la donadora D™ se mueve desde el eje, la separacion entre el electron y el
ibn aumenta y la energia de enlace para grandes valores de ¢,,

independientemente de la distancia desde la base ¢,, llega a ser
aproximadamente igual a 2/¢, (en unidades de Ry*), que corresponde a la

energia de Coulomb de dos cargas puntuales con separacion &,. Esta es la razon
por la que todas las curvas, para grandes valores de ¢, y diferente &, coinciden
(Figura 33).
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Figura 33. Energias de enlace del D en un cono en funcién de la distancia desde
el eje para diferentes valores de &_ .
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Para facilitar la interpretacion de los resultados del calculo para el centro D
descentrado, en la Figura 34 se muestran los graficos de contorno, los cuales
corresponden a las lineas de nivel de las energias de enlace del centro D, con
diferentes posiciones a lo largo de la seccion transversal en el centro del cono,
lente y disco, perpendiculares a la direccion y.

Figura 34. Grdficas de contorno de las energias de enlace de la donadora cargada
negativamente correspondiente a sus diferentes posiciones en el plano a través del
eje de simetria de los puntos cudnticos con diferentes perfiles.

@ -
- 0.8 -
| Ehl;nl] . | \ E,D7)
i m Conich Y inlens
* pyramid " \
T 010 \
v _ e —— 1
E o ™, Egl ~, I
E | - ! £ ——48_ N
PR | L .
A[A8TE | il _'_'IJ.F;I.H\'-..\ Y
.{h,.uﬁ .—\r:l_q_ L '“'*,_ ST —y%__xh_,_]___ —
--1"_‘?/’_,. J ‘T T r— S S /,'r .'I | i
’ 10 E ] ] w0y = 1 m ] an
£ (nm) o (nm)
15 16
- AT -
E, D7) : — E D7)
M — in truncated ul "“"-Hx_l. In disk
. conlcal - .
\\ pyranid | — £ S ,
T s A £ R - \
1 T ] B
E® v ~ £V Iy N Ay
Mob—nss :, "L MR TN ™, |
- .u.n__’_:“x‘ “\ x,‘ | M . T b \ \
e e W W TR \ v
=SS T | BE5OY)
e T i i g
P il i ! ] el o T Lt I
o n F 3 40 1} 1 mn ] A
£ ] {2 ()



ESTADOS LIGADOS DE UNO Y DOS ELECTRONES EN PRESENCIA DE CARGAS POSITIVAS

Las partes sombreadas de las figuras indican la seccion transversal de las
estructuras correspondientes. Se ve la evolucion que sufren las lineas de nivel
cuando varia la forma del punto cuantico de cono a disco (desde el grafico del
contorno superior al inferior). A lo largo de la direccion p, las lineas de nivel se

vuelven mas extendidas, debido al decrecimiento del confinamiento cuando la
forma de los puntos cuanticos de cambia de cono a disco.

Las Figuras 35 y 36 muestran las curvas de las energias de enlace del centro D~
con respecto a las distancias desde sus ejes cuando la donadora se localiza a
2nm sobre la base de los puntos cuanticos en forma de volcan con diferentes

anchos w y valores fijos del radio R, =30nm y del espesor d, =4nm. Las curvas

de la energia de enlace del estado base de una donadora cargada negativamente
D~ en funcion de la distancia de la posicion de la donadora al eje de los puntos
cuanticos en forma de volcan, mostradas en la Figura 35 son similares a las
curvas de las energias de enlace del estado base de una donadora cargada
negativamente en un punto cuantico en forma de anillo, las energias de enlace
inicialmente crecen cuando las donadoras se mueven desde el eje al centro del
pozo, alcanzando su maximo valor para la posicion cerca del centro del pozo y
después, cuando la donadora se desplaza hacia el exterior de la barrera, las
energias de enlace comienzan a caer.

Figura 35. Energia de enlace del estado base de una donadora cargada

negativamente D~ como una funciéon de la distancia desde la posicion de la
donadora al eje en puntos cudnticos en forma de volcdn con diferentes anchos w .
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Como se ve en la Figura 35 el aumento del ancho de los volcanes produce una
disminucion de los picos y de sus desplazamientos hacia el eje. El descenso de los
picos se atribuye al decrecimiento del confinamiento con el aumento del ancho
del volcan mientras que el desplazamiento del pico esta relacionado con el
aumento del tunelamiento hacia el eje en los volcanes mas anchos.
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En la Figura 36, se presenta una dependencia similar de las energias de enlace
entre los volcanes con 10nm de ancho, y diferentes radios R,, 20, 30 y 40 nm.

Figura 36. Energia de enlace del estado base de una donadora cargada

negativamente D como una funciéon de la distancia desde el eje en puntos
cudnticos de forma de volcan con diferentes radios Ro.
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Cuando la donadora se mueve desde el eje ({, =0) hasta la posicion situada a
una distancia ¢, =60 nm desde el eje, se ve que las energias iniciales de enlace
suben hasta alcanzar un maximo cuando ¢, ~R,, Cuando se aumenta ¢,, las

energias de enlace empiezan a caer en picada. El aumento de R, produce un
desplazamiento del pico hacia la derecha.

La posicion del pico en todas las curvas, el cual corresponde a la menor
separacion entre la donadora y el electron, se desplaza ligeramente de la parte
superior del volcan hacia el eje. Esto es debido al hecho que la distribucion de
carga dentro del volcan es asimétrica y la probabilidad de tunelamiento en la
region interior es mayor que en la barrera exterior.

Con el fin de lograr un mayor entendimiento de las caracteristicas dimensionales
y el efecto de la forma sobre las energias de enlace del los centros D% y D™ en los
puntos cuanticos, en la Figura 37 se presenta el cociente de las energias de

enlace o=FE, (D_ ) / E, (Do)del D™ a la del D% como una funcién del radio de la

base para el cono, la lente y el disco con dos diferentes espesores 2nm y 4nm.
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Figura 37. Cociente o =E, (D’)/ E, (DO) como una funcién del radio de la base en

un cono, una lente y un disco con dos diferentes espesores de 2nm (lineas
continuas) y 4nm (lineas a trazos)
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Para entender mejor el comportamiento de estas curvas se pueden comparar los
datos en estas curvas con los valores obtenidos previamente mediante los
meétodos variacional y Monte Carlo, mostrados en la Tabla 6.

Tabla 6. Energias de enlace de la donadora neutra D° y la donadora cargada
negativamente D™ y los cocientes o = Eb(D’) / E,,(DO) en tres dimensiones 3D, dos

dimensiones 2D y en casi-una-dimension Q1D (modeladas para donadoras en
campos magnético muy fuertes) correspondiente a los mdximos valores en bloque,
en pozos cudnticos QW, en hilos cudnticos cilindricos QWW y en puntos cudnticos
esféricos SQD, con altura de barrera de 40Ry*.

En bloque Heterostructuras con una altura de
E . 9 la barrera de 40 Ry*
nergia QWW QD
donadora 3D 2D Q1D Qw Cilindrico Esférico
7.5 Ry* 2.5 Ry* 5.8 8.1 Ry*
0 * *
5(0") | 1Ry 4Ry 57] 53] Ry*[53] 58]
_ . 0.51 1.5 Ry* 0.32 1.2 Ry* 2.4 Ry*
£,(0) | 0.055Ry Ry*[66] |  [66] Ry*[53] 53] (58]
o 0.055 0.13 0.2 0.13 0.2 0.3
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Para casos no confinados en 3D y 2D, o es igual a 0.055 y 0.13 respectivamente
de acuerdo al trabajo de Louie and Pang [56] (usando el método de Monte Carlo).
En la tercera columna de la tabla (bajo el rétulo Q1D) se presentan los resultados
para las energias de enlace y o obtenidos a través de simulacion del espacio
casi-uni-dimensional aplicando un campo magnético extremadamente fuerte [S7].
El Hamiltoniano para el estado base de una donadora en un fuerte campo
magnético tiene la misma forma que para una donadora en un hilo cilindrico con
confinamiento parabédlico. Por consiguiente, los resultados presentados en la
tercera columna de la tabla se pueden interpretar como tipicos para sistemas
quasi-unidimensionales (Q1D).

Ademas en la Tabla 6 en las tres ultimas columnas se presentan los valores de
E, (D’),E,, (DO) y ¢ para un pozo cuantico QW, un hilo cuantico cilindrico QWW y
un punto cuantico esférico SQD, con una barrera de alrededor de 40Ry* de altura
y con los radios correspondientes al mayor confinamiento posible en estas
estructuras, es decir, a los picos en las curvas de las energias de enlace en
funcioén del radio. En el articulo [58] se demostr6 y esto se puede ver en la Tabla 6
que los valores de ¢ dependen débilmente del cambio de la forma del potencial y

los valores de o, 0.3, 0.2, 0.13 y 0.05 pueden considerarse como tipicos para las
heteroestructuras 0D, 1D, 2D y 3D, respectivamente. De la Figura 37 se puede
ver que el valor limite de o, alrededor de 0.3 para la estructura 0D, también es
valido para todos los puntos cuanticos auto-ensamblados (SAQDs),
independientemente de su forma geométrica. La razon o, para todas las
estructuras, cae abruptamente desde su valor maximo hasta el limite alrededor
de 0.05, para el caso 3D de no confinamiento, cuando el radio de la base tiende a
cero. En el otro limite, cuando el radio se hace grande, ¢ decrece en una forma
monoétona y tiende al limite del bloque 2D.

Otra pregunta muy interesante es ;Como se cambia la dimensionalidad con el
desplazamiento de la donadora desde el centro del punto cuantico hacia la region
periférica? Se pudiera responder a esta pregunta comparando las lineas de
niveles para las energias de enlace del D° y D™ en las diferentes posiciones
presentadas en las Figuras 28 y 34. Se puede ver que en la misma
heteroestructura con el desplazamiento de la donadora hacia la regién periférica
se disminuyen no solo los valores de E, (D’) y de Eb(DO) sino también su cociente

o.

Para asegurarse que durante este desplazamiento el valor o decrece de su valor
tipico para estructuras OD alrededor de 0.3 para donadoras centradas hasta un
valor cercano a 0.2 tipico para estructuras 1D cuando la localizacion de la
donadora se aleja desde el eje. Esto se debe al hecho que el movimiento de los
electrones esta mayormente restringido cerca al eje de simetria,
independientemente de la posicién de la donadora y la configuracion de la orbita
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de los electrones llega a ser mas y mas alargada mientras la donadora se aleja del
eje.

También se puede ver que en todas las estructuras las energias de enlace de los
centros D sobre el eje, son mayores que los valores correspondientes a las

energias de os centros D), localizados en regiones periféricas.

Esto significa que el D] sobre el eje esta ligado mas fuertemente que el D’ en la
periferia y por consiguiente las donadoras neutras D!, localizadas cerca del eje

pueden convertirse, con una probabilidad alta, en un i6n D,, de acuerdo a la

reaccion D), +Dy; — D,, +D}; . Esta reacciéon para dos donadoras en un pozo

on on

cuantico, una localizada en el pozo y otra en la barrera fue analiza en detalle por
Larsen [59]. La energia necesaria para transferir el electron entre donadoras
centradas descentradas separadas por la distancia r es igual a

E,(D.)-E,(D;)-2/r [Ry*].

El ultimo término en esta ecuacion es la energia de interaccion electrostatica del
ion positivo de la periferia y el i6bn negativo sobre el eje D, formados en esta

reaccion. Entre mas pequena sea la diferencia E, (Dgﬁ )—E,, (D‘ ), mas grande es la

on

probabilidad para convertir una donadora neutra sobre el eje en un D".

Figura 38. Graficas de contorno de la diferencia de las energias de enlace de las
donadoras neutras descentradas con diferentes posiciones y las energias de enlace
de las donadoras cargadas negativamente centradas en un plano a través del eje
de simetria de a) el disco y b) el cono. Las partes sombreadas de las figuras
indican las posiciones cuando las donadoras neutras son inestables con respecto a
la transferencia del electrén a la donadora centrada.

0 10 20 30 40 0 10
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En la Figura 38 se presentan las graficas de contorno para estas diferencias,
correspondientes a diferentes posiciones de la donadora descentrada (a) en el
disco y (b) en el cono, cuando la donadora centrada esta localizada en la mitad
del eje de la heteroestructura.

Las partes sombreadas de las figuras indican las regiones donde la diferencia es
negativa y la reaccion correspondiente al electron es exotérmica.

Comparando las figuras (a) y (b) se puede ver que la frontera de esta region en el
cono esta situada considerablemente mas cerca al eje que en el disco. Esto se
debe al hecho que el cono proporciona un confinamiento mas fuerte y el valor de

E ( :ff) en el cono decrece mas rapido cuando la donadora se mueve sobre el eje.

3.4 ESTADO BASE DE UN TRION x- EN UN DISCO
CUANTICO [45]

Para determinar el estado base de un trion X confinado en un disco cuantico de
Ino 55Gap.4sAs/Gao.esAlo.ssAs de altura d y radio R, para el caso tipico en el que
d/R<<1, se uso6 el método de aproximacion adiabatica, el cual permite separar los
movimientos en las direcciones perpendicular y transversal del punto cuantico.
Ademas se tuvo en cuenta que la masa efectiva del hueco en el material de
IngssAlp.asAs es esencialmente mayor que la masa efectiva del electron,
circunstancia esta que resulta mas relevante en condiciones de confinamiento
fuerte.

La primera consideracion que se hace para el X, dentro del marco de la
aproximacion adiabatica es que el vector posicion del hueco p, esta fijo y por

consiguiente esta estructura se puede considerar como un D descentrado con un
vector posicion del i6n dado por p, y cuyo Hamiltoniano H (pgl,pgz,p h) se puede
D

expresar en términos del Hamiltoniano de la donadora neutra descentrada
H,, (pe,p h) y los Hamiltonianos uni-particulares del electron y del hueco, H,, (pe)

y Ho(ph), como sigue:

H (popop,)=H (p..p,)+H ,(ponp,)+ 2/, —p,)
HDO(pe,ph)ZHoe(pe ~2p.=p,l; Hylp)=-n4, +V(p) (3.4.1)
n,=ulm* Vip)=V,9R-p) i=eh
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donde p,,, p,,son los vectores de posicion de los electrones y 9(x) es la funcion

de Heaviside.

Los Hamiltonianos del X~ y del X se pueden escribir en términos del
Hamiltoniano del D y del D° como sigue:

H _(paspasp)=18,,+V,(p,)+ H (p..p.2:p,) (3.4.2)

Analogamente el Hamiltoniano para el exciton X se puede expresar como:

HX(pglﬂpezaph): _nhAph +Vh(ph)+HDO (pgppezaph) (343)

Las funciones propias de estos Hamiltonianos se buscan en la forma:

v _(pop)=v _(p..pa0 0 (o) (3.4.4)
Ve(Poop,) =0 (PP, )b, (0,) (3.4.5)

Donde ¢ _(ph) y @, (ph)son las soluciones de los problemas de campo central:
X

8,8 _(p)+ e+ E_(p)p_(0)=E ¢ _(p,) (3.4.6)

=18, (0,)+ 7, (0,)+ E o (0, (0,) = B8, (0,) (3.4.7)

donde £ y E, son las energias del estado base del trion y del exciton, las cuales
X

se encuentra resolviendo las ecuaciones (3.4.6) y (3.4.7) mediante el método de
barrido trigonomeétrico.

En la Figura 39 se presentan las energias de un electrén desacoplado, E(e’)
(lineas de puntos y rayas) una donadora neutra centrada y sobre la barrera
E (DO) (lineas a trazos) y un exciton neutro E (X ) (lineas continuas) dependientes
del radio para dos diferentes alturas del disco.
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E(e’)— E(Dg) para la

E(e’)—E(X ) para el exciton neutro se

Las energias de correlacion definidas como E, (DO)

donadora neutra centrada y EC(X )

muestran en la Figura 39.

Figura 39. Energias del electron libre E(e_) (lineas con puntos y rayas), de las
donadoras en el centro y sobre la barrera E (DO) (lineas a trazos), del hueco E (X )
0

y E(X)

como funciones del radio del disco cudntico para dos alturas diferentes del disco, a)
d=Inm, y b) d =4nm.

(linea continuas) y las energias de correlacion correspondientes ¢

10

E (X)

C

B ~\

N

d =4nm

N
~ o ED)

(b)

donadora centrada |

Energia(Ry*)

Las energias de correlacion del exciton E, (X ) presentadas en la Figura 39 son

. . 0 .
siempre menores que los correspondientes valores EC(D ) y ellas tienen una

asintota correcta para radios grandes del disco tendiendo a 4Ry* que es el valor
de la energia de enlace para los excitones libres en 2D.

Las energias de las donadoras neutras con diferentes posiciones dentro del disco
cuantico forman una banda llena de estados entre dos lineas a trazos
correspondientes a la donadora en el centro y sobre la barrera (Figura 39(b)).
Como se ve en la Figura 39(b) el nivel de energia mas bajo del exciton siempre se
localiza dentro de esta banda.

Generalmente cuando el radio del disco tiende a cero las energias de enlace de los
estados ligados crecen debido al decrecimiento de la separacion interparticular.
Sin embargo para el disco con una altura de 1nm (Figura 39(a)) cuando el radio
del disco llega a ser menor que 10nm, las energias de correlaciéon de ambos del D°
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y del exciton X empiezan a caer como resultado del desbordamiento de la funcion
de onda en la direccion lateral dentro de las regiones de la barrera.

Cuando el radio del disco decrece, las funciones de onda del exciton restauran el
caracter bidimensional y la energia de correlaciéon empieza a decrecer tendiendo
otra vez al limite bidimensional, 4 Ry.

En la Figura 40 se muestran las energias de una donadora centrada cargada
negativamente E(D’) (lineas a trazos), el trion E(X ’) (lineas continuas), la

donadora neutra centrada con el electron desacoplado E(D°)+ E(e’) (lineas a

trazos) y el exciton neutro con el electron desacoplado E(X )+ E(e') (lineas

continuas) dependientes del radio del disco cuantico. Adicionalmente se
muestran las energias de correlacion de los estados acoplados

E, (D’ ) =F (DO )+ E (e’ )— E (D’) de una donadora centrada cargada negativamente
y la energia de correlacion de un trién £, (X’ ) = E(X)+ E(e’ )— E(X’ )

Estos valores se pueden asociar con las energias de enlace de los
correspondientes sistemas cuando el radio del disco cuantico tiende a infinito.
Las energias de correlacion del D~ presentadas en la Figura 40 tienen un
asintota correcta para discos de radios grandes y tienden a 0.48Ry?,
correspondiendo al valor bien conocido del i6n negativo del hidrogeno 2D [66]. Se
puede ver que el comportamiento de las curvas de las energias de correlacion en
discos cuanticos con alturas 1nm (Figura 40(a)) y 4nm (Figura 40(b)) en la region
de pequenos radios del disco es diferente.

Figura 40. Energias de la donadora cargada negativamente D~ y del trion X~
como una funcién del radio del disco cudntico comparadas con las respectivas
energias de la donadora neutra D° y del excitén X con el electrén libre para dos
alturas diferentes del punto cudntico: a) Inm y b) 4nm.

E.(X)

E(X)

E(D")+E(e)

Energy (Ry*)

' Energ;l/ (Ry*) '
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En el primer caso (Figura 40(a)) las curvas de las energias de correlacion tienen
un maximo debido al desbordamiento de la funcion de onda en la region de la
barrera cuando ambos la donadora cargada negativamente y el trion restauran su
caracter 2D. Cuando el radio del disco tiende a cero la energia de correlacion del

D™ decrece desde su méaximo valor ~1.25Ry" a 0.48Ry", mientras que la energia

de correlacion del trion decrece desde 1 Ry* hasta casi cero siendo siempre menor
que la energia de enlace del D .

3.5 ESTADO BASE DE UN TRION x- EN UN ANILLO
CUANTICO [45]

La misma técnica que se utilizo en el parrafo anterior se puede aplicar para
analizar el estado base de un trion confinado en un anillo. La diferencia consiste
solo en la forma del potencial de confinamiento.

En la Figura 41 se muestran las curvas obtenidas para las energias de la
donadora cargada negativamente E(D’) (linea a trazos), del trion EEX] (linea
continua), de la donadora neutra en el centro con el electron desacoplado
E[D’ +e’] (linea a trazos) y el exciton neutro con electréon desacoplado E(X+e )
(linea continua) dependientes del radio exterior del anillo cuantico.

Figura 41. Energias laterales del D~ y del X -como funciones del radio exterior del

anillo cudntico de [n, Ga,,; AS/Gao.és Al ,;As comparadas con las respectivas

energias del D% y del X con un electron desacoplado. La altura y el radio interior del
anillo son iguales a Inm y 10nm, respectivamente.

T Donadora negativa L
NN Trion X

Energia (Ry*)
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Se ve que las energias de la donadora cargada negativamente y del exciton
cargado negativamente decrecen suavemente con el incremento del radio exterior
siendo siempre menores que las energias de los sistemas no ligados.

El calculo de las energias de correlacion de los estados acoplados definidos como
E, (D’): E(e’)+ E(DO)—E(D’) para la donadora cargada negativamente y como

E (X )=E(e )+ E(X)-E(X") para el trion.

Las energias de correlacion definidas en tal forma se pueden asociar a las
energias de enlace de los sistemas correspondientes cuando el radio del anillo
cuantico exterior tiende a infinito y el radio interior tiende a cero. Los resultados
del calculo para la energia de correlacion en anillos cuanticos con radio interior
10nm y espesores 1lnm y 4nm se presentan en la Figura 42.

En la Figura 42 se ve que la energia de correlacion del X tiene una asintota
correcta para grandes valores del radio del anillo y tiende a 0.48Ry*, que
corresponde al valor de la energia del atomo hidrogenoide 2D. También se puede
apreciar que la energia de correlacion del D siempre es menor que el valor
correspondiente al X debido al hecho que la carga positiva esta localizada dentro
de la region del nucleo repulsivo solamente accesible por los electrones cuando el
potencial de confinamiento es muy fuerte.

Figura 42. Energias de correlaciéon del D™ y el X~ como funciones del radio exterior
del anillo cudntico de In, Ga,,As|Ga, Al As -
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El diferente comportamiento de las curvas correspondientes a los anillos con
espesores de 1lnm y 4nm es debido a la interrelacion de los efectos de
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tunelamiento en la region central, el confinamiento y las interacciones
electrostaticas.

3.6 DONADORA EN SUPERREDES CILINDRICAS [48]

Las superredes nanométricas sintetizadas a partir de los elementos de los grupos
IIl y V constituyen un nuevo tipo de heteroestructura. Las mediciones de
fotoluminiscencia y de electroluminiscencia muestran que las propiedades
foténicas y electronicas de estas superredes sugieren un amplio rango de
aplicaciones potenciales que incluyen los LEDs polarizados de nanoescala.
Variando la composicion y los parametros geométricos de estas estructuras es
posible modificar sus propiedades, definidas por la interaccion entre el
confinamiento de las particulas dentro del mismo pozo, el tunelamiento a través
de la barrera entre los pozos vecinos y la interacciéon entre las particulas. Estas
propiedades pueden cambiarse en forma controlada desde la tipica para
estructuras cuasi-unidimensionales realizadas en nanosuperredes angostas con
barreras bajas a las tipicas para un conjunto de puntos cuanticos
autoensamblados acoplados verticalmente, cuando el radio de la superred es
grande y las barreras son altas. Una de estas caracteristicas que puede ser
cambiada en forma controlada es la distribucion de carga dentro de la superred
con uno, dos o mas portadores de carga capturados. Se puede esperar que la
distribucién de carga podria repetir la modulacion de la composicion siendo
mayor en el centro de los pozos y menor dentro de las barreras, cuando el
confinamiento es predominante y tiende a ser mas homogénea cuando el
tunelamiento o la repulsiéon de las particulas prevalece. El efecto del
confinamiento sobre el espectro de energia y la distribucion de carga en la
nanosuperred con un solo electron fué estudiada recientemente usando
diferentes métodos [77].

Los problemas similares, mas complicados, para dos electrones en una
nanosuperred, para donadoras neutras D’ y negativamente cargadas D~ en una
superred, hasta ahora no se han considerado. Sin embargo, se podria esperar que
el espectro de energia y la distribucion de carga de los sistemas de pocas
particulas dentro de una nanosuperred, definida por la interaccion de la
reduccion de la dimension fisica, del tunelamiento entre los pozos, de la atraccion
de Coulomb y de la correlacion interparticular, puedan ser esencialmente
modificados y enriquecidos. Los resultados del calculo de la energia del estado
base de la nanosuperred con una sola donadora neutra o cargada negativamente,
han sido obtenidos mediante el uso del método de dimension fractal, elaborado
previamente para resolver esos tipos de problemas en una heteroestructura [64] y
se han aplicado recientemente para el analisis del estado base de las donadoras
en puntos cuanticos autoensamblados.
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El modelo que hemos considerado consiste en una nanosuperred con seccion
transversal cilindrica de radio R, con una concentracion variable de Al, c(z) alo
largo de la direccion de crecimiento z, la cual es cero dentro de n pozos idénticos
con ancho ay a x en las n+l barreras. El ancho de las n-1 barreras entre los
pozos es igual a b y el ancho de las barreras en los extremos de la nanosuperred
es b/2. La concentracion de Al a lo largo del eje z es como se muestra en la
heteroestructura de la Figura 43. El potencial de confinamiento debido a la
discontinuidad de la banda de conduccion en las uniones esta dado por una
funcion seccionalmente constante V(p,z), igual en las barreras a
V0:0.6(1.36x+0.22x2)ev [118], a cero en los pozos y a infinito fuera de la
nanosuperred.

Figura 43. Concentracion de la distribucion de Al a lo largo del eje z de la
nanosuperred.
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La ecuacion de Schrodinger de una particula para tal potencial es completamente
separable y la funcion de onda del estado base f,(r) y la energia E, estan dadas

por:
f,(0)=1.(2)f,(p) E,=E.+E, (3.6.1)

donde E. y f. (z) son la energia del nivel mas bajo y la funcion de onda

correspondiente al potencial peridodico unidimensional en la direccion de
crecimiento, que se encuentran usando el método de la matriz de transferencia
[9].

La energia E, =2405/R* y la funcion de onda fp(p)=J0(2.405p/R)

corresponden a la bien conocida solucion de la ecuacion de Schrédinger para el
estado base del electron dentro de un pozo cuantico bidimensional de barrera

infinita, donde J, (x) es la funcion de Bessel.

Para encontrar las funciones de onda del estado base YV (r), para la donadora
D

neutra y para la donadora cargada negativamente en una nanosuperred,
correspondientes a las energias mas bajas E(D”) y E(D'), se usaron las
funciones de prueba tipo Bastard [133] y tipo Hylleraas [132] respectivamente:
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¥, )= (e (r-g

D

3

r,) (3.6.2)

>712

F ¥ (rn)=/0)nm)e (n g, -¢

donde & y r (i=12) son los vectores de posiciéon del i6n y de los electrones,
respectivamente.

Como se demostro en [64], las funciones de prueba (3.6.2) satisfacen el principio
variacional de Schrédinger, si las funciones envolventes @ / y @ son
D

D
soluciones de la ecuacion de onda modificada para el atomo de H y del ion
cargado negativamente H™, respectivamente, en un espacio homogéneo en el que
la parte radial 7’ del Jacobiano tridimensional debido al confinamiento es
reemplazado por la expresion:

J(r)=r j”d(pf 13 (\/r sin® 0+ &2 +2r&, sinecosq))fj (rcos@—&.)sin0do (3.6.3)

Aqui &,y & son las distancias desde la posicion de la donadora al eje y a la

base, respectivamente. Una vez se define la funcion de onda del electron libre
(3.6.1), la dependencia del Jacobiano sobre r se puede encontrar directamente
mediante el calculo numeérico de esta integral y después se pueden obtener las
energias del estado base del D° y del D7, siguiendo el procedimiento numeérico
descrito en el la Referencia [64]. En los calculos realizados se encuentra la

funcion envolvente @  y la correspondiente energia del estado base para una
D

donadora neutra E(D"), usando el procedimiento de barrido trigonomeétrico [46] y

se escoge como funcion de prueba ®  una funciéon variacional de tres
D

parametros de Hylleraas, a fin de estimar la energia del estado base de una
donadora cargada negativamente £ (D’ ) .

Se consider6 una nanorred de GaAs/Gao7Alo3As que tiene un radio R =40nm y
que consiste de 7 =35 pozos idénticos de ancho a =10nm separados barreras de
ancho b=5mnm. Las energias de enlace del D°, E, (D) y del D, E, (D’)
localizadas en diferentes partes de la nanorred, se definen como
E,(D")=E(e )-ED') E(D)=E(D")+E(e )-E(D). Los resultados de los
calculos se presentan en las Figuras 44 y 46, donde las energias de enlace son
medidas en unidades de Rydberg efectivo, donde 1 Ry*es igual a 5.83 meV para el
material de GaAs.
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Primero se realiza el calculo numérico para las donadoras neutras localizadas en
diferentes posiciones dentro de la nanorred. Algunos resultados de este calculo se
muestran en la Figura 44.

Figura 44. Energias del estado base de la donadora D° en funcién de la distancia
desde (a) El eje de la NWSL para diferentes posiciones a lo largo del eje z y (b) La
base de la NWSL para diferentes distancias desde el eje.
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En la Figura 44(a) se presentan las energias de enlace dependientes de la
distancia desde la posicion de la donadora al eje de la nanorred ¢&,, para

donadoras localizadas en cuatro secciones transversales diferentes,
perpendiculares al eje y espaciadas la distancia ¢, desde el plano de la base de la
superred.
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Las lineas solidas en la Figura 44(a) corresponden a las secciones transversales
en el centro de la barrera y las punteadas al centro del pozo. El decrecimiento de
las energias de enlace, cuando la donadora es desplazada desde el eje a la
distancia media entre los electrones y el i6n, aumenta mientras que la energia de
enlace decrece.

También se puede ver que las energias de enlace de las donadoras localizadas
dentro del pozo son mayores que los correspondientes valores para las donadoras
localizadas en las barreras. Ademas, entre mas cerca esta la barrera o el pozo a la
mitad de la nanorred mayor es la energia de enlace de la donadora situada dentro
de ella.

En la Figura 44(b) se presentan las curvas obtenidas de las energias de enlace de
las donadoras centradas sobre el eje (5,=0) y descentradas sobre el eje

(§,=10nm y & =20nm) en funcion de la distancia & desde la base de la

nanosuperred.

Cuando la donadora es desplazada desde de la mitad hacia uno de los extremos
de la nanosuperred la energia de la donadora en promedio decrece, pero su
decrecimiento es muy suave. Tal comportamiento de la energia de enlace esta
relacionado con la densidad de probabilidad de encontrar el electron en diferentes
partes de la nanosuperred.

Entre mayor sea la probabilidad de encontrar un electréon en el lugar en que se
localiza una donadora, mas fuerte es la atraccion entre el electron y el i6n y
mayor es la energia de enlace. La mayor probabilidad de encontrar el electron es
en la mitad del pozo central y por consiguiente en este punto la energia de enlace
es maxima.

Cuando la donadora es desplazada hacia un extremo de la nanosuperred, la
. 0 . . .
energia de enlace de la donadora, E; cae debido al incremento de la separacion

. . .2 . 0 .. .
promedio entre el electrén y el i6n, mientras E, alcanza un minimo situado en el

centro de las dos primeras barreras adyacentes, donde la probabilidad de
encontrar el electron es esencialmente mas pequena que en el pozo.

Cuando la donadora es desplazada hacia la nanosuperred y ademas entre los
pozos vecinos la energia de enlace aumenta hasta que la donadora alcanza el
centro de este pozo.
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Cuando la densidad en los pozos vecinos es mas pequena que en el pozo central
el nuevo maximo local es menor que el pico principal.

Finalmente, cuando la donadora alcanza el extremo de la nanosuperred la
separacion promedio entre el electron y el ion se hace maxima y la energia de
enlace llega a ser significativamente mas pequena que para una donadora
localizada en la mitad de la nanosuperred.

Figura 45. Energias del estado base del D~ en funcién de la distancia desde (a) el
eje de la NWSL para diferentes posiciones a lo largo del eje z, y (b) la base de la
NWSL para diferentes distancias desde el eje.
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Curvas similares de la energia de enlace de una donadora cargada negativamente

Ef_ , se muestran en las Figuras 45(a, b).

Se puede ver que la forma de las curvas de la energia de enlace de la donadora
cargada negativamente Efi , difiere esencialmente de la forma de las curvas de la

0
energia de enlace de la donadora neutra E, . Por ejemplo la energia de enlace

EbDf dependiente de la distancia al eje &,, para donadoras situadas préximas a la

mitad de la nanosuperred no es una funcion monoétona decreciente como ocurre

0 . .. . . .
para E,. , pero tiene un minimo cuando la distancia desde el eje alcanza un valor

que excede el radio efectivo de Bohr (= 10nm).

También se puede ver que la forma de las curvas de la energia de enlace de la
donadora cargada negativamente EbDf en funciéon de la distancia desde el extremo

de la nanosuperred £ , tiene un caracter suave y no tan pronunciado como

0
ocurre para la funcién de la energia de la donadora neutraE,” . Esto es debido al

efecto de correlacion que tiende a separar los electrones proporcionando varias
opciones de minimizar la energia de dos electrones localizados dentro de
diferentes pozos.

Para facilitar la interpretacion del calculo de los resultados para los centros DOy
D™ en la Figura 46 se muestran las graficas de contorno, correspondientes a las
lineas de nivel del D° y del D™ para diferentes posiciones a lo largo de la seccion
transversal a través del eje de simetria de la nanosuperred.

En la Figura 46, un mayor brillo indica una mayor energia de enlace y viceversa.
Como se ve de la Figura 46(a) el mayor brillo lo tienen las lineas dentro del pozo y
este aumenta desde el extremo del pozo al centro del pozo.

También, las lineas oscuras aumentan a ambos lados de los pozos y de las
barreras disminuyendo desde el eje.

El comportamiento de las lineas de nivel para el centro D™ presentadas en la
Figura 46(b) es diferente del DO presentado en la Figura 46(a).

En la Figura 46(b) hay dos conjuntos desconectados de lineas de nivel brillantes,
correspondientes a las mayores energias de enlace, una proxima al centro de
simetria y otra préoxima al area lateral del cilindro.
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Figura 46. Grdficas de contorno de las energia de enlace de las donadoras neutra y
cargada negativamente correspondientes a sus diferentes posiciones en el plano a
través del eje de la superred cilindrica de GaAs/Gao.7Al.3As de 40nm de radio y
con n=5 pozos de 10nm de ancho separados por barreras de 5nm de ancho.

(2)

10 20 30 40 50 60 70

(b)

g, (nm)

z

10 20 30 40 50 60 70

Una posible aplicacion de tal dependencia inusual de la energia de enlace del D™
es que hay dos diferentes formas para enlazar el segundo electréon, por medio del
aumento de la atraccién hacia el iébn o por medio del decrecimiento de la
repulsion entre los electrones. Se cree que la competencia entre el confinamiento
y el tunelamiento proveen una mejor condicion en el centro de la nanosuperred
por un incremento de la atraccion y una mejor condicion para el decrecimiento de
la repulsion entre los electrones cuando el ion esta localizado en el area lateral de
la nanosuperred.

Comparando las graficas de contorno para los centros D0 y D™ presentados en la
Figura 46(a) y 46(b) se puede ver que las energias de enlace del D™ localizado
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cerca del centro de la nanosuperred son mayores que las energias de enlace de
los DO periféricos (localizados proximos al area lateral), por ejemplo los DO
periféricos estan mas débilmente enlazados que los iones D™ localizados proximos
al centro. En consecuencia, una poblacion significativa de iones D™ proximos al
centro puede aparecer en equilibrio puesto que la transferencia del electron del
DO periférico al D¢ localizado proximo al centro es generalmente favorable. La
probabilidad que una donadora neutra centrada, D! pudiera convertirse en un

ion cargado negativamente D

on ?

atrapando el electron liberado desde la donadora

descentrada en la periferia Dgf , de acuerdo a la reaccion de intercambio de carga:

DY +D(}f — D,,+D,;, es significante solamente si la energia AE, requerida para

on of

desplazar el electron desde la donadora descentrada al lugar sobre la donadora
centrada para formar un centro D, es negativa, y por tanto esta reaccion es
exotérmica.
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4. ESTADOS LIGADOS DE UN PAR
ELECTRON-HUECO

Un par electron-hueco en su estado ligado llamado exciton, atrapado en un punto
cuantico, tiene una serie de propiedades especificas que merecen un estudio
especial debido a que la separaciéon electron-hueco y las relacionadas con esta
separacion. como la energia de enlace y la distribucion de carga dentro y
alrededor del punto cuantico, son muy sensibles a la forma de la
heteroestructura, al espesor de la capa humeda y a la variacion de la intensidad
del campo magnético. Tal sensibilidad de las propiedades electronicas esta
relacionada con dos factores importantes:

= El primero de ellos, es la disminucion de la altura de la barrera para el
movimiento de las particulas en el plano de la pelicula debido a la presencia de
la capa humeda cuyo grosor es comparable con el del punto. Esta disminucion
refuerza considerablemente la probabilidad del tunelamiento de las particulas
en su movimiento en el plano de la pelicula hacia la capa humeda tanto en la
region exterior como en la region central de la barrera, como ocurre en el caso
del anillo.

= El segundo factor es la diferencia notable entre las masas efectivas del electron
y del hueco que hace mas probable el tunelamiento del electron que del hueco
tanto hacia la capa huimeda como hacia la matriz de GaAs en la que esta
sumergida la pelicula de InAs. El hecho que los grosores del punto y de la capa
humeda son del orden de solo varios manémetros hace que la probabilidad de
penetracion de las particulas en la regién de la matriz sea bastante alta, siendo
significativamente mayor para el electron que para el hueco. Como resultado,
las regiones de encima y debajo de la pelicula, se cargan negativamente
mientras que la region central de la pelicula se carga positivamente.

De esta manera, se puede esperar que el electron y el hueco atrapados en puntos
cuanticos auto-ensamblados sufran wuna separacion adicional formando
momentos eléctricos cuadrupolares y momentos eléctricos dipolares, dependiendo
de la geometria de la heteroestructura.

El estudio de la posibilidad de la formacion de estos tipos de la distribucion de
carga en los puntos cuanticos auto-ensamblados y la influencia de este efecto
sobre la energia de enlace de un exciton atrapado en un punto cuantico se realiza
en este capitulo aplicando las mismas técnicas que se usaron en los capitulos
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anteriores. A diferencia de otras investigaciones dedicadas al estudio de los
excitones en puntos cuanticos auto-ensamblados, se ha incluido en el modelo la
capa humeda para analizar el efecto de penetracién de las particulas, no solo en
la matriz de GaAs sino también dentro la capa humeda en el plano de la pelicula.
Los resultados de este estudio se publicaron en los articulos correspondientes a
las siguientes Referencias (49, 50, 52).

4.1 EXCITON EN UNA PIRAMIDE CUANTICA [49]

Inicialmente, consideremos un modelo un poco mas sencillo de un punto
cuantico en la forma de una piramide sin presencia de capa humeda con el
objetivo de ilustrar el funcionamiento del método de dimension fractal.

El espectro de energia del exciton en puntos cuanticos se ha estudiado usando el
meétodo variacional, el de diagonalizacion, el de elementos finitos y otros
procedimientos numeéricos [72, 74, 75, 108, 110]. Previamente se han
considerado diferentes modelos de confinamiento, el exponencial, el Gaussiano, el
parabolico y el de paredes rectangulares para altura finita [72, 74, 75, 108]. En la
mayoria de estas investigaciones se han usado modelos bidimensionales que no
tienen en cuenta los efectos relacionados con el espesor de los puntos cuanticos.

Para analizar el espectro electronico en puntos cuanticos de forma de piramides
truncadas de altura d,, de radios superior y de la base R, y R, , respectivamente

(Ru SRb), se considera un modelo con saltos de las posiciones del piso de la
banda de conduccién y del techo de la banda de valencia, iguales a V, = 258melV y

V, =172meV , respectivamente [104] y con los mismos parametros de constante

dieléctrica y de masas efectivas del electron y del hueco en el pozo y en la barrera
correspondientes a la estructura de Ing.s5Gao.4sAs/Gao.esAlo 35AS.

En la fabricacion de los puntos cuanticos auto-ensamblados de InGaAs/GaAlAs,
se requiere la situacion tipica que la altura d, sea mucho menor que el radio de
base R, (do/ R, << 1). Esta condicion sugiere el uso de la aproximacion adiabatica

para separar el movimiento rapido de las particulas en la direccion z de sus
movimientos lentos en la direccion radial sobre el plano [58].

Como se demuestra en la Referencia [104], el problema 3D en este caso puede ser
aproximado con una buena precision a un problema 2D en el que el potencial de
confinamiento lateral bidimensional puede renormalizarse y tomarse como
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I%-/{p)=Vi para p>R, y Vl/‘(p)=EZ(p,Vl-) para p<R,, donde Ez(p,Vi) es la

energia del nivel mas bajo en un pozo cuantico con altura de la barrera V, y

ancho igual al espesor de la piramide d ( p) en un corte circular con el radio p.

Es claro que entre mas pequefio sea el espesor de la piramide, la altura de la
barrera renormalizada es mas baja tanto para el electron como para el hueco y

mas sensible es la forma del potencial lateral 171(,0) a una variacion del perfil del

cono y de su espesor. Estrictamente hablando, este modelo no es bidimensional
puesto que toma en cuenta parcialmente el efecto del espesor transversal y el
perfil de los puntos cuanticos casi planos.

Para analizar el espectro energético de un exciton atrapado en una piramide de
Ino.s5Gaon.asAs/Gao.esAlo.3sAs se utiliza la aproximacion adiabatica para separar los
movimientos del electron y del hueco teniendo en cuenta que la masa efectiva del
electréon, m,*=0.076 m, es mucho menor que la masa efectiva del hueco
m,*=0,45m,. Esto permite calcular la energia del exciton en dos pasos, en forma

similar como se hizo con el calculo para un trion negativamente cargado en el
capitulo anterior.

En el primer paso se calcula la energia relacionada con el movimiento de un solo
electron alrededor del hueco, considerando el hueco fijo en un punto, con el

vector de la posicion del hueco en el plano de la pelicula p,. Este problema, en
realidad, coincide con el problema de una donadora neutraD’. La energia de la
donadora dependiente de p, encontrada en este paso, se utiliza posteriormente

como el potencial de campo central, para encontrar después en el segundo paso
la energia del movimiento del hueco. Para realizar estos dos pasos se requiere
encontrar previamente las funciones de onda uni-particulares y las energias
correspondientes del electron y del hueco.

En adelante, se utilizaran las unidades adimensionales definidas como: el radio
de Bohr efectivo a; =h’¢/ e’ ~10.4nm como la unidad de longitud y el Rydberg

efectivo Ry =e’/2aje ~52meV como la unidad de la energia, siendo £=12.71 la

constante dieléctricay w=m, m, /(meW +m, ) = 0.065m, la masa reducida.

Las funciones de onda del estado base del electron y el hueco libres
) ( P, ), i=e,h en una piramide cuantica son soluciones de la ecuaciéon de onda

unidimensional:
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HOi(pi)¢[(pi):E[¢i(p[); [_10:'(/0:'):_lip[i

+7,(p, ) i=e.h; (4.1.1)
p, dp, " dp,

donde 771-:#/ m; . La solucién de la ecuacién (4.1.1) se encuentra usando el

método de barrido trigonométrico.

En la Figura 47 se presentan unos ejemplos de los resultados del calculo de las
curvas del potencial de confinamiento lateral y de las funciones de onda

correspondientes al electron libre en piramides con diferentes razones R, /R,

para los casos cuando los radios de la base sonR, =10nm y d, =4nm .

Figura 47. Formas del potencial de confinamiento y sus correspondientes funciones
de onda para el movimiento lateral del electron.

110_ — Ru/Rb:O'O
----R/R =05

V) 1V,

0,0 05 1,0 15
*
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Se puede ver que la altura de la barrera para el electron decrece en un 40%
debido al confinamiento en la direccion z. También se observa que la forma del
potencial de confinamiento varia desde casi triangular hasta casi rectangular
cuando la geometria del punto cuantico cambia de piramide a disco pasando por
la forma de piramide truncada. Ademas, la funcion del electron libre se hace mas

extendida a medida que empieza a aumentar la razén R, /R, .

Como fue anunciado en parrafos anteriores el primer paso de la aproximacion
adiabatica que se aplica para separar los movimientos del electron y el hueco
consiste en el congelamiento del movimiento del hueco despreciando el término
de la energia cinética del hueco. Bajo esta consideracion el problema del excité se
reduce al de una donadora D° descentrada.
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Usando la notaciéon p, para el vector de posicion del ion en el plano de la pelicula

y p, para el vector de posicion del electron, el Hamiltoniano adimensional de una

donadora DO° descentrada en un cono cuantico y la ecuacion de onda
correspondiente se pueden escribir como:

oy (Pe0s) = Hoo (pe) =2/|pe =Psls H o (Pes0 )V 1 (Pes01) = Epy (91) W10 (Peops)  (4:1.2)

La funcion de prueba para resolver la ecuacion de onda (4.1.2) se escoge en la
forma estandar en el marco del método de dimension fractal como el producto de
la funcién uni-particular con una funcion envolvente desconocida que depende
solo de la distancia hasta el centro de atraccion:

Wi (PerPi) = 8. (p) @ (| —ps)) (4.1.3)

Usando el meétodo de dimension fractal se obtiene la siguiente ecuacion
diferencial para la funcion q)(p):

d
ey (p.14)

Jo(p.pon)dp

d(zl(op)—%(l)(p)z[EDo (p)-E.]®(p) (4.1.4a)

donde p, es la distancia de la posicion del ion desde el eje de la piramide y

J, (p, ph) es el Jacobiano definido como:

2

Jo(ppi)=p | ¢f(\/p§ +p*+2pp, cow)d(p (4.1.4b)
0

Con el fin de encontrar la dependencia de la energia de la donadora £ ( ph) con

respecto a la distancia desde la posiciéon del hueco hasta el eje, la cual se usa
posteriormente en el segundo paso para calcular la energia del exciton, se
resuelve numeéricamente la ecuacion (4.1.4.a) usando el método de barrido
trigonomeétrico [62].

El segundo paso consiste en encontrar los valores propios del Hamiltoniano:

Hy=H, . (p,,p,)+Hy =———p,—+V(p,)+H , (p (4.1.5)
X D ( h) 0h o, aph haph h( h) D ( h)
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donde las funciones propias del Hamiltoniano (4.1.5) se pueden escribir en la
forma:

v Pp.p)=v ,(p..p, ) (0,) (4.1.6)

donde ¢, (ph) es solucién de la ecuacion de onda unidimensional:

1, d¢.(p,)
ph dph h dph

[ (0 )+E (o)) ]¢X (p,)=E 8,(p,) (4.1.7)

Para resolver el problema de valores propios (4.1.7) y encontrar la energia del
exciton E, se utiliza el método de barrido trigonomeétrico.

En las Figuras 48 y 49 se muestran los resultados de los calculos para la energia
de correlacion FE, (X ), en funcion del radio de la base de la piramide cuantica de
Ino.ssGao.asAs/Gao.es AlossAs para diferentes razones R, /R, y diferentes alturas,

definida como la diferencia entre las energias de los estados del par electron-
hueco libre y acoplado £ (X)=FE, +E, —E(X).

En la Figura 48 se puede apreciar que las energias de correlacion en las
piramides con diferentes razones R, /R, decrecen cuando la base del radio

aumenta y tiende exactamente al valor 2D de la energia de enlace del exciton
libre, 4Ry*. También se puede notar que la energia de correlacion del exciton
depende fuertemente de la morfologia del punto cuantico.

Generalmente, entre menor sea la razén R, /R, mas fuerte es el confinamiento en

el punto cuantico y mayor es la energia de correlacion. Por consiguiente, el
aumento de la razén R, /R, produce una rapida convergencia al limite 2D de la

energia de correlacion.

El cruce de las curvas de las energias de correlacion correspondientes a la
piramide truncada con razones 0.25 y 0.5 cuando el radio tiende a cero es debido
al efecto de desbordamiento de las funciones de onda en la region de la barrera de
la piramide, producido por un aumento de la separaciéon electron-hueco.

Figura 48. Energia de correlacién del excitén como una funcién del radio de la base
del cono para diferentes razones R /R, .
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Figura 49. Energia del excitén en un punto cudntico cénico (piramide cudntica) como
una funcién del radio del nucleo cudntico para tres diferentes alturas do=2nm,
do=4nm y do=8nm.

Energia de Correlacion(Ry*)

R, (nm)

En la Figura 49 se comparan las energias de correlacion del exciton como
funciones del radio de la base para diferentes alturas.
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4.2 EFECTO DE CAPA HUMEDA SOBRE EL ESTADO BASE
DE UN EXCITON EN UN ANILLO CUANTICO [50]

Para describir el modelo geométrico de un anillo cuantico (QR) se usa la funcion
constante a trazos d (,0), que define la dependencia del espesor d de la capa de
In(Al) As, embebida en la matriz de Ga(Al) As, sobre la distancia desde el eje de
simetria p. Se asume que el espesor d(p) es igual al espesor del anillo cuantico
d, dentro del QR (Rint <p< Rext) , y este es igual al espesor d,de la capa humeda

(WL) (pocas capas atomicas) [10] fuera del QR (Figura 50). Aqui y en lo que
sigue R,y R, son los radios interior y exterior del QR.

Figura 50. Imagen 3D de un anillo cudntico.
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Para calcular la energia, la distribucion espacial de carga y la funcion de
correlacion correspondiente al estado base de un exciton en un anillo cuantico,
teniendo en cuenta los efectos relacionados con el tunelamiento de las particulas
en la capa humeda (WL), se aplica el método aproximado de dimensiéon fractal.
Se demuestra que la funcion de correlacion del par electron-hueco se puede
expresar en términos de la parte radial de la funcion de onda del atomo
hidrogenoide en el espacio de dimension fraccionaria. Los resultados para la
energia del estado base del exciton en discos cuanticos de
Ino ssAlo.asAs/GaoesAlossAs 'y Gao7AlpsAs/GaAs, en el caso limite cuando el
espesor de la WL tiende a cero, estan en concordancia con los obtenidos
previamente por otros métodos. Se demuestra que la distribucion espacial de
carga dentro y alrededor del anillo, relacionada con la diferencia de las masas
efectiva del electron y del hueco es muy sensible a la variacion del radio exterior e
interior, al espesor de la WL y a la intensidad del campo magnético.

Tomando como r, y r,los vectores de posicion del electron y del hueco, la
ecuacion adimensional de Schrodinger para el par electron-hueco en un punto
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cuantico de simetria axial en presencia de un campo magnético orientado a lo
largo del <eje =z se puede escribir en coordenadas cilindricas

(rp ={pp,l9p,zp}, p=e,h) como:

H(r.r,, 7)Y (r.1,,7)=E(7)¥Y(r.1,.7); H(r.¥,.7)=H,(r.)+H,(r,)-2c/r,;
(4.2.1)

Hp(rp):—Vpanp+72p2/4+Vp(pp,zp); n,=u/m,; p=eh; 7=0,1

donde para el caso de la particulas neutras (z‘zO) y para el caso del pare
r, —rh|. El

e

electron-hueco (z‘zl); r,, denota la separacion electron-hueco r, =
potencial de confinamiento V, (pp,zp) es igual a cero dentro del anillo cuantico y
en la WL y es igual a V,, p=eh fuera de ellas. El parametro n,es igual a
n,, =0.86 para el electréon en el pozo y a 77, ~0.67 en la barrera y para el hueco

M =My = 0.14.

Para las particulas neutras (2' = 0) el Hamiltoniano (4.2.1) se puede separar y las
energias E, . y las funciones de onda ¥, :‘Pm’mr(re,rh,r :O) de las dos

particulas con momento angular m,m'=0,+1,+3,K se pueden encontrar
resolviendo dos problemas uni-particulares independientes:

H, 1, (x,)= £, 1, (x,): p=e.h (4.2.2)

‘P(O)m,(re,rh,z':O):fe(m) (r )fh(m')(rh); E0 g g ) (4.2.3)

m,

Con el fin de encontrar las soluciones de las ecuaciones de onda uni-particulares
(4.2.3) se usa la aproximacion adiabatica [120-123], en la cual el movimiento
rapido a lo largo de la direccion z se puede separar del movimiento lento en
direccion radial y la funcién de onda uniparticular en el punto cuantico delgado
se puede escribir como:

£o(0,)=Fop(2000,) fop (py): P=esh (4.2.4)

Aqui f, p(zp,pp) es la funcién de onda del estado base para el movimiento uni-
dimensional a lo largo del eje z en un pozo cuantico con altura de la barrera V;,, y

ancho del pozo igual al espesor d(pp) de la capa de InossAlo4sAs. La energia
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correspondiente al estado base FE

p (pp) para el movimiento a lo largo de la

direccion del eje z depende sobre la distancia desde el eje y es igual a EE;” )

dentro del anillo cuantico (R. <p, <Rm) y a Eg,’) fuera del anillo cuantico

(p, <R, o p,>R,,) siendo E(p) yE( ) las energia del nivel mas bajo en un pozo

cuantico con altura de la barrera V,,, y anchos del pozo d, y d,,

respectivamente. La parte radial de la funcion de onda uni-particular es solucién
del siguiente problema de campo central:

1 o OfpplP
_P_pa/?p nppp% +%)(pp)fpp(pp):Epfpp(pp); 425

2 2
I%)(pp)zEzp (pp)+#

Para encontrar la energia del estado base E » ¥ la parte radial de funcion de onda

uni-particular f,, ( pp) se resuelve numéricamente la ecuacion (4.2.5) usando el

meétodo de barrido trigonométrico [62].

El problema de dos particulas (4.2.1) para un exciton no es posible resolverlo
exactamente y por consiguiente para encontrar la funcion de onda del estado

base ‘I’(re,rh,rzl) del par electron-hueco, se debe emplear un principio

variacional usando para este propoésito una funcion de prueba tipo Bastard en la
forma de un producto de la funcion de onda de las particulas neutras

correspondiente a la energia mas baja, ‘P(re,rh,r = 0) con una funcion envolvente
desconocida db(reh), que tiene en cuenta la correlacion de las particulas causada

por la interaccion electron-hueco, dependiente solamente de la separacion
electron-hueco.

Y(r,,r,r=1)=¥(r,.r,7=0)0(r,)=f.(r.) f/,(r,) ®(7;) (4.2.6)

La energia del estado base del exciton E se encuentra minimizando la razoén:

jdrjf ) 1 (1)@ (r,, ) H (v, 1,7 =1) £, (r,) £, (1, )@ (7, ) d,
J.drff L fh rh)q)z(reh)drh

(4.2.7)
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Tomando la derivada funcional con respecto a (D(r) da una ecuacion de onda de

la forma:
1 d dq)(r) 2 IV
g )= (BB b)) (4.2.8

donde las funciones P, (r) y P, (r)estén dadas por
Py(r)= Idrej‘l’z (re>1,7=0)8(Jr, =1, |- r)dr, = J.fe2 (re)a’rej‘fh2 (r,)5(|r, =1 =) dr, (4.2.9)

P (r)= jff (re)drej(ne () + 7, (1)) £ (5,)8 (|r. = x| = 7) i, (4.2.10)

Cuando el tunelamiento de las particulas en la regién de la matriz es pequeno la
diferencia entre las funciones Po(r) y P, (r) se pueden despreciar una vez que sea

satisfecha la identidad ne(re)+ n, (rh)zl dentro de la region del anillo cuantico y

de la WL. En este caso P, (r)z Po(r) y la ecuacion (4.2.8) adquiere la forma de la

ecuacion del atomo de hidrégeno en un espacio efectivo con la parte radial del
Jacobiano Po(r):

1 4
Py (r) dr

Po(r)dq;ir +20(r)=(E-E,~5,)(r) @.2.11)

N—"

Las barras de error proporcionadas por la sustitucion de (4.2.8) por la ecuacion
aproximada (4.2.11) son estimadas en las simulaciones realizadas en un 5%.

El Jacobiano P, (r) y la funcion envolvente q)(r) estan intimamente relacionadas

con la funciéon espacial de correlacion del par (SPCF) P(r,r), la cual da la

densidad de probabilidad de encontrar el electron y el hueco separados por la
distancia r:

P(r,7)= <5(jrg - rh| - r)> = .[drej.é‘(]re - rh|— r)|‘{’(re,rh,r)|2drh (4.2.12)

Comparando la ecuacion (4.2.8) y la ecuacion (4.2.11) se ve que el Jacobiano es
igual a la SPCF para dos particulas neutras (T = O) confinadas en una

nanoestructura P, (r) = P(r,r = 0). Para el exciton (z' = 1) la SPCF, P(r) = P(r, T= 1)
se puede representar como:
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=jﬁ(re)drej5([re—rh| P2 (e, )0 (r, x| Jr, = Py (r)02(r) = £*(r) (4.2.13)

La funcion ;((r) = JP(r) = CD(r)JPOiri se puede considerar como la funcion de onda

uni-particular asociada a la coordenada generalizada correspondiente a la
separacion entre dos particulas, cuyo valor al cuadrado coincide con la SCPF.

De tal manera que la funcién Po(r) es una medida de la probabilidad de
encontrar el electron y el hueco separados una distancia » en su movimiento
libre en el punto cuantico QD donde el valor al cuadrado de la funcion CD(r) da la
razéon de las SPCF’s, @’ (r): P(r,r = 1)/ P(r,r = 0) en sus estados acoplados y
libres, respectivamente. Sustituyendo la relacion entre CD(r) y ;((r) en la ecuacion
(4.2.11) se puede obtener la siguiente ecuacion para la SPCF de dos particulas:

A (r z')+ VE//( );((r,r): (E—Ee -E, );((r,r); P(r)z ;(z(r,z' = 1) (4.2.14)
2 P, (r
v, (r, T):_TTJF(})% (4.2.15)

Una vez que las funciones de onda uni-particulares del electron, fe(re) y del
hueco f, (rh), son encontradas, entonces el potencial efectivo V,, (r,r) (4.2.15) se
puede calcular usando la relacion (4.2.10) y la ecuacion de onda unidimensional

(4.2.14) para la SPCF se puede resolver usando el método estandar. Se puede
verificar que para el caso del electron y el hueco libres, cuando 7=0y E=FE,+E,

la solucion de la ecuacion (4.2.14) es ;( r,7=0)=,/P, (r) y P r,7=0 :P ( )

Para encontrar la energia del exciton E, y la SPCF P(r), de las relaciones (4.2.14)

y (4.2.15) se hace uso del método de barrido trigonomeétrico [62]. Para chequear la
exactitud de este procedimiento numeérico, hemos calculado primero la energia
del estado base del exciton en cilindros de Ing ssAlo.4s5As/Alo35Gao.esAs y discos de

GaAs/Alo.3Gao.7As (R. =0, db=0) y estos resultados se comparan con los

nt
obtenidos previamente en las Referencias [112, 118, 119] usando el método
variacional (Figura 4.2(a)) y con los resultados del tratamiento 3D completo
realizado en las Referencias [11, 104, 113, 126] (Figura 51(b)).
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Para poder hacer una comparacion valida, siguiendo las referencias anteriores se
define la energia de enlace del excitéon E,, como una diferencia entre las energias

del par electron-hueco desligado y ligado: £, = E(r = 0)— E(r = l) =E +E,-FE.

Figura 51. Energia de enlace del estado base del exciton como una funcién del
radio del disco cudntico en discos de (a) GaAs/AlosGao7As y (b)
Ing 55Alp.45As/ Alp.35Gap.esAs. Los parametros del disco son mostrados en las figuras.
Los resultados obtenidos (lineas continuas) son comparados con (a) cdlculo
variacional (simbolos diferentes) y (b) tratamiento completamente 3D (tridngulos).
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En la Figura 51(a), se presenta la energia de enlace de un excitén en funciéon del
radio del disco de GaAs/Alo.3Gao.7As con espesor d, =7nm y se comparan con los

resultados obtenidos (lineas continuas) con los calculos variacionales obtenidos
previamente usando diferentes tipos de funciones de prueba: un parametro,
hidrogenoide (triangulos, [112]), dos parametros (circunferencias, [126]) y
separable (rectangulos, [127]).

Como los calculos variacionales dan una menor estimacion de las energias de
enlace, la comparacion de los resultados en la Figura 51(a) muestran que para
radios pequenos del disco los resultados obtenidos son mejores que los otros
calculos mientras que para radios grandes del disco nuestras energias son
similares a las obtenidas usando funciones de prueba hidrogenoides y de dos
parametros. Esto es debido al hecho que nuestra funcion que no usa parametros
es mas flexible y toma en cuenta el cambio de la simetria del sistema cuando el
radio del disco se hace menor que el radio de Bohr.

De otro lado, la comparacion de los resultados obtenidos con los de un
tratamiento completamente 3D presentados en la Figura 51(b) muestran que las
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energias de enlace obtenidas wusando el procedimiento desarrollado son
ligeramente menores que las obtenidas en la Referencia [104], sin embargo, la
concordancia entre los dos conjuntos de energias es excelente, considerando la
simplicidad de el procedimiento desarrollado.

A continuacion se presentan los calculos para nanoestructuras de
Alo4sAs/Alo3sGaoesAs. Las caracteristicas relevantes del exciton en un QR son la
separacion entre el electron y el hueco y los momenta multipolares debidos al
fuerte confinamiento del hueco en el QD. Estas caracteristicas se pueden
expresar en términos de las densidades de probabilidad bi-dimensionales para

encontrar el electron He(p,z) y el hueco II h(p,z) en un punto con coordenadas

cilindricas (p,z) que de acuerdo a las relaciones (4.2.2c) y (4.2.3) se pueden
calcular como sigue:

I, (0.2) = p fpe () L (2.0) Ci(2.0)s Ty (p.2)= P o (P) f(2.£)C. (2. p): (4.2.16)

0 +00 2z
Cp(z,p)zj‘fpzp(pp)dpp Jfzi(zp,pp)dzpjd)z[\/pz+p]27—2pppcosl9+(z—zp)2Jdl9 (4.2.17)
0 —0 0

En la Figura 52 se presentan las curvas de la densidad de probabilidad de
encontrar el electron He(p,z) (lineas continuas) y el hueco Hh(p,z) (lineas

punteadas) dadas por la relacion (4.2.16) en los puntos localizados sobre el plano
de simetria (Z =d,/ 2) como funciones de la distancia p desde las posiciones de

las particulas al eje de dos QRs de Inp.ssAlo.4sAs/Alo.ssGaossAs QRs con diferente
radio. Se puede ver que en ambos casos la carga positiva predomina en la mayor
parte dentro del QR, mientras la carga negativa predomina fuera del QR en las
regiones periféricas proximas a las uniones del QR. Esto es debido al hecho que
la masa efectiva del electron es mas pequena que la del hueco y por consiguiente
el tunelamiento del electron hacia ambas regiones de las barreras (interior y
exterior) es mayor que el tunelamiento del hueco.

También se puede observar que el tunelamiento del electron en el interior de la
region de la barrera llega a ser mas significante que en la region exterior, cuando
el radio del QR aumenta.

La diferencia entre las distribuciones del electron y el hueco dentro y fuera del
anillo conducen a una predominancia de la carga positiva dentro del anillo
cuantico QR y de la carga negativa en las regiones de la barrera préoximas a las
uniones.
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La correspondiente distribucion de densidad de carga de un exciton Q(p,z) se
puede calcular como:

O(p.z)=10,(p.z)-T,(p,z) (4.2.18)

Figura 52. Densidades de probabilidad de encontrar el electron (lineas continuas) y
el hueco (lineas punteadas) sobre el plano de simetria como una funcién de la
distancia desde la posicion de la particula al eje de los QRs con radios exteriores
(a) 0.7a;, y (b) 1.54;. El ancho de los QRs en ambos casos es igual a 0.5a,. Las

lineas continuas verticales muestran las correspondientes uniones de los anillos.
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En la Figura 53 presentamos las graficas de contorno, que corresponden a las
lineas de nivel de la densidad de carga del exciton de la distribucion radial a lo
largo de la seccion transversal en el centro del disco cuantico (a, b) y de los
anillos (c, d) calculada en la direccion perpendicular a y usando las relaciones
(4.2.16) y (4.2.17) para las estructuras sin WL (a, c) y con WL (b, d). Las partes
sombreadas de las figuras indican la secciéon transversal de las partes
correspondientes de las estructuras que llegan a ser cargadas positivamente
debido a la presencia del exciton.
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Como se muestra en las Figuras 53(a, c) la densidad de la distribucién de carga
radial en la region central del disco es positiva y en la region periférica del disco
es negativa mientras que en el anillo cuantico la distribucion de carga radial es
opuesta. Debido a la simetria axial de la estructura el momento dipolar para
ambas distribuciones en las Figuras 53(a, c) es igual a cero y la distribucion de
carga esta caracterizada por el momento cuadrupolar que para el disco cuantico
en la Figura 53(a) es positivo y para el QR en la Figura 53(c) es negativo. Cuando
el espesor del punto disminuye y este se hace comparable con el de la WL el
electron tunela y el valor absoluto del momento cuadrupolar aumenta. Es
interesante analizar la relacion entre el momento cuadrupolar con las
transformaciones de la morfologia del punto cuantico.

Figura 53. Grdficas de contorno de la distribucion de densidad de carga radial en
un plano a través del eje de simetria del disco cudntico (a y b) de radio S5nm y
espesor Snmy QR (c y d) con radio interior y exterior de 10 y 15nm y espesor S5nm
sin capa humeda (a y c) y con capa humeda (b y d).
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De la Figura 53(a,c) se ve que la distribucion de la densidad de carga radial en la
region central del disco es positiva y en la region periférica es negativa mientras
que en el QR la distribuciéon de carga radial es opuesta. Debido a la simetria axial
de la estructura el momento dipolar para ambas distribuciones en las Figuras
S53(a, c¢) es igual a cero y la distribucion de carga esta caracterizada por el
momento cuadrupolar que para el disco cuantico en la Figura 53(a) es positiva y
en el QR en la Figura 53(c) es negativa.

139



CONCLUSIONES

Cuando el espesor del punto disminuye y este se hace comparable con el de la
WL el electron tunela y el valor absoluto del momento cuadrupolar aumenta. Es
interesante analizar la relacion del momento cudrupolar con las transformaciones
de la morfologia del QD. Experimentalmente se establecié [11] que la morfologia
de los puntos cuanticos autoensamblados de InAs sufren un cambio durante el
proceso de crecimiento, por ejemplo, de lente (de alrededor de 20nm de diametro,
7nm de altura) a volcan, con un incremento del tamano lateral (entre 60 y 140nm
en el diametro exterior), una altura reducida (alrededor de 2nm) y un centro bien
definido del hueco de alrededor de 20nm de diametro. En concordancia con los
resultados presentados en la Figura 53 el momento cuadrupolar tiene invertida
su direccion mientras que una lente es transformada a volcan y su valor absoluto
podria incrementarse significativamente debido a la reduccion drastica del
espesor del punto y el incremento de su radio exterior.

En las Figuras 53(b, d) se muestran las distribuciones de carga en un disco
cuantico y en un QR cuyas alturas son Snm depositados sobre la WL de 2nm de
espesor. La existencia de una WL gruesa produce una disminucion significante
en la altura de la barrera en las uniones laterales aumentando la probabilidad de
tunelamiento desde el punto cuantico hacia la WL. Por consiguiente el
tunelamiento del electron dentro de las regiones de las barreras, que se pueden
observar en la Figura 53(a, c) para heteroestructuras sin la WL, se transforma en
el desbordamiento del electron dentro del exterior de la WL en el disco cuantico
en las Figuras 53(b) y dentro del interior de la WL del anillo cuantico en la Figura
53(d). Como consecuencia, en la presencia de una WL gruesa aparece una fuerte
separacion entre el electron y el hueco no solamente en direccion radial sino
también en direccion z, la cual esta caracterizada por el momento dipolar
orientado a lo largo del eje z.

Una separacion entre las particulas debido al fuerte tunelamiento dentro del
interior de la WL del QR puede ser reforzada o debilitada por la aplicacion de un
campo magnético en la direccion del crecimiento del cristal. De otro lado, el
campo magnético produce un confinamiento adicional desplazando ambas cargas
hacia el eje de simetria dentro del anillo haciendo que ellas se aproximen una
hacia otra. De otro lado, los niveles de energia suben, incrementandose la
probabilidad de tunelamiento hacia el interior de la WL, inicialmente solo para el
electron liviano cuando el campo magnético es relativamente débil y después para
el hueco pesado cuando el campo magnético se hace mas fuerte. En el primer
caso la separacion entre las particulas aumenta mientras que en el segundo caso
esta decrece. Por consiguiente, la energia de enlace del exciton puede aumentar o
disminuir variando la separacién electron-hueco, por medio del campo magnético
débil.
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En la Figura 54 se muestra la energia de enlace del exciton dependiente de la
intensidad del campo magnético en el disco (linea a trazos) con Snm de espesor y

30nm de radio, y varios anillos cuanticos con diferentes espesores d, de la WL,
(lineas continuas).

Figura 54. Energia de enlace del exciton como una funciéon de la intensidad del
campo magnético en un disco de InossAloasAs/Alo3sGaossAs (linea punteada) y
varios anillos de Ino.ssAlo.4sAs/Alo.3sGao.esAs con diferentes espesores de la capa
humeda (lineas continuas).
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En todos los casos el espesor, el radio interior y el radio exterior de los anillos
cuanticos son iguales a Snm, 20nm y 30nm, respectivamente. De la Figura 54 es
evidente la existencia de una fuerte correlacion entre la morfologia y el campo
magnético dependiente de la energia de enlace del exciton. Se puede ver que la
energia de enlace del exciton en el disco crece nonotonamente con el incremento
del campo magnético que empuja a las dos particulas hacia el eje del disco
haciendo que ellas se aproximen una a otra. La morfologia del anillo esta
caracterizada por la presencia del hueco central en la estructura y por la
existencia de dos uniones laterales, exterior e interior. Esta es la razén por la cual
las curvas en la Figura 54 para anillos cuanticos son absolutamente diferentes.

En el anillo, cuando el campo magnético aumenta, la energia de enlace primero
cae hasta alcanzar un minimo. Esto es debido al hecho que bajo un campo
magnético relativamente débil el comportamiento de la particula continua con el
anillo mientras que el mas liviano empieza a penetrar en el centro de la region del
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hueco y este resulta en un aumento del promedio de la separacion electron-
hueco.

Cuando el campo magnético adicionalmente se aumenta, el hueco empieza a
penetrar dentro de la region central y la separacion electron-hueco vuelve a
decrecer mientras la energia de enlace empieza a crecer. De la Figura 54 se ve
que la posicion del minimo en las curvas para el anillo cuantico depende del
espesor de la WL. Entre mayor sea el grosor de la WL menor es la intensidad del
campo magnético correspondiente a la posicion del minimo. Tal dependencia de
la posicion del minimo esta relacionada al decrecimiento de la altura de la barrera
en las junturas laterales cuando crece el grosor de la WL. Podria subrayarse que
el campo magnético depende esencialmente de los cambios de la energia de

enlace para anillos cuanticos de espesor mayor que d, y de espesor menor que el
de la capa humeda d,, donde hay wuna diferencia significativa de las

probabilidades de tunelamiento del electron y del hueco en la region central de la
barrera como una consecuencia de una elevacion de la altura de la barrera lateral
efectiva. En la Figura 55 se presentan los resultados para los anillos cuanticos
con espesor de 7nm, altura de la capa himeda 1nm, ancho reducido de 5Snm y
diferentes radios exteriores, 10,15 y 25nm. Las alturas de la barrera lateral en
estas estructuras son significativamente mas elevadas que en el caso considerado
arriba, asi que la penetracion de las particulas dentro de la region central llega a
ser posible solamente bajo un campo magnético demasiado fuerte.

Para facilitar la interpretacion de estos resultados en la figura interior de la
Figura 55 se presenta la dependencia del promedio de la separacion electron-
hueco sobre la intensidad del campo magnético calculada mediante el uso de la
SPCF dada por la relacion (4.2.13).

Figura 55. Energia de enlace del excitén como una funcion de la intensidad del
campo magnético en anillos disco de Ing.ss5Alp.45sAs/ Alo.35Gao.esAs con diferente radio
exterior 10, 15 y 25 nm. En el recuadro interior esta graficada la dependencia con

el campo magnético de la separacion promedio del electrén hueco.
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Comparando las curvas de la figura principal y la interior se puede observar una
similitud especular de estas curvas, a menor energia de enlace mayor es la
separacion electron-hueco. Es interesante anotar que la separacion promedio
electron-hueco en estados ligados en 2D y en los casos de bloque 3D, en un
material de InogssAlos4sAs/Alo3sGaoesAs, es igual a la mitad (=5.2nm) y a un
(=10.4nm) radio de Bohr efectivo, respectivamente.

Por consiguiente los resultados del calculo se pueden interpretar para las
separaciones promedio electron-hueco presentadas en la figura interior como si
ellas se hubieran obtenido para un exciton embebido en un espacio isotropico
efectivo cuya dimension es fraccionaria y esta comprendida entre dos y tres. Esto
es debido al confinamiento incompleto en la direcciéon z en cualquier estructura
de espesor finito. También es claro que el incremento del radio del anillo hace la
estructura del exciton mas lineal disminuyendo adicionalmente la dimension del
espacio efectivo. Esta es la razén por la que la separacion electron-hueco en los
anillos con radios exteriores 15 y 25nm es apreciablemente menor que en un
anillo con radio 10nm.

La curvatura de la estructura en el Ultimo caso es mayor y la configuracion del
exciton es mas bi-dimensional que uni-dimensional. La altura de la barrera
lateral interior efectiva disminuye en la presencia del campo magnético

proporcionalmente al valor »°R_, .

Para las estructuras consideradas, este descenso es insuficiente para un
incremento significativo de la probabilidad de tunelamiento del hueco en la region
central, pero esta probabilidad se hace suficientemente significativa para el

electron en un QR con R, =20nm cuando la intensidad del campo magnético

llega a ser mayor que 10T. Como resultado, se puede observar en la grafica
interior de la Figura 55 que en estas condiciones la separacion promedio del
electron-hueco se incrementa bruscamente mientras que la energia de enlace en
la figura principal consigue caer. Tal efecto de un drastico incremento de la
separacion electron-hueco y el correspondiente decrecimiento de la energia de
enlace del exciton se puede conseguir aplicando un campo magnético
suficientemente débil en un anillo cuantico con mayor radio interior que abre
algunas posibilidades adicionales para manejar el espectro del exciton.

Cuando la altura de la barrera interior en presencia del campo magnético externo
(proporcional al valor 7°RZ ) depende también del radio del QR se puede esperar

nt
que la separacion electron-hueco y la energia de enlace del exciton pudieran ser
muy sensibles a la variacion del tamano lateral del anillo cuantico. A mayor radio
interior del anillo cuantico y mas ligera la particula, mayor es la probabilidad
para el tunelamiento de la particula en la region central de la barrera. Asi que
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hay otra posibilidad para aumentar drasticamente la separacion electron-hueco
se consigue variando el radio del anillo cuantico.

En la Figura 56 se presentan los resultados del calculo de la energia de enlace del
exciton como una funcién del radio exterior de los anillos cuanticos de
InossAlo.asAs/Alp3sGaoesAs con ancho fijo Snm para tres diferentes valores de las
intensidades del campo magnético, 0, 10 y 20T. En la grafica interior se muestra
la variacion correspondiente del promedio de la separacion electron-hueco.

Figura 56. Energia de enlace del exciton como una funcién del radio exterior de los
anillos cudnticos de  InossAlossAs/Alo3sGapesAs QRs con anchos fijos para
diferentes valores de las intensidades del campo magnético externo. En la grdfica
interior, se grafica la separacion promedio del electron-hueco dependiendo del radio
exterior. Las mismas curvas convencionales son usadas en la figura principal.
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De la Figura 56 puede verse que cuando el radio exterior R,, aumenta desde

7.5nm (bajo la condicion que el ancho del anillo sea fijo) el electron y el hueco
primero llegan a ser comprimidos en los lados opuestos del anillo y la separacion

electron-hueco sube hasta alcanzar un maximo cuandoR, se hace
aproximadamente igual al radio de Bohr efectivo (alrededor de 10nm).

Cuando se incrementa un poco mas el R, , el electron y el hueco saltan sobre el

mismo lado del anillo y la separacion electron-hueco cae mas rapidamente. En la
presencia de un campo magnético débil o intermedio la altura de la barrera
interior decrece suavemente cuando el radio interior crece haciendo posible el
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tunelamiento del electron a la region central de la barrera. Como resultado, la
separacion electron-hueco vuelve otra vez a incrementarse. En la figura interior

se puede observar que tal incremento se presenta desde R,, #17nm cuando
B=10T y desde R,, ~22nm cuando B=20T. También se puede observar una

completa concordancia entre las curvas de la figura interior y las de la figura
principal. A mayor separacion del electron-hueco menor es la energia de enlace
del exciton y viceversa.

4.3 DISTRIBUCION DE CARGA EN PUNTOS CUANTICOS
CON UN EXCITON ATRAPADO [52]

En este parrafo se calcula la funcién de onda del estado base del par electron-
hueco confinado en discos cuanticos, lentes y piramides de IngssAlossAs
depositados sobre una capa humeda y embebidos en una matriz hecha del
material Alo3sGaoesAs vy se demuestra que el incremento del espesor de la capa
humeda conduce a una disminucion de la altura de al barrera efectiva para
ambas particulas reforzando significativamente el tunelamiento del electron
dentro de la capa humeda. En consecuencia, la region central del punto con el
exciton capturado se carga positivamente mientras la capa htimeda alrededor del
punto cuantico se carga negativamente.

Aqui consideramos los QDs con simetria axial cuyas imagenes 3D se presentan
en la Figura 57 y las cuales estan caracterizadas por la base del radio R/, el

espesor de la capa humeda d,, la maxima altura sobre esta capa d,, por la
dependencia de la altura de la heteroestructura d y por la distancia p desde el
eje 9(x) es la funcion de paso de Heaviside y el parametro n es igual a 1, 2 o
tiende a infinito para formas como disco, lente y piramides, respectivamente.

d(p)=dy+do[1-(p/Re)' | 9(R,~ ) @.3.1)
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Figura 57. Imdagenes tridimensionales de puntos cudnticos.

Para hacer una comparacion valida entre el método desarrollado y el tratamiento
completamente 3D realizado en la Referencia [104] para discos cuanticos, se
consideraran cuatro simulaciones de las estructuras de IngssAlp4sAs/Alpss
Gaop.esAs. Siguiendo el procedimiento propuesto en [123] la funciéon de onda en el
QD se puede expresar como:

¥ (r,.1y) = fo (r.) fi (1) @ (7)) (4.3.2)

siendor, y r, los vectores de posicion del electron y el hueco, r,la distancia entre
las particulas, f, (re ), £, (rh) las funciones de onda del estado base del electron y

del hueco y q)(reh) una funcion variacional desconocida que toma en cuenta la
correlacion de las particulas causada por la atraccion electron-hueco.

La funcion variacional depende solamente de la separaciéon electron-hueco. A fin
de encontrar las funciones de onda wuni-particulares fp(rp), p=eh y las
correspondientes energias del estado baseE,y E, se usa la aproximacion

adiabatica [104, 119], en la que el movimiento rapido a lo largo de la direccion z
es separada del movimiento lento en direccion radial y las funciones de onda en
el punto cuantico delgado se pueden escribir como:

fp(rp):f;p(zp’pp)fpp(pp); p:eah (433)

Aqui fzp(zp, pp) es la funcién de onda del estado base para el movimiento uni-

dimensional a lo largo del eje z en un pozo cuantico con la altura de la barrera
Vo, ¥y ancho del pozo igual al espesor d(p) de la capa de IngssAlp4sAs. Las

correspondientes energias del estado base para el movimiento libre a lo largo de
la direccion z, E (p) y E, (p) dependen de la distancia p desde el eje y estas son
usadas como las curvas de potencial para los problemas de campo central
bidimensional para el electréon y el hueco cuya solucién numérica permite
encontrar las funciones del estado base f pp(pp ); p=eh, que describen su
movimiento en la direccion radial y las energias uni-particulares del estado base
E)y E,.
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Un ejemplo del calculo de las curvas de potencial para el movimiento del electréon
en la direcciéon radial en un disco, una lente y un cono con radio de la base de
40nm, espesor de la capa humeda 2nm y altura sobre la capa humeda 3nm se
presentan en la Figura 58.

Figura 58. Curvas de potencial efectivo para el movimiento del electrén en el plano
en puntos cudnticos con diferentes perfiles.
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Se puede ver que el mas fuerte confinamiento en el plano se produce para el
punto cuantico en forma de cono, seguido por la lente y el menor confinamiento
lo tiene el punto cuantico con forma de disco.

La energia del estado base del exciton FE se determina usando el principio
variacional de Schrédinger que dice que la mayor aproximacion [104] a la funcion
de onda del estado base corresponde a la funciéon para la cual el

funcionalE[q)]tiene un valor estacionario, es decir, la derivada funcional con

respecto a CI)(r) es igual a cero.

Esto da una ecuacion de onda [75]:

Ta? ) 2a)= (£, £, Jotr) 3.4

donde las funciones P,(r) y P,(r) estan dadas por:
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P,(r)= jdrgJ.‘Pz(re,rh,r = 0)5([re -r,|- r)dr,

= jff (re )drej.f,f (rh )§(Jr(, — rh| — r)drh
Pl (l”) = I(Ue (re ) + :U/mh )fez (re )dre_[fhz (rh )501} - rh| - r)drh (4'3'6)

(4.3.5)

Aqui la funcién 7, (re) se define como ne(re)z u/m,, dentro del punto cuantico y
n, (re)= u/m,, fuera del punto cuantico. La ecuacion (4.3.4) nos permite encontrar

directamente la energia de enlace del exciton E, definida como:

E,=E +E,—E (4.3.7)

Para encontrar la energia del exciton E, en el proceso numeérico se usa el método
de barrido trigonométrico [62] tres veces; dos veces para encontrar las funciones

de onda fpe(p) y fph(p) correspondientes a los movimientos del electron y del

hueco en el campo central con potenciales E_(p)y E, (p) respectivamente, y la

tercera vez, para resolver la ecuacion de onda (4.3.2) para la funcion variacional
q)(r). Este procedimiento numeérico es similar a uno usado anteriormente en la

Referencia [123] donde se demuestra que este método permite obtener resultados
que son consistentes con las energias del estado base del exciton en disco
cilindricos de GaAs/Alo.3Gao.7As encontrados previamente en la Referencias [126]
usando el método variacional y con un tratamiento 3D completo para el disco
cuantico de InpssAlo.4sAs/Gao.esAlo.ssAs realizado en la Referencia [104].

Teniendo en cuenta una apreciable reduccion de la altura efectiva de la barrera
debido a una elevacion significativa de la altura de los niveles de las particulas
confinadas en la direccion de crecimiento dentro de la capa humeda y el SAQD,
se puede esperar un notable tunelamiento de las particulas hacia el medio
ambiente del GaAs y una considerable separacion espacial anisotrépica, del
electréon ligero y el hueco pesado atrapados en el SAQD.

Para estimar las dimensiones del SAQD y de la WL, cuando tales efectos pueden
apreciarse, se debe usar primero la relacion de incertidumbre. Cuando el espesor
d de la capa de InAs decrece la energia cinética de la particula, la cual pude ser

estimada mediante la relacién de incertidumbre como =~ 1’ /(2mpwd2 ), p=eh,

Crece.
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El tunelamiento a través de la barrera se hace significativo cuando la energia
cinética se aproxima al valor de la altura de la barrera V,. Esto sucede cuando el

espesor de la capa d satisface la condiciond < ao*\/3 ,u-Ry* / mPWVp . Asi se puede

estimar que el considerable tunelamiento en la direccion de crecimiento del
electron sucede cuando el espesor de la capa de InAs es del orden de 3nm
mientras que el tunelamiento del hueco es apreciable solamente cuando este
valor es alrededor de 1nm.

Por consiguiente, se puede esperar cambios anisotropicos de la distribucion de la
carga dentro y alrededor de un SAQD, cuyo espesor de la capa de InAs
comunmente es del orden de 2-4nm, cuando éste atrapa un exciton.

Caracteristicas espaciales relevantes del exciton en un QD son la separacion
entre el electron y el hueco y el momento dipolar. Estas caracteristicas pueden
expresarse en términos de las densidades de probabilidad bi-dimensionales de

encontrar el electron He(p,z), y el hueco Hh(p,z), en el punto con coordenadas

cilindricas (p,z) que en concordancia con las relaciones (4.3.2) y (4.3.3) se
pueden calcular como sigue:

,(p.2)=p f2(p)f2(2.p)C,(z. p) T, (p.2)=p f2(P)f5 (2, P)C (2, p): (4.3.8)

© +0

27
Cp(z’p):jﬁzﬂ(pp)dpp f;(zp,pp)dzpj.q)z(\/pz +pl72 —2,0,0]7005194-(2—217)2)7'19 (439)
- 0

0

La distribucion de la densidad de carga Q(p,z) en un SAQD con un exciton

atrapado es igual a la diferencia entre las densidades de probabilidad entre el
electron y el hueco:

0(p,z)=T11,(p,2)-11,(p,z) (4.3.10)

En la Figura 59 se presentan las graficas de contorno, que corresponden a las
lineas de nivel de la distribucion de la densidad de carga a lo largo de la seccion
transversal de (a) un disco cuantico, (b) una lente y (c) un cono de
Ino.s5Alo.45As/Gag.esAlo.3sAs debido a un exciton atrapado.

Las partes sombreadas de las figuras indican las regiones cargadas positivamente
del material de Ino.ssAlo.4sAs;. Como se ve la distribucion de la densidad radial de
carga dentro de los QDs proxima al eje es positiva mientras que en las regiones
periféricas proximas a las uniones es negativa.
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La masa efectiva del electron es mas pequena que la del hueco y por consiguiente
el tunelamiento del electron es mas significante cuando la altura del QD es
alrededor de 3-5nm mientras que el movimiento del hueco permanece
fuertemente restringido dentro del QD. Esta es la razéon por la que la region
central de los SAQDs en presencia del exciton es cargada positivamente mientras
que las regiones periféricas arriba y abajo de los discos préoximos a las uniones
son cargadas negativamente.

Figura 59. Grdficas de contorno de la distribucion de densidad radial de carga en

un plano a través del eje de simetria del disco cudntico, lente y cono de radios
20nm con alturas de 3 nm sobre la capa humeda y 2nm de espesor de la WL.

Disco

—

= Xirm)

e T — — e 10
0 A0 W wim)

Xinm)

Comparando las distribuciones de carga en los diferentes tipos de SAQDs se
puede ver que el tunelamiento del electréon es reforzado en todas las direcciones
cuando la morfologia del QD cambia a un perfil mas angulado. El momento
bipolar para todas las distribuciones en la Figura 59 es igual a cero porque la

simetria axial de las estructuras y de la distribucion es caracterizada por el
momento cudrupolar el cual para todas las estructuras es positivo. Cuando el
espesor del punto disminuye hasta llegar a ser comparable con el de la WL el

150



CONCLUSIONES

tunelamiento del electron se refuerza y el momento cuadrupolar aumenta. Debe
ser interesante analizar la relacion del momento cuadrupolar y la alteracion de la
morfologia del QD. De la Figura 59 se puede ver que el momento cuadruplolar
aumenta cuando la forma del punto cuantico llega a tener un angulo mas agudo
y las componentes del momento cuadrupolar correspondientes a la direccion
lateral llegan a ser mas significantes cuando la morfologia cambia de una especie
de disco a una especie de lente y después a una especie de piramide. Es evidente
que el momento cuadrupolar de los puntos cuanticos con el exciton atrapado es
una caracteristica importante relacionada a su morfologia y a las componentes
del momento cuadrupolar que sufre un extraordinario cambio cuando se modifica
la forma del punto cuantico.

En la Figura 60 se muestra la energia de enlace del exciton dependiente del radio
de la base del disco, de la lente y del cono con 3nm de altura sobre una WL de
2nm de espesor. Entre menor sea el parametro entero n generador de forma en la
ecuacion (4.3.1) mayor es la energia de enlace del exciton. Cuando el radio de la
base aumenta el confinamiento se hace mas débil y la energia de todo los puntos
cuanticos caen tendiendo en todos los casos al limite de la energia del exciton 2D
igual a 4Ry*.

Para explicar esta tendencia y encontrar la dependencia de la energia del exciton
sobre el parametro generador de forma n, se consideran los potenciales
aproximados para el movimiento de las particulas en el plano dados por la

expresion V, (pp) =g\

layer

+04-V,, (pp/RO)n ; 0<p, <R p=eh, consistente con el
calculo numeérico presentado en la Figura 57.

Figura 60. Energias de enlace del exciton (lineas continuas) como funciones del
radio de la base en QDs con diferentes perfiles. Las lineas a trazos son las
energias de enlace del exciton estimadas mediante el uso de la relaciéon de
incertidumbre (ver los detalles en el texto).
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Aqui E ()

layer >

p=e,h son las energias de las particulas en la capa de InAs cuyo
espesor es igual a d,+d,. Debido al confinamiento lateral dado por este

potencial, los niveles de energia uni-particulares £, y E, son mayores que los
(p)

layer >

niveles de energia E p =e,h correspondientes a la capa homogénea de InAs.

Cuando el radio de la base crece, las energias uni-particulares caen y tienden a
cero pero su convergencia a cero es diferente en puntos cuanticos con diferentes
formas. Usando la relacion de incertidumbre se pueden estimar las energias uni-

particulares por encima de los niveles FE ()

layer >

p =e,h como:

E, ~Ry*(0.4-¥,, /Ry * P ufam V" (a, */R, """ p=e,h.

P

Asumiendo que el movimiento del exciton en el plano en los QDs con radio mayor
que 10nm (el radio de Bohr efectivo es alrededor de 10nm) puede considerarse
casi dentro de la capa de InAs, la energia estimada del estado base del exciton
casi-bi-dimensional deberia ser alrededor de —4Ry*

Finalmente, de acuerdo a la definicion (4.3.7) se obtuvo la siguiente semi-
empirica expresion para las energias de enlace en los SAQDs cuyos potenciales
laterales de  confinamiento son  presentados en la  Figura 57

E, ~ [4 +(2+2/n)a, */R, )2"/('”2)]- Ry*; n=12,0. Los resultados correspondientes

para las energias de enlace estimadas mediante el uso de estas relaciones son
mostradas en la Figura 60 (lineas a trazos). La concordancia de los calculos
vaiacionales realizados es aceptable considerando la simplicidad del
procedimiento.
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Para analizar los efectos de la variacion de la altura del QD sobre las propiedades
del exciton se ha calculado la energia de enlace del exciton dependiente del radio

de la base de un cono con tres diferentes alturas d,sobre la WL cuyo espesor es

igual a d, =2nm. Algunos de estos resultados se muestran en la Figura 61. A

primera vista, el decrecimiento de la altura del QD podria siempre producir una
reduccion de la separacion entre el electréon y el hueco y como consecuencia una
elevacion en la energia de enlace del exciton. De hecho, tal comportamiento se
observa cuando el radio de la base del cono decrece sucesivamente hasta 3nm
como se ve en la Figura 61 donde la energia de enlace del exciton en el cono cuya
altura es igual a 8nm es menor que la del cono con altura 3nm para todos los
valores del radio de la base. Pero cuando la altura del QD decrece mas lejos y
llega a ser menor que 3nm, la energia de enlace del excitéon empieza a caer.

En la Figura 61 se puede ver que las energias de enlace del exciton en QDs con
altura de 2nm son menores que en los QDs con alturas de 3nm. La razén para tal
comportamiento inusual de la energia de enlace del exciton consiste en el hecho
que cuando se reduce la altura del QD de 3nm a 2nm la incertidumbre de la
posicion del electron en la direccidon z se hace muy pequena, el nivel de energia
mas bajo del electron es empujado hacia arriba y el desbordamiento de la funcion
de onda del electron en las regiones de la barrera en la direccion z se hace tan
significante que la separacion promedio entre el electréon y el hueco aumenta
hasta llegar a un tamano tal como el de un punto cuantico de altura 8nm. Como
se demostro arriba usando la relacion de incertidumbre el valor umbral para el

ancho del pozo es alrededor de ao*\/3,u-Ry*/mpWVp. Para la estructura

considerada el valor umbral da alrededor de 2.5nm. Este resultado explica el
comportamiento inusual de la energia de enlace del exciton cuando la altura del
punto cuantico se hace menor que 3nm.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo de investigacion se ha desarrollado un nuevo y simple método
para analizar el espectro energético de un sistema de dos particulas confinadas
en puntos cuanticos auto-ensamblados. Este método se usa para calcular las
energias y la distribucion de carga en un punto cuantico con dos particulas
atrapadas:
a) En el capitulo dos, para dos electrones sin ligaduras.
b) En el capitulo tres, para dos electrones ligados a un ion (donadora
negativamente cargada D) o a un hueco (trion cargado negativamente
X)y
c) En el capitulo cuatro, para un par electrén —hueco (exciton X ).

El método esta basado en la utilizacion de la aproximaciéon adiabatica para
analizar el espectro uni-particular (correspondiente al modelo aproximado cuando
la interaccion entre las particulas se desprecia) y el método de dimensién fractal
para analizar los efectos de correlacion relacionados con la interaccion entre
ellas. La precision de este procedimiento se verifico comparando los resultados
obtenidos con unos similares conseguidos con la utilizacion de métodos
diferentes como el método variacional, diferencias y elementos finitos y otros.

La aproximacion adiabatica permite aprovechar una particularidad especifica de
los puntos cuanticos auto-ensamblados relacionada con su morfologia: éstos
siempre tienen una forma de una pelicula delgada con una pequena razén del
grosos de la pelicula a su dimension lateral y se pueden considerar
independientemente dos movimientos de las particulas, el movimiento rapido en
la direccion transversal a la pelicula y el lento en el plano de la pelicula, en el
marco de un procedimiento matematicamente riguroso.

El método de dimension fractal permite reducir el problema de dos particulas
(que sugiere en forma general resolver una ecuacion de onda en un espacio de
seis dimensiones) a una ecuacion de onda uni-dimensional que describe la
variacion de una sola caracteristica muy importante para sistemas de dos
particulas, la separacion entre las ellas. La ecuacion obtenida corresponde al
movimiento de una particula efectiva en un campo central bidimensional con un
potencial efectivo que comprende toda la informaciéon sobre la geometria del
punto cuantico, los potenciales de confinamiento y las interacciones
electrostaticas.

Se demostrd que en los casos de los estados ligados formados por las particulas,
por ejemplo, donadoras, excitones, triones, etc. esta ecuacion tiene las soluciones
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que corresponden al espectro de un atomo hidrogenoide sometido en un espacio
efectivo con la dimension fraccionaria, la cual se disminuye de tres a cero con el
aumento del confinamiento, es decir, disminuye a la dimension del punto
cuantico auto-ensamblado. En el caso cuando las particulas no forman estados
ligados con ninguna otra carga esta ecuacion tiene un potencial de confinamiento
efectivo que varia paulatinamente desde un potencial repulsivo de caracter
Coulombiano para pequenos separaciones entre dos particulas hasta un
potencial atractivo que se transforma en una barrera cuando la separaciéon
supera el tamano lateral de la pelicula.

En el caso de dos electrones se analizaron los niveles mas bajos correspondientes
a los estados base 1S y los dos primeros excitados 21P y 23P, utilizando el método
elaborado en esta tesis y la funcion de prueba de tipo Chandrasekhar. Utilizando
la funcion de prueba de tipo Chandrasekhar se compararon las estructuras
electronicas para estados excitados tanto con las capas cerradas como con las
capas abiertas. Se encontrd que el estado base de la estructura electréonica sufre
una transicion desde la capa abierta a la capa cerrada cuando el radio de punto
cuantico de GaAs/Ga(Al)As disminuye hasta llegar a ser menor que un radio de
Bohr efectivo.

Se presentaron curvas novedosas de las energias de los estados 1S, 21P y 23P del
punto cuantico esférico de GaAs/Gal-xAlxAs con diferentes formas de potencial y
los resultados del analisis del efecto de la forma del potencial de confinamiento y
de la presencia del nucleo repulsivo sobre la funcién de correlacion para la
separacion entre dos particulas en los estados 1S, 2P y 23P. Se demostro que
cuando el radio de; punto cuantico se hace mayor de uno-dos radios de Bohr la
energia potencial (de repulsion) se hace mucho mayor que la energia cinética y la
estructura electrénica sufre una transicion de tipo Wigner, cuando los electrones
casi se congelan en los extremos opuestos de la esfera.

Se demostr6 que la ecuacion de onda uni-dimensional derivada en esta tesis para
dos particulas en realidad esta ligada intimamente con la funcion espacial de
correlacion del par que describe las propiedades probabilisticas de la separacion
entre particulas. Utilizando esta caractéristica se presento el analisis de la
funcion espacial de correlacién del par para puntos cuanticos de diferentes
formas en los casos de repulsion (dos electrones) y atraccion (electron-hueco)
entre particulas. Ademas, se analizo el efecto de la interacciéon Coulombiana
sobre la correlacion de las particulas, en anillos cuanticos con los potenciales de
confinamiento de forma rectangular y parabolica.

Utilizando la solucién exacta obtenida recientemente para el modelo de dos
electrones en un anillo unidimensional y la aproximacion adiabatica se pudo
resolver el problema similar para un anillo con un grosor pequeno pero finito. A
este modelo se le analizé el espectro electréonico de un sistema de dos electrones
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cuando la seccion transversal del anillo es de forma rectangular. Se analizaron
los cambios del espectro al variar el radio del anillo y el espesor. Se analizaron las
posibilidades de desbordamiento de la funciéon de onda electronica en las regiones
de la barrera con la disminuciéon del espesor y se demostré que el desbordamiento
ocurre primero en la region del hueco central.

Estos resultados fueron extendidos para analizar el espectro energético de dos
electrones localizados en dos anillos separados y acoplados verticalmente. Para
este modelo, se analizaron ademas, los cambios del espectro con la variacion de
la separacion entre los anillos y de la intensidad de campo magnético aplicado a
lo largo del eje de simetria. Se demostré que en el caso cuando la separacion
entre los anillos tiende a cero los resultados obtenidos convergen a los valores
correspondientes al modelo con solucion exacta.

Se calcularon las energias del estado base de las donadoras neutras y
negativamente cargadas en los puntos cuanticos con simetria axial con diferentes
formas geométricas: disco, lente, cono y anillo. Los resultados del calculo se han
presentado en la forma de las correspondientes energias dependientes del radio
de la base y de la altura del punto cuantico y de la posicion de la donadora.
Ademas se realizaron los graficos de contorno a lo largo de la seccion a través del
eje de simetria, que corresponden a las lineas de niveles de las energias de las
donadoras con diferentes ubicaciones.

Se encontré que el mayor incremento de las energias de enlace entre todas las
formas de puntos cuanticos se presenta en las donadoras cargadas
negativamente y las donadoras neutras ubicadas en los puntos cuanticos con la
forma de cono y se demostr6 que este aumento esta acompanado con el
incremento del cociente entre estas dos energias. Este incremento es tan grande
que se hace posible la transferencia de carga desde una donadora neutra
localizada en una region periférica hacia otra donadora neutra ubicada cerca del
eje, formando de esta manera una nueva donadora cargada negativamente.
Ademas se encontré que el cociente decrece desde un valor tipico para una
estructura cero-dimensional 0.3 hasta otro valor 0.2 tipico para una estructura
unidimensional cuando la donadora se desplaza desde el eje hacia la barrera.

Los resultados obtenidos para una donadora cargada negativamente fueron
extendidos para analizar las caracteristicas similares de un trion cargado
negativamente, formado por dos electrones y un hueco con masa efectiva mucho
mayor que el valor correspondiente del electron. Con este fin se utilizé otra vez la
aproximacion adiabatica para separar el movimiento rapido de los electrones
ligeros del movimiento lento del hueco pesado. Se presentaron los resultados del
analisis de las energias de enlace de los triones en los discos y anillos cuanticos y
sus variaciones con los cambios de los parametros geomeétricos.
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Se presentaron los resultados de aplicacion del método desarrollado para analizar
las propiedades de un exciton atrapado en los puntos cuanticos auto-
ensamblados en forma de una piramide, disco o un anillo.

Los resultados numéricos obtenidos demuestran que la energia de enlace del
exciton, la separacion promedio entre el electron y el hueco, y la distribucion de
carga relacionada con esta separacion dentro y fuera del punto cuantico, son
muy sensibles a la morfologia de la heteroestructrua, al espesor de la capa
humeda y a la variacion de la intensidad del campo magnético. Tal sensibilidad
de las propiedades electronicas esta relacionada con dos factores importantes. El
primero de ellos es el descenso de la altura de la barrera debido a la presencia de
la capa humeda y al campo magnético externo. El descenso refuerza
considerablemente el tunelamiento de las particulas dentro de la region central
de la barrera. El segundo factor se refiere a la diferencia entre las masas efectivas
entre el electron y el hueco que contribuye a la separacion de las particulas,
haciendo mas probable el tunelamiento del electron que el del hueco.

Se presentaron los resultados del calculo de la distribucion de carga en una
heteroestructura con geometria similar a la de un anillo respecto a la presencia
de un exciton.

Se encontr6o que la region periférica del punto cuantico se carga negativamente y
que la distribucion de carga esta caracterizada por un momento cuadrupolar
negativo cuando el radio de la region central de la barrera es pequeno. La
distribucién de carga se hace positiva cuando el radio de la region central de la
barrera se hace suficientemente grande. En este caso predomina el tunelamiento
del electron dentro de esta region, la carga negativa se localiza mayormente cerca
de la union interior, y el signo del momento cuadrupolar se hace positivo. La
situacion cambia notablemente en las heteroestructuras con el incremento del
espesor de la capa humeda. El formalismo desarrollado aplicado al modelo
simplificado de un disco cuantico, que ignora los efectos de la capa humeda, da
resultados que estan en concordancia con los obtenidos previamente por otros
autores.

El estudio del efecto de la morfologia sobre la distribucion de carga en los puntos
cuanticos autoensamblados con un exciton atrapado, permitio calcular las
funciones de onda del estado base y la energia del exciton en discos, lentes y
conos cuanticos planos de IngssAlp.4sAs/Gao.esAlo.ssAs con diferente radios de la
base, alturas y espesores de la capa humeda. Se encontr6 una diferencia
significativa entre las distribuciones del electron y del hueco en la direccion de
crecimiento del cristal debido a la diferencia entre sus masas. En estas
condiciones, cuando la altura del punto cuantico es del orden de 2-3nm el
tunelamiento del electron ligero hacia la region de la barrera en la direccion de
crecimiento del cristal es considerablemente mayor que el tunelamiento del
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hueco. Como resultado la funcion de onda del electron desborda en las regiones
de la barrera encima y debajo de los puntos cuanticos mientras que el hueco
permanece confinado mayormente en las proximidades del centro del punto
cuantico proporcionando una separacion considerable de las cargas positiva y
negativa en direccion del crecimiento del cristal. La comparaciéon de los
resultados obtenidos para puntos cuanticos con diferente geometria muestra que
la separacion de las cargas en esta direccion es mayor en puntos cuanticos de
forma angulada como el cono, seguido por la lente y luego por el disco.

La separacion electron-hueco en el plano esta definida por la atraccion entre ellos
y por el confinamiento. Se encontré que el confinamiento en el plano es mas
fuerte en puntos cuanticos cuyo perfil sea mas angulado y por consiguiente, la
energia de enlace del exciton, que depende mas fuertemente de la separacion
entre ellos en el plano que de la separacion a lo largo de la direccion de
crecimiento, es mayor en el cono que en la lente y en la lente es mayor que en el
disco. Usando la relacion de incertidumbre se derivé una formula para estimar
las energias de enlace del exciton en puntos con forma similar a discos, lentes y
conos, que estan en concordancia con los calculos numeéricos realizados cuando
el radio de la base es mayor que 20nm.

Este compendio constituye la base para futuras investigaciones que tengan que
ver con el analisis de puntos cuanticos de diversa morfologia acoplados vertical y
lateralmente, los cuales son muy promisorios en el ambito de las
telecomunicaciones y de la computacion cuantica.

En conclusion, se utilizé6 un procedimiento variacional para tratar el problema de
pocas particulas confinadas en un punto cuantico autoensamblado el cual se
pudo reducir a un problema similar en un espacio efectivo con dimension
fraccionaria variable. De esta manera este método puede ser aplicado para
analizar las propiedades de cualquier sistema ligado (donadoras neutras y
cargadas negativamente, aceptoras, excitones, triones, etc.), en diferentes tipos de
heteroestructuras tales como, SLs, QWs, QWWs, QDs, y QRs.
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ANEXO A. METODO DE CALCULO DEL
JACOBIANO PARA UN SISTEMA DE DOS
PARTICULAS

Partiendo de la definicion de Jacobiano, dada por la ecuacion (2.3.19) y teniendo
en cuenta que la funcion de onda axial es simétrica, se encuentra que:

J(r)=4[ R} (p)odp, [ R: (0, )p.ddp, [ 2} (2, )z, [ 22, )z, *
0 0 0

O ey 3

(1)

2z 2z
s’ jd(pl Id¢2§(r—\/pl2 +pl=2p,p,cos(p, —,)+(z, -z, ) )
0 0

Luego de hacer el siguiente cambio de variable

+
V:%; =0 =0, (2)

y utilizando la siguiente propiedad de la funcion delta de Dirac.

2 1
5(f(p)-rldp=r—r— 3)
7!‘ |f (¢0l I(g0)=r
se encuentra que:
J(r)=8zr[ R} (p,)p.dp, [ R: (p,)p.dp, [ 2 (2, )dz, *
0 0 0 (4)

*]2 ZZZ(ZZ) 2dZ2®|:1_|:p12+p22_r2+(zl_22)2i|:|
o\/4,012/)22—(,012+p22—r2+(zl—zz)z) 2p,p,

donde © es la funcién de Heaviside.

La singularidad que se presenta en el denominador de la ltima integral no causa
problema en la ecuacion (4), debido a la funcion de Heaviside. Sin embargo, para
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ANEXO A

evitar dicha singularidad se realiza un tratamiento matematico formal, para
poder solucionar numéricamente este Jacobiano.
Con tal propésito se hace el siguiente cambio de variable:

y el Jacobiano toma la forma:
J(r)=8z FJ R (p)pdp, [ R: (p,)p.dp, *
0

I(z)dz . ({1 _{ P _Zz)ﬂ ©)

j\/4':01p2 ( 1+p2 —I’ +z

donde:
T, z\., z
I(z)= £21 [W+E)Z2 (w—ajdw (7)

Luego de hacer la siguiente sustitucion:

y=~ri-z ®)

se encuentra que:

J(r) Sf”jll( A 3+f(yz = )JG(y)ydy 9)

donde:

)= [ R (p)pdp,

I pz Jp.dp, 9{1_ PP =Y } (10)
J4pl pi=(pi+p;-y") 2pp;

La ecuacion (9) presenta una singularidad debida al limite superior de la integral,
pero este inconveniente se soluciona haciendo el cambio de variable y = rsen(d), con

el cual la ecuacion (9) se transforma en:
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J(r)= 167[7’27].[](7”COS9)+ I(=rcos8)send = G(r sen6)do (11)

0

Utilizando el hecho que en la ecuacion (10) las variables p,,p, ¥ » son

conmutables y teniendo en cuenta la condicion impuesta por la funcion de
Heaviside, la ecuacion (10) se convierte en:

[p1+y| 2
R d
Rlz(p1)p1dp1 J‘ 2 22(p2)2p2 :022 —
o121 \/4p1y _(pl t+y _pz)

G(y)= (12)

S C—y 8

Como puede verse la ecuacion (12) posee un par de singularidades en los limites
de la ultima integral, la cual se denotara porQ(p,). Cambiando adecuadamente

los limites de integracion ésta se puede descomponer en otras dos Q,(p,) y 0,(p,),
asi:

0(p,) = " R’ (p)pdp,
1 1
ol N4V (0 + 3= p*) (13)

0,(p,) = e R (p)pdp,

2 1

GiAetY =+ - pt)
Para resolver la integral Q,(p,) se hace la siguiente sustitucion:
2

P =(p —y) =2pyz (14)

De manera similar, para resolver la integral Q,(p,) se hace la siguiente
sustitucion:

pr—=(p +y) =-2pyz (15)

Por lo tanto, la funcién Q(p,)se convierte en:

Q(p1)= j' Rz2 (\/plz +y2 + 2p1y(2;1)2)(-;]jzzz(;/p12 +y2 + 2/?1)’(1 _Z))dZ (16)
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la cual presenta singularidad cuando z=x. Sin embargo, esta singularidad es
evitable, haciendo el cambio de variablez =x*, que permite obtener:

olp)- % Woi 2ol =Dl R+ v +2p0(1=x))

0 '\12—x2

donde se puede apreciar que la singularidad ha desaparecido por completo y por
lo tanto no existe ningin problema para desarrollar esta integral. Asi que la
ecuacion (12) se convierte en:

(17)

G(y)=TR (o, )pldplj' (\/pl ++ 200 1)2)+ sz(\/p [y 2o ))dx (18)
0 -
Finalmente, se encuentra la siguiente expresion para el Jacobiano:
Jr) =167 [[1(rcos0)+ I(-rcosO)}endis jR p)pdp | Zi FutFy g (19)
0
donde:
= R ( p: +(rsen6) +2p,(x* —1)rsen9) (20)

Como se puede ver, ahora no existe ningin problema de singularidad ni de
comportamiento indefinido del Jacobiano.
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ANEXO B. SOLUCION DE LA ECUACION DE
SCHRODINGER MEDIANTE EL METODO DE
BARRIDO TRIGONOMETRICO

Consideremos, por ejemplo, la parte radial de la ecuacion de Schrédinger en un
espacio con Jacobiano J (r), dada por:

1 d { J(r)dw(r)

Gt }V(r)w(r):w(r); O<r<ws p(0)<o; wle)=0 (1

Figura B1. Potencial de confinamiento

V)

donde el potencial ¥(r) puede tener una forma arbitraria como la presentada en la

Figura B1, el cual solo debe cumplir la inica condiciéon que debe existir un limite
finito de este potencial para grandes valores de r:

limV (r)="V,. (2)

r—>0

El Jacobiano J(r) en la ecuacion (1) debe cumplir dos condiciones:

J(r)—Cre (3)

r—0
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h(r)zJ'(r)/J(F)—) C, <o (4)

r—»0

El problema de Sturm-Liouville (1) se puede escribir en la forma:

w ")+ by )+ q(rly (r)= 00 h(r)= () (r): q(r)= E-V(r);

0<r<oo; 1//(0)<oo; l//(oo):O (5

La funcién i(r) en la ecuaciéon (4) segun las propiedades (3) y (4) cumple las
condiciones:

Wr)-Z: h(r)—>C <w (6)

r—0 7 r—0

La ecuacion (5) tiene 2 problemas para los calculos numéricos:

1. La primera condicion de frontera W(O) < oo es dificil de utilizar en los calculos
numeéricos.

2. En el punto r= 0, se presenta una singularidad en el segundo término de la
ecuacion (2.5.5), es decir, h(O):oo, la cual se puede cancelar con el tercer

término si q(O)z o 6 con la condicién adicional w'(O)z 0. En ambos casos en

los calculos aparecen dificultades debido a la necesidad que cerca del punto r
= 0 se deben restar los nimeros grandes en el primer caso y en el segundo
caso se debe multiplicar un ntimero grande por un nimero muy pequeno y los
errores por redondeo se hacen muy grandes.

Para evitar esta dificultad hacemos el siguiente cambio de variable:
w(r)=2(r)r"; p=a/2;
Teniendo en cuenta que

v'(r)=2'()/r" = px(r)/rm

1 +2 (2' 1)
v (r)=2"@)rr=2pxg " ()r + plp+1) 2 ()/r’
la ecuacion (2.1) se reduce a la siguiente:
20wl )y )+ )l = -

w(r)=h=2p/r; u(r)=E-V(r)+ p|(p+1)/r —h]/r;
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con las condiciones de frontera:

2(0)=0; x(=)=0 (2.3)

Notese que la ecuacion diferencial (2.2) tiene una ventaja esencial
comparandola con la ecuacion inicial (2.5.5), puesto que el coeficiente del
segundo término en (2.2) w(r)—>a/r-2p/r >0cuando r—0 mientras que el

coeficiente del segundo término en (2.5.5) h(r)— a/r - wcuando r—0.

Como en el calculo numérico no existe un punto en el infinito, tenemos que
sustituir la segunda condicion de frontera por otra en un punto
suficientemente lejano el cual lo denotamos R,, . Entonces el problema de

contorno (2.2) -(2.3) puede escribirse como:

2"()+wlr )y () +ulr)y(r)=0; 0<r<R_: 7(0)=0; x(R,)=0;
w(r)=x(r)r’ wr)=h=2p/r; u(r)=E-V(r )+p[( 1)/r—h)/r; (2.4)
h(r)=J(r)/(r)

La segunda condicién de frontera se puede aproximar de manera diferente.
Para grandes valores de r, (r - «©), la ecuacion (2.4) se puede resolver en una

forma analitica, ya que segun (2.5.6), w(r)—)C1 y como V(r)—)E—VO, la
ecuacion (2.4) adquiere la forma:

2"()+Cx'(r)+(E=V, )xlr)=0

La solucién de esta ecuacion que se anula para r — o es:

2(r)oc dexp(-gr), g= \/V E+(C /2) -C /2

De aqui se puede concluir que cuando r — « se cumple la siguiente igualdad:

Z'(F)/Z(F)—)—g; r—> 0, g:\/Vo_E+(C1/2)2_C1/2 (2-5)

Este resultado se puede utilizar en lugar de la segunda condicion de frontera
en (2.4) y se puede formular el problema de contorno (2.4) en una forma
diferente:
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2" )+ wlr)y ' (r)+ulr)z(r)=0; 0<r<R,; #(0)=0;
PR R =g )= o)

wr)=h—=2p/r; u(r)=E-V(r)+ p[(p+1)/r—h]/r;
W)= I0): g =V, ~E+(C,/2) ~C/2

(2.4a)

Los problemas de contorno son similares, difieren s6lo en las segundas
condiciones de frontera. Por eso los algoritmos de solucion de estos dos
problemas también son similares. Para resolver los problemas de contorno
(2.4) o (2.4a) utilizaremos coordenadas polares de Poincareé:

;((r) = A(r)cos 19(r); V4 '(r) = A(r)sin 9(r) (2.6)

Derivando la primera relacion y sustituyendo la expresion obtenida para la
derivada y'(r) en la segunda ecuacion se obtiene:

A1) A()ZHS‘;((X; [9/()+1] 2.7)

Por otro lado sustituyendo las expresiones (2.6) en la ecuacion (2.4) y
utilizando la relacion (2.7) entre A/(r) y A(r) se obtiene la ecuacion diferencial

para la funciéon (r):

9 (r) = —[sin> 9 () +u(r)cos® 9 (r)+ w(r)sin cos 9] (2.8)

Para encontrar la funcion A(r) hay que sustituir la expresion para la derivada
(2.7) en (2.6) y realizar la integracion:

Ar)= exp{j [[1 u(r)]sin @ (r)cos 9 (r) - w(r)sin* 9 (r)]dr}; A4(0)=1 (2.9)

Las condiciones de frontera para los problemas (2.4) y (.2.4a) pueden
escribirse como:

$(0)=x/2; 9$(R,)=r/2-7n, n=123K (2.10)

para el problema (2.4) y como
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9 (O) =—a tan(g); 9 (Rmax ) =—a tan(g)— 7z n n=123K (2.11)

para el problema (2.4a). Aqui n es el numero del nivel, el estado base
corresponde a n = 1, y el valor n - 1 da el nimero de los nodos de la parte
radial de la funcioén de onda.

La ecuacion diferencial (2.8) junto con la primera condicion de las relaciones
(2.10) y (2.11) definen un problema de Cauchy para la ecuacion diferencial de
primer orden, el cual puede resolverse numéricamente para cada valor del

parametro EE=FE (la energia del nivel numero n buscada) dado y esta

solucion puede considerarse como una funcién de dos variables &= S(V,En) y

entonces la segunda condicién de frontera en las relaciones (2.10) y (2.11)
lleva a la ecuacion trascendente para la energia E:

KR, E)=n/2—7n (2.12)

para el problema de contorno (2.4) y

KR, E,)=—atan(g)-7zn (2.13)

max ?

para el problema de contorno (2.4a).

Con base en las féormulas (2.8) - (2.12) se puede formular el siguiente
algoritmo para encontrar la solucion de la ecuacion de Schrédinger (2.5.1):

1. Se construye la funcion S(r,E) como solucién del problema de Cauchy

(2.8)-(2.10), utilizando uno de los esquemas de Rounge-Kutta.
2. Se resuelve ecuacion trascendente (2.12) y se encuentra la energia del

estado con nivel n, £ .

3. Se calcula la funcién 8(r )como solucion del problema de Cauchy (2.8)-
(2.10), para el valor En encontrado.
4. Se encuentra la funcion A(r) utilizando la formula (2.9).

S. Se calcula la funcion w(x) y su derivada v'(x) utilizando las siguientes
relaciones:

!//(r) = M cos 19(}"),' v' (r) = i”) sin 19(}") .

r r
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