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NOTACIÓN 

 
 
 
En esta tesis se ha utilizado la adimensionalidad de las unidades efectivas 
requerida para efectos de programación, pero para la posterior conversión de 
unidades se ha elegido como unidad de longitud el nanómetro (nm); como unidad 
de energía el milielectronvoltio (meV) y como unidad de campo magnético el Tesla 
(T). A continuación se presenta la lista de las notaciones empleadas para designar 
los distintos parámetros utilizados: 
 
 

.101.9 31
0 Kgm −×=   : Masa del electrón libre 

2212 /1085.8 mNC −×= −ε  : Constante dieléctrica en el vacío 
Ce 19106.1 −×=    : Carga del electrón 
smc /103 8×=    : Velocidad de la Luz en el vacío 
sJh 341022.6 −×=   : Constante de Plank 

AA    : Aproximación Adiabática 
MBT    : Método de Barrido Trigonométrico 
MDF    : Método de Dimensión Fractal  
AME    : Aproximación de masa efectiva 
WL    : Capa húmeda 
QW    : Pozo cuántico 
QWW    : Hilos cuánticos cilíndricos 
QD    : Punto cuántico 
QR    : Anillo cuántico 
SQD    : Punto cuántico esférico 
SAQD    : Punto cuántico autoensamblado 
SL    : Superred 
NWSL      : Nanosuperred cilíndrica 
SPCF    : Función de correlación del par 

0D     : Impureza donadora neutra 
−D     : Impureza donadora negativa 
em     : Masa efectiva del electrón 
hm     : Masa efectiva del hueco 

γ     : Factor de Landau 
pρ     : Momento Lineal 
ε     : Constante dieléctrica del material 
τ     : Parámetro de la interacción Coulombiana 

0a     : Radio de Bohr efectivo 
*Ry     : Rydberg efectivo 
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g     : Factor efectivo de Landé del electrón 
B
ρ

    : Campo magnético 
ξ     : Energía superficial 
µ     : Magnetón de Bohr 
A
ρ

    : Potencial vectorial de campo magnético 
ρV     : Potencial de confinamiento radial 

∆     : Laplaciano 
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RESÚMEN: 
Los métodos teóricos y las técnicas de cálculo elaborados en esta tesis realizan 
un análisis detallado de los efectos del tamaño y de la morfología de puntos 
cuánticos autoensamblados sobre los espectros energéticos de diferentes estados 
ligados para sistemas de pocas partículas, a fin de fabricar nuevos dispositivos 
opto-electrónicos de tamaños nanométricos y propiedades controladas. 
Se calculan los espectros energéticos de los sistemas de una y dos partículas 
(donadoras neutras y negativamente cargadas, excitones y dos electrones) 
confinadas en puntos cuánticos de In1-xAlxAs/Ga1-yAlyAs fabricados mediante la 
técnica de Stranski-Krastanov.  Para analizar el efecto de la morfología de estas 
estructuras sobre el espectro energético de una partícula libre y los estados 
ligados de sistemas de dos partículas se utiliza la aproximación adiabática, que 
permite separar el movimiento rápido en la dirección vertical, del movimiento 
lento en el plano horizontal y reducir los problemas tridimensionales a los 
similares en dos dimensiones, con potenciales renormalizados que tienen en 
cuenta el perfil del punto cuántico.  Utilizando esta aproximación se logran 
separar completamente las variables en la ecuación de onda para los portadores 
de carga libre en puntos cuánticos con simetría axial, para poder encontrar el 
espectro energético y las funciones de onda uní-particulares.  La función de onda 
para los estados ligados se busca en forma del producto de las funciones uní-
particulares con una función envolvente que en el caso de las donadoras depende 
de la distancia desde el ión y en el caso de dos partículas de la distancia entre 
ellas. 
Partiendo del principio variacional de Schrödinger y utilizando la técnica de 
derivación funcional se demuestra que la función envolvente es la solución de la 
ecuación de onda para un átomo hidrogenóide (en el caso de la donadora 
negativamente cargada para un ión H¯) en un espacio efectivo cuya dimensión 
depende de la separación entre las partículas y de la geometría del punto 
cuántico.  
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TITLE: 
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DESCRIPTION: 
The theoretical methods and calculus techniques elaborated in this thesis allow 
performing a detailed analysis of the morphology and size effects of self-
assembled quantum dots of energetic spectrum of different binding states of few 
particles systems in order to fabricate new opto-electronic devices with 
nanometric size and controlled properties. 
 
Energy spectra of one and two particles (neutral and negatively charged donors, 
excitons and two electrons) confined in quantum dots of In(1-x)AlxAs/Ga(1-y)AlyAs 
recently fabricated by Stranski-Krastanov technique.  To analyze the morphology 
effect of these structures on free one-particle energy spectrum and binding states 
of two particles systems the adiabatic approximation is used to allow separate the 
vertical direction fast movement of the horizontal plane low movement in order to 
reduce the three dimensional problems to bidimensional similar problems to 
renormalized potentials that take into account the quantum dot profile.  Using 
this approximation is possible to separate the variables in the wave equation for 
finding the energy spectrum and one-particle wave functions. The wave functions 
for binding states is seeking as a product of one-particle wave functions with an 
envelope function which in the donor case depend of the distance since the ion 
and in the two particles case of the distance between them. Starting by the 
Schrödinger variational principle and using the functional derive technique it is 
shown that the envelope function is solution of the wave equation for like-
hydrogen atom (in the negatively charged donor case for an ion H) in the 
effective space which dimension depends of the separation between particles and 
the quantum dot geometry. 
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INTRODUCCIÓN 

 
 
 
En las dos últimas décadas se ha desarrollado un gran número de 
investigaciones teóricas y experimentales sobre nanoestructuras semiconductoras 
o sistemas de baja dimensionalidad [1-6], tales como: pozos (QWs), hilos (QWWs), 
puntos cuánticos (QDs) y superredes (SLs). Por tener dimensiones características 
comparables a la longitud de onda de De Broglie asociada al electrón, las 
nanoestructuras operan en el régimen cuántico y sus propiedades electrónicas 
son más sensibles a las variaciones de tamaño, geometría y composición que sus 
análogos en bloque. El Interés por las investigaciones de las nanoestructuras ha 
dado origen a una nueva línea en la fabricación de materiales llamada 
nanotecnología, como base para producir en el futuro  dispositivos micro- y opto-
electrónicos. La nanotecnología es una rama de la tecnología que se ocupa de la 
fabricación y control de estructuras y máquinas de tamaño nanométrico. Existen 
tres ramas de investigación en la nanotecnología, la nanotecnología seca, la 
nanotecnología húmeda y la nanotecnología computacional. La nanotecnología 
seca trata sobre la fabricación de estructuras en carbón (nanotubos), silicio, 
materiales inorgánicos, metales y semiconductores, además sobre 
autoensamblaje controlado por computadora y dispositivos ópticos, también tiene 
que ver con la fabricación y manipulación de nanoestructuras. La nanotecnología 
húmeda trata sobre materiales biológicos como membranas, material genético y 
otros componentes celulares. La nanotecnología computacional trata sobre el 
modelado y simulación de estructuras complejas de escala nanométrica. Richard 
Feynman fué el primero en referirse a las posibilidades de la nanociencia y de la 
nanotecnología, en el  discurso que pronunció en Caltech (Instituto Tecnológico 
de California) el 29 de diciembre de 1959 titulado “En el fondo hay espacio de 
sobra” (There's Plenty Room at the Bottom). El mismo, en 1960 acuño la siguiente 
frase: “Hay inmensidad de posibilidades en lo más profundo de la materia“. En 
1986, Drexler puso de manifiesto que el hombre podría ejercer un control 
completo sobre la estructura de la materia. Entre los usos de la Nanotecnología 
se encuentra la fabricación de computadoras, que pasó de los sistemas operados 
con válvulas de vació (conocidas como bulbos o ampollas de vacio); a los 
semiconductores tradicionales (conocidos como transistores de tipo (PNP o NPN); 
de ahí a los sistemas creados con base en circuitos integrados y por último a los 
microprocesadores que realizan procesos de manera paralela. Se dice que la 
construcción de “máquinas” ultramicroscópicas, podrían ejecutar en espacios 
microscópicos, tareas tan complejas como fabricar circuitos electrónicos y 
despejar vasos sanguíneos obstruidos en el cerebro. 
 
 
El avance científico en el nanomundo ha revolucionado el desarrollo de la ciencia 
de la nano-escala y de la nano-ingeniería. Esta escala está comprendida entre 
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una fracción de un nanómetro (varios átomos) hasta alrededor de 100 
nanómetros (el bloque). La mayoría de los fenómenos específicos se manifiestan a 
distancias entre 10-50 nanómetros. A esta escala pertenecen los componentes 
básicos de la materia utilizada, donde las propiedades fundamentales están 
definidas y se pueden enmarcar dentro de una función dependiente del tamaño, 
forma y diseño de ésta. Debido al carácter interdisciplinario y a los beneficios que 
la ciencia de la nanoescala reporta a la sociedad, la investigación básica aplicada 
ha recibido gran atención y soporte financiero, haciendo que el interés por esta 
disciplina esté creciendo prácticamente en todas las naciones industrializadas. 
 
 
Para la fabricación de nanoestructuras semiconductoras, comúnmente se utilizan 
materiales semiconductores compuestos, pertenecientes a los grupos  III-V y II-VI.  
Las heteroestructuras de estos grupos de materiales con buenas interfaces, 
pueden ser binarios como GaAs/AlAs, InAs/GaSb, InSb/CdTe o ternarios como 
GaAs/Ga1-xAlxAs. Se han desarrollado diferentes técnicas, entre las que se 
destacan: la epitaxia de haces moleculares [7], la deposición metal-orgánica de 
vapor químico [3], la litografía basada en rayos moleculares [8] y la epitaxia de 
fase líquida [9]. 
 
 
Con estas técnicas se han crecido diferentes sistemas de baja dimensionalidad, 
tales como: QWs, QWWs y QDs, con materiales semiconductores en diversas 
composiciones. El mayor interés para futuras aplicaciones lo presentan los QDs, 
que son estructuras en las que se ha logrado el mayor confinamiento de 
portadores de carga. En los QDs el movimiento electrónico esta restringido en 
todas las direcciones, por lo cual es común referirse a estos sistemas como cero-
dimensionales. Los QDs, también se denominan átomos artificiales. Debido a la 
cuantización de la energía cinética de las partículas, relacionada con la 
restricción en el movimiento electrónico, el espectro energético en los QDs se 
enriquece esencialmente y esto abre nuevas perspectivas para crear novedosos 
dispositivos opto-electrónicos, con base en las nanoestructuras semiconductoras, 
cuyas propiedades se pueden modificar en forma controlable, con posibilidad de 
su miniaturización y aumento de la absorción y emisión óptica. 
 
 
La técnica de fabricación de puntos cuánticos denominada Epitaxia de haces 
moleculares, se conoce por su acrónimo en inglés como MBE (Molecular Beam 
Epitaxy), que de acuerdo al valor de la densidad de energía superficial neta de la 
juntura, sif ξξξξ −+=∆ , siendo fξ  fa densidad de la energía superficial de la 
película; sξ  densidad de la energía superficial del sustrato; iξ  densidad de la 
energía superficial de la interfaz, se obtienen diferentes modos de crecimiento que 
se denominan de la siguiente manera: 
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 Frank-van der Merwe: 0≤∆ξ  humedeciendo el sustrato se 

crece capa por capa.  
 
 
 
 Volmer-Weber: 0>∆ξ  sin humedecer, se crecen islas 

tridimensionales. 
 

 
 
 Stranski-Krastanow: 0≤∆ξ  para las primeras capas, 

posteriormente  0>∆ξ , las islas crecen sobre una capa 
húmeda. 

 
 

 
Los llamados puntos cuánticos auto-ensamblados (SAQDs, “self-assembled 
quantum dots”, en inglés) fabricados mediante la técnica de Stranski-Krastanov, 
se pueden obtener utilizando un substrato con parámetro de red diferente al de la 
película por crecer. El proceso de deposición del material se realiza mediante un 
flujo de átomos (por ejemplo: galio, indio o arsénico), el cual es enviado sobre una 
superficie ultra delgada o sustrato de arseniuro de galio (GaAs) mantenido a alta 
temperatura. Debido a la diferencia entre los parámetros o constantes de red y a 
la particular dinámica de crecimiento, se generan tensiones en la película y en las 
junturas que crecen en cada una de las capas siguientes y a partir de una capa 
hacen que la película empiece a depositarse de manera no uniforme, produciendo 
de manera natural un crecimiento en forma de pequeñas islas de tamaño 
nanométrico, que tienen por lo general una forma y tamaño similares y están 
separadas del sustrato a través de una capa húmeda. Estas islas se recubren con 
otra capa semiconductora con brecha de energía mayor que la de las islas 
(comúnmente del mismo material que el sustrato). Las heteroestructuras 
obtenidas de esta manera suelen denominarse puntos cuánticos auto-
ensamblados, en donde los portadores quedan confinados en tres dimensiones si 
el tamaño de las islas es el adecuado. 
 
 
El problema de controlar el tamaño de las islas es complicado, pero se hacen 
esfuerzos en este sentido, para poder reducir el ancho de las líneas en el espectro 
de luminiscencia. Una de las posibles maneras de controlar el tamaño de las islas 
consiste en variar la diferencia entre las constantes de la red del sustrato y de la 
película y simultáneamente las diferencias entre las brechas de la energía entre 
las bandas de valencia y las de conducción. Para aclarar esta idea en la Figura 1 
se presenta el gráfico donde se muestran las brechas de energía contra las 
constantes de red de algunos semiconductores compuestos binarios. Se puede 
ver que dos materiales tradicionales como los compuestos binarios GaAs y AlAs 
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no sirven como candidatos para fabricar SAQDs a través de las técnicas de 
Stanski-Krastanov ya que tienen prácticamente las mismas constantes de red. Al 
contrario, los compuestos InAs y GaAs son evidentes candidatos para constituir 
el sustrato y la película, debido a una diferencia apreciable entre sus constantes 
de red, siendo la constante de red del GaAs 7% menor de la de InAs. Por otro lado 
la diferencia de las brechas en la juntura InAs/GaAs es mucho más grande del 
valor correspondiente a la juntura GaAs/AlAs y por esa razón el salto de potencial 
y el confinamiento en el primer caso es mucho más apreciable. Sin embargo se 
puede variar esta característica introduciendo cada material en porciones 
diferentes de los átomos de Al y utilizar con esta fin los componentes ternarios 
In1-xAlxAs y Ga1-yAlyAs. Precisamente, los puntos cuánticos de In1-xAlxAs/Ga1-

yAlyAs serán el objetivo principal de esta investigación 
 
 
Figura 1. Brechas de energía en función de la constante de red de algunos 
semiconductores compuestos binarios. 
 

 
 
En el proceso de fabricación de SAQDs se ha demostrado que los perfiles de los 
puntos cuánticos se pueden alterar drásticamente, interrumpiendo el proceso de 
crecimiento de éstos a través del recubrimiento por capas más delgadas (de 
espesor menor que 3 nm) que la altura del punto cuántico. En la etapa inicial del 
proceso de recubrimiento, el punto cuántico empieza a crecer en la dirección 
lateral de tal manera que el material del punto cuántico se redistribuye en forma 
anisotrópica, hasta que el proceso de crecimiento se interrumpe. Como 
consecuencia, los puntos cuánticos se transforman a veces en una especie de 
anillos estirados con un hueco en forma de cráter en el centro [10 -15]. A través 
de las técnicas de microscopia electrónica y de fuerza atómica los investigadores 
lograron establecer que los SAQDs fabricados mediante el método de crecimiento 
de Stranski-Krastanov tienen morfologías diferentes y en la mayoría de los casos 
sus formas no son bien conocidas, pero estudios estructurales sugieren que son 
similares a lentes, pirámides, discos o volcanes. 

 

Constante de la red [A0]
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Como se encontró experimentalmente, los SAQDs tienen, por lo general, 
diámetros laterales que varían desde 10 hasta 70nm, espesores desde 2nm hasta 
4nm y altura de capa húmeda desde 1nm hasta 2nm dependiendo de las 
condiciones de crecimiento. El tamaño reducido que tienen los SAQDs permite 
esperar que es posible controlar la presencia de solo uno o dos portadores de 
carga dentro de estas estructuras nanometricas. Además, debido a la restricción 
del movimiento de las partículas en todas las tres direcciones, el espectro 
energético en los SAQD es discreto a diferencia de los QWs y de los QWWs donde 
el espectro está dado por subbandas. Esto se puede ver comparando las 
densidades de estado de los portadores de carga en estas heteroestructuras y en 
bloque, representadas en la Figura 2. 
 
 
Figura 2. Densidad de estados de Dos portadores de carga en bloque, QW, QWW y 
SAQD. 
 

 
 
Se puede ver que las curvas de densidad de los estados se hacen más y más 
estructuradas a medida que la dimensión del espacio libre disminuye desde tres 
en un bloque de un semiconductor hasta cero en un SAQD, pasando por los 
valores 2 y 1 en los QW y en los QWW, respectivamente. Debido a estas 
propiedades singulares se espera que los SAQDs con una o dos partículas 
capturadas constituyan el sistema clave para los dispositivos opto-electrónicos. 
 
Cuando nos referimos a sistemas de dos partículas confinadas en puntos 
cuánticos auto-ensamblados, estamos haciendo alusión a un sistema de dos 
electrones o a un sistema electrón-hueco llamado exciton. La formación del 
excitón se produce de la siguiente manera: un fotón es absorbido por un 
semiconductor, excitando un electrón desde la banda de valencia hasta la banda 
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de conducción y creando un par electrón-hueco enlazado debido a la atracción 
entre ellos (exciton). La creación de un excitón requiere una energía mínima igual 
a la brecha de energía entre las dos bandas menos la energía de enlace.  
Igualmente, el excitón como cualquier otra casi-partícula puede desplazarse 
libremente dentro del cristal hasta que no se encuentra con un punto cuántico 
donde queda atrapado, ya que la energía del excitón en la región interior del QD 
es inferior que en el bloque de cristal. Cuando el excitón queda confinado dentro 
de un QD, la separación entre las partículas disminuye, la energía de enlace crece 
mientras que la energía del exciton baja. Los excitones atrapados en los SAQDs 
también son objetos de investigación teórica de esta tesis. 
 
 
Recientemente Lorke con sus colaboradores reportó la observación de un par de 
electrones en un SAQD de forma similar a un anillo [11-13]. Este descubrimiento 
impulso la aparición de una gran cantidad de publicaciones sobre el análisis 
teórico del espectro energético de dos partículas confinadas en un SAQD [16-18].  
Pero en la gran mayoría de estos trabajos no se tiene en cuenta la morfología de 
los SAQD ya que se consideran modelos de confinamiento simplificado, 
bidimensional y/o con barreras infinitas. Para modelos bidimensionales de 
barrera infinita se consideraron los potenciales rectangulares o parabólicos [19-
26]. En ambos casos el método más eficiente para analizar el espectro energético 
de dos electrones es el método de diagonalización exacta, teniendo en cuenta que 
las funciones uní-particulares para estos dos modelos pueden ser encontradas en 
forma analítica y, además, ellas forman una base completa. El método de 
diagonalización exacta en este caso consiste en formar una base completa de 
funciones de onda para los diferentes estados bi-particulares posibles, y a través 
de ellas representar el Hamiltoniano en forma de una matriz cuyos valores 
propios, calculados numéricamente definen el espectro energético de dos 
partículas. Hay que anotar que en el caso de potencial parabólico, cuando las 
masas de las dos partículas son iguales, el Hamiltoniano es completamente 
separable y existen diferentes métodos más simples que el de diagonalización que 
se utilizaron  para analizar el espectro de dos electrones [27-32]. 
 
 
En realidad el potencial de confinamiento no es parabólico ya que en las junturas 
se presenta un salto de potencial finito y cuanto más delgada es la película que 
está formando el SAQD menor es la altura de la barrera debido a la subida de los 
niveles energéticos producida por el fuerte confinamiento. Por esta razón, el 
potencial de confinamiento real solo se puede considerar aproximadamente 
parabólico cerca del centro del SAQD, el cual sube inicialmente en esta forma al 
acercarse a las junturas y después en forma suave se transforme en un potencial 
constante [25]. Por esta razón en un grupo de trabajos sobre el espectro 
energético de una y dos partículas en QDs se consideraron modelos de 
confinamiento con diferentes formas de potenciales suaves [33]. Como en el 
espectro energético de una partícula en los QDs con este tipo de potenciales las 
funciones de onda uní-particulares correspondientes a niveles discretos no 
forman una base completa, el método de diagonalización en este caso ya no es 
eficiente y solo hay dos opciones, utilizar el método de diferencias finitas o el 
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variacional. Los cálculos a través del primer método son muy tediosos y por eso 
hay muy escasos trabajos, donde los utilizan para analizar el espectro energético 
de dos electrones [18] o de un exciton [34]. El método variacional con diferentes 
funciones de prueba se utilizó en una gran cantidad de trabajos tanto para 
analizar el estado base de dos electrones [26-31], como para el par electrón-hueco 
[32,35] confinados en puntos cuánticos con diferentes formas de potencial.  Este 
método tiene insuficiencias bien conocidas. Primero, este método permite solo 
estimar el valor de la energía. Entre mayor sea el número de parámetros que se 
utilizan en este método mayor es la precisión del resultado de estimación. Pero 
con el aumento del número de parámetros se incrementa rápidamente el volumen 
de trabajo computacional. Segundo, el método variacional básicamente se utiliza 
solo para analizar el estado base, ya que el análisis de los estados excitados 
sugiere un cálculo tedioso relacionado con la necesidad de la ortogonalización de 
las funciones de onda. 
 
 
Recientemente, el Grupo FICOMACO de la Escuela de Física de la UIS, con el fin 
de simplificar el cálculo matemático y evitar las complicaciones computacionales, 
ha propuesto un procedimiento variacional relacionado con el esquema de 
dimensión fraccional para estudiar el comportamiento del espectro del exciton 
bajo la influencia de un campo magnético [36]. En este esquema la función de 
onda del par electrón-hueco confinado en un QD se presenta en la forma del 
producto de las funciones de onda uní-particulares con una función envolvente 
que depende solo de la distancia entre las partículas. Considerando esta última 
función como variacional y utilizando el método de derivación funcional se ha 
encontrado para ella la ecuación diferencial, la cual coincidió con la parte radial 
de la ecuación de onda para el átomo de hidrógeno en un espacio efectivo cuyo 
Jacobiano depende de la separación entre las partículas. Esta dependencia 
(relacionada con la dimensión del espacio) generalmente no tiene forma de 
función de potencia (como en los espacios con la dimensión entera) y está dada 
por una integral múltiple cuya función subintegral es un producto de los 
cuadrados de las funciones uní-particulares del electrón y del hueco. Para una 
separación muy pequeña, cuando las partículas “no sienten” el confinamiento, 
esta dependencia es parabólica (típica para un espacio tridimensional) mientras 
que para separaciones muy grandes tiene una forma de un decaimiento (típica 
para un espacio cero-dimensional). Es decir, mientras se incrementa la 
separación, la dimensión del espacio efectivo cambia de tres a cero, aceptando 
para las separaciones intermedias los valores tanto enteros como fraccionarios.  
Esta es la razón por la que el método es llamado Dimensión Fractal (MDF). 
 
 
Hasta el momento de iniciar esta investigación el MDF fue utilizado sólo para 
heterojunturas con alta simetría, QWs, QWW cilíndricos o QD esféricos para los 
cuales los jacobianos se calculan en forma relativamente sencilla.  En este trabajo 
la aplicación del MDF se extiende a los SAQDs con una morfología más 
complicada con el fin de analizar las propiedades de los sistemas de una y dos 
partículas atrapados en puntos cuánticos con simetría axial y con diferentes 
perfiles, correspondientes a discos, lentes, conos y anillos. Esto sugiere la 
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consideración de modelos tridimensionales más realistas, que tienen en cuenta 
que los SAQDs son unas películas delgadas con un grosor variable, un poco más 
grande dentro del punto y más delgado en la región exterior correspondiente a la 
capa húmeda. Además, los modelos realistas deben considerar los cambios de los 
parámetros del material (masa efectiva, constante dieléctrica, brechas entre las 
bandas) no en una forma brusca sino en una forma paulatina. Esto implica 
considerar los modelos de barrera finita e incluir en la consideración los procesos 
relacionados con la alta posibilidad de tunelamiento de las partículas fuera de los 
SAQDs cuando el grosor de la película se hace demasiado pequeño en las 
direcciones de máximo confinamiento. 
 
 
En esta tesis se asume que una herramienta adecuada para tratar 
matemáticamente esta situación en los puntos cuánticos casi-bidimensionales, es 
la Aproximación Adiabática (AA), que permite separar el movimiento rápido de las 
partículas en la dirección vertical, del movimiento lento en el plano de la película.  
Utilizando la AA en el marco del MDF en esta se analizan las propiedades de los 
estados ligados de los sistemas de dos partículas confinadas en SAQDs, teniendo 
en cuenta las características específicas de las heteroestructuras de                
In1-xAlxAs/Ga1-yAlyAs. 
 
 
Esta tesis consta de cuatro capítulos. En el primer capítulo se discute la 
descripción de los modelos matemáticos que se utilizan para analizar el 
confinamiento en los SAQD’s y se define el Hamiltoniano de dos partículas 
confinadas en un SAQD, que describe diferentes situaciones relacionadas con la 
presencia de dos electrones, un exciton o una donadora cargada negativamente.  
En el segundo capítulo se estudia el espectro energético de dos partículas en 
puntos cuánticos de diferentes formas y se analizan efectos relacionados con la 
estabilidad, el espin, las transiciones de Wigner, la morfología, el acoplamiento, 
etc. Los resultados de este capítulo fueron publicados en los artículos [37-43].  
En el tercer capítulo se analiza el espectro de las donadoras neutras, D0 y 
cargadas negativamente D-, confinadas en SAQDs,  Se estudian los efectos del 
tamaño, de la morfología, de la posición de las donadoras sobre sus energías de 
enlace y la distribución de carga en la heterojuntura. Los resultados de este 
capítulo se publicaron en las Referencias [44-48]. En el cuarto capítulo se 
presentan los resultados del análisis sobre el espectro energético de los excitones 
atrapados en puntos cuánticos auto-ensamblados con perfiles correspondientes a 
discos, lentes, conos y anillos. Se analiza el efecto del tamaño, de la forma de los 
puntos cuánticos, de la existencia de la capa húmeda y del campo magnético 
sobre la energía de enlace del exciton. Además se estudia la distribución de carga 
dentro del punto cuántico con un exciton atrapado que aparece debido a la 
separación espacial entre los portadores de carga relacionada con la diferencia de 
sus masas efectivas. Estos resultados fueron publicados en la Referencias [41, 
49, 50, 52]. Al final de la tesis se consideran las conclusiones y proyecciones 
futuras de este estudio y se presenta una reseña de sus posibles aplicaciones. 
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Los resultados de esta investigación también fueron presentados en los siguientes 
eventos Nacionales e Internacionales:  
 
1. Simposio Latinoamericano de Física del Estado Sólido (SLAFES 2002), llevado 

a cabo del 2 al 6 de Diciembre de 2002 en Mérida  (Venezuela). 
 
2. Congreso Internacional del Panamerican Advanced Studies Institute (PASI), 

llevado a cabo en Bariloche (Argentina), del 8 al 18 de Junio de 2003. 
 
3. Congreso Latinoamericano de Ciencias de Superficies y sus Aplicaciones 

(CLACSA 2003), que se llevó a cabo en la ciudad de Pucón (Chile), del 7-12 de 
Diciembre de 2003.  

 
4. XX Congreso Nacional de Física, celebrado del 1 al 5 de Septiembre de 2003, 

en la ciudad de Armenia. 
 
5. VI Escuela Nacional de Física de la Materia Condensada, que se llevó a cabo 

del 27 al 29 de octubre de 2004 en la Universidad de Antioquia Sede de 
Investigación Universitaria (SIU) de Medellín. 

 
6. XVII Latin American Symposium on Solid State Physics (SLAFES 2004), que 

se llevó a cabo en la Habana, diciembre 6-9 de 2004. 
 
7. XXI Congreso Nacional de Física, celebrado en la Universidad del Atlántico 

(Barranquilla), que se llevó a cabo del 24 al 28 de Octubre de 2005. 
 
8. Latin American Congress of Surface Science and its applications (Clacsa XII), 

celebrado en  Angra dos Reis, Río de Janeiro-Brazil, durante los días 5 -9 de 
Diciembre del año 2005. 

 
9. VII Escuela Nacional de Física de la Materia Condensada (VII ENFMC), que se 

llevó a cabo en Tunja del 23 al 27 de Octubre de 2006.  
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1. MODELO MATEMÁTICO 

 
 
 
En la actualidad, con la ayuda de los microscopios de Fuerza Atómica, ha sido 
posible la obtención de imágenes que muestran la morfología de los puntos 
cuánticos de InAs, crecidos mediante la técnica de Stranski-Krastanov, [13].  
Estos puntos cuánticos exhiben formas irregulares, pero en la mayoría de los 
casos ellos son similares a conos, pirámides, discos, anillos o volcanes. Sus 
formas, principalmente, dependen de las condiciones de crecimiento, 
temperatura, presión, composición, duración, etc. Por ejemplo, la transformación 
de un punto cuántico de forma de lente a la forma de anillo, que fue descubierto 
en el proceso de crecimiento de un punto de InAs sobre GaAs indica que esto no 
es un proceso en equilibrio [53]. 
 
 
Particularmente, fue encontrado que la formación de un anillo cuántico o de una 
especie de volcán en erupción tiene lugar, entre otras circunstancias, cuando el 
espesor de la capa de GaAs es comparable con la altura del punto ó cuando un 
punto de InAs es parcialmente cubierto por una capa de AsGa, y se somete al 
proceso de sinterización. Entonces el In se difunde desde su posición original 
formando una especie de estructura como la superficie de un volcán [53]. 
 
 
En el articulo [11] se ha reportado que cuando un punto cuánticos auto-
ensamblados de InAs se crece sobre una capa de GaAs y después se cubre con 
una capa delgada de GaAs, al recocerse a una temperatura de 520 0C durante un 
minuto, se produce un cambio brusco en la forma del punto, cambiando 
drásticamente de la forma de una lente (de aproximadamente 20 nm de diámetro 
y 7 nm de altura) a una forma similar a un volcán, con incremento en el tamaño 
lateral (entre 60 y 140 nm en el diámetro exterior), con una reducción en la altura 
de alrededor de 2 nm y con un hueco bien definido en el centro de 
aproximadamente 20 nm. Pero independientemente de los tamaños que tengan 
los puntos cuánticos la mayoría de muestras fabricadas están caracterizadas casi 
siempre por una pequeña altura y muy pequeña razón entre la altura y el tamaño 
lateral [53]. 
 
Para analizar la correlación entre la forma y el tamaño del puntos cuánticos auto-
ensamblados  y el espectro energético de sistemas de una y dos partículas 
confinadas en ellos  en este tesis con el objetivo de simplificar los cálculos se 
consideran solo las formas geométricas que tienen simetría axial. Esto nos 
permite al menos parcialmente separar las variables y de esta manera disminuir 
el volumen de los cálculos al resolver ecuación de Schrödinger cuya orden inicial 
para dos partículas es seis.  A pesar de que la presencia de la simetría axial en 
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los modelos considerados limita nuestras posibilidades para analizar el efecto de 
la forma, estas posibilidades permiten con suficiencia, poder variar la forma 
desde un disco hasta un anillo, una lente, un cono o un volcán. 
 
 
 
1.1 DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA DE LOS PERFILES DE 

PUNTOS CUÁNTICOS AUTO-ENSAMBLADOS CON 
DIFERENTES MORFOLOGÍAS 

 
Cualquier punto cuántico auto-ensamblado es una película delgada con dos 
regiones diferentes: una región de grosor genereralmente variable y caracterizada 
por un valor máximo 0d  y otra, fuera del punto cuántico, llamada capa húmeda 

caracterizada por un grosor bd , pequeño y constante. La primera región tiene un 
espesor mayor que la segunda región. 
 
 
 Las fronteras entre estas dos regiones, denominadas junturas, pueden ser bien 
definidas, con una región transitoria muy delgada (“hard-well model”) o borrosas 
con una región transitoria considerable (“soft-edge-barrier model”). Ambos tipos 
de modelos serán considerados en esta tesis. Como aquí solo se tratan modelos 
con simetría axial, existe la posibilidad de describir el perfil de punto cuántico 
para ambos tipos de modelos con una sola función ( )ρd  que describe la 
dependencia del grosor de la película d , y de la distancia hasta el eje de simetría 
en coordenadas cilíndricas ρ . 
 
 
 Esta función fuera del punto cuántico (en la capa húmeda) acepta un valor 
constante bd , mientras que dentro del punto cuántico se varía llegando a un 

valor máximo 0d . Más adelante se consideran unas formas de puntos cuánticos 
que corresponden a discos, anillos de sección transversal rectangular, anillos de 
sección transversal elipsoidal, lentes, conos truncados, pirámides y volcanes 
presentados en la Figura 3.  
 
 
Para usar las notaciones unificadas para los modelos indicados en la Figura 3 
introduciremos adicionalmente dos parámetros adicionales, el radio interior iR  
que corresponde a una región circular interna de la película con un grosor 
constante y el radio exterior eR , correspondiente a una región externa con un 
grosor constante. Para los casos de disco, lente pirámide y volcán en la Figura 3 

0=iR . Se supone que el grosor de la película varía solo en las regiones cuando 

i eR Rρ ρ< >U . 
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Figura 3. Imágenes tridimensionales de puntos cuánticos auto-ensamblados con 
diferentes formas y con parámetros :6,20,10 0 nmdnmRnmR ei ===  a) disco, b) 
anillo de de sección transversal rectangular,  c) anillo de sección transversal 
elipsoidal, d) lente, e) cono, f) cono truncado, g)  volcán. 
 

 
 
Los perfiles de los puntos cuánticos mostrados en la Figura 3 se describen a 
través de funciones ( )ρd  muy sencillas cuyas expresiones presentamos a 
continuación:  
 

( ) 0 ,
para disco

.
b e

b e

d d R
d

d R
ρ

ρ
ρ

+ <⎧
= ⎨ >⎩                                                   (1.1.1) 

 

( ) 0 ,
para anillo de paredes rectangulares

,
b i e

b i e

d d R R
d

d R R
ρ

ρ
ρ ρ

+ < <⎧
= ⎨ < >⎩ U             (1.1.2) 

 

( )

2

01 , para un anillo de paredes suaves:

,

i
b i e

e i

b i e

R d d R Rd R R

d R R

ρ ρρ

ρ ρ

⎧ ⎛ ⎞−⎪ − + < <⎪ ⎜ ⎟= ⎨ −⎝ ⎠
⎪

< >⎪⎩ U  (1.1.3) 
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( ) ( ) 01 / ,
para cono:

.
e b e

b e

R d d R
d

d R
ρ ρ

ρ
ρ

⎧ − + <
= ⎨

>⎩                                           (1.1.4) 
 

( )

0

0 , para cono truncado 

.

b i

e
b i e

e i

b e

d d R

R d d R Rd
R R
d R

ρ

ρ ρρ

ρ

+ <⎧
⎪

⎡ ⎤−⎪ + < <= ⎨⎢ ⎥−⎣ ⎦⎪
⎪ >⎩                         (1.1.5) 

 

( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0exp , 2 para volcán:b i ed d R R d R R Rρ ρ⎡ ⎤= − − + = +⎣ ⎦                     (1.1.6) 

 
 
 
1.2 PARÁMETROS DE LOS MATERIALES 
 
Se denominan parámetros del material a ciertas cantidades que caracterizan de 
alguna manera a las propiedades, tales como: la brecha de energía entre las 
bandas de valencia y las bandas de conducción, la permitividad eléctrica relativa, 
la masa efectiva relativa y otros factores que son muy importantes para 
caracterizar los materiales semiconductores. 
 
 
Algunas propiedades importantes de los materiales semiconductores que son más 
utilizados, se muestran en la Tabla 1, de acuerdo a [8], teniendo en cuenta las 
siguientes denotaciones: 
 
 
Tabla 1. Propiedades de algunos materiales semiconductores compuestos binarios. 
 
 

Propiedad GaAs AlAs InAs Unidades 
a  0.5653 0.5660 0.6058 Nm 
ρ  5.318 3.760 5.67 Mg m-3 

hhm  0.5 0.5 0.41  

lhm  0.082 0.153 0.026  

em  0.067 0.150   

bε  13.2 10.1 15.1  

 
 
a  : Constante de red 
ρ  : Densidad de masa 
hhm  : Masa relativa de huecos pesados 
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lhm  : Masa relativa de huecos ligeros 
em  : Masa relativa del electrón   
bε  : Constante dieléctrica estática (permitividad relativa) 

 
 
Para estimar los valores de los parámetros de un compuesto ternario a partir de 
esta tabla se puede utilizar el método de interpolación lineal. Por ejemplo, para el 
caso de una aleación ternaria de AsGaIn xx −1 , la constante dieléctrica puede ser 
estimada como:  
 

( ) 2.139.112.131.15 +=−+= xxxε . 
 
 
Conforme a [56], algunos valores de los parámetros correspondientes a 
compuestos ternarios AsGaIn xx −1  y el AsAlIn xx −1  se definen a través de las 
fórmulas de interpolación presentadas en la Tabla 2.  
 
 
Tabla 2. Parámetros de los materiales para compuestos ternarios InxGa1-xAs y el 
InxAl1-xAs. 
 
 

Parámetro InxGa1-xAs InxAl1-xAs 

Brecha de Energía (eV) 1.518-1.593x+0.493x2 3.0994-
3.3814x+0.7x2 

Constante dieléctrica 
relativa 12.4+21.5x 10.06+4.49x 

Masa efectiva relativa 
del electrón 

 
0.0665-0.0435x 

 
0.1808-0.1578x 

Masa efectiva relativa 
del hueco 

0,097 fuera del punto 
0,45 dentro del punto 

 

 
 
 
1.3 POTENCIAL DE CONFINAMIENTO 
 
El potencial de confinamiento en puntos cuánticos se debe a los saltos de las 
brechas entre las bandas de valencia y de conducción, G∆  en las junturas, los 
cuales provienen del cambio de la concentración x  de la tercera componente en 
los compuestos ternarios y son el resultado de la contribución del salto eV  del 

piso de la banda de conducción y del salto hV  del techo de la banda de valencia 

he VVG +=∆  [de aquí en adelante los subíndices e, h corresponden al electrón y al 
hueco, respectivamente). Debido a estos saltos, el movimiento de los portadores 
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de carga en las correspondientes bandas ya no es libre y este queda limitado por 
la acción de un potencial de confinamiento, el cual para un modelo muy 
simplificado es igual a cero dentro de la película y es igual a heiVi ,, =  (la altura 
de la barrera) fuera de la película. Esta dependencia del potencial de 
confinamiento puede expresarse en una forma matemática sencilla en términos 
de la función del perfil del punto cuántico introducida en el párrafo anterior, 
usando la función de paso de Heaviside como: 
 

( ) ( )( ) ( ), , ,i iV z V z d z i e hρ θ ρ θ⎡ ⎤= ⋅ − + − =⎣ ⎦                                                 (1.3.1) 
 
 
Para analizar modelos de confinamiento un poco más complicados, que 
consideran la posibilidad de la existencia de una región transitoria, cuyo ancho es 
considerable, la función de Heaviside en la fórmula (1.3.1) debe ser reemplazada 
por otra función de paso suave la cual  definiremos más adelante. 
 
 
Para los modelos simplificados en los cuales la altura de la barrera se considera 
como infinita los puntos cuánticos pueden estudiarse como si se tratara de 
sistemas  bidimensionales, teniendo en cuenta el valor muy pequeño del grosor 
de la película. Este tipo de modelo fue utilizado en la mayoría de trabajos 
publicados anteriormente para analizar el efecto de confinamiento sobre el 
espectro energético de dos partículas en puntos cuánticos.  
 
 
En esta tesis se analizan modelos tridimensionales cuyos potenciales se 
describen a través de las fórmulas del tipo (1.3.1) ya que en un modelo realista 
con una barrera finita un movimiento estrictamente bidimensional no es posible. 
Con la disminución fuerte del grosor de la película todos los niveles energéticos 
de las partículas, debido al confinamiento, suben hasta tanto las funciones de 
onda de las partículas no desborden fuera de la película. Es decir, cuando la 
película no es muy delgada el movimiento de los portadores dentro de ella no es 
estrictamente bidimensional y cuando la película es demasiado delgada el 
movimiento tampoco es estrictamente bidimensional debido al fuerte 
desbordamiento de los portadores de carga en la dirección transversal.  
 
 
Por tanto, surge una pregunta importante: ¿Es compatible la suposición sobre la 
posibilidad de utilización del modelo bidimensional con un potencial de 
confinamiento de barrera finita?  La respuesta a este interrogante todavía no ha 
sido abordada en la literatura científica. Para encontrar un procedimiento 
riguroso que permita responder a esta pregunta en esta tesis se utiliza la 
aproximación de tipo adiabática con base en las técnicas de derivación funcional. 
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1.4 HAMILTONIANO PARA SISTEMAS DE DOS PARTÍCULAS 
CONFINADAS EN UN PUNTO CUÁNTICO AUTO-
ENSAMBLADO 

 
En los cálculos para dos partículas se desprecia la variación de la constante 
dieléctrica, pero las masas efectivas de los portadores de carga i , heimi ,*, = , se 
consideran como variables con un comportamiento similar al potencial de 
confinamiento 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )* , * * * , , ,i iW iB iWm z m m m z d z i e hρ θ ρ θ⎡ ⎤= + − ⋅ − + − =⎣ ⎦                    (1.4.1) 
 
donde *Wim  y *Bim , i=e, h son las masas efectivas de los portadores de carga 
dentro de la película (“well”) y fuera de esta (“barrier”). Usando el radio de Bohr 
efectivo, 22

0 / ea µεη= como unidad de longitud y el Rydberg efectivo, 
*
0

2* 2/ aeRy ε=  como unidad de energía, siendo ( )*
2

*
1

*
2

*
1 / WWWW mmmm +=µ  la masa 

reducida, el Hamiltoniano adimensional de dos partículas en un punto cuántico 
auto-ensamblado, en las coordenadas cilíndricas puede escribirse de la siguiente 
manera: 
 

( ) ( )1 1 2 2 122 / ; 0, 1H H r H r rτ τ= + + = ±
r r

                                                            (1.4.2) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

,1, , , ; 1, 2i
i i i i

z
H r z z V z i

z z
η ρ

η ρ ρη ρ ρ
ρ ρ ρ ρ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
r

     (1.4.3) 
 
donde  
 

( ) ( )*, / ,i iz m zη ρ µ ρ=
.                                                                                   (1.4.4) 

 
 
Los Hamiltonianos ( )rHi

ρ
 (1.4.3) son de una sola partícula, en los cuales debido a 

la simetría axial, la variable angular se puede separar y finalmente la ecuación de 
Schrödinger es una ecuación con dos variables ρ  y z . Como esta última 
ecuación no se puede resolver en una forma exacta hay que usar uno de los 
métodos aproximados. En esta tesis utilizaremos con este fin la aproximación 
adiabática aprovechando el hecho que debido al confinamiento muy fuerte en la 
dirección z el movimiento de la partícula en esta dirección es mucho más rápido.   
 
 
El Hamiltoniano de dos partículas (1.4.2), describe dos partículas sin interacción 
para 0=τ , dos partículas con repulsión para 1=τ  y dos partículas con atracción 
para  1−=τ . La ecuación de Schrödinger correspondiente es una ecuación con 
seis variables y para separarlas utilizaremos el método de Dimensión Fractal 
elaborado anteriormente en las Referencias [36, 117].  
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2. ESPECTRO ENERGÉTICO DE DOS 

PARTÍCULAS  
 
 
 
Los avances en la tecnología de la nano-escala ha hecho posible la fabricación de 
puntos cuánticos auto-ensamblados, los cuales como fue demostrado 
experimentalmente [11-13], pueden tener atrapados solo uno o dos electrones. 
Este hecho hace a estos materiales muy prometedores como base para una futura 
generación de dispositivos opto-electrónicos [87-89]. Por esta razón, el 
entendimiento de la estructura del espectro energético de dos partículas 
confinadas en un punto cuántico, es un paso clave para poder controlar 
propiedades físicas de los dispositivos de pocos electrones. Esta es la razón por la 
cual muchas investigaciones sobre puntos cuánticos de dos electrones han sido 
realizadas en las dos últimas décadas usando diferentes técnicas [17, 23, 24, 28, 
90-94]. En el análisis teórico de un punto cuántico con dos electrones el potencial 
de confinamiento es usualmente modelado por un pozo rectangular o parabólico. 
Sin embargo, un potencial realista en puntos cuánticos, resultante de la 
diferencia de las brechas entre las bandas de dos materiales en las uniones, 
puede poseer diferentes formas dependiendo de la estructura, la aleación, el 
campo externo y otros factores [95-97]. La variedad de posibles formas del 
potencial de confinamiento en los puntos cuánticos sugiere la elaboración de un 
procedimiento numérico unificado para calcular el espectro de energía de puntos 
cuánticos con dos electrones o un par electrón-hueco que pueda aplicarse a 
cualquier forma de potencial. En el presente capítulo se propone uno de los 
posibles modos de tratar este problema con base en el método llamado 
Aproximación Adiabática. Los resultados de este capitulo fueron publicados en 
los artículos [37, 38, 39, 46, 49, 40, 41, 43] 
 
 
 
2.1 INESTABILIDAD DEL ESTADO BASE DE DOS 

ELECTRONES EN PUNTOS CUÁNTICOS [37] 
 
Un sistema de dos electrones es el modelo  más simple que provee una excelente 
prueba para varios métodos aproximados usados para analizar los efectos de 
correlación. Desde el advenimiento de la mecánica cuántica, este problema ha 
sido de interés y es el que ha sido más completamente tratado [80] para iones y 
átomos, tales como H−, Li+, He, etc., donde los dos electrones son mantenidos 
por el potencial de confinamiento de Coulomb. En años recientes el interés en 
este problema se ha incrementado en relación con el estudio del comportamiento 
de dos electrones confinados en puntos cuánticos. Variando el tamaño y la forma 
del punto cuántico es posible generar varias formas de potencial de 
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confinamiento, diferentes de las proporcionadas por la interacción de Coulomb y 
observar como esta variación se refleja en los cambios de  la correlación de los 
electrones y de la distribución espacial. El modelo de confinamiento de dos 
electrones en un potencial parabólico que tiene solución exacta  ha atraído 
mucho interés en las investigaciones teóricas [17, 20, 23, 26, 58, 60, 61,  62, 81-
83]. Con el fin de comparar la eficiencia de diferentes técnicas se han usado 
diferentes aproximaciones para analizar este problema: Las técnicas cuánticas de 
Monte Carlo [81], las series de perturbación de Taylor y las renormalizadas 
[58,60], el método de expansión de corrimiento 1/N [20] y los métodos numéricos 
exactos [61,82, 83].  
 
 
Para este modelo se encontró que la inestabilidad del estado base de la estructura 
electrónica con respecto al aumento de la intensidad del campo magnético, 
produce la inversión de los niveles de energía. Otros tipos de inestabilidades del 
estado base se han discutido en los artículos [23,85] para sistemas de muchos 
electrones en un punto cuántico. 
 
 
Para puntos cuánticos, cuando la separación entre los niveles del electrón es 
comparable con la discontinuidad de la banda de conducción en las junturas, la 
aproximación parabólica para el potencial de confinamiento es inadecuada y debe 
considerarse un modelo diferente con una barrera finita y con una variación 
brusca de la altura del potencial en las interfaces. 
 
 
Un modelo de dos electrones en un disco cuántico con un potencial de 
confinamiento finito de paredes rectangulares fue analizado en el artículo [84] 
donde fue demostrada la importancia de los efectos de correlación en contraste 
con el modelo de potencial parabólico. Más adelante se analiza el comportamiento 
de la energía del estado base con la variación del radio del punto cuántico esférico 
utilizando el procedimiento que es aplicable a cualquiera forma de potencial de 
confinamiento. 
 
 
Dentro del marco de la teoría de la masa efectiva, ignorando la diferencia de las 
masas efectivas electrónicas y de la constante dieléctrica dentro del punto y en la 
barrera, el Hamiltoniano de dos electrones en un punto cuántico puede escribirse 
como: 
 

0 0 0
12

2 2(1,0) (2,0) ; ( , ) ( ) ; 1, 2i i
i

H H H H i V r i
r r

αα= + + = −∆ + + =                      (2.1.1) 

 
 
Aquí ( )V r es el potencial de confinamiento y el parámetro ( )0α α >  es un 
parámetro de apantallamiento, similar al introducido previamente en la teoría de 
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los átomos de dos electrones. En contraste con los trabajos anteriores de otros 
autores se consideran varias formas de potencial de confinamiento ( )V r  de 
barrera suave, rectangular, parabólica y de Coulomb. Por ejemplo, en el caso 

cuando ( ) 2ZV r
r

= −  el Hamiltoninano (2.1.1) describe átomos de dos electrones.  

La función de prueba para el Hamiltoniano (2.1.1) con dos parámetros 
variacionales 1α   y 2α  se escoge como la combinación lineal de las funciones de 

onda de un electrón ),i( αϕ 0 , que son soluciones del problema de campo central 

),i()(),i(),i(H αϕαεαϕα 0000 = , 1,2i =  multiplicada por una función de correlación 

desconocida )r( 12Φ , que además se considera como una función variacional, 
 

),(),()()r(),( i
i

i
i

−
=

+
± ∑ ±= 30

2

1
0

1
12 211

2
121 αϕαϕΦψ                                              (2.1.2) 

 
 
La función de onda (2.1.2) para 1  2(  < )α α  describe la estructura de capa abierta 

con las órbitas ),i( 10 αϕ  interior  y ),i( 20 αϕ exterior, correspondientes a los 

estados singlete (signo +) o triplete (signo -) y para 1 2(  =  )α α la estructura de 

capa cerrada. Las funciones  de onda del estado base ),i( αϕ 0  y las energías 

)(αε 0 fueron encontradas numéricamente mediante el uso del método de barrido 
trigonométrico [61,62]. Usando (2.1.1) y (2.1.2) se puede obtener la siguiente 
expresión para el valor medio de la energía total, el cual se puede considerar 
como un funcional de la función )r( 12Φ : 
 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
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donde: 
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La energía total en (2.1.3) depende de la elección de la función )r( 12Φ  y de los dos 
parámetros variacionales 1α  y 2α . El valor del funcional (2.1.3) alcanza un 

mínimo ( ) [ ]0 1 2 0,E Eα α = Φ  para la función ( )0 12rΦ   para la cual la derivada 

variacional [ ]0 0Eδ δΦ Φ = . Siguiendo el procedimiento estándar del cálculo 

variacional se  puede demostrar que la función ( )0 12rΦ  es una solución de la 
siguiente ecuación tipo Schrödinger  
 

( )0 1
0 0 1 2

0 0

( ) ( )2 ( ) ( ) , ( )
( ) ( )

d x S xd S x x E x
S x dx dx S x

α α
Φ− ⎡ ⎤ + Φ = Φ⎢ ⎥⎣ ⎦

                                   (2.1.5) 

 
 
Para encontrar la energía del estado base de dos electrones se puede definir la 
función ( )0 1 2,E α α  de dos variables 1α  y 2α  como solución de la ecuación de 
Schrödinger unidimensional que puede resolverse numéricamente por uno de los 
métodos conocidos y después encontrar el valor mínimo de la función ( )0 1 2,E α α  

y los variables 1α  y 2α  correspondientes a la posición de este mínimo. 
 
 
A fin de chequear la confiabilidad de los cálculos se ha usado el procedimiento 
para encontrar las energías del estado base de átomos y puntos cuánticos en el 
potencial parabólico, problemas cuyas soluciones exactas son bien conocidas, 

considerando potenciales de confinamiento ( ) 2 /V r Z r= −  y  ( ) ( )2
0V r r R= − , 

respectivamente.  
 
 
Resolviendo numéricamente el problema de campo central (3.1.1) por medio del 
MBT [61,62], se construye la aproximación con splines cúbicos para las funciones 

( )0S x  y ( )1S x  definidos por la relación (2.1.4).  Con estas funciones almacenadas 
en el computador, finalmente se resuelve numéricamente la ecuación de 
Schrödinger (2.1.5) y se encuentra la energía 0E  de dos electrones.  
 
Los resultados para los cálculos de átomos con dos electrones y puntos cuánticos 
parabólicos con dos electrones se presentan en las tablas 2.1.1 y 2.1.2 que 
muestran una concordancia con los mejores resultados obtenidos previamente 
[61-80] suficientemente buena, considerando la  simplicidad de la función de 
prueba empleada.  
 
 
Para describir la discontinuidad de la banda de conducción en las junturas se 
considera un modelo de punto cuántico de AsAlGaGaAs 3.07.0/  con potencial de 
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barrera suave, asumiendo que el desplazamiento de la banda de conducción del 
GaAs  en dirección radial varía suavemente de acuerdo a la relación: 
 

( ) ( )
( )0

1 exp /
1 exp /

r w
V r V

r R w
− −

=
+ − −⎡ ⎤⎣ ⎦

                                                                       (2.1.6) 

 
 
El potencial del tipo (2.1.6) se conoce en Física Nuclear como el potencial de 
Wood-Saxon. 
 
 
Tabla 3. Energías de iones y átomos de dos electrones. 
 
Los mejores resultados que aparecen en la tercera columna son del libro [10]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tabla 4. Energías de dos electrones en puntos cuánticos parabólicos. 
  
Los resultados exactos que aparecen en la tercera columna son del artículo [86]. 
 
 

0R  
2
0RE ∗  

2
0RE ∗  

(Resultado Exacto) 
1.0 4.001 4.000 
2.0 4.910 4.830 
3.0 5.561 5.547 
4.0 6.328 6.195 

 
 
En la relación (2.1.6), el parámetro R define el radio del punto cuántico, mientras 
que w determina el espesor de la capa difusa en la interface, en la cual el 
potencial de confinamiento aumenta desde cero hasta 0V  ( *

0 40V Ry≈ ). Para 
/ 0w R =  se obtiene un simple potencial rectangular con un salto en la interfase. 

Las diferentes formas de las barreras desde la casi rectangular ( )0/ →Rw  hasta la 
muy suave ( )1/ →Rw  se pueden obtener variando el parámetro adimensional Rw / . 

Z Energía 
(Resultados obtenidos) 

Energía 
Mejores resultados de [10] 

1  (H-) -1.0518 -1.0551 
2  (He) -5.8028 -5.8074 
3  (Li+) -14.5543 -14.5598 
4  (Be++) -27.3238 -27.3111 
5  (B+++) -44.0175 -44.0619 
6  (C++++) -64.8041 -64.8125 
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Figura 4. Energías de varios niveles más bajos de dos electrones confinados en un 
punto cuántico esférico de AlAsGaGaAs 3.07.0/  con un potencialcasi rectangular 
( 05.0/ *

0 =aw ) como una función del radio comparadas con el estado ionizado (línea 
punteada) cuando uno de los dos electrones escapa del punto. 
 
 

 
 
En la Figura 4 se presentan los resultados del cálculo de las energías de dos 
electrones para diferentes estructuras electrónicas en función del radio del punto 
cuántico para un potencial casi rectangular correspondiente en (2.1.6) a 

*
0/ 0.05w a = . También en esta figura se muestra la energía de un punto cuántico 

ionizado (línea punteada) cuando uno de los dos electrones está situado en el 
pozo y el otro en la barrera. Se ve que la estructura electrónica de capa cerrada 
( )1 2α α=  tiene la energía más baja para los puntos cuánticos cuyos radios están  

entre *
03.0 a  y 1 *

0a , mientras que para *
0R a>  la energía más baja corresponde a la 

estructura de capa abierta ( )1 2α α< . Si el radio del punto cuántico es grande el 
confinamiento es débil y la repulsión de Coulomb, la cual en este caso se 
transforma en un factor predominante, conduce a la formación de dos orbitales, 
interior y exterior, de manera muy similar como en el ión negativo del átomo de 
hidrogeno, donde el efecto de correlación es predominante. Con el decrecimiento 
del radio del punto cuántico estos orbitales bajo el fuerte confinamiento se 
aproximan y para *

0aR < el orbital exterior se expulsa hacia la región de la barrera, 
ambos electrones se quedan en el mismo orbital  y el estado base se transforma 
en una estructura de capa cerrada. De la Figura 4 también se ve que la energía 
de la estructura electrónica triplete para todos los valores del radio del punto 
cuántico es siempre superior a la de un singlete. Para radios pequeños del punto 
cuántico se observa un cruce de las curvas del singlete, del triplete y del estado 
ionizado. 
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Figura 5. Energía del estado base de dos electrones en un punto cuántico de 
AlAsGaGaAs 3.07.0/ como una función del radio para un modelo de potencial de barrera 

suave con diferentes espesores de la capa difusa. 
 

 
 
La Figura 5(a), muestra  las curvas de la energía del estado base de dos 
electrones contra el radio en un punto cuántico para el modelo de potencial con 
barrera suave con diferentes espesores de la capa de difusión de la interfase con 

*
0/ 0.05, 0.2w a =  y 0.3 , correspondientes a las formas de potencial  casi 

rectangular, suave y muy suave, mostradas en la figura insertada, Figura 5(b).  
Se pueden observar los cruces de las curvas en la Figura 5(a) cuando el radio del 
punto cuántico varía desde *

00.5a  hasta *
00.8a .  

 
 
Para valores intermedios y grandes del radio del punto cuántico ( )*

0/ 0.8R a >  el 

confinamiento de la órbita electrónica es pequeño y los niveles de energía se 
sitúan próximos a la parte superior de la banda de conducción.  
 
 
El confinamiento de la órbita electrónica  en esta región de energía para un 
potencial suave es más fuerte que para uno rectangular y la forma del potencial 
correspondiente a *

0/ 0.3w a =  produce el mayor confinamiento y la mayor energía 

de enlace, seguido por el *
0/ 0.2w a = , mientras que para *

0/ 0.05w a =  se presenta 
el menor confinamiento y la menor energía de enlace. Cuando el radio del punto 
cuántico disminuye, los niveles de la energía suben hacia la parte superior de la 
banda de conducción.  
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Por consiguiente, cuando el radio es pequeño  ( )*
0/ 0.4R a < , el potencial 

correspondiente a *
0/ 0.05w a =  presenta el mayor confinamiento y la mayor 

energía para el estado base de dos electrones seguido por *
0/ 0.2w a =  y *

0/ 0.3w a =  
con la menor energía. Como consecuencia en la Figura 5 se observan varios 
cruces de las curvas en la región 8.0/5.0 *

0 << aR . 
 
 
 
2.2 ESTADO BASE Y LOS DOS PRIMEROS ESTADOS 

EXCITADOS DE DOS ELECTRONES EN UN PUNTO 
CUÁNTICO ESFÉRICO [43] 

 
A primera vista, para analizar el problema de dos electrones confinados en un 
punto cuántico esférico se podría usar  uno de los métodos simples elaborados 
previamente para el átomo de Helio y para iones de dos electrones, considerando 
un punto cuántico como un átomo artificial cuyo núcleo origina una atracción 
diferente de la Coulombiana. Sin embargo, estos métodos son válidos solamente 
para puntos cuánticos relativamente pequeños donde el efecto de correlación 
debido al fuerte confinamiento es relativamente débil y la brecha entre el estado 
base y los estados excitados es relativamente grande,  justo como para el átomo 
de Helio. En estas condiciones para dos electrones solamente los estados de 
importancia práctica son simplemente los excitados, aquellos en los que al menos 
un electrón está en el estado base puesto que los otros estados, doblemente, 
triplemente, etc., excitados solo tienen niveles en la parte del espectro continuo.  
Las funciones de onda de dos electrones para tales estados pueden tomarse 
aproximadamente como el producto de una función de correlación con la 
combinación simetrizada de las funciones de onda uní-particulares en la que una 
de ellas corresponde al estado base [80]. Inversamente, para puntos cuánticos de 
gran tamaño, donde el confinamiento es débil, el efecto de correlación es 
dominante. Esto resulta en una mezcla fuerte entre el estado base con los estados 
uní-particulares de orden superior y en el  surgimiento de los estados doblemente 
excitados en el espectro discreto. Por consiguiente, hay un rango restringido de la 
dimensión para los puntos cuánticos con dos electrones cuyos estados en el 
espectro discreto son todos simplemente excitados y para los cuales la mezcla de 
los estados uní-particulares es relativamente débil.  
 
 
Como la escala típica para la interacción Coulombiana es el radio de Bohr 
efectivo, se puede esperar que los puntos cuánticos con dos electrones cuya 
dimensión es menor o alrededor del radio de Bohr tengan propiedades espectrales 
similares a las de los átomos e iones con dos electrones y los métodos teóricos 
parecidos puedan ser usados para analizar el espectro de energía en ambos 
casos. Esta es la razón por la que en este párrafo se utilizan para los niveles 
energéticos más bajos de un punto cuántico esférico con dos electrones las 
mismas notaciones que se utilizaron previamente en la teoría de los átomos e 
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iones con uno y dos electrones. Particularmente, vamos a analizar el estado base 
1S, y los primeros dos estados simplemente excitados, singlete 21P y triplete 23P 
en los cuales uno de los dos electrones está situado en orbital 1s y otro en 2p, 
usando para este propósito el método más simple elaborado previamente para 
iones con dos electrones y para el átomo de Helio. 
 
 
El Hamiltoniano adimensional de dos electrones en un punto cuántico esférico 
puede escribirse como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 12 0 1 2 0 1 0 2 0, 2 ; , ; ; 1, 2i i iH H r H H H H V r i= + = + = −∆ + =r r r r r r r% % %     (2.2.1) 
 
donde 1 2,r r  son los vectores de posición de los dos electrones, 12r  es la separación 

entre ellos y ( )V r  es el potencial de confinamiento. Como en los estados 1S, 21P y 
23P de dos electrones, al menos un electrón está en el estado base, todos ellos se 
caracterizan solamente por tres números cuánticos nr, l, y m del otro electrón, 
justo como para un átomo de un solo electrón. 
 
 
Además, el número cuántico radial para todos los tres estados es cero ( 0rn = ) y 
en la ausencia de campo magnético ellos son degenerados con respecto al número 
cuántico magnético m . Por esta razón, ellos solo se difieren por solo un número 
cuántico l y 0=l  para el primer estado y 1=l  para los otros dos estados.   
 
 
Debido a la simetría esférica del potencial de confinamiento en el 
Hamiltoniano 0H  de una partícula, éste puede separarse completamente y sus 

valores propios ( ) ( ) ( ) ( )lElE 00 0,,0 ≡  y las funciones propias ( ) ( )0
1 2,lψ r r  se pueden 

expresar en términos de la solución bien conocida del problema de campo central 
de una partícula como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 00
0 1 2 1 2

00
0 1 1 2 0 1 2 1 0 2

, , ;

; , / 2

l l

l ll

H E l

E l f f f f

ψ ψ

ε ε ψ

=

= + = ±⎡ ⎤⎣ ⎦

r r r r

r r r r r r
                     (2.2.2) 

 
donde las funciones ( )l if r  se expresan en los términos de las armónicas esféricas 
como:  
 

( ) ( )0( ) ,l i l i lf u r Y ϑ ϕ=r                                                                                   (2.2.2a) 
 
con las partes radiales ( )lu r  que son soluciones de la ecuación de onda 
unidimensional:  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )21l l l lu r l l r V r u r u rε′′ ⎡ ⎤− + + + =⎣ ⎦                                                   (2.2.2b) 

 
correspondiente a la energía más baja lε . El signo en (2.2.2) es positivo para el 
estado  singlete y negativo para el estado triplete. 
 
 
Para encontrar las funciones propias ( )lu r  se debe definir primero el potencial de 

confinamiento ( )V r . La función de paso de Heaviside ( )0,z zθ , igual a cero para 

0z z<  y a uno para 0z z> , comúnmente se usa para describir la variación 
abrupta del potencial de confinamiento en las uniones de las heteroestructuras.  
Un modelo más realista requiere de la existencia de una región de transición de 
espesor finito que puede ser relativamente pequeño o grande dependiendo de la 
perfección de las uniones en las heteroestructura. Para describir tal variación no 
abrupta del potencial en las uniones se propone usar una versión suave de la 
función de paso definida por:  
 

( ) ( )
022 2

0 0 0 0

0

0;

, , 1 ;

1;

z z W
z z W z z W z W z z

z z
θ

⎧ < −⎪⎪⎡ ⎤= − − − ≤ <⎨⎣ ⎦⎪ ≥⎪⎩

                                       (2.2.3) 

 
 
El parámetro W  en (2.2.3) está asociado con la región de transición comprendida 
entre los puntos 0z z W= −  y 0z z= .  El perfil de la función de paso (2.2.3) se 
cambia desde uno casi rectangular cuando 0W →  a uno muy suave cuando W  
se hace grande. Se puede verificar que la función (2.2.3) y sus derivadas son 
continuas en todos los puntos incluyendo los puntos de frontera de la región de 
transición y diferentes formas de potencial se pueden obtener usando la función 
(2.2.3). En este párrafo se considera un modelo de punto cuántico esférico de 
GaAs de radio bR  con una isla esférica encerrada (región del núcleo) de radio cR , 

donde  la concentración de Al  que sustituye al Ga  es cx . Además, se asume que 
el punto cuántico de GaAs está embebido en un matriz de Ga(Al)As (región de la 
barrera) donde la concentración de Al  que sustituye al Ga  es igual a bx .  
 
 
El potencial de confinamiento ( )V r  para tal heteroestructura se puede describir 
por medio de la siguiente relación: 
 

( ) ( ) ( ), , , ,c c c b b bV r V r R W V r R Wθ θ= − − +                                                            (2.2.4) 
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Se ve que la función (2.2.4) tiene dos regiones de transición, una de ellas está  
próxima al núcleo donde el potencial decrece desde cV  en el punto cr R=  hasta 0 

en el punto c cr R W= + , y otra región próxima a la barrera donde el potencial se 

incrementa suavemente desde 0 en el punto b br R W= −  hasta bV  en la barrera 

cuando br R= . En los cálculos se usan parámetros ,b cW W  de valor 00.01 *a  a fin 

de simular la forma rectangular y los valores ,b cW W  mayores que 00.1 *a  para 

modelar las formas de potencial de barrera suave. Los saltos de potencial ,c bV V  

están relacionados con los saltos de las concentraciones ,c bx x  de Al por medio de 
la siguiente fórmula de interpolación 
 

( )2
( ) ( ) ( )0.6 1.36 0.22c b c b c bV x x eV⎡ ⎤= +⎣ ⎦                                                             (2.2.5) 

 
 
Una vez se define la dependencia del potencial de confinamiento con respecto al 
radio, entonces se puede encontrar la parte radial de las funciones de onda uní-
particulares con diferentes momentos angulares usando uno de los métodos 
numéricos (disparos o MBT)  para resolver la ecuación (2.2.2b). Un ejemplo del 
resultado de tal cálculo se muestra en la Figura 6. 
 
 
Figura 6. Potencial de confinamiento (línea continua) y partes radiales de las 
funciones de onda del electrón con momento angular 0l =  (línea a trazos) y 1l =  
(línea punteada) en un punto cuántico esférico de GaAs/Ga(Al)As con un núcleo de 
radio 00,5 *cR a=  y radio de la barrera 02,5 *bR a=  con regiones de transición 

00,5 *c bW W a= =  y 7% de concentración de Al en el núcleo y 40% en la barrera. 
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Teniendo en cuenta que debido al término de repulsión electrón-electrón los 
valores propios del Hamiltoniano (2.2.1) son siempre mayores que las 
correspondientes energías uní-particulares ( ) ( )0E l , se puede hacer una 
estimación cualitativa de los límites superior e inferior del espectro discreto de 
dos electrones en un punto cuántico, una vez que se haya encontrado la solución 
del problema uní-particular (2.2.2).  
 
 
El límite superior del espectro discreto de dos electrones en un punto cuántico 
con altura de la barrera bV  es igual a la energía más baja del sistema  ionizado 

1s bE V+ , con un electrón localizado dentro del punto cuántico en el estado ligado 
más bajo 1s y otro electrón que haya escapado a la región de la barrera, mientras 
que el límite inferior del espectro discreto es igual a la energía más baja  del 
punto cuántico con dos electrones atrapados, ss EE 11 + .  
 
 
En la Figura 7 se presentan las energías uní-particulares para el estado base y 
algunos estados S simplemente excitados (líneas continuas) y doblemente 
excitados (líneas a trazos) como funciones del radio, calculadas para un punto 
cuántico esférico de GaAs /Ga0.7Al0.3As con potencial rectangular.  
 
 
Los límites del espectro inferior y superior están dados en la Figura 7 por dos 
línea continuas gruesas y el espectro discreto del punto cuántico esférico está 
situado entre ellas. De la Figura 7 se ve que entre mayor sea el radio del SQD 
más ancha es la región del espectro discreto de dos electrones y mayor es el 
número de niveles excitados en un SQD con dos electrones.   
 
 
Cuando la dimensión del punto cuántico decrece, la energía E  de los dos 
electrones crece aproximándose al límite superior del espectro discreto donde la 
energía de enlace bE , definida como la energía mínima  necesaria para el escape 
de uno de los dos electrones, está dada por la relación 
 

1b s bE E V E= + −                                                                                             (2.2.6) 
 
decrece aproximándose a cero, haciendo este estado inestable respecto a la 
ionización. De la Figura 7 se ve que cuando la dimensión del punto cuántico es 
muy pequeña ( 0RR < ) solamente el estado base 1S existe en el espectro discreto 
de dos electrones en un SQD. Cuando el radio aumenta y su valor está 
comprendido entre 0R  y 1R  ya son estables tres estados S: 1S, 21S y 23S. 
 
 



 
 
 
 
ESPECTRO ENERGÉTICO DE DOS PARTÍCULAS 

 50

Figura 7. Energías uní-particulares de un punto cuántico esférico de 
GaAs/Ga0.7Al0.3As con dos electrones para el estado base y algunos estados S 
excitados como una función del radio, obtenidas mediante la solución del problema 
de valores propios de una partícula (2.2.2). Las líneas gruesas corresponden a los 
límites superior e inferior del espectro discreto de dos electrones. 
 
 

 
La función de prueba más simple para un sistema de dos electrones ( )1 2,lψ r r  que 
describe uno de los tres estados 1S, 21P o 23P es un producto de las funciones de 
onda uní-particulares en forma del determinante de Slater con una función 
envolvente arbitraria 12( )l rΦ  que depende solamente de la separación entre los 
electrones: 
 

( ) ( ) ( )0
1 2 1 2 12, , ( )l l l rψ ψ= Φr r r r                                                                            (2.2.7) 

 
 
Esta función de prueba desprecia la mezcla de los estados uní-particulares y por 
eso solamente es válida si las distancias entre los niveles energéticos uní-
particulares son mayores que el promedio de la energía de interacción electrón-
electrón. De la Figura 7 se ve que esta condición se satisface solamente para 
puntos cuánticos pequeños donde en el espectro discreto hay muy pocos estados 
y por consiguiente la función de prueba (2.2.7) se puede considerar como una 
buena aproximación. 
 
 
El principio variacional de Schrödinger dice que una función ( )rlΦ  para la cual el 

funcional  [ ] lllllllll HE ΦΦΦΦ=Φ ψψψψ /  tiene mínimo, da los valores más 
próximos a la energía exacta, entre los que se pueden obtener usando las 

1 2 3
0

20

40

60

80

R3R2R1

E1s+Vb

E2s4s

ESPECTRO DISCRETO

Vb=40Ry*

R0

Estado S doblemente excitado
Un solo estado S excitado

CONTINUO

E2s3sE2s2

E1s4s

E1s3s

E1s2sE1s2

En
er

gí
a 

/ R
y*

Rb / a0*



 
 
 
 
ESPECTRO ENERGÉTICO DE DOS PARTÍCULAS 

 51

funciones de prueba tipo (2.2.7). Tomando la derivada funcional con respecto a 
( )rlΦ  se puede obtener, después de un proceso algebraico, la siguiente ecuación 

diferencial: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )0

22 2 ; ; 0,1l
l l l l l l

l

J r
r w r r r E E l r w r l

r J r

′
″ ′− Φ − Φ + Φ = − Φ = =               (2.2.8) 

 
donde los Jacobianos ( )lJ r están dados por: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

20 2
1 2 1 2 12

2 2 2 2 2
1 1 1 0 2 2 2 0 1 1 1 0 2 2 1 2 2

0

, r 4 ; 0. 1

1 3
2

l l l

r r r r

l l l l
r r r r

J r d d r r S r l

S r u r r dr u r r dr l u r u r dr u r u r r r r dr
r

ψ δ π

+ +∞ ∞

= − −

= − = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ± + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

r r r r
   (2.2.9) 

 
 
Usando la sustitución ( ) ( ) ( )l l lr r J rχΦ =  la ecuación de onda  (2.2.8) se reduce 
a la forma unidimensional 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0

;

0.5 ; 1 0.5 /

l
l l leff

l
l l leff

r V r r E r

E E E l V r J r J r J r

χ χ χ″− + =

′′= − = +

%

%
                          (2.2.10) 

 
 
Con el fin de encontrar el sentido físico de la función ( )l rχ  se puede calcular la 

densidad de probabilidad ( )lP r de encontrar dos electrones separados por la 
distancia r  en los estados dados por la función de onda (2.2.7): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
20 2 2 2

1 2 1 2 12 12 12,l l l l llP r d d r r r r J r rψ δ χ= Φ − = Φ =∫ ∫r r r r             (2.2.11) 

 
 
Se ve que ( )rPl  coincide con el Jacobiano ( )lJ r  en la aproximación uní-particular 

cuando ( ) 1l rΦ = , de otra manera coincide con ( )2
l rχ . En otras palabras, la 

densidad de probabilidad de encontrar dos partículas no interactuantes con 
separación r está definida completamente por factores geométricos relacionados 
con la dependencia del Jacobiano sobre r, mientras que para partículas 
interactuantes es igual al cuadrado de la función ( )l rχ , que siendo la solución de 
una ecuación unidimensional (2.2.10) además está sujeta al efecto de correlación 
causado por el término de repulsión de Coulomb en el potencial efectivo 
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renormalizado effV . Este resultado permite asumir la interpretación probabilística 

para la función ( )l rχ  considerada como la función de onda de solamente una 
coordenada generalizada correspondiente a la separación interparticular. El 
hecho que ( )l rχ  sea una solución de la ecuación de onda (2.2.10) típica para el 

movimiento unidimensional de una partícula en un campo con potencial effV  
también habla a favor de tal interpretación. El potencial efectivo (2.2.10) es 
repulsivo para pequeñas separaciones electrón-electrón r , donde decrece como 
1 r , y es atractivo para r  grandes, incrementándose paulatinamente hasta llegar 

a ser casi constante, tendiendo al valor ( ) ( )0
0V E l−  cuando la separación entre los 

electrones excede al diámetro del punto cuántico esférico. En la Figura 8 se 
presentan ejemplos de las curvas de potencial efectivo para la interacción 
electrón-electrón en dos puntos cuánticos esféricos uno (a) sin y otro (b) con 
núcleo repulsivo.  
 
 
Se ve que en ambos casos la mayor profundidad del pozo muestra el potencial 
efectivo correspondiente a la interacción entre electrones en el estado 1S, seguido 
por el estado 23P y el pozo menos profundo tiene la curva de potencial para el 
estado 21P. Como resultado la energía del estado triplete P es menor que la del 
estado singlete P debido a una interacción de intercambio que disminuye la 
separación entre los electrones en el estado singlete y aumenta la separación en 
el estado triplete. Puede verse que el mínimo de potencial en las Figuras 8 (a, b) 
corresponde al estado singlete en la mitad del pozo entre el núcleo y la barrera 
externa ( )0.5 c br R R≈ ⋅ +  mientras que para el estado triplete se sitúa más cerca 

de la barrera externa ( )0.75 c br R R≈ ⋅ +  
 
 
Figura 8. Curvas de potencial efectivo para la interacción entre dos electrones en 
los estados  1S, 21P y 23P en puntos cuánticos esféricos de barrera suave (a) sin y 
(b) con núcleo repulsivo 
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Entre más cerca estén los electrones uno de otro más fuerte es la repulsión entre 
ellos y la energía total de los dos electrones en el punto cuántico es menor.  
Resulta interesante que las posiciones de los mínimos de las curvas de potencial 
en la Figuras 8 (a, b) para los estados 1S y triplete casi coinciden pero los pozos 
de potencial para el estado 1S en ambos casos son más anchos y profundos que 
para el estado triplete y por consiguiente la energía del estado 1S es menor.  
Además comparando los potenciales en la Figura 8(a) y Figura 8(b) se puede 
observar que el desplazamiento de la posición del mínimo de los pozos de 
potencial hacia la mayor separación electrón-electrón debido a la presencia del 
núcleo repulsivo se realiza en tal forma que el fondo de las curvas de potencial 
correspondientes a los estados 1S y triplete permanecen casi superpuestos. Una 
vez que se encuentra la función ( )effV r , entonces la solución de la ecuación 

(2.2.10) complementada con las dos condiciones de frontera ( )0 0lχ =  y 

( ) 0l rrχ →∞⎯⎯⎯→  se puede encontrar usando el método de barrido trigonométrico 
[62]. 
 
 
Con el fin de chequear la exactitud del procedimiento numérico empleado, 
primero se calcula la energía del estado base para el modelo totalmente 
separable, de dos electrones en un punto cuántico con potencial de 
confinamiento parabólico ( ) 2 2V r rγ=  donde el parámetro 1 2γ −  se puede 
interpretar como el tamaño de la región de confinamiento de los electrones en el 
punto [60,61].  En la Figura 9 se presenta el resultado del cálculo de la energía 
normalizada del estado base como una función de 1 2γ − . Se ve una excelente 
concordancia entre los resultados obtenidos (señalados por rectángulos oscuros) 
y las soluciones exactas de la Referencia [61] (señalados por círcunferencias). 
 
 
Figura 9. Energía (normalizada) del estado base de dos electrones en un punto 
cuántico con potencial  parabólico como una función de  2/1−γ  (las circunferencias 
corresponden a los resultados exactos de la  Referencia [61] y los rectángulos 
oscuros corresponden a los resultados obtenidos). 
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El átomo de Helio puede considerarse como otro ejemplo de un punto cuántico 
esférico de dos electrones con potencial de confinamiento tipo Coulomb para el 
cual con el fin de evaluar la exactitud del procedimiento desarrollado puede 
considerarse como la función de onda del estado base de una partícula 

( ) ( )0 2u r C exp r= − . El valor exacto bien conocido de la energía del estado base del 
átomo de Helio es –5.807 Ry [80], mientras que el procedimiento desarrollado da –
5.795Ry. Este resultado se puede comparar con el resultado de un cálculo con un 
solo parámetro variacional –5.695Ry [80] cuya simplicidad es comparable con el 
procedimiento desarrollado, pero la concordancia entre el resultado obtenido y el 
valor exacto es mucho mejor.  
 
 
En la Figura 10 se presentan los resultados de los cálculos de las energías de 
enlace del estado base para dos electrones en un punto cuántico esférico de 
GaAs/Ga0.7Al0.3As  (a) con diferentes alturas de las barreras del núcleo 

0 20 30cV , ,=  y 40Ry*  y (b) con diferentes radios del núcleo 00, 0.5, 1 *cR a= . 
 
 
Figura 10. Energía de enlace del estado base de dos electrones en un punto 
cuántico esférico como una función del radio exterior para diferentes  (a) alturas de 
la barrera del núcleo cV  y (b) radios de los núcleos cR . 
 

 
La Figura 10(a) da las dependencias de las energías de enlace del estado base 
sobre el radio exterior del punto cuántico esférico con el núcleo de radio 

01cR a *= , altura de la barrera exterior 40bV Ry*=  y para cuatro diferentes 

potenciales del núcleo repulsivo 0,20cV =  y 40 *Ry . Para el caso 40 *cV Ry=  
cuando el radio decrece, la función de onda del electrón llega a ser más y más 
comprimida entre las barreras interior y exterior y la energía total de dos 
electrones E  aumenta debido al decrecimiento de la distancia entre ellos hasta 
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que E  alcanza el valor límite más bajo del continuo 1s bE V+  cuando uno de los 
electrones escapa del punto cuántico. Esta es la razón por la que en la Figura 
10(a) la energía de enlace de los dos electrones para una altura de la barrera de 
40Ry* decrece agudamente y tiende a cero cuando el radio exterior se reduce 
aproximadamente al valor 01.1 *a . Al contrario, cuando la altura de la barrera del 

núcleo repulsivo 20 *cV Ry=  es menor que la altura de la barrera exterior la 
función de onda con la disminución de la brecha entre dos barreras se fuga 
principalmente a la región del núcleo y por esta razón la energía de enlace en este 
caso como se puede apreciar de la Figura 10(a) decrece mucho más suavemente.  
En la Figura 10(b) se comparan las energías de enlace de puntos cuánticos con 
dos electrones con diferentes radios del núcleo repulsivo. Se ve claramente que el 
aumento del radio del núcleo proporciona una caída de la energía de enlace 
debido a la disminución del ancho del pozo acompañada siempre por la subida de 
los niveles energéticos y la disminución de la energía de enlace. 
 
 
En la Figura 11(a) se presentan las energías de enlace de los niveles 1S, 21P y 23P 
en un punto cuántico GaAs/Ga0.7Al0.3As con dos electrones en función del radio 
considerando el modelo rectangular para el potencial de confinamiento. Se puede 
ver que el estado enlazado 1S, se presenta por primera vez cuando el radio se 
hace mayor que 00.4 *a . 
 
 
Figura 11. Energía de enlace de dos electrones como una función del radio (a) para 
los tres niveles más bajos en un punto cuántico esférico de pozo cuadrado (b) para 
el nivel del estado base en un punto cuántico esférico con tres diferentes espesores 
de la región de transición. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cuando el radio se hace mayor que 00.6 *a  aparece el segundo estado enlazado, el 
triplete, etc. Se ve claramente que la energía de enlace del estado de triplete 
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siempre es superior que la energía de enlace del primer estado excitado de 
singlete. Esta es la razón por la que la interacción de intercambio entre los 
electrones en el estado de triplete mantiene a los electrones más alejados 
disminuyendo el valor de la repulsión Coulombiana. 
 
 
En la Figura 11(b) presentamos la dependencia similar de la energía de enlace del 
estado base en puntos cuánticos de bordes suaves con diferentes anchos de la 
región transitoria.   
 
 
Se ve que la expulsión en la región de la barrera exterior de uno de los dos 
electrones cuando la energía de enlace se hace igual a cero con reducción del 
radio ocurre más temprano en las estructuras con las barreras suaves. Entre más 
amplia es la región transitoria, más estrecho es el pozo y más fuerte es el 
confinamiento dentro del punto, menor es la energía de enlace del punto cuántico 
con dos electrones y más rápido esta se hace igual a cero cuando el  tamaño del 
punto disminuye. 
 
 
Para facilitar la interpretación de las dependencias de las energías de los estados 
más bajos sobre la dimensión del QD y la forma del potencial de confinamiento, 
primero se analizan las curves de la densidad de probabilidad ( ) ( )2

l lP r rχ=  de 
encontrar dos electrones separados por la distancia  r en los diferentes estados. 
En las Figuras 12(a) mostramos los resultados del cálculo de la función ( )lP r  

para el estado 1S en capas esféricas de  ancho 01 *b cR R a− =  con diferentes 
dimensiones. Estar curvas se pueden usar para estimar las contribuciones del las 
partes de energía cinética y potencial al total de la energía.    
 
 
Cuando la energía cinética es predominante el movimiento de los electrones es 
débilmente correlacionado y la máxima densidad de distribución podría estar 
localizada más cerca del origen. Esto es debido al hecho que para el movimiento 
no correlacionado de los electrones hay una alta probabilidad de encontrar ambos 
electrones en los mismos puntos del espacio y por consiguiente hay una alta 
probabilidad de que los electrones se sitúan uno próximo al otro. Por el contrario, 
cuando la contribución de la energía potencial aumenta el movimiento de los 
electrones se hace más y más correlacionado. En el caso límite de energía 
potencial muy grande los dos electrones podrían tener una disposición con los 
electrones fijados en los extremos opuestos del diámetro como una consecuencia 
de la cristalización de Wigner. Ahora analicemos la construcción en una capa 
esférica muy angosta con radios interior cR  y exterior bR , respectivamente. 
Asumiendo que los electrones están localizados en el centro del pozo, el ángulo  
ϑ  entre sus vectores de posición se puede calcular como ( )sin 2 c br R Rϑ = +  
siendo r la separación entre los electrones. De la Figura 12(a) donde la separación 
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es escalada en unidades de bc RR + , se puede ver que cuando la dimensión del 

punto aumenta, el ángulo ϑ  entre las posiciones de los vectores tiende a 180o  y la 
distribución de probabilidad se hace más y más angosta como una manifestación 
de la cristalización de Wigner. 
 
 
Figura 12. Dependencia de  (a) la función de correlación par y (b) la densidad de 
probabilidad sobre la distancia entre los dos electrones en el estado base dentro de 
un SQD de GaAs/Ga0.7Al0.3As  con ( 0.3cx = ) y sin ( 0cx = ) núcleo repulsivo. 
 
 

 
En las Figura 12(b) mostramos los cálculos de la función ( )lP r  para los estados 
1S (líneas continuas), el 21P (líneas a trazos) y el 23P (líneas punteadas) en un 
SAQD de GaAs/Ga0.7Al0.3As de radio 200Å sin núcleo repulsivo (las curvas 
correspondientes a 0cR = ) y con núcleo repulsivo de radio 175Å (las curvas 

correspondientes a 01 75cR . a *= ). 
 
 
Se puede ver que las distribuciones de los estados excitados triplete y singlete en 
un punto cuántico esférico son muy similares con solamente la diferencia en que 
la distribución para el estado triplete se desplaza hacia las mayores separaciones.  
 
Esta similitud como se ve en la Figura 12(b) desaparece con la presencia del 
núcleo repulsivo cuando ambos electrones en el estado simglete se pueden situar 
al mismo lado y al lado opuesto de la capa, mientras que en el estado triplete los 
electrones se sitúan principalmente solamente sobre los lados opuestos de la 
capa. 
 
En la Figura 13 presentamos el cálculo de los resultados para las energías de dos 
electrones en los estados 1S, 21P y 23P en función del radio bR de un SQD de  
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GaAs/Ga0.7Al0.3As,  para dos diferentes casos, cuando el espesor de la región de 
transición es muy pequeña ( 0.01 bW R= , modelo con barrera casi de pozo 

cuadrado) y cuando esta es muy grande ( 0.5 bW R= , modelo con barrera de perfil 
suave).  En ambos casos consideramos la concentración de Al en la 
barrera 0.45bx = , para la cual la altura de la barrera es alrededor de  68 Ry*.  
 
 
Figura 13. Energía de dos electrones en los estados  1S, 2 1P y 2 3P como una 
función del radio del SQD (a) sin y (b) con núcleo repulsivo para los modelos con 
barreras suaves y con barreras de pozo cuadrado. 
 

 
 
De la Figura 13(a) se ve que la brecha entre el nivel 1S y el primer nivel excitado P 
decrece con el incremento del radio del QD y para todos los radios del QD la 
energía del estado triplete P es menor que la del estado singlete P, similarmente 
sucede con el átomo de Helio [75]. El comportamiento de las curvas para las dos 
formas diferentes de potencial es similar pero las energías correspondientes al QD 
con perfil de potencial de barrera suave, son mayors que en un QD con perfil de 
potencial de barrera de pozo cuadrado, debido al mayor confinamiento 
presentado en los potenciales con fondos suaves.   
 
 
En la Figura 13(b)  se muestran las curvas de las energias en un SAQD con un 
núcleo repulsivo débil cuando la concentración de Al dentro del núcleo es 
pequeña, 0.1cx =  y en un SAQD con un núcleo repulsivo fuerte cuando la 

concentración de Al dentro del núcleo es alta, 0.45cx = , las cuales resultan muy 
similares a las mostradas en la Figura 13 (a). Las alturas de las barreras de estos 
núcleos son alrededor de 14 Ry* y 68 Ry*, respectivamente. Los resultados en la 
Figura 13 (b) son presentados solamente para el modelo con barreras de pozo casi 
cuadrado ( )0.01 bW R= . Comparando las correspondientes curvas en las Figuras 
13(a) y 13(b) con formas de potencial de pozo cuadrado y con diferentes 
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concentraciones de  Al en el núcleo repulsivo cx , se puede ver que el incremento 

sucesivo de cx  produce una incremento de ambas energías del estado base y de 
los estados excitados del electrón expulsado fuera de la región del núcleo y la  
separación media entre ellos decrece. También se ve que la brecha entre el estado 
base y los estados excitados decrece cuando la concentración de Al crece. Este 
resultado se explica por la significante modificación de la función de onda uni-
particular correspondiente al estado  1s producida por el núcleo repulsivo con el 
incremento de la altura de la barrera. Cuando la concentración de Al en el núcleo 
crece, la altura de la barrera en el centro del QD llega a ser  muy alta haciendo la 
probabilidad de la penetración de electrones en esta región insignificante y la 
forma de la función de onda del estado 1S similar a una del estado 2P. 
 
  
Para dar un significado físico de los resultados presentados en la Figura 13 
modificamos la representación de la energía de dos electrones mediante el uso de 
la escala típica para la separación inter-electrón en un punto cuántico 
esférico c bD R R= + . Para analizar los tres estados de la energía de dos electrones 

en un punto igual a ( ) ( ) ( )0 0 120 2E l E E l r= + +  donde 0l =  para el estado base y  

1l =  para los estados excitados. Teniendo en cuenta que para puntos cuánticos 
grandes las energias uni-particulares son inversamente proporcionales a la 
dimensión del punto al cuadrado ( ) 2 ; 0,1lE l C D l =:  y la separación entre los 
electrones para el caso de creistalización, se puede verificar en este caso que la 
energía renormalizada definida como ( ) ( )2E l D E l=%  aumenta linealmente con la 
dimensión del punto: 
 

( ) 0 2lE l C C D r= + +% %                                                                                    (2.2.7) 
 
 
En la Figura 14(a) se presentan las curvas de las energías renormalizadas ( )E l%  

dependientes de la dimensión D  de un SAQD de GaAs/Ga0.55 Al0.45As con barrera 
de potencial cuadrado. Se puede ver que para todos los tres estados las energías 
renormalizadas se hacen casi lineales para dimensiones grandes del QD.   
 
En la Figura 14(b) se puede ver una tendencia similar para la energía del estado 
base en los SAQDs de  GaAs/Ga0.7Al0.3As con diferentes tamaños del núcleo 
repulsivo. La presencia del núcleo repulsivo disminuye la incertidumbre de las 
posiciones de los electrones confinados dentro de la capa entre las uniones 
interior y exterior aumentando de esta manera la contribución de la energía 
cinética e impidiendo la cristalización de Wigner. Como se ve en la Figura 14(b), 
cuanto mayor sea el tamaño del núcleo repulsivo, al aumentar la dimensión de 
los QD’s, la cristalización de Wigner se produce más lejos. 
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Figura 14. Energías renormalizadas de dos electrones como funciones de las 
dimensiones del punto cuántico en (a) SAQD de GaAs/Ga0.55 Al0.45As sin núcleo 
repulsivo para los estados  1S, 21P y 23P y en (b) SAQD de GaAs/Ga0.7Al0.3As con 
núcleo repulsivo para los modelos con barreras de pozo cuadrado. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.3 DOS PARTICULAS EN DISCOS Y ANILLOS CUÁNTICOS 

[41] 
 
La posibilidad de confinar un número controlado de electrones y huecos en 
puntos cuánticos atrajo mucho la atención en la última década [10]. Un interés 
particular ha sido relacionado al estudio teórico del efecto de  correlación sobre el 
espectro del sistema de dos partículas tales como dos electrones y un excitón 
confinados en un punto cuántico. Con este propósito han sido usados los 
métodos variacional [37, 75, 113, 114], diagonalización matricial [32, 61, 82, 83, 
90] y elementos finitos [17, 23, 58, 112] con modelos de confinamiento de 
potencial rectangular [17, 58, 114, 114], de barrera suave [75], parabólico [32, 
83, 90] y de carga imagen [113, 114]. Recientemente Lorke y sus colaboradores 
reportaron la fabricación de puntos cuánticos autoensamblados de InGaAs con 
geometría de anillo conteniendo dos electrones [11]. A raíz de este descubrimiento 
se realizó una serie de publicaciones sobre el espectro de dos partículas en anillos 
cuánticos [19, 64, 74, 107-109]. Experimentalmente se encontró que puntos 
cuánticos fabricados de InGa/InAs con forma de anillos están caracterizados por 
una altura reducida (alrededor de 2 nm), un hueco en el centro bien definido de 
alrededor de 20 nm de diámetro y un tamaño lateral (entre 60 y 140 nm). Para tal 
geometría casi-bidimensional resulta un gran espaciamiento entre niveles del 
estado base y los primeros niveles excitados correspondiente al movimiento uní-
particular en la dirección de crecimiento. En consecuencia, la parte baja de la 
energía del espectro uní-particular en estas heteroestructuras difiere solamente 
por el confinamiento lateral. Esta es la razón por la que los modelos 
bidimensionales son ordinariamente usados para analizar las propiedades 
electrónicas de los discos cuánticos y de los anillos cuánticos auto-ensamblados.  
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En particular, el efecto del campo magnético sobre los excitones confinados en 
anillos cuánticos se ha estudiado usando un modelo bidimensional con el 
potencial de confinamiento parabólico  [74, 106-109, 115]. El efecto del núcleo 
repulsivo sobre el espectro de un exciton bidimensional en puntos cuánticos con 
geometría de anillo fue investigado en la Referencia [96] donde se asumió que la 
tensión (“strain”) que se presente en estas heteroestructuras puede tomarse en 
cuenta en el marco del modelo con una distribución de la concentración no 
homogénea de indio dada por una función que varía suavemente en la dirección 
radial del disco.  
 
 
El problema de aplicabilidad de un modelo bidimensional al estudio de  los 
estados más bajos en un disco cuántico circular de InGaAs con dos electrones se 
discutió en la Referencia [17] donde se mostró que el problema tridimensional de 
dos partículas puede aproximarse con una buena precisión a un problema 
similar bidimensional por medio de la renormalización de los parámetros y 
reemplazando la repulsión Coulombiana 3D por un potencial bidimensional el 
cual ya no tiene singularidad cuando la separación entre las partículas tiende a 
cero. También se encontró que el espectro magneto-óptico en un disco cuántico 
circular con confinamiento de paredes rectangulares es más enriquecedor que el 
de un modelo con confinamiento parabólico de barrera infinita. Se puede esperar 
que una amplia variedad de posibles perfiles de potencial de confinamiento desde 
el pozo cuadrado hasta la barrera suave pueda ser obtenida en puntos cuánticos 
de InGa/InAs debido a la presencia de “strain”.  Por consiguiente, es interesante 
analizar el efecto de la forma del potencial sobre la estructura del espectro de 
energía correspondiente a los niveles más bajos de pocas partículas confinadas 
en puntos cuánticos. Un procedimiento variacional relacionado con la 
aproximación de dimensional fractal se propuso recientemente para analizar el 
estado base de sistemas de dos partículas tales como donadoras cargadas 
negativamente y un exciton confinado en un heteroestructura. [33, 75, 116]. En 
este procedimiento un problema de dos partículas se reduce a un problema de 
campo central para un átomo hidrogenoide en un espacio efectivo isotrópico con 
dimensión fraccionaria.  
 
 
Se estableció que este procedimiento proporciona un algoritmo eficiente cuya 
exactitud es comparable con la de los métodos sofisticados como el de expansión 
por series y Monte Carlo [33, 75, 116].  En este párrafo se utiliza una versión 
modificada del método de dimensión fractal con el fin de analizar el espectro de 
dos partículas en anillos cuánticos auto-ensamblados de InGaAs considerando 
diferentes formas de potencial de confinamiento. Además, se adopta la 
aproximación adiabática en la cual se asume que el movimiento rápido de las 
partículas en dirección z pude separarse del movimiento lento en el plano (x,y), 
que se justifica solamente cuando la altura es mucho menor que su tamaño 
lateral [17]. Esta condición se satisface bien para anillos cuánticos auto-
ensamblados [117], los cuales son objeto del presente estudio. La altura de los 
anillos fabricados se estima en 2nm, mientras que el radio exterior es del orden 
de 40nm.   
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Un potencial de confinamiento realista de los anillos cuánticos debe tener una 
profundidad finita, que resulta de la diferencia finita de la banda y de la variable 
suave en las fronteras del anillo cuántico debido a una modulación de la 
composición de la aleación y de los efectos de “strain” [33]. Para describir tal 
comportamiento del potencial de confinamiento en la frontera 0ρρ =  en este 
párrafo se usa la siguiente función no abrupta de la función de paso con un 
parámetro con la primera derivada continua 
 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−−
−<

=Θ
0;1

0;/1
;0

, 222

x
xWWx
Wx

Wx                                                          (2.3.1) 

 
que se convierte en la función de Heaviside ( )xϑ  cuando el parámetro 0→W . El 
parámetro W está asociado con el espesor de la región de transición en las 
fronteras. Entre mayor sea el parámetro W más suave es la forma de la función de 
paso. 
 
 
Siguiendo la Referencia [96] se asume que las formas del potencial de 
confinamiento, para el electrón eV  y para el hueco hV  dependen de la distribución 

de la concentración X de indio, como [ ]XXEV Rge −∆= 7.0  y [ ]XXEV Rgh −∆= 3.0  

donde eVEg 11.1=∆  es la diferencia entre las brechas de energía en el GaAs y en 

el InAs, RX  es la concentración de indio en el centro del anillo. Se asume que en 
el interior del anillo cuántico y en el hueco de la región central la distribución de 
la concentración de indio X  es variable y está dada en coordenadas cilíndricas 
por ( )zX ,ρ , la cual es cero en la región exterior a la barrera, RX  en el interior del 
anillo y CX  en la región del hueco central (región del núcleo repulsivo). También 
se considera el disco cuántico como un caso particular del anillo cuántico cuando 

RC XX = . Siendo CC WR ,  y DD WR ,  los radios y los espesores de las regiones de 
transición de las fronteras interior y exterior del anillo respectivamente, la 
dependencia de la concentración de indio sobre la distancia ρ  desde el eje, por 
ejemplo en el plano 0=z , usando la función (2.3.1) se puede expresar como: 
 

( ) ( ) ( ) ( )CCRCDDR WRXXWRXzX ,,0, ρρρ −Θ−+−Θ==                                 (2.3.2) 
 
Seguidamente se considerará un modelo de anillo en el cual los espesores de la 
región de transición de la frontera interior CW  y de la frontera exterior DW  tienen 

el mismo valor WWW DC ≡= . 
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En la Figura 15(a) se presentan las curvas de distribución de la concentración de 
indio ( )0, =zX ρ  dadas por la relación (2.3.1) y en la Figura 15(b) las curvas del 
potencial de confinamiento del electrón ( )0, =zVe ρ  en el plano 0=z  de anillos 
cuánticos de InGaAs con diferentes valores del espesor de la región de transición 
W y para el caso cuando el radio del núcleo es pequeño ( )DC RR 1.0= . 
 
 
Figura 15. Distribución de la concentración de indio ( )0, =zX ρ  (a) dada por la 
relación  (2.3.2) y el potencial de confinamiento lateral para el electrón (b), 

( )0, =zVe ρ  dado por la relación [ ]XXEV Rge −∆= 7.0 , en anillos cuánticos de 
InGaAs con diferentes valores del espesor de la región de transición W. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En estas figuras la concentración de indio en el hueco central es igual al 15% 
( )15.0=CX  y en el centro del anillo es igual al 30% ( )3.0=RX . De esta figura se 
puede ver que la  distribución de la concentración del indio forma un rango 
amplio y la barrera finita del potencial de confinamiento se puede modelar 
variando los parámetros CDDCC XWRWR ,,,,  y RX  en la relación (2.3.1), desde casi 
una pared rectangular cuando ( )0, →DC WW  hasta uno muy suave con fondo casi 
parabólico cuando CDDC RRWW −→+ . En todos los casos el potencial en la 
dirección radial tiene dos barreras con diferentes alturas, la barrera interior en la 
unión del núcleo repulsivo con el anillo cuya altura es igual a 

( )0.7ce g R CV E X X= ∆ −  para el electrón y ( )0.3ch g R CV E X X= ∆ −  para el hueco, y 

la barrera exterior cuya altura es igual a 0.7be g RV E X= ∆  para el electrón y 

0.3bh g RV E X= ∆  para el hueco. Teniendo en cuenta que las partículas en su 

movimiento en la estructura de GaAsAsInGa xx−1  se sitúan principalmente dentro 
del anillo se puede despreciar la variación de los parámetros físicos. Los 
siguientes valores correspondientes para el material AsInGa xx−1  fueron usados en 
los cálculos realizados: constante dieléctrica 5.12=ε , masa efectiva isotrópica del 
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electrón ( ) 00.067 0.039e Wm X m∗ = −  y masa efectiva isotrópica del hueco 

( ) 00.045 0.285h Wm X m∗ = + , donde WX  es la concentración de In en el centro de 
pozo y 0m  es la masa del electrón libre. Para comodidad matemática se ha 

utilizado como unidad de longitud el radio de Bohr efectivo 22
0 / ea µε η=∗  y como 

unidad de energía el Rydberg efectivo 2
0/ 2Ry e aε∗ ∗=  siendo ( )1 2 1 2/m m m mµ ∗ ∗ ∗ ∗= +  la 

masa reducida del par de partículas cuyas masas individuales son 1m
∗  y 2m

∗ . Los 
resultados del cálculo que se presentan más adelante corresponden a los anillos 
cuánticos de Ga0.7In0.3As/GaAs  (concentración de In en el centro del anillo 

0.3WX = ) con diferentes radios de los núcleos repulsivos cR  y concentraciones de 

indio en el centro del núcleo cX .  Para este tipo de estructura se asumen los 
siguientes valores de los parámetros del material para el problema de dos 
electrones: 00.056em m∗ = , 00.028mµ = , 0 237a∗ ≈ Å, 2 2.43eRy meV∗ ≈  y para el 

problema del exciton: 00.135hm m∗ = , 00.045mµ = , 0 147a∗ ≈ Å, 3.92ehRy meV∗ ≈ . Las 
alturas de las barreras adimensionales son: para el problema de dos electrones 

2233 96be eV meV Ry∗= =  y para el problema del exciton 233 59be ehV meV Ry∗= = , 

100 26bh ehV meV Ry∗= = . 
 
 
Para un punto cuántico con geometría de anillo el potencial ( ),iV zρ , para el 

electrón ( )i e=  y para el hueco ( )i h= , cuya altura, espesor de la región de 
transición en la uniones, radios interior y exterior en las uniones son iguales a 
zL ,W , CR  y DR , respectivamente, se describen usando la versión abrupta de la 

función de paso (2.3.1) de la siguiente forma. Dentro del anillo 
( ) ( )/ 2C D zR W R W z L Wρ+ < < − < −I , el potencial se toma como cero. En todas 

las regiones fuera del anillo excepto en el hueco central ( ) ( )2/zD LzR >> Υρ , el 

potencial es igual a beV  para el electrón y bhV  para el hueco. Como la altura de la 
barrera es proporcional a la concentración de indio el potencial dentro del núcleo 
repulsivo se toma igual a /be C RV X X  para el electrón y a /bh C RV X X  para el hueco. 
Finalmente dentro de las regiones de transición próximas a las uniones el 
potencial decrece suavemente desde los valores de las alturas de las barreras 
hasta cero usando la función (2.3.1). Hay dos regiones próximas a las uniones 
laterales ( ) ( )WRRLz CCz +<<< ρΙ2/  y ( ) ( )DDz RWRLz <<−< ρΙ2/  y dos 
regiones de transición próximas a las uniones horizontales 
( ) ( )DCzz RRLzWL <<<<− ρΙ2/2/ . 
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Para el potencial dado ( ),iV zρ  la forma adimensional para la ecuación de onda 
uní-particular correspondiente al estado base de las partículas no depende del 
ángulo axial  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0
2

, ,
, , , ;

/ ; 1, 2

i ii
i i i i i

i i

z z
V z z E z

z
m i

ψ ρ ψ ρη ρ η ρ ψ ρ ψ ρ
ρ ρ ρ

η µ ∗

∂ ∂∂
− − + =

∂ ∂ ∂

= =

                  (2.3.3)  

 
 
Los subíndices i corresponden al electrón cuando ei =  y al hueco cuando hi = .  
Para resolver la ecuación de valores propios (2.3.3) se usa la aproximación 
adiabática y las funciones de onda del estado base se pueden escribir como 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,1;, === ifzfz ii
zii ρρψψ ρr ,                                                        (2.3.4a) 

 
 

donde ( ) ( )i
zf z  es la solución  de la ecuación de onda unidimensional 

correspondiente al nivel de energía más bajo ( )i
zE  en un pozo cuántico de barrera 

suave  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 ; / 2, ; 1,2
i

i i i i iz
i z z z z z bi z D
d f z

V z f z E f z V z V z L W i
dz

η− + = = Θ − =% %     (2.3.4b) 

 

y ( ) ( )ifρ ρ es la solución del problema de campo central correspondiente a la 
energía más baja de la partícula. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 ;

, , ;

/ ; 1, 2

i
i i ii

i

i i iC
bi z D D bi z C C

R

i i

f
V f E f

XV V E R W V E R W
X

m i

ρ
ρ ρ ρ

ρ

ρη
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

η µ ∗

∂∂
− + =

∂ ∂

⎛ ⎞
= − Θ − + − Θ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= =

%

%                (2.3.4c) 

 
 
Como el potencial de confinamiento en las regiones de la barrera es constante las 
soluciones de las ecuaciones (2.3.4b) y (2.3.4c) se pueden resolver en forma 
exacta en términos de la función exponencial y de Bessel respectivamente. Estas 
soluciones exactas permiten encontrar los valores de la razón ff ′  en los puntos 
de las uniones, los cuales posteriormente se usan como condiciones de frontera 
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para resolver (2.3.4b) y después se resuelve la ecuación (2.3.4c) usando el método 
de barrido trigonométrico.  
 
 
Puesto que no es posible resolver exactamente el problema de dos partículas se 
hace uso del método variacional. Debido al fuerte confinamiento el movimiento 
del centro de masa de las dos partículas es esencialmente más lento que el 
movimiento relativo y por consiguiente se puede esperar que la función de onda 
del estado base del sistema de las dos partículas sea más sensible a la variación 
de las coordenadas relativas que a las coordenadas del centro de masa. Basados 
en este argumento se puede asumir que la función de prueba de dos partículas 
para el estado base se puede expresar como el producto de las funciones de onda 
uní-particulares ( )11 rψ  y ( )22 rψ  con la  función envolvente ( )21 rr −Φ  que 
depende solamente de la distancia entre dos partículas. 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2, ψ ψΨ = Φ −r r r r r r                                                                 (2.3.5) 

 
 
Partiendo del principio variacional y usando el procedimiento descrito en las 
Referencias [36, 117, 128] se encuentra la siguiente ecuación diferencial para 

( )rΦ : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 0 0

0

1 2 ; 0, 1
d rd r r E E E r

r dr dr r
τ τ

Φ ⎡ ⎤− Ρ + Φ = − − Φ = ±
⎣ ⎦Ρ

               (2.3.6a) 

 
donde ( )r0Ρ  está dado por la expresión: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1 1 1 2 2 1 2 2r d r dψ ψ δΡ = − −∫ ∫r r r r r r                                             (2.3.6b) 

 
 

En la ecuación (2.3.6a) E es la energía de las dos partículas y ( )
0 , 1, 2iE i =  son las 

energías uní-particulares. Los tres posibles valores 0, 1±  del parámetro τ  
corresponden en (2.3.6a) a partículas neutras, con la carga del mismo signo y de 
signo contrario, respectivamente. 
 
 
La ecuación de onda (2.3.6a) es similar a la del átomo de hidrógeno en un espacio 
efectivo, isotrópico, en el cual la parte radial de Jacobiano está dada por la 
función ( )r0Ρ . Las propiedades de la función ( )0 rΡ  están relacionadas según 
(2.3.6b) con el grado de confinamiento de las partículas en la heteroestructura 
definido por las funciones uní-particulares ( )1 1ψ r  y ( )2 2ψ r . Por ejemplo, en el 
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caso de partículas no confinadas, ( ) ( ) 2,1,exp =∝ si ssss rkrψ  y se verifica que la 

expresión (2.3.6b) conduce a ( ) 2
0 r rΡ =  , que corresponde al Jacobiano del 

espacio tridimensional, mientras que la ecuación (2.3.6a) se convierte en la 
ecuación de onda para el átomo de hidrogeno. En caso contrario las funciones 

( )1 1ψ r  y ( )2 2ψ r  deben ser encontradas resolviendo las ecuaciones (2.3.3) las 
cuales tienen en cuenta el efecto de confinamiento sobre el sistema de dos 
partículas. Esta es la razón por la cual en adelante se hace referencia a la función 

( )r0Ρ  como al Jacobiano de la nanoestructura [24]. 
 
 
Usando las propiedades de función delta y la simetría axial de la función de onda 
dada por la expresión (2.3.4a) se puede simplificar la expresión para el Jacobiano 
de la nanoestructura (2.3.6b) y reducir la integral hasta el orden cuatro-
dimensional en una forma reiterada. Con el fin de evaluar esta integral se 
necesita un método numérico de alta fidelidad. Esto se puede lograr 
introduciendo dos funciones auxiliares )(zI y ( )21 , ρρG  definidas como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 2
0 0 0/ 2 / 2z zI z f z z f z z dz

∞

−∞

= + −∫                                                    (2.3.7a) 

 

( ) ( )

( )( )2 2 2
2 1

1 2 22 2 2 2 2 2
1 2 1 2

,
4z r

I z
G dz

z rρ ρ

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ≤ − −

=
− + + −

∫                                (2.3.7b) 

 
 
Los valores de la función ( )21 , ρρG  sobre una malla cuadrada fueron encontrados 
numéricamente evaluando la integral (2.3.7b) y fueron almacenados en la 
memoria de computador. Una vez estos valores sobre la malla son almacenadas 
en la memoria la función (2.3.7b) puede ser definida entonces en cualquier otro 
punto usando la interpolación por medio de splines cúbicos y usada  
posteriormente para encontrar el Jacobiano (2.3.6b) calculando numéricamente 
la siguiente integral bidimensional: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 22 2
0 1 1 1 2 1 2 2 2

0

,
r

r

r r f d f G d
ρ

ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
+∞

−

Ρ = ∫ ∫                                 (2.3.7c) 

 
 
Las propiedades del estado base de un sistema de dos partículas con la función 
de onda definida a través de la relación (2.3.5a) y el significado físico de las 
funciones ( )r0Ρ  y ( )rΦ  puede ser examinado a través de la función espacial de 

correlación del par (SPCF, “Spatial Pair Correlation Function”) ( )rΡ , la cual define 
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la densidad de probabilidad de encontrar dos partículas separadas una distancia 
r : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 1 2 1 2 1 2P ,r r d d rδ δ= − − = − − Ψ∫ ∫r r r r r r r r                                (2.3.8a) 

 
 
La función de onda par dos partículas sin interacción en el bloque se puede 
expresar como ( ) ( )1 2 1 2 2, /exp i i VΨ = +1r r k r k r  y es fácil demostrar que la SPCF 
calculada para esta función de onda por medio de la relación (2.3.8a) coincide 
con la parte radial de Jacobiano en el espacio tridimensional, homogéneo e 
isotrópico es 24 rπ , el cual corresponde al área de una esfera de radio r . En el 
caso de dos partículas sin interacción ( )0=τ  confinadas en una  nanoestructura  
la función de onda también es separable, ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2, ψ ψΨ = 1r r r r  pero la SPCF 

( )rΡ , la cual en este caso coincide con el Jacobiano de nanoestructura ( )r0Ρ , 
dada por las relaciones  (2.3.6b) y (2.3.7), ya no puede ser encontrada en una 
forma  explicita. En el caso general, cuando la interacción entre las partículas se 
tiene en cuenta ( )0≠τ  y la función de onda está dada por la expresión (2.3.5), la 
SPCF puede ser representada en la siguiente forma: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 0P r d r d r r rψ ψ δ χ= Φ − − − = Ρ Φ =∫ ∫r r r r r r r r        (2.3.8b) 

 
 
donde la nueva función introducida ( ) ( ) ( )rrr 0ΡΦ=χ  puede ser considerada 
como la función de onda uní-particular correspondiente a la coordenada relativa 
del sistema de dos partículas cuyo valor al cuadrado coincide con la SPCF. Por lo 
tanto, el Jacobiano ( )r0Ρ  es una medida de la probabilidad de encontrar el 
electrón y el hueco separados por la distancia r en sus movimientos libres en el 
anillo cuántico donde el cuadrado del valor de la función ( )rΦ  da la razón de las 

funciones espaciales de correlación ( ) ( ) ( )2
0P / Pr r rΦ = . Sustituyendo la relación 

entre ( )rΦ  y ( )rχ  en (2.3.6a) se obtiene la siguiente ecuación diferencial para la 
SPCF: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2
1 2

0 02

2
0 0

;

2 / , P

eff

eff

d r
V r r E E E r

dr

V r r P r P r r r

χ
χ χ

τ χ

⎡ ⎤− + = − −
⎣ ⎦
″

= − + =

                                      (2.3.9) 

 
Esta ecuación describe el movimiento unidimensional de una partícula a lo largo 
del eje r en un campo con potencial efectivo ( )rVeff  cuya solución permite analizar 
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directamente la SPCF para dos partículas interactuantes confinadas en una 
heteroestructura. Se puede verificar que para el movimiento de partículas libres 
cuando 0=τ  y ( ) ( )2

0
1

0 EEE +=  la solución de la ecuación (2.3.9) es ( ) ( )rPr 0=χ  y 

( ) ( )rPr 0P = . 
 
 
En la Figura 16 se muestra la variación del Jacobiano ( )r0Ρ , la SPCF ( )rΡ  y el 

potencial efectivo ( )rVeff  en función de la separación interparticular para (a) dos 

electrones y (b) para un excitón en un disco cuántico con radio 01 *DR a= .   
 
 
Como se ve de la Figura 16, las curvas del Jacobiano ( )r0Ρ  (línea a trazos) para 
dos electrones y para el exciton son similares. 
 
 
Figura 16. El Jacobiano ( )r0Ρ , la SPCF ( )rΡ  y el potencial efectivo como funciones 
de la separación interparticular para (a) dos electrones y (b) un excitón en un disco 
cuántico de 0.85 0.15 0.7 0.3Ga In As Ga In As GaAs  con radio del disco *1 0aRD = . 
 

 
 
Cuando se tiene en cuenta la interacción entre las partículas la SPCF se 
transforma en una función ( )rΡ  graficada en la Figura 16 por líneas sólidas. Se 
puede ver en la Figura 16(b) que el máximo de la SPCF para el excitón se 
desplaza a la región de menor separación interparticular debido a la atracción 
electrón-hueco mientras que para dos electrones se desplaza a la región de mayor 
separación debido a la repulsión entre los electrones. 
 
La diferencia entre las SPCFs en los casos de atracción y repulsión está 
relacionada con el comportamiento de las curvas de los potenciales efectivos en la 
región de pequeñas separaciones interparticulares. Para pequeños valores de r , 
el potencial efectivo para dos electrones se comporta aproximadamente como 
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( ) rrrVeff 241 2 +−≈  mientras que para el excitón como ( ) rrrVeff 241 2 −−≈ .  
Entre estos dos potenciales solamente el último produce niveles discretos con 
energías negativas similares a los estados hidrogenoides bidimensionales. En la 
Figura 16(b) la SPCF para el excitón corresponde a la densidad de probabilidad 
de las posibles separaciones interpartriculares para el estado base hidrogenoide 
bidimensional con valor promedio bien conocido igual a la mitad del radio de 
Bohr. Por el contrario el disco con dos electrones tiene solamente estados ligados 
con energías positivas y con grandes separaciones electrón-electrón. Como se ve 
en la Figura 16(a) el potencial efectivo ( )effV r  para dos electrones se aumenta 
monotónicamente mientras que los electrones se sitúan dentro del disco cuántico 
y después cuando la separación electrón-electrón supera el valor del doble del 
radio del disco cuántico, el potencial se hace casi constante. 
 
 
En la Figura 17 se muestran las curvas similares para (a) dos electrones y (b) un 
par electrón-hueco en un anillo cuántico de Ga0.85In0.15As/Ga0.7 In0.3As/GaAs con 

00.5 *CR a=  y 01 *DR a= . 
 
 
Figura 17. Funciones ( )r0Ρ , ( )rΡ  y ( )rVeff  para (a) dos electrones y (b) un excitón en 

un anillo cuántico de Ga0.85In0.15As/Ga0.7In0.3As/GaAs  con *5.0 0aRC =  y 
*1 0aRD = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se ve que las formas de ( )r0Ρ , debido a la presencia del núcleo repulsivo de la 
nanoestructura,  se modificaron desde una distribución uní-modal en el disco a 
una distribución bimodal en el anillo cuántico. El primer máximo de ( )r0Ρ , 

correspondiente a la separación interparticular menor que ( ) 2D CR R− , describe 
en la Figura 17(a) una configuración de dos partículas situadas sobre el mismo 
lado del anillo cuántico. 
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El segundo máximo, correspondiente a una mayor separación aproximadamente 
igual a D CR R+ , puede atribuirse a una configuración con dos partículas situadas 
en el centro del pozo sobre los lados opuestos del anillo. Como resultado, las 
curvas de potencial efectivo ( )effV r , en la Figura 17 tienen un mínimo adicional 
poco profundo correspondiente a la configuración con dos partículas situadas a 
los lados opuestos del anillo cuando la separación entre ellas es 
aproximadamente igual a C DR R+ . Comparando las posiciones de los máximos de 

la SPCF ( )rΡ  en la Figura 17 para los sistemas del exciton y de dos electrones, se 
puede ver que en el primer caso es más probable la configuración con las 
partículas localizadas en el mismo lado del anillo mientras que en el segundo 
caso es más probable tener la configuración con dos electrones localizados en los 
lados opuestos del anillo. 
 
 
Figura 18. Energía de correlación de dos electrones como una función del radio 
exterior DR  en anillos cuánticos de Ga0.85In0.15As/Ga0.7In0.3As/GaAs con diferentes 
radios del núcleo repulsivo, CR  1, 5 y 10nm. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En las Figuras 18 y 19 se muestra la dependencia de la energía de correlación 

corrE  de dos partículas definida como la diferencia entre sus energías, calculada 

con y sin interacción ( ) ( )2
0

1
0 EEEEcorr −−= , con respecto al radio exterior DR , en 

anillos cuánticos de Ga0.85In0.15As/Ga0.7 In0.3As/GaAs con diferentes radios 
interiores CR  1, 5 y 10nm. Esta energía es positiva para dos electrones y es 
negativa para el par electrón-hueco. Se consideran dos tipos de potencial de 
confinamiento,  El primero es casi rectangular y se simula haciendo W  igual a 

( )0.001 D CR R−  en la relación (2.3.1), el segundo tiene una forma con fondo casi 

parabólico y se simula haciendo ( )0.5 D CW R R= − . 
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Como se ve en la Figura 18 la energía de correlación en un anillo cuántico con 
dos electrones decrece monótonamente y tiende a cero con el aumento del radio 
exterior del anillo cuántico. Como los electrones tienden a repelerse, ellos se 
sitúan, por lo general, en los lados opuestos del anillo.  A medida que aumenta el 
radio del anillo interior la separación interparticular se hace mayor y la energía 
de correlación se hace menor.  Esta es la razón por la que en la Figura 18 para 
radios exteriores del anillo cuántico mayores que 13nm, con radio interior de 
10nm se obtiene la menor energía de correlación seguida por el anillo cuántico 
con radio interior de 5nm mientras que para el anillo cuántico con radio interior 
1nm se encuentra la mayor energía de correlación. La intersección entre las 
curvas de la Figura 18 para anillos cuánticos con radios interiores de 5nm y 
10nm en el punto correspondiente a un radio exterior alrededor de 13nm se 
atribuye al tunelamiento de los electrones en la región del núcleo cuando el 
ancho del pozo en el anillo cuántico con radio interior 10nm se hace bastante 
pequeño. Cuando el radio exterior se hace menor que 13nm, los electrones en el 
anillo cuántico son empujados afuera del pozo dentro del núcleo mientras que los 
electrones en el anillo cuántico con radio interior 5nm permanecen localizados 
dentro del pozo. 
 
 
Un comportamiento diferente manifiestan las curvas similares para la energía del 
excitón de hueco pesado en anillos cuánticos con potenciales de confinamiento de 
fondo parabólico (líneas continuas) y rectangular (línea a trazos) presentados en 
la Figura 19.  En contraste con el caso de dos electrones el par electrón-hueco en 
anillos cuánticos de pozo ancho están mayormente localizados sobre el mismo 
lado del anillo y por consiguiente la energía de correlación entre el electrón y el 
hueco en la Figura 19 crece con el aumento del radio exterior tendiendo a la 
energía de correlación bidimensional para el excitón libre ( meVRy 7.15*4 −≈− ).  
La aproximación de la energía de correlación a este valor en un anillo cuántico 
con potencial de pozo cuadrado es más rápida que en un anillo cuántico con 
potencial de fondo parabólico debido al mayor confinamiento producido por el 
potencial parabólico en las proximidades del fondo.  
 
 
Cuando el radio interior del anillo cuántico disminuye, el valor absoluto de la 
energía de correlación del par electrón-hueco aumenta mientras el tamaño del 
pozo llega a ser más pequeño que el tamaño del excitón (~15nm) cuando el 
electrón y el hueco cambian la configuración del estado base desde un lado al 
lado opuesto. En consecuencia la separación entre las partículas aumenta 
drásticamente produciendo un decrecimiento en el valor absoluto de la energía de 
correlación. Entre mayor sea el radio interior o más suave sea la forma del 
potencial de confinamiento, mayor es el radio exterior para el cual ocurre este 
cambio en el comportamiento de la energía de correlación. Se puede observar que 
el mínimo para la energía de correlación de un anillo cuántico con potencial de 
fondo parabólico y radio interior 10nm aparece en la Figura 19 para radios 
exteriores mayores que (~25nm). 
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Figura 19. Energía de correlación del excitón de hueco pesado como una función del 
radio exterior DR  de un anillo cuántico con potencial rectangular (líneas a trazos) y 
radio interior  10nm con potencial de barrera finita de fondo parabólico para tres 
valores del radio interior 1, 5, y 10nm (líneas continuas). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En la Figura 19 se observa un conjunto de intersecciones de las curvas en la 
región de separación del electrón y el hueco entre 10nm y 15nm donde las curvas 
correspondientes a los anillos cuánticos con radio interior 10nm tienen un 
máximo secundario adicional relacionado con el tunelamiento de las partículas 
hacia la región del núcleo. 
 
 
 
2.4 DOS ELECTRONES EN UN ANILLO CUÁNTICO MUY 

DELGADO [38,39] 
 
Los anillos cuánticos fabricados a través de la técnica Stanski-Krastanov en la 
mayoría de los casos tienen un radio exterior entre 30 y 70nm, un radio interior 
alrededor de 10-20nm y una altura entre 2 y 4nm [11, 12, 13]. El espectro de 
estos sistemas está determinado por la competición entre las fuerzas de enlace 
debidas al confinamiento y a las fuerzas de repulsión entre los electrones. Para 
analizar el resultado de esta competencia se han desarrollado diferentes métodos  
 
y aproximaciones  [23, 48, 49, 50,41]. Por ejemplo, en el artículo de la Referencia 
[41] se considera un modelo unidimensional exactamente soluble, en el cual los 
movimientos en dirección radial y en dirección z son ignorados y solamente se 
tiene en cuenta la rotación de los electrones. Se considera que este modelo se 
justifica solamente para potencial de barrera infinita pero si el ancho y la altura 
tienden a cero los niveles de energía suben drásticamente y por consiguiente el 
modelo que debe considerarse en este límite es el modelo de barrera finita. A 
pesar de esta contradicción, se cree que este modelo puede ser usado 
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aproximadamente como punto de partida para analizar el espectro electrónico de 
modelos más realistas de anillos cuánticos.  
 
 
En este párrafo, usando la aproximación adiabática, se demuestra que para el 
modelo del anillo cuántico con ancho y espesor esencialmente menores que el 
radio se puede encontrar una ecuación de onda uní-dimensional que describa los 
niveles de energía más bajos.  
 
 
Para analizar el espectro electrónico de dos electrones en un anillo, consideremos 
la heteroestructura de In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As para la cual el salto de 
potencial (“offset”) es 258offV meV= , la constante dieléctrica es 12,71ε = y  la masa 

efectiva es 0* 0.076m m=  [18]. Los parámetros geométricos del anillo cuántico se 

denotan por d  la altura, por iR  y eR  los radios interior y exterior 

respectivamente y se considera la situación típica cuando / 1ed R << . Esta última 
condición permite aplicar la aproximación adiabática y por ende separar los 
movimientos en la dirección z y en la dirección transversal. 
 
 
Como fue demostrado en la Referencia [52] el problema tridimensional de dos 
electrones puede reducirse, en este caso, a un problema bidimensional en el que 
la altura de la barrera de potencial puede ser renormalizada como 

( )2
0 ,off z offV V k d V= −  donde ( )2 ,z offk d V  es la energía del nivel más bajo en un pozo 

cuántico de forma rectangular con ancho d  y altura de la barrera offV . En 
consecuencia, el sistema de dos electrones puede describirse por el Hamiltoniano 
bidimensional en coordenadas polares, el cual está dado por: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 1 0 2 0 2 2
1 2

2 1 1;H H H H Vρ ρ
ρ ρ ρ ρ ϕ

∂ ∂ ∂
= + + = − − +

− ∂ ∂ ∂
ρ ρ ρ

ρ ρ
       (2.4.1) 

 
donde ( ) 0V ρ =  para i eR Rρ< <  y ( ) 0V Vρ =  para iRρ <  y eRρ > . En el 
Hamiltoniano adimensional (2.4.1) se utilizaron los parámetros del material 
In0.55Al0.45As, el Rydberg efectivo es * 6.40Ry meV=  como la unidad de energía y  el 
radio de Bohr efectivo es 0* 8.86a nm=  como la unidad de longitud. 
La ecuación de Schrödinger para el problema de un electrón se separa en 
coordenadas cilíndricas, 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , 0 , , ,, ; im
n m n m n m n mH f E n m f f e R ρϕ= =ρ ρ ρ ρ                                  (2.4.2) 
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La solución exacta de esta ecuación que describe los estados uní-particulares 
depende de dos números cuánticos, radial n  y orbital, m . Las partes radiales de 
estas soluciones ( ),n mR ρ , son las funciones de onda correspondientes al 

problema de campo central bidimensional con el potencial ( )V ρ  seccionalmente 
constante, las cuales se pueden encontrar en forma analítica como una 
combinación de dos diferentes tipos de funciones de Bessel. El término de la 
interacción electrón-electrón en el Hamiltoniano (2.4.1) produce una mezcla de 
los estados uní-electrónicos en tal forma que la mezcla de los diferentes grupos de 
sub-niveles es despreciable en comparación con la mezcla de los sub-niveles 
dentro de los grupos. Por consiguiente, los niveles más bajos son formados por la 
mezcla de los sub-niveles con número cuántico radial 1=n . De otro lado, se 
puede ver que las partes radiales de las funciones de onda uní-electrónicas 

( )1,mR ρ , correspondiente a un pozo de potencial de un anillo muy angosto, para 
diferentes números cuánticos m son similares y por consiguiente todas ellas, en 
el cálculo variacional para dos electrones en un anillo cuántico, pueden 
aproximarse a la misma parte radial de la función de onda ( )1,0R ρ . Esta es la 
razón por la que se propone la siguiente función de onda para los estados más 
bajos: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1,0 1 1,0 2 1 2, ,R Rψ ρ ρ ϕ ϕ= Φρ ρ                                                              (2.4.3) 
 
donde la función variacional ( )1 2,ϕ ϕΦ  describe el movimiento angular del 
sistema de dos electrones correspondiente a diferente momentum angular. Para 
derivar una ecuación diferencial para una función desconocida ( )1 2,ϕ ϕΦ  se usa 
el principio variacional de Schrödinger el cual dice que las funciones propias del 
Hamiltoniano H  deben minimizar el funcional [ ]F H Eψ ψΦ = − .  
Sustituyendo (2.4.3) y (2.4.1) en este funcional y tomando la derivada del 
funcional con respecto a la función Φ , después de un proceso algebraico se 
obtiene la siguiente ecuación para esta función: 
 

( ) ( )( ) ( )22 2
1,0

1 2 02 2
1 2 0

1 12 1,0 ; 2 ;
R

V E E d
I I

ρ
ϕ ϕ π ρ

ρϕ ϕ

∞⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ
− + + − Φ = − Φ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫%         (2.4.4a) 

 

( ) ( ) ( )2
2 1,0 22 2

1 1.0 1 1 22 2
0 0 1 2 1 2

8
2 cos

R
V R d d

ρ ρ
ϕ π ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ϕ

∞ ∞

=
+ −

∫ ∫%                                  (2.4.4b) 

 
 
La ecuación (2.4.4a) se puede separar usando las coordenadas del centro de 
masa ( )1 2 / 2ϑ ϕ ϕ= +  y la del movimiento relativo 1 2ϕ ϕ ϕ= − , en las que la 
solución exacta de la ecuación de onda puede escribirse como: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0, ; 1,0 0;
2 2 4

2 2 ; 0 2

i M VE Me u u I E uϑ ϕ
ϑ ϕ ϕ ϕ ϕ

π ϕ π ϑ π

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′′Φ = + − − − =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

− < < < <

%

             (2.4.5) 

 
 
Como el potencial efectivo (2.4.4b) es par, existen dos grupos diferentes de 
soluciones, las soluciones pares para las cuales ( ) ( )u uϕ ϕ− = , correspondientes a 

los estados singlete y las soluciones impares para las cuales ( ) ( )u uϕ ϕ− = − , 
correspondientes a los estados triplete. Para los estados singlete, se puede 
agregar la siguiente condición periódica ( ) ( )2 ( 1)Mu uϕ π ϕ± = − , la cual permite 
considerar el problema de valores propios (2.4.5) solamente dentro de la región 
0 2ϕ π< <  con las condiciones de frontera ( ) ( )0 2 0u u π′ ′= = . Soluciones de este 

problema, son las funciones de onda ( ) ( ),M mu uϕ ϕ=  y las energías, ( ),E E M m=  
que dependen de dos números cuánticos, el momento angular del centro de masa 
M  y el momento angular relativo m . Para resolver este problema en los cálculos 
realizados se ha usado el método de barrido trigonométrico. 
 
 
En la Figura 20 se presentan los resultados del cálculo de la energía de algunos 
de los niveles más bajos para los estados singlete de dos electrones ( ),E M m  en 

función del radio interno del anillo iR  para dos alturas diferentes d  y dos anchos 

diferentes ie RR − . Teniendo en cuenta que para pequeños valores del radio del 
anillo la energía de dos electrones se incrementa bruscamente, para evitar en los 
gráficos los saltos en la Figura 20 se ha utilizado la energía normalizada definida 
como ( ) [ ] 2

0 0, ( , ) 2 (1,0)normE M m E M m E R= − ⋅ , donde ( )0 2i eR R R= +  es el radio 
promedio del anillo. En la Figura 20 se presentan las energías normalizadas de 
algunos estados más bajos como una función del radio interior iR  cuando se fijan 

la altura d  y el ancho e iR R−  de los anillos cuánticos, en el primer caso (Figura 
20(a)) ambos son iguales a 2nm y en el segundo caso presentado en la Figura 
20(b) a 4nm y 5nm respectivamente. En ambos casos el nivel del estado base 
siempre está separado de los otros niveles más bajos independientemente del 
radio de los anillos cuánticos y para los otros niveles más bajos se observan 
cruces de las curvas que están relacionados con la fuerte interacción electrón-
electrón. 
 
 
Los cruces y el ordenamiento de los niveles se hacen más notables cuando se 
disminuyen la altura y el ancho de los anillos cuánticos. En la Figura 20(a) se 
puede observar que para pequeños radios de los anillos cuánticos los niveles con 
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el mismo valor de M  y diferentes valores de m son degenerados porque la 
rotación relativa, en este caso, no da ninguna contribución a la energía del 
sistema de dos electrones. Por el contrario, para radios grandes, la contribución 
de la rotación del centro de masa no es significativa y por consiguiente los niveles 
con diferentes valores de M  y los mismos valores de m tienden a los mismos 
valores de la energía total. 
 
 
Figura 20. Energías normalizadas de la interacción electrón-electrón como una 
función del radio interior del anillo cuántico Ri, para algunos estados singlete más 
bajos en anillos cuánticos con altura d  y dos diferentes valores del ancho ie RR − . 
La notación ( )mM ,  es usada para los niveles de energía ( )mME , . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En la Figura 20(a) las curvas pueden dividirse en dos grupos, las inferiores que 
tienen un mínimo y las superiores que tienen un máximo. La mínima posición se 
atribuye a los efectos de desbordamiento de la función de onda en la región del 
núcleo repulsivo mientras que la máxima posición puede atribuirse al 
desbordamiento en la región exterior. 
 
 
Cuando el espesor y el ancho del anillo tienden a cero la función de onda se 
desborda dentro del núcleo central positivo y en la región de la barrera se 
produce esencialmente un cambio adicional en el orden de los niveles  y en los 
cruces de las curvas de las energías de los dos electrones como una función del 
radio, ancho y espesor. 
 
 
Figura 21. Energías normalizadas de la interacción electrón-electrón como una 
función de la altura del anillo cuántico para algunos estados bajos para dos 
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valores diferentes de anchos y radios de un anillo cuántico. La notación ( )mM ,  se 
usa para los niveles de energía ( )mME . . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En la Figura 21 se muestran las curvas de las energías de dos electrones en un 
anillo cuántico como función de la altura d . Una disminución de d  produce un 
aumento de los niveles de un electrón y un aumento de la probabilidad de 
tunelamiiento en el núcleo repulsivo central disminuyendo el valor medio de la 
separación de los electrones. Además se ve que las curvas con 6=+ mM  tienen 
un máximo que se atribuye al desbordamiento de la función de onda en dirección 
lateral dentro de la región exterior a la barrera. 
 
 
 
2.5 DOS ELECTRONES EN ANILLOS CUÁNTICOS 

ACOPLADOS [40,49] 
 
En esta sección se considera un modelo de dos anillos unidimensionales 
idénticos, coaxiales y paralelos inmersos en un campo magnético homogéneo 
externo zB ˆB= , aplicado a lo largo del eje de los anillos  Teniendo en cuenta que 
R  es el radio de los anillos y d  la separación espacial entre los anillos a los largo 
de la dirección z , se introduce el parámetro adimensional Rd /=β . Para 
comparar los resultados obtenidos con los usados en la Referencia [18], se 
utilizan las mismas unidades de longitud, energía e intensidad de campo 
magnético, es decir, el radio efectivo de Bohr * 2 * 2

0 /a m eε= h , el Rydberg efectivo 
* * 2 2 2/ 2yR m e ε= h  y el primer nivel de energía de Landau * */ 2 yeB m cRγ = h  para el 

caso límite cuando 0→β  los dos anillos se fusionan en uno solo. 
 
 
Para resolver exactamente el problema de dos electrones separados espacialmente 
en dos anillos cuánticos unidimensionales acoplados verticalmente se usa el 
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método de barrido trigonométrico. En el estudio de este sistema se encuentran y 
se discuten los cruces de los niveles de energía en el espectro del sistema, 
producidos por la variación del radio de los anillos, la separación entre ellos y la 
intensidad del campo magnético aplicado en dirección del eje. 
 
 
El Hamiltoniano adimensional normalizado 2H HR=% en la presencia del campo 
magnético homogéneo está dado por 
 

2 2 42
2 2 21 2

1 2 1 22
1

( ); ( ) 2 4 ( )
22ii i

RH i R U U R senγ ϕ ϕγ ϕ ϕ ϕ ϕ β
ϕϕ=

⎡ ⎤∂ ∂ −
= − − + + − − = +⎢ ⎥∂∂⎣ ⎦
∑%               (2.5.1)  

 
 
En el Hamiltoniano (2.5.1), los valores propios correspondientes a las energías 
normalizadas de dos electrones, E~  (energías E  multiplicadas por el cuadrado del 
radio del anillo, 2~ ERE = ), se pueden encontrar exactamente usando la coordenada 
del centro de masa ( ) 221 ϕϕθ +=  y la coordenada relativa 21 ϕϕϕ −= . En estas 
coordenadas el Hamiltoniano (2.5.1) se puede separar en dos partes 
independientes cH

~ y rH
~ : 

 
2 2

2 4 2
2 2

12; ; 2 ( )
2c r c r
d d dH H H R H i R H U

dd d
γ γ ϕ

θθ ϕ
= + + = − − = − +% % % % %               (2.5.2) 

 
 
Esta separación del Hamiltoniano (2.5.2) permite escribir la energía normalizada 
en la forma 2 4 2c rE E E Rγ= + +% % % , donde cE% y rE% son las energías normalizadas 
del centro de masa y de las rotaciones relativas, que son valores propios de los 
operadores cH

~  y rH
~ , respectivamente.  

 
 
Los valores propios del operador cH

~  están dados por: 225.0)(~ MRMMEc γ+=  siendo 
Κ,2,1,0 ±±=M el momento angular del centro de masa y los valores propios del 

operador rH
~  solamente se pueden encontrar resolviendo numéricamente la 

ecuación de onda unidimensional 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2

22 ( ) ,ms
ms r ms

d f
U f E m s f

d
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ

− + = %                                                     (2.5.3) 

 
en la región de [ ]ππ 2,2− , con condiciones de frontera periódicas ( ) ( ) ( )π210 ms

m
ms ff −= .  

Los números cuánticos Κ,2,1,0 ±±=m definen el momento angular relativo de los 
dos electrones y ±=s  la paridad de la solución de la ecuación (2.5.3). 
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Figura 22. Energías totales normalizadas ),,(~ smME  de dos electrones contra el 
radio R  en anillos cuánticos verticalmente acoplados para diferentes razones β  
entre la distancia y el radio de los anillos 0.001, 1 y 10.  Las líneas continuas son 
estados singlete y las líneas interrumpidas son estados triplete. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Las soluciones pares )( +=s  corresponden a los estados singlete y las soluciones 
impares )( −=s  corresponden a los estados triplete. El espectro electrónico del 

sistema de dos electrones está compuesto por el conjunto de estados ( )smME ,,~
 

dados por tres números cuánticos smM ,, . En el trabajo numérico realizado se 
usó el método de barrido trigonométrico a fin de solucionar el problema de 
valores propios con condiciones de frontera periódicas. 

2

4

6

8

10

1 2 3 4

β=0.01~

p o l
m

n
j

k

i h

g
f

e

d

c

b
a

E(
M

,m
,s)

 (R
y*

 a 0*2 )

2

4

6

8

10

β=1~

o l m
j n i

h

k
f

g c d

e b

a

E(
M

,m
,s)

 (R
y*

 a
0*2 )

1 2 3 4
0

2

4

6

8

10
β=10

~

p
o

(l,m)

(h,i,j,n)
(f,k)

(c,d,g)
(b,e)

a

E(
M

,m
,s)

 (R
y*

 a
0*2 )

R(a
0
* )



 
 
 
 
ESPECTRO ENERGÉTICO DE DOS PARTÍCULAS 

 81

En la Figura 22 se puede observar una notable evolución de las energías 
dependientes del radio del anillo con el aumento de la separación entre los 
anillos, cuando la razón β  varía desde el valor más pequeño 0,001 (curvas 
superiores) a un mayor valor 10 (curvas inferiores). 
 
 
Cuando el radio de los anillos es muy pequeño o la distancia entre los anillos es 
muy grande la contribución de la energía de Coulomb llega a ser despreciable y 
los valores propios exactos del Hamiltoniano (2.5.1) corresponden a las energías 
normalizadas, de dos rotores rígidos desacoplados, dadas por la fórmula 
 

( ) )(5.0,,~ 22 mMsmME +=                                                                              (2.5.4) 
 
 
La correspondencia completa entre la notación corta y el conjunto de números 
cuánticos ( )smM ,,  está dada en la Tabla 5. 
 
 
En la misma tabla se comparan los resultados para la razón 001.0=β  pequeña, 
con los obtenidos previamente en la Referencia [18] para dos electrones en un 
solo anillo unidimensional. Se puede observar una excelente concordancia entre 
los dos conjuntos de resultados para dos  radios diferentes de los anillos. 
 
 
En la Figura 22 se puede apreciar que las energías satisfacen esta relación para 

0→R  y para todos los valores de β  tanto para los estados singlete como para los 
estados triplete. Cuando los radios de los anillos aumentan la contribución de la 
energía de Coulomb crece y no se pueden observar las intersecciones de los 
niveles más altos con el mismo o diferente espín inducido por la interacción 
electrón- electrón. 
 
 
El número de intersecciones decrece sustancialmente con el aumento de la razón 
β  y cuando el valor de β  es muy grande las curvas de las energías dependientes 
del radio del anillo llegan a ser casi horizontales y degeneradas con respecto a la 
orientación del espín. 
 
La dependencia de las energías de dos electrones con respecto a la distancia entre 
los anillos unidimensionales verticalmente acoplados se presentan en la Figura 
23 para anillos de radios *1 0a  y *5 0a . Se puede observar que el espectro del 
sistema se transforma substancialmente en uno típico para un par de rotores 
rígidos desacoplados descritos por la relación 2.5.4. 
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En la Figura 24 se muestra la dependencia de algunas energías normalizadas 
( )smME ,,~ ±  con 2≤M  respecto de la intensidad del campo magnético para un 

radio de los anillos *1 0aR =  y separación entre los anillos *1.0 0ad = . Se puede 
ver que la presencia del campo magnético proporciona una separación de los 
niveles de energía cuyo momento angular M tiene signos diferentes. 
 
 
Tabla 5. Energía exacta de los niveles ( )smME ,,~

 de dos electrones para anillos 
acoplados verticalmente 001.0=β  (resultados obtenidos) y para un solo anillo 
(según Referencia 18). 
 
 

*1 0aR =  *4 0aR =  
 Resultados 

obtenidos 
Referencia 

[18] 
Resultados 
obtenidos 

Referencia 
[18] 

a ( )0,0,0~E  1.72 1.73 5.18 5.18 

b ( )1,1,1~E  2.23 2.23 5.68 5.68 

c ( )1,2,0~E  3.61 3.62 7.92 7.92 

d ( )0,0,2~E  3.72 3.73 7.18 7.18 

e ( )0,1,1~E  4.06 4.12 8.41 8.42 

f ( )1,2,2~E  5.62 5.62 9.92 9.92 

g ( )0,2,0~E  6.22 6.23 11.40 11.40 

h ( )1,1,3~E  6.33 6.38 9.68 9.68 

i ( )1,3,1~E  6.88 6.88 11.90 11.90 

j ( )0,1,3~E  8.06 8.11 12.41 12.41 

k ( )0,2,2~E  8.22 8.38 13.40 13.40 

l ( )1,4,0~E  10.08 10.08 15.71 15.71 

m ( )0,0,4~E  9.72 9.73 13.18 13.18 

n ( )0,3,1~E  10.24 10.57 16.19 16.21 

o ( )1,3,3~E  10.88 10.88 15.90 15.90 

p ( )1,2,4~E  11.62 11.62 15.92 15.92 
 
Para intensidades de campos magnéticos grandes, la separación inducida por el 
término paramagnético en el Hamiltoniano (2.5.2) es más significativa. 
Generalmente, el comportamiento de las curvas está definido por una fuerte 
competencia entre las contribuciones a la energía total dada por los términos 
diamagnético y paramagnético en el Hamiltoniano (2.5.2). 
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La transformación del espectro de energía de un sistema típico con interacción 
fuerte de Coulomb (cuando la distancia entre los anillos es pequeña) a otro 
sistema típico para dos rotores rígidos independientes (cuando la distancia entre 
los anillos es grande) produce las intersecciones entre las diferentes curvas 
observadas en la Figura 23. 
 
 
Figura 23. Energía total normalizada ),,(~ smME  de dos electrones contra la 
distancia d  entre anillos acoplados verticalmente con dos radios diferentes *1 0aR =  
(curvas superiores) y *5 0aR =  (curvas inferiores). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La contribución del término paramagnético depende linealmente de la intensidad 
del campo magnético mientras que la dependencia del término diamagnético 
depende del cuadrado del campo magnético. Por consiguiente, cuando la 
intensidad del campo magnético es pequeña la contribución del término 
paramagnético es predominante y para intensidades de campos magnéticos 
grandes el término diamagnético llega ser más importante. 
 
 
Por esta razón, las curvas comienzan casi lineales con pendiente positiva ( 0≥M ) 
o pendiente negativa ( 0<M ) transformándose en parabólica para grandes campos 
magnéticos. Además, se puede notar que la dependencia del campo magnético del 
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nivel de energía más bajo muestra un comportamiento oscilatorio con período 
0.1=γ . 

 
 
Para intensidades de campo magnético menores que 0.5 la energía del estado 
base corresponde al nivel singlete ( )0,0,0~E . Cuando la intensidad del campo 
magnético se hace mayor que 0.5 el estado base se transforma en el nivel triplete 

( )1,1,1~ −E . Dentro del intervalo de campo magnético )5.11( << γ  este nivel 
permanece como el estado base.  Además, cuando el campo magnético excede el 
valor de 1.5 el estado base se transforma en el nivel singlete ( )0,0,2~ −E , etc. Este 
comportamiento oscilatorio se mantiene para diferentes valores del radio de los 
anillos y de la separación entre ellos.  Es evidente que el número cuántico M del 
nivel del estado base aumenta con el incremento de la intensidad del campo 
magnético y las posiciones de los mínimos en las curvas del nivel del estado base 
aumenta con el incremento de la intensidad del campo magnético y las posiciones 
de los mínimos en las curves de la oscilación magnética corresponden a 

2RM=γ  y el período de oscilación es igual a 21 R . 
 
 
Figura 24. Energías normalizadas ),,(~ smME ±  contra la intensidad del campo 
magnético γ  para dos electrones en anillos verticalmente acoplados de radios 

*1 0aR =  y separación entre ellos *1.0 0ad = . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Las oscilaciones magnéticas no sufren ningún cambio cuando los radios de los 
anillos son modificados. Esto es debido a la interacción de Coulomb entre dos 
electrones en anillos unidimensionales la cual es responsable de los efectos 
cuánticos de tamaño. 
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3. ESTADOS LIGADOS DE UNO Y DOS 
ELECTRONES EN PRESENCIA DE CARGAS 

POSITIVAS 
 
 
 
Los portadores de carga atrapados en puntos cuánticos comúnmente pueden 
tener uno de dos posibles orígenes, o son formados como resultado de la 
ionización de una impureza (donadora en el caso de electrón y aceptadora en el 
caso de hueco) o como resultado de la transición de un electrón desde la banda 
de valencia hacia la banda de conducción (termalización o fotoefécto). En ambos 
casos en el proceso de formación de los portadores de carga simultáneamente 
aparece otra carga de signo opuesto, con una sola diferencia, en el primer caso la 
carga con signo contrario tiene una posición fija, y en el segundo ambas cargas 
son movibles. En la etapa inicial de la formación de los portadores de carga estas 
dos cargas de signos opuestos pueden formar temporalmente unos estados 
ligados muy similares a los que tiene el átomo de hidrogeno. A diferencia del 
átomo de hidrogeno estos estados ligados son muy poco profundos (tienen una 
energía de enlace centenares de veces menor que el átomo de hidrogeno) debido a 
la pequeña masa efectiva de los portadores de carga y al muy fuerte 
apantallamento de la atracción Coulombiana. Existen diferentes maneras para 
ligar los portadores de carga con cargas opuestas formando unos complejos en 
los cuales participan una partícula (donadoras y aceptadoras neutras), dos 
partículas (exciton, donadora cargada negativamente), tres partículas (triones), 
cuatro (biexcitones), etc. En este capítulo se analizan los diferentes tipos de 
estados ligados que pueden formar los portadores de carga con unas cargas 
eléctricas de signo opuesto dentro de puntos cuánticos auto-ensamblados, 
aplicando las mismas técnicas que en el capítulo anterior (la aproximación 
adiabática y el método de dimensión fractal),  
 
Para ilustrar la eficiencia de nuestra técnica consideremos tres  tipos de 
complejos: una donadora neutra 0D , formada por un electrón y un ión 
positivamente cargado (en los párrafos 3.2 y 3.5), una donadora cargada 
negativamente D− , formada por un ión y dos electrones (en los párrafos 3.3 y 3.5 
) y un trión, formado por un hueco y dos electrones (en el párrafo 3.4).  Los 
resultados de la investigación presentados en este capítulo fueron publicados en 
los artículos [44, 45, 46, 47, 48]. 
 
 
La técnica de dimensión fractal por primera vez fue utilizada para analizar las 
donadoras confinadas en las heterojunturas semiconductoras en las 
publicaciones [64, 117] y para excitones en el artículo [36]. Se inicia con una 
explicación del esquema general del método. 
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3.1 MÉTODO DE DIMENSIÓN FRACTAL IMPUREZAS PARA 
DONADORAS CONFINADAS EN HETEROJUNTURAS 
SEMICONDUCTORAS  

 
Este esquema se explica considerando un ejemplo de una donadora D− confinada 
en una heterojuntura semiconductora con un potencial de confinamiento ( )V r . 
Se puede imaginar que esta donadora se formó como resultado de la captura de 
un segundo electrón que de manera “vagabunda” se acercó a esta donadora y por 
eso el D−  es un ión con la carga +e que logra mantener simultáneamente a dos 
electrones con las cargas –e. El Hamiltoniano adimensional de este sistema está 
dado por: 
 

( ) ( )0 1 0 2
12

2ˆ ˆ ˆ, 1 , 1H H Z H Z
r

= = + = +r r                                                               (3.1.1) 

 

( ) 2
0

2ˆ , ( ) ; 1,2i i i
i

ZH Z V i= −∇ + − =
−

r r
r ζ

                                                         (3.1.2) 

 
 
El Hamiltoniano uní-particular (3.1.2) describe al electrón libre cuando el 
parámetro Z es igual a cero y para la donadora neutra 0D , cuando el parámetro Z 
es igual a uno. En las fórmulas (3.1.1) y (3.1.2) se utilizaron las siguientes 
notaciones: ζ  y ( ) ( )2,1,, == iziii ρr  designan los vectores 3D para el ión y para las 
posiciones de los electrones  1 y 2  respectivamente.  
 
 
La interacción de los dos electrones está dada por el término 122 r , donde 

2112 rr −=r  es la separación entre los dos electrones. Denotando por ( )0f r  la 

función de onda del estado base para un electrón libre, por ( )0DΨ r  la función de 

onda de una donadora neutra y por ( )1 2,D −Ψ r r  la función de onda de la 

donadora cargada negativamente, las ecuaciones de Schrödinger para el electrón, 
la donadora neutra y la donadora cargada negativamente, se pueden expresar 
mediante: 
 

( ) ( ) ( )0 0 0 0
ˆ , 0H Z f E f= =r r r                                                                          (3.1.3) 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

0
ˆ , 1 D DH Z E D= Ψ = Ψr r r                                                              (3.1.4) 

 

( ) ( ) ( )1 2 1 2
ˆ , ,D DH E D− −

−Ψ = Ψr r r r                                                                   (3.1.5) 
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Aquí y en adelante se asume que la energía del estado base del electrón libre 0E  y 

la función de onda ( )0f r correspondiente son conocidas. El objetivo del método de 
dimensión fractal consiste en encontrar las energías de los estados base de la 
donadora neutra, ( )0E D  y de la donadora cargada negativamente ( )E D− . 

 
 
Cuando una heteroestructura tiene una simetría particular, por ejemplo, axial 
como en los QWs y QWWs cilíndricos o QDs esféricos, el Hamiltoniano ( )0

ˆ ,0H r  
es completamente separable y el problema tri-dimensional (3.1.3) se puede 
reducir a un problema unidimensional de valores propios, el cual posteriormente, 
se puede resolver exactamente usando uno de los procedimientos numéricos bien 
conocidos o analíticamente. Por el contrario las ecuaciones (3.1.4) y (3.1.5) no son 
completamente separables y debe usarse algún método de aproximación para 
resolverlos.  
 
 
Para resolver el problema de valores propios (3.1.4) se busca la función de onda 
para los estados S de la donadora D0 en la siguiente forma: 
 

( ) ( ) ( )0 00D DfΨ = Φ −r r r ζ                                                                           (3.1.6) 

 
donde la función envolvente 0DΦ  que describe la modificación de la distribución 

de la  probabilidad electrónica producida por la atracción de Coulomb, tiene 
simetría esférica y solamente depende de la distancia ión-electrón ζr − . Usando el 
principio variacional en la forma: 
 

[ ] 0 00 0 0
ˆ

D DF f H E f minΦ = Φ − Φ →                                                             (3.1.7) 

 
y transfiriendo el origen de coordenadas a la posición del ión, la ecuación de 
Schrödinger (3.1.4) se escribe como un problema variacional para el siguiente 
funcional: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
00

0 0 0

0

2
2 2

0
0

2 ; 0DD
D D D

D

Fd r
F J r r E E r dr min

dr r
δ

δ

∞ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ΦΦ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎣ ⎦⎡ ⎤Φ = − Φ + − Φ → =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ Φ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫   (3.1.8) 

 
 
En (3.1.8) δ δ Φ  denota la derivada funcional y ( )J r en el caso general está dado 
por:  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
02

14 ;
4

J r r r r f r
r

π δ
π

= Ρ Ρ = + −∫ r ζ r                                          (3.1.9) 

 
 
Si se asume, por ejemplo, que la función de onda ( )0f r  y el vector posición del 

ión ζ  están dados en coordenadas cartesianas ( ) ( )0 0 , ,f f x y z=r  y { }, ,x y zζ ζ ζ=ζ  

entonces la expresión explícita para esta función es: 
 

( ) ( )
2

2
0

0 0

1 sin sin cos , sin sin , cos
4 x y zr d d f r r r

π π

ϕ θ θ θ ϕ ζ θ ϕ ζ θ ζ
π

Ρ = + + +∫ ∫         (3.1.10) 

 
 
De la ecuación (3.1.9) se ve que ( )J r  está relacionado con la densidad de carga 

para el estado base del electrón libre ( )P r , promediada sobre la esfera, de radio 
r, centrada en el lugar del ión. Al calcular la derivada funcional propuesta en la 
ecuación (3.1.8), se obtiene la siguiente ecuación unidimensional de Euler-
Lagrange para la función ( )0D rΦ : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
0

0
1 2

D D D
d dJ r r r E D E r

J r dr dr r
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− Φ − Φ = − Φ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

                      (3.1.11) 

 
 
La ecuación de onda renormalizada (3.1.11) describe un átomo hidrogenoide en 
un espacio efectivo donde el Jacobiano ( )rJ  es la parte radial del elemento de 
volumen. Tal interpretación para esta ecuación surge de la propiedad de 

ortogonalidad de las funciones propias ( )
0 ( )n
D rΦ  de la ecuación autoconjugada 

(3.1.11) para los diferentes estados S: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 ,
0

n m n m
n mD D D Dr r J r dr r r dV δ

∞

Φ Φ = Φ Φ =∫ ∫                                     (3.1.12) 

 
 
Aquí, ( )dV J r dr=  representa el elemento de volumen infinitesimal del espacio 

efectivo y por consiguiente ( )J r  se puede considerar como el área de la superficie 
de la frontera de una corteza  esférica de radios r  y drr + . Por ejemplo, para 
espacios homogéneos en una, dos y tres dimensiones, la función ( )rJ  es igual a  
1, rπ2 y 24 rπ , respectivamente. Si la dependencia de ( )rJ  sobre r fuera una ley 
de potencia, por ejemplo, ( ) 1−= DCrrJ , entonces la ecuación (3.1.11) coincidirá con 
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la ecuación de Schrödinger para los estados S de un átomo hidrogenoide en el 
espacio efectivo de  D-dimensiones, siendo D un número entero o un fraccionario.   
 
 
En las heteroestructuras la función ( )rJ  no depende de la ley de potencia sobre 
la separación electrón-ión r porque la presencia del factor ( )rP , y la ecuación 
(3.1.11) puede considerarse como una ecuación de onda para un átomo 
hidrogenoide en un espacio isotrópico y no homogéneo con dimensión fraccional 
variable que depende de la distancia electrón-ión r (esto se denomina dimensión 
fractal). 
 
 
El esquema de aplicación del método (llamado en esta tesis Dimensión Fractal) es 
muy simple y consiste en tres pasos. En el primer paso se resuelve la ecuación de 
onda para el electrón confinado en la heteroestructura (3.1.3), usando el método 
de separación de variables, como en los casos de QW, QWW, SQD, SL, etc. ó la 
aproximación adiabática en el caso de puntos cuánticos auto-ensamblados 
aplicada en esta tesis. En el segundo paso se calculan los valores de la función 
(3.1.9) sobre una malla y se definen sus valores en otros puntos a través de la 
interpolación con splines cúbicos. Y finalmente, empleando cualquier 
procedimiento numérico (el utilizado fue el MBT), se resuelve la ecuación de onda 
unidimensional (3.1.11) y se encuentra función de onda de la donadora definida 
por medio de la relación (3.1.6).  
 
 
El método anterior se puede extender para analizar el estado base de una 
donadora cargada negativamente escogiendo la función de prueba en la siguiente 
forma: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 1 0 2 1 2 12, , ,D Df f r− −Ψ = Φ − −r r r r r ζ r ζ ,                                         (3.1.13) 

 
 
donde la función envolvente −ΦD  toma en cuenta el efecto de correlación entre los 

electrones dentro de la heteroestructura, producido por la interacción de 
Coulomb. Para derivar la ecuación diferencial para esta función se usa el 
principio variacional en la forma: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
ˆ0; 1 2 1 2D

D D D
D

F
F f f H E D f f

δ

δ

−

− − −

−

−
⎡ ⎤Φ⎣ ⎦ ⎡ ⎤= Φ = Φ − Φ⎣ ⎦Φ

     (3.1.14) 

 
con el Hamiltoniano definido por la relación (3.1.1). Para obtener la expresión 
explícita para el funcional anterior se puede tener en cuenta que solamente los 
dos primeros factores del miembro de la derecha de la ecuación (3.1.13) son 
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función de los ángulos para los estados S de la donadora y por tanto se puede 
integrar sobre ellos inmediatamente.  
 
 
Usando un procedimiento similar al descrito anteriormente par el D0 y 
designando por 1r , 2r  las separaciones ión-electrones y por 12r  la distancia entre 
los dos electrones se obtiene la siguiente ecuación de Euler-Lagrange para 

( )1 2 12, ,D r r r−Φ  en el marco de referencia con el origen situado en la posición del 

ión ζ : 
 

( ) ( ) ( ) 0
1 2 121,2

1 2 2 2 2i i i D D D
ii

P r E D E
P r r r r

− − −
−

=

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤− ∇ ∇ Φ + − − + Φ = − Φ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∑            (3.1.15) 

 
 
Esta ecuación describe el ión H− en un espacio isotrópico efectivo con dimension 
fractal definida la cual se puede resorlver usando un método exacto elaborado 
previamente para el problema de dos partículas en un campo central. Para 
estimar la energía del estado base D−  se usa como función de prueba 
triparamétrica de Hylleraas [3]: 
 

( ) ( )2
1 2 12, , 1s

D r r r e t uα β η−
−Φ = + + ,                                                              (3.1.16) 

 
donde α , β  y η  son parámetros variacionales y 122121 ,, rurrtrrs =−=+=  son 
las coordenadas de Hylleraas.  
 
Usando el procedimiento bien conocido de cálculo de integrales múltiples en 
coordenadas de Hylleraas [3] se obtiene la siguiente expresión explícita para la 
variación de energía como una función de los parámetros α , β  y η : 
 

( )
( )

( )∫ ∫

∫∫
∞

−

∞
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++=

0
0

0

2

1
00

2

2
0

,,
2

,
2

,,
2

,
222,,,

dttsRtsPtsPdse

dttsRtsPtsPdse
EDE s

s

s
s

ζζ

ζζ

α

α

αηβα                   (3.1.17) 

 
donde 
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( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }

( ) ( )( ) ( )[ ] ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−++−−=

+−−−−+++−

−+++−++−−

+++++−−=

44
2

233222222
0

442222233

222222222222

22222222
1

4
1

3
21

2
1,

21424
3

2
124142

12412,

tsttsttststsR

tsstststts

tttstststs

tsttsttststsR

ηβηβ

αηηβαβη
ηβηββηα

βηαηββ

           (3.1.18) 

 
La energía variacional ( )−DE  del estado base del −D  se puede encontrar 
minimizando la expresión (3.1.17) con respecto a los parámetros  α , β  y η : 
 

( )
( )

( )ηβα
ηβα

,,,min
1,0,,

−

∈

− = DEDE                                                                        (3.1.19) 

 
 
 
3.2 DONADORA NEUTRA EN UN PUNTO CUÁNTICO CON 

SIMETRÍA AXIAL [46, 47] 
 
Las energía de enlace de la donadora neutra ( )0DEb  dentro de un punto cuántico 
con simetría axial tal como disco, anillo, lente y cono, se define como: 
 

( ) ( ) ( )0 0 ;bE D E e E D−= −                                                                              (3.2.1) 

 
 
En la Figura 25 se muestran las energías de enlace del estado base del D0 
localizado en medio del eje a la mitad de la altura ( 00, 0.5z dρξ ξ= = ) dependientes 

del radio de la base de discos, lentes y pirámides cuánticas con alturas 0d  de 
2nm y 4nm.  
 
 
Las energías de enlace presentadas en esta figura se pueden comparar con los 
correspondientes valores de la energía de enlace del 0D  en un bloque 3D, 1Ry* y 
en un bloque 2D, 4Ry* [65].  
 
 
Cuando el radio del punto cuántico es muy grande las estructuras se pueden 
considerar como sistemas casi bidimensionales con un confinamiento fuerte pero 
incompleto en la dirección z debido a los valores finitos del espesor y de la altura 
de la barrera. Esta es la razón por la que todas las curvas para la energía de 
enlace en la Figura 25 tienden a un valor constante, un poco por debajo de 4Ry*. 
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Comparando las curvas de la energía de enlace para diferentes estructuras se 
puede ver que en la región donde los radios de la base son grandes, la energía 
máxima de enlace se presenta en el cono y la energía de enlace más pequeña se 
presenta en el disco. 
 
 
Esto es debido al hecho que el mayor confinamiento en la dirección radial se 
produce en el cono, seguido de la lente y del disco, en el cual se produce el menor 
confinamiento. 
 
Figura 25. Energía de enlace del estado base de una donadora localizada en medio 
del eje de un disco, una lente y un cono en función de la base del radio eR . Las 
líneas continuas corresponden a estructuras con altura máxima del punto cuántico 
de 2nm y las líneas a trazos con altura máxima del punto cuántico de 4nm. 
 

 
 
Cuando los radios de los puntos cuánticos decrecen, las energías de enlace de las 
donadoras inicialmente crecen, hasta el momento en que la función de onda del 
electrón empieza a desbordar dentro de la región de la barrera (con mayor 
probabilidad hacia arriba y hacia abajo), produciéndose un aumento en la 
separación entre el electrón y la donadora y una disminución de la energía de 
enlace.  
 
 
En el límite cuando el radio del punto cuántico tiende a cero las donadoras 
restauran completamente su carácter tridimensional y la energía de enlace de la 
donadora neutra D0 para todas las curvas tiende a su correspondiente valor en 
un bloque tridimensional, 1Ry*. Además, se puede comparar el valor de la 
máxima energía de enlace en la Figura 25 para puntos cuánticos de diferentes 
formas con el valor máximo de la energía de enlace encontrado anteriormente 
para una donadora centrada en un punto cuántico esférico, 8.13Ry* [69].  
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Se ve que este valor en las estructuras casi-bidimensionales, en general, es 
menor que en un punto cuántico esférico, y solo en un disco con grosor de 4nm 
la energía de enlace en el pico se acerca al valor correspondiente en el punto 
cuántico esférico.  
 
 
Comparando las curvas para las diferentes estructuras se puede ver en esta 
región que el efecto de desbordamiento de las funciones de onda en la región de la 
barrera debido al decrecimiento del radio del punto cuántico, ocurre primero en el 
cono, seguido de la lente y después en el disco. Como resultado, los cruces y la 
inversión del orden de las energías de enlace con el decrecimiento del radio de la 
base se pueden observar en las Figura 25.  
 
 
A fin de estudiar el efecto de la posición de la donadora sobre la energía de enlace 
del estado base calculamos las energías de enlace del centro D0 localizado en 
diferentes lugares de los puntos cuánticos con seis formas geométricas diferentes. 
Los resultados del cálculo se muestran en forma de curvas en las Figuras 26 y 27 
y en forma de líneas de niveles en la Figura 28. 
 
 
Primero, se realiza el cálculo numérico de las energías de enlace de las donadoras 
ubicadas en los puntos con diferentes distancias ρξ  desde el eje y diferentes 

distancias zξ desde la base de la heteroestructura. En la Figura 26 se presentan 
los resultados del cálculo de las energías de enlace de las donadoras ubicadas 
sobre el plano de la base en función de la distancia desde su punto de ubicación 
hasta el eje para los puntos cuánticos de diferentes formas y con parámetros 
geométricos similares.  
 
 
Como se puede ver, las energías de enlace en el cono, la lente y el disco decrecen 
cuando la donadora se desplaza desde el eje. Esto se debe al hecho que en estas 
estructuras el movimiento del electrón esta restringido principalmente cerca del 
eje independientemente de la posición de la donadora y por eso la separación 
electrón-donadora se incrementa cuando la donadora se desplaza desde el eje. 
 
 
Es interesante anotar que la mayor energía de enlace para la posición de la 
donadora en las proximidades del eje ( 0→ρζ ) corresponde al cono, seguido de la 
lente, el cono truncado y el disco, mientras que para la posición de la donadora 
lejos del eje este orden se invierte.  
 
 
A fin de entender el cruce de las curvas se puede tener en cuenta que el mayor 
confinamiento se da para el cono seguido de la lente, el cono truncado y el disco. 
Por consiguiente, la separación entre la donadora y el electrón es más pequeña en 
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el cono, cuando la donadora se localiza próxima al eje e inversamente esta 
separación es más grande en el cono cuando en esta estructura la donadora se 
localiza lejos del eje.  
 
 
También se puede ver que todas las curvas tienen el cruce en el mismo punto 
cuando la distancia de la donadora al eje es aproximadamente igual al radio de 
Bohr efectivo nm10≈   Esto significa que la separación promedio electrón-
donadora para esta posición particular es similar en todas las estructuras y 
depende muy débilmente de la geometría del punto cuántico. 
 
 
Figura 26. Energías de enlace del 0D , localizado sobre la base de los puntos 
cuánticos auto-ensamblados de diferentes formas como una función de la distancia 
desde su eje. 
 

 
Además de la Figura 26 se puede ver que el comportamiento de las curvas para 
los anillos es diferente al de otras estructuras. Cuando la donadora está 
localizada cerca del eje  la energía de enlace es muy pequeña debido a la gran 
separación entre la donadora y el electrón, el cual se sitúa principalmente dentro 
del anillo cerca del centro del pozo.  
 
 
Cuando la donadora sigue desplazándose más adelante en la dirección de la 
barrera exterior la energía de enlace empieza a caer bastante rápido ya que 
separación entre electrón y la donadora vuelve a crecer.  
 
 
En Figura 27 se muestran las energías de enlace de las donadoras con diferentes 
distancias zξ  desde la base de una pirámide cónica en función de la distancia 

ρξ . De estas figuras se ve que las energías de enlace del centro 0D  aumentan 
cuando la donadora se aparta de la base pero estas disminuyen a medida que 

0 10 20 30 40
0

1

2

3

4

a)

Re=40nm
d0=4nm
ξz=0
Ri={0,20nm}

anillo de bordes
suaves

  Anillo de paredes
  rectangulares

cono truncado

cono

lente

disco

E c(D
0 ) /

 R
y*

ξ
ρ
 (nm)



 
 
 
 
ESTADOS LIGADOS DE UNO Y DOS ELECTRONES EN PRESENCIA DE CARGAS POSITIVAS 

 95

empieza a crecer la distancia entre la posición de la donadora y el eje ρξ . Esto es 
debido al hecho que el confinamiento en la parte superior del cono, cerca del eje, 
es más fuerte que en la región cercana a la base y por consiguiente cuando la 
donadora se mueve hacia la parte superior del cono la separación entre los 
electrones y la donadora decrece.  
 
 
Por otro lado, cuando la donadora 0D  se desplaza desde el eje, la separación 
entre el electrón y el ión aumenta y la energía de enlace para grandes valores de 

ρξ , independientemente de la distancia zξ  desde la base, llega a ser 
aproximadamente igual a ρξ/2  (en unidades de Ry*), que corresponde a la 
energía de Coulomb de dos cargas puntuales con separación ρξ . Esta es la razón 
por la que todas las curvas, para grandes valores de ρξ  y diferente zξ  coinciden 
(Figura 27).   
 
 
Figura 27. Energías de enlace del 0D  en un cono como una función de la 
distancia desde el eje para diferentes valores de Zξ . 
 

 
 
Para facilitar la interpretación de los resultados del cálculo para el centro 0D  
descentrado, en la Figura 28 se muestran los gráficos de contorno, los cuales 
corresponden a las líneas de nivel de las energías de enlace del centro 0D , con 
diferentes posiciones a lo largo de la sección transversal en el centro del cono, 
lente y disco, perpendiculares a la dirección y.  
 
 
Las partes sombreadas de las figuras indican la sección transversal de las 
estructuras correspondientes. Se ve la evolución que sufren las líneas de nivel 
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cuando varía la forma del punto cuántico de cono a disco (desde el gráfico del 
contorno superior al inferior).  
 
 
A lo largo de la dirección ρ , las líneas de nivel se vuelven más extendidas, debido 
al decrecimiento del confinamiento cuando la forma de los puntos cuánticos se 
cambia de cono a disco. 
 
Figura 28. Gráficas de contorno de las energías de enlace de la donadora neutra 
correspondiente a sus diferentes posiciones en el plano a través del eje de simetría 
de los puntos cuánticos con diferentes perfiles. 
 
 

 
 
En la Figura 29 se muestran las energías del estado base de la donadora neutra, 
en puntos cuánticos en forma de volcán con diferentes anchos w , en función de 
la distancia de la posición de la donadora desde el eje, las cuales son similares a 
las energías de enlace de la donadora neutra en los anillos. Inicialmente crecen, 
cuando las donadoras se mueven desde el eje al centro del pozo y alcanzan su 
máximo valor para la posición cerca del centro del pozo y después, cuando la 
donadora se desplaza hacia el exterior de la barrera, las energías de enlace 
comienzan a caer. 
 
 



 
 
 
 
ESTADOS LIGADOS DE UNO Y DOS ELECTRONES EN PRESENCIA DE CARGAS POSITIVAS 

 97

Figura 29. Energías del estado base de la donadora neutra D0 como una función de 
la distancia desde la posición de la donadora al eje en puntos cuánticos en forma 
de volcán con diferentes anchos w . 
 
 

En las Figuras 29 y 30 se muestran las energías de enlace de los centros D0 con 
respecto a las distancias desde sus ejes cuando la donadora se localiza a 2nm 
sobre la base de los puntos cuánticos en forma de volcán con diferentes anchos 
w  y valores fijos del radio 0 30R nm=  y del espesor 0 4d nm= .   
 
 
Como se ve en la Figura 29 el aumento del ancho de los volcanes produce una 
disminución de los picos y de sus desplazamientos hacia el eje.  
 
 
El descenso de los picos se atribuye al decrecimiento del confinamiento con el 
aumento del ancho del volcán mientras que el desplazamiento del pico está 
relacionado con el aumento del tunelamiento del electrón hacia el eje en los 
volcanes más anchos. 
 
 
En la Figura 30 se presentan la energía de enlace de una donadora neutra 0D  en 
funciób de la distancia de su posición hasta el eje en un punto cuántico de forma 
de volcán con el mismo ancho, 10nm y diferentes radios 0R , 20, 30 y 40 nm. 
Cuando la donadora se mueve desde el eje ( 0=ρξ ) hasta la posición situada a 

una distancia nm60=ρξ  desde el eje, se ve que las energías iniciales de enlace 

suben hasta alcanzar un máximo cuando 0R≈ρξ ,  Cuando se aumenta ρξ , las 
energías de enlace empiezan a caer en picada. 
 
 

0 10 20 30 40
0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

a)

VOLCÁN
R0 = 30 nm
d0 = 4 nm
ξz = 2 nm

E b (
D

0 ) /
 R

y*

ξ
ρ
 (nm)

 w=7,5nm
 w=15nm
 w=20nm



 
 
 
 
ESTADOS LIGADOS DE UNO Y DOS ELECTRONES EN PRESENCIA DE CARGAS POSITIVAS 

 98

Figura 30. Energía del estado base de una donadora neutra D0 en función de la 
distancia desde su posición hasta el eje en un punto cuántico de forma de volcán 
con diferentes radios R0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El aumento de 0R  produce un desplazamiento del pico hacia la derecha. La 
posición del pico en todas las curvas, el cual corresponde a la menor separación 
entre la donadora y el electrón, se desplaza ligeramente de la parte superior del 
volcán hacia el eje. Esto es debido al hecho que la distribución de carga dentro 
del volcán es asimétrica y la probabilidad de tunelamiento en la región interior es 
mayor que en la barrera exterior. 
 
 
 
3.3 ENERGÍA DE ENLACE DE UNA DONADORA CARGADA 

NEGATIVAMENTE EN UN PUNTO CUÁNTICO CON 
SIMETRÍA AXIAL [46, 47] 

 
Las energías de enlace de la donadora cargada negativamente ( )−DEb se define 
como: 
 

( ) ( ) ( ) ( )−−− −+= DEeEDEDEb
0                                                                      (3.3.1) 

 
donde la energías del electrón, ( )E e−  y de la donadora ( )0E D  se calculan en el 

marco de la aproximación adiabática y de la dimensión fractal descritos en el 
párrafo 3.1. La  energía de la donadora D− , se encuentra utilizando la función de 
prueba de Hylleraas con tres parámetros y las fórmulas (3.1.17-3.1.19). 
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En la Figura 31 se muestra la energía de enlace del estado base del D¯  localizado 
sobre el eje a la mitad de la altura ( 0500 d., z == ξξ ρ ) de discos, lentes y pirámides 

cuánticas con alturas 0d  de 2nm y 4nm, dependientes del radio de la base eR . 
Las energías de enlace presentadas en esta figura se pueden comparar con los 
correspondientes valores de la energía de enlace del D− en un bloque 3D, 
0.055Ry*  y en un bloque 2D, 0.511Ry* [65].  
 
 
Cuando el radio del punto cuántico es muy grande las estructuras se pueden 
considerar como sistemas casi bidimensionales con un fuerte pero incompleto 
confinamiento en la dirección z debido a que el ancho del espesor no es 
exactamente igual a cero y la altura de la barrera no es infinita.  
 
 
De todas maneras, se puede ver en todas las estructuras para radios grandes de 
los puntos cuánticos, que la energía de enlace del D−  tiende a un valor cercano a 
0.5Ry* cuando el radio se hace muy grande. En el otro límite, cuando el radio del 
punto cuántico tiende a cero, los electrones se desbordan en la barrera y la 
configuración geométrica del D− vuelve ser similar al átomo hidrogenoide 
tridimensional y la energía de enlace cae bruscamente hasta un valor muy 
pequeño igual a un valor  alrededor de 0.05Ry* según los cálculos realizados. 
 
Figura 31. Energía de enlace del estado base de una donadora cargada 
negativamente localizada en medio del eje de un disco, una lente y un cono en 
función del radio de la base Re. Las líneas continuas corresponden a estructuras 
con espesor de 2nm y las líneas a trazos a un espesor de 4nm. 
 
 

 
 
Comparando las curvas de la energía de enlace para las diferentes estructuras se 
puede ver que en la región donde los radios de la base son grandes, la energía 
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máxima de enlace se presenta en el cono y la energía de enlace más pequeña se 
presenta en el disco. Esto es debido al hecho que el mayor confinamiento en la 
dirección radial  se produce en el cono, seguido de la lente y del disco, en el cual 
se produce el menor confinamiento.  
 
 
Cuando los radios de los puntos cuánticos decrecen, las energías de enlace de las 
donadoras inicialmente crecen, hasta el momento en que la función de onda del 
electrón empieza a desbordar dentro de la región de la barrera, produciéndose un 
aumento en la separación del electrón y la donadora y una disminución de las 
energías de enlace.  
 
 
En el límite cuando el radio del punto cuántico tiende a cero las donadoras 
restauran completamente su carácter tridimensional y las energías de enlace de 
la donadora cargada negativamente D¯ tienden a sus correspondientes valores en 
un bloque tridimensional. 
 
 
Comparando las curvas para diferentes estructuras se puede ver que el efecto de 
desbordamiento de las funciones de onda en la región de la barrera debido al 
decrecimiento del radio del punto cuántico, ocurre primero en el cono, seguido de 
la lente y después del disco. Como resultado, los cruces y la inversión del orden 
de las energías de enlace con el decrecimiento del radio de la base se pueden 
observar en las Figura 31 cuando los radios de los puntos cuánticos son del 
orden de un radio de Bohr efectivo.  
 
 
Como se puede ver en las Figuras 25 y 31, el comportamiento de las curvas de la 
energía de enlace dependientes del radio de base es muy similar para ambos tipos 
de donadoras. Para los radios pequeños las curvas empiezan desde el valor 
correspondiente a la energía de una donadora tridimensional, después empieza a 
crecer llegando a un valor máximo y si el radio sigue aumentando, el valor de la 
energía vuelve a caer lentamente acercándose a un valor típico de la energía para 
una donadora bidimensional.  
 
 
Se puede esperar que el valor máximo de las energías de enlace en estas curvas 
sirva como una característica para cada geometría. Por ejemplo, como fue 
encontrado que en un punto cuántico esférico de GaAs/Ga0.7Al0.3 As este valor es 
igual a 8.13 Ry* para la donadora neutra D0 y 2.4Ry* para la donadora cargada 
negativamente D− [53, 58].  
 
 
El punto cuántico esférico es una estructura casi-cero-dimensional mientras que 
el punto cuántico auto-ensamblado es una estructura casi-bidimensional y es 
natural esperar que los valores máximos de las energías de enlace en las 
estructuras casi-bidimensionales sean más bajas. Esto se puede ver con claridad 
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en las Figuras 25 y 31 donde solamente en el disco con espesor de 4nm, los picos 
de las energías de enlace de la donadora neutra D0 y de la donadora cargada 
negativamente D− se aproximan a los valores del punto cuántico esférico. 
 
 
Con el objeto de estudiar el efecto de la posición de la donadora sobre la energía 
de enlace del estado base, se calcularon las energías de enlace del centro D 
localizado en diferentes lugares de los puntos cuánticos con seis formas 
geométricas diferentes. Los resultados del cálculo se muestran en las Figuras 32 
y 33 y en los gráficos de contorno de la Figura 34. Primero, se realizó el cálculo 
numérico de las energías de enlace de las donadoras ubicadas en los puntos con 
diferentes distancias ρξ  desde el eje y diferentes distancias zξ desde la base de la 
heteroestructura.  
 
 
En Figura 32 se presentan los resultados del cálculo de las energías de enlace de 
las donadoras ubicadas sobre el plano de la base en función de la distancia desde 
su punto de ubicación hasta el eje, para los puntos cuánticos de diferentes 
formas y con parámetros geométricos similares. 
 
 
Como se puede ver, las energías de enlace en un cono, una lente y un disco 
decrecen cuando la donadora se desplaza desde el eje. Esto se debe al hecho que 
en estas estructuras el movimiento del electrón está principalmente restringido 
cerca del eje, independientemente de la posición de la donadora y por eso la 
separación electrón-donadora se incrementa cuando la donadora se desplaza 
desde el eje. 
 
 
Figura 32. Energías de enlace de un −D  localizado sobre la base de los puntos 
cuánticos auto-ensamblados de diferentes formas en función de la distancia desde 
el eje. 
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En Figura 32 se muestran las energías de enlace de las donadoras con diferentes 
distancias zξ  desde la base de un cono en función de la distancia ρξ . 
 
 
Es interesante anotar que la mayor energía de enlace para la posición de la 
donadora en las proximidades del eje ( 0→ρζ ) corresponde al cono, seguido de la 
lente, el cono truncado y el disco, mientras que para la posición de la donadora 
lejos del eje este orden se invierte.  
 
 
A fin de entender el cruce de las curvas se puede tener en cuenta que el mayor 
confinamiento se da para el cono seguido de la lente, el cono truncado y el disco. 
Por consiguiente, cuando la separación entre la donadora y el electrón es 
pequeña la donadora se localiza en el cono, próxima al eje e inversamente cuando 
esta separación es grande, en esta estructura, la donadora se localiza lejos del 
eje. 
 
 
También se puede ver que todas las curvas tienen el cruce en el mismo punto 
cuando la distancia de la donadora al eje es aproximadamente igual al radio de 
Bohr efectivo nm10≈ . Esto significa que la separación promedio electrón-
donadora para esta posición particular es similar en todas las estructuras y 
depende muy débilmente de la geometría del punto cuántico. 
 
 
De estas figuras se ve que las energías de enlace del centro D¯ aumentan cuando 
la donadora se aparta de la base pero disminuyen a medida que empieza a crecer 
la distancia entre la posición de la donadora y el eje. Esto es debido a que el 
confinamiento en la parte superior del cono, cerca del eje, es más fuerte que en la 
región cercana a la base y por consiguiente, cuando la donadora se mueve hacia 
la parte superior del cono la separación entre los electrones y la donadora 
decrece. 
 
 
Cuando la donadora D− se mueve desde el eje, la separación entre el electrón y el 
ión aumenta y  la energía de enlace para grandes valores de ρξ , 
independientemente de la distancia desde la base zξ , llega a ser 
aproximadamente igual a ρξ/2  (en unidades de Ry*), que corresponde a la 
energía de Coulomb de dos cargas puntuales con separación ρξ . Esta es la razón 
por la que todas las curvas, para grandes valores de ρξ  y diferente zξ  coinciden 
(Figura 33).   
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Figura 33. Energías de enlace del D¯  en un cono en función de la distancia desde 
el eje para diferentes valores de zξ . 
 
 

 
 
Para facilitar la interpretación de los resultados del cálculo para el centro D¯ 
descentrado, en la Figura 34 se muestran los gráficos de contorno, los cuales 
corresponden a las líneas de nivel de las energías de enlace del centro D¯, con 
diferentes posiciones a lo largo de la sección transversal en el centro del cono, 
lente y disco, perpendiculares a la dirección y.   
 
 
Figura 34. Gráficas de contorno de las energías de enlace de la donadora cargada 
negativamente correspondiente a sus diferentes posiciones en el plano a través del 
eje de simetría de los puntos cuánticos con diferentes perfiles.  
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Las partes sombreadas de las figuras indican la sección transversal de las 
estructuras correspondientes. Se ve la evolución que sufren las líneas de nivel 
cuando varía la forma del punto cuántico de cono a disco (desde el gráfico del 
contorno superior al inferior). A lo largo de la dirección ρ , las líneas de nivel se 
vuelven más extendidas, debido al decrecimiento del confinamiento cuando la 
forma de los puntos cuánticos de cambia de cono a disco. 
 
 
Las Figuras 35 y 36 muestran las curvas de las energías de enlace del centro D 

con respecto a las distancias desde sus ejes cuando la donadora se localiza a 
2nm sobre la base de los puntos cuánticos en forma de volcán con diferentes 
anchos w  y valores fijos del radio nmR 300 =  y del espesor nmd 40 = . Las curvas 
de la energía de enlace del estado base de una donadora cargada negativamente 

−D  en función de la distancia de la posición de la donadora al eje de los puntos 
cuánticos en forma de volcán, mostradas en la Figura 35 son similares a las 
curvas de las energías de enlace del estado base de una donadora cargada 
negativamente en un punto cuántico en forma de anillo, las energías de enlace 
inicialmente crecen cuando las donadoras se mueven desde el eje al centro del 
pozo, alcanzando su máximo valor para la posición cerca del centro del pozo y 
después, cuando la donadora se desplaza hacia el exterior de la barrera, las 
energías de enlace comienzan a caer. 
 
 
Figura 35. Energía de enlace del estado base de una donadora cargada 
negativamente D−  como una función de la distancia desde la posición de la 
donadora al eje en puntos cuánticos en forma de volcán con diferentes anchos w . 
 

 
Como se ve en la Figura 35 el aumento del ancho de los volcanes produce una 
disminución de los picos y de sus desplazamientos hacia el eje. El descenso de los 
picos se atribuye al decrecimiento del confinamiento con el aumento del ancho 
del volcán mientras que el desplazamiento del pico está relacionado con el 
aumento del tunelamiento hacia el eje en los volcanes más anchos. 
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En la Figura 36, se presenta una dependencia similar de las energías de enlace 
entre los volcanes con 10nm de ancho, y diferentes radios 0R , 20, 30 y 40 nm. 
 
 
Figura 36. Energía de enlace del estado base de una donadora cargada 

negativamente D−
como una función de la distancia desde el eje en puntos 

cuánticos de forma de volcán con diferentes radios R0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cuando la donadora se mueve desde el eje ( 0=ρξ ) hasta la posición situada a 
una distancia nm60=ρξ  desde el eje, se ve que las energías iniciales de enlace 
suben hasta alcanzar un máximo cuando 0R≈ρξ ,  Cuando se aumenta ρξ , las 
energías de enlace empiezan a caer en picada. El aumento de 0R  produce un 
desplazamiento del pico hacia la derecha. 
 
 
La posición del pico en todas las curvas, el cual corresponde a la menor 
separación entre la donadora y el electrón, se desplaza ligeramente de la parte 
superior del volcán hacia el eje. Esto es debido al hecho que la distribución de 
carga dentro del volcán es asimétrica y la probabilidad de tunelamiento en la 
región interior es mayor que en la barrera exterior. 
 
 
Con el fin de lograr un mayor entendimiento de las características dimensionales 
y el efecto de la forma sobre las energías de enlace del los centros D0 y D− en los 
puntos cuánticos, en la Figura 37 se presenta el cociente de las energías de 
enlace ( ) ( )0

b bE D E Dσ −= del D−  a la del D0 como una función del radio de la 

base para el cono, la lente y el disco con dos diferentes espesores 2nm y 4nm.   
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Figura 37. Cociente ( ) ( )0DEDE bb
−=σ  como una función del radio de la base en 

un cono, una lente y un disco con dos diferentes espesores de 2nm (líneas 
continuas) y 4nm (líneas a trazos) 
 
 

 
 
Para entender mejor el comportamiento de estas curvas se pueden comparar los 
datos en estas curvas con los valores obtenidos previamente mediante los 
métodos variacional y Monte Carlo, mostrados en la Tabla 6.  
 
 
Tabla 6. Energías de enlace de la donadora neutra D0 y la donadora cargada 
negativamente D−  y los cocientes ( ) ( )0/b bE D E Dσ −= en tres dimensiones 3D, dos 
dimensiones 2D y en casi-una-dimensión Q1D (modeladas para donadoras en 
campos magnético muy fuertes) correspondiente a los máximos valores en bloque, 
en pozos cuánticos QW, en hilos cuánticos cilíndricos QWW y en puntos cuánticos 
esféricos SQD, con altura de barrera de 40Ry*. 
 
 

En bloque Heterostructuras con una altura de 
la barrera de   40 Ry*  

Energía 
donadora 3D 2D Q1D QW QWW 

Cilíndrico 
QD 

Esférico 

( )0DEb  1 Ry* 4 Ry* 7.5 Ry* 
[57] 

2.5 Ry* 
[53] 

5.8 
Ry*[53] 

8.1 Ry* 
[58] 

( )−DEb  0.055Ry* 0.51 
Ry*[66] 

1.5 Ry* 
[66] 

0.32 
Ry*[53] 

1.2 Ry* 
[53] 

2.4 Ry* 
[58] 

σ 0.055 0.13 0.2 0.13 0.2 0.3 
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Para casos no confinados en 3D y 2D, σ es igual a 0.055 y 0.13 respectivamente 
de acuerdo al trabajo de Louie and Pang [56] (usando el método de Monte Carlo).  
En la tercera columna de la tabla (bajo el rótulo Q1D) se presentan los resultados 
para las energías de enlace y σ  obtenidos a través de simulación del espacio 
casi-uni-dimensional aplicando un campo magnético extremadamente fuerte [57]. 
El Hamiltoniano para el estado base de una donadora en un fuerte campo 
magnético tiene la misma forma que para una donadora en un hilo cilíndrico con 
confinamiento parabólico. Por consiguiente, los resultados presentados en la 
tercera columna de la tabla se pueden interpretar como típicos para sistemas 
quasi-unidimensionales (Q1D). 
 
 
Además en  la Tabla 6 en las tres últimas columnas se presentan los valores de 

( )−DEb , ( )0DEb  y σ para un pozo cuántico QW, un hilo cuántico cilíndrico QWW y 
un punto cuántico esférico SQD, con una barrera de alrededor de 40Ry* de altura 
y con los radios correspondientes al mayor confinamiento posible en estas 
estructuras, es decir, a los picos en las curvas de las energías de enlace en 
función del radio. En el artículo [58] se demostró y esto se puede ver en la Tabla 6 
que los valores de σ dependen débilmente del cambio de la forma del potencial y 
los valores de σ, 0.3, 0.2, 0.13 y 0.05 pueden considerarse como típicos para las 
heteroestructuras 0D, 1D, 2D y 3D, respectivamente. De la Figura 37 se puede 
ver que el valor límite de σ , alrededor de 0.3 para la estructura 0D, también es 
válido para todos los puntos cuánticos auto-ensamblados (SAQDs), 
independientemente de su forma geométrica. La razón σ , para todas las 
estructuras, cae abruptamente desde su valor máximo hasta el límite alrededor 
de 0.05, para el caso 3D de no confinamiento, cuando el radio de la base tiende a 
cero. En el otro límite, cuando el radio se hace grande, σ  decrece en una forma 
monótona y tiende al límite del bloque 2D. 
 
 
Otra pregunta muy interesante es ¿Cómo se cambia la dimensionalidad con el 
desplazamiento de la donadora desde el centro del punto cuántico hacia la región 
periférica? Se pudiera responder a esta pregunta comparando las líneas de 
niveles para las energías de enlace del D0 y D− en las diferentes posiciones 
presentadas en las Figuras 28 y 34. Se puede ver que en la misma 
heteroestructura con el desplazamiento de la donadora hacia la región periférica 
se disminuyen no solo los valores de ( )−DEb  y de ( )0DEb  sino también su cociente 
σ .  
 
Para asegurarse que durante este desplazamiento el valor σ  decrece de su valor 
típico para estructuras 0D alrededor de 0.3 para donadoras centradas hasta un 
valor cercano a 0.2 típico para estructuras 1D cuando la localización de la 
donadora se aleja desde el eje. Esto se debe al hecho que el movimiento de los 
electrones está mayormente restringido cerca al eje de simetría, 
independientemente de la posición de la donadora y la configuración de la orbita 
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de los electrones llega a ser más y más alargada mientras la donadora se aleja del 
eje. 
 
 
También se puede ver que en todas las estructuras las energías de enlace de los 
centros −

omD  sobre el eje, son mayores que los valores correspondientes a las 
energías de os centros 0

offD  localizados en regiones periféricas. 
 
 
Esto significa que el −

onD  sobre el eje está ligado más fuertemente que el 0
onD  en la 

periferia y por consiguiente las donadoras neutras 0
onD  localizadas cerca del eje 

pueden convertirse, con una probabilidad alta, en un ión onD
−  de acuerdo a la 

reacción 0 0
on off on offD D D D− ++ → + . Esta reacción para dos donadoras en un pozo 

cuántico, una localizada en el pozo y otra en la barrera fue analiza en detalle por 
Larsen [59]. La energía necesaria para transferir el electrón entre donadoras 
centradas y descentradas separadas por la distancia r  es igual a 

( ) ( ) rDEDE onboffb 20 −− − [Ry*]. 
 
 
El último término en esta ecuación es la energía de interacción electrostática del 
ión positivo de la periferia y el ión negativo sobre el eje onD

−  formados en esta 

reacción. Entre más pequeña sea la diferencia  ( ) ( )0
b off b onE D E D−− , más grande es la 

probabilidad para convertir una donadora neutra sobre el eje en un D−.   
 
Figura 38. Gráficas de contorno de la diferencia de las energías de enlace de las 
donadoras neutras descentradas con diferentes posiciones y las energías de enlace 
de las donadoras cargadas negativamente centradas en un plano a través del eje 
de simetría de a) el disco y b) el cono. Las partes sombreadas de las figuras 
indican las posiciones cuando las donadoras neutras son inestables con respecto a 
la transferencia del electrón a la donadora centrada. 
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En la Figura 38 se presentan las gráficas de contorno para estas diferencias, 
correspondientes a diferentes posiciones de la donadora descentrada (a) en el 
disco y (b) en el cono, cuando la donadora centrada está localizada en la mitad 
del eje de la heteroestructura. 
 
 
Las partes sombreadas de las figuras indican las regiones donde la diferencia es 
negativa y la reacción correspondiente al electrón es exotérmica.  
 
 
Comparando las figuras (a) y (b) se puede ver que la frontera de esta región en el 
cono está situada considerablemente más cerca al eje que en el disco. Esto se 
debe al hecho que el cono proporciona un confinamiento más fuerte y el valor de 

( )0
offb DE  en el cono decrece más rápido cuando la donadora se mueve sobre el eje. 

 
 
 
3.4 ESTADO BASE DE UN TRIÓN X −  EN UN DISCO 

CUÁNTICO [45] 
 
Para determinar el estado base de un trión X¯ confinado en un disco cuántico de 
In0.55Ga0.45As/Ga0.65Al0.35As de altura d  y radio R , para el caso típico en el que 

1/ <<Rd , se usó el método de aproximación adiabática, el cual permite separar los 
movimientos en las direcciones perpendicular y transversal del punto cuántico. 
Además se tuvo en cuenta que la masa efectiva del hueco en el material de 
In0.55Al0.45As es esencialmente mayor que la masa efectiva del electrón, 
circunstancia esta que resulta más relevante en condiciones de confinamiento 
fuerte.  
 
 
La primera consideración que se hace para el X¯, dentro del marco de la 
aproximación adiabática es que el vector posición del hueco hρ  está fijo y por 
consiguiente esta estructura se puede considerar como un D¯ descentrado con un 
vector posición del ión dado por hρ  y cuyo Hamiltoniano ( )hee

D
H ρρρ ,, 21−  se puede 

expresar en términos del Hamiltoniano de la donadora neutra descentrada 
( )heDH ρρ ,0  y los Hamiltonianos uni-particulares del electrón y del hueco, ( )eeH ρ0  

y ( )hH ρ0 , como sigue: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) heiRVVm

VHHH

HHH

iiiiii

iiiiiiheeehe
D

hehe
D

he
D

hee
D

,;~~*;/

;~;/2,

;/2,,,,

00

12121

0

00

=−==

+∆−=−−=

−++=−

ρϑρµη

ρη ρρρρρρρ

ρρρρρρρρρ

                                        (3.4.1) 
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donde 1eρ , 2eρ son los vectores de posición de los  electrones y ( )xϑ  es la función 
de Heaviside. 
 
 
Los Hamiltonianos del −X  y del X  se pueden escribir en términos del 
Hamiltoniano del D¯ y del D0 como sigue: 
 

( ) ( ) ( )hee
D

hhhhhee
X

HVH ρρρρρρ ,,~,, 2121 −− ++∆−= ρη ρ                                         (3.4.2) 

 
 
Análogamente el Hamiltoniano para el excitón X  se puede expresar como: 
 

( ) ( ) ( )hee
D

hhhhheeX HVH ρρρρρρ ,,~,, 2121 0++∆−= ρη ρ                                           (3.4.3) 

 
 
Las funciones propias de estos Hamiltonianos se buscan en la forma: 
 

( ) ( ) ( )h
X

hee
D

he
X

ρφψψ −−− = ρρρρρ ,,, 21                                                               (3.4.4) 

 
( ) ( ) ( )hXheeDheX ρφψψ ρρρρρ ,,, 210=                                                                   (3.4.5) 

 
 
Donde ( )h

X
ρφ −  y ( )hX ρφ son las soluciones de los problemas de campo central: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )h
XX

h
X

h
D

hhh
X

hh EEV ρφρφρρρφη ρ −−−−− =++∆− ~
                                  (3.4.6) 

 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )hXXhXh

D
hhhXhh EEV ρφρφρρρφη ρ =++∆− 0

~
                                        (3.4.7) 

 
donde −X

E  y XE son las energías del estado base del trión y del exciton, las cuales 

se encuentra resolviendo las ecuaciones (3.4.6) y (3.4.7) mediante el método de 
barrido trigonométrico. 
 
 
En la Figura 39 se presentan las energías de un electrón desacoplado, ( )−eE  
(líneas de puntos y rayas) una donadora neutra centrada y sobre la barrera 

( )0DE  (líneas a trazos)  y un exciton neutro ( )XE  (líneas continuas) dependientes 
del radio para dos diferentes alturas del disco.  
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Las energías de correlación definidas como ( ) ( ) ( )90 DEeEDEc −= −  para la 

donadora neutra centrada y ( ) ( ) ( )XEeEXEc −= −  para el excitón neutro se 
muestran en la Figura 39.   
 
 
Figura 39. Energías del electrón libre ( )−eE  (líneas con puntos y rayas), de las 
donadoras en el centro  y sobre la barrera ( )0DE  (líneas a trazos), del hueco ( )XE  

(línea continuas) y las energías de correlación correspondientes ( )0DEc  y ( )XEc   
como funciones del radio del disco cuántico para dos alturas diferentes del disco, a) 
d =1nm, y b) d =4nm. 
 

 
Las energías de correlación del excitón ( )XEc  presentadas en la Figura 39 son 

siempre menores que los correspondientes valores ( )0DEc  y ellas tienen una 
asintota correcta para radios grandes del disco tendiendo a 4Ry* que es el valor 
de la energía de enlace para los excitones libres en 2D.  
 
 
Las energías de las donadoras neutras con diferentes posiciones dentro del disco 
cuántico forman una banda llena de estados entre dos líneas a trazos 
correspondientes a la donadora en el centro y sobre la barrera (Figura 39(b)). 
Como se ve en la Figura 39(b) el nivel de energía más bajo del excitón siempre se 
localiza dentro de esta banda. 
 
 
Generalmente cuando el radio del disco tiende a cero las energías de enlace de los 
estados ligados crecen debido al decrecimiento de la separación interparticular.  
Sin embargo para el disco con una altura de 1nm (Figura 39(a)) cuando el radio 
del disco llega a ser menor que 10nm, las energías de correlación de ambos del D0 
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y del excitón X empiezan a caer como resultado del desbordamiento de la función 
de onda en la dirección lateral dentro de las regiones de la barrera.   
 
 
Cuando el radio del disco decrece, las funciones de onda del excitón restauran el 
carácter bidimensional y la energía de correlación empieza a decrecer tendiendo 
otra vez al límite bidimensional, 4 Ry. 
 
 
En la Figura 40 se muestran las energías de una donadora centrada cargada 
negativamente ( )−DE  (líneas a trazos), el trión ( )−XE  (líneas continuas), la 
donadora neutra centrada con el electrón desacoplado ( ) ( )−+ eEDE 0  (líneas a 
trazos) y el excitón neutro con el electrón desacoplado ( ) ( )−+ eEXE  (líneas 
continuas) dependientes del radio del disco cuántico. Adicionalmente se 
muestran las energías de correlación de los estados acoplados 

( ) ( ) ( ) ( )−−− −+= DEeEDEDEc
0  de una donadora centrada cargada negativamente 

y la energía de correlación de un trión ( ) ( ) ( ) ( )−−− −+= XEeEXEXEc . 
 
 
Estos valores se pueden asociar con las energías de enlace de los 
correspondientes sistemas cuando el radio del disco cuántico tiende a infinito.  
Las energías de correlación del −D  presentadas en la Figura 40 tienen un 
asintota correcta para discos de radios grandes y tienden a 0.48Ry*, 
correspondiendo al valor bien conocido del ión negativo del hidrógeno 2D [66]. Se 
puede ver que el comportamiento de las curvas de las energías de correlación en 
discos cuánticos con alturas 1nm (Figura 40(a)) y 4nm (Figura 40(b)) en la región 
de pequeños radios del disco es diferente. 
 
Figura 40. Energías de la donadora cargada negativamente −D  y del trión −X  
como una función del radio del disco cuántico  comparadas con las respectivas 
energías de la donadora neutra D0 y del excitón X con el electrón libre para dos 
alturas diferentes del punto cuántico: a) 1nm y b) 4nm. 
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En el primer caso (Figura 40(a)) las curvas de las energías de correlación tienen 
un máximo debido al desbordamiento de la función de onda en la región de la 
barrera cuando ambos la donadora cargada negativamente y el trión restauran su 
carácter 2D. Cuando el radio del disco tiende a cero la energía de correlación del 
D¯ decrece desde su máximo valor *25.1 Ry≈  a *48.0 Ry , mientras que la energía 
de correlación del trión decrece desde 1 Ry* hasta casi cero siendo siempre menor 
que la energía de enlace del D¯. 
 
 
 
3.5 ESTADO BASE DE UN TRIÓN X −  EN UN ANILLO 

CUÁNTICO [45] 
 
La misma técnica que se utilizó en el párrafo anterior se puede aplicar para 
analizar el estado base de un trion confinado en un anillo. La diferencia consiste 
solo en la forma del potencial de confinamiento.  
 
En la Figura 41 se muestran las curvas obtenidas para las energías de la 
donadora cargada negativamente ( )−DE  (línea a trazos), del trión [ ]−XE  (línea 
continua), de la donadora neutra en el centro con el electrón desacoplado 

[ ]−− + eDE  (línea a trazos) y el excitón neutro con electrón desacoplado E(X+e¯) 
(línea continua) dependientes del radio exterior del anillo cuántico. 
 
 
Figura 41. Energías laterales del −D  y del −X -como funciones del radio exterior del 
anillo cuántico de AsAlGaAsGaIn 35.065.045.055.0  comparadas con las respectivas 
energías del D0 y del X con un electrón desacoplado. La altura y el radio interior del 
anillo son iguales a 1nm y 10nm, respectivamente. 
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Se ve que las energías de la donadora cargada negativamente y del excitón 
cargado negativamente decrecen suavemente con el incremento del radio exterior 
siendo siempre menores que las energías de los sistemas no ligados. 
 
 
El cálculo de las energías de correlación de los estados acoplados definidos como 

( ) ( ) ( ) ( )−−− −+= DEDEeEDEc
0  para la donadora cargada negativamente y como 

( ) ( ) ( ) ( )−−− −+= XEXEeEXEc  para el trión. 
 
 
Las energías de correlación definidas en tal forma se pueden asociar a las 
energías de enlace de los sistemas correspondientes cuando el radio del anillo 
cuántico exterior tiende a infinito y el radio interior tiende a cero. Los resultados 
del cálculo para la energía de correlación en anillos cuánticos con radio interior 
10nm y espesores 1nm y 4nm se presentan en la Figura 42. 
 
 
En la Figura 42 se ve que la energía de correlación del X¯ tiene una asintota 
correcta para grandes valores del radio del anillo y tiende a 0.48Ry*, que 
corresponde al valor de la energía del átomo hidrogenoide 2D. También se puede 
apreciar que la energía de correlación del D¯ siempre es menor que el valor 
correspondiente al X¯ debido al hecho que la carga positiva esta localizada dentro 
de la región del núcleo repulsivo solamente accesible por los electrones cuando el 
potencial de confinamiento es muy fuerte. 
 
 
Figura 42. Energías de correlación del −D  y el −X  como funciones del radio exterior 
del anillo cuántico de  AsAlGaAsGaIn 35.065.045.055.0

. 
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tunelamiento en la región central, el confinamiento y las interacciones 
electrostáticas.   
 
 
 
3.6 DONADORA EN SUPERREDES CILÍNDRICAS [48] 
 
Las superredes nanométricas sintetizadas a partir de los elementos de los grupos 
III y V constituyen un nuevo tipo de heteroestructura. Las mediciones de 
fotoluminiscencia y de electroluminiscencia muestran que las propiedades 
fotónicas y electrónicas de estas superredes sugieren un amplio rango de 
aplicaciones potenciales que incluyen los LEDs polarizados de nanoescala. 
Variando la composición y los parámetros geométricos de estas estructuras es 
posible modificar sus propiedades, definidas por la interacción entre el 
confinamiento de las partículas dentro del mismo pozo, el tunelamiento a través 
de la barrera entre los pozos vecinos y la interacción entre las partículas. Estas 
propiedades pueden cambiarse en forma controlada desde la típica para 
estructuras cuasi-unidimensionales realizadas en nanosuperredes angostas con 
barreras bajas a las típicas para un conjunto de puntos cuánticos 
autoensamblados acoplados verticalmente, cuando el radio de la superred es 
grande y las barreras son altas. Una de estas características que puede ser 
cambiada en forma controlada es la distribución de carga dentro de la superred 
con uno, dos o más portadores de carga capturados. Se puede esperar que la 
distribución de carga podría repetir la modulación de la composición siendo 
mayor en el centro de los pozos y menor dentro de las barreras, cuando el 
confinamiento es predominante y tiende a ser más homogénea cuando el 
tunelamiento o la repulsión de las partículas prevalece. El efecto del 
confinamiento sobre el espectro de energía y la distribución de carga en la 
nanosuperred con un solo electrón fué estudiada recientemente usando 
diferentes métodos [77].  
 
 
Los problemas similares, más complicados, para dos electrones en una 
nanosuperred, para donadoras neutras 0D  y negativamente cargadas −D  en una 
superred, hasta ahora no se han considerado. Sin embargo, se podría esperar que 
el espectro de energía y la distribución de carga de los sistemas de pocas 
partículas dentro de una nanosuperred, definida por la interacción de la 
reducción de la dimensión física, del tunelamiento entre los pozos, de la atracción 
de Coulomb y de la correlación interparticular, puedan ser esencialmente 
modificados y enriquecidos. Los resultados del cálculo de la energía del estado 
base de la nanosuperred con una sola donadora neutra o cargada negativamente, 
han sido obtenidos mediante el uso del método de dimensión fractal, elaborado 
previamente para resolver esos tipos de problemas en una heteroestructura [64] y 
se han aplicado recientemente para el análisis del estado base de las donadoras 
en puntos cuánticos autoensamblados. 
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El modelo que hemos considerado consiste en una nanosuperred con sección 
transversal cilíndrica de radio R, con una concentración variable de Al, ( )zc  a lo 
largo de la dirección de crecimiento z, la cual es cero dentro de n pozos idénticos 
con ancho a y a x en las n+1 barreras. El ancho de las n-1 barreras entre los 
pozos es igual a b y el ancho de las barreras en los extremos de la nanosuperred 
es b/2. La concentración de Al a lo largo del eje z es como se muestra en la 
heteroestructura de la Figura 43. El potencial de confinamiento debido a la 
discontinuidad de la banda de conducción en las uniones está dado por una 
función seccionalmente constante ( )zV ,ρ , igual en las barreras a 

( )2
0 22.036.16.0 xxV += eV  [118], a cero en los pozos y a infinito fuera de la 

nanosuperred.   
 
 
Figura 43. Concentración de la distribución de Al a lo largo del eje z de la 
nanosuperred. 
 
 
 
 
 
 
 
 
La ecuación de Schrödinger de una partícula para tal potencial es completamente 
separable y la función de onda del estado base ( )r0f  y la energía 0E  están dadas 
por: 
 

( ) ( ) ( ) ρρ ρ EEEfzff zz +== 00 ;r                                                                     (3.6.1) 
 
donde zE  y ( )zf z  son la energía del nivel más bajo y la función de onda 
correspondiente al potencial periódico unidimensional en la dirección de 
crecimiento, que se encuentran usando el método de la matriz de transferencia 
[9].  
 
 
La energía 2/405.2 RE =ρ  y la función de onda ( ) ( )RJf /405.20 ρρρ =  
corresponden a la bien conocida solución de la ecuación de Schrödinger para el 
estado base del electrón dentro de un pozo cuántico bidimensional de barrera 
infinita, donde ( )xJ 0  es la función de Bessel. 
 
 
Para encontrar las funciones de onda del estado base ( )roD

Ψ , para la donadora 

neutra y para la donadora cargada negativamente en una nanosuperred, 
correspondientes a las energías más bajas ( )oDE  y ( )−DE , se usaron las 
funciones de prueba tipo Bastard [133] y tipo Hylleraas [132] respectivamente: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12212010210 ,,,;00 rfff
DDDD

ξrξrrrrrξrrr −−Φ=Ψ−Φ=Ψ −−            (3.6.2) 

 
donde ξ  y ( )2,1=iir  son los vectores de posición del ión y de los electrones, 
respectivamente.   
 
 
Como se demostró en [64], las funciones de prueba (3.6.2) satisfacen el principio 
variacional de Schrödinger, si las funciones envolventes 0D

Φ  y  −Φ
D

 son 

soluciones de la ecuación de onda modificada para el átomo de H y del ión 
cargado negativamente H, respectivamente, en un espacio homogéneo en el que 
la parte radial 2r  del Jacobiano tridimensional debido al confinamiento es 
reemplazado por la expresión: 
 

( ) ( ) ( )∫ ∫ −++=
π π

ρρρ θθξθϕθξξθϕ
2

0 0

222222 sincoscossin2sin drfrrfdrrJ zz                (3.6.3) 

 
 
Aquí  ρξ  y  zξ  son las distancias desde la posición de la donadora al eje y a la 
base, respectivamente. Una vez  se define la función de onda del electrón libre 
(3.6.1), la dependencia del Jacobiano sobre r  se puede encontrar directamente 
mediante el cálculo numérico de esta integral y después se pueden obtener las 
energías del estado base del D0  y del D−, siguiendo el procedimiento numérico 
descrito en el la Referencia [64]. En los cálculos realizados se encuentra la 
función envolvente 0D

Φ  y la correspondiente energía del estado base  para una 

donadora neutra ( )oDE , usando el procedimiento de barrido trigonométrico [46] y 
se escoge como función de prueba −Φ

D
 una función variacional de tres 

parámetros de Hylleraas, a fin de estimar la energía del estado base de una 
donadora cargada negativamente ( )−DE . 
 
 
Se consideró una nanorred de GaAs/Ga0.7Al0.3As que tiene un radio nmR 40=  y 
que consiste de  5=n  pozos idénticos de ancho nma 10=  separados barreras de 
ancho nmb 5= . Las energías de enlace del D0,, ( )ob DE  y del D−, ( )−DEb  
localizadas en diferentes partes de la nanorred, se definen como 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−−− −+=−= DEeEDEDEDEeEDE bb
000 ; . Los resultados de los 

cálculos se presentan en las Figuras 44 y 46, donde las energías de enlace son 
medidas en unidades de Rydberg efectivo, donde 1 *Ry es igual a 5.83 meV para el 
material de GaAs.  
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Primero se realiza el cálculo numérico para las donadoras neutras localizadas en 
diferentes posiciones dentro de la nanorred. Algunos resultados de este cálculo se 
muestran en la Figura 44.  
 
 
Figura 44. Energías del estado base de la donadora D0 en función de la distancia 
desde (a) El eje de la NWSL para diferentes posiciones a lo largo del eje z y (b) La 
base de la NWSL para diferentes distancias desde el eje. 
 

 
 
En la Figura 44(a) se presentan las energías de enlace dependientes de la 
distancia desde la posición de la donadora al eje de la nanorred ρξ , para 
donadoras localizadas en cuatro secciones transversales diferentes, 
perpendiculares al eje y espaciadas la distancia zξ  desde el plano de la base de la 
superred. 
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Las líneas sólidas en la Figura 44(a) corresponden a las secciones transversales 
en el centro de la barrera y las punteadas al centro del pozo. El decrecimiento de 
las energías de enlace, cuando la donadora es desplazada desde el eje a la 
distancia media entre los electrones y el ión, aumenta mientras que la energía de 
enlace decrece. 
 
 
También se puede ver que las energías de enlace de las donadoras localizadas 
dentro del pozo son mayores que los correspondientes valores para las donadoras 
localizadas en las barreras. Además, entre más cerca está la barrera o el pozo a la 
mitad de la nanorred mayor es la energía de enlace de la donadora situada dentro 
de ella. 
 
 
En la Figura 44(b) se presentan las curvas obtenidas de las energías de enlace de 
las donadoras centradas sobre el eje ( 0=ρξ ) y descentradas sobre el eje 

( nm10=ρξ  y nm20=ρξ ) en función de la distancia zξ  desde la base de la 
nanosuperred. 
 
 
Cuando la donadora es desplazada desde de la mitad hacia uno de los extremos 
de la nanosuperred la energía de la donadora en promedio decrece, pero su 
decrecimiento es muy suave. Tal comportamiento de la energía de enlace está 
relacionado con la densidad de probabilidad de encontrar el electrón en diferentes 
partes de la nanosuperred. 
 
 
Entre mayor sea la probabilidad de encontrar un electrón en el lugar en que se 
localiza una donadora, más fuerte es la atracción entre el electrón y el ión y 
mayor es la energía de enlace. La mayor probabilidad de encontrar el electrón es 
en la mitad del pozo central y por consiguiente en este punto la energía de enlace 
es máxima. 
 
 
Cuando la donadora es desplazada hacia un extremo de la nanosuperred, la 

energía de enlace de la donadora, 
0D

bE  cae debido al incremento de la separación 

promedio entre el electrón y el ión, mientras 
0D

bE alcanza un mínimo situado en el 
centro de las dos primeras barreras adyacentes, donde la probabilidad de 
encontrar el electrón es esencialmente más pequeña que en el pozo.  
 
 
Cuando la donadora es desplazada hacia la nanosuperred y además entre los 
pozos vecinos la energía de enlace aumenta hasta que la donadora alcanza el 
centro de este pozo.  
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Cuando la densidad en los pozos vecinos es más pequeña que en el pozo central 
el nuevo máximo local es menor que el pico principal. 
 
 
Finalmente, cuando la donadora alcanza el extremo de la nanosuperred la 
separación promedio entre el electrón y el ión se hace máxima y la energía de 
enlace llega a ser significativamente más pequeña que para una donadora 
localizada en la mitad de la nanosuperred. 
 
 
Figura 45. Energías del estado base del −D  en función de la distancia desde (a) el 
eje de la NWSL para diferentes posiciones a lo largo del eje z, y (b) la base de la 
NWSL para diferentes distancias desde el eje. 
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Curvas similares de la energía de enlace de una donadora cargada negativamente 
−D

bE , se muestran en las Figuras 45(a, b). 
 
 
Se puede ver que la forma de las curvas de la energía de enlace de la donadora 
cargada negativamente 

−D
bE , difiere esencialmente de la forma de las curvas de la 

energía de enlace de la donadora neutra 
0D

bE . Por ejemplo la energía de enlace 
−D

bE dependiente de la distancia al eje ρξ , para donadoras situadas próximas a la 
mitad de la nanosuperred no es una función monótona decreciente como ocurre 

para 
0D

bE , pero tiene un mínimo cuando la distancia desde el eje alcanza un valor 
que excede el radio efectivo de Bohr ( nm10≈ ). 
 
 
También se puede ver que la forma de las curvas de la energía de enlace de la 
donadora cargada negativamente 

−D
bE en función de la distancia desde el extremo 

de la nanosuperred zξ , tiene un carácter suave  y no tan pronunciado como 

ocurre para la función de la energía de la donadora neutra
0D

bE . Esto es debido al 
efecto de correlación que tiende a separar los electrones proporcionando varias 
opciones de minimizar la energía de dos electrones localizados dentro de 
diferentes pozos. 
 
 
Para facilitar la interpretación del cálculo  de los resultados para los centros D0 y 
D− en la Figura 46 se muestran las gráficas de contorno, correspondientes a las 
líneas de nivel del D0 y del D− para diferentes posiciones a lo largo de la sección 
transversal a través del eje de simetría de la nanosuperred. 
 
 
En la Figura 46, un mayor brillo indica una mayor energía de enlace y viceversa.  
Como se ve de la Figura 46(a) el mayor brillo lo tienen las líneas dentro del pozo y 
este aumenta desde el extremo del pozo al centro del pozo. 
 
 
También, las líneas oscuras aumentan a ambos lados de los pozos y de las 
barreras disminuyendo desde el eje.  
 
El comportamiento de las líneas de nivel para el centro D− presentadas en la 
Figura 46(b) es diferente del D0 presentado en la Figura 46(a). 
 
 
En  la Figura 46(b) hay dos conjuntos desconectados de líneas de nivel brillantes, 
correspondientes a las mayores energías de enlace, una próxima al centro de 
simetría y otra próxima al área lateral del cilindro.   
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Figura 46. Gráficas de contorno de las energía de enlace de las donadoras neutra y 
cargada negativamente correspondientes a sus diferentes posiciones en el plano a 
través del eje de la superred cilíndrica de GaAs/Ga0.7Al0.3As de 40nm de radio y 
con 5=n  pozos de 10nm de ancho separados por barreras de 5nm de ancho.  

 
 
Una posible aplicación de tal dependencia inusual de la energía de enlace del D− 

es que hay dos diferentes formas para enlazar el segundo electrón, por medio del 
aumento de la atracción hacia el ión o por medio del decrecimiento de la 
repulsión entre los electrones. Se cree que la competencia entre el confinamiento 
y el tunelamiento proveen una mejor condición en el centro de la nanosuperred 
por un incremento de la atracción y una mejor condición para el decrecimiento de 
la repulsión entre los electrones cuando el ión está localizado en el área lateral de 
la nanosuperred. 
 
Comparando las gráficas de contorno para los centros D0 y D− presentados en la 
Figura 46(a) y 46(b) se puede ver que las energías de enlace del D− localizado 
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cerca del centro de la nanosuperred son mayores que las energías de enlace de 
los D0 periféricos (localizados próximos al área lateral), por ejemplo los D0 
periféricos están más débilmente enlazados que los iones D−  localizados próximos 
al centro. En consecuencia, una población significativa de iones D− próximos al 
centro puede aparecer en equilibrio puesto que la transferencia del electrón del 
D0  periférico al D0 localizado próximo al centro es generalmente favorable. La 
probabilidad que una donadora neutra centrada, 0

onD  pudiera convertirse en un 

ión cargado negativamente −
onD , atrapando el electrón liberado desde la donadora 

descentrada en la periferia 0
offD , de acuerdo a la reacción de intercambio de carga: 

0 0
on off on offD D D D+ −+ → + , es significante solamente si la energía E∆ , requerida para 

desplazar el electrón desde la donadora descentrada al lugar sobre la donadora 
centrada para formar un centro D−, es negativa, y por tanto esta reacción es 
exotérmica. 
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4. ESTADOS LIGADOS DE UN PAR      

ELECTRÓN-HUECO 
 
 
 
Un par electrón-hueco en su estado ligado llamado excitón, atrapado en un punto 
cuántico, tiene una serie de propiedades específicas que merecen un estudio 
especial debido a que la separación electrón-hueco y las relacionadas con esta 
separación. como la energía de enlace y la distribución de carga dentro y 
alrededor del punto cuántico, son muy sensibles a la forma de la 
heteroestructura, al espesor de la capa húmeda y a la variación de la intensidad 
del campo magnético. Tal sensibilidad de las propiedades electrónicas está 
relacionada con dos factores importantes: 
 
 
 El primero de ellos, es la disminución de la altura de la barrera para el 

movimiento de las partículas en el plano de la película debido a la presencia de 
la capa húmeda cuyo grosor es comparable con el del punto. Esta disminución 
refuerza considerablemente la probabilidad del tunelamiento de las partículas 
en su movimiento en el plano de la película hacia la capa húmeda tanto en la 
región exterior como en la región central de la barrera, como ocurre en el caso 
del anillo. 

 
 El segundo factor es la diferencia notable entre las masas efectivas del electrón 

y del hueco que hace más probable el tunelamiento del electrón que del hueco 
tanto hacia la capa húmeda como hacia la matriz de GaAs en la que está 
sumergida la película de InAs. El hecho que los grosores del punto y de la capa 
húmeda son del orden de solo varios manómetros hace que la probabilidad de 
penetración de las partículas en la región de la matriz sea bastante alta, siendo 
significativamente mayor para el electrón que para el hueco. Como resultado, 
las regiones de encima y debajo de la película, se cargan negativamente 
mientras que la región central de la película se carga positivamente. 

 
 
De esta manera, se puede esperar que el electrón y el hueco atrapados en puntos 
cuánticos auto-ensamblados sufran una separación adicional formando 
momentos eléctricos cuadrupolares y momentos eléctricos dipolares, dependiendo 
de la geometría de la heteroestructura.  
 
 
El estudio de la posibilidad de la formación de estos tipos de la distribución de 
carga en los puntos cuánticos auto-ensamblados y la influencia de este efecto 
sobre la energía de enlace de un exciton atrapado en un punto cuántico se realiza 
en este capítulo aplicando las mismas técnicas que se usaron en los capítulos 
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anteriores. A diferencia de otras investigaciones dedicadas al estudio de los 
excitones en puntos cuánticos auto-ensamblados, se ha incluido en el modelo la 
capa húmeda para analizar el efecto de penetración de las partículas, no solo en 
la matriz de GaAs sino también dentro la capa húmeda en el plano de la película. 
Los resultados de este estudio se publicaron en los artículos correspondientes a 
las siguientes Referencias (49, 50, 52). 
 
 
 
4.1 EXCITÓN EN UNA PIRÁMIDE CUÁNTICA [49] 
 
Inicialmente, consideremos un modelo un poco más sencillo de un punto 
cuántico en la forma de una pirámide sin presencia de capa húmeda con el 
objetivo de ilustrar el funcionamiento del método de dimensión fractal.  
 
 
El espectro de energía del excitón en puntos cuánticos se ha estudiado usando el 
método variacional, el de diagonalización, el de elementos finitos y otros 
procedimientos numéricos [72, 74, 75, 108, 110]. Previamente se han 
considerado diferentes modelos de confinamiento, el exponencial, el Gaussiano, el 
parabólico y el de paredes rectangulares para altura finita [72, 74, 75, 108]. En la 
mayoría de estas investigaciones se han usado modelos bidimensionales que no 
tienen en cuenta los efectos relacionados con el espesor de los puntos cuánticos. 
 
 
Para analizar el espectro electrónico en puntos cuánticos de forma de pirámides 
truncadas de altura 0d , de radios superior y de la base uR  y bR , respectivamente 
( )bu RR ≤ , se considera un modelo con saltos de las posiciones del piso de la 

banda de conducción y del techo de la banda de valencia, iguales a meVVe 258=  y 

172hV meV= , respectivamente [104] y con los mismos parámetros de constante 
dieléctrica y de masas efectivas del electrón y del hueco en el pozo y en la barrera 
correspondientes a la estructura de In0.55Ga0.45As/Ga0.65Al0.35As. 
 
 
En la fabricación de los puntos cuánticos auto-ensamblados de InGaAs/GaAlAs, 
se requiere la situación típica que la altura 0d  sea mucho menor que el radio de 

base bR  ( )10 <<bRd . Esta condición sugiere el uso de la aproximación adiabática 
para separar el movimiento rápido de las partículas en la dirección z de sus 
movimientos lentos en la dirección radial sobre el plano [58].  
 
 
Como se demuestra en la Referencia [104], el problema 3D en este caso puede ser 
aproximado con una buena precisión a un problema 2D en el que el potencial de 
confinamiento lateral bidimensional puede renormalizarse y tomarse como 
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( )i iV Vρ =%  para bRρ >  y ( ) ( ),i z iV E Vρ ρ=%  para bRρ < , donde ( ),z iE Vρ  es la 

energía del nivel más bajo en un pozo cuántico con altura de la barrera iV  y 

ancho igual al espesor de la pirámide ( )d ρ  en un corte circular con el radio ρ .   
Es claro que entre más pequeño sea el espesor de la pirámide, la altura de la 
barrera renormalizada es más baja tanto para el electrón como para el hueco y 
más sensible es la forma del potencial lateral ( )ρiV

~
 a una variación del perfil del 

cono y de su espesor. Estrictamente hablando, este modelo no es bidimensional 
puesto que toma en cuenta parcialmente el efecto del espesor transversal y el 
perfil de los puntos cuánticos casi planos.  
 
 
Para analizar el espectro energético de un excitón atrapado en una pirámide de 
In0.55Ga0.45As/Ga0.65Al0.35As se utiliza la aproximación adiabática para separar los 
movimientos del electrón y del hueco teniendo en cuenta que la masa efectiva del 
electrón, 0* 0.076em m=  es mucho menor que la masa efectiva del hueco 

0* 0,45hm m= . Esto permite calcular la energía del excitón en dos pasos, en forma 
similar como se hizo con el cálculo para un trion negativamente cargado en el 
capítulo anterior. 
 
 
En el primer paso se calcula la energía relacionada con el movimiento de un solo 
electrón alrededor del hueco, considerando el hueco fijo en un punto, con el 
vector de la posición del hueco en el plano de la película hρ . Este problema, en 

realidad, coincide con el problema de una donadora neutra 0D . La energía de la 
donadora dependiente de hρ  encontrada en este paso, se utiliza posteriormente 
como el potencial de campo central, para encontrar después en el segundo paso 
la energía del movimiento del hueco. Para realizar estos dos pasos se requiere 
encontrar previamente las funciones de onda uní-particulares y las energías 
correspondientes del electrón y del hueco. 
 
 
En adelante, se utilizarán las unidades adimensionales definidas como: el radio 
de Bohr efectivo  * 2 2

0 / 10.4a e nmε µ= ≈h  como la unidad de longitud y el Rydberg 

efectivo 2
0 5.22 meVRy e a ε∗ ∗ ≈=  como la unidad de la energía, siendo 12.71ε =  la 

constante dieléctrica y  ( ) 0/ 0.065ew h ew hm m m m mµ = + ≈  la masa reducida. 
 
 
Las funciones de onda del estado base del electrón y el hueco libres 

( ) heiii ,, =ρφ  en una pirámide cuántica son soluciones de la ecuación de onda 
unidimensional: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;,;~; 00 heiV
d
d

d
dHEH ii

i
i

ii

i
iiiiiiiii =+−== ρ

ρ
ρ

ρρ
η

ρρφρφρ                  (4.1.1) 

 
donde *

i imη µ= . La solución de la ecuación (4.1.1) se encuentra usando el 
método de barrido trigonométrico.  
 
 
En la Figura 47 se presentan unos ejemplos de los resultados del cálculo de las 
curvas del potencial de confinamiento lateral y de las funciones de onda 
correspondientes al electrón libre en pirámides con diferentes razones /u bR R  

para los casos cuando los radios de la base son nmRb 10=  y nmd 40 = . 
 
 
Figura 47. Formas del potencial de confinamiento y sus correspondientes funciones 
de onda para el movimiento lateral del electrón. 
 

 
Se puede ver que la altura de la barrera para el electrón decrece en un 40% 
debido al confinamiento en la dirección z. También se observa que la forma del 
potencial de confinamiento varía desde casi triangular hasta casi rectangular 
cuando la geometría del punto cuántico cambia de pirámide a disco pasando por 
la forma de pirámide truncada. Además, la función del electrón libre se hace más 
extendida a medida que empieza a aumentar la razón bu RR / .  
 
Como fue anunciado en párrafos anteriores el primer paso de la aproximación 
adiabática que se aplica para separar los movimientos del electrón y el hueco 
consiste en el congelamiento del movimiento del hueco despreciando el término 
de la energía cinética del hueco. Bajo esta consideración el problema del excitó se 
reduce al de una donadora D0 descentrada. 
 

0,0 0,5 1,0 1,5

0,4

0,6

0,8

1,0

φe(ρ)

V(
ρ)

 / 
V 0

ρ / a0*

 Ru/Rb=0.0
 Ru/Rb=0.5
 Ru/Rb=1.0



 
 
 
 
CONCLUSIONES 

 128

Usando la notación hρ  para el vector de posición del ión en el plano de la película 

y eρ  para el vector de posición del electrón, el Hamiltoniano adimensional de una 
donadora D0 descentrada en un cono cuántico y la ecuación de onda 
correspondiente se pueden escribir como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 00, 2 ; , , ,e h e e e h e h e h h e hD D D D DH H H Eψ ψ= − − =ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ     (4.1.2) 
 
 
La función de prueba para resolver la ecuación de onda (4.1.2) se escoge en la 
forma estándar en el marco del método de dimensión fractal como el producto de 
la función uní-particular con una función envolvente desconocida que depende 
solo de la distancia hasta el centro de atracción: 
 

( ) ( ) ( )0 ,e h e e e hDψ φ= Φ −ρ ρ ρ ρ ρ                                                                      (4.1.3) 

 
 
Usando el método de dimensión fractal se obtiene la siguiente ecuación 
diferencial para la función ( )ρΦ : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
0

2,
,
e

h h eD
h

dd J E E
J d d

ρη ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ

Φ
⎡ ⎤− − Φ = − Φ⎣ ⎦                        (4.1.4a) 

 
donde hρ  es la distancia de la posición del ión desde el eje de la pirámide y 

( )hJ ρρ ,0  es el Jacobiano definido como:  
 

( ) ( )
2

2 2 2
0

0

, 2 cosh e h hJ d
π

ρ ρ ρ φ ρ ρ ρρ ϕ ϕ= + +∫                                                 (4.1.4b) 

 
 
Con el fin de encontrar la dependencia de la energía de la donadora ( )0 hDE ρ  con 
respecto a la distancia desde la posición del hueco hasta el eje, la cual se usa 
posteriormente en el segundo paso para calcular la energía del exciton, se 
resuelve numéricamente la ecuación (4.1.4.a) usando el método de barrido 
trigonométrico [62]. 
 
 
El segundo paso consiste en encontrar los valores propios del Hamiltoniano: 
 

( ) ( ) ( )0 00, h
X e h h h h h hD D

h h h
H H H V Hηρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
∂ ∂

= + = − + +
∂ ∂

%                          (4.1.5) 
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donde las funciones propias del Hamiltoniano (4.1.5) se pueden escribir en la 
forma: 
 

( ) ( ) ( )hXhe
D

heX ρφψψ ρρρρ ,, 0=                                                                         (4.1.6) 

 
donde ( )hX ρφ  es solución de la ecuación de onda unidimensional: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )hXXhXh
D

hh
h

hX
h

hh

h EEV
d

d
d
d ρφρφρρ

ρ
ρφ

ρ
ρρ

η
=++− 0

~
                             (4.1.7) 

 
 
Para resolver el problema de valores propios (4.1.7) y encontrar la energía del 
exciton XE  se utiliza el método de barrido trigonométrico. 
 
 
En las Figuras 48 y 49 se muestran los resultados de los cálculos para la energía 
de correlación ( )XEc , en función del radio de la base de la pirámide cuántica de 

In0.55Ga0.45As/Ga0.65 Al0.35As para diferentes razones bu RR /  y diferentes alturas, 
definida como la diferencia entre las energías de los estados del par electrón-
hueco libre y acoplado ( )XEEEXE hec −+=)( . 
 
 
En la Figura 48 se puede apreciar que las energías de correlación en las 
pirámides con diferentes razones bu RR /  decrecen cuando la base del radio 
aumenta y tiende exactamente al valor 2D de la energía de enlace del exciton 
libre, 4Ry*. También se puede notar que la energía de correlación del excitón 
depende fuertemente de la morfología del punto cuántico. 
 
 
Generalmente, entre menor sea la razón bu RR /  más fuerte es el confinamiento en 
el punto cuántico y mayor es la energía de correlación. Por consiguiente, el 
aumento de la razón bu RR /  produce una rápida convergencia al límite 2D de la 
energía de correlación. 
 
 
El cruce de las curvas de las energías de correlación correspondientes a la 
pirámide truncada con razones 0.25 y 0.5 cuando el radio tiende a cero es debido 
al efecto de desbordamiento de las funciones de onda en la región de la barrera de 
la pirámide, producido por un aumento de la separación electrón-hueco. 
 
Figura 48. Energía de correlación del excitón como una función del radio de la base 
del cono  para diferentes razones bu RR / . 
 



 
 
 
 
CONCLUSIONES 

 130

 

 
 
Figura 49. Energía del excitón en un punto cuántico cónico (pirámide cuántica) como 
una función del radio del núcleo cuántico para tres diferentes alturas d0=2nm, 
d0=4nm y d0=8nm. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En la Figura 49 se comparan las energías de correlación del excitón como 
funciones del radio de la base para diferentes alturas. 
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4.2 EFECTO DE CAPA HÚMEDA SOBRE EL ESTADO BASE 
DE UN EXCITÓN EN UN ANILLO CUÁNTICO [50] 

 
Para describir el modelo geométrico de un anillo cuántico (QR) se usa la función 
constante a trazos ( )ρd , que define la dependencia del espesor d  de la capa de 
In(Al) As, embebida en la matriz de Ga(Al) As, sobre la distancia desde el eje de 
simetría ρ . Se asume que el espesor ( )ρd  es igual al espesor del anillo cuántico 

0d  dentro del QR ( )int extR Rρ< < , y este es igual al espesor bd de la capa húmeda 
(WL) (pocas capas atómicas) [10] fuera del QR (Figura 50). Aquí y en lo que 
sigue intR y extR  son los radios interior y exterior del QR. 
 
 
Figura 50. Imagen 3D de un anillo cuántico. 

 
 
Para calcular la energía, la distribución espacial de carga y la función de 
correlación correspondiente al estado base de un exciton en un anillo cuántico, 
teniendo en cuenta los efectos relacionados con el tunelamiento de las partículas 
en la capa húmeda (WL), se aplica el método aproximado de dimensión fractal.  
Se demuestra que la función de correlación del par electrón-hueco se puede 
expresar en términos de la parte radial de la función de onda del átomo 
hidrogenoide en el espacio de dimensión fraccionaria. Los resultados para la 
energía del estado  base del excitón en discos cuánticos de 
In0.55Al0.45As/Ga0.65Al0.35As y Ga0.7Al0.3As/GaAs, en el caso límite cuando el 
espesor de la WL tiende a cero, están en concordancia con los obtenidos 
previamente por otros métodos. Se demuestra que la distribución espacial de 
carga dentro y alrededor del anillo, relacionada con la diferencia de las masas 
efectiva del electrón y del hueco es muy sensible a la variación del radio exterior e 
interior, al espesor de la WL y a la intensidad del campo magnético. 
 
 
Tomando como er  y hr los vectores de posición del electrón y del hueco, la 
ecuación adimensional de Schrödinger para el par electrón-hueco en un punto 



 
 
 
 
CONCLUSIONES 

 132

cuántico de simetría axial en presencia de un campo magnético orientado a lo 
largo del eje z se puede escribir en coordenadas cilíndricas  

{ }( )hepzpppp ,;,, == ϑρr  como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

, , , , , , ; , , 2 / ;

4 , ; / ; , ; 0,1

h h h h e h h eh

p p p p p p p p p p

H E H H H r

H V z m p e h

τ τ τ τ τ τ

η γ ρ ρ η µ τ

Ψ = Ψ = + −

= −∇ ∇ + + = = =

e e e e er r r r r r r r r r

r

(4.2.1) 

 
donde para el caso de la partículas neutras ( )0=τ  y para el caso del pare 
electrón-hueco ( )1=τ ; ehr  denota la separación electrón-hueco hehr rre −= . El 

potencial de confinamiento ( )ppp zV ,ρ  es igual a cero dentro del anillo cuántico y 

en la WL y es igual a hepVop ,, =  fuera de ellas. El parámetro pη es igual a 

86.0=ewη  para el electrón en el pozo y a 67.0≈ebη en la barrera y para el hueco 

14.0≈= hbhw ηη . 
 
 
Para las partículas neutras ( )0=τ  el Hamiltoniano (4.2.1) se puede separar y las 

energías ,m mE ′  y las funciones de onda ( ), , , , 0m m m m h τ′ ′Ψ = Ψ =er r  de las dos 

partículas con momento angular Κ,3,1,0, ±±=′mm  se pueden encontrar 
resolviendo dos problemas uni-particulares independientes: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ,m m m
p p p p p pH f E f p e h= =r r                                                             (4.2.2) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

, ,, , 0 ;m m m m
h e e h h e hm m m mf f E E Eτ ′ ′

′ ′Ψ = = = +er r r r                           (4.2.3) 

 
 
Con el fin de encontrar las soluciones de las ecuaciones de onda uni-particulares 
(4.2.3) se usa la aproximación adiabática [120-123], en la cual el movimiento 
rápido a lo largo de la dirección z se puede separar del movimiento lento en 
dirección radial y la función de onda uniparticular en el punto cuántico delgado 
se puede escribir como:  
 

( ) ( ) ( ), ; ,p p z p p p p pf f z f p e hρρ ρ= =r                                                           (4.2.4) 

 
 
Aquí ( )pppz zf ρ,  es la función de onda del estado base para el movimiento uni-

dimensional a lo largo del eje z en un pozo cuántico con altura de la barrera pV0  y 

ancho del pozo igual al espesor ( )pd ρ  de la capa de In0.55Al0.45As. La energía 
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correspondiente al estado base ( )z pE ρ ρ  para el movimiento a lo largo de la 

dirección del eje z  depende sobre la distancia desde el eje y es igual a  ( )w
zpE  

dentro del anillo cuántico ( )extp RR << ρint  y a ( )b
zpE  fuera del anillo cuántico 

( intRp <ρ  o extp R>ρ ) siendo ( )w
zpE  y ( )b

zpE  las energía del nivel más bajo en un pozo 

cuántico con altura de la barrera pV0 , y anchos del pozo 0d  y bd , 
respectivamente. La parte radial de la función de onda uni-particular es solución 
del siguiente problema de campo central: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

1 ;

4

p p
p p p p p p p p p

p p p

p p
p p z p

f
V f E f

V E

ρ
ρ ρ

ρ

ρ
η ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

η γ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤∂∂ ⎢ ⎥− + =
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

= +

%

%

                          (4.2.5) 

 
 
Para encontrar la energía del estado base pE  y la parte radial de función de onda 

uni-particular ( )p pfρ ρ  se resuelve numéricamente la ecuación (4.2.5) usando el 

método de barrido trigonométrico [62]. 
 
 
El problema de dos partículas (4.2.1) para un excitón no es posible resolverlo 
exactamente y por consiguiente para encontrar la función de onda del estado 
base ( )1,, =Ψ τhe rr  del par electrón-hueco, se debe emplear un principio 
variacional usando para este propósito una función de prueba tipo Bastard en la 
forma de un producto de la función de onda de las partículas neutras 
correspondiente a la energía más baja, ( )0,, =Ψ τhe rr  con una función envolvente 

desconocida ( )ehrΦ , que tiene en cuenta la correlación de las partículas causada 
por la interacción electrón-hueco, dependiente solamente de la separación 
electrón-hueco. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , , 0e h e h eh e e h h ehr f f rτ τΨ = = Ψ = Φ = Φr r r r r r                               (4.2.6) 
 
 
La energía del estado base del exciton E se encuentra minimizando la razón: 
 

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2 2

, , 1e e e h h eh e h e e h h eh h

e e e h h eh h

d f f H f f r d
E

d f f r d

τΦ = Φ
Φ =

Φ
∫ ∫

∫ ∫
r r r r r r r r r

r r r r
            (4.2.7) 
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Tomando la derivada funcional con respecto a ( )rΦ  da una ecuación de onda de 
la forma: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

1 2
e h

d rd r r E E E r
r dr dr r

Φ
− Ρ + Φ = − − Φ

Ρ
                                      (4.2.8) 

 
donde las funciones ( )r0Ρ  y ( )r1Ρ están dadas por 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 , , 0e h e h h e e e h h e h hr d r d f d f r dτ δ δΡ = Ψ = − − = − −∫ ∫ ∫ ∫er r r r r r r r r r r r (4.2.9) 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

1 e e e e h h h h h e h hr f d f r dη η δΡ = + − −∫ ∫r r r r r r r r                          (4.2.10) 

 
 
Cuando el tunelamiento de las partículas en la región de la matriz es pequeño la 
diferencia entre las funciones ( )r0Ρ  y ( )r1Ρ  se pueden despreciar una vez que sea 

satisfecha la identidad ( ) ( ) 1=+ hhee rr ηη  dentro de la región del anillo cuántico y 

de la WL. En este caso  ( ) ( )rr 01 Ρ≈Ρ  y la ecuación (4.2.8) adquiere la forma de la 
ecuación del átomo de hidrógeno en un espacio efectivo con la parte radial del 
Jacobiano ( )r0Ρ : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0

1 2
e h

d rd r r E E E r
r dr dr r

Φ
− Ρ + Φ = − − Φ

Ρ
                                    (4.2.11) 

 
 
Las barras de error proporcionadas por la sustitución de (4.2.8) por la ecuación 
aproximada (4.2.11) son estimadas en las simulaciones realizadas en un 5%. 
 
 
El Jacobiano ( )r0Ρ  y la función envolvente ( )rΦ  están íntimamente relacionadas 

con la función espacial de correlación del par (SPCF) ( )τ,rΡ , la cual da la 
densidad de probabilidad de encontrar el electrón y el hueco separados por la 
distancia r : 
 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ Ψ−−=−−=Ρ hheheehe drdrr rrrrrrrr 2,,, τδδτ                            (4.2.12) 

 
 
Comparando la ecuación (4.2.8) y la ecuación (4.2.11) se ve que el Jacobiano es 
igual a la SPCF para dos partículas neutras ( )0=τ  confinadas en una 
nanoestructura ( ) ( )0,0 =Ρ=Ρ τrr . Para el excitón ( )1=τ  la SPCF, ( ) ( )1, =Ρ=Ρ τrr  
se puede representar como: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rrrdfrdfr hhehhheeee
22

0
222 χδ =ΦΡ=−Φ−−=Ρ ∫ ∫ rrrrrrrr            (4.2.13) 

 
La función ( ) ( ) ( ) ( )rPrrPr 0Φ==χ  se puede considerar como la función de onda 
uni-particular asociada a la coordenada generalizada correspondiente a la 
separación entre dos partículas, cuyo valor al cuadrado coincide con la SCPF. 
 
 
De tal manera que la función ( )r0Ρ  es una medida de la probabilidad de 
encontrar el electrón y el hueco separados una distancia r  en su movimiento 
libre en el punto cuántico QD donde el valor al cuadrado de la función ( )rΦ  da la 

razón de las SPCF’s, ( ) ( ) ( )0,/1,2 ===Φ ττ rPrPr  en sus estados acoplados y 
libres, respectivamente. Sustituyendo la relación entre ( )rΦ  y ( )rχ  en la ecuación 
(4.2.11) se puede obtener la siguiente ecuación para la SPCF de dos partículas: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,;,,,, 2 ==Ρ−−=+′′− τχτχτχττχ rrrEEErrVr heeff                   (4.2.14) 
 

( ) ( )( )
( )r
r

r
rVeff

0

02,
Ρ

″
Ρ

+−=
ττ                                                                            (4.2.15) 

 
 
Una vez que las funciones de onda uni-particulares del electrón, ( )eef r  y del 
hueco ( )hhf r , son encontradas, entonces el potencial efectivo ( )τ,rVeff  (4.2.15) se 
puede calcular usando la relación  (4.2.10) y la ecuación de onda unidimensional 
(4.2.14) para la SPCF se puede resolver usando el método estándar. Se puede 
verificar que para el caso del electrón y el hueco libres, cuando 0=τ  y he EEE +=  

la solución de la ecuación  (4.2.14) es ( ) ( )rr 00, Ρ==τχ  y ( ) ( )rr 00, Ρ==Ρ τ . 
 
 
Para encontrar la energía del excitón E, y la SPCF ( )rΡ , de las relaciones (4.2.14) 
y (4.2.15) se hace uso del método de barrido trigonométrico [62]. Para chequear la 
exactitud de este procedimiento numérico, hemos calculado primero la energía 
del estado base del exciton en cilíndros de In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As y discos de  
GaAs/Al0.3Ga0.7As ( )0,0int == bdR  y estos resultados se comparan con los 
obtenidos previamente en las Referencias [112, 118, 119] usando el método 
variacional (Figura 4.2(a)) y con los resultados del tratamiento 3D completo 
realizado en las Referencias [11, 104, 113, 126] (Figura 51(b)).  
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Para poder hacer una comparación válida, siguiendo las referencias anteriores se 
define la energía de enlace del excitón bE , como una diferencia entre las energías 

del par electrón-hueco desligado y ligado: ( ) ( ) EEEEEE heb −+==−== 10 ττ . 
 
Figura 51. Energía de enlace del estado base del excitón como una función del 
radio del disco cuántico en discos de (a) GaAs/Al0.3Ga0.7As y (b) 
In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As. Los parámetros del disco son mostrados en las figuras. 
Los resultados obtenidos (líneas continuas) son comparados con (a) cálculo 
variacional (símbolos diferentes) y (b) tratamiento completamente 3D  (triángulos). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En la Figura 51(a), se presenta la energía de enlace de un excitón en función del 
radio del disco de GaAs/Al0.3Ga0.7As con espesor nmd 70 =  y se comparan con los 
resultados obtenidos (líneas continuas) con los cálculos variacionales obtenidos 
previamente usando diferentes tipos de funciones de prueba: un parámetro, 
hidrogenoide (triángulos, [112]), dos parámetros (círcunferencias, [126]) y 
separable (rectángulos, [127]).  
 
 
Como los cálculos variacionales dan una menor estimación de las energías de 
enlace, la comparación de los resultados en la Figura 51(a) muestran que para 
radios pequeños del disco los resultados obtenidos son mejores que los otros 
cálculos mientras que para radios grandes del disco nuestras energías son 
similares a las obtenidas usando funciones de prueba hidrogenoides y de dos 
parámetros. Esto es debido al hecho que nuestra función que no usa parámetros 
es más flexible  y toma en cuenta el cambio de la simetría del sistema cuando el 
radio del disco se hace menor que el radio de Bohr.  
 
 
De otro lado, la comparación de los resultados obtenidos con los de un 
tratamiento completamente 3D presentados en la Figura 51(b) muestran que las 

10 20 30

10

20

30

40

50
(a)

Ref.[7]
Ref.[6]
Ref.[5]

GaAs/Ga0.7Al0.3As disk
d0=7 nm
db=0 nm

 

 

En
er

gí
a 

de
 e

nl
ac

e 
(m

eV
)

Radio (nm)
4 6 8 10 12 14 16 18 20

15

20

25

30

35

40

45

50

55
(b)

In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As  disk

d0=3.22nm
db=0

Ref. [2]

 

 

En
er

gí
a 

de
 e

nl
ac

e 
(m

eV
)

Radio (nm)



 
 
 
 
CONCLUSIONES 

 137

energías de enlace obtenidas usando el procedimiento desarrollado son 
ligeramente menores que las obtenidas en la Referencia [104], sin embargo, la 
concordancia entre los dos conjuntos de energías es excelente, considerando la 
simplicidad de el procedimiento desarrollado. 
 
A continuación se presentan los cálculos para nanoestructuras de 
Al0.45As/Al0.35Ga0.65As.  Las características relevantes del exciton en un QR son la 
separación entre el electrón y el hueco y los momenta multipolares debidos al 
fuerte confinamiento del hueco en el QD. Estas características se pueden 
expresar en términos de las densidades de probabilidad bi-dimensionales para 
encontrar el electrón ( )ze ,ρΠ  y el hueco ( )zh ,ρΠ  en un punto con coordenadas 

cilíndricas ( )z,ρ  que de acuerdo a las relaciones (4.2.2c) y (4.2.3) se pueden 
calcular como sigue: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , ; , , , ;e e ze h h h zh ez f f z C z z f f z C zρ ρρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρΠ = Π = (4.2.16) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2 2

0 0

, , 2 cosp p p p zp p p p p p pC z f d f z dz z z d
π

ρρ ρ ρ ρ ρ ρ ρρ ϑ ϑ
∞ +∞

−∞

⎛ ⎞
= Φ + − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  (4.2.17) 

 
 
En la Figura 52 se presentan las curvas de la densidad de probabilidad de 
encontrar el electrón ( )ze ,ρΠ  (líneas continuas) y el hueco ( )zh ,ρΠ  (líneas 
punteadas) dadas por la relación (4.2.16) en los puntos localizados sobre el plano 
de simetría ( )20dz =  como funciones de la distancia ρ  desde las posiciones de 
las partículas al eje de dos QRs de In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As QRs con diferente 
radio. Se puede ver que en ambos casos la carga positiva predomina en la mayor 
parte dentro del QR, mientras la carga negativa predomina fuera del QR en las 
regiones periféricas próximas a las uniones del QR. Esto es debido al hecho que 
la masa efectiva del electrón es más pequeña que la del hueco y por consiguiente 
el tunelamiento del electrón hacia ambas regiones de las barreras (interior y 
exterior) es mayor que el tunelamiento del hueco.  
 
 
También se puede observar que el tunelamiento del electrón en el interior de la 
región de la barrera llega a ser más significante que en la región exterior, cuando 
el radio del  QR aumenta.  
 
 
La diferencia entre las distribuciones del electrón y el hueco dentro y fuera del 
anillo conducen a una predominancia de la carga positiva dentro del anillo 
cuántico QR y de la carga negativa en las regiones de la barrera próximas a las 
uniones. 
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La correspondiente distribución de densidad de carga de un excitón ( )zQ ,ρ  se 
puede calcular como: 
 

( ) ( ) ( ), , ,h eQ z z zρ ρ ρ= Π − Π                                                                       (4.2.18) 
 
Figura 52. Densidades de probabilidad de encontrar el electrón (líneas continuas) y 
el hueco (líneas punteadas) sobre el plano de simetría como una función de la 
distancia desde la posición de la partícula al eje de los QRs con radios exteriores 
(a) 0.7 *

0a   y (b) 1.5 *
0a . El ancho de los QRs en ambos casos es igual a  0.5 *

0a . Las 
líneas continuas verticales  muestran las correspondientes uniones de los anillos. 

En la Figura 53 presentamos las gráficas de contorno, que corresponden a las 
líneas de nivel de la densidad de carga del exciton de la distribución radial a lo 
largo de la sección transversal en el centro del disco cuántico (a, b) y de los 
anillos (c, d) calculada en la dirección perpendicular a y usando las relaciones 
(4.2.16) y (4.2.17) para las estructuras sin WL (a, c) y con WL (b, d). Las partes 
sombreadas de las figuras indican la sección transversal de las partes 
correspondientes de las estructuras que llegan a ser cargadas positivamente 
debido a la presencia del excitón. 
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Como se muestra en las Figuras 53(a, c) la densidad de la distribución de carga 
radial en la región central del disco es positiva y en la región periférica del disco 
es negativa mientras que en el anillo cuántico la distribución de carga radial es 
opuesta. Debido a la simetría axial de la estructura el momento dipolar para 
ambas distribuciones en las Figuras 53(a, c) es igual a cero y la distribución de 
carga está caracterizada por el momento cuadrupolar que para el disco cuántico 
en la Figura 53(a) es positivo y para el QR en la Figura 53(c) es negativo. Cuando 
el espesor del punto disminuye y este se hace comparable con el de la WL el 
electrón tunela y el valor absoluto del momento cuadrupolar aumenta. Es 
interesante analizar la relación entre el momento cuadrupolar con las 
transformaciones de la morfología del punto cuántico. 
 
 
Figura 53. Gráficas de contorno de la distribución de densidad de carga radial en 
un plano a través del eje de simetría del disco cuántico (a y b) de radio 5nm y 
espesor 5nm y  QR (c y d) con radio interior y exterior de 10 y 15nm y espesor 5nm 
sin capa húmeda  (a y c) y con capa húmeda (b y d).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
De la Figura 53(a,c) se ve que la distribución de la densidad de carga radial en la 
región central del disco es positiva y en la región periférica es negativa mientras 
que en el QR la distribución de carga radial es opuesta. Debido a la simetría axial 
de la estructura el momento dipolar para ambas distribuciones en las Figuras 
53(a, c) es igual a cero y la distribución de carga está caracterizada por el 
momento cuadrupolar que para el disco cuántico en la Figura 53(a) es positiva y 
en el QR en la Figura 53(c) es negativa.  
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Cuando el espesor del punto disminuye y este se hace comparable con el de la 
WL el electrón tunela y el valor absoluto del momento cuadrupolar aumenta. Es 
interesante analizar la relación del momento cudrupolar con las transformaciones 
de la morfología del QD. Experimentalmente se estableció [11] que la morfología 
de los puntos cuánticos autoensamblados de InAs sufren un cambio durante el 
proceso de crecimiento, por ejemplo, de lente  (de alrededor de 20nm de diámetro, 
7nm de altura) a volcán, con un incremento del tamaño lateral (entre 60 y 140nm 
en el diámetro exterior), una altura reducida  (alrededor de 2nm) y un centro bien 
definido del hueco de alrededor de 20nm de diámetro. En concordancia con los 
resultados presentados en la Figura 53 el momento cuadrupolar tiene invertida 
su dirección mientras que una lente es transformada a volcán y su valor absoluto 
podría incrementarse significativamente debido a la reducción drástica del 
espesor del punto y el incremento de su radio exterior. 
 
 
En las Figuras 53(b, d) se muestran las distribuciones de carga en un disco 
cuántico y en un QR cuyas alturas son 5nm depositados sobre la WL de 2nm de 
espesor. La existencia de una WL gruesa produce una disminución significante 
en la altura de la barrera en las uniones laterales aumentándo la probabilidad de 
tunelamiento desde el punto cuántico hacia la WL. Por consiguiente el 
tunelamiento del electrón dentro de las regiones de las barreras, que se pueden 
observar en la Figura 53(a, c) para heteroestructuras sin la WL, se transforma en 
el desbordamiento del electrón dentro del exterior de la WL en el disco cuántico 
en las Figuras 53(b) y dentro del interior de la WL del anillo cuántico en la Figura 
53(d). Como consecuencia, en la presencia de una WL gruesa aparece una fuerte 
separación entre el electrón y el hueco no solamente en dirección radial sino  
también en dirección z, la cual está caracterizada por el momento dipolar 
orientado a lo largo del eje z. 
 
 
Una separación entre las partículas debido al fuerte tunelamiento dentro del 
interior de la WL del  QR puede ser reforzada o debilitada por la aplicación de un 
campo magnético en la dirección del crecimiento del cristal. De otro lado, el 
campo magnético produce un confinamiento adicional desplazando ambas cargas 
hacia el eje de simetría dentro del anillo haciendo que ellas se aproximen una 
hacia otra. De otro lado, los niveles de energía suben, incrementandose la 
probabilidad de tunelamiento hacia el interior de la WL, inicialmente solo para el 
electrón liviano cuando el campo magnético es relativamente débil y después para 
el hueco pesado cuando el campo magnético se hace más fuerte. En el primer 
caso la separación entre las partículas aumenta mientras que en el segundo caso 
esta decrece. Por consiguiente, la energía de enlace del excitón puede aumentar o 
disminuir variando la separación electrón-hueco, por medio del campo magnético 
débil. 
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En la Figura 54 se muestra la energía de enlace del exciton dependiente de la 
intensidad del campo magnético en el disco (línea a trazos) con 5nm de espesor y 
30nm de radio, y varios anillos cuánticos con diferentes espesores bd  de la WL, 
(líneas continuas). 
 
 
Figura 54. Energía de enlace del exciton como una función de la intensidad del 
campo magnético en un disco de  In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As (línea punteada) y 
varios anillos de In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As con diferentes espesores de la capa 
húmeda (líneas continuas). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En todos los casos el espesor, el radio interior y el radio exterior de los anillos 
cuánticos son iguales a 5nm, 20nm y 30nm, respectivamente. De la Figura 54 es 
evidente la existencia de una fuerte correlación entre la morfología y el campo 
magnético dependiente de la energía de enlace del excitón. Se puede ver que la 
energía de enlace del excitón en el disco crece nonotonamente con el incremento 
del campo magnético que empuja a las dos partículas hacia el eje del disco 
haciendo que ellas se aproximen una a otra. La morfología del anillo está 
caracterizada por la presencia del hueco central en la estructura y por la 
existencia de dos uniones laterales, exterior e interior. Esta es la razón por la cual 
las curvas en la Figura 54 para anillos cuánticos son absolutamente diferentes.   
 
 
En el anillo, cuando el campo magnético aumenta, la energía de enlace primero 
cae hasta alcanzar un mínimo. Esto es debido al hecho que bajo un campo 
magnético relativamente débil el comportamiento de la partícula continúa con el 
anillo mientras que el más liviano empieza a penetrar en el centro de la región del 
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hueco y este resulta en un aumento del promedio de la separación electrón-
hueco.   
 
Cuando el campo magnético adicionalmente se aumenta, el hueco empieza a 
penetrar dentro de la región central y la separación electrón-hueco vuelve a 
decrecer mientras la energía de enlace empieza a crecer. De la Figura 54 se ve 
que la posición del mínimo en las curvas para el anillo cuántico depende del 
espesor de la WL. Entre mayor sea el grosor de la WL menor es la intensidad del 
campo magnético correspondiente a la posición del mínimo. Tal dependencia de 
la posición del mínimo está relacionada al decrecimiento de la altura de la barrera 
en las junturas laterales cuando crece el grosor de la WL. Podría subrayarse que 
el campo magnético depende esencialmente de los cambios de la energía de 
enlace para anillos cuánticos de espesor mayor que 0d  y de espesor menor que el 

de la capa húmeda bd , donde hay una diferencia significativa de las 
probabilidades de tunelamiento del electrón y del hueco en la región central de la 
barrera como una consecuencia de una elevación de la altura de la barrera lateral 
efectiva. En la Figura 55 se presentan los resultados para los anillos cuánticos 
con espesor de 7nm, altura de la capa húmeda 1nm, ancho reducido de 5nm y 
diferentes radios exteriores, 10,15 y 25nm. Las alturas de la barrera lateral en 
estas estructuras son significativamente más elevadas que en el caso considerado 
arriba, así que la penetración de las partículas dentro de la región central llega a 
ser posible solamente bajo un campo magnético demasiado fuerte. 
 
 
Para facilitar la interpretación de estos resultados en la figura interior de la 
Figura 55 se presenta la dependencia del promedio de la separación electrón-
hueco sobre la intensidad del campo magnético calculada mediante el uso de la 
SPCF dada por la relación (4.2.13).   
 
 
Figura 55. Energía de enlace del excitón como una función de la intensidad del 

campo magnético en anillos disco de In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As con diferente radio 

exterior 10, 15 y 25 nm. En el recuadro interior esta graficada la dependencia con 

el campo magnético de la separación promedio del electrón hueco. 
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Comparando las curvas de la figura principal y la interior se puede observar una 
similitud especular de estas curvas, a menor energía de enlace mayor es la 
separación electrón-hueco. Es interesante anotar que la separación promedio 
electrón-hueco en estados ligados en 2D y en los casos de bloque 3D, en un 
material de In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As, es igual a la mitad ( nm2.5≈ ) y a un 
( nm4.10≈ ) radio de Bohr efectivo, respectivamente.   
 
 
Por consiguiente los resultados del cálculo se pueden interpretar para las 
separaciones promedio electrón-hueco presentadas en la figura interior como si 
ellas se hubieran obtenido para un excitón embebido en un espacio isotrópico 
efectivo cuya dimensión es fraccionaria y está comprendida entre dos y tres. Esto 
es debido al confinamiento incompleto en la dirección z en cualquier estructura 
de espesor finito. También es claro que el incremento del radio del anillo hace la 
estructura del excitón más lineal disminuyendo adicionalmente la dimensión del 
espacio efectivo. Esta es la razón por la que la separación electrón-hueco en los 
anillos con radios exteriores 15 y 25nm es apreciablemente menor que en un 
anillo con radio 10nm.   
 
 
La curvatura de la estructura en el último caso es mayor y la configuración del 
excitón es más bi-dimensional que uni-dimensional. La altura de la barrera 
lateral interior efectiva disminuye en la presencia del campo magnético 
proporcionalmente al valor 2

int
2Rγ .  

 
 
Para las estructuras consideradas, este descenso es insuficiente para un 
incremento significativo de la probabilidad de tunelamiento del hueco en la región 
central, pero esta probabilidad se hace suficientemente significativa para el 
electrón en un QR con nmR 20int =  cuando la intensidad del campo magnético 
llega a ser mayor que 10T. Como resultado, se puede observar en la gráfica 
interior de la Figura 55 que en estas condiciones la separación promedio del 
electrón-hueco se incrementa bruscamente mientras que la energía de enlace en 
la figura principal consigue caer. Tal efecto de un drástico incremento de la 
separación electrón-hueco y el correspondiente decrecimiento de la energía de 
enlace del exciton se puede conseguir aplicando un campo magnético 
suficientemente débil en un anillo cuántico con mayor radio interior que abre 
algunas posibilidades adicionales para manejar el espectro del excitón.  
 
 
Cuando la altura de la barrera interior en presencia del campo magnético externo 
(proporcional al valor 2

int
2Rγ ) depende también del radio del QR se puede esperar 

que la separación electrón-hueco y la energía de enlace del excitón pudieran ser 
muy sensibles a la variación del tamaño lateral del anillo cuántico. A mayor radio 
interior del anillo cuántico y más ligera la partícula, mayor es la probabilidad 
para el tunelamiento de la partícula en la región central de la barrera. Así que 
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hay otra posibilidad para aumentar drásticamente la separación electrón-hueco 
se consigue variando el radio del anillo cuántico. 
 
 
En la Figura 56 se presentan los resultados del cálculo de la energía de enlace del 
exciton como una función del radio exterior de los anillos cuánticos de 
In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As  con ancho fijo 5nm para tres diferentes valores de las 
intensidades del campo magnético, 0, 10 y 20T. En la gráfica interior se muestra 
la variación correspondiente del promedio de la separación electrón-hueco. 
 
 
Figura 56. Energía de enlace del exciton como una función del radio exterior de los 
anillos cuánticos de  In0.55Al0.45As/Al0.35Ga0.65As QRs con anchos fijos para 
diferentes valores de las intensidades del campo magnético externo. En la gráfica 
interior, se grafica la separación promedio del electrón-hueco dependiendo del radio 
exterior. Las mismas curvas convencionales son usadas en la figura principal. 
 

 
De la Figura 56 puede verse que cuando el radio exterior extR  aumenta desde 
7.5nm (bajo la condición que el ancho del anillo sea fijo) el electrón  y el hueco 
primero llegan a ser comprimidos en los lados opuestos del anillo y la separación 
electrón-hueco sube hasta alcanzar un máximo cuando extR  se hace 
aproximadamente igual al radio de Bohr efectivo (alrededor de 10nm). 
 
 
Cuando se incrementa un poco más el extR , el electrón y el hueco saltan sobre el 
mismo lado del anillo y la separación electrón-hueco cae más rápidamente. En la 
presencia de un campo magnético débil o intermedio la altura de la barrera 
interior decrece suavemente cuando el radio interior crece haciendo posible el 
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tunelamiento del electrón a la región central de la barrera. Como resultado, la 
separación electrón-hueco vuelve otra vez a incrementarse. En la figura interior 
se puede observar que tal incremento se presenta desde 17≈extR nm cuando 

B=10T y desde 22≈extR nm cuando B=20T. También se puede observar una 
completa concordancia entre las curvas de la figura interior y las de la figura 
principal. A mayor separación del electrón-hueco menor es la energía de enlace 
del excitón y viceversa.  
 
 
 
4.3 DISTRIBUCIÓN DE CARGA EN PUNTOS CUÁNTICOS 

CON UN EXCITON ATRAPADO [52] 
 
En este párrafo se calcula la función de onda del estado base del par electrón-
hueco confinado en discos cuánticos, lentes y pirámides de In0.55Al0.45As 
depositados sobre una capa húmeda y embebidos en una matriz hecha del 
material Al0.35Ga0.65As y se demuestra que el incremento del espesor de la capa 
húmeda conduce a una disminución de la altura de al barrera efectiva para 
ambas partículas reforzando significativamente el tunelamiento del electrón 
dentro de la capa húmeda. En consecuencia, la región central del punto con el 
exciton capturado se carga positivamente mientras la capa húmeda alrededor del 
punto cuántico se carga negativamente.  
 
 
Aquí consideramos los QDs con simetría axial cuyas imágenes 3D se presentan 
en la Figura 57 y las cuales están caracterizadas por la base del radio 0R , el 

espesor de la capa húmeda bd , la máxima altura sobre esta capa 0d , por la 
dependencia de la altura de la heteroestructura d  y por la distancia ρ  desde el 
eje ( )xϑ  es la función de paso de Heaviside y el parámetro n  es igual a 1, 2 o 
tiende a infinito para formas como disco, lente y pirámides, respectivamente. 
 
 

( ) ( ) ( )
1

0 0 01
nn

bd d d R Rρ ρ ϑ ρ⎡ ⎤= + − −
⎣ ⎦                                                         (4.3.1) 
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Figura 57. Imágenes tridimensionales de puntos cuánticos. 
 
 

Para hacer una comparación válida entre el método desarrollado y el tratamiento 
completamente 3D realizado en la Referencia [104] para discos cuánticos, se 
considerarán cuatro simulaciones de las estructuras de In0.55Al0.45As/Al0.35 

Ga0.65As. Siguiendo el procedimiento propuesto en  [123] la función de onda en el 
QD se puede expresar como: 
 

( ) ( ) ( ) ( ),e h e e h h ehf f rΨ = Φr r r r                                                                        (4.3.2) 
 
siendo er  y hr  los vectores de posición del electrón y el hueco, ehr la distancia entre 

las partículas, ( ) ( )hhee ff rr ,  las funciones de onda del estado base del electrón y 

del hueco y ( )ehrΦ  una función variacional desconocida que toma en cuenta la 
correlación de las partículas causada por la atracción electrón-hueco.  
 
 
La función variacional depende solamente de la separación electrón-hueco. A fin 
de encontrar las funciones de onda uni-particulares ( ) hepf pp ,, =r  y las 
correspondientes energías del estado base eE y hE  se usa la aproximación 
adiabática [104, 119], en la que el movimiento rápido a lo largo de la dirección z 
es separada del movimiento lento en dirección radial y las funciones de onda en 
el punto cuántico delgado se pueden escribir como:  
 

( ) ( ) ( ) hepfzff pppppzpp ,;, == ρρ ρr                                                               (4.3.3) 
 
 
Aquí ( )pppz zf ρ,  es la función de onda del estado base para el movimiento uni-
dimensional a lo largo del eje z en un pozo cuántico con la altura de la barrera  

pV0  y ancho del pozo igual al espesor ( )ρd  de la capa de In0.55Al0.45As. Las 
correspondientes energías del estado base para el movimiento libre a lo largo de 
la dirección z, ( )ρzeE  y ( )ρzhE  dependen de la distancia ρ desde el eje y estas son 
usadas como las curvas de potencial para los problemas de campo central 
bidimensional para el electrón y el hueco cuya solución numérica permite 
encontrar las funciones del estado base ( ) hepf pp ,; =ρρ , que describen su 
movimiento en la dirección radial y las energías uni-particulares del estado base  

eE y hE .  
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Un ejemplo del cálculo de las curvas de potencial para el movimiento del electrón 
en la dirección radial en un disco, una lente y un cono con radio de la base de 
40nm,  espesor de la capa húmeda 2nm y altura sobre la capa húmeda 3nm se 
presentan en la Figura 58. 
 
 
Figura 58. Curvas de potencial efectivo para el movimiento del electrón en el plano 
en puntos cuánticos con diferentes perfiles. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se puede ver que el más fuerte confinamiento en el plano se produce para el 
punto cuántico en forma de cono, seguido por la lente y el menor confinamiento 
lo tiene el punto cuántico con forma de disco.  
 
 
La energía del estado base del excitón E  se determina usando el principio 
variacional de Schrödinger que dice que la mayor aproximación [104] a la función 
de onda del estado base corresponde a la función para la cual el 
funcional [ ]ΦE tiene un valor estacionario, es decir, la derivada funcional con 
respecto a ( )rΦ  es igual a cero.  
 
Esto da una ecuación de onda [75]: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rEEEr
rdr

rdr
dr
d

r he Φ−−=Φ+
Φ

Ρ
Ρ

−
21

1
0

                                            (4.3.4) 

 
donde las funciones ( )r0Ρ  y ( )r1Ρ  están dadas por: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) hhehheee

hhehe

drfdf

drdr

rrrrrr

rrrrrr e

−−=

−−=Ψ=Ρ

∫∫
∫ ∫

δ

δτ
22

2
0 0,,

                                                   (4.3.5) 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) hhehheeehee drfdfmr rrrrrrr −−+=Ρ ∫∫ δµη 22

1                                   (4.3.6) 

 
 
Aquí la función ( )ee rη  se define como ( ) ewee mµη =r dentro del punto cuántico y 

( ) ebee mµη =r fuera del punto cuántico. La ecuación (4.3.4) nos permite encontrar 

directamente la energía de enlace del excitón bE  definida como: 
 

EEEE heb −+=                                                                                            (4.3.7) 
 
 
Para encontrar la energía del exciton E , en el proceso numérico se usa el método 
de barrido trigonométrico [62] tres veces; dos veces para encontrar las funciones 
de onda ( )ρρ ef  y ( )ρρ hf correspondientes a los movimientos del electrón y del 

hueco en el campo central con potenciales ( )zeE ρ y ( )zhE ρ  respectivamente, y la 
tercera vez, para resolver la ecuación de onda  (4.3.2) para la función variacional 

( )rΦ . Este procedimiento numérico es similar a uno usado anteriormente en la 
Referencia [123] donde se demuestra que este método permite obtener resultados 
que son consistentes con las energías del estado base del excitón en disco 
cilíndricos de GaAs/Al0.3Ga0.7As encontrados previamente en la Referencias [126] 
usando el método variacional y con un tratamiento 3D completo para el disco 
cuántico de In0.55Al0.45As/Ga0.65Al0.35As realizado en la Referencia [104]. 
 
 
Teniendo en cuenta una apreciable reducción de la altura efectiva de la barrera 
debido a una elevación significativa de la altura de los niveles de las partículas 
confinadas en la dirección de crecimiento dentro de la capa húmeda y el SAQD, 
se puede esperar un notable tunelamiento de las partículas hacia el medio 
ambiente del GaAs y una considerable separación espacial anisotrópica, del 
electrón ligero y el hueco pesado atrapados en el SAQD.   
 
 
Para estimar las dimensiones del SAQD y de la WL, cuando tales efectos pueden 
apreciarse, se debe usar primero la relación de incertidumbre. Cuando el espesor 
d  de la capa de  InAs decrece la energía cinética de la partícula, la cual pude ser 
estimada mediante la relación de incertidumbre como ( ) ,,,2/ 22 hepdmpw =≈ η  
crece.  
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El tunelamiento a través de la barrera se hace significativo cuando la energía 
cinética se aproxima al valor de la altura de la barrera pV . Esto sucede cuando el 

espesor de la capa  d  satisface la condición * *
0 3 / pw pd a Ry m Vµ≤ ⋅ .  Así se puede 

estimar que el considerable tunelamiento en la dirección de crecimiento del 
electrón sucede cuando el espesor de la capa de InAs es del orden de 3nm 
mientras que el tunelamiento del hueco es apreciable solamente cuando este 
valor es alrededor de 1nm.  
 
Por consiguiente, se puede esperar cambios anisotrópicos de la distribución de la 
carga dentro y alrededor de un SAQD, cuyo espesor de la capa de InAs 
comúnmente es del orden de 2-4nm, cuando éste atrapa  un exciton. 
 
 
Características espaciales relevantes del excitón en un QD son la separación 
entre el electrón y el hueco y el momento dipolar. Estas características pueden 
expresarse en términos de las densidades de probabilidad bi-dimensionales de 
encontrar el electrón ( )ze ,ρΠ , y el hueco ( )zh ,ρΠ , en el punto con coordenadas 

cilíndricas ( )z,ρ  que en concordancia con las relaciones (4.3.2) y (4.3.3) se 
pueden calcular como sigue: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );,,,;,,, 2222 ρρρρρρρρρρ ρρ zCzffzzCzffz ehzhhhezee =Π=Π                 (4.3.8) 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ϑϑρρρρρρρρ
π

ρρ dzzdzzfdfzC ppppppzpppp∫ ∫ ∫
∞ +∞

∞−

−+−+Φ=
0

2

0

222222 cos2,,      (4.3.9) 

 
 
La distribución de la densidad de carga ( )zQ ,ρ  en un  SAQD con un exciton 
atrapado es igual a la diferencia entre las densidades de probabilidad entre el 
electrón y el hueco: 
 

( ) ( ) ( )zzzQ eh ,,, ρρρ Π−Π=                                                                           (4.3.10) 
 
 
En la Figura 59 se presentan las gráficas de contorno, que corresponden a las 
líneas de nivel de la distribución de la densidad de carga a lo largo de la sección 
transversal de  (a) un disco cuántico, (b) una lente y (c) un cono de  
In0.55Al0.45As/Ga0.65Al0.35As  debido a  un excitón atrapado. 
 
 
Las partes sombreadas de las figuras indican las regiones cargadas positivamente 
del material de In0.55Al0.45Asl. Como se ve la distribución de la densidad  radial de 
carga dentro de los  QDs próxima al eje es positiva mientras que en las regiones 
periféricas próximas a las uniones es negativa.  
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La masa efectiva del electrón es más pequeña que la del hueco y por consiguiente 
el tunelamiento del electrón es más significante cuando la altura del QD es 
alrededor de 3-5nm mientras que el movimiento del hueco permanece 
fuertemente restringido dentro del QD. Esta es la razón por la que la región 
central de los SAQDs en presencia del exciton es cargada positivamente mientras 
que las regiones periféricas arriba y abajo de los discos próximos a las uniones 
son cargadas negativamente. 
 
Figura 59. Gráficas de contorno de la distribución de densidad radial de carga en 
un plano a través del eje de simetría del disco cuántico, lente y cono de radios 
20nm con alturas de 3 nm sobre la capa húmeda y 2nm de espesor de la WL. 
 
 

 
 
Comparando las distribuciones de carga en los diferentes tipos de SAQDs se 
puede ver que el tunelamiento del electrón es reforzado en todas las direcciones 
cuando la morfología del QD cambia a un perfil más angulado. El momento 
bipolar para todas las distribuciones en la Figura 59 es igual a cero porque la  
simetría axial de las estructuras y de la distribución es caracterizada por el 
momento cudrupolar el cual para todas las estructuras es positivo. Cuando el 
espesor del punto disminuye hasta llegar a ser comparable con el de la WL el 
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tunelamiento del electrón se refuerza y el momento cuadrupolar aumenta. Debe 
ser interesante analizar la relación del momento cuadrupolar y la alteración de la 
morfología del QD. De la Figura 59 se puede ver que el momento cuadruplolar 
aumenta cuando la forma del punto cuántico llega a tener un ángulo más agudo 
y las componentes del momento cuadrupolar correspondientes a la dirección 
lateral llegan a ser más significantes cuando la morfología cambia de una especie 
de disco a una especie de  lente y después a una especie de pirámide. Es evidente 
que el momento cuadrupolar de los puntos cuánticos con el exciton atrapado es 
una característica importante relacionada a su morfología y a las componentes 
del momento cuadrupolar que sufre un extraordinario cambio cuando se modifica 
la forma del punto cuántico. 
 
 
En la Figura 60 se muestra la energía de enlace del exciton dependiente del radio 
de la base del disco, de la lente y del cono con 3nm de altura sobre una WL de  
2nm de espesor. Entre menor sea el parámetro entero n  generador de forma en la 
ecuación (4.3.1) mayor es la energía de enlace del excitón. Cuando el radio de la 
base aumenta el confinamiento se hace más débil y la energía de todo los puntos 
cuánticos caen tendiendo en todos los casos al límite de la energía del excitón 2D 
igual a 4Ry*.   
 
 
Para explicar esta tendencia y encontrar la dependencia de la energía del exciton 
sobre el parámetro generador de forma n , se consideran los potenciales 
aproximados para el movimiento de las partículas en el plano dados por la 

expresión ( ) ( ) ( )0 0 00.4 ; 0 ; ,
np

p p layer p p pV E V R R p e hρ ρ= + ⋅ < < =ρ , consistente con el 
cálculo numérico presentado en la Figura 57. 
 
 
Figura 60. Energías de enlace del excitón (líneas continuas) como funciones del 
radio de la base en QDs con diferentes perfiles. Las líneas a trazos son las 
energías de enlace del exciton estimadas mediante el uso de la relación de 
incertidumbre (ver los detalles en el texto). 
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Aquí ( ) hepE p

layer ,, =  son las energías de las partículas en la capa de InAs cuyo 

espesor es igual a bdd +0 . Debido al confinamiento lateral dado por este 

potencial, los niveles de energía uni-particulares eE  y hE  son mayores que los 

niveles de energía ( ) hepE p
layer ,, =  correspondientes a la capa homogénea de InAs.  

Cuando el radio de la base crece, las energías uni-particulares caen y tienden a 
cero pero su convergencia a cero es diferente en puntos cuánticos con diferentes 
formas. Usando la relación de incertidumbre se pueden estimar las energías uni-
particulares por encima de los niveles ( ) hepE p

layer ,, =  como: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) hepRamRyVRyE nnnn
pw

n
pp ,;*4*4.0* 22

00
222

0 =⋅≈ +++ µ .  
 
 
Asumiendo que el movimiento del excitón en el plano en los QDs con radio mayor 
que 10nm (el radio de Bohr efectivo es alrededor de 10nm) puede considerarse 
casi dentro de la capa de InAs, la energía estimada del estado base del excitón 
casi-bi-dimensional debería ser alrededor de 4 *Ry− .   
 
 
Finalmente, de acuerdo a la definición (4.3.7) se obtuvo la siguiente semi-
empírica expresión para las energías de enlace en los SAQDs cuyos potenciales 
laterales de confinamiento son presentados en la Figura 57 

( )( ) ( )[ ] ∞=⋅++≈ + ,2,1*;*/224 22
00 nRyRanE nn

b . Los resultados correspondientes 
para las energías de enlace estimadas mediante el uso de estas relaciones son 
mostradas en la Figura 60 (líneas a trazos). La concordancia de los cálculos 
vaiacionales realizados es aceptable considerando la simplicidad del 
procedimiento. 
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Para analizar los efectos de la variación de la altura del QD sobre las propiedades 
del exciton se ha calculado la energía de enlace del excitón dependiente del radio 
de la base de un cono con tres diferentes alturas 0d sobre la WL cuyo espesor es 

igual a  2bd nm= . Algunos de estos resultados se muestran en la Figura 61. A 
primera vista, el decrecimiento de la altura del QD podría siempre producir una 
reducción de la separación entre el electrón y el hueco  y como consecuencia una 
elevación en la energía de enlace del excitón. De hecho, tal comportamiento se 
observa cuando el radio de la base del cono decrece sucesivamente hasta 3nm 
como se ve en la Figura 61 donde la energía de enlace del excitón  en el cono cuya 
altura es igual a 8nm es menor que la del cono con altura 3nm para todos los 
valores del radio de la base. Pero cuando la altura del QD decrece más lejos y 
llega a ser menor que 3nm, la energía de enlace del excitón empieza a caer. 
 
 
En la Figura 61 se puede ver que las energías de enlace del exciton en QDs con 
altura de 2nm son menores que en los QDs con alturas de 3nm. La razón para tal 
comportamiento inusual de la energía de enlace del excitón consiste en el hecho 
que cuando se reduce la altura del QD de 3nm a 2nm la incertidumbre de la 
posición del electrón en la dirección z se hace muy pequeña, el nivel de energía 
más bajo del electrón es empujado hacia arriba y el desbordamiento de la función 
de onda del electrón en las regiones de la barrera en la dirección z se hace tan 
significante que la separación promedio entre el electrón y el hueco aumenta 
hasta llegar a un tamaño tal como el de un punto cuántico de altura 8nm. Como 
se demostró arriba usando la relación de incertidumbre el valor umbral para el 
ancho del pozo es alrededor de 0 * 3 * pw pa Ry m Vµ ⋅ . Para la estructura 

considerada el valor umbral da alrededor de 2.5nm. Este resultado explica el 
comportamiento inusual de la energía de enlace del excitón cuando la altura del 
punto cuántico se hace menor que  3nm. 
 
 
Figura 61. La energía de enlace del exciton en puntos cuánticos cónicos con 
diferentes alturas como una función de la base del radio. 
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5. CONCLUSIONES 
 
 
 
En este trabajo de investigación se ha desarrollado un nuevo y simple método 
para analizar el espectro energético de un sistema de dos partículas confinadas 
en puntos cuánticos auto-ensamblados. Este método se usa para calcular las 
energías y la distribución de carga en un punto cuántico con dos partículas 
atrapadas: 

a) En el capítulo dos, para dos electrones sin ligaduras. 
b) En el capítulo tres, para dos electrones ligados a un ión (donadora 

negativamente cargada −D ) o a un hueco (trión cargado negativamente 
−X ) y 

c) En el capítulo cuatro, para un par electrón –hueco (exciton X ). 
 
 
El método está basado en la utilización de la aproximación adiabática para 
analizar el espectro uní-particular (correspondiente al modelo aproximado cuando 
la interacción entre las partículas se desprecia) y el método de dimensión fractal 
para analizar los efectos de correlación relacionados con la interacción entre 
ellas. La precisión de este procedimiento se verificó comparando los resultados 
obtenidos con unos similares conseguidos con la utilización de métodos 
diferentes como el método variacional, diferencias y elementos finitos y otros. 
 
 
La aproximación adiabática  permite aprovechar una particularidad específica de 
los puntos cuánticos auto-ensamblados relacionada con su morfología: éstos 
siempre tienen una forma de una película delgada con una pequeña razón del 
grosos de la película a su dimensión lateral y se pueden considerar 
independientemente dos movimientos de las partículas, el movimiento rápido en 
la dirección transversal a la película y el lento en el plano de la película, en el 
marco de un procedimiento matemáticamente riguroso.  
 
 
El método de dimensión fractal permite reducir el problema de dos partículas 
(que sugiere en forma general resolver una ecuación de onda en un espacio de 
seis dimensiones) a una ecuación de onda uní-dimensional que describe la 
variación de una sola característica muy importante para sistemas de dos 
partículas, la separación entre las ellas. La ecuación obtenida corresponde al 
movimiento de una partícula efectiva en un campo central bidimensional con un 
potencial efectivo que comprende toda la información sobre la geometría del 
punto cuántico, los potenciales de confinamiento y las interacciones 
electrostáticas. 
 
Se demostró que en los casos de los estados ligados formados por las partículas, 
por ejemplo, donadoras, excitones, triones, etc. esta ecuación tiene las soluciones 
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que corresponden al espectro de un átomo hidrogenoide sometido en un espacio 
efectivo con la dimensión fraccionaria, la cual se disminuye de tres a cero con el 
aumento del confinamiento, es decir, disminuye a la dimensión del punto 
cuántico auto-ensamblado. En el caso cuando las partículas no forman estados 
ligados con ninguna otra carga esta ecuación tiene un potencial de confinamiento 
efectivo que varia paulatinamente desde un potencial repulsivo de carácter 
Coulombiano para pequeños separaciones entre dos partículas hasta un 
potencial atractivo que se transforma en una barrera cuando la separación 
supera el tamaño lateral de la película. 
 
 
En el caso de dos electrones se analizaron los niveles más bajos correspondientes 
a los estados base 1S y los dos primeros excitados 21P y 23P, utilizando el método 
elaborado en esta tesis y la función de prueba de tipo Chandrasekhar. Utilizando 
la función de prueba de tipo Chandrasekhar se compararon las estructuras 
electrónicas para estados excitados tanto con las capas cerradas como con las 
capas abiertas. Se encontró que el estado base de la estructura electrónica sufre 
una transición desde la capa abierta a la capa cerrada cuando el radio de punto 
cuántico de GaAs/Ga(Al)As disminuye hasta llegar a ser menor que un radio de 
Bohr efectivo. 
 
 
Se presentaron curvas novedosas de las energías de los estados 1S, 21P y 23P del 
punto cuántico esférico de GaAs/Ga1-xAlxAs con diferentes formas de potencial y 
los resultados del análisis del efecto de la forma del potencial de confinamiento y 
de la presencia del núcleo repulsivo sobre la función de correlación para la 
separación entre dos partículas en los estados 1S, 21P y 23P. Se demostró que 
cuando el radio de; punto cuántico se hace mayor de uno-dos radios de Bohr la 
energía potencial (de repulsión) se hace mucho mayor que la energía cinética y la 
estructura electrónica sufre una transición de tipo Wigner, cuando los electrones 
casi se congelan en los extremos opuestos de la esfera.  
 
 
Se demostró que la ecuación de onda uní-dimensional derivada en esta tesis para 
dos partículas en realidad esta ligada íntimamente con la función espacial de 
correlación del par que describe las propiedades probabilísticas de la separación 
entre partículas. Utilizando esta caractéristica se presentó el análisis de la 
función espacial de correlación del par para puntos cuánticos de diferentes 
formas en los casos de repulsión (dos electrones) y atracción (electrón-hueco) 
entre partículas. Además, se analizó el efecto de la interacción Coulombiana 
sobre la correlación de las partículas, en anillos cuánticos con los potenciales de 
confinamiento de forma rectangular y parabólica. 
 
 
Utilizando la solución exacta obtenida recientemente para el modelo de dos 
electrones en un anillo unidimensional y la aproximación adiabática se pudo 
resolver el problema similar para un anillo con un grosor pequeño pero finito. A 
este modelo se le analizó el espectro electrónico de un sistema de dos electrones 
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cuando la sección transversal del anillo es de forma rectangular. Se analizaron 
los cambios del espectro al variar el radio del anillo y el espesor. Se analizaron las 
posibilidades de desbordamiento de la función de onda electrónica en las regiones 
de la barrera con la disminución del espesor y se demostró que el desbordamiento 
ocurre primero en la región del hueco central. 
 
 
Estos resultados fueron extendidos para analizar el espectro energético de dos 
electrones localizados en dos anillos separados y acoplados verticalmente. Para 
este modelo, se analizaron además, los cambios del espectro con la variación de 
la separación entre los anillos y de la intensidad de campo magnético aplicado a 
lo largo del eje de simetría. Se demostró que en el caso cuando la separación 
entre los anillos tiende a cero los resultados obtenidos convergen a los valores 
correspondientes al modelo con solución exacta. 
 
 
Se calcularon las energías del estado base de las donadoras neutras y 
negativamente cargadas en los puntos cuánticos con simetría axial con diferentes 
formas geométricas: disco, lente, cono y anillo. Los resultados del cálculo se han 
presentado en la forma de las  correspondientes energías dependientes del radio 
de la base y de la altura del punto cuántico y de la posición de la donadora.  
Además se realizaron los gráficos de contorno a lo largo de la sección a través del 
eje de simetría, que corresponden a las líneas de niveles de las energías de las 
donadoras con diferentes ubicaciones. 
 
 
Se encontró que el mayor incremento de las energías de enlace entre todas las 
formas de puntos cuánticos se presenta en las donadoras cargadas 
negativamente y las donadoras neutras ubicadas en los puntos cuánticos con la 
forma de cono y se demostró que este aumento esta acompañado con el 
incremento del cociente entre estas dos energías. Este incremento es tan grande 
que se hace posible la transferencia de carga desde una donadora neutra 
localizada en una región periférica hacia otra donadora neutra ubicada cerca del 
eje, formando de esta manera una nueva donadora cargada negativamente.  
Además se encontró que el cociente decrece desde un valor típico para una 
estructura cero-dimensional 0.3 hasta otro valor 0.2 típico para una estructura 
unidimensional cuando la donadora se desplaza desde el eje hacia la barrera. 
 
 
Los resultados obtenidos para una donadora cargada negativamente fueron 
extendidos para analizar las características similares de un trion cargado 
negativamente, formado por dos electrones y un hueco con masa efectiva mucho 
mayor que el valor correspondiente del electrón. Con este fin se utilizó otra vez la 
aproximación adiabática para separar el movimiento rápido de los electrones 
ligeros del movimiento lento del hueco pesado. Se presentaron los resultados del 
análisis de las energías de enlace de los triones en los discos y anillos cuánticos y 
sus variaciones con los cambios de los parámetros geométricos. 
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Se presentaron los resultados de aplicación del método desarrollado para analizar 
las propiedades de un exciton atrapado en los puntos cuánticos auto-
ensamblados en forma de una pirámide, disco o un anillo.  
 
 
Los resultados numéricos obtenidos demuestran que la energía de enlace del 
excitón, la separación promedio entre el electrón y el hueco, y la distribución de 
carga relacionada con esta separación dentro y fuera del punto cuántico, son 
muy sensibles a la morfología de la heteroestructrua, al espesor de la capa 
húmeda y a la variación de la intensidad del campo magnético. Tal sensibilidad 
de las propiedades electrónicas esta relacionada con dos factores importantes. El 
primero de ellos es el descenso de la altura de la barrera debido a la presencia de 
la capa húmeda y al campo magnético externo. El descenso refuerza 
considerablemente el tunelamiento de las partículas dentro de la región central 
de la barrera. El segundo factor se refiere a la diferencia entre las masas efectivas 
entre el electrón y el hueco que contribuye a la separación de las partículas, 
haciendo más probable el tunelamiento del electrón  que el del hueco. 
 
 
Se presentaron los resultados del cálculo de la distribución de carga en una 
heteroestructura con geometría similar a la de un anillo respecto a la presencia 
de un excitón.   
 
 
Se encontró que la región periférica del punto cuántico se carga negativamente y 
que la distribución de carga está caracterizada por un momento cuadrupolar 
negativo cuando el radio de la región central de la barrera es pequeño. La 
distribución de carga se hace positiva cuando el radio de la región central de la 
barrera se hace suficientemente grande. En este caso predomina el tunelamiento 
del electrón dentro de esta región, la carga negativa se localiza mayormente cerca 
de la unión interior, y el signo del momento cuadrupolar se hace positivo. La 
situación cambia notablemente en las heteroestructuras con el incremento del 
espesor de la capa húmeda. El formalismo desarrollado aplicado al modelo 
simplificado de un disco cuántico, que ignora los efectos de la capa húmeda, da 
resultados que están en concordancia con los obtenidos previamente por otros 
autores. 
 
 
El estudio del efecto de la morfología sobre la distribución de carga en los puntos 
cuánticos autoensamblados con un exciton atrapado, permitió calcular las 
funciones de onda del estado base y la energía del excitón en discos, lentes y 
conos cuánticos planos de In0.55Al0.45As/Ga0.65Al0.35As con diferente radios de la 
base, alturas y espesores de la capa húmeda. Se encontró una diferencia 
significativa entre las distribuciones del electrón y del hueco en la dirección de 
crecimiento del cristal debido a la diferencia entre sus masas. En estas 
condiciones, cuando la altura del punto cuántico es del orden de 2-3nm el 
tunelamiento del electrón ligero hacia la región de la barrera en la dirección de 
crecimiento del cristal es considerablemente mayor que el tunelamiento del 
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hueco. Como resultado la función de onda del electrón desborda en las regiones 
de la barrera encima y debajo de los puntos cuánticos mientras que el hueco 
permanece confinado mayormente en las proximidades del centro del punto 
cuántico proporcionando una separación considerable de las cargas positiva y 
negativa en dirección del crecimiento del cristal. La comparación de los 
resultados obtenidos para puntos cuánticos con diferente geometría muestra que 
la separación de las cargas en esta dirección es mayor en puntos cuánticos de 
forma angulada como el cono, seguido por la lente y luego por el disco. 
 
 
La separación electrón-hueco en el plano esta definida por la atracción entre ellos 
y por el confinamiento. Se encontró que el confinamiento en el plano es más 
fuerte en puntos cuánticos cuyo perfil sea más angulado y por consiguiente, la 
energía de enlace del exciton, que depende más fuertemente de la separación 
entre ellos en el plano que de la separación a lo largo de la dirección de 
crecimiento, es mayor en el cono que en la lente y en la lente es mayor que en el 
disco. Usando la relación de incertidumbre se derivó una fórmula para estimar 
las energías de enlace del excitón en puntos con forma similar a discos, lentes y 
conos, que están en concordancia con los cálculos numéricos realizados cuando 
el radio de la base es mayor que 20nm. 
 
 
Este compendio constituye la base para futuras investigaciones que tengan que 
ver con el análisis de puntos cuánticos de diversa morfología acoplados vertical y 
lateralmente, los cuales son muy promisorios en el ámbito de las 
telecomunicaciones y de la computación cuántica. 
 
 
En conclusión, se utilizó un procedimiento variacional para tratar el problema de 
pocas partículas confinadas en un punto cuántico autoensamblado el cual se 
pudo reducir a un problema similar en un espacio efectivo con dimensión 
fraccionaria variable. De esta manera este método puede ser aplicado para 
analizar las propiedades de cualquier sistema ligado (donadoras neutras y 
cargadas negativamente, aceptoras, excitones, triones, etc.), en diferentes tipos de 
heteroestructuras tales como, SLs, QWs, QWWs, QDs, y QRs. 
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ANEXO A. MÉTODO DE CÁLCULO DEL 

JACOBIANO PARA UN SISTEMA DE DOS 
PARTÍCULAS 

 
 
 
Partiendo de la definición de Jacobiano, dada por la ecuación (2.3.19) y teniendo 
en cuenta que la función de onda axial es simétrica, se encuentra que: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )∫ ∫

∫ ∫∫∫

−+−−+−∗

∗=
∞ ∞∞∞

π π

ϕϕρρρρδϕϕ

ρρρρρρ

2

0

2

0

2
212121

2
2

2
121

0 0
22

2
211

2
122

0
2

2
211

0
1

2
1

cos2

4

zzrdd

dzzZdzzZdRdRrJ
                                 (1) 

 
 
Luego de hacer el siguiente cambio de variable 
 

21
21 ;

2
ϕϕϕϕϕν −=

+
=                                                                                       (2) 

 
y utilizando la siguiente propiedad de la función delta de Dirac. 
 

( )( ) ( )
( ) rf

f
drf

≈

∫ ′
=−

0

2

0 0

1

ϕ

π

ϕ
ϕϕδ                                                                              (3) 

 
se encuentra que: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
∫

∫ ∫ ∫
∞

∞ ∞ ∞

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+−+
−Θ

−+−+−
∗

∗=

0 21

2
21

22
2

2
1

222
21

22
2

2
1

2
2

2
1

2
2
2

0 0 0
11

2
1222

2
2111

2
1

2
1

4

8

ρρ
ρρ

ρρρρ

ρρρρρρπ

zzrdz
zzr

zZ

dzzZdRdRrrJ
                     (4) 

 
donde Θ  es la función de Heaviside. 
 
 
La singularidad que se presenta en el denominador de la última integral no causa 
problema en la ecuación (4), debido a la función de Heaviside. Sin embargo, para 
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evitar dicha singularidad se realiza un tratamiento matemático formal, para 
poder solucionar numéricamente este Jacobiano. 
Con tal propósito se hace el siguiente cambio de variable: 
  

21
21 ;

2
zzzzzw −=

+
=                                                                                      (5) 

 
y el Jacobiano toma la forma: 
 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
∫

∫ ∫
∞

∞−

∞ ∞

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−+
−Θ

+−+−
∗

∗=

21

222
2

2
1

2222
2

2
1

2
2

2
1

0 0
222

2
2111

2
1

2
1

4

8

ρρ
ρρ

ρρρρ

ρρρρρρπ

zr

zr

dzzI

dRdRrrJ

                            (6) 

 
donde: 
 

( ) dwzwZzwZzI ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫

∞

22
2
2

0

2
1                                                                             (7) 

 
 
Luego de hacer la siguiente sustitución: 
 

22 zry −=                                                                                                   (8) 
 
se encuentra que: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫
− −

−−+−
=

r

r

ydyyG
yr

yrIyrI
rrJ

22

2222

8π                                                      (9) 

 
donde: 
 

( ) ( ) ( )
( )∫ ∫

∞

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+
−

−+−
=

0 21

22
2

2
1

222
2

2
1

2
2

2
1

222
2
2

111
2

1 2
1

4 ρρ
ρρ

θ
ρρρρ

ρρρ
ρρρ

y

y

dRdRyG                       (10) 

 
 
La ecuación (9) presenta una singularidad debida al límite superior de la integral, 
pero este inconveniente se soluciona haciendo el cambio de variable ( )θrseny = , con 
el cual la ecuación (9)  se transforma en: 
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( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∗−+=
2/

0

2 coscos16
π

θθθθθπ dsenrGsenrIrIrrJ                                      (11) 

 
Utilizando el hecho que en la ecuación (10) las variables 21 , ρρ  y y  son 
conmutables y teniendo en cuenta la condición impuesta por la función de 
Heaviside, la ecuación (10)  se convierte en: 
 

( ) ( ) ( )
( )∫∫

+

−

∞

−+−
=

y

y yy

dRdRyG
1

1
22

2
22

1
22

1

222
2
2

11
0

1
2

1

4

ρ

ρ ρρρ

ρρρρρρ                                                  (12) 

 
 
Como puede verse la ecuación (12) posee un par de singularidades en los límites 
de la última integral, la cual se denotará por ( )1ρQ . Cambiando adecuadamente 
los límites de integración ésta se puede descomponer en otras dos ( )11 ρQ  y ( )22 ρQ , 
así: 
 

2 2
1

1

1

2 2
1

2
2 1 1 1

1 1 2 2 2 2 2 2
1 1

2
2 1 1 1

2 1 2 2 2 2 2 2
1 1

( )( )
4 ( )

( )( )
4 ( )

y

y

y

y

R dQ
y y

R dQ
y y

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ ρ ρρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρρ
ρ ρ ρ

+

−

+

+

=
− + −

=
− + −

∫

∫
                                                            (13) 

 
 
Para resolver la integral ( )11 ρQ  se hace la siguiente sustitución: 
 

( ) yzy 1
2

1
2
2 2ρρρ =−−                                                                                     (14) 

 
 
De manera similar, para resolver la integral ( )22 ρQ  se hace la siguiente 
sustitución:  
 

( ) yzy 1
2

1
2
2 2ρρρ −=+−                                                                                  (15) 

 
 
Por lo tanto, la función ( )1ρQ se convierte en: 
 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

dz
zz

zyyRzyyR
Q ∫ −

−+++−++
=

1

0

1
22

1
2
21

22
1

2
2

1 22
1212 ρρρρ

ρ                           (16) 
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la cual presenta singularidad cuando xz = . Sin embargo, esta singularidad es 
evitable,  haciendo el cambio de variable 2xz = , que permite obtener: 
 

( ) ( )( ) ( )( )
dx

x

xyyRxyyR
Q ∫ −

−+++−++
=

1

0
2

2
1

22
1

2
2

2
1

22
1

2
2

1
2

1212 ρρρρ
ρ                        (17) 

 
donde se puede apreciar que la singularidad ha desaparecido por completo y por 
lo tanto no existe ningún problema para desarrollar esta integral. Así que la 
ecuación (12) se convierte en: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
dx

x

xyyRxyyR
dRyG ∫ ∫

∞

−

−+++−++
=

0

1

0
2

2
1

22
1

2
2

2
1

22
1

2
2

111
2

1
2

1212 ρρρρ
ρρρ        (18) 

 
 
Finalmente, se encuentra la siguiente expresión para el Jacobiano: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) dx
x
FFdRdsenrIrIrrJ RR∫ ∫∫

∞
−+

−

+
−+=

0

1

0
2111

2
1

2/

0

2

2
coscos16 ρρρθθθθπ

π

                 (19) 

 
donde: 
 

( ) ( )( )θρθρ rsenxrsenRFR 12 2
1

22
1

2
2 −±+=±                                                           (20) 

 
Como se puede ver, ahora no existe ningún problema de singularidad ni de 
comportamiento indefinido del Jacobiano. 
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ANEXO B. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE 
SCHRÖDINGER MEDIANTE EL MÉTODO DE 

BARRIDO TRIGONOMÉTRICO 
 
 
 
Consideremos, por ejemplo, la parte radial de la ecuación de Schrödinger en un 
espacio con Jacobiano ( )rJ , dada por: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0;0;0;)(1
=∞∞<∞<<=+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡− ψψψψψ rrErrV

dr
rdrJ

dr
d

rJ
         (1) 

 
 
Figura B1. Potencial de confinamiento 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
donde el potencial ( )rV  puede tener una forma arbitraria como la presentada en la 
Figura B1, el cual solo debe cumplir la única condición que debe existir un límite 
finito de este potencial para grandes valores de r:  
 

( ) 0lim VrV
r

=
∞→

.                                                                                                      (2) 

 
 
El Jacobiano ( )rJ  en la ecuación (1) debe cumplir dos condiciones:  
 

( ) αCrrJ
r 0→
→                                                                                                          (3) 
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( ) ( ) ( ) ∞<→=
∞→ 1' CrJrJrh

r
                                                                                 (4) 

 
 
El problema de Sturm-Liouville (1) se puede escribir en la forma: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0;0;0

);(;';0'''
=∞∞<∞<<

−===++
ψψ

ψψψ
r

rVErqrJrJrhrrqrrhr
                       (5) 

 
 
La función ( )rh  en la ecuación (4) según las propiedades (3) y (4) cumple las 
condiciones: 
 

( ) ( ) ∞<→→
∞→→ 10

; Crh
r

rh
rr

α
                                                                                    (6) 

 
 
La ecuación (5) tiene 2 problemas para los cálculos numéricos: 
 
1. La primera condición de frontera ( ) ∞<0ψ es difícil de utilizar en los cálculos 

numéricos. 
 
2. En el punto r = 0, se presenta una singularidad en el segundo término de la 

ecuación (2.5.5), es decir, ( ) ∞=0h , la cual se puede cancelar con el tercer 
término si ( ) ∞=0q  ó con la condición adicional ( ) 00' =ψ . En ambos casos en 
los cálculos aparecen dificultades debido a la necesidad que cerca del punto r 
= 0 se deben restar los números grandes en el primer caso y en el segundo 
caso se debe multiplicar un número grande por un número muy pequeño y los 
errores por redondeo se hacen muy grandes. 

 
 

Para evitar esta dificultad hacemos el siguiente cambio de variable: 
 

( ) ( ) ;2; αχψ == prrr p                                                                                   
 

Teniendo en cuenta que 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21

1

1'2''''
;''

++

+

++−=

−=
ppp

pp

rrpprrprrr
rrprrr

χχχψ
χχψ

                                     (2.1) 

 
la ecuación (2.1) se reduce a la siguiente: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ;1)(;2
;0'''

rhrpprVErurphrw
rrurrwr

−++−=−=
=++ χχχ

                                      (2.2) 
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con las condiciones de frontera: 

 
( ) ( ) 000 =∞= χχ ;                                                                                          (2.3) 

 
 

Nótese que la ecuación diferencial (2.2) tiene una ventaja esencial 
comparándola con la ecuación inicial (2.5.5), puesto que el coeficiente del 
segundo término en (2.2)   ( ) 02 →−→ rprrw α cuando 0→r  mientras que el 
coeficiente del segundo término en (2.5.5)  ( ) ∞→→ rrh α cuando 0→r . 

 
 

Como en el cálculo numérico no existe un punto en el infinito, tenemos que 
sustituir la segunda condición de frontera por otra en un punto 
suficientemente lejano el cual lo denotamos maxR . Entonces el problema de 
contorno (2.2) -(2.3)  puede escribirse como: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )rJrJrh

rhrpprVErurphrwrrr
RRrrrurrwr

p

'
;1)(;2

;0;00;0;0''' maxmax

=
−++−=−==

==<<=++

χψ
χχχχχ

                (2.4)  

 
 

La segunda condición de frontera se puede aproximar de manera diferente.  
Para grandes valores de r, ( ∞→r ), la ecuación (2.4) se puede resolver en una 
forma analítica, ya que según (2.5.6), ( ) 1Crw →  y como ( ) 0VErV −→ , la 
ecuación (2.4)  adquiere la forma: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0''' 01 =−++ rVErCr χχχ  

 
 

La solución de esta ecuación que se anula para ∞→r es: 
 

( ) ( ) ( ) 22;exp 1
2

10 CCEVggrAr −+−=−∝χ  
 
 

De aquí se puede concluir que cuando ∞→r se cumple la siguiente igualdad: 
 

( ) ( ) ( ) 22;;' 1
2

10 CCEVgrgrr −+−=∞→−→χχ                               (2.5) 
 
 

Este resultado se puede utilizar en lugar de la segunda condición de frontera 
en (2.4) y se puede formular el problema de contorno (2.4) en una forma 
diferente: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) 22;'

;1)(;2
;'

;00;0;0'''

1
2

10

maxmax

max

CCEVgrJrJrh

rhrpprVErurphrw
rrrgRR
Rrrrurrwr

p

−+−==

−++−=−=
=−=

=<<=++

χψχχ
χχχχ

                              (2.4a) 

 
 

Los problemas de contorno son similares, difieren sólo en las segundas 
condiciones de frontera. Por eso los algoritmos de solución de estos dos 
problemas también son similares. Para resolver los problemas de contorno 
(2.4) o (2.4a) utilizaremos coordenadas polares de Poincaré: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rrArrrAr ϑχϑχ sin';cos ==                                                       (2.6) 

 
 

Derivando la primera relación  y sustituyendo la expresión obtenida para la 
derivada ( )r'χ  en la segunda ecuación se obtiene: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ]1

cos
sin // += r

r
xrArA ϑ

ϑ
ϑ

                                                                       (2.7) 

 
 

Por otro lado sustituyendo las expresiones (2.6) en la ecuación (2.4) y 
utilizando la relación (2.7) entre A/(r) y A(r) se obtiene la ecuación diferencial 
para la función ( )rϑ : 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ϑϑϑϑϑ cossincossin 22/ rwrrurr ++−=                                         (2.8) 

 
 

Para encontrar la función A(r) hay que sustituir la expresión para la derivada  
(2.7) en (2.6) y realizar la integración: 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 10;sincossin1exp
0

2 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−= ∫ AdrrrwrrrurA
r

ϑϑϑ                 (2.9) 

 
 

Las condiciones de frontera para los problemas (2.4) y (.2.4a) pueden 
escribirse como: 

 
( ) ( ) Κ,3,2,1,2;20 max =−== nnR ππϑπϑ                                             (2.10) 

 
para el problema (2.4) y como 
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( ) ( ) ( ) ( ) Κ,3,2,1,tan;tan0 max =−−=−= nngaRga πϑϑ                              (2.11) 
 

para el problema (2.4a). Aquí n es el número del nivel, el estado base 
corresponde a n = 1, y el valor n – 1 da el número de los nodos de la parte 
radial de la función de onda.  

 
 

La ecuación diferencial (2.8) junto con la primera condición de las relaciones 
(2.10) y (2.11) definen un problema de Cauchy para la ecuación diferencial de 
primer orden, el cual puede resolverse numéricamente para cada valor del 
parámetro E nEE ≡  (la energía del nivel número n buscada) dado y esta 

solución puede considerarse como una función de dos variables ( )nEr,ϑϑ =  y 
entonces la segunda condición de frontera en las relaciones (2.10) y (2.11) 
lleva a la ecuación trascendente para la energía E: 

 
( ) nER n ππϑ −= 2,max                                                                                (2.12) 

 
para el problema de contorno (2.4) y 

 
( ) ( ) ngaER n πϑ −−= tan,max                                                                         (2.13) 

 
para el problema de contorno (2.4a). 

 
 

Con base en las fórmulas (2.8) - (2.12) se puede formular el siguiente 
algoritmo para encontrar la solución de la ecuación de Schrödinger (2.5.1): 

 
1. Se construye la función ( )Er,ϑ  como solución del problema de Cauchy 

(2.8)-(2.10), utilizando uno de los esquemas de Rounge-Kutta. 
2. Se resuelve ecuación trascendente (2.12) y se encuentra la energía del 

estado con nivel n, nE . 

3. Se calcula la función ( )rϑ como solución del problema de Cauchy (2.8)- 
(2.10), para el valor En encontrado. 

4. Se encuentra la función A(r) utilizando la formula (2.9). 
5. Se calcula la función ( )xψ  y su derivada ( )x'ψ  utilizando las siguientes 

relaciones: 
 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rsin
r
rAr';rcos

r
rAr ϑψϑψ == . 
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