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Resumen
Titulo: Un experimento de ensefianza para el fortalecimiento del pensamiento espacial: un

planteamiento a partir del uso de material manipulable y el software GeoGebra *
Autor: Felix Andrés Luna Chavarria (1), Carlos Eduardo Guerrero Cuy (2) ™

Palabras Clave: Pensamiento Espacial, Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje, Educacion

Matematica, Area, Perimetro, GeoGebra, Tangram, Primaria.

Descripcion: El presente trabajo de grado se enmarca en la Investigacion Basada en Disefio
(IBD) y tiene como proposito fortalecer el Pensamiento Espacial en estudiantes de grado
quinto de educacion bésica primaria, mediante el disefio, implementacion y analisis de una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA). Esta trayectoria articula recursos
manipulativos como el Tangram y herramientas digitales como el Software de Geometria
Dinamica GeoGebra, principios metodoldgicos del Aprendizaje Basado en Problemas (ABP)
y la Educacion Matematica Realista (EMR). La intervencion se llevo a cabo con cuatro
grupos de estudiantes de la Institucion Educativa José Elias Puyana (sede A), en
Floridablanca (Santander), y const6 de cinco sesiones orientadas a la comprension de los
conceptos de area y perimetro, incorporando ademads el uso del Teorema de Pick. La
recoleccion y analisis de datos se realizo mediante técnicas cualitativas como la observacion
directa, el andlisis de producciones estudiantiles, entrevistas, encuestas y rubricas analiticas.
Los resultados evidencian un avance significativo en los niveles de razonamiento geométrico
de los estudiantes (modelo de Van Hiele), una mayor diferenciacion conceptual entre area y
perimetro, y un uso mas argumentado del lenguaje geométrico. Se concluye que una THA
estructurada, contextualizada y apoyada en materiales concretos y tecnologia interactiva,
puede promover aprendizajes significativos y duraderos en geometria escolar, aportando

teoria 1til para la préactica docente y al desarrollo del pensamiento matematico.

" Trabajo de Grado
" Facultad de Ciencias Humanas. Escuela de Educacién. Licenciatura en Educacion Basica Primaria.
Directora: Juddy Amparo Valderrama Moreno. Doctora en Ciencias de la Educacion.
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Abstract

Title: A Teaching Experiment for Strengthening Spatial Thinking: An Approach Based on

the Use of Manipulative Materials and GeoGebra Software”
Author: Felix Andrés Luna Chavarria (1), Carlos Eduardo Guerrero Cuy (2) ™

Key Words: Spatial Thinking, Hypothetical Learning Trajectories, Mathematics Education,

Area, Perimeter, GeoGebra, Tangram, Primary School

Description: This undergraduate thesis is framed within the Design-Based Research (DBR)
methodology and aims to strengthen spatial thinking in fifth-grade primary school students
through the design, implementation, and analysis of a Hypothetical Learning Trajectory
(HLT). The trajectory integrates manipulative materials (such as the tangram), digital tools
(such as GeoGebra software), and pedagogical principles from Problem-Based Learning
(PBL) and Realistic Mathematics Education (RME). The intervention was conducted with
four student groups from the Jos¢ Elias Puyana School (Campus A) in Floridablanca,
Santander, Colombia, through five sessions focused on understanding the concepts of area
and perimeter, including the application of Pick’s Theorem. Data collection and analysis were
carried out using qualitative techniques such as direct observation, analysis of student
productions, interviews, surveys, and analytic rubrics. The results show a significant
improvement in the students’ geometric reasoning levels (based on the Van Hiele model),
greater conceptual differentiation between area and perimeter, and more structured use of
geometric language. It is concluded that a well-structured HLT, grounded in real-life contexts
and supported by concrete materials and interactive technology, can foster meaningful and
lasting learning in school geometry, while also contributing to the improvement of teaching

practices and the development of mathematical thinking.

* Degree Work
* Faculty of Human Sciences. School of Education. Bachelor’s Degree in Elementary Basic
Education. Director: Juddy Amparo Valderrama Moreno. Doctor in Education Sciences
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Introduccion

La ensefianza de la matematica en la educacion bésica primaria continua dependiendo
en gran medida del uso de libros de texto, lo cual limita la participacion de los estudiantes en
situaciones contextualizadas reales y de aplicacion; en la literatura se sefiala que, en muchas
instituciones, la geometria se ensefia mediante clases magistrales descontextualizadas, lo que
fomenta desconexion y actitudes negativas hacia el area. En la educacion matemadtica se
plantea el abordaje del pensamiento matematico, en Colombia el Ministerio de Educacion
Nacional [MEN] (1998, 2006) define que el pensamiento matematico encierra el desarrollo
de cinco pensamientos: numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional. Dichos
pensamientos se relacionan con cinco procesos y el contexto, tanto de la matematica como de
otras ciencias. Los Lineamientos Curriculares enfatizan en formular y resolver problemas;
modelar procesos y fenomenos de la realidad; comunicar; razonar; y formular, comparar y
ejercitar procedimientos y algoritmos y esta misma postura se ratifica en los estandares de
competencia. De igual manera, en la politica publica se destaca que la clase debe asumirse
como una comunidad de aprendizaje donde docentes y estudiantes interactuan para construir

y validar conocimiento.

Este trabajo se centra en el Pensamiento Espacial (PE) y Sistemas Geométricos
definido por el MEN (2006) como “el conjunto de los procesos cognitivos mediante los
cuales se construyen y se manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio,
las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones o
representaciones materiales” (p.61). Desde la perspectiva del desarrollo infantil, Piaget e
Inhelder (1956, 1960) sefialan que las concepciones espaciales iniciales de los nifios son

topoldgicas y, con la maduracién y la experiencia, se refinan progresivamente hasta
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comprender conceptos geométricos mas complejos; de esta manera, resalta la necesidad de
secuenciar adecuadamente las actividades para favorecer el paso desde la intuicion espacial
hasta el razonamiento formal. En respuesta, el presente trabajo de investigacion se enfoca en
como fortalecer el PE en estudiantes de educacion bésica primaria a través de intervenciones
de aula por medio de la aplicacién de Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (THA), las
cuales se alinean con las orientaciones de la politica educativa colombiana en cuanto a la

ensenanza de la matematica se refiere.

En la primera parte de este trabajo se formuld el problema de investigacion, se
contextualizo la situacion escolar, se identificaron las dificultades en torno al Pensamiento
Espacial y se establecieron los objetivos y la pregunta que gui6 el estudio. En el segundo
apartado se abordaron los fundamentos tedricos, antecedentes investigativos y conceptos
clave que dieron soporte a la propuesta, como el uso del tangram, el Teorema de Pick y el
software GeoGebra. Luego, se expuso el diseiio metodologico desde la Investigacion Basada
en Diseno (IBD), se describi6 la poblacion, el método de trabajo, las fases desarrolladas y
los instrumentos empleados para la recoleccion de informacion. En el cuarto capitulo se
present6 el analisis de los resultados obtenidos durante la implementacion de la Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje, destacando el progreso de los estudiantes. Finalmente, se

formularon las conclusiones.
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1. Planteamiento y formulacion del problema
1.1.Contextualizacion
En la vida cotidiana, las personas enfrentan situaciones que requieren competencias
numéricas como habilidades relacionadas con el espacio, la geometria y las relaciones
métricas, tal como lo menciona la Secretaria de Educacion Distrital [SED] (1999). Las
matematicas, por tanto, se constituyen en un saber presente en multiples contextos, lo que
hace necesario que, desde la escuela, se cimiente las bases conceptuales y procedimentales
que permitan usar las herramientas ofrecidas por la matematica para entender la naturaleza y

su realidad en contextos formales de la escuela.

La SED (1999) ejemplifica estas situaciones cotidianas al mencionar acciones como
calcular el tamafio que ocupardn los muebles en una vivienda, lo que implica considerar el
area disponible, estimar la distancia entre dos puntos o determinar, al parquear un vehiculo,
si el espacio es suficiente para maniobrar. En todos estos casos, el Pensamiento Espacial (PE)

resulta fundamental para la toma de decisiones y la resolucion de problemas.

El presente trabajo de investigacion se desarrolla en la Institucion Educativa Técnico
José Elias Puyana Sede A, ubicado en Floridablanca, Santander. Donde se evidencia, por
medio de la observacion en un primer momento, que los estudiantes en general, presentan
dificultades en el area de matematicas. Esto lleva a considerar que la presente investigacion

se enfoque en esta area con el fin de busca dar solucidn a dicha dificultas.

1.2. Situacion problematica
La importancia de un adecuado desarrollo del PE, particularmente desde la geometria,
radica en su aplicabilidad para resolver problemas en contextos reales. Godino (2006)

enfatiza que el estudio de las propiedades geométricas debe traducirse en la formalizacion de
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conocimientos propios de la geometria euclidiana, mientras que Piaget (citado por SED,
1999) plantea que el desarrollo de competencias geométricas en los nifios es progresivo, se
inicia en el nivel topoldgico hasta llegar a la comprension de propiedades euclidianas. Sin
embargo, en la practica escolar, este proceso no siempre se respeta, pues algunos docentes
continan la ensefianza bajo métodos tradicionales, es decir, se replican las formas en que
ellos mismos aprendieron, sin priorizar el desarrollo gradual de estas competencias.
Ademas, la ensefianza de las matematicas en muchas instituciones educativas no se ajusta de
manera coherente a los lineamientos del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998,
2006), que establecen, entre otros propositos, el desarrollo de habilidades para resolver
problemas de la vida cotidiana, utilizar un lenguaje simbdlico y numérico, aplicar
procedimientos y algoritmos pertinentes, potenciar el razonamiento y la visualizacion, y
fomentar actitudes de aprecio y confianza hacia las matematicas. No obstante, se observa
que, en numerosos casos, el aula se convierte en un espacio donde se trabajan estrategias
generales, sin lograr un aprendizaje significativo de los pensamientos matematicos, en

particular del Pensamiento Espacial.

Ante esta situacion observada surge la duda de ;Qué caracteristicas debe tener una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para fortalecer el Pensamiento Espacial utilizando el
Teorema de Pick, a partir de intervenciones basadas en el ABP, en estudiantes de quinto grado

de la Institucion Educativa José Elias Puyana, sede A?

1.3. Delimitacion
En este contexto, se reconoce la necesidad de que los docentes integren en sus

planeaciones actividades que vinculen los cinco pensamientos matematicos, con énfasis en
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el PE y en los procesos que este involucra. Por ello, el presente proyecto se plantea como una
propuesta de Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) para estudiantes de grado quinto
de la Institucion Educativa José Elias Puyana, sede A, fundamentada en el enfoque de
Aprendizaje Basado en Problemas (ABP). La propuesta integra el uso del Teorema de Pick,
el Tangram y herramientas digitales como GeoGebra, con el objetivo de favorecer la
comprension de conceptos geométricos como el drea y el perimetro.
Este disefio se alinea con los Estdndares Basicos de Competencias del MEN (2006) para el
segundo grupo de grados (cuarto y quinto) y con el curriculo institucional vigente. Participan
en el proceso el investigador, el/la docente titular y los estudiantes seleccionados como

muestra.

1.4. Justificacion

El Pensamiento Espacial (PE) constituye una habilidad necesaria dentro de la formacion
matematica, ya que permite representar, analizar y comprender relaciones entre figuras,
posiciones, dimensiones y estructuras en el espacio. A pesar de su relevancia, en la practica
escolar este tipo de pensamiento suele ser relegado, o tratado superficialmente, lo que reduce
las oportunidades de los estudiantes para desarrollar competencias espaciales solidas. Zapata
(2014; como se cita en Gonzales, 2022) advierte que en muchas instituciones el PE ha venido
perdiendo protagonismo, minimizdndose sus conceptos y representaciones, lo que genera
ambigiiedad y desconocimiento entre los estudiantes. La investigacion cualitativa de
Gonzéles muestra que la ensefianza de la geometria se realiza a través de clases magistrales

descontextualizadas, fomentando la desconexion y actitudes negativas hacia el area.

Ante esta problematica, el presente proyecto plantea una intervencion didéctica orientada

al fortalecimiento del PE en estudiantes de grado quinto, a través del disefio y aplicacion de
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una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA). Esta trayectoria integra actividades
secuenciadas que articulan el Teorema de Pick, material manipulativo como el Tangram y
herramientas digitales como GeoGebra, favoreciendo una comprension visual, concreta y

tecnoldgica de los conceptos de area y perimetro.

La investigacion presenta relevancia social, académica y practica. De acuerdo con
Quitano (2024), en el plano social, potenciar el PE ayuda a que los futuros ciudadanos
comprendan y utilicen mapas, planos y otras representaciones espaciales, lo que les permite
orientarse y resolver problemas cotidianos relacionados con el espacio. Desde la perspectiva
académica, la literatura muestra que el entrenamiento en visualizacion y razonamiento
espacial mejora el desempefio en matematicas y ciencias, y que estas habilidades predicen el
éxito en campos STEM; ademas, la geometria desarrolla el razonamiento deductivo, la
creatividad y la perseverancia. A nivel practico, incorporar actividades manipulativas (como
el tangram, el geoplano y herramientas digitales) facilita que los estudiantes transiten del
reconocimiento de formas a la identificacion de sus propiedades, construyan vocabulario

geométrico y vivan experiencias inclusivas y participativas.

La propuesta se fundamenta en los Estandares Basicos de Competencias del MEN (20006),
que promueven procesos como la formulacion y resolucion de problemas, la modelacion, la
comunicacion y el razonamiento matematico. Para su implementacion, se adopta el
Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) como metodologia activa, lo que permite que los
estudiantes asuman un rol protagonico, trabajen de manera colaborativa y desarrollen sus

habilidades espaciales a partir de situaciones contextualizadas.

Desde el punto de vista metodoldgico, la investigacion se enmarca en la Investigacion

Basada en Disefio (IBD), enfoque que, segin Cobb et al. (2003), posibilita el desarrollo de
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teorias educativas a partir del analisis sistematico de intervenciones en contextos reales de
aula. Este método implica un proceso ciclico de disefo, experimentacion y ajuste, lo que
permite mejorar de manera continua las secuencias didacticas y comprender en profundidad

coémo se desarrollan los procesos de ensefianza-aprendizaje.

En este sentido, la investigacion es pertinente porque:

» Parte de un diagnostico sobre los conocimientos previos de los estudiantes en relacion

con area y perimetro.

» Propone una secuencia de actividades intencionada, fundamentada y contextualizada.

» Aporta elementos para el disefio de THA que fortalezcan el PE en la educacion basica

primaria.

Finalmente, se espera que los resultados contribuyan tanto a la mejora de las practicas
docentes como al campo investigativo en educacion matematica, de manera que ofrece
estrategias concretas y tedricamente fundamentadas para el fortalecimiento del Pensamiento

Espacial y numérico en estudiantes de primaria.

1.5.0bjetivos

1.5.1. Objetivo general
Conjeturar una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje orientada al fortalecimiento
del Pensamiento Espacial en estudiantes de grado quinto de la Institucion Educativa José
Elias Puyana, sede A, mediante el uso de material manipulativo como el Tangram y
tecnologico como el Software GeoGebra, a partir de intervenciones basadas en el

Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) y el juego como estrategia Pedagogica.
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1.5.2. Objetivos especificos

Diagnosticar los conocimientos previos de los estudiantes de grado quinto en relacion

con los conceptos de area y perimetro.

e Implementar la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje disefada, integrando el

Teorema de Pick, el Tangram y GeoGebra en actividades basadas en ABP.

e Analizar el desempefio y las estrategias de los estudiantes durante la implementacion

de la THA.

e Describir los elementos clave que debe contener una Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje mejorada para fortalecer el Pensamiento Espacial en el contexto de la

educacion basica primaria.

1.6. Pregunta de investigacion
(Qué caracteristicas debe tener una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje que
fortalezca el Pensamiento Espacial utilizando el Teorema de Pick, a partir de intervenciones
basadas en el ABP, en estudiantes de quinto grado de la Institucion Educativa José Elias

Puyana, sede A?
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2. Aproximacion teorica.

La presente seccion expone los fundamentos empiricos, teoricos y conceptuales que
sustentan esta investigacion. En primer lugar, se presentan los antecedentes mas relevantes,
clasificados en tres niveles —internacional, nacional y local—, con el fin de contextualizar
los hallazgos previos y evidenciar vacios que justifican la propuesta. Posteriormente, se
desarrolla el marco teorico, el cual profundiza en los conceptos clave y enfoques
metodoldégicos que orientan el estudio: el Pensamiento Espacial (PE), las trayectorias
hipotéticas de aprendizaje (THA), el Teorema de Pick, el tangram como recurso didactico y
el uso del software GeoGebra en la ensefianza de la geometria. Seguidamente, se presenta el
marco conceptual, donde se definen los términos esenciales para la comprension del
problema y de la propuesta didactica, finalmente, se evidencia el marco legal, donde se

consignan las normativas bajo las que se realiz6 el presente trabajo de investigacion.

Estos apartados no solo cumplen una funcidn descriptiva, sino que ademas establecen
un puente entre la teoria y la practica. El PE se concibe como un eje transversal del
pensamiento matematico, mientras que las THA ofrecen una guia estructurada para el
aprendizaje progresivo. El Teorema de Pick, el tangram y GeoGebra se integran como
herramientas complementarias que facilitan la comprension de nociones geométricas como
el area y el perimetro, y que permiten articular lo concreto, lo visual y lo tecnoldgico en el
aula. En conjunto, estos elementos fundamentan la intervencion pedagdgica propuesta y la
alinean con los principios de metodologias activas como el Aprendizaje Basado en Problemas

(ABP).
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2.1. Antecedentes de la investigacion

La revision de antecedentes se centra en investigaciones cuyo propdsito es
comprender los procesos de ensefianza y aprendizaje del area y el perimetro, el desarrollo del
Pensamiento Espacial y la incorporacion de recursos manipulativos y tecnoldgicos en el aula.
A partir de este andlisis, los hallazgos se organizan en tres niveles —internacional, nacional
y local— con el fin de ofrecer una vision amplia y contextualizada del estado actual del
conocimiento, identificar vacios y sustentar la pertinencia del estudio. Esta revision permite
reconocer como distintas propuestas didacticas, entre ellas las Trayectorias Hipotéticas de
Aprendizaje (THA) y metodologias propias de la Investigacion Basada en Disefio (IBD),
orientan transformaciones significativas en la ensefianza de la geometria y del pensamiento

matematico en general.

2.1.1. Nivel internacional

En el contexto internacional, multiples investigaciones destacaron el potencial de las
tecnologias dindmicas y los materiales manipulativos para favorecer el aprendizaje
geométrico. Diaz-Nunja, Rodriguez-Sosa y Lingan (2018) desarrollaron un estudio
cuasiexperimental en Lima y emplearon GeoGebra como herramienta principal. Durante
once sesiones, los estudiantes interactuaron con representaciones dindmicas que les
permitieron visualizar transformaciones, explorar propiedades geométricas y validar
conjeturas. Los resultados mostraron mejoras sustanciales en el razonamiento matematico, la
comunicacion y la resolucion de problemas, asi como un aumento en la motivacion y el
compromiso académico. Esto evidencié que los entornos digitales no solo fortalecieron la
comprension conceptual, sino que también influyeron en variables afectivas que facilitaron

la participacion y el aprendizaje autdbnomo.
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Jiménez-Gestal y Blanco Nieto (2017) incorporaron el Teorema de Pick como
herramienta para promover el descubrimiento guiado en la formacioén inicial docente. Al
trabajar con el geoplano, los participantes construyeron, analizaron y compararon figuras
poligonales sobre una malla de puntos, lo que facilité el razonamiento inductivo y la
formulacion de la expresion del teorema. Aunque el estudio mostr6 avances en visualizacion
y argumentacion, se evidenciaron dificultades relacionadas con la precision en el lenguaje
formal, lo que resaltd la necesidad de fortalecer los procesos de comunicacion matematica

en las propuestas de ensefianza de la geometria.

Por su parte, Fernandez, B. (2009) analiz6 diversos recursos manipulativos —entre
ellos el tangram, el geoplano y el libro de espejos— como herramientas para ensefiar
geometria en educacion primaria. La autora describié el tangram como un material que
permite construir y comparar poligonos y estudiar relaciones de area y perimetro; propuso
actividades en las que los alumnos crean tridngulos, trapezoides y cuadrados con diferentes
combinaciones de piezas para reconocer figuras y sus propiedades. También explico que el
geoplano, un tablero punteado, favorece la construccion de poligonos, la medida de areas y
perimetros y el andlisis de simetrias. Por ultimo, presento6 el libro de espejos (dos espejos
unidos por uno de sus lados) como un recurso para investigar simetrias, angulos y poligonos
regulares; los estudiantes pueden crear frisos, fractales, poliedros y explorar ejes de simetria
y angulos interiores. Fernandez concluy6 que estos materiales son féciles de usar, fomentan
la visualizacion y ayudan a los nifios a avanzar desde el reconocimiento visual de las formas
hasta la identificacion de sus propiedades, ampliando su vocabulario geométrico y generando

ambientes de aprendizaje activos y conectados con el patrimonio cultural
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De manera mas reciente, Castro Castro (2025) diseiid una THA para la ensefianza de
ecuaciones trigonométricas con infinitas soluciones, con base en los principios de la
Investigacion Basada en Disefio. Su estudio mostré que la combinacion de tareas
contextualizadas, recursos digitales y ciclos iterativos de andlisis promovi6 la transicion
desde razonamientos intuitivos hacia formas mas estructuradas de argumentacion formal.
Este trabajo demostrd la versatilidad del enfoque THA para abordar distintos campos

matematicos, lo que reafirmé su pertinencia como marco de disefio instruccional.

Finalmente, Moreno Gatica (2023) explor6 el uso del tangram como recurso didactico
a través de talleres secuenciales que transitaron de lo concreto a lo abstracto en educacion
basica y media. Sus resultados mostraron avances en la visualizacién espacial, en la
interpretacion de areas compuestas y en el trabajo colaborativo. La investigacion destaco que
la manipulacion, la experimentacion dirigida y la reorganizacion de piezas geométricas
fortalecieron la comprension del espacio y permitieron establecer conexiones entre

representaciones fisicas, graficas y simbdlicas.

De manera conjunta, estas investigaciones internacionales confirmaron que la
combinacion de herramientas digitales, recursos manipulativos y metodologias activas
constituyen un camino solido para transformar la ensefianza de la geometria, apoyar el
desarrollo del Pensamiento Espacial y favorecer aprendizajes duraderos. Estos aportes
sustentaron las decisiones metodologicas adoptadas en la presente investigacion,

especificamente la integracion del tangram, GeoGebra y la estructura de THA.

2.1.2. Nivel nacional
En Colombia, los estudios recientes profundizaron en la ensefianza del area, el

perimetro y las habilidades espaciales mediante recursos didéacticos manipulativos y
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digitales. Maz-Machado, Argudo y Rodriguez (2018) disefiaron una propuesta basada en el
tangram para diferenciar los conceptos de area y perimetro. Los resultados mostraron que los
estudiantes reconocieron la independencia entre forma y magnitud, y comprendieron que
figuras con igual superficie podian tener contornos distintos. Este hallazgo result6 relevante,
pues permitié consolidar la nocion de drea como medida de recubrimiento y la de perimetro

como medida de borde, ambas dificultades frecuentes en la educacion basica.

Anaya, Coavas, Ruiz y Silgado (2022) implementaron una secuencia centrada en el
Teorema de Pick desde los principios de la Educacion Matematica Realista (EMR). Su
estudio demostré que la combinacion de actividades contextualizadas, manipulativas y
digitales favorecid la construccion inductiva de la formula del teorema, fortalecio el
razonamiento geométrico y promovié el uso de argumentos basados en relaciones entre

puntos, segmentos y areas.

Argota Ebrat (2021), desde un enfoque constructivista, investigd el Pensamiento
Espacial en segundo grado mediante el tangram fisico e interactivo. Su propuesta permitid
que los estudiantes identificaran formas, orientaran piezas, describieran direcciones y
reconocieran relaciones entre figuras, habilidades fundamentales para el desarrollo de los

niveles iniciales de Van Hiele.

En un nivel més avanzado, Aldana y Pérez (2024) emplearon GeoGebra para abordar
la visualizacion tridimensional y las relaciones espaciales en estudiantes de quinto grado.
Este entorno interactivo les permiti6 manipular objetos geométricos, aplicar
transformaciones y analizar vistas multiples, lo que facilitd procesos de abstraccion y

comprension de estructuras espaciales complejas.
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Otras contribuciones relevantes incluyeron el trabajo de Gonzalez Vargas (2021),
quien combind GeoGebra con proyectos de Aprendizaje Basado en Proyectos para mejorar
la comprension geométrica en estudiantes con dificultades. Su estudio evidencid que el uso
de tecnologias interactivas incrementd la autoconfianza, redujo la ansiedad matematica y

promovid una mayor disposicion hacia el aprendizaje.

Gonzales (2022) identificé debilidades pedagdgicas en instituciones rurales asociadas
con la ausencia de recursos didacticos y el predominio de practicas memoristicas.
Finalmente, Bocanegra Gonzilez y Devia Avila (2019) desarrollaron una THA orientada a la
generalizacion geométrica, en la que integraron material manipulativo y GeoGebra. Su
estudio mostr6 que los estudiantes avanzaron desde observaciones empiricas hacia la
formulacion de propiedades generales, lo que evidencid la pertinencia del enfoque THA para

promover aprendizajes profundos y articulados.

En conjunto, estos antecedentes nacionales reforzaron la validez de metodologias
activas, el uso de tecnologias dindmicas y la estructuracion de secuencias didacticas guiadas
como estrategias efectivas para fortalecer el Pensamiento Espacial, en coherencia con los

propositos del presente trabajo.

2.1.3. Nivel local
A nivel local, las investigaciones realizadas en Bucaramanga y su 4rea metropolitana
reflejaron un creciente interés por mejorar los procesos de ensenanza de la geometria
mediante metodologias activas y el apoyo de recursos tecnoldgicos. Chanaga, S. (2017)
implementaron una secuencia did4ctica basada en el modelo de Van Hiele con estudiantes de

sexto grado, y observaron avances desde la visualizacion hacia el andlisis estructural de las
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figuras. Ademas, evidenciaron una mayor motivacion estudiantil y un fortalecimiento en el

uso del lenguaje geométrico.

Por su parte, Moreno Jaimes (2024) desarrolld un analisis documental en el que
destaco la importancia del Pensamiento Espacial en primaria y propuso siete habilidades
espaciales esenciales que deberian integrarse de forma transversal en los cinco pensamientos
matematicos. Su estudio subrayo la necesidad de construir un curriculo més explicito y
articulado, que permitiera a los estudiantes transitar de lo concreto a lo abstracto mediante el

uso de recursos manipulativos, tareas contextualizadas y tecnologias interactivas.

Estos aportes locales coincidieron en la urgencia de fortalecer el Pensamiento
Espacial desde los primeros grados y justificaron la propuesta de esta investigacion, que
integré material concreto, herramientas digitales y el disefio de una Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje para abordar conceptos fundamentales como el area y el perimetro. Ademas,
reforzaron la importancia de considerar el contexto institucional y las caracteristicas de la
poblacion estudiantil como elementos clave en el disefio e implementacion de propuestas

didacticas pertinentes y efectivas.

Con el fin de sintetizar y comparar los principales aportes identificados en la revision
de antecedentes, se presenta un cuadro resumen (Apéndice A) que organiza la informacion
segun el nivel geografico (internacional, nacional y local). En él se recogen los datos
esenciales de cada investigacion, incluyendo autor(es), afio, titulo del estudio, metodologia,
poblacion o muestra, principales hallazgos y su relacion con la presente investigacion. Esta
sintesis permite visualizar de manera ordenada las tendencias, enfoques metodologicos y
resultados relevantes, facilitando la identificacion de wvacios y oportunidades que

fundamentan el desarrollo de la propuesta planteada.
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Los antecedentes revisados muestran coincidencias: el uso de materiales concretos y
tecnoldgicos facilita la transicion de los estudiantes entre diferentes niveles de razonamiento,
fortalece la motivacion y genera aprendizajes mas significativos. Sin embargo, persisten
vacios en torno a la integracion sistemadtica de estos recursos en propuestas didacticas
estructuradas, particularmente en el nivel de educacion bésica primaria. En este sentido, se
identifica la necesidad de disefar Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje que articulen
recursos manipulativos, tecnoldgicos y contextuales, con el proposito de favorecer el

desarrollo progresivo del Pensamiento Espacial.

2.2. Marco teorico
El marco teodrico de esta investigacion recoge los conceptos, enfoques y modelos que
sustentan la propuesta didactica. Los apartados que se presentan a continuacion fueron
seleccionados por su relevancia directa con los objetivos del estudio y por constituir los ejes
que articulan la intervencion pedagogica: Pensamiento Espacial, Trayectorias Hipotéticas

de Aprendizaje, Teorema de Pick, Tangram y GeoGebra.

Cada uno de estos elementos aporta perspectivas y recursos complementarios que,
integrados, permiten disefiar experiencias de aprendizaje significativas y alineadas con

metodologias activas como el Aprendizaje Basado en Problemas (ABP).

2.2.1. Pensamiento Espacial
El Ministerio de Educacién Nacional (MEN, 1998, 2006) incluye el Pensamiento
Espacial (PE) como uno de los cinco pensamientos que conforman el Pensamiento
Matematico, junto con el numérico, métrico, aleatorio y variacional. E1 PE se compone de la
geometria, la orientacion espacial y la visualizacion, y se considera esencial para el desarrollo

del pensamiento cientifico y la resolucion de problemas cotidianos.
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De acuerdo con los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998), el PE aporta
herramientas para enfrentar situaciones que implican ubicacion, orientacion y distribucion de
objetos en el espacio, y debe desarrollarse de forma progresiva, desde experiencias concretas
hasta representaciones abstractas. La National Council of Teachers of Mathematics (NCTM,
2000) destaca su utilidad para interpretar mapas, planificar rutas o disefiar planos.
El MEN (2006) define el PE como “el conjunto de procesos cognitivos mediante los cuales
se construyen y manipulan representaciones mentales de objetos del espacio, sus relaciones,
transformaciones y diversas traducciones a representaciones materiales” (p. 61). Este
desarrollo implica una transicion desde un espacio sensoriomotor —basado en manipulacion
y desplazamientos— hacia un espacio conceptual en el que se razona y predicen resultados

a partir de la manipulacion mental de objetos.

En este sentido, el PE no solo es un contenido de la geometria escolar, sino una
competencia transversal que potencia el aprendizaje de otras areas y que, en el contexto de
esta investigacion, es la base para el disefio de actividades que integran recursos

manipulativos y tecnoldégicos.

Ademas de su definicion conceptual, el PE incluye un conjunto de competencias
especificas que orientan el desarrollo geométrico en la educacion basica. Los Estandares
Baésicos de Competencias del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2006) establecen que
los estudiantes de cuarto y quinto grado deben comparar y clasificar objetos tridimensionales
y figuras bidimensionales, reconocer sus componentes —caras, lados, vértices y angulos—;
identificar y representar angulos en situaciones estaticas y dindmicas; utilizar sistemas de
coordenadas para ubicar puntos y describir relaciones espaciales; reconocer y justificar

relaciones de congruencia y semejanza; construir y descomponer figuras y solidos a partir de
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condiciones dadas; y formular y verificar conjeturas sobre transformaciones en el plano.
Estas competencias muestran que el PE no se limita a la identificacion intuitiva de figuras,
sino que exige procesos cognitivos como la visualizacion, la organizacion espacial, la
coordinacioén de perspectivas y la argumentacion geométrica. En esta investigacion, dichas
competencias sustentan la necesidad de proponer actividades que articulen experiencias
concretas con procesos de abstraccion progresiva, de modo que los estudiantes avancen desde
una exploracion perceptiva hacia formas de razonamiento geométrico mas analiticas, propias
de los niveles superiores del modelo de Van Hiele. La THA disefiada responde a estos
lineamientos, pues promueve el desarrollo de habilidades como la representacion espacial, la
descomposicion y recomposicion de figuras, la interpretacion de coordenadas y la
identificacion de relaciones geométricas, competencias que fundamentales para fortalecer el

Pensamiento Espacial.

2.2.2. Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (THA)

Las THA son propuestas didacticas que describen rutas de aprendizaje previstas para
que los estudiantes alcancen un determinado nivel de comprension en un dominio especifico
(Clements y Sarama, 2004). Segiin Simon y Tzur (2004), una THA se construye anticipando
los logros esperados y los posibles obstaculos, y se adapta de forma flexible a la diversidad

de perfiles estudiantiles.

Sus elementos principales, segun Simén (1995), son: la meta de aprendizaje, que
define el objetivo final; las tareas de aprendizaje, que son las actividades disefiadas para
alcanzar esa meta; y el proceso de aprendizaje hipotético, que describe como se espera que
los estudiantes progresen. Estos componentes son interdependientes y requieren monitoreo y

ajustes constantes durante la implementacion (Latorre et al., 2010).
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El disefio de una THA implica seleccionar un enfoque tedrico, identificar el concepto
matematico central, revisar investigaciones y materiales curriculares, y planificar actividades

que partan del conocimiento previo del estudiante (Simon, 2014).

En este estudio, la THA integra el Teorema de Pick, el tangram y GeoGebra, siguiendo
una secuencia que va de lo concreto a lo visual y de alli a la formalizacion, en coherencia con

principios de la Educacion Matematica Realista y metodologias activas como el ABP.

Ademas de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA), que es un instrumento
para planificar el aprendizaje de conceptos matematicos desde las concepciones previas del
estudiante y se compone de una meta de aprendizaje, un conjunto de tareas y un proceso de
aprendizaje hipotético, se diferencian otras tres variantes. La Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje preliminar (THAp) es una version inicial que se disefia antes de la
implementacion en el aula; su elaboracion exige definir un enfoque tedrico, seleccionar la
meta y el concepto matematico, revisar investigaciones relacionadas y analizar materiales
curriculares. Tras la intervencion, se observa la Trayectoria Real de Aprendizaje (TRA), que
corresponde al recorrido efectivo seguido por los estudiantes durante la implementacion y se
infiere a partir de evidencias empiricas, ya que el aprendizaje real no puede medirse de
manera directa. La comparacion entre la THA prevista y la TRA permite detectar ajustes. De
este proceso iterativo surge la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje mejorada (THAm), una
version revisada que incorpora las modificaciones necesarias para responder a las
limitaciones observadas; en investigacion basada en disefio se recomienda realizar
microciclos de mejora durante la intervencion en lugar de esperar al final, y estudios recientes
han evidenciado la necesidad de afiadir preguntas que fomenten la reflexion sobre la relacion

actividad—efecto en un nuevo ciclo de THA. Asi, estas cuatro trayectorias constituyen un
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ciclo dinamico de planificacion, implementacion, evaluacion y mejora que guia el disefio

didactico y la investigacion en educacion matematica.

2.2.3. Teorema de Pick
El Teorema de Pick, propuesto por George Pick en 1899, establece que el area de un
poligono simple cuyos vértices estan en los puntos de una reticula cuadrada puede calcularse

mediante la féormula;:

; B
Area=1+5—1

donde A es el area, I es el nimero de puntos interiores al poligono y B el nimero de puntos

situados sobre su borde.

Jiménez-Gestal y Blanco Nieto (2017) menciona: “Encontrar la expresion dada por
G. Pick es un pretexto para que experimentéis una forma diferente de trabajar la Geometria
escolar” (p. 13). Este teorema es de gran valor didactico porque permite vincular la
visualizacion geométrica con el conteo y el razonamiento algebraico, favoreciendo el transito
entre representaciones concretas y abstractas. Ademas, fomenta procesos de formulacion de
conjeturas, verificacion y generalizacion, en linea con el desarrollo del Pensamiento Espacial

y geométrico.

En esta investigacion, el Teorema de Pick se incorpora como herramienta para abordar
el calculo de éareas y perimetros de manera visual y manipulativa, antes de pasar a

procedimientos formales.
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2.2.4. Educacion Matematica Realista (EMR)

Enfoque La Educacion Matematica Realista (EMR) es un enfoque didactico originado
en Holanda bajo la influencia de Hans Freudenthal, que propone ensefiar las matematicas
partiendo de contextos reales y significativos para el estudiante. En la EMR se concibe la
matematica como una actividad humana que los alumnos reinventan guiados por el docente,
en lugar de recibir conocimientos acabados. Esto implica presentar problemas en situaciones
de la vida cotidiana que los estudiantes puedan imaginar y comprender, de modo que apliquen
su sentido comun y estrategias informales para resolverlos. Los contextos utilizados no son
meros adornos del problema, sino parte esencial del proceso: las matematicas emergen como
herramientas para decodificar y organizar dichas situaciones. De esta manera, el
conocimiento matematico se construye de forma progresiva y conectada con la realidad
(Freudenthal, 1991; Bressan & Zolkower, 2012). Un principio central de la EMR es la
matematizacion progresiva, distinguida en dos tipos: horizontal (del mundo real al lenguaje
matematico) y vertical (dentro del propio mundo matematico, refinando y formalizando
ideas) (Treffers, 1987, citado en Bressan & Zolkower, 2012). El estudiante, entonces, transita
desde situaciones concretas hacia niveles mas formales de razonamiento matematico a través

de una serie de niveles de comprension.

Gravemeijer (1994, 2002) identificod cuatro niveles en el proceso de aprendizaje
dentro de la EMR, los cuales describen como las representaciones o modelos de los
estudiantes evolucionan desde lo concreto hacia lo abstracto. Estos niveles —situacional,
referencial, general y formal—no son etapas rigidas, pero constituyen referentes para entender

la transicion de un modelo de una situacion especifica a un modelo para el razonamiento
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matematico general. A continuacion, se describen cada uno de estos niveles, junto con un

ejemplo sencillo en el contexto de la ensefianza basica:

Nivel situacional: La actividad matematica esta anclada en un contexto concreto y
familiar. El estudiante resuelve el problema apoyandose en conocimientos informales del
contexto, sin emplear aun representaciones abstractas (Gravemeijer & Doorman, 1999).
Ejemplo: si se plantea calcular el perimetro de un jardin escolar, en este nivel el alumno
podria caminar alrededor del jardin con una cinta métrica para medirlo, utilizando la situacion

real para obtener la medida aproximada.

Nivel referencial (modelo de): Aparece una representacion que modela la situacion
contextual original, permitiendo avanzar hacia cierta abstraccion, pero todavia ligada al
contexto especifico (Gravemeijer, 1999). El estudiante emplea dibujos, esquemas o material
manipulativo que representan el problema concreto y le ayudan a describir o comunicar la
solucion. Ejemplo: dibujar un esquema del jardin con sus medidas para calcular el perimetro;

el dibujo actia como un modelo que refleja la situacion real medida previamente.

Nivel general (modelo para): El modelo deja de estar vinculado exclusivamente al
contexto original y adquiere un caracter mas general o abstracto. El estudiante puede usar su
esquema o método para razonar en situaciones diferentes a la inicial, evidenciando un salto
hacia la generalizacion (Freudenthal, 2006). Se desarrolla un lenguaje mas formal y
estrategias que sirven para resolver una variedad de problemas analogos, sin depender del
contexto concreto. Ejemplo: utilizar una formula general (como P = I-+1+1+1 para el perimetro
de un rectangulo que permite calcular el perimetro de cualquier figura rectangular, no solo el

jardin original, aplicando asi el modelo a nuevos casos.
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Nivel formal: El razonamiento es completamente abstracto y simbolico,
prescindiendo de ayudas contextuales o modelos concretos. El estudiante opera con
definiciones, propiedades matemadticas y notacion convencional de manera auténoma
(Gravemeijer, 1994). Se alcanza un pensamiento matematico formal en el que las
conclusiones se apoyan en argumentos tedricos mas que en la experiencia directa. Ejemplo:
deducir mentalmente el perimetro o el 4rea de una figura compleja aplicando propiedades
geométricas y teoremas, sin necesidad de dibujar la figura, es decir, trabajando directamente

con el lenguaje algebraico o geométrico formal

2.2.5. Tangram como recurso didactico
El tangram es un rompecabezas de origen chino compuesto por siete piezas
geométricas llamadas tans que pueden formar multiples figuras. Su uso en educacioén
matematica ha demostrado ser eficaz para promover la visualizacion, la orientacion espacial,
la descomposicion y composicion de figuras, asi como el reconocimiento de propiedades

geométricas (Moreno Gatica, 2023; Argota Ebrat, 2021).

El trabajar con el tangram permite abordar conceptos de area, perimetro, fracciones y
simetrias, fomentando la manipulacion activa y el aprendizaje basado en la exploracion y el
descubrimiento. Ademas, su versatilidad lo hace aplicable en distintos niveles educativos y

adaptable a contextos tanto fisicos como digitales.

En el marco de este estudio, el tangram se emplea como puente entre la manipulacion
concreta y la representacion grafica, facilitando la comprension de relaciones métricas y

espaciales.
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2.2.6. GeoGebra como medio para potenciar el Pensamiento Espacial
GeoGebra es un software de geometria dindmica que integra algebra, geometria,
estadistica y célculo en un mismo entorno interactivo. Su potencial didactico radica en la
posibilidad de manipular objetos y observar en tiempo real como cambian sus propiedades,
lo que facilita la visualizacion, la exploracion de patrones y la validacion de conjeturas

(Aldana y Pérez, 2024; Diaz-Nunja et al., 2018).

El uso de GeoGebra favorece la transicion de lo concreto a lo abstracto, permite
representar multiples perspectivas de un mismo objeto y fomenta el aprendizaje activo y
autonomo. Ademads, promueve el trabajo colaborativo y el desarrollo de competencias

tecnologicas, cada vez més necesarias en la educacion actual.

Gonzalez Vargas menciona que “...los estudiantes de ahora les gusta interactuar con
la tecnologia y los medios digitales, los cuales son faciles de manipular para ellos, lo
importante como docentes es que se debe utilizar esta habilidad para mejorar el aprendizaje
de las matematicas, porque es una asignatura considerada aburrida y de poco interés por
ellos.” (Gonzalez Vargas, C., 2021, p. 9). En consonancia con esta afirmacion, al analizar el
contexto en el que se desarrollan los nifios y las nifias en la actualidad, se reconoce la
tecnologia como un elemento presente en sus vidas desde edades muy tempranas. En este
sentido, la vinculacién intencionada de recursos tecnoldgicos en los procesos de ensefianza
y aprendizaje puede potenciar el aprendizaje de los estudiantes, en la medida en que

incrementa su interés y nivel de motivacion, especialmente en areas como las matematicas.

En este proyecto, GeoGebra se integra como herramienta para reforzar los

aprendizajes obtenidos con el tangram y el Teorema de Pick, ofreciendo un entorno donde
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los estudiantes puedan manipular, experimentar y consolidar su comprension de conceptos

geométricos.

2.2.7. Aprendizaje Basado en Problemas (ABP)
Metodologia activa que plantea situaciones problematicas como punto de partida para
el aprendizaje, fomentando la investigacion, la colaboracién y la aplicaciéon de conocimientos
(Barrows, 1986). En este estudio, el ABP estructura las actividades de la THA, incentivando

el razonamiento y la resolucion de problemas geométricos.

2.3. Marco conceptual.
A continuacidén, se presentan las definiciones operativas de los términos clave
utilizados en esta investigacion. Estas definiciones integran perspectivas teoricas y la forma

en que seran entendidas y aplicadas en el presente estudio.

2.3.1. Area
El area se concibe como la medida de la superficie delimitada por una figura
bidimensional. Segin los Lineamientos Curriculares de Matematicas del Ministerio de
Educacion Nacional, “medir el area implica establecer cudntas unidades cuadradas se
requieren para cubrir una region” (MEN, 1998, p. 45). Esta definicion pone el énfasis en el
recubrimiento, lo que permite a los estudiantes comprender que el area representa la cantidad

de espacio ocupado dentro de un contorno.

Los Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas precisan que, en los grados
cuarto y quinto, los estudiantes deben ser capaces de “cuantificar areas de figuras mediante
descomposicion y recomposicion, uso de unidades cuadradas y aplicacion de formulas”

(MEN, 2006, p. 32). De esta manera, la nociéon de area se relaciona con procesos de
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Pensamiento Espacial que involucran visualizacién, equivalencia y comparacidon entre

figuras.

En esta investigacion, el area se utiliza en dos vias: (1) mediante foérmulas
convencionales para figuras rectangulares y triangulares, y (2) mediante el Teorema de Pick
para poligonos cuyos vértices se situan sobre una cuadricula, lo cual favorece la transicion

del conteo a la generalizacion algebraica.

2.3.2. Perimetro
El perimetro se define como la longitud total del contorno de una figura. Los
Lineamientos Curriculares sefialan que medir el perimetro implica “recorrer el borde de un
objeto y asignar una medida a esa longitud total” (MEN, 1998, p. 44). Esta nocién esta
asociada a experiencias espaciales basicas como rodear, caminar alrededor o delimitar un

area.

Los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006) establecen que, en educacion
basica primaria, el trabajo con perimetro debe permitir comparar figuras, comprender que
formas distintas pueden tener perimetros iguales y analizar como las transformaciones

afectan la medida del contorno.

La NCTM (2000) agrega que estudiar perimetro permite explorar relaciones entre
“formas, tamafios y dimensiones de las figuras” (p. 41), lo cual contribuye al desarrollo del
pensamiento métrico y geométrico. En esta tesis, el perimetro se emplea como herramienta
para comparar regiones del “parque” y para analizar las implicaciones de la forma en la

longitud del contorno.
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2.4.Marco legal.

El marco legal de esta investigacion delimita el horizonte normativo en el que se
desarrolla la propuesta de ensefianza. Dado que las trayectorias hipotéticas de aprendizaje
(THA) se aplican en el contexto escolar, el estudio debe respetar y articular los mandatos
constitucionales y legales que rigen la educacion en Colombia. La Constitucion Politica de
1991 consagra la educacion como un derecho fundamental, un servicio publico y una
responsabilidad compartida entre el Estado, la sociedad y la familia. Sobre esta base, la
Ley 115 de 1994 o Ley General de Educacion establece principios, fines y estructuras del
servicio educativo, mientras que normas posteriores precisan lineamientos curriculares y
estandares de competencias para guiar la practica pedagdgica. Mas recientemente, las leyes
2491 de 2025 y 2383 de 2024 incorporan la educacion socio-emocional como componente
obligatorio de los proyectos educativos, subrayando que la formacion integral va mas alla de
los contenidos académicos. Por tanto, esta investigacion se desarrolla en linea con estos
referentes normativos, de manera que sitlla sus objetivos en el marco del derecho a la

educacion, la calidad del servicio y el desarrollo integral de los estudiantes.

2.4.1. Constitucion politica de 1991
La Constitucion de 1991 reconoce a Colombia como un Estado social de derecho y

promulga un sistema politico, econdmico y social justo

En materia educativa, el articulo 67 establece que la educacion es un derecho de la

persona y un servicio publico con funcién social

Esta disposicion se traduce en varios principios:
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Acceso al conocimiento, ciencia y cultura: la educacion debe facilitar a todos los

colombianos el acceso a la ciencia, la técnica y los valores culturales

Formacion integral y valores: la educacion debe formar al ciudadano en el respeto a

los derechos humanos, la paz, la democracia y en la practica del trabajo y la recreacion

Responsabilidad compartida y gratuidad: el Estado, la sociedad y la familia son
responsables de la educacion; esta serd obligatoria entre los cinco y los quince afios y
comprenderd un afio de preescolar y nueve de basica; en las instituciones del Estado sera

gratuita, aunque podran cobrarse derechos académicos a quienes puedan sufragarlos

Inspeccion y calidad: corresponde al Estado ejercer la inspeccion y vigilancia de la

educacion para garantizar su calidad y la formacion integral de los educandos

Estos principios no solo legitiman el derecho del estudiante a recibir educacion, sino
que orientan a los investigadores y docentes a disefiar propuestas que promuevan la equidad,

la calidad y la pertinencia cultural del aprendizaje.

2.4.2. Ley 115 de 1994

.LaLey 115 de 1994 establece el marco general para la organizacion y prestacion del
servicio educativo en Colombia. En su Articulo 1, define la educaciéon como un proceso
permanente, personal, cultural y social, fundamentado en la dignidad de la persona humana
y en sus derechos y deberes. Sefiala que las normas generales de esta ley regulan el servicio
publico de educacion con una funcidn social acorde con las necesidades de las personas y la
sociedad. Ademas, dispone que, conforme al articulo 67 de la Constitucion, la ley organiza

la educacion formal (niveles preescolar, basica y media), la educacion no formal e informal,
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dirigida a poblaciones diversas incluyendo adultos, grupos étnicos y personas con

discapacidades.

La ley detalla los fines de la educacion (Articulo 5°), entre los que se destacan: el
desarrollo integral de la personalidad; la formacion en el respeto a la vida, a los derechos
humanos y a los principios democraticos; la participacion en la vida econdmica y cultural del
pais; la adquisicion de conocimientos cientificos y técnicos; la comprension de la diversidad
cultural; la creacion de conciencia de soberania y solidaridad; el desarrollo de la capacidad
critica y analitica; la conservacion del medio ambiente y la promocion de la salud. Asimismo,
la ley enfatiza que el servicio educativo sera prestado por instituciones estatales y privadas,

y que el Estado, la sociedad y la familia deben velar por su calidad y cobertura.

2.4.3. Lineamientos curriculares

Los lineamientos curriculares del Ministerio de Educacién Nacional (MEN)
surgieron en cumplimiento del Articulo 78 de la Ley 115, el cual establece que el curriculo
es un conjunto de criterios, programas, metodologias y procesos que orientan la formacion
integral. Seglin la presentacion de estos lineamientos, el MEN reconoce que la reforma
educativa y la Constitucion abren espacios para que las comunidades construyan un nuevo
pais y una nueva sociedad . En esa linea, los lineamientos son puntos de apoyo y orientacion
general, dirigidos a los maestros, que aportan elementos conceptuales y metodolégicos para
dinamizar su quehacer pedagdgico . El MEN explica que no se trata de un curriculo
prescriptivo, sino de criterios de referencia que invitan a reflexionar sobre las areas
fundamentales, reconocer los ritmos de aprendizaje de los estudiantes y atender la diversidad
cultural y regional . Su finalidad es orientar las decisiones curriculares de las instituciones

educativas, facilitando que los docentes contextualicen los contenidos y propongan
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experiencias significativas. Para la presente tesis, los lineamientos constituyen una guia para
articular la ensefianza del pensamiento espacial, el area y el perimetro con los objetivos

formativos de la educacion basica.

2.4.4. Estandares basicos de competencias

Los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) constituyen
un referente comun sobre lo que los estudiantes deben saber y ser capaces de hacer en cada
grado. EI MEN aclara que dichos estandares fueron elaborados en colaboraciéon con
facultades de educacioén y maestros de todo el pais, y que buscan orientar la formulacién del
curriculo, la ensefianza y la evaluacion, ofreciendo un marco nico que favorece la equidad
y la calidad del aprendizaje. La estructura de los estandares se organiza por grados y areas,
describiendo desempeios y ejemplos de situaciones que los docentes pueden contextualizar.
No son un curriculo rigido, sino referencias flexibles que cada institucion puede adaptar a su
contexto sociocultural. En el campo de la matematica, estos estandares ayudan a delinear
metas de aprendizaje para el Pensamiento Espacial (incluyendo area y perimetro) y se
convierten en indicadores que permiten evaluar el avance de los estudiantes a lo largo de la

trayectoria propuesta.

2.4.5. Ley 2491 de 2025

La Ley 2491 de 23 de julio de 2025 introduce la obligatoriedad de incorporar el
componente socio-emocional en los Proyectos Educativos Institucionales (PEI). El articulo 1
ordena al Ministerio de Educacion Nacional garantizar dicha incorporacion y fortalecer las
habilidades socio-emocionales en la comunidad educativa . Establece que las instituciones

educativas deberan incluir de manera transversal, en su curriculo y actividades escolares, el
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desarrollo de competencias socio-emocionales, considerando enfoques diferenciales que
garanticen el acceso de poblaciones urbanas y rurales, asi como de grupos con necesidades
especiales. Ademas, la ley prevé que el componente se implemente respetando la libertad de

cultos y creencias.

El articulo 2 reconoce que nifias, nifios y jovenes tienen derecho a una educacioén
integral que incluya el desarrollo de competencias socio-emocionales en todos los niveles,
implementada de manera gradual y en colaboracion con las familias . El articulo 3 dispone
que el Estado, a través del Ministerio de Educacion Nacional, implemente espacios de
socializacion y formacion para docentes, estudiantes y demas miembros de la comunidad
educativa . Asimismo, el articulo 4 ordena a las instituciones incorporar la educacion
emocional en sus estrategias de formacion docente, y el articulo 5 faculta al Ministerio a
supervisar y evaluar periddicamente el desarrollo de estas competencias. De este modo, la
Ley 2491 articula la dimension socio-emocional con la educaciéon formal, buscando una
formacion integral y armonizando la politica educativa con las necesidades de salud mental

y convivencia escolar.

La presente seccion ha expuesto los fundamentos que sustentan la propuesta de
investigacion, integrando el andlisis de antecedentes, el desarrollo del marco teorico y la
definicion de conceptos clave. Los antecedentes revisados, tanto a nivel internacional,
nacional como local, evidencian que el Pensamiento Espacial es un componente esencial en
la ensefianza de la geometria y que su fortalecimiento requiere de estrategias activas,

contextualizadas y apoyadas en recursos manipulativos y tecnologicos.
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El marco teorico ha permitido profundizar en los conceptos y enfoques que orientan
la propuesta: el Pensamiento Espacial como competencia transversal, las trayectorias
hipotéticas de aprendizaje como guia estructurada del proceso formativo, y herramientas
como el Teorema de Pick, el tangram y GeoGebra, cuya integracion favorece la transicion de

lo concreto a lo abstracto en la comprension de area y perimetro.

Finalmente, el marco conceptual ha precisado el sentido con el que se emplean los
términos centrales de esta investigacion, garantizando coherencia en su interpretacion. Esta
base teorica y conceptual serd el soporte para el disefio metodoldgico que se presenta en la
seccion 3, en el que se detallard el enfoque, la poblacion, los instrumentos y el procedimiento

de implementacion de la propuesta didactica.

3. Aproximacion metodologica
Este capitulo expone la construccion metodolégica que orienta el desarrollo de la
investigacion, senalando el camino para dar cumplimiento a los objetivos planteados. En
primera instancia, se presenta el enfoque epistemologico adoptado, seguido del disefo
metodolégico que define las caracteristicas del estudio. Posteriormente, se describe el
método de investigacion y se ofrecen detalles acerca de la poblacion y muestra participantes.
Finalmente, se plantean las fases de la investigacion, las técnicas e instrumentos de

recoleccion de datos y el cronograma de actividades que estructuran el proceso investigativo.
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3.1. Enfoque, disefio y tipo
De acuerdo con el objetivo de esta investigacion, se adopta el enfoque epistemoldgico
pragmadtico, por cuanto privilegia la utilidad y aplicabilidad del conocimiento en contextos
concretos, priorizando la accidn, la experiencia y los resultados que surgen de la interaccion
entre sujeto y entorno. Este enfoque no persigue verdades absolutas, sino soluciones practicas
a problemas reales, valorando el conocimiento emergente de la practica reflexiva y de la

transformacion de la realidad educativa.

La perspectiva pragmatica, fundamentada en la filosofia de John Dewey, reconoce
que el aprendizaje se construye a partir de la experiencia activa. Como sefala el autor en
Experience and Nature (1929), 'la experiencia se presenta como el método, y el inico método,
para acceder a la naturaleza, penetrar sus secretos, y en donde la naturaleza empiricamente
revelada profundiza, enriquece y orienta el desarrollo futuro de la experiencia'. Bajo esta
mirada, el conocimiento matematico no se concibe como un conjunto de verdades abstractas,

sino como un saber en constante construccion, situado y dinamico.

En consecuencia, el disefio e implementacion de una Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA) que integra el Teorema de Pick, el Tangram y el software GeoGebra se
enmarca en esta logica pragmatica: construir aprendizajes utiles, transferibles y significativos
desde la experiencia. Asi, la investigacion promueve que los estudiantes, mediante recursos
manipulativos y tecnoldgicos, conecten lo matematico con lo vivido y lo corporal, generando

aprendizajes con sentido y favoreciendo la autonomia en la construccion del conocimiento.

La investigacion se desarrolla en un contexto natural —el aula de clase—, lo cual
define un disefio de campo en el que se recogen tanto fuentes primarias como secundarias.

La recoleccion de informacion se efectia en un tinico momento, por lo que se clasifica como



EXPERIMENTO CON TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE 44

disefio transeccional contemporaneo, en el cual se examina un solo evento de estudio,

constituyendo un disefio univariable o unieventual.

El proceso investigativo implica un nivel alto de intervencion del investigador, quien
planifica, implementa y controla cada fase del estudio. En este sentido, el disefio se enmarca
en la investigacion experimental, con un cardcter iterativo que permite ajustar la propuesta
en funcion de los resultados parciales. Como plantea Hurtado (2012), la investigacion
proyectiva se ocupa de cémo deberian ser las cosas para alcanzar determinados fines y
funcionar de manera adecuada. En este caso, se busca comprobar la efectividad de la THA

disefiada para el fortalecimiento del Pensamiento Espacial en estudiantes de grado quinto.

Por tanto, la metodologia adoptada enfatiza la flexibilidad y el control planificado,
garantizando un andlisis riguroso de los efectos de la intervencion y su pertinencia en el
contexto escolar. De igual forma, este disefio metodologico permite generar un didlogo entre
teoria y préctica, resaltando la importancia de que el docente asuma un rol activo como

investigador de su propia practica.

3.2. Poblacion y muestra
La poblacioén objeto de estudio corresponde a los estudiantes de grado quinto de la
Institucion Educativa José Elias Puyana, sede A, ubicada en Floridablanca, Santander, que

cuenta con aproximadamente 39 estudiantes matriculados en cada curso de quinto grado.

La muestra estd conformada por los cuatro grupos de quinto (5-1 a 5-4) Se trata de
estudiantes entre 9 y 11 afos, quienes se encuentran en un momento crucial para el desarrollo
del Pensamiento Espacial y Numérico, al transitar hacia formas de razonamiento geométrico

mas abstractas, seleccionados por su pertinencia frente a los objetivos de la investigacion.
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Estos grupos fueron caracterizados mediante observacion directa no estructurada, atendiendo
a cinco criterios: (i) percepcion de instrucciones, (ii) comportamiento, (iii) conocimientos

previos, (iv) manejo del computador y (v) uso del tangram. 6

Cada criterio fue valorado con una escala ordinal (1 a 5), desde muy bajo hasta muy
bueno, con el fin de establecer un diagndstico inicial y ajustar la propuesta a las
caracteristicas del grupo. Este proceso permitié identificar fortalezas y debilidades que
orientaron la planificacion de las actividades, garantizando una intervencion adecuada al

nivel de los estudiantes.

3.3. Método
El estudio se enmarca en la Investigacion Basada en el Disefio (IBD), propuesta por
Cobb et al. (2003), la cual responde a la necesidad de generar conocimiento util y situado
sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje en escenarios reales. A diferencia de los
enfoques experimentales tradicionales, que buscan relaciones de causa-efecto, la IBD se
centra en procesos complejos y dindmicos, y en el disefio de propuestas instruccionales que

atienden problemas auténticos del aula.

Este enfoque combina la intervencion intencionada con un anélisis sistematico de los
resultados, mediante ciclos iterativos de disefio, implementacion y andlisis retrospectivo
(Valverde, 2008). Dicho proceso incluye: (i) preparacion del experimento: identificacion del
problema, diagnostico (THAp) previo al disefo de la propuesta y formulacion de hipotesis;
(i1) experimentacion: implementacion de la propuesta (7HA) en el aula y recoleccion de datos
(TRA); y (iii) analisis retrospectivo: sistematizacion de la informacién, contraste de hipotesis
entre lo propuesto en la 7THA y la informacion recolectada en la TRA, y elaboracion de

aportes tedrico-practicos y una nueva propuesta mejorada (THAm).
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La herramienta central en este estudio es la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje
(THA), compuesta por tres elementos: los objetivos de aprendizaje, las tareas disefiadas y las
hipotesis sobre como los estudiantes podrian interactuar con ellas (Cobb et al., 2003). Esta
trayectoria se concibe como flexible, adaptandose a la realidad del aula y permitiendo

comprender como emergen los aprendizajes.

La investigacion, en coherencia con el pragmatismo, no busca unicamente validar
teorias, sino transformar la practica educativa. De esta manera, la secuencia didéctica
disefiada —centrada en el 4rea y el perimetro mediante el Teorema de Pick, el Tangram y
GeoGebra— pretende aportar tanto a la teoria educativa como a la mejora de la ensehanza

en contextos reales.

Fases de la investigacion

La investigacion se organiza en fases que permiten estructurar el proceso de manera
logica y coherente:
1. Preparacion del experimento: Se busca diagnosticar mediante una THAp, con el fin de
establecer una caracterizacion inicial de los estudiantes para construir la THA y los

instrumentos.

2. Experimentacion: Aplicacion de las actividades de la THA en el aula.

3. Andlisis retrospectivo: recoleccion, sistematizacion y analisis de los datos de la TRA.

Estas fases, de caracter iterativo, garantizan la coherencia entre los objetivos

planteados, la intervencion realizada y los resultados alcanzados.
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3.3.1. Fase 1: Preparacion del Experimento.

En un primero momento se realiza un diagnostico con el fin de determinar el estado

inicial de los estudiantes frente a las tematicas a trabajar en la THA. De manera que, se

trataron temas como las ideas previas que tenian sobre las figuras planas y sus caracteristicas,

nociones de area y perimetro, conservacion del area a pesar de tener distinto perimetro.

Resultando de la siguiente manera la propuesta de diagnéstico THAp:

Tabla 1

Sintesis general de la THAp

Intervencion Propédsito Conceptos Pensamiento Nivel de
diagnostico matematicos matematico  razonamiento
abordados implicado esperado (Van
Hiele)
THAp 1: Identificar las Figuras Pensamiento  Nivel 0 —
Vameos a ideas previas de geométricas Espacial y Visualizacion,
jugar con las los estudiantes planas, area sistemas con
figuras sobre las figuras como geométricos.  aproximaciones
planas y el &reaa  recubrimiento, iniciales al
partir del composicion y Nivel 1 —
recubrimiento de  descomposicion Analisis.
superficies de figuras.
mediante el uso
del tangram.
THAp 2: Explorar las Perimetro como  Pensamiento  Nivel 1 —
Juguemos concepciones longitud del Espacial y Analisis, con
con el iniciales de los contorno, pensamiento  permanencia de
tangram estudiantes sobre =~ comparacion de  métrico. rasgos del Nivel

el perimetro y su

figuras,
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diferenciacion con
el area, a partir de
la medicién

informal de

medicidn no

convencional.

0-

Visualizacion.

contornos.
THAp 3: El  Indagar la Area, unidades ~ Pensamiento  Transicion entre
area de las comprension cuadradas, espacial, Nivel 1 —
figuras inicial del comparacion de  métrico y Analisis y Nivel

concepto de area  superficies, numerico. 2 — Deduccion

mediante la relacion forma— informal.

comparacion de tamarfio.

superficies y el

conteo de

unidades

cuadradas.
THAp 4: Identificar el usoy Formulas de Pensamiento  Predominio del
Areay comprension area y perimetro, meétrico, Nivel 1 —
perimetro inicial de férmulas interpretacion de espacial y Analisis, con
mediante el  para el calculo del resultados, numerico. posibles avances

modelo

tradicional

area y el perimetro
en situaciones

contextualizadas.

comparacion de

regiones.

hacia el Nivel 2
— Deduccion

informal.

Nota. Elaboracion propia

Luego de la aplicacion del diagnostico inicial se logran identificar los conocimientos

previos y las dificultades conceptuales de los estudiantes en torno a los temas de area y

perimetro, lo que permite establecer el punto de partida para el disefio de una Trayectoria

Hipotética de Aprendizaje (THA) orientada al fortalecimiento del PE mediante el uso de

recursos manipulativos y tecnoldgicos. Por tal motivo, se optd por iniciar con actividades

acorde al nivel 0 y 1 de Van Hiele.
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Esta trayectoria pretende ser una secuencia estructurada de actividades que busca
guiar progresivamente el aprendizaje, permitiendo observar como los estudiantes avanzan
desde niveles de visualizacion hacia niveles mas analiticos y reflexivos en su razonamiento

geométrico.

Con base en los resultados obtenidos en la THAp, se propuso la implementacion de
cuatro sesiones o intervenciones y una evaluacion, cada una con una duracién aproximada
de una hora, desarrolladas dentro de un marco metodolégico sustentado en la Educacion
Matematica Realista (Gravemeijer, 1999) y en los niveles de razonamiento geométrico de
Van Hiele. Cada sesion se disefid con un objetivo de aprendizaje especifico, vinculado con
los estandares de Pensamiento Espacial y métrico del MEN (2006), de modo que el conjunto

de sesiones conforme una secuencia coherente y progresiva.

La siguiente tabla (Tabla 1) presenta una sintesis general de la THA propuesta, en la
que se muestran las cinco sesiones con sus respectivos objetivos. Posteriormente, se expone
de manera detallada el desarrollo de cada una de las intervenciones, describiendo las tareas,
niveles de actividad, procesos de aprendizaje hipotético e intervenciones docentes que las

componen.

Tabla 2

Sintesis general de la THA propuesta

NUMERO DE TIEMPO POR SESION: 1 hora

SESIONES: 5
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Sesion 1 Objetivo: Comprender el concepto de area como superficie cubierta,
identificando que diferentes configuraciones con las mismas piezas

pueden conservar la misma cantidad de area. Usando el Tangram

Sesion 2 Objetivo: Comprender el concepto de perimetro como medida del
contorno de una figura y diferenciarlo del area mediante medicion

fisica y digital.

Sesion 3 Objetivo: Comprender como funciona la formula para el calculo del
area de una figura y comprobar su validez mediante la visualizacién

del area de la figura.

Sesion 4 Objetivo: Calcular el area de figuras en reticulas mediante el Teorema

de Pick y compararlo con otros métodos de célculo de area.

Sesion 5 Objetivo: Evaluar los temas vistos en las 4 sesiones anteriores.

Resolver problemas que integren el calculo de area y perimetro.

Nota. Elaboracion propia

La tabla anterior presenta un resumen de las 5 sesiones que se proponen para mejorar
el PE. Posteriormente, en el apartado de resultados de la fase 1: preparacion del experimento,

se describe a detalle cada sesion propuesta.

A continuacion, se presenta el desarrollo detallado de cada una de las cinco sesiones
que conforman la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje propuesta. Cada intervencion se
describe atendiendo a los componentes esenciales de una THA el objetivo de aprendizaje, la

tarea propuesta, el nivel de actividad segiin la Educaciéon Matematica Realista (EMR), el
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proceso de aprendizaje hipotético y la intervencioén docente, con el propdsito de evidenciar
la progresion conceptual y cognitiva que experimentan los estudiantes a lo largo del
experimento de ensenanza. Es preciso aclarar que durante cada intervencion en el aula, los
investigadores realizaron explicaciones con el fin de aclarar dudas de los estudiantes y evitar

generar dificultades de aprendizaje.

Sesion/Tarea 1:

La primera tarea tiene como propdsito introducir el concepto de area a partir del
recubrimiento de superficies mediante el uso del tangram. Los estudiantes deben disefar un
mosaico rectangular que cubra completamente la entrada del Parque, lo que exige manipular,
componer y descomponer figuras para cubrir la totalidad del rectdngulo propuesto. Esta
actividad se alinea con los Estandares Bésicos del MEN (2006), especificamente con el
enunciado: “Construyo y descompongo figuras y solidos a partir de condiciones dadas” (p.
49), ya que los nifios deben organizar las piezas del tangram para ajustar sus formas al espacio
disponible. También se moviliza el estandar: “Conjeturo y verifico los resultados de aplicar
transformaciones a figuras en el plano para construir disefios” (MEN, 2006, p. 49), puesto
que los estudiantes rotan, trasladan y reorganizan las piezas para lograr el recubrimiento.
Asimismo, reconocen similitudes y diferencias entre las piezas, lo que relaciona la tarea con
el estdndar que propone “comparar y clasificar figuras bidimensionales segun sus
componentes” (MEN, 2006, p. 49). Desde el pensamiento métrico, esta actividad se conecta
con el estandar: “Diferencio y ordeno atributos que se pueden medir, como el area de
superficies” (MEN, 2006, p. 50), dado que el proceso de recubrimiento permite comprender

que el area no es solo una percepcion visual, sino una cantidad que se puede medir.
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La pertinencia de la tarea se apoya en estudios como el de Argota Ebrat (2021), quien
muestra que el tangram favorece el desarrollo del Pensamiento Espacial al potenciar la
visualizacion y el andlisis parte-todo. De igual manera, Maz-Machado, Argudo y Rodriguez
(2018) evidencian que el tangram permite diferenciar entre area y perimetro al mostrar cémo
dos figuras con la misma 4rea pueden tener perimetros distintos. Desde la Educacion
Matematica Realista (EMR), esta tarea corresponde al nivel situacional, en el que los
estudiantes enfrentan un problema contextualizado que da sentido al concepto matematico
(Gravemeijer, 1999). De forma coherente, el nivel de Van Hiele asociado es el nivel 1
(visualizacion), pues los estudiantes comprenden inicialmente el area a partir de la apariencia

global de las piezas y la experiencia concreta de recubrir una superficie.

Sesion/Tarea 2:

Con esta tarea se pretende el fortalecimiento del Pensamiento Espacial y
métrico, al introducir el perimetro como medida del contorno o cercado de una figura y
diferenciarlo del area. De acuerdo con los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas para 4° y 5°, se movilizan los siguientes: “Comparo y clasifico figuras
bidimensionales de acuerdo con sus componentes (dngulos, vértices) y caracteristicas”
(Ministerio de Educacién Nacional [MEN], 2006, p. 49), pues los estudiantes analizan las
regiones del parque identificando sus bordes y divisiones. Asimismo, se articula con el
estandar de pensamiento métrico: “Diferencio y ordeno, en objetos, propiedades o atributos
que se puedan medir, como el area de superficies y longitudes de contornos” (MEN, 2006,

p. 50).

Durante la actividad, los estudiantes revisan los planos propuestos y calculan el

perimetro de las distintas zonas del parque para determinar cuantos metros de barandilla se
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requieren para delimitarlas. Este proceso les permite comprender el perimetro como la
longitud que rodea o encierra una region, superando la confusion frecuente entre el borde y

la superficie.

La pertinencia de esta tarea se sustenta en los planteamientos de Del Grande (1990),
quien sefiala que una de las habilidades esenciales del Pensamiento Espacial es la percepcion
figura-fondo y de contorno, necesaria para identificar los limites que separan una figura de
su entorno y comprender el concepto de perimetro. De igual modo, Gutiérrez (1991) explica
que el desarrollo de la visualizacion geométrica implica reconocer los bordes y fronteras de
los objetos, relacionandolos con medidas lineales que describen su extension. Por tanto, el
calculo del perimetro en un contexto real —como el cercado de una zona de juegos— resulta
una estrategia idonea para que los estudiantes vinculen el razonamiento espacial con

situaciones concretas.

Maz-Machado, Argudo y Rodriguez (2018) complementan esta idea al demostrar que
el uso de materiales manipulativos permite evidenciar que figuras con igual area pueden
presentar perimetros diferentes y viceversa, lo que refuerza la diferenciacion conceptual entre

ambas magnitudes.

Respecto al nivel de Van Hiele, esta tarea se sitiia entre el nivel 1 (andlisis) y el nivel
2 (informal de deduccion), ya que los estudiantes pasan de reconocer las figuras unicamente
por su forma global a analizarlas considerando sus propiedades lineales, como lados y
vértices. Desde la perspectiva de la Educacion Matematica Realista, el ejercicio transita del
nivel situacional al referencial (Gravemeijer, 1999), puesto que se inicia con un problema
contextualizado —medir la barandilla del parque— y se generaliza hacia el reconocimiento

de las diferencias entre perimetro y area en diversas figuras geométrica.
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Sesion/Tarea 3:

La tarea planteada para esta intervencion se centra en la exploracion del célculo del
area de figuras planas mediante la aplicacion de la formula A=base * altura y corroboracion
de esta por el conteo de unidades cuadradas. Esta tarea quiere contribuir al fortalecimiento
del Pensamiento Espacial y los sistemas geométricos, en tanto promueve la comprension de
las relaciones entre las formas, el espacio y las magnitudes. Dentro de esta tarea se ve
influencia del pensamiento numérico ya que seglin los estdndares basicos de competencias
se menciona la importancia de conocer la parte cuantitativa de los problemas no tan solo lo

cualitativo, en palabra del MEN (7998)

ya no es suficiente con decir que algo esta cerca o lejos de algo, sino que es necesario
determinar qué tan cerca o qué tan lejos esta. Esto significa un salto de lo cualitativo
a lo cuantitativo, lo cual hace aparecer nuevas propiedades y relaciones entre los

objetos. (p.87)

El Pensamiento Espacial constituye una de las formas mas potentes del razonamiento
matematico, pues permite visualizar, representar, transformar y establecer relaciones entre
objetos y estructuras en el espacio (Clements & Battista, 1992; Mix, 2019). Por esta razon,
no puede limitarse tinicamente al &mbito geométrico, ya que sirve como fundamento para la
comprension de magnitudes, proporciones, relaciones funcionales y estructuras numéricas.
En esta linea, la investigacion Spatial training improves children’s mathematics ability de
Cheng y Mix (2014) evidencid que los estudiantes que participaron en un proceso de

entrenamiento espacial mostraron mejoras significativas en la resolucion de problemas de
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calculo, lo que evidencia la influencia directa del desarrollo espacial sobre las habilidades

numéricas.

Asimismo, Uttal, Miller y Newcombe (2013) sefialan que las habilidades espaciales
son flexibles y transferibles, permitiendo que su fortalecimiento potencie el aprendizaje en
otros dominios, principalmente en el razonamiento matematico. Por lo tanto, promover el
Pensamiento Espacial desde la educacion bésica contribuye a integrar lo visual, lo numérico
y lo simbdlico, consolidando una comprension mas profunda y significativa de las

matematicas.

La tarea propuesta se sitlia entre los niveles 2 y 3 del modelo de razonamiento
geométrico de Van Hiele (1986), ya que promueve el transito del analisis de las propiedades
de las figuras hacia la justificacion de los procedimientos convencionales mediante modelos
geométricos. En este nivel de avance, los estudiantes no se limitan a aplicar la formula del
area de manera mecanica, sino que comprenden su significado geométrico, al reconocer que
el producto entre la base y la altura generaliza el conteo de unidades cuadradas que cubren
una superficie. Asi, logran establecer relaciones entre las representaciones visuales y
numéricas del area, comprendiendo que el valor obtenido no es solo un niimero, sino la
medida del espacio ocupado. Este proceso refleja el paso de una comprension operativa a una
comprension estructural del concepto, fortaleciendo el Pensamiento Espacial a través de la
visualizacion, la argumentacion y la conexion entre lo concreto y lo abstracto (Clements &

Battista, 1992; Duval, 1998; Van Hiele, 1986)

Sesion/Tarea 4:
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La Tarea 4 tiene como fin introducir el Teorema de Pick como herramienta para
aproximar el célculo del area. Se propone el uso de una malla de puntos o red de coordenadas
como un medio para representar figuras, delimitar areas y observar la distribucion de puntos
interiores y de borde. Estas acciones permiten desarrollar la capacidad de visualizar y
organizar el espacio, ademas de promover la identificacion de patrones geométricos, aspecto
central del razonamiento espacial. Los Estdndares Bésicos de Competencias en Matematicas
(MEN, 2006), promueven el fortalecimiento del Pensamiento Espacial al vincular la
representacion, el analisis y la generalizacion de relaciones geométricas. De acuerdo con el
MEN, los estudiantes de educacién basica deben ser capaces de “utilizar sistemas de

coordenadas para especificar localizaciones y describir relaciones espaciales”.

Dentro de esta tarea se tiene el objetivo de “Explorar patrones entre puntos interiores,
puntos de borde y area en una malla de puntos”, buscando explorar en el sistema de
coordenadas, para lograr razonar espacialmente. Sarama, J., & Clements, D. H. (2009) en el
trabajo Early Childhood Mathematics Education Research: Learning Trajectories for Young
Children, mencionan que el trabajo con sistemas de coordenadas favorece el desarrollo del
Pensamiento Espacial, al permitir que los estudiantes comprendan la estructura del plano y
las relaciones entre sus componentes. Segun estos autores, las actividades que involucran la
representacion de figuras en rejillas o mallas promueven la integracién de la informacion
visual y numérica, aspecto esencial para fortalecer la capacidad de razonar espacialmente,

identificar patrones y generalizar relaciones geométricas.

Teniendo en cuenta el modelo de Van Hiele, esta tarea quiere trabajar hasta el nivel
3, ya que permite que los estudiantes experimenten geométricamente sobre una malla de

puntos, observando como varia el area al modificar la cantidad de puntos interiores y de
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borde. En este nivel, el aprendizaje se centra en la formulaciéon de conjeturas y el
descubrimiento de relaciones geométricas, lo que transforma la actividad en un proceso de
construccion de significados y no en la simple aplicacion de procedimientos. A través de la
exploracion, los estudiantes identifican patrones visuales y numéricos, estableciendo
vinculos entre la estructura de la figura y su medida. Por ejemplo, cuando un estudiante
reconoce que al afiadir un punto interior el area aumenta de manera predecible, estd
realizando un razonamiento inductivo que lo aproxima a la comprension estructural del
Teorema de Pick. Este tipo de razonamiento va mas alla del calculo mecénico, pues implica
analizar, justificar y establecer relaciones logicas entre los elementos geométricos de la
figura, fortaleciendo asi el Pensamiento Espacial analitico a partir de la reflexion, la

argumentacion y la generalizacion.

3.3.2. Fase 2: Experimentacion
En esta fase se llevd a cabo la implementacion de la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA) disefiada a partir del diagnostico inicial. El objetivo fue poner en practica
la secuencia de actividades orientadas a fortalecer el PE y la comprension de los conceptos
de area y perimetro, observando de qué manera los estudiantes transformaban sus ideas

iniciales al enfrentarse a nuevas experiencias de aprendizaje.

La intervencion se realizd con el grupo 5-1 de la Institucion Educativa Técnico
Industrial José Elias Puyana (sede A), durante cinco sesiones de una hora cada una (de
manera que la quinta sesion consiste en evaluar el nivel de aprendizaje alcanzado). Las
actividades combinaron el uso de material manipulativo (tangram fisico) y herramientas
digitales (GeoGebra), con el fin de que los estudiantes pasaran de la exploracion concreta a

la representacion y justificacion digital. Cada sesion fue registrada mediante observaciones,
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fotografias, capturas de pantalla y producciones de los estudiantes, lo que permiti6 seguir de

cerca su evolucion conceptual y actitudinal.

Durante el proceso, el papel del docente-investigador fue acompafiar, guiar y
promover la reflexion. Se fomentd la participacion activa y el trabajo colaborativo,
procurando que cada estudiante expresara sus ideas, argumentara sus procedimientos y
validara sus resultados con el apoyo del grupo. Esta dindmica gener6 un ambiente de
aprendizaje en el que la curiosidad, el didlogo y la experimentacion se convirtieron en los

ejes del desarrollo conceptual.

El disefio de las tareas mantuvo coherencia con los niveles de razonamiento
geométrico de Van Hiele (1986) y con los niveles de formalizacion de la Educacion
Matematica Realista (Gravemeijer, 1999; Simon, 1995). Cada actividad buscé que los
estudiantes avanzaran de lo situacional a lo formal, y de la simple observacién a la
argumentacion geométrica. El trabajo con el tangram les permitié6 comprender el area y el
perimetro a partir de la manipulacion y comparacion de figuras, mientras que el uso de
GeoGebra les brindo la posibilidad de visualizar transformaciones, comprobar hipdtesis y

establecer relaciones entre medidas y formas.

3.3.3. Fase 3: Analisis retrospectivo
La tercera fase se centr6 en analizar e interpretar los datos obtenidos durante la
implementacion de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. Su proposito fue contrastar las
hipotesis de aprendizaje planteadas con los resultados reales observados en el aula,
comprendiendo cémo evolucionaron las ideas y estrategias de los estudiantes a lo largo del
proceso, para finalmente, proponer una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje Mejorada

(THAm)
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Para ello, se realizo una triangulacion de informacion proveniente de diversas fuentes:
observaciones consignadas en guias de observacion, producciones en papel y en GeoGebra,
entrevistas breves y rubricas de evaluacion del pensamiento espacial. Esta variedad de
evidencias permitié tener una vision amplia y confiable del proceso de aprendizaje,

considerando tanto los aspectos cognitivos como los actitudinales.

Los datos se organizaron por tareas y categorias analiticas relacionadas con los
componentes del pensamiento espacial: visualizacion, relaciones espaciales, razonamiento y
argumentacion. Este andlisis permitié reconocer patrones comunes, avances y dificultades.
En general, los estudiantes mostraron un progreso gradual, pasando de la identificacion visual
de las figuras a la comprension de sus propiedades y la justificacion de sus procedimientos.
El uso de GeoGebra fortalecio la articulacion entre las representaciones graficas y numéricas,

favoreciendo la comprension de las relaciones entre area y perimetro.

Estos resultados dialogan con los planteamientos de Clements y Battista (1992),
Duval (1998) y Gravemeijer (1999), quienes sefialan que la comprension geométrica se
consolida cuando el estudiante logra coordinar distintos registros de representacion y
reflexiona sobre sus propias acciones. En esta investigacion se pudo observar como el uso
combinado de materiales concretos y entornos digitales facilit6 ese transito entre la accion,

la visualizacion y la abstraccion, promoviendo aprendizajes mas profundos y duraderos.

3.4. Técnicas e instrumentos.
En un enfoque de Investigacion Basada en Disefio (IBD), como el empleado en este
estudio, la recoleccion sistematica de datos es fundamental para iterar y refinar las
intervenciones educativas. Durante el desarrollo de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje

(THA) se llevaron a cabo multiples ciclos de disefio-implementacion-evaluacion, apoyados
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en la obtencion de diversos tipos de evidencias empiricas. De hecho, autores como Shavelson
et al. (2003) abogan por una cuidadosa recoleccion de datos que capte la complejidad y el
contexto de la intervencion educativa, permitiendo ademads la validacion del conocimiento
generado. En la IBD se recomienda combinar métodos cualitativos y cuantitativos para
obtener una vision integral del fendmeno estudiado (triangulacidn), aprovechando las
fortalezas de cada técnica y compensando sus debilidades (Barab & Squire, 2004; Flick,
2004). En este trabajo se emplearon varias técnicas de recoleccion de datos, cada una con
instrumentos especificos, integradas a lo largo de las fases de la THA —desde la elaboracion
de la trayectoria hipotética preliminar (THAp), pasando por la implementacion de la THA en
el aula, hasta el analisis de la trayectoria real de aprendizaje (TRA) observada. A
continuacion, se describen dichas técnicas e instrumentos, indicando su proposito, fase de
aplicacion y contribucion al analisis del proceso de ensefianza-aprendizaje, con el soporte de

la literatura metodoldgica y de educacion matematica correspondiente.

Tabla 3

Sintesis de técnicas e instrumentos de recoleccion de informacion

Fase de la Técnica Instrumento Descripcion
investigacion
Fase 1: Observacion Rejilla de Instrumento  disefiado  para
Preparacion del directa observacion identificar el nivel inicial de
experimento diagnostica razonamiento geométrico de
(THAp - (Apéndice B) los estudiantes segin el

Diagnostico) modelo de Van Hiele, a partir
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de  criterios como el
reconocimiento de figuras, el
uso del vocabulario
geométrico y la diferenciacion

entre area y perimetro.

Analisis de Guias Instrumento  disefiado  para
producciones  diagndsticas recoger y analizar las
estudiantiles impresas respuestas escritas y graficas
(THAp) de los estudiantes en
(Apéndice C) actividades con tangram vy
conteo de unidades, con el
propésito de caracterizar la
Trayectoria  Hipotética de
Aprendizaje  preliminar y

orientar el disefio de la THA.
Fase 2: Observacion Guia de Instrumento  disefiado  para
Experimentacion directa observacion contrastar el proceso y los
(Implementacion TRA resultados esperados de cada
de la THA — TRA) (Apéndice D)  tarea con el proceso y los
resultados observados durante
la implementacion de la THA,
permitiendo identificar
avances en los niveles de Van
Hiele y en el desarrollo del

Pensamiento Espacial.

Analisis de Producciones Instrumento  previsto para

producciones

estudiantiles

digitales en
GeoGebra
(Apéndice E)

analizar las construcciones,
procedimientos y respuestas
elaboradas por los estudiantes
mediante el uso de GeoGebra,

con el fin de evidenciar la
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Trayectoria Real de
Aprendizaje (TRA) y los
niveles de  razonamiento

geométrico alcanzados en cada

tarea.
Rubrica de Rubrica Instrumento  disefiado  para
evaluacion analitica del valorar el desempefio de los
Pensamiento estudiantes en relacion con los
Espacial objetivos de aprendizaje de
(Apéndice F) cada tarea, considerando

criterios asociados a la
comprension conceptual, la
justificacion de
procedimientos y el nivel de

razonamiento geométrico.

Fase 3: Analisis Andlisis Matriz de Instrumento  disefiado  para
retrospectivo documental contraste contrastar la  Trayectoria
(THAm) THA-TRA Hipotética de Aprendizaje con

(Apéndice G) la  Trayectoria Real de
Aprendizaje, con el propodsito
de identificar ajustes 'y
elementos de mejora para la
construccion de la Trayectoria

Hipotética de Aprendizaje

mejorada (THAm).
Triangulacion  Sintesis de Estrategia de analisis disefiada
de informacion registros para contrastar la informacion

proveniente de las

observaciones, las

producciones estudiantiles, los

registros en GeoGebra y las
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rubricas de evaluacion, con el
fin de fortalecer la validez de
los resultados y sustentar el

analisis retrospectivo.

Nota. Elaboracion propia

Tabla 4

Sintesis de técnicas e instrumentos de analisis de informaciom

Fase de la Técnica Instrumento Descripcion del instrumento
investigacion
Fase 1: Observacion  Guia de Instrumento  disefado  para
Preparacion del directa observacion registrar las ideas previas,
experimento THAp estrategias iniciales y dificultades

de los estudiantes durante la
aplicacion de la Trayectoria
Hipotética de  Aprendizaje
preliminar (THAD). Se
fundamenta en el enfoque de las
Trayectorias ~ Hipotéticas  de
Aprendizaje  propuestas  por
Clements y Sarama (2004), al
permitir contrastar las conjeturas
iniciales del aprendizaje con las
acciones reales de los estudiantes,
y en la Investigacion Basada en
Disefio descrita por Cobb et al.
(2003), que enfatiza el andlisis
sistematico de los procesos de

aula.
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Fase 2: Observacion  Guia de
Experimentacion directa observacion
(Implementacion TRA

de la THA — TRA)

Instrumento  elaborado  para
contrastar el proceso y el
resultado esperado con el proceso
y resultado obtenido en cada tarea
de la THA. Permite identificar
avances en los niveles de
razonamiento geométrico de Van

Hiele y en el desarrollo del

Pensamiento Espacial,
registrando interacciones,
estrategias, dificultades e

intervenciones docentes. Su uso
se enmarca en la nocion de
Trayectoria Real de Aprendizaje
(TRA) planteada por
Gravemeijer (1999) y en los
principios de experimentos de

ensefianza de Cobb et al. (2003).

Fase 2: Analisis de Producciones

Experimentacién producciones  de los
escritas estudiantes

(Implementacion

de la THA — TRA)

Instrumento constituido por los
registros graficos y escritos
elaborados por los estudiantes
durante la resolucion de las tareas
propuestas. Este andlisis permite
identificar la evolucion del
razonamiento espacial, la
comprension de area y perimetro
y el uso de representaciones. Se
sustenta en la idea de que las
producciones externas reflejan
procesos  cognitivos  internos

(Duval, 1998) y en el seguimiento
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de la trayectoria real de
aprendizaje dentro de una THA

(Clements & Sarama, 2004).

Fase 2:
Experimentacion
(Implementacion

de la THA — TRA)

Analisis de
registros

digitales

Registros en

GeoGebra

Instrumento  basado en las
construcciones realizadas por los
estudiantes en el software
GeoGebra, que permite analizar
procesos de  visualizacion,
manipulacion y  validacion
geométrica. Su uso se vincula con
el fortalecimiento del
Pensamiento Espacial mediante
herramientas tecnologicas
(Aldana & Pérez, 2024; Diaz-
Nunja et al., 2018) y con la idea
de modelos emergentes dentro de

una THA (Gravemeijer, 1999).

Fase 3: Analisis
retrospectivo

(THAm)

Analisis

retrospectivo

Matriz de
analisis

retrospectivo

Instrumento  construido  para
sistematizar la  informacion
obtenida durante la
implementacion de la THA,
contrastando  la  trayectoria
hipotética con la trayectoria real y
permitiendo identificar elementos
a mejorar. Se fundamenta en el
analisis retrospectivo propio de la
Investigacion Basada en Diseflo
(Cobb et al, 2003) y en el
enfoque de Trayectorias
Hipotéticas de  Aprendizaje,

orientado a la reformulaciéon de
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una THA mejorada (THAm)
(Clements & Sarama, 2004).

4. Analisis de resultados

En este apartado se presentan y analizan los resultados obtenidos a lo largo del
experimento de ensefianza, desarrollado bajo el enfoque de la Investigacion Basada en
Disefio (IBD). El analisis se estructura de acuerdo con las tres fases establecidas: la fase
diagnostica o THAp (Trayectoria Hipotética de Aprendizaje preliminar) y la fase de
implementacion de la THA (Trayectoria Hipotética de Aprendizaje) y la fase de andlisis
retrospectivo donde se analiza TRA (Trayectoria Real de Aprendizaje) y se propone una
THAm (Trayectoria Hipotética de Aprendizaje Mejorada). Cada seccion aborda los hallazgos

relacionados con el desarrollo del Pensamiento Espacial y los niveles de razonamiento
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geométrico de los estudiantes, apoyandose en la evidencia recogida mediante diversos
instrumentos, como guias de observacion, producciones estudiantiles, entrevistas, encuestas
y rubricas de evaluacion. Esta organizacion permite observar la evolucion del aprendizaje a
lo largo del proceso, contrastar lo previsto con lo ocurrido en el aula, y valorar la pertinencia

de las decisiones didacticas adoptadas.

4.1. Fase 1: Preparacion del experimento

En un primer momento, se presentan los resultados obtenidos a partir de la
implementacion de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje preliminar (THAp), disefiada
con base en los referentes tedricos y curriculares que orientaron esta investigacion. El andlisis
de esta fase diagndstica permiti6 identificar fortalezas, dificultades conceptuales, niveles de
razonamiento y aspectos metodoldgicos relevantes en el desempefio de los estudiantes. A
partir de estos hallazgos, se realiz6 un proceso de ajuste y refinamiento que dio lugar a la
elaboracion de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) que fue aplicada en la fase 2,
experimentacion. Esta nueva version tuvo en cuenta los elementos que debian fortalecerse,
las necesidades identificadas durante la THAp y las oportunidades de mejora observadas

tanto en las tareas como en las intervenciones docentes.

4.1.1. Resultados THAp
Para interpretar los resultados de las trayectorias hipotéticas de aprendizaje
preliminares (THAp) es necesario recordar que la fase 1 de la investigacion basada en disefio
(IBD) tiene un carécter diagnostico. El propodsito de esta fase es caracterizar el conocimiento
inicial de los estudiantes sobre figuras planas, nociones de area y perimetro, y conservacion
del 4rea a pesar del cambio de perimetro para construir adecuadamente la THA y los

instrumentos de intervencion. En este sentido, las intervenciones THAp se disefiaron como
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tareas exploratorias que permitieran observar las ideas previas de los distintos grupos y

ubicarlas dentro de los niveles de razonamiento geométrico propuestos por Van Hiele,

obteniendo los siguientes resultados diagnosticos.

Tabla 5

Resultados THAp 1

Nivel evidenciado segun el modelo de Van Hiele en cada grado durante la

intervencion THAp 1

5-1 5-2 5-3 5-4

Los estudiantes Los estudiantes Se manipuld el Los estudiantes
interactuaron con el manipularon el material, pero no interactuaron con el
material identificando material, = pero se reconocieron material identificando
algunas de sus solo caracteristicas caracteristicas como el
caracteristicas como el reconocieron mas alla del color tamafio y figuras que lo
tamano y figuras que lo caracteristicas de las figuras y componen. Se
componen. La mayoria como el color de sus tamafios. mencionaron los

mencionaron los
nombres propios de las
figuras. Ademas,
mencionaron el area y
perimetro, pero sin
hacer distincion entre

uno y otro.

las figuras.

nombres propios de las

figuras como el
cuadrado y los
triangulos, no se
menciond el

paralelogramo. Ademas,
conceptos de darea y

perimetro.

Nota. Elaboracion propia

En la primera intervencion se busco que los estudiantes manipularan las piezas del

tangram para identificar formas y conceptos iniciales. Los grupos 5-1 y 5-4 interactuaron con

el material identificando su tamafio y las figuras que lo componen, nombraron cuadrado y
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triangulos e incluso mencionaron términos como ‘“4rea” y “perimetro”, pero sin

diferenciarlos. Estas respuestas corresponden al nivel 0 (visualizacion) del modelo de

Van Hiele: los estudiantes reconocen figuras por su apariencia general y pueden nombrarlas,

pero no analizan sus propiedades. El grupo 5-2 se limitd a reconocer colores y tamaifios de

las piezas y el 5-3 apenas distinguié el color y el tamafio; ambos casos muestran un

predominio del razonamiento perceptivo propio del nivel 0. Desde la perspectiva de la IBD,

este resultado diagnostica que la mayoria de estudiantes no distinguen entre perimetro y area

ni reconocen propiedades especificas de las figuras, lo que orienta a disefiar tareas de la THA

que desarrollen el anélisis de atributos y la diferenciacion de conceptos.

Tabla 6

Resultados THAp 2

Nivel evidenciado segun el modelo de Van Hiele en cada grado durante la

intervencion THAp 2

5-1 5-2 5-3 5-4

Los estudiantes Los estudiantes no Los estudiantes Los estudiantes
reconocen que el comprenden la miden el contornode utilizan la cuerda
perimetro es la suma diferencia entre area las figuras usando la para medir el
de las longitudes de y  perimetro, ni cuerda, pero contorno de las
los lados y usa la logran medir confunden el figuras, pero
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cuerda para medir
correctamente  las
figuras. Identifican
las

que figuras

tienen igual area por

estar ~ compuestas
por las mismas
piezas, pero

requiere medir para
convencerse de que
los perimetros son
diferentes. Sus
explicaciones

son

correctas, aunque no

siempre utilizan
términos
geométricos con

precision o les
cuesta justificar sin

apoyo visual.

correctamente

usando la cuerda. Se
basan uUnicamente
en la apariencia
visual para concluir
que dos figuras
tienen el mismo o
diferente perimetro.
No reconocen la
necesidad de medir
y no usan el

vocabulario

geométrico basico,

limitandose a
comentarios
subjetivos como

13

son iguales” o
“esta se ve mas

grande”.

concepto de

perimetro con el de

area. Aunque
identifican
diferencias en la

medida, no logran

explicar la causa
relacionandola con
la forma 0

disposicion de los
lados. Sus
argumentos son mas
descriptivos (“es
mas larga” o “es mas
corta”) que
analiticos, y depende
totalmente de la

medicion fisica para

dar una respuesta.

presentan confusion
entre los conceptos

de perimetro y area.

Aunque perciben
diferencias en las
medidas obtenidas,

no logran establecer

la relacion entre estas

y la forma o
disposicion de los
lados. Sus
explicaciones se
limitan a
descripciones

13

generales como “‘es
mas larga” o “es mas
corta”, sin un analisis
geométrico, y
dependen

completamente de la
medicion fisica para
sustentar

Sus

respuestas.

Nota. Elaboracion propia
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En la segunda intervencion se introdujo la medicion del perimetro con una cuerda. El
grupo 5-1 reconocié que el perimetro es la suma de las longitudes de los lados, midi6
correctamente el contorno y comprendio que las figuras tenian igual area al estar compuestas
por las mismas piezas, aunque necesitd la medicion fisica para convencerse de que los
perimetros eran distintos. Este comportamiento se situa en el nivel 1 (analisis): los estudiantes
empiezan a analizar caracteristicas como longitud y usan esas propiedades para
conceptualizar clases de figuras, aunque todavia no pueden justificar las relaciones sin
apoyarse en lo visual. Los grupos 5-2, 5-3 y 5-4 mostraron confusion persistente; no
comprendieron la diferencia entre area y perimetro o confundieron ambos conceptos,
basando sus argumentos en la apariencia o en descripciones como “es mas larga” o “es mas
corta”. Estos resultados se corresponden con un nivel 0 o transicion al nivel 1, pues se centran
en aspectos visuales y no reconocen propiedades métricas de las figuras. Diagndsticamente,
se evidencia la necesidad de fortalecer la conceptualizacion de perimetro y la diferencia con

el area antes de introducir féormulas.

Tabla 7

Resultados THAp 3

Nivel evidenciado segun el modelo de Van Hiele en cada grado durante la

intervencion THAp 3

5-1 5-2 5-3 5-4
Los estudiantes Los estudiantes no Los estudiantes Los estudiantes
reconocen que el comprenden el logran medir el area miden el 4rea

area se relaciona con concepto de area y contando unidades contando algunas




EXPERIMENTO CON TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE 72
el espacio que ocupa se limitan a hacer cuadradas, pero de las wunidades
una figura y utilizan juicios visuales confunden a veces cuadradas,  pero
las unidades dadas sobre el tamafo de este concepto con presentan
para medirla. Pueden las  figuras. No perimetro. Perciben dificultad para
comparar utilizan diferencias en el completar el conteo
correctamente correctamente  las tamafo de las figuras, de manera

figuras de diferentes

tamanos, pero su
explicacion se limita
a sefialar que “una es
mas  grande” o
“ocupa mas espacio”
sin relacionarlo
explicitamente con el
niamero de unidades

cuadradas.

Resuelven la tarea

correctamente,
aunque con
estrategias ~ menos
organizadas.

unidades de medida
y no logran
diferenciar entre
comparar por forma
y comparar por

superficie ocupada.

Sus respuestas
carecen de
justificacion y

muestran confusion
constante entre area

y perimetro.

pero no  pueden
explicar con claridad
por qué ocurre ni

establecer relaciones

proporcionales.  Su
procedimiento es
poco sistematico y

depende de contar
figura por figura sin

buscar patrones.

ordenada o para
relacionar las
medidas con el
tamafio real de la
figura. Reconocen
que una figura
“ocupa mas” que
otra, pero no logran
explicar con
claridad la razén ni
establecer una
relacion

proporcional entre
las medidas y las
dimensiones. A
veces confunden el

area con el
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perimetro 0
combinan ambos
conceptos en sus

respuestas.

Nota. Elaboracion propia

La tercera intervencion orientd a medir areas usando unidades cuadradas. El grupo
5-1 comprendi6é que el area se relaciona con el espacio que ocupa una figura, utilizé las
unidades para medirla y compard correctamente figuras de distinto tamafio, aunque sus
explicaciones se limitaron a afirmar que “una es mas grande” o “ocupa mas espacio”, sin
relacionarlo con el numero de unidades. Este desempefio refleja un nivel 1: los estudiantes
identifican partes y comienzan a conceptualizar clases, pero todavia no explican relaciones
entre propiedades. El grupo 5-3 cont6 unidades cuadradas para determinar areas, pero
confundid ocasionalmente area y perimetro, su procedimiento fue poco sistematico y no logré
establecer relaciones proporcionales; esto indica una transicion dentro del nivel 1. El grupo
5-4 midi6 areas contando algunas unidades, pero tuvo dificultades para completar el conteo
y para relacionar la medida con el tamaio real, ademas de confundir ambos conceptos; su
razonamiento se sitla entre los niveles 0 y 1. El grupo 5-2, en cambio, no comprendi6 el
concepto de area y recurrid a juicios visuales, mostrando nuevamente un nivel 0. Estos
diagnosticos subrayan que, antes de introducir formulas, es necesario consolidar el conteo de

unidades, la diferenciacion entre area y perimetro y la bisqueda de patrones.

Tabla 8

Resultados THAp 4
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Nivel evidenciado segun el modelo de Van Hiele en cada grado durante la
intervencion THAp 4

5-1 5-2 5-3 5-4

Los estudiantes de En este grupo se En este grado, los Los estudiantes
este grupo aplican observan estudiantes  logran resuelven  algunos
las formulas para dificultades realizar operaciones calculos de area y

calcular el area y el
perimetro de figuras
rectangulares,
mostrando

un

dominio adecuado de

procedimientos.
Reconocen la
diferencia entre

cubrir una superficie
y cercar una region,
utilizando estos
conceptos para
comparar situaciones
planteadas en la
actividad. En varios
casos, anticipan cual

figura requerira

notorias en el uso
de formulas para
calcular el 4rea y
perimetro. Sus
respuestas son
superficiales y no
logran  establecer
una relacion entre
los célculos y la
situacion

planteada. Ademas,

persiste la
confusion entre
ambos conceptos,

lo que impide Ia
construccion de

argumentos solidos

basicas de célculo de
area y perimetro,
aunque  requieren
apoyo constante para
guiar sus
procedimientos.  Si
bien reconocen

parcialmente que los

conceptos son
distintos, en sus
explicaciones
tienden a
confundirlos,
limitandose en

ocasiones a justificar
con expresiones

generales. Su

perimetro de manera
mecanica, pero
muestran  dificultad
para interpretar los
resultados y
relacionarlos con el
contexto

del

zoologico propuesto

en la actividad.
Aunque logran
aplicar ciertos
procedimientos, sus
explicaciones

carecen de

profundidad y se
limitan a la obtencion

de valores numéricos




EXPERIMENTO CON TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE 75

mayor material para o

ser cercada antes de adecuadas.

realizar los célculos.

justificaciones

En

consecuencia, los
estudiantes

permanecen entre
en el nivel 0 y 1 de

Van Hiele, con un

razonamiento
centrado en
aspectos
perceptivos  mas

que en propiedades

geométricas.

desempefio  indica

que se encuentran en

un  proceso de
transicion hacia
niveles mas

analiticos, pero aun
dependen de la
orientaciéon docente
sostener

para sus

argumentos.

sin establecer
vinculos claros con
las situaciones
problematicas. Este
comportamiento

evidencia un nivel de
razonamiento  bajo
dentro del nivel 1 de

Van Hiele.

Nota. Elaboracion propia

En la cuarta intervencion se pidi6 aplicar formulas de area y perimetro a figuras

rectangulares. El grupo 5-1 demostré dominio de los procedimientos, distinguid entre cubrir

una superficie y cercar una region, y anticipd cudl figura requeria mas material para ser

cercada. Este comportamiento evidencia que algunos estudiantes han alcanzado el nivel 2

(deduccion informal) del modelo de Van Hiele: pueden establecer interrelaciones entre

propiedades de las figuras y deducir nuevas propiedades, comprendiendo que un cuadrado es

un rectangulo por compartir atributos. El grupo 5-3 realiz6 operaciones basicas, reconocid

parcialmente que area y perimetro son distintos, pero necesitdé apoyo constante y tendi6 a

confundir conceptos en sus explicaciones; se encuentra en transicion entre los niveles 1 y 2.
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El grupo 5-4 resolvi6 algunos célculos de forma mecénica, pero sus explicaciones fueron
superficiales y no relacionaron los resultados con el contexto, lo que indica que permanece
en el nivel 1. Finalmente, el grupo 5-2 evidencié dificultades para usar féormulas y persistio
la confusion entre ambos conceptos; su razonamiento se mantiene en los niveles 0—1. El
diagnodstico resultante muestra que s6lo una parte del grupo alcanzd razonamientos de
deduccion informal y que la mayoria requiere tareas que articulen procedimientos y

significado para avanzar

4.1.2. THA propuesta para la experimentacion

Una vez analizados los resultados de la THAp y definidos los aspectos que requerian
ser fortalecidos, se procedio6 a estructurar una primera version de la Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje (THA), que fue implementada durante la fase de experimentacion. Esta
version no corresponde aun a la trayectoria definitiva, sino a una propuesta inicial ajustada a
partir del diagnostico, con el propodsito de poner a prueba las hipotesis de aprendizaje
planteadas y observar la evolucion del Pensamiento Espacial y geométrico de los estudiantes
en condiciones reales de aula. A continuacion, se expone de manera general la estructura de

esta THA inicial, sefialando los propdsitos principales de cada tarea

Tabla 9
THA 1
TAREA 1:
Objetivo de Definir el concepto de area como recubrimiento de una figura plana
aprendizaje mediante exploracion del juego del Tangram en el software

GeoGebra.

Descripcion de la Plantear acuerdos de aula

tarea de aprendizaje: )
Exploracion
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Clasificacion

Construccion del mosaico (Rectangular) que cubre completamente
la entrada principal del Parque usando las piezas del tangram.

Indagar sobre el concepto de superficie

Nivel de actividad.
EMR: Situacional

Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético:

Actividad Efecto Reflexion
Nivel de actividad. Los estudiantes Los estudiantes Los estudiantes
Van Hiele: Nivel 1: manipulan las disefian el mosaico comprenden que el
Visualizan las formas del juego del recubriendo el recubrimiento de
figuras por  su Tangram y rectangulo propuesto una superficie
apariencia global sin proponen disefios de para la actividad. corresponde a su
analizar propiedades mosaicos para Identifican que estan area.
internas. recubrir un cubriendo una

rectangulo superficie.

propuesto

Intervencion del

Introducir el concepto de area mediante su recubrimiento, luego se

docente

pregunta “;queda algun espacio sin cubrir?” y modela la
transferencia a GeoGebra. Aclara dudas de los estudiantes.

Nota. Elaboracion propia

Tabla 10
THA 2
TAREA 2:
Objetivo de
aprendizaje Comprender el concepto de perimetro como medida del contorno de

una figura y diferenciarlo del érea.

Descripcion de la
tarea de
aprendizaje:

Calcular cuantos metros de barandilla se requieren para delimitar la
zona de juegos infantiles.

Nivel de actividad.
EMR: Situacional
— Referencial

Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético

Actividad: Efecto: Reflexion:

Nivel de actividad.
Van Hiele: Nivel

Los estudiantes revisan Los estudiantes Comprenden que el
detalladamente los observan que dentro perimetro se refiere
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1- 2: Pasan de planos propuestos,
reconocer figuras luego calculan el se
por su forma a perimetro de las

del area del parque

divisiones. Ademas,

encuentran

al borde de la figura
y no a su superficie,
estableciendo

una

analizar distintas regiones para comprenden  que diferencia clara entre
propiedades saber cuanto se requiere estas tienen su estos dos conceptos.
lineales para cercar cada una. propia  area y

perimetro.

Calculan la medida

del area y el

perimetro de las

regiones mediante

el conteo de

cuadros.
Intervencién del Introduce el concepto de perimetro. Explica a los estudiantes como se
docente calcula este y ayuda a diferenciar a los estudiantes entre perimetro y

area.

Nota. Elaboracion propia

Tabla 11
THA 3
TAREA 3:
Objetivo de Aplicar la formula A = base * altura comprendiendo su significado
aprendizaje y justificacion.
Comprender como funciona la férmula para el célculo del area de
una figura y comprobar su validez mediante la visualizacion del
area de la figura.
Descripcion de la Calcular el area de las zonas del parque, aplicando la férmula

tarea de aprendizaje:

tradicional en poligonos regulares.

Nivel de actividad.
EMR: General

Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético

Actividad

Efecto

Reflexion

Nivel de actividad.
Van Hiele: Nivel 2 —
3: Justifican
procedimientos

convencionales desde
modelos geométricos

Los estudiantes aplican la
formula correspondiente
para el calculo del area de
cada figura propuesta
(triangulos, rectangulos y
cuadrados) en los planos
del parque

Los estudiantes
realizan el calculo
utilizando la
formula, y lo
verifican
mediante el
conteo directo de
unidades en el
mapa.

Los alumnos
comprenden que
al aplicar la
formula el
resultado

obtenido equivale
al conteo de
unidades.
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Intervencion
docente

del Introduce la formula como generalizaciéon del conteo, propone
distintas figuras y orienta la interpretacion del resultado obtenido.

Nota. Elaboracion propia

Tabla 12
THA 4
TAREA 4:
Objetivo de Explorar patrones entre puntos interiores, puntos de borde y area en
aprendizaje una malla de puntos.
Descripcion de la Delimitar el area del parque de acuerdo a coordenadas propuestas

tarea de aprendizaje: para la actividad.

Representar el 4rea del parque sobre una malla de puntos (o red de
puntos) para contar sus puntos internos y del borde

Nivel de actividad.
EMR: General

Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético

Actividad Efecto Reflexion
Nivel de actividad. Los estudiantes Los estudiantes Establecen
Van Hiele: Nivel 3: representan figuras enla notan que algunos relaciones como:

Observan red de puntos de puntos estan Entre mas puntos
propiedades y acuerdo a coordenadas dentro de la figura tiene por dentro
comienzan a indicadas por el y otros en su una figura mayor
generalizar docente. perimetro es su area.
relaciones. Posteriormente se

calcula el area de las

zonas delimitadas.
Intervencion del Guia al estudiante mediante ejemplos para la construccion de
docente figuras. Cuestiona a los estudiantes mediante preguntas que lleven

al teorema de PICK

Nota. Elaboracion propia

4.2. Fase 2: Experimentacion
4.2.1. Resultados implementacion THA, guia de observacion TRA
La implementacion de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) en la plataforma

GeoGebra permitié observar en detalle el progreso real de los estudiantes frente a las tareas
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propuestas, configurando la Trayectoria Real de Aprendizaje (TRA) correspondiente a la fase

2. Estos resultados evidencian como los estudiantes transitaron, aunque de forma heterogénea

entre los distintos niveles de razonamiento geométrico segin el modelo de Van Hiele.

Tabla 13

Resultados guia de observacion TRA tarea 1

TAREA: 1

Objetivo

aprendizaje

de

Definir el concepto de area como recubrimiento de una figura plana

mediante la exploracion del juego del Tangram en el software GeoGebra.

Descripcion
la tarea

aprendizaje:

de
de

INICIO.

e La tarea comienza a partir de los acuerdos de aula, se busca
garantizar, la armonia y el desarrollo de la misma. De igual forma se
indaga sobre los conceptos previos sobre el TANGRAM y su

manipulacion.
EXPLORACION.

e Indagacion nombre, caracteristicas del todo y las figuras que lo
componen EL JUEGO DEL TANGRAM
e C(lasificacion de figuras. Se retoma el tamafio: pequefias, medianas y

grandes.

ELABORACION

e Construccion del mosaico. Disefio de la entrada al parque, con las

figuras del tangram se recubre el rectangulo.

CONCEPTUALIZACION.
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e Presentar el concepto de superficie, para contextualizar sobre el

concepto de area.

Nivel de Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético:

actividad. Actividad Proceso y resultado Proceso y resultado obtenido
EMR: esperado

Situacional

Nivel de Explorarel juego Comprende los Los estudiantes reconocieron
actividad del Tangram y acuerdos de aula. el Tangram tan pronto lo

esperado en los
niveles de Van

Hiele: Nivel:

Nivel 1:
Visualizan las
figuras por su
apariencia
global sin
analizar
propiedades
internas.

Nivel de
actividad

logrado en los
niveles de Van

Hiele:
Nivel 1

Evidencias:

determinan las
caracteristicas
como: Numero

tipo, color y

tamafio.
Construir el
mosaico y
explicar el
procedimiento
realizado.

Comprension del
juego del Tangram
familiarizdndose con

sus caracteristicas.

Construye el mosaico
hip6tesis

de la

y crea
acerca

conservacion del area
al utilizar las mismas
7 figuras del juego

del Tangram.

Aborda el concepto

de 4rea como el

recubrimiento de la
de

superficie una

figura plana.

vieron en pantalla,
identificaron  sus  piezas,
colores y nombres,
evidenciandose  dificultad

para nombrar la figura azul
(el paralelogramo).

Cuando los estudiantes
organizaron las figuras de
acuerdo a su tamafio, se
presentd el caso donde se
clasifica al cuadrado como
una figura pequefia y no
mediana, donde argumentan
que el cuadrado es “mas
delgado que el azul”,
evidenciando que establecen
relaciones de acuerdo a esta

caracteristica de las figuras.
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Respecto a la construccion
del mosaico, cerca del 50%
de los estudiantes identifican
que tanto el rectangulo
(mosaico) y el cuadrado del
Tangram poseen igual area.
Ante esto, se hizo notar a los
estudiantes que  ambas
figuras estan formadas por
igual cantidad de piezas, solo

cambia su disposicion.

Intervencion

del docente

actitudinal.

ante cualquier duda.

El docente para empezar con la Tarea 1, expone los acuerdos de clases,

los cuales buscan garantizar el correcto desarrollo de la tarea desde lo

Por ultimo, el docente conceptualiza el concepto de area.

Tener en cuenta que el docente hace acompafiamiento a los estudiantes,

Nota. Elaboracion propia

En la primera tarea, en la cual el propdsito fue familiarizar a los estudiantes con las

piezas del tangram y aproximarlos al concepto de drea como recubrimiento, se observd que

lograron reconocer las fichas en la pantalla, identificando sus colores y formas basicas. Sin

embargo, surgieron dificultades en la denominacioén de ciertas fichas, especialmente el

paralelogramo azul, lo que evidencia un reconocimiento atin muy apoyado en la apariencia

global de las figuras. Durante la clasificacion por tamafio, varios estudiantes consideraron el

cuadrado como “pequerio”, argumentando que era mas delgado que el paralelogramo, lo que

muestra que ain no diferencian entre tamafio real y apariencia visual. Al construir el mosaico

rectangular, aproximadamente la mitad del grupo reconocié que el rectangulo y el cuadrado
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del tangram poseen el mismo valor de area, lo que representa una comprension incipiente de
la conservacion del area al reutilizar las mismas piezas. Estos hallazgos indican que el nivel
alcanzado corresponde al nivel 1 de Van Hiele (andlisis inicial): los estudiantes identifican
figuras y comienzan a diferenciar atributos, pero su razonamiento sigue siendo descriptivo y
dependiente de la percepcion. Aun asi, la tarea cumpli6 su funcioén diagndstica al revelar las
concepciones iniciales sobre area y la necesidad de fortalecer la transicion hacia un andlisis

mas estructural de las figuras.

Tabla 14

Resultados guia de observacion TRA tarea 2

TAREA: 2
Objetivo de Definir el concepto de perimetro como medida del contorno de una
aprendizaje figura y diferenciarlo del area.
Descripcion de la INICIO
tarea de
e Latarea comienza planteando los acuerdos de aula, que buscan
aprendizaje:

garantizar el desarrollo de la misma.

e Presentacion de los planos del parque que contextualiza la tarea.

EXPLORACION

e Calcular el area de todas las regiones que aparecen dentro de los

planos y organizar de acuerdo a la cantidad de area.
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ELABORACION

e Cercar las regiones mencionadas dentro los planos mediante el

calculo del perimetro.

CONCEPTUALIZACION

e Presentar y contrastar los conceptos de drea y perimetro.

Nivel de

actividad. EMR:

Situacional —

Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético:

Actividad

Proceso y resultado

esperado

Proceso y resultado

obtenido

Referencial
Nivel de Explorar los Los estudiantes Los estudiantes calcularon
actividad planos del despiertan el area de las figuras
esperado en los parque. conocimientos utilizando dos métodos

niveles de Van

Hiele: Nivel:

Nivel 1- 2: Pasan
de reconocer
figuras por su
forma a analizar
propiedades

lineales

Calcular la
medida del area
de las regiones

a,b,c.d,e.

Organizar de

mayor a menor

previos ante el
conteo para calcular
el area de las

regiones a,b,c,d,e.

Calculan y ordenan
los resultados de la

cantidad de area

distintos, en su mayoria,

contaron cudntos cuadros
tiene cada figura, por otro
lado, algunos aplicaron la
formula de Base * Altura

con el fin de hallar el area.
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Nivel de dependiendo la

actividad logrado cantidad de area

en los niveles de en unidades

Van Hiele: cuadradas.
Nivel 1-2
Calcular el
Evidencias:

perimetro de las
regiones, pero
desde el proceso
de cercar las

regiones.

Responder
preguntas
relacionadas con
el concepto de

area y perimetro.

también
determinando que se
expresan en unidades

cuadradas.

Cercan las regiones
reconociendo la
similitud con el

perimetro y logran

determinar que deben
sumar todos sus

lados.

Reconocen lo que
significan los
conceptos area 'y
perimetro para poder
responder las
preguntas del

docente.

Respecto al célculo del
perimetro de las figuras, la
mayoria de los estudiantes

comprendid que era la
suma de los lados de cada

figura y dieron una

respuesta acorde a esto.

Finalmente, con las dos
ultimas preguntas, se
logré evidenciar que los
estudiantes identifican el
concepto de area y

perimetro.

Intervencion del

docente

El docente para empezar con la Tarea 2, expone los acuerdos de

clases, los cuales buscan garantizar el correcto desarrollo de la tarea

desde lo actitudinal.
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Por ultimo, el docente conceptualiza el concepto de perimetro.
Tener en cuenta que el docente hace acompafiamiento a los

estudiantes, ante cualquier duda.

Nota. Elaboracion propia

La segunda tarea tenia como propodsito comparar areas y perimetros en planos del
parque, identificando magnitudes distintas y avanzando hacia un razonamiento propio del
nivel 2 e incluso del nivel 3. Se esperaba que los estudiantes determinaran el area mediante
el conteo de unidades cuadradas, también, ordenaran regiones segun la cantidad de su
superficie y, al cercarlas, comprendieran que el perimetro corresponde al recorrido de los
lados. Los resultados muestran progresos significativos: los calculos de areas de las regiones
A-E se distribuyeron entre los niveles 1 y 3, y en la tarea de ordenar las regiones de mayor a
menor area, el 41,03 % alcanz6 un razonamiento de nivel 3. En el célculo del perimetro, el
51,28 % argumentd adecuadamente cudl region requeria mdas material para cercarla,
evidenciando comprension de la magnitud. Ademas, el 76,92 % identificé correctamente que
el area es la medida de la superficie y un 89,74 % reconocié que el perimetro es la longitud
del contorno de la figura, lo que muestra consolidacion de los conceptos. No obstante,
persisten dificultades en algunos estudiantes que contintian confundiendo ambas magnitudes
o justifican desde la apariencia. En conjunto, los resultados confirman avances importantes

hacia niveles analiticos y relacionales, aunque no generalizados en todo el grupo.

Tabla 15

Resultados guia de observacion TRA tarea 3

TAREA: 3




EXPERIMENTO CON TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE 87

Objetivo de

aprendizaje

Aplicar la formula A = base * altura comprendiendo su significado y
justificacion.

Comprender como funciona la formula para el célculo del area de una
figura y comprobar su validez mediante la visualizacion del area de la

figura.

Descripcion de la
tarea de

aprendizaje:

INICIO

e La tarea comienza planteando los acuerdos de aula, que buscan
garantizar el desarrollo de la misma.

e Presentar los planos del parque para contextualizar la tarea, con
medidas determinadas para cada una de ellas, medidas para todos

sus lados, eliminando la cuadricula.
EXPLORACION

e Indaga sobre los conocimientos previos de los estudiantes para
calcular el area de una figura.
e Identificar la formula area = base % altura como procedimiento

adecuado seglin las medidas dadas.
ELABORACION
e Aplicar la formula para calcular el area de cada region del parque.

CONCEPTUALIZACION

e Comparar resultados y analizar por qué la féormula funciona en

cada caso.

Nivel de actividad.

EMR:

General

Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético:

Actividad Proceso y resultado Proceso y  resultado

esperado obtenido
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Nivel de actividad

Se les presenta

Revisan los planos y

Los estudiantes

esperado en los nuevamente los comprenden que las visualizaron el recurso,
niveles de Van planos del parque medidas dadas inmediatamente notaron
Hiele: Nivel: con medidas de corresponden a cada la falta de la cuadricula en
. cada uno de los region. los planos. Mencionaron
Nivel 2 — 3: )
. lados de cada que con las medidas alli
Justifican . . .
L. region, Retoman disponibles podian
procedimientos o o
. eliminando la conocimientos calcular el area de las
convencionales )
cuadricula. previos acerca de la figuras “usando la
desde modelos
o forma en que férmula”.
geometricos. ) o
Los estudiantes calculan el area. Luego de la aplicacion de
Nivel de actividad expresan las  Recuerdan y la formula por parte de los
logrado en los formulas o reconocen que la docentes para mostrar a
niveles de Van maneras en las formula de los estudiantes como
Hiele: que saben area=base*altura les aplicarla, los estudiantes
. calcular el area.  puede servir para el calcularon el 4rea de las
Nivel 1-2
calculo del area. demas figuras,
Evidencias: De acuerdo a sus evidenciandose dificultad
respuestas llegan Calculan el area de para el calculo de aquellas
a utilizar la todas las regiones areas irregulares.
formula de area = aplicando la formula
base*altura. Para darea=base*altura.
calcular la
medida del area Comparan sus
de cada region. resultados con los de
sus compafieros para
corroborar sus
respuestas
Intervenciéon del El docente para empezar con la Tarea 4, expone los acuerdos de clases,
docente los cuales buscan garantizar el correcto desarrollo de la tarea desde lo

actitudinal.
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El docente recoge las respuestas de los estudiantes ante las maneras de
calcular el éarea, y también hace llegar sus respuestas a la formula
area=base*altura.

Tener en cuenta que el docente hace acompafiamiento a los

estudiantes, ante cualquier duda.

Nota. Elaboracion propia

En la tercera tarea se introdujo el uso de férmulas para calcular el drea de rectangulos,
cuadrados y tridangulos sin apoyo de cuadricula, lo que suponia avanzar desde el nivel 2 hacia
el nivel 3 del modelo de Van Hiele. La expectativa era que los estudiantes recordaran las
expresiones Area = base x altura y Area = (base x altura) / 2, y las aplicaran en los planos
presentados. Los datos de la tarea tres muestran que el 82,05 % respondi6 correctamente cual
es la formula para calcular el area de las figuras, aplicdindola de manera adecuada en las
regiones A—E. Esta cifra indica una apropiacion efectiva del algoritmo geométrico y un
transito hacia razonamientos mas formales. La narrativa de los resultados senala que algunos
estudiantes del nivel 2 justificaron sus respuestas con base en conteo o comparaciones,
mientras que quienes avanzaron al nivel 3 explicaron que el area del tridngulo corresponde a
la mitad del rectangulo o que la formula se basa en multiplicar la base por la altura. Aunque
el avance es evidente, alin no todos lograron justificar formalmente el procedimiento. En
términos generales, la tarea permitido consolidar aprendizajes propios de la deduccion

informal y del uso simbdlico.

Tabla 16

Resultados guia de observacion TRA tarea 4

TAREA: 4
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Objetivo de

aprendizaje

Introducir el Teorema de Pick para el calculo del area.

Descripcion de
la tarea de

aprendizaje:

INICIO

e La tarea comienza planteando los acuerdos de aula, que buscan

garantizar el desarrollo de la misma.

e Se presenta los planos del parque, pero ahora todo el plano se

encuentra en una malla de puntos.

EXPLORACION

¢ Introducir el Teorema de Pick como otro método del célculo del érea.
(A=1+(B/2)-1).

e Contar los puntos de algunas regiones, tanto los internos como los del
borde. Para calcular el 4rea de las regiones aplicando el Teorema de

Pick y comprobar los resultados mediante preguntas.

ELABORACION

e Explorar dentro de un recurso de GeoGebra sobre funcionamiento del

Teorema de Pick, moviendo segmentos para lograr el 4rea requerida.

CONCEPTUALIZACION

e Comprobar los resultados mediante preguntas que permitan indagar

sobre la aceptacion del Teorema de Pick en los estudiantes.

Descripcion del proceso de aprendizaje hipotético:
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Nivel de Actividad Proceso y resultado Proceso y resultado
actividad. esperado obtenido

EMR:

General

Nivel de Los estudiantes conocen Exploran el plano En un primer
actividad el Teorema de Pick (A =1 presentado € momento algunos
esperado en los +(B/2)-1). Explicado por identifican que este estudiantes no
niveles de Van el docente. no tiene cuadricula entendian como se

Hiele: Nivel:

Nivel 3:

Observan

propiedades v

comienzan a

generalizar

relaciones.

Nivel de
actividad
logrado en los

niveles de Van

Hiele:

Nivel 3

Los estudiantes analizan

los planos del parque

determinando que esta

dentro de una malla de

puntos.

Los estudiantes cuentan
los puntos que cubre a
cada region, internos y los

del borde de forma

individual. Para poder

aplicar la formula del

Teorema de Pick. Y

ni medidas.

Comprenden el
proceso para
aplicar el Teorema
de Pick y su

funcion.

Reconocen que las
caracteristicas que
tiene el plano del
tiene lo

parque

necesario para

aplicaba la formula

del Teorema de Pick.

Luego de una
explicacion mas
detallada fue
comprendida.

Después, identificaron

que el plano del
parque cumplia con
las caracteristicas
necesarias para
calcular el 4rea usando

el teorema de Pick.
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Evidencias:

comprobar
mediante los resultados

obtenidos.

Los estudiantes exploran
un recurso digital que les
ejemplifica graficamente
sobre el funcionamiento

del Teorema de Pick.

Los estudiantes exponen
de qué forma les gusta
utilizar para el célculo del

area.

de Pick.

Aplican la formula
propuesta por el
Teorema de Pick,
encontrando la
cantidad de area de

cada region.

Comprenden que la
cantidad de puntos
influye en la
cantidad de area
dentro del recurso

digital.

Crean una figura en
GeoGebra que
cumple con lo
solicitado por el

docente.

preguntas aplicar el teorema Finalmente, aplicaron

la formula en

gjercicios practicos en

Geogebra,  algunos
estudiantes
expusieron su
solucion a los
companeros.
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Expresan que el
Teorema de Pick
les llama la
atencion ~ porque
pueden representar

mejor sus procesos.

Intervencién El docente para empezar con la Tarea 4, expone los acuerdo de clases, los
del docente cuales buscan garantizar el correcto desarrollo de la tarea desde lo
actitudinal.

El docente conceptualiza sobre el Teorema de Pick.
Tener en cuenta que el docente hace acompafiamiento a los estudiantes,

ante cualquier duda.

Nota. Elaboracion propia

En la cuarta tarea, centrada en el teorema de Pick, fue disefiada para promover
razonamientos de nivel 2 y, especialmente, del nivel 3, al integrar conteo de puntos interiores
y de borde, uso de la formula Area = Puntos internos + Puntos del borde/2 — 1, y exploracién
de figuras irregulares en GeoGebra. En la cuarta tarea se observa que, al responder a los
conteos de puntos de las regiones A, B y C, la mayoria de los estudiantes operd en niveles 1—
2, apoyandose en el conteo directo sin distinguir inicialmente entre puntos interiores y del
borde. No obstante, al aplicar la formula, el 53,85 % calculd correctamente el area de la
region A, el 61,54 % lo hizo para la region C y el 69,23 % para la region B, mostrando un
avance progresivo. La actividad culmino con un applet donde los estudiantes debian construir

figuras con un area especifica; el 87,18 % cumplio exitosamente la tarea, evidenciando
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comprension del vinculo entre puntos y drea. Finalmente, al preguntar si era mas facil usar
el teorema de Pick, el 76,92 % respondid correctamente, y las respuestas recogidas muestran
que quienes alcanzaron el nivel 3 no solo aplicaron la féormula, sino que justificaron su
validez y compararon su eficiencia con otros métodos tradicionales. Esta tarea evidencid, por
tanto, la consolidacion del razonamiento geométrico formal en un porcentaje importante del

grupo.

4.2.2. Resultados TRA en GeoGebra
En este apartado se presentan los resultados obtenidos luego de la aplicacion de la

TRA en el software GeoGebra.

Tabla 17

Resultados GeoGebra TRA tarea 1

RESULTADOS GEOGEBRA TRA 1

TAREA DESCRIPCION NIVEL1 NIVEL2  NIVEL3

Explora  ;Sabes el nombre de las figuras que 37 1 2

Material componen el Tangram? 94,87% 2,56% 5,13%
(De cuantas figuras se conforma el 39 0 0
Tangram? 100% 0% 0%

(Es una tarea que no permite
evidenciar niveles mas arriba del

Nivel 0)
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(Cuales de las siguientes figuras 39 0 0
estan presentes en el Tangram? 100% 0% 0%

(Es una tarea que no permite
evidenciar niveles mas arriba del
Nivel 0)
(Cuales de los siguientes colores 39 0 0
estan en la figura de arriba? 100% 0% 0%
(Es una tarea que no permite
evidenciar niveles mas arriba del
Nivel 0)
(Como se llama la figura de color 39 0 0
azul? 100% 0% 0%
(Es una tarea que no permite
evidenciar niveles mas arriba del
Nivel 0)
(Como se llama la figura de color 39 0 0
amarillo? 100% 0% 0%
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(Es una tarea que no permite

evidenciar niveles mas arriba del

Nivel 0)
Clasifica | 1 5 34 0
las " 12,82% 87,18% 0%
figuras ‘ “ i i ’ HEETIEREC (En
del | " transicion
Tangram al nivel 1,
de con ligeros
acuerdo errores por
a su la forma)
tamafio  ;Todos los triangulos ocupan igual 11 11 17
superficie? Justifica tu respuesta 28.21% 28.21% 43,59%
(El cuadrado amarillo y el 8 9 22

paralelogramo azul ocupan la  20,51% 23,08% 56,41%
misma superficie? Justifica tu (Algunos  (Algunos (Algunos
respuesta sus sus sus

respuestas  respuestas  respuestas

no son no son no son
correctas, correctas, correctas,
pero al pero al pero al

justificarla  justificarla justificarlas

s utilizaban s utilizaban  utilizaban
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lenguaje lenguaje lenguaje
geométrico geométrico geométrico)

) )

Ayudano | 4 0 35

s @ crear | ‘”Il 10.26% 0% 89,74%
|

una _
|

baldosa
llamativa

(Es una tarea que solo permite
para la

evidenciar el cumplimiento de la
entrada

tarea o no)
del

(Lograste construir la entrada de 4 0 35
Parque

colores? 10,26% 0% 89,74%
de 5-1

(Es una tarea que solo permite

evidenciar el cumplimiento de la

tarea o no)

(El cuadrado y el rectangulo 11 10 18
ocupan el mismo espacio? 28.21% 25,64% 46,15%
(Qué podriamos decir acerca de la 10 5 24
superficie que ocupa una figura? 25,64% 12,82% 61,54%

Nota. Elaboracion propia

En la THA 1 El Parque de 5-1, las actividades disefiadas permiten evidenciar un

avance progresivo del razonamiento geométrico de los estudiantes desde el nivel 0
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(visualizacion) hasta el nivel 2 (clasificacién informal), de acuerdo con la propuesta de
Gutiérrez (1990). En las primeras tareas, donde se solicita reconocer las figuras del tangram
y mencionar sus nombres, los estudiantes deberian responder con descripciones globales
como esa figura parece una casa o es el triangulo azul, sin identificar alin propiedades
geométricas especificas, lo cual corresponde al nivel de visualizacion. Posteriormente, al
clasificar las piezas segun su tamafo, se espera que comiencen a reconocer atributos
observables, ofreciendo respuestas como estos triangulos son del mismo tipo, pero uno es
mads grande porque ocupa mdas cuadros, lo que indica el paso al nivel 1 de analisis,
caracterizado por la identificacion de propiedades y comparaciones elementales. En las
actividades siguientes, como la comparacion de superficies o la construccion de la baldosa
del parque, los estudiantes deberian argumentar con expresiones como e/ cuadrado y el
paralelogramo no ocupan lo mismo aunque parezcan iguales o dos triangulos pequerios
cubren el mismo espacio que uno grande, mostrando razonamientos que integran forma y
medida, propios del nivel 2 o de clasificacion informal. Finalmente, en las preguntas de
cierre, cuando los estudiantes concluyen que figuras distintas pueden ocupar la misma
superficie, se evidencia una comprension relacional del concepto de area, que marca la
consolidacion de este nivel y prepara el transito hacia procesos de deduccion formal en las

siguientes trayectorias.

Tabla 18

Indicadores de razonamiento geométrico en la Tarea 1 con GeoGebra (TRA)
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Nivel de Gutiérrez

Indicadores de
comprension

Ejemplos de respuestas o
comportamientos esperados

Nivel 0 —
Visualizacion 0
reconocimiento

Reconoce las figuras por
su forma global o color.

Usa descripciones
perceptivas  (“parece”,
“tiene forma de”).

No menciona
propiedades geométricas
(lados, vértices,
angulos).

“Esa figura es una casita.”“El azul
parece una montafia.”“El tridngulo
grande es mas bonito.”

Nivel 1 — Analisis

Identifica elementos y
atributos concretos de
las  figuras  (lados,
vértices, tamanos).

Usa vocabulario
geométrico basico
aunque sin relaciones

entre propiedades.

“Los triangulos pequefios tienen tres
lados, igual que el grande, pero son
mas chicos.”“El cuadrado tiene cuatro
lados iguales.”

Compara figuras de

forma empirica (“uno es

mas grande”, “tiene mas

lados™).
Nivel 2 — Establece relaciones “Dos tridngulos pequefios forman un
Clasificacion entre propiedades y cuadrado.”El paralelogramo y el
informal o figuras distintas. cuadrado ocupan distinto espacio

deduccion temprana

Argumenta con
ejemplos 0
contraejemplos.

Usa comparaciones de
area o equivalencia de
forma  (“cubren lo
mismo”).

aunque se parezcan.”“Si roto la figura
sigue siendo la misma.”

Nota. Elaboracion propia
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En la Tarea 1, orientada a la exploracion de las piezas del tangram, se esperaba que
los estudiantes reconocieran las figuras, los colores y las composiciones del juego, donde
inicialmente deberian encontrase en niveles de visualizacion (nivel 0) y de andlisis (nivel 1).
Los resultados obtenidos confirman este comportamiento: el 100 % identifico correctamente
las siete piezas del tangram, sus formas y colores, lo cual corresponde a un razonamiento de
nivel 0. En la actividad de clasificacion por tamafios, un 87,18 % organizd las piezas
adecuadamente, aunque se presentaron confusiones por la orientaciéon o inclinacioén de las
figuras. Esto sugiere que, aunque la mayoria logro avanzar hacia el andlisis basico, algunos
estudiantes aun se mantuvieron en un nivel de reconocimiento global, es decir, visualizacion.
En cuanto a la comparacion de superficies, la tarea buscaba que identificaran equivalencias
y diferencias en el area de las piezas, lo que implicaba un razonamiento relacional propio del
nivel 2 (deduccién informal). Sin embargo, solo el 43,59 % justifico correctamente que los
triangulos ocupaban areas iguales, y un 46,15 % reconocio diferencias reales entre el
cuadrado y el paralelogramo. Finalmente, frente a la pregunta global sobre la superficie que
ocupan las figuras, un 61,54 % logrd conceptualizar que figuras distintas pueden ocupar areas
iguales, aunque no todos alcanzaron los niveles esperados, si fue logrado por un gran

porcentaje de estudiantes.

Tabla 19

Resultados GeoGebra TRA tarea 2

RESULTADOS GEOGEBRA THA 2

TAREA DESCRIPCION Nivel de Van  Hiele

Alcanzado
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Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Calcula el areadela Area de la region A. 15 6 18
regiones. 38,46% 15,38% 46,15%
Area de la region B. 17 5 17

43,59% 12,82% 43,59%

Area de la region C. 16 5 18

41,03% 12,82% 46,15%

Area de la region D. 18 5 16

46,15% 12,82% 41,03%

Area de la region E. 17 5 17

43,59% 12,82% 43,59%

Escribe en orden las regiones de 17 6 16
acuerdo al tamafio de su area, de 43,59% 15,38% 41,03%

menor a mayor.

(Cual de las regiones del plano 17 6 16
tiene menor area? 43,59% 15,38% 41,03%
(Cual region posee mayor area? 17 6 16

43,59% 15,38% 41,03%

Vamos a cercar las ;Cuanto material se requiere para 13 6 20
regiones. cercar la region B? Explica tu 33,33% 15,38% 51,28%

respuesta.
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(Cuénto material se requiere para 13 6 20
cercar la region E? Explica tu 33,33% 15,38% 51,28%

respuesta

(Cuénto material se requiere para 13 6 20
cercar la region C? Explica tu 33,33% 15,38% 51,28%

respuesta

(Cuénto material se requiere para 13 6 20
cercar la region A? Explica tu 33,33% 15,38% 51,28%

respuesta

(Cuénto material se requiere para 13 6 20

cercar la region D? Explica tu 33,33% 15,38% 51,28%

respuesta
Lee atentamente y FEl area es la medida de la 9 0 30
selecciona la superficie de una figura, es la 23,08% 0% 76,92%

respuesta correcta. cantidad de unidades que recubren

la superficie.

El perimetro es la longitud total 4 0 35

del contorno de una figura. 10,26% 0% 89,74%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de la

tarea o no).

Nota. Elaboracion propia
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En la THA 2 Cercando el Parque de 5-1, las actividades se orientan al desarrollo de
la comprension del area y el perimetro como magnitudes relacionadas con la superficie y el
contorno de las figuras, promoviendo un transito progresivo desde el nivel 1 (andlisis) hasta
el nivel 3 (deduccion informal) segun la caracterizacion de Gutiérrez (1990). En las primeras
tareas, donde se solicita observar el plano del parque y reconocer las regiones A, B, C, Dy
E, los estudiantes que se encuentran en el nivel 1 suelen ofrecer respuestas descriptivas
centradas en atributos visibles como la region A es la mds grande porque ocupa mds
cuadritos o la region C es pequeiia porque casi no tiene cuadros, evidenciando una
comparacion empirica basada en la percepcion. En las tareas posteriores, al calcular el area
de cada region y ordenarlas de menor a mayor, los estudiantes que alcanzan el nivel 2
(clasificacion informal) formulan explicaciones que integran conteo y comparacion, por
ejemplo: la region A tiene 20 cuadros y la D tiene 15, por eso A ocupa mdas espacio,
mostrando comprension de la unidad cuadrada como medida del area. Finalmente, al
responder preguntas sobre el material necesario para cercar cada region, los estudiantes que
alcanzan el nivel 3 (deduccion informal) tienden a justificar sus razonamientos con base en
propiedades del contorno, expresando ideas como la region C necesita menos material
porque tiene menos lados o un perimetro mds corto o el area no cambia si el perimetro es
diferente, demostrando una comprension mas formal del significado de 4rea y perimetro

como magnitudes distintas, pero relacionadas.

Tabla 20

Indicadores de razonamiento geométrico en la Tarea 2 con GeoGebra (TRA)
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Nivel de Van Hiele
segun Gutiérrez
(1990)

Indicadores observables

Ejemplos de respuestas
esperadas en la THA 2

Nivel 1 — Analisis

Describe regiones del parque
atendiendo a su forma o
tamano visible.
Compara las figuras de
manera perceptiva.

No utiliza la nocion de unidad
cuadrada ni explica cémo
mide.

“La region A es la mas grande
porque se ve mas larga.” “La B
es pequefia porque ocupa menos
espacio.”

Nivel 2 -
Clasificacion
informal o relacional

Utiliza conteo de cuadros o
unidades para calcular el area.

Ordena las regiones segn su
extension y justifica con
argumentos cuantitativos
simples.

Diferencia entre figuras con
areas distintas.

“La region A tiene 20 cuadros y
la D tiene 15, La C es la mas
pequena porque solo tiene 6
unidades cuadradas.”

Nivel 3 — Deduccion
informal (transicion a
deduccion formal)

Comprende el perimetro
como longitud del contorno y
el area como cantidad de
espacio interno.

Usa vocabulario geométrico
apropiado (unidad cuadrada,
contorno, lados).

Justifica comparaciones con
base en propiedades o
relaciones entre medidas.

“Aunque la region B y la C
tienen d4reas parecidas, la B
necesita mas material para
cercar porque su contorno es
mas largo.” “3

El 4rea es lo que ocupa dentro, el
perimetro es lo que rodea la
figura.”

Nota. Elaboracion propia

La Tarea 2 tenia como proposito comparar areas y perimetros en planos del parque,

identificando magnitudes distintas y avanzando hacia un razonamiento propio del nivel 2

(deduccion informal) e incluso del nivel 3 (deduccion formal). Se esperaba que los

estudiantes determinaran el area mediante el conteo de unidades cuadradas, ordenaran
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regiones segun el tamafio de su superficie y, al cercarlas, comprendieran que el perimetro
corresponde al contorno de las figuras, o sea, sus lados. Los resultados muestran progresos
significativos: los célculos de areas de las regiones A hasta la E se distribuyeron entre los
niveles 1 y 3, y en la tarea de ordenar las regiones de mayor a menor érea, el 41,03 % alcanzo
un razonamiento de nivel 3. En el célculo del perimetro, el 51,28 % argumento
adecuadamente cudl region requeria mas material para cercarla, evidenciando comprension
de la magnitud. Ademas, el 76,92 % identificod correctamente que el area es la medida de la
superficie y un 89,74 % reconocid que el perimetro es la longitud del contorno, lo que muestra
apropiacion del concepto. No obstante, persisten dificultades en algunos estudiantes que
contintian confundiendo ambas magnitudes o justifican desde su apariencia. En conjunto, los
resultados confirman avances importantes hacia niveles analiticos y relacionales, aunque no

de la misma manera en todo el grupo.

Tabla 21

Resultados GeoGebra TRA tarea 3

RESULTADOS GEOGEBRA TRA 3

TAREA DESCRIPCION Nivel 1 Nivel Nivel 3

2

Responde las siguientes ;Como es la formula para el 7 0 32
preguntas teniendo en calculo del 4rea de un 17,95% 0% 82,05%
cuenta lo visto en las clases rectdngulo y un cuadrado?

anteriores.
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(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de

la tarea o no)

(Como es la formula para el 7 0 32
calculo del area de wun 17,95% 0% 82,05%

triangulo?

(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de

la tarea o no)

Calcula el area de la region B, 7 0 32

explica tu respuesta. 17,95% 0%  82,05%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de

la tarea o no)

Calcula el area de la region C, 7 0 32

explica tu respuesta. 17,95% 0%  82,05%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de

la tarea o no)
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Calcula el 4rea de la region A, 7 0 32

explica tu respuesta. 17,95% 0%  82,05%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de

la tarea o no)

Calcula el area de la region E, 7 0 32

explica tu respuesta. 17,95% 0%  82,05%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de

la tarea o no)

Calcula el 4rea de la region D, 7 0 32

explica tu respuesta. 17,95% 0%  82,05%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar el cumplimiento de

la tarea o no)

Nota. Elaboracion propia

En la THA 3 Revisando los planos, las actividades proponen un avance hacia el
razonamiento geométrico formal mediante el uso explicito de formulas para calcular areas
de rectangulos, cuadrados y tridngulos, consolidando lo trabajado en las trayectorias

anteriores. Segun los niveles de Gutiérrez (1990), esta THA permite observar la transicion
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del nivel 2 (clasificacién informal) al nivel 3 (deduccion formal). En un primer momento,
cuando se pide identificar las medidas del plano, los estudiantes que se mantienen en el nivel
2 tienden a responder de manera operativa, basandose en el conteo de cuadritos o en la
observacion de longitudes, con expresiones como el drea del rectingulo se saca
multiplicando los lados porque tiene 10 cuadros de largo y 5 de ancho. Sin embargo, los
estudiantes que alcanzan el nivel 3 formulan sus respuestas utilizando el lenguaje simbdlico
y las relaciones geométricas propias del pensamiento formal, por ejemplo: el drea del
rectangulo se calcula aplicando la formula A = base % altura o el triangulo tiene la mitad
del area de un rectangulo del mismo tamanio, por eso se divide entre dos. Ademads, en las
justificaciones sobre cada region del plano (A, B, C, D y E), los estudiantes en este nivel
logran argumentar con base en propiedades y no solo en observaciones visuales, expresando
ideas como la region A es la mayor porque su base y altura son mds extensas, lo que genera
un producto mayor en el calculo del area. De esta manera, la THA 3 consolida el paso hacia
un pensamiento geométrico mas abstracto, donde las féormulas se comprenden como
generalizaciones que representan relaciones entre medidas y no como simples

procedimientos mecéanicos.

Tabla 22

Indicadores de razonamiento geométrico en la Tarea 3 con GeoGebra (TRA)

Nivel de Indicadores Ejemplos de respuestas esperadas en
Gutiérrez (1990) observables la THA 3
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Nivel 2 — Calcula 4reas mediante “El area del rectangulo es 10 por 5 porque
Clasificacion conteo o multiplicaciones mide 10 de largo y 5 de alto.” “El
informal 0 empiricas. tridngulo ocupa la mitad porque solo
relacional cubre una parte del rectangulo.”

Usa vocabulario

geométrico parcial

(“largo”, “ancho”,

“cuadros”).

Explica con base en
ejemplos concretos.

Nivel 3 — Usa formulas “El 4rea del cuadrado se calcula
Deduccion geométricas correctas (A multiplicando lado por lado.” “Para el
formal (en =b xh, A= (b x h)/2). tridngulo se aplica A = (b x h)/2 porque
desarrollo) es la mitad del rectangulo.” “La region A
Justifica sus tiene mas area porque su base y altura son
procedimientos con base mayores.”
en propiedades 0

relaciones geométricas.

Usa lenguaje simbolico o
algebraico basico.
Nota. Elaboracion propia

La Tarea 3 introdujo el uso de la férmula que tradicionalmente se suele utilizar en el
aula para calcular el area de rectangulos, cuadrados y tridngulos sin apoyo de cuadricula, lo
que suponia avanzar desde el nivel 2 hacia el nivel 3 del modelo de Van Hiele. La expectativa
era que los estudiantes recordaran o dedujeran las expresiones A = base x altura y A = (base
x altura) / 2, y las aplicaran en los planos presentados. Los datos de la TRA muestran que el
82,05 % respondid correctamente cudl es la formula para calcular el area de las figuras,
aplicandola de manera adecuada en las regiones A hasta la E. Esta cifra indica una
apropiacion efectiva del algoritmo geométrico y un avance hacia razonamientos mas
formales. La narrativa de los resultados sefiala que algunos estudiantes del nivel 2 justificaron
sus respuestas con base en conteo o comparaciones, mientras que quienes avanzaron al nivel

3 explicaron que el area del tridngulo corresponde a la mitad del rectangulo o que la férmula
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se basa en multiplicar la base por la altura. Aunque el avance es evidente, atin no todos
lograron justificar formalmente el procedimiento. En términos generales, la tarea permitio

consolidar aprendizajes propios de la deduccion informal y del uso simbdlico.

Tabla 23

Resultados GeoGebra TRA tarea 4

RESULTADOS GEOGEBRA TRA 4

TAREA DESCRIPCION Nivel I Nivel2 Nivel 3
Contemos los Cuantos puntos tiene el BORDE de 7 31 1
puntos de las laregion A. 17,95% 79,49% 2,56%
regiones.

(Es una tarea que solo permite
evidenciar entre los niveles 1 y 2,

por el lenguaje matematico

utilizado)
Cuantos puntos tiene el INTERIOR 7 31 1
de la region A. 17,95% 79,49% 2,56%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar entre los niveles 1 y 2,
por el lenguaje matematico

utilizado)




EXPERIMENTO CON TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE 111

Cuanto mide el area de la Region A. 3 15 21
7,69% 38,46% 53,85%

(Es una tarea que solo permite

evidenciar entre los niveles 1 y 2,

por el lenguaje matematico

utilizado)
Cuantos puntos tiene el BORDE de 7 31 1
la region C. 17,95% 79,49% 2,56%

(Es una tarea que solo permite
evidenciar entre los niveles 1 y 2,
por el lenguaje matematico

utilizado)

Cuanto mide el area de la Region C. 3 12 24
7,69%  30,77% 61,54%

(Es una tarea que solo permite

evidenciar entre los niveles 1 y 2,

por el lenguaje matematico

utilizado)

(La region B tiene 20 puntos en el 7 31 1

BORDE? 17,95% 79,49%  2,56%
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(Es una tarea que solo permite
evidenciar entre los niveles 1 y 2,
por el lenguaje matematico
utilizado)
(La region B tiene 20 puntos en el 7 31 1
BORDE? 17,95% 79,49%  2,56%
(Es una tarea que solo permite
evidenciar entre los niveles 1 y 2,
por el lenguaje matematico
utilizado)
(Cuénto mide el area de la Region 2 10 27
B? 5,13%  25,64% 69,23%
(Es una tarea que solo permite
evidenciar entre los niveles 1 y 2,
por el lenguaje matematico
utilizado)
Explora el BBt 5 34 0
siguiente recurso . 7 . ‘ @ 12,82% 87,18% 0% N

y crea una figura
que tenga 60

Unidades
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cuadradas y
menos de 70.
.Consideras que ;Consideras que es mas facil usar el 2 7 30

es mas facil usar teorema de PICK para el calculode 5,13% 17,95% 76,92%
el teorema de areas?

PICK para el

calculo de areas? (Es una tarea que evidencia el nivel

de aceptacion del Teorema de pick)

Nota. Elaboracion propia

La THA 4 Otra forma de hallar el area introduce a los estudiantes en la aplicacion del
Teorema de Pick, promoviendo la comprension del area desde una perspectiva relacional y
deductiva, lo que supone un avance hacia el nivel 3 (Deduccién formal) de acuerdo con
Gutiérrez (1990). En esta trayectoria, los estudiantes deben contar puntos del borde y del
interior de las regiones, aplicar la formula Area =1+ B/2 - 1, y exponer la aceptacion de los
por el nuevo método de calcular el area. Los estudiantes que permanecen en el nivel 2
(deduccion informal) suelen ofrecer respuestas operativas o basadas en conteo directo, por
ejemplo: la region A tiene mdas puntos, entonces su drea es mayor. Quienes alcanzan el nivel
3 (deduccion formal) aplican correctamente la férmula y explican el procedimiento en
términos de propiedades (se usa el numero de puntos interiores y de borde para calcular el
drea sin medir los lados). Finalmente, los estudiantes no solo aplican la formula, sino que
justifican su validez y comparan su eficiencia frente a otros métodos, respondiendo con

argumentos del tipo: el Teorema de Pick es mas util porque permite hallar areas de figuras
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irregulares sin conocer la base ni la altura o la formula funciona porque el borde aporta la
mitad de los puntos y el interior cuenta el espacio completo. En este sentido, la THA 4
evidencia la consolidacion del pensamiento geométrico formal, articulando el razonamiento
algebraico con la representacion visual y la argumentacion logica.

Tabla 24

Indicadores de razonamiento geométrico en la Tarea 4 con GeoGebra (TRA)

Nivel de Gutiérrez  Indicadores observables Ejemplos de respuestas
(1990) esperadas en la THA 4
Nivel 2 — Compara areas contando “La region D tiene mdas puntos,
Clasificacion puntos sin usar la formula de entonces su area es mayor.” “El area
informal o Pick. se saca contando los puntos que hay
relacional dentro.”
Realiza estimaciones
visuales o comparaciones
directas.

No diferencia entre puntos

del borde e interior.
Nivel 3 — Deduccion Aplica la formula de Pick “Eléareaes A=18+(20/2)-1=27."
formal (en correctamente. “Se usa el teorema de Pick porque
desarrollo) no necesitamos medir los lados.”

Explica que el area depende

del namero de puntos

interiores y de borde.

Usa razonamiento numérico
y simbolico (sustitucion en
la formula).

Nota. Elaboracion propia

La Tarea 4, centrada en presentar y aplicar el teorema de Pick, fue disefiada para promover
razonamientos de nivel 2 y, especialmente, del nivel 3, al integrar conteo de puntos interiores
y de borde, uso de la formula A =1 + B/2 — 1, y exploracion de figuras irregulares en

GeoGebra. En la TRA se observa que, al responder a los conteos de puntos de las regiones
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A, B y C, la mayoria de los estudiantes operd en niveles 1 y 2, apoyandose en el conteo
directo sin distinguir inicialmente entre puntos interiores y del borde. No obstante, al aplicar
la férmula, el 53,85 % calculd correctamente el area de la region A, el 61,54 % lo hizo para
la region C y el 69,23 % para la regiéon B, mostrando un avance progresivo. La actividad
culmino con un applet donde los estudiantes debian construir figuras con un area especifica;
el 87,18 % cumplié exitosamente la tarea, evidenciando comprension del vinculo entre
puntos y area. Finalmente, al preguntar si era mas facil usar el teorema de Pick, el 76,92 %
respondié afirmativamente, y los comentarios recogidos muestran que algunos de los
estudiantes que alcanzaron el nivel 3 no solo aplicaron la formula, sino que justificaron su
aplicabilidad y compararon su eficiencia con otros métodos tradicionales. Esta tarea
evidencid, por tanto, la transicion hacia el nivel de razonamiento geométrico formal en un

porcentaje importante del grupo.

4.3. Fase 3: Analisis retrospectivo.

Durante del andlisis retrospectivo se encontraron elementos que debe tener presente
la construccion de una THA que tenga como proposito fortalecer el Pensamiento Espacial.
En primer lugar, la visualizacion espacial constituye un elemento inicial del Pensamiento
Espacial y, por tanto, debe ocupar un lugar central en la THA. Los estudiantes iniciaron su
razonamiento geométrico desde percepciones globales de las figuras (forma, color y tamano
aparente), lo que confirma la necesidad de proponer tareas que favorezcan la observacion, la
comparacion visual y la manipulacion directa de objetos geométricos. En este sentido,
actividades con material manipulativo (como el tangram) y representaciones dindmicas
(GeoGebra) permiten que los estudiantes construyan imagenes mentales estables y transiten

progresivamente desde un reconocimiento perceptivo hacia un analisis mas estructurado de
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las figuras. Este proceso es coherente con los planteamientos de Van Hiele (1986), quien
sefiala que el aprendizaje geométrico se inicia en el nivel de visualizacion, donde los
estudiantes reconocen las figuras por su apariencia global sin atender aun a sus propiedades
internas. En este nivel, la visualizaciéon no es un complemento, sino el punto de partida
necesario para avanzar hacia niveles superiores de andlisis y deduccion. Por tanto, una THA
que no contemple explicitamente actividades orientadas al desarrollo de la visualizacion

limita el transito natural del razonamiento geométrico.

Un segundo elemento es la orientacion y organizacion espacial, entendida como la
capacidad de ubicar, transformar y relacionar objetos en el plano. El andlisis de las tareas
muestra que los estudiantes fortalecen su Pensamiento Espacial cuando se les propone rotar,
trasladar, descomponer y recomponer figuras para resolver situaciones problematicas
contextualizadas. Por ello, la THA debe incluir actividades que exijan cambios de posicion y
reconfiguracion de formas, favoreciendo la comprension de que las transformaciones no
alteran necesariamente propiedades invariantes como el area. De igual forma, Clements y
Battista (1992) destacan que la organizacién espacial y la manipulaciéon de objetos
geométricos son fundamentales para el desarrollo del razonamiento espacial, ya que permiten
coordinar relaciones parte—todo y comprender la estructura interna de las figuras. Segun estos
autores, las actividades que implican reorganizar y reconfigurar formas ayudan a los
estudiantes a construir representaciones mentales mas flexibles, aspecto que se evidenci6 en
esta investigacion cuando los estudiantes utilizaron el tangram para construir distintas figuras

con las mismas piezas, reconociendo progresivamente la conservacion del area.

En tercer lugar, la comprension de relaciones espaciales y métricas, particularmente

en la diferenciacion entre drea y perimetro. Las dificultades iniciales de los estudiantes al
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confundir ambas magnitudes confirman que la THA debe promover experiencias que
articulen el Pensamiento Espacial con el Pensamiento Métrico, permitiendo comparar
superficies, contornos y longitudes desde situaciones concretas. Actividades de
recubrimiento, cercado y conteo de unidades constituyen un soporte esencial para que los
estudiantes establezcan relaciones entre forma, tamafio y medida. Del Grande (1990) enfatiza
que la comprension de las relaciones espaciales y métricas no surge de la aplicacion temprana
de formulas, sino de experiencias concretas de comparacion, recubrimiento y medicion, que
permitan al estudiante establecer relaciones entre forma, tamafio y medida. En coherencia
con este planteamiento, el analisis retrospectivo muestra que las actividades de recubrimiento
de superficies, cercado de regiones y conteo de unidades favorecieron que los estudiantes
construyeran una diferenciacion progresiva entre ambas magnitudes, superando

explicaciones basadas exclusivamente en la percepcion global.

Por cuarto elemento, la capacidad de descomposicion y recomposicion de figuras, la
cual se manifestd de manera recurrente en el uso del tangram y en la exploracion de areas
equivalentes con diferentes configuraciones. El andlisis retrospectivo muestra que esta
habilidad favorece la conservacion del drea, la comprension parte—todo y el transito hacia
niveles mas analiticos del razonamiento geométrico. En consecuencia, una THA orientada al
fortalecimiento del Pensamiento Espacial debe disefiar tareas que hagan explicitas estas
relaciones estructurales, mas alld de la apariencia visual. De acuerdo con Clements y Battista
(1992), el razonamiento espacial se fortalece cuando los estudiantes pueden descomponer
figuras en partes, reorganizarlas y establecer relaciones estructurales entre ellas. Los autores

sefalan que este tipo de acciones favorece la comprension de propiedades invariantes como
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el area en este contexto especifico que es el Tangram, y promueve el transito desde un

reconocimiento perceptivo hacia un analisis consciente de las propiedades geométricas.

Como quinto elemento, el uso de sistemas de representacion espacial, como
cuadriculas, mallas de puntos y coordenadas, emerge como un elemento clave en la
construccion de la THA. La introduccion del Teorema de Pick permitié que los estudiantes
integraran visualizacion, conteo y generalizacion, evidenciando que el Pensamiento Espacial
se fortalece cuando se articulan representaciones graficas, numéricas y simbolicas. Desde el
andlisis retrospectivo, se concluye que la THA debe incorporar progresivamente estos
sistemas de representacion para favorecer la abstraccion y la formulacion de conjeturas. De
acuerdo con Duval (1998), la comprension matematica y en particular la geométrica depende
de la coordinacion entre diferentes registros de representacion (grafico, numérico y
simbolico). El autor sostiene que el aprendizaje no se produce nicamente por manipular una
figura, sino por la capacidad de interpretar, transformar y relacionar representaciones
distintas de un mismo objeto matematico. En este sentido, el trabajo con mallas de puntos y
cuadriculas permite a los estudiantes vincular la imagen visual de una figura con el conteo

de unidades y con expresiones simbdlicas que generalizan dichas relaciones.

Finalmente, como sexto elemento, el andlisis permite reconocer la argumentacion y
justificacion geométrica como un componente avanzado del Pensamiento Espacial. A medida
que los estudiantes avanzaron en la trayectoria, comenzaron a explicar por qué una figura
tiene mayor area, por qué dos regiones con igual superficie pueden tener distinto perimetro
o por qué una férmula es valida. Esto evidencia que la THA debe tener momentos explicitos
de reflexion, discusion y validacion de procedimientos, alineados con los niveles del modelo

de Van Hiele, para promover el paso del razonamiento empirico a formas de deduccion
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informal y formal. De acuerdo con Van Hiele (1986), el aprendizaje de la geometria progresa
a través de niveles de razonamiento, en los cuales el paso desde la visualizacion y el andlisis
hacia la deduccion informal y formal requiere explicitamente procesos de argumentacion. En
los niveles superiores, los estudiantes deben justificar relaciones entre propiedades,
establecer conexiones logicas y explicar procedimientos mas alla de la experiencia empirica
o de la simple observacion. Sin estos procesos, el razonamiento geométrico permanece en

niveles descriptivos y dependientes de la percepcion.

Con base en los resultados del experimento y los aportes tedricos sobre razonamiento
geométrico, en esta investigacion se identificaron seis elementos clave para la construccion

de una THA orientada al fortalecimiento del Pensamiento Espacial.

1. Visualizacion.

2. Orientacion y organizacion espacial.

3. Comprension de relaciones espaciales y métricas.

4. Capacidad de descomposicion y recomposicion de figuras.
5. Sistemas de representacion espacial.

6. Argumentacion y justificacion geométrica.

De acuerdo con los hallazgos identificados durante la aplicacion del experimento de
enseflanza, y con base en el presente analisis retrospectivo expuesto, se plantea una nueva
version THAm (Apéndice H). Esta propuesta integra de manera intencional aspectos
considerados mejorables. Ademas, incorpora tareas que fortalecen especificamente los
elementos del Pensamiento Espacial (visualizacion, orientacidon, relaciones métricas,
descomposicion de figuras, sistemas de representacion y argumentacion). Ademas, responde

con mayor precision a las necesidades de aprendizaje, mediante una progresion didéctica
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coherente con el desarrollo geométrico y los referentes curriculares y teodricos de la

investigacion.

Conclusiones
La investigacion permitid6 comprender de manera integral como los estudiantes de grado
quinto desarrollan su pensamiento geométrico cuando participan en una secuencia de
aprendizaje intencionalmente disefiada mediante una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje
(THA). La combinacioén entre actividades manipulativas, situaciones contextualizadas y el
uso de herramientas digitales favorecid el transito progresivo de los estudiantes desde
razonamientos intuitivos y perceptivos hacia formas de pensamiento mas estructuradas,

analiticas y justificadas.

Conclusiones generales

La investigacion permitio evidenciar que el Pensamiento Espacial de los estudiantes
de grado quinto mostrd avances claros y sostenidos a lo largo de la implementacion de la

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. En un primer momento, predominaban razonamientos
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basados en la apariencia visual de las figuras, acompafados de confusiones frecuentes entre
los conceptos de area y perimetro y de un reconocimiento limitado de las propiedades
geométricas. Sin embargo, a medida que se desarrollaron las tareas propuestas, los
estudiantes comenzaron a identificar atributos relevantes, justificar procedimientos y
establecer relaciones entre medidas, lo que reflej6 un transito progresivo desde niveles
basicos de razonamiento hacia formas mas analiticas y estructuradas de pensamiento

geométrico.

Este avance estuvo estrechamente vinculado con la articulacion entre materiales concretos y
entornos digitales. La manipulacion del tangram permitié a los estudiantes explorar de
manera tangible equivalencias, transformaciones y la conservacion del area, favoreciendo la
comprension de relaciones parte—todo y la visualizacion espacial. Posteriormente, el uso de
GeoGebra posibilitd formalizar estas ideas, visualizar con mayor precision las construcciones
realizadas y validar procedimientos, lo que fortalecid la comprension conceptual al ofrecer

multiples representaciones de un mismo objeto matematico.

Asimismo, la diferenciacion entre area y perimetro se consolidé de manera progresiva a lo
largo de la trayectoria. Aunque inicialmente los estudiantes tendian a tratar ambas magnitudes
como equivalentes, las tareas secuenciadas de la THA promovieron una comprension clara
de sus diferencias conceptuales. Al finalizar la intervencion, la mayoria de los estudiantes
logrd explicar el significado de cada magnitud y aplicarlas adecuadamente en situaciones de
medicion, cercado, comparacion y distribucion de superficies, superando explicaciones

basadas exclusivamente en la percepcion visual.

El contexto del “Parque de 5-1 desempefi6 un papel principal en este proceso, al otorgar

sentido y significado a las actividades propuestas. Situar las tareas en un entorno real y
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comprensible favorecidé una mayor participacion y motivacion por parte de los estudiantes.
La resolucion de problemas contextualizados impulsé la formulacion de hipdtesis, la
argumentacion, el trabajo colaborativo y el uso consciente del lenguaje matematico,

fortaleciendo asi la conexion entre la matematica y situaciones de la vida cotidiana.

Finalmente, la comparacion entre la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje y la Trayectoria
Real de Aprendizaje enriquecié de manera significativa la intervencion. Analizar como los
estudiantes realmente construyeron sus aprendizajes permitio realizar ajustes en la secuencia,
reforzar conceptos clave y reorganizar momentos de la ensefianza cuando fue necesario. Esta
retroalimentacion constante, propia de la Investigacion Basada en Disefio, garantiz6 que la
THA respondiera de forma coherente a los procesos de aprendizaje de los estudiantes,
fortaleciendo tanto el disefio didactico como el andlisis pedagogico desarrollado en la

investigacion.

Conclusiones por objetivos

La investigacion evidencié que una secuencia didactica disefiada mediante una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) favorece en los estudiantes de grado quinto un
transito progresivo desde razonamientos geométricos intuitivos y basados en la percepcion
hacia formas de pensamiento mas estructuradas, analiticas y fundamentadas. En relacion con
el objetivo general, orientado a determinar el aporte de la THA al desarrollo del Pensamiento
Espacial, los resultados mostraron un fortalecimiento significativo de las habilidades
espaciales de los estudiantes. A lo largo de la intervencion se generaron condiciones para que
los alumnos no solo avanzaran en su razonamiento geométrico, sino que también

argumentaran, representaran y aplicaran los conceptos de area, perimetro y equivalencia,
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transitando desde la resolucion de situaciones concretas hacia la comprension de

configuraciones mas abstractas.

En cuanto al primer objetivo especifico, centrado en diagnosticar y caracterizar las
ideas previas de los estudiantes sobre figuras geométricas, area y perimetro, la fase
diagnostica permiti6 identificar que el punto de partida estaba marcado por nociones
intuitivas y una comprension limitada de estos conceptos. Los estudiantes reconocian las
figuras de manera global, pero presentaban confusiones frecuentes entre area y perimetro,
apoyando sus juicios principalmente en la apariencia visual. Esta caracterizacion inicial
resultd fundamental para orientar el disefio de las primeras tareas de la THA, las cuales se

enfocaron en atender dichas dificultades desde los momentos iniciales de la intervencion.

Respecto al segundo objetivo especifico, orientado al disefio de una THA coherente
con las necesidades detectadas, la secuencia propuesta integré de manera progresiva
materiales concretos, situaciones contextualizadas y herramientas digitales. La manipulacion
del tangram permitio a los estudiantes explorar de forma tangible la equivalencia entre
figuras, las transformaciones geométricas y la conservacion del area, mientras que el uso
posterior de GeoGebra facilitd la visualizacion precisa de las construcciones y la validacion
de los procedimientos empleados. Esta articulacion entre recursos concretos y digitales,
sumada a la contextualizacion de las tareas en el entorno del “Parque de 5-17, favorecid
aprendizajes con mayor sentido, al permitir que los estudiantes construyeran significado
antes de abordar procedimientos formales, como la aplicacion de formulas o el uso del

Teorema de Pick.

En relacion con el tercer objetivo especifico, centrado en la implementacion de la

THA y el analisis de la Trayectoria Real de Aprendizaje, la intervencion brind6 informacion
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valiosa sobre la manera en que los estudiantes construyeron sus aprendizajes. El seguimiento
continuo del trabajo en el aula permitio identificar avances, dificultades y reorientaciones en
los razonamientos de los estudiantes, lo que posibilitd realizar ajustes oportunos en la
secuencia didactica. Este proceso de retroalimentacion permanente, propio de la
Investigacion Basada en Disefio, contribuyd a que la THA se mantuviera alineada con las

necesidades reales del grupo y enriquecio significativamente la intervencion.

El analisis de la trayectoria real evidencié progresos importantes en el Pensamiento
Espacial de los estudiantes, reflejados en la formulacion de conjeturas, la comprension del
area como recubrimiento, la comparacion entre figuras de distintas formas y el uso mas
consciente de las mediciones. Asimismo, se observo un fortalecimiento de capacidades
relacionadas con la visualizacion, el andlisis, la clasificacion, la justificacion y la
generalizacion, lo que se manifesto en explicaciones mas precisas, en el uso de un lenguaje
matematico mas riguroso y en una comprension mas profunda de los conceptos geométricos

abordados.

Seguidamente, en relacion con el cuarto objetivo especifico, el andlisis retrospectivo
de la implementacion permitié identificar los elementos clave que debe contener una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje mejorada para fortalecer el Pensamiento Espacial en
la educacion basica primaria. Se estableci6 la necesidad de definir objetivos de aprendizaje
centrados explicitamente en habilidades espaciales como la visualizacion, la orientacion y la
manipulacion de formas, asi como de organizar las tareas en una progresion logica y creciente
en complejidad. Asimismo, se destacd la importancia de integrar actividades manipulativas,
representaciones visuales diversas, el uso explicito del lenguaje espacial, la contextualizacion

de las situaciones problemadticas y la evaluacion formativa continua. De igual manera, se
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reconocio la necesidad de disefiar trayectorias flexibles que atiendan la diversidad de ritmos
y estilos de aprendizaje. Estos elementos se concretan en la propuesta de una THA mejorada,
presentada en el recurso final (Apéndice I), que retine la THAp, la THA implementada y la

THAm resultante de esta investigacion.

Finalmente, vale la pena mencionar algunas de las limitaciones con las que los
investigadores se encontraron durante el desarrollo del presente proyecto de investigacion.
La primera de ellas, fue la dificultad para contar con computadores con acceso estable a la
red de internet. La segunda dificultad, es la disposicion de los estudiantes, en algunos casos,
no se debia a temas propios de la materia, sino a condiciones ambientales desfavorables,
como el calor en el aula de clase o el ruido, una tercera dificultad corresponde a la falta de
tiempo para la implementacion de las sesiones, debido a que algunos dias no era posible

realizar la implementacion por diversos motivos ajenos a la investigacion.
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Discusion

El anélisis de los resultados obtenidos en las distintas fases del estudio evidencia
avances significativos en el desarrollo del Pensamiento Espacial y en la comprension de los
conceptos de area y perimetro. Estos progresos se reflejan tanto en las tareas de la Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje (THA) como en los productos generados durante la fase
experimental (TRA), especialmente en el entorno digital de GeoGebra. Los hallazgos
confirman la pertinencia de emplear recursos manipulativos y tecnoldgicos dentro de una
secuencia didactica coherente con los niveles de razonamiento geométrico propuestos por
Van Hiele y los niveles de formalizacioén planteados por la Educacion Matematica Realista

(EMR).

En las primeras tareas, orientadas a la exploracion del tangram y al reconocimiento
del 4rea como recubrimiento, los estudiantes mostraron un razonamiento correspondiente a
los niveles iniciales de Van Hiele (visualizacion y analisis). Identificaron figuras por su forma
global y comenzaron a distinguir atributos como lados, vértices y medidas, lo que coincide
con lo planteado por Clements y Battista (1992), quienes destacan la importancia de la
manipulacion concreta y la visualizacion perceptiva en el desarrollo del razonamiento
espacial. Este avance también guarda relacion con los resultados de Fernandez. (2009) quien
observd progresos similares mediante el uso de materiales manipulativos. En esta fase, el
trabajo con el tangram favorecio la interaccion, el descubrimiento y la comunicacion entre
pares, confirmando que la manipulacioén de objetos concretos constituye una base sélida para

comprender la geometria desde los primeros grados.

A medida que las tareas incorporaron la medicion y el célculo de areas en figuras

compuestas, se evidencid una transicion hacia niveles superiores de razonamiento. Los
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estudiantes comenzaron a justificar sus procedimientos y a emplear la formula del area de
manera significativa, alcanzando el nivel 2 de Van Hiele, donde se reconocen propiedades y
relaciones entre figuras. De acuerdo con Duval (1998), esta evolucion depende de la
coordinacion entre diferentes registros de representacion —grafico, verbal y simbolico—,
aspecto que se fortaleci6 mediante el uso de GeoGebra, herramienta que facilito la
visualizacion de transformaciones geométricas y la verificacion empirica de las relaciones de

area y perimetro.

Los resultados obtenidos en la fase TRA dentro del entorno digital evidencian una
mejora sustancial en la comprension de las relaciones espaciales y en la capacidad de los
estudiantes para modelar situaciones geométricas. Este comportamiento coincide con los
estudios de Diaz-Nunja, Rodriguez-Sosa y Lingan (2018) y de Aldana y Pérez (2024),
quienes demostraron que GeoGebra potencia el razonamiento geométrico y la motivacion
estudiantil al permitir la exploraciéon autéonoma y la retroalimentacion inmediata. En este
caso, los estudiantes no solo reprodujeron figuras, sino que lograron explicar las
equivalencias de area entre distintas composiciones del tangram, lo que evidencia una
transicion del modelo-de al modelo-para, en términos de Gravemeijer (1999), dentro de la

Educacion Matematica Realista.

La secuencia de tareas también permitio observar un desplazamiento progresivo entre
los niveles de actividad propuestos por la EMR (situacional, referencial, general y formal).
En las fases iniciales, los estudiantes actuaron desde lo situacional, resolviendo problemas
mediante la manipulacion; luego pasaron al nivel referencial al establecer comparaciones y
relaciones entre dreas; y finalmente alcanzaron un nivel general, en el que pudieron justificar

equivalencias y relacionar area y perimetro mediante representaciones simbolicas. Este
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proceso refleja lo expuesto por Simon (1995), quien sefiala que las trayectorias hipotéticas
de aprendizaje deben guiar la transicion de las acciones concretas hacia formas més abstractas

de razonamiento.

Desde el componente actitudinal, se evidencié un aumento en la participacion, la
motivacion y la confianza de los estudiantes durante el desarrollo de las sesiones. El trabajo
colaborativo y el apoyo de recursos digitales generaron un ambiente de aprendizaje activo,
coherente con lo indicado por Moreno Gatica (2023), quien destaca que el tangram favorece
la cooperacion y la construccion colectiva del conocimiento. Estos resultados sugieren que
la ensefianza de la geometria, cuando se apoya en experiencias visuales y significativas,
contribuye tanto al desarrollo cognitivo como al fortalecimiento de habilidades sociales y

comunicativas vinculadas al aprendizaje matematico.

No obstante, también se identificaron algunas dificultades persistentes relacionadas
con el uso del lenguaje geométrico formal y con la argumentacion deductiva. Estas
limitaciones concuerdan con las observaciones de Jiménez-Gestal y Blanco Nieto (2017),
quienes advierten que el paso del razonamiento empirico al formal requiere acompafiamiento
docente y estrategias que promuevan la explicitaciéon del discurso matematico. Por ello,
resulta necesario continuar disefiando tareas que integren de manera mas intencionada la
comunicacion matematica y la justificacion verbal de los procedimientos, aspectos

fundamentales para consolidar un Pensamiento Espacial de mayor complejidad.

En sintesis, los resultados evidencian que la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje,
apoyada en el uso del tangram y GeoGebra, tuvo un efecto favorable en la comprension de
los conceptos de area y perimetro, asi como en el fortalecimiento del pensamiento espacial.

La secuencia de actividades permitid vincular los niveles de razonamiento geométrico con



EXPERIMENTO CON TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE 129

los distintos grados de abstraccion planteados por la Educacion Matematica Realista,
mostrando que es posible integrar de manera efectiva recursos manipulativos y tecnolégicos
en el aula. De esta forma, se confirma el valor de las estrategias activas y contextualizadas
para la ensenanza de la geometria en primaria, al propiciar experiencias de aprendizaje mas

significativas y duraderas.
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Apéndices
Apéndice A. Rejilla de resumen de revision de antecedentes.
Tabla 25
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Internacio | Fernadnde | Analizar el | Estudio Uso de | Fundamenta | Tangram,
nal z, B. | impacto de | cualitativo material el uso de | geoplano,

(2009) Tecursos con manipulativo | material motivacion,
manipulativ | observaciéon | mejora en | concreto para | aprendizaje
oS en | , entrevistas | vocabulario desarrollar significativo
comprensié | y analisis de | geométrico, PE.

n produccione | mayor
geométrica | s. motivacion.
en primaria.
Internacio | Castro Disefiar e | Investigaci6 | Progreso de | Aporta THA,
nal Castro implementar | n basada en | modelo-de a | referentes Gravemeijer

(2025) una  THA | disefio, modelo-para, | para , Simon,
para tareas dificultades estructurar trigonometri
ecuaciones secuenciada | en THA en | a,
trigonométri | s segun | articulacion matematicas. | progresion
cas con | Gravemeijer | grafica- conceptual
infinitas y Simon. algebraica.

soluciones.
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Internacio | Moreno | Potenciar Taller con | Mejora en | Respalda el | Tangram,
nal Gatica aprendizaje | actividades | visualizacion, | tangram geometria,

(2023) geométrico | secuenciada | trabajo como recurso | visualizacio
y S, aulas | colaborativo central. n,
razonamient | reales. y motivacion. colaboracio
o logico con n,
tangram. motivacion
Nacional | Maz- Diferenciar | Propuesta Los alumnos | Fortalece la | Tangram,
Machado | los didactica descubren comprension | area,
, Argudo | conceptos constructivi | que igual area | conceptual y | perimetro,
y de area vy | sta, no  implica | fomenta visualizacio
Rodrigue | perimetro manipulacio | igual conjeturas. n,
7 (2018) | con n directa. perimetro y manipulacio
tangram. viceversa. n
Nacional | Anaya, Disefiar e | Secuencia Comprension | Demuestra la | Teorema de
Coavas, | implementar | con inductiva de | efectividad de | Pick, THA,
Ruiz y|una THA | diagnéstico, | la  formula, | THA para | area,
Silgado | para la | exploracion, | fortalecimient | geometria perimetro,
(2022) comprensié | conjeturas y | o de | escolar. razonamient
n del | generalizaci | razonamiento 0
Teorema de | On. geométrico.
Pick.
Nacional | Argota Fortalecer Secuencia Mejora en | Valida el | Tangram,
Ebrat PE mediante | constructivi | visualizacion, | tangram PE,
(2021) tangram sta con | orientacion y | digital para | orientacion,
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digital  en | tangram vocabulario educacion visualizacio
segundo fisico y | geométrico. basica. n, TIC
grado. digital.

Nacional | Aldana Usar Disefio Avance en | Confirma GeoGebra,
Aldana y | GeoGebra constructivi | visualizacién | efectividad de | PE,
Pérez para sta con | 3D, GeoGebra en | visualizacid
Doming | desarrollar | manipulacié | relaciones primaria. n, TIC,
uez PE en quinto | n de figuras | espaciales 'y primaria
(2024) grado. y simetrias. | motivacion.
Nacional | Gonzalez | Usar Secuencia Mejora en | Ejemplo de | GeoGebra,
Vargas GeoGebra y | contextualiz | actitud, integracion ABP,
(2021) ABP para | ada con | confianza y |de TIC vy | geometria,
superar guias y | razonamiento | ABP. confianza,
dificultades | diario  de motivacion
en campo.
geometria.
Local Chanaga, | Disefiar e | Enfoque Avance  en | Respalda uso | PE, TIC,
S. (2017) | implementar | constructivi | niveles de | de TIC para | Van Hiele,
secuencia sta y uso de | Van Hiele y | PE geometria,
para PE en | TIC. motivacion. localmente. secundaria
sexto grado.
Local Moreno | Reflexionar | Analisis de | Urge Base teodrica | PE,
Jaimes sobre estandares, | reorientar para priorizar | curriculo,
(2024) importancia | lineamiento | curriculo e | PE en la| transversali
integrar  PE | ensefianza.
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del PE en|s y | transversalme dad,
primaria. literatura. nte. estandares

Local Gonzéles | Caracterizar | Enfoque PE abordado | Evidencia PE,
(2022) practicas cualitativo, | superficialme | necesidad de | ruralidad,
pedagogicas | entrevistas y | nte, carencia | secuencias recursos,
y nivel de | observacion | de recursos y | contextualiza | formacion
PE en formacion das. docente
primaria docente.
rural.
Local Bocaneg | Disenar e | Entrevista Progreso en | Modelo THA,
ra implementar | basada en | generalizaci6 | adaptable generalizaci
Gonzélez | THA  para | tareas, n y validacion | para otros | oOn,
y Devia | generalizaci | material de contenidos. GeoGebra,
Avila on manipulativ | propiedades. propiedades
(2019) geométrica. | o y
GeoGebra.

Nota. Elaboracion propia.

Apéndice B. Instrumento de observacion diagndstica.

Tabla 26

Ejemplo de rejilla de observacion diagndstica.

REJILLA DE DIAGNOSTICO THAp:

Nivel

Indicadores

Respuesta de los
estudiantes en cada

grado

5-1

5-2 53 54
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Nivel 0:
Visualizacion

- Reconoce las figuras del Tangram (barco, gato,
caballo, cuadrado) unicamente por su forma global,
sin distinguir partes o propiedades.

Describe las figuras comparandolas con objetos

LR INA3

familiares (“parece un gato”, “parece un barco”).

Reproduce o identifica las figuras de memoria o por
observacion, sin usar propiedades geométricas.

Se guia por el color o el tamafo aparente de las
piezas, sin lenguaje geométrico formal.

Nivel 1: Analisis

Identifica y nombra algunas piezas del Tangram
(triangulos, cuadrado, paralelogramo).

Reconoce propiedades observables como nimero de
lados, tamano relativo y disposicion de las piezas

Explica semejanzas y diferencias entre las figuras,
aunque sus justificaciones son empiricas (“todas usan
las mismas piezas”).

Diferencia parcialmente entre area y forma, aunque
requiere manipulacion concreta para convencerse.

Nivel 2:
Deduccion
informal

Argumenta que todas las construcciones tienen la
misma area porque se usan las siete piezas.

Anticipa resultados antes de medir o comprobar
(“siempre que se usen todas las piezas, el area es la
misma”).

Relaciona propiedades entre si: reconoce que la
forma cambia, pero el area se conserva.
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Justifica con razonamientos simples que trascienden
la observacion directa, aunque atin dependan del
material concreto.

Nivel 3:
Deduccion
formal

Diferencia explicitamente entre area y forma,
justificando con ejemplos que el area permanece
constante aunque varie la figura.

Utiliza vocabulario geométrico con mayor precision
para describir propiedades y comparaciones.

Reconoce la necesidad de justificar sus conclusiones
mas alla de la manipulacion concreta.

Muestra capacidad de estructurar explicaciones
logicas mas organizadas (ejemplo: “siempre que se
usen todas las piezas, la suma de areas no cambia
porque cada pieza conserva su tamafo”).

Nota. Elaboracion propia.

Apéndice C. Material audiovisual utilizado para la THAp.

Tabla 27

Guias diagnosticas impresas y digitales.

https://www.canva.com/design/DAG3S4P3F9¢/pdaRn4TJiuz2S41hTPj sA/edit?utm_conte

nt=DAG3S4P3F9g&utm_campaign=designshare&utm medium=link2&utm_source=share

button

Apéndice D. Instrumento de observacion TRA.

Tabla 28

Guia de observacion TRA


https://www.canva.com/design/DAG3S4P3F9g/pdaRn4TJiuz2S41hTPj_sA/edit?utm_content=DAG3S4P3F9g&utm_campaign=designshare&utm_medium=link2&utm_source=sharebutton
https://www.canva.com/design/DAG3S4P3F9g/pdaRn4TJiuz2S41hTPj_sA/edit?utm_content=DAG3S4P3F9g&utm_campaign=designshare&utm_medium=link2&utm_source=sharebutton
https://www.canva.com/design/DAG3S4P3F9g/pdaRn4TJiuz2S41hTPj_sA/edit?utm_content=DAG3S4P3F9g&utm_campaign=designshare&utm_medium=link2&utm_source=sharebutton
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TAREA: 1
Objetivo de aprendizaje
Descripcion de la tarea de aprendizaje:
Nivel de actividad. EMR: Descripcion del proceso de aprendizaje
) ) hipotético:
Situacional Actividad Proceso Resultado

obtenido obtenido

Nivel de actividad esperado en los
niveles de Van Hiele: Nivel:

Nivel:

Evidencias

Nivel de actividad logrado en los
niveles de Van Hiele:

Nivel:

Evidencias:

Intervencion del docente

Nota. Tomado y adaptado de Carcamo, A., Fortuny, J. M., & Fuentealba, C. (2021).

Apéndice E. Material digital de GeoGebra durante la activacion.

Producciones digitales en GeoGebra

https://www.geogebra.org/m/mfxxjgh2#chapter/1259631

Apéndice F. Instrumento de anélisis de resultados de la TRA.

Tabla 29

Rubrica analitica del Pensamiento Espacial

Nivel Van Hiele Indicador (adaptado a Estandar MEN Cumple No
la actividad en asociado cumple
GeoGebra)



https://www.geogebra.org/m/mfxxjqh2#chapter/1259631
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Nivel 1 —
Reconocimiento
o visualizacion

Reconoce el rectangulo
de la entrada del parque
unicamente por su
forma global, sin
describir sus partes
(lados, vértices).

Comparo y clasifico
figuras
bidimensionales...

Nivel 1 —
Reconocimiento
o visualizacion

Selecciona y ubica las
piezas del tangram en el
rectangulo de GeoGebra
guiandose solo por la
apariencia visual, sin
usar propiedades
geométricas.

Comparo y clasifico
figuras
bidimensionales...

Nivel 1 —
Reconocimiento
o visualizacion

Completa el
recubrimiento del
rectangulo en GeoGebra
sin dejar espacios,
ajustando las piezas
solo por coincidencia
visual.

Diferencio y ordeno
propiedades que se
puedan medir (area)

Nivel 2 — Analisis

Identifica partes y
propiedades de las
piezas usadas en
GeoGebra (ej. tipo de
figura, nlimero de
lados), aunque no
establezca relaciones
entre ellas.

Comparo y clasifico
figuras
bidimensionales...

Nivel 2 — Analisis

Reconoce que dos
disefios distintos (en
GeoGebra) pueden
cubrir la misma
superficie,
estableciendo la
igualdad de area por
observacion y conteo
visual.

Diferencio y ordeno
propiedades que se
puedan medir (area)
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Nivel 2 — Analisis Utiliza herramientas de =~ Diferencio y ordeno
GeoGebra para medir o propiedades que se
verificar el area puedan medir (area)
cubierta, validando de
forma empirica que es
igual en distintos

disenos.
Nivel 3 — Explica que el area Diferencio y ordeno
Deduccion cubierta es igual en dos  propiedades que se
informal u orden disefios porque las puedan medir (area)

piezas son las mismas y
su reubicacion no
cambia la cantidad de
superficie cubierta,
estableciendo una
relacion entre
propiedades.

Nota. Elaboracion propia

Apéndice G. Instrumento para comparar THA con TRA.

Tabla 30

Matriz de contraste THA-TRA

TAREA: 1

Objetivo de aprendizaje

Descripcion de la tarea de aprendizaje:

Nivel de actividad. EMR: Descripcion del proceso de aprendizaje
) ) hipotético:
Situacional Actividad Procesoy Procesoy
resultado resultado
esperado obtenido

Nivel de actividad esperado en los
niveles de Van Hiele: Nivel:

Nivel:

Evidencias




EXPERIMENTO CON TRAYECTORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAJE 148

Nivel de actividad logrado en los
niveles de Van Hiele:

Nivel:

Evidencias:

Intervencion del docente

Nota. Tomado y adaptado de Carcamo, A., Fortuny, J. M., & Fuentealba, C. (2021).

Apéndice H. Material digital mejorado de GeoGebra

THA mejorada en GeoGebra

https://www.geogebra.org/m/mfxxjgh2#chapter/1258692

Apéndice L. Libro de GeoGebra

Libro que recopila THAp, THA y TRA en GeoGebra

https://www.geogebra.org/m/mfxxjgh2



https://www.geogebra.org/m/mfxxjqh2#chapter/1258692
https://www.geogebra.org/m/mfxxjqh2
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