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RESUMEN

TiITULO: CONTINUOS DE AWARTANI
AUTOR: EDWIN RENE ARAQUE ALARCON

PALABRAS CLAVE: CONTINUOS ENCADENABLES, SUCESIONES NO COMPARABLES, COMPAC-
TACIONES.

DESCRIPCION:

Un continuo X se dice encadenable si, para cada ¢ > 0, existe una e-funcion f.: X — [0,1]; esto
es, existe f.: X — [0,1] continua y sobreyectiva tal que diam(f-'(¢)) < ¢, para cada t € [0,1]. En
general, dos continuos se dicen incomparables si no existen funciones continuas y sobreyectivas en
ninguna direccion; es decir, X y Y son incomparables si no existe f: X — Y continua y sobreyectiva,

ni tampoco g: Y — X continua y sobreyectiva.

En 1970, en|'| el profesor J. Rogers pregunto si era posible construir una familia no numerable de
continuos encadenables mutuamente incomparables. Un afno mas tarde, David Bellamy en su articulo
titulado “An uncountable collection of chainable continua,” El, construyé dicha familia dando respuesta
afirmativa a la pregunta de Rogers. Sin embargo, los continuos de Bellamy son ejemplos complejos,
donde cada continuo tiene infinitas arco-componentes. Asi, Marwan M. Awartani en el articulo titulado
“An Uncountable Collection of Mutually Incomparable Chainable Continua”E] construye continuos enca-
denables que dan respuesta a la pregunta de Rogers, cada uno de los cuales es una compactacion del

intervalo (0, 1] y el residuo es homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].

En este trabajo estudiamos el articulo de Awartani y mostramos con detalle la construccién y las prue-
bas que muestran que efectivamente esta familia satisface las condiciones para dar respuesta a la pre-

gunta del profesor Rogers. El desarrollo de esta monografia consta de 3 capitulos. Se hace una revision
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bibliografica de los conceptos intrinsecos de los continuos, definimos las relaciones dominar y dominar
verticalmente en el espacio de Cantor. Luego demostramos que con respecto a estas relaciones existe
una coleccién no numerable de sucesiones mutuamente incomparables. Finalmente, asociamos cada
elemento de dicha coleccién con una compactacion del rayo con el arco como resto y demostramos
que no existe un una funcién continua y sobreyectiva entre cualquier par de tales compactaciones. Con

esto completamos el objetivo principal de este trabajo.



ABSTRACT

TITLE: AWARTANI CONTINUUM []
AUTHOR: EDWIN RENE ARAQUE ALARCON
KEYWORDS: CHAINABLE CONTINUUM, INCOMPARABLE SUCCESSIONS, COMPACTIONS.

DESCRIPTION:

A continuum X is said to be chainable if, for every ¢ > 0, there exists an e-function f.: X — [0, 1]; that
is, there exists f.: X — [0, 1] continuous and surjective such that diam(f-1(¢)) < ¢, foreach ¢ € [0,1]. In
general, two continuums are said to be incomparable if there are no continuous and surjective functions
in any direction; that is, X and Y are incomparable if there is no continuous and surjective f: X — Y

nor does g: Y — X continuous and surjective.

In 1970, in [} Professor J. Rogers asked whether it was possible to construct uncountable collection
of mutually incomparable chainable continua. A year later, David Bellamy, in his article entitled “An un-
countable collection of chainable continua,’ built such a family giving an affirmative answer to Rogers’s
question. However, Bellamy’s continuums are complex examples, where each continuum has infinite arc-
components. Thus, Marwan M. Awartani, in the article entitled “An Uncountable Collection of Mutually
Incomparable Chainable Continua” H constructs chainable continuums that answer Rogers’s question,
each of which is a compaction of the interval (0, 1] and the residual is homeomorphic to the closed in-
terval [0, 1]. In this work, we studied Awartani’s article. Additionally, we showed in detail the construction
and the tests that show that this family does indeed satisfy the conditions to answer Professor Rogers’s

question.

The development of this monograph consists of 3 chapters. A bibliographic review of the intrinsic con-
cepts of the continuums is made, we defined the relationships dominate and dominate vertically in the
Cantor space. We then showed that concerning these relations, there exists an uncountable collection
of mutually incomparable sequences. Finally, we associated each element of the said collection with the
ray’s compaction with the arc as a remainder. We demonstrated there exists no continuous and surjec-
tive function between any pair of such compactions. With this, we achieved the main objective of this

work.

Bachelor Thesis
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INTRODUCCION

El tema principal de la presente monografia hace parte de una de las ramas de la topo-
logia general, la Teoria de continuos. Particularmente, hablaremos de la existencia de
una colecciéon no numerable de continuos encadenables que no se pueden comparar

usando funciones continuas y sobreyectivas.

La teoria de continuos surge de manera simultdnea con el desarrollo de la topologia a
finales del siglo XIX. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente
del vacio. Los continuos surgieron con los trabajos de George Cantor y se formalizaron
a comienzos del siglo XX con trabajos de reconocidos matematicos como Fréchet,

Borel, Hausdorff, Alexandroff y Urysohn.

Dos continuos se dicen incomparables si no existen funciones continuas y sobreyecti-
vas en ninguna direccion; es decir, X y Y son incomparables si no existe f: X — Y
continua y sobreyectiva, ni tampoco ¢g: Y — X continua y sobreyectiva. Un conocido
teorema de la topologia general ﬂ atribuido a Urysohn, establece que un espacio to-
poldgico X es normal si, y solo si, para cada par de cerrados disjuntos Ay B de X,
existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}. Asi, para
cada continuo X existe una funcién continua y sobreyectiva g: X — [0, 1]; es decir X' y
[0, 1] no son incomparables o0 més precisamente, son comparables mediante funciones
continuas. Otro teorema que nos ayuda a determinar cuando existe una funcién con-
tinua y sobreyectiva entre dos continuos es el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz | que
dice que un continuo es localmente conexo si, y solo si, existe una funcién continua y
sobreyectiva f: [0, 1] — X. Asi, dos continuos localmente conexos siempre se pueden
“‘comparar”. En general, un problema interesante es: dados dos espacios topoldgicos,

determinar si existe una funcidén continua y sobreyectiva entre ellos. Este problema fue

' J. Camargo y E. Villamizar. Topologia General. Universidad Industrial de Santander, 2018.

2 S. Nadler. Continuum Theory, An Introduction, Pure and Applied Mathematics. Marcel Dekker, 1992.
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abordado por J. J. Charatonik en su articulo [} Charatonik se basa en dos invarian-
tes bajo funciones continuas: el grado de conexidad no local y la conexidad uniforme
por arcos, para construir una familia no numerable de abanicos planos ninguno de los

cuales es imagen continua del otro.

Un continuo X se dice encadenable si, para cada ¢ > 0, existe una e-funcién f.: X —
0, 1]; esto es, existe f.: X — [0, 1] continua y sobreyectiva tal que diam(f-'(t)) < ¢, pa-
racadat € [0,1]. En 1970, erﬂ, el profesor J. Rogers pregunto si era posible construir
una familia no numerable de continuous encadenables mutuamente incomparables.
Un afio mas tarde, David Bellamy en su articulo titulado “An uncountable collection of
chainable continua,®, construyé dicha familia dando respuesta afirmativa a la pregun-
ta de Rogers. Sin embargo, los continuos de Bellamy son ejemplos complejos, donde
cada continuo tiene infinitas arco-componentes. Asi, Marwan M. Awartani en el articu-
lo titulado “An Uncountable Collection of Mutually Incomparable Chainable Continua'f]
construye continuos encadenables que dan respuesta a la pregunta de Rogers, cada
uno de los cuales es una compactacién del intervalo (0, 1] y el residuo es homeomorfo

al intervalo cerrado [0, 1].

En este trabajo estudiamos el articulo de Awartani y mostramos con detalle la cons-
truccion y las pruebas que muestran que efectivamente esta familia satisface las con-

diciones para dar respuesta a la pregunta del profesor Rogers.

El desarrollo de esta monografia consta de 3 capitulos. En el capitulo 1 se hace una
revision bibliografica de los conceptos intrinsecos de los continuos, como son: los es-
pacios métricos, espacios compactos y localmente compactos junto con sus caracte-
risticas, espacios conexos, localmente conexos, arcoconexos y conexos por caminos.
Mostramos que los anteriores conceptos se conservan bajo funciones continuas y
abiertas. Presentamos las definiciones de compactaciones, continuos, continuos en-

cadenables y continuos incomparables. En el capitulo 2 definimos las relaciones do-

3 J. Charatonik. “Two invariants under continuity and the incomparability of fans”. En: Fundamenta
Mathematicae 2(53) (1964), pags. 187-204.
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minar y dominar verticalmente en el espacio de Cantor. Luego demostramos que con
respecto a estas relaciones existe una coleccion no numerable de sucesiones mutua-
mente incomparables. Finalmente, en el Capitulo 3 asociamos cada elemento de dicha
coleccién con una compactacién del rayo con el arco como resto y demostramos que
no existe un una funcioén continua y sobreyectiva entre cualquier par de tales compac-

taciones. Con esto completamos el objetivo principal de este trabajo.

Como sabemos y veremos en el desarrollo de este trabajo, existen propiedades topo-
l6gicas que se preservan mediante funciones continuas. Sin embargo, existen familias
de espacios muy similares, muy simples, que comparten cualquier propiedad que po-
damos imaginar, pero que no se pueden comparar usando funciones continuas. En
esta monografia queremos mostrar con detalle la familia de continuos que hoy se co-

nocen como Continuos de Awartani.

12



1. PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es recordar conceptos de topologia general, y agregar
otros que seran utilizados en el desarrollo de esta monografia. Se omitiran algunas
demostraciones y conceptos basicos. El lector interesado puede profundizar en textos

de topologia general y teoria de continuos.

Definicién 1.1. Dado un conjunto X, decimos que 7 C P(X) es una topologia para X

si cumple las siguientes propiedades:
i 0, X er.
i A,B € T,entonces ANB €.

i La unién de cualquier familia de de elementos en 7 pertenece a 7.

Los elementos de 7 son llamados conjuntos abiertos y la pareja (X, 7) es un espacio

topolégico, donde 7 es la topologia sobre el conjunto X.

Sea (X, d) es un espacio métrico. Un conjunto U C X se dice abierto si para cada
x € U existe r > 0 tal que By(x;r) CU. Sity ={U C X | U es abierto}, entonces 7,
es una topologia sobre X. En este trabajo estudiaremos espacios topoldgicos cuyas
topologias son dadas por una métrica. En particular, R? con la métrica euclidiana dada

por

d((w1,22), (y1,92)) = V(@1 = y1)* + (22 — 92)?,

para cualesquiera (zy,x2), (y1,%2) € R?, es el espacio topolégico donde desarrollamos

la mayor parte de este trabajo.

Las demostraciones presentadas en este capitulo se pueden consultar en libros basi-

cos de topologia general (ver por ejemplo Camargo y Villamizar, |Topologia General).

1.1. NOCIONES BASICAS

Empezamos esta seccidén estudiando la compacidad en un espacio topolégico. La

compacidad es uno de los conceptos mas relevantes en topologia debido a ser tras-
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versal a varias ramas de la matematica.

El objetivo de esta seccion es caracterizar los espacios compactos y mostrar bajo
gué condiciones se puede compactar un espacio topoldgico; adicionalmente mostra-
remos cuando un espacio topolégico es conexo y con estas dos definiciones podremos
avanzar a la definicién de continuo. Para definir espacio compacto primero debemos

introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.2. Sea X un espacio topolédgico. Una cubierta abierta de X es una co-
leccion de conjuntos abiertos de X, {U; | i € I}, talque X = J,., U;. Ademas, si J C |

y X = U, Uj, diremos que {U; | j € J} es una subcubierta de {U; | i € I}.

Definicion 1.3. Un espacio topoldgico X se dice compacto, si toda cubierta abierta

de X admite una subcubierta finita.

Cualquier espacio topoldgico finito o el intervalo cerrado [0, 1] son ejemplos de espa-

cios compactos.

A continuaciéon mostramos que la compacidad se preserva bajo funciones continuas.

Teorema 1.4. Sean X y Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcion continua y

sobreyectiva. Si X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostracion. Sea {V; | i € I} una cubierta abierta de Y. Como f es continua,
{f~%(V;) | i € I} es una cubierta abierta de X. Entonces, existe {i,,...i,} C I tal que
X = U;;l f1(V;,), pues X es compacto. Luego por ser f sobreyectiva, Y = U;;l Vi

Asi, Y es compacto. O

Otro resultado de gran importancia que ademas nos permite determinar ejemplos de
compactos es el siguiente. Una prueba se puede consultar en Camargo y Villamizar,

Topologia General, Teorema 6.16.

Teorema 1.5. Sea {X; | i € I} una familia de espacios topoldgicos. Entonces, [, X;

es compacto si, y solo si, X; es compacto para cadai € I.

La siguiente proposicidén muestra algunas propiedades adicionales relacionadas con

la compacidad.

14



Proposiciéon 1.6. Dado un espacio topolégico X, vale lo siguiente:

i Si X es un espacio de Hausdorffy K C X es compacto, entonces K es cerrado
en X.

i Si X es un espacio compactoy K C X es cerrado, entonces K es compacto.
Demostracion.

i Seax € X\ K. Para cada y € K existen U, y V, vecindades abiertas de z y y,
respectivamente, tales que V, N U, = 0. Por hipétesis, K es compacto. Entonces
K cU;, Va,conz € K. Luegoz € N, U,, C X\ K.

i Sea C una coleccion de subconjuntos abiertos de X tal que K C |JC. La colec-
cion C' U {X \ K} es una cubierta abierta de X. Por hip6tesis, X es compacto.
Luego, existe una subcubierta finita C’. Asi, C"\ {X \ K} es una subcubierta finita

de C que cubre a K.
O

La siguiente proposicion muestra una caracterizacion de la compacidad usando suce-

siones.

Proposicion 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes.
i X es compacto.
ii Todo subconjunto infinito de X tiene al menos un punto de acumulacion.
iii Toda sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

Observacion 1.8. Note que todo espacio métrico compacto es completo, es decir,
toda sucesion de Cauchy en X es convergente. Dado que todo espacio métrico es
de Hausdorff, se tiene que si un conjunto K de X es compacto, entonces también es

cerrado y acotado.

15



Un andlisis de compacidad local en un espacio topologico se evidencia en la siguiente

definicion.

Definicién 1.9. Un espacio topolégico X es localmente compacto, si cada =z € X,
admite una base de vecindades compactas, es decir, si V' es un abierto tal que z € V

existe un compacto W, talquez e W° C W C V.

Al igual que los espacios compactos, los espacios localmente compactos son invarian-

tes bajo funciones continuas y abiertas.

Proposicion 1.10. Sea f: X — Y abierta y sobreyectiva. Si X es localmente com-

pacto, entonces Y es localmente compacto.

Demostracion. Seany € Y y V un abierto de Y talque y € V. Como f es sobreyectiva,
existe » € X tal que f(z) = y. Ahora, como X es localmente compactoy f es continua,
tenemos que existe una vecindad compacta K de z tal que f(K) C V. Ahora, f(K) es

una vecindad compacta de y, pues f es abierta. Asi, Y es localmente compacto. [

Observacion 1.11. Ser un espacio compacto y de Hausdorff es muy valioso topolo-
gicamente hablando, pues como consecuencia se tiene que también se es normal y

localmente compacto Camargo y Villamizar, | Topologia General, Proposicién 6.43.

Luego de ver la riqueza de los espacios compactos de Hausdorff es interesante to-
mar espacios con caracteristicas especial que no son compactos y transformarlos en
compactos de Hausdorff. A la transformacion mencionada anteriormente se le conoce

como compactacion.

Definicién 1.12. Una compactacion de un espacio topoldgico localmente compacto y

de Hausdorff (X, 7), es un par ordenado ((X’,7'), f) con las siguientes propiedades:
i (X’,7") es un espacio compacto de Hausdorff.

i f:(X,7) — (X',7') es un encaje; es decir, f es una funcidén continua inyectiva

tal que f: X — f(X) es un homeomorfismo.

il f(X)esdensoen X’; esdecir, f(X) = X"

16



A continuacion definimos los espacio topoldgicos conexos.

Definicion 1.13. Un espacio topoldgico X es llamado disconexo, si existen abiertos
novacios Uy V de X talesque X = VUU Yy V NU = (. En caso contrario, se dice
gue X es conexo. Ademas, un subconjunto de un espacio topoldgico es conexo, si lo

es con la topologia de subespacio.

Un espacio con un unico punto, o cualquier intervalo en R son ejemplos de espacios
conexos. A continuacién mostraremos algunos resultados que nos permitiran construir

mas ejemplos.

La demostracién de la siguiente proposicion es sencilla, se sigue directamente de las

definiciones.

Proposicion 1.14. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

i X es conexo.

i Los unicos subconjuntos de X que son simultaneamente abiertos y cerrados son
X y0.
i Toda funcion continua de X en un espacio discreto Y es constante.

La conexidad, al igual que la compacidad, se conserva bajo funciones continuas.

Proposicion 1.15. S/ /: X — Y es una funcion continua y si A es un subconjunto

conexo de X, entonces f(A) es un subconjunto conexo de'Y.

Demostracion. Supongamos que f(A) no es conexo. Por la Proposicion [1.14] existe
una funcién continua no constante g: f(A) — Z, donde Z es discreto. Asi, gof: A — Z
es continua y no es constante. Luego, nuevamente por la Proposicién [1.14, A no es

conexo. Con esto concluimos nuestra demostracion. O]

De la Proposicion [1.15] tenemos en particular que S* = {(z,y) € R* | 2> + y*> = 1} es
conexo, pues si definimos f: [0,1] — S! por f(t) = > con t € [0, 1], entonces f es

continua y sobreyectiva.

Otra proposicién importante relacionada con los conexos es la siguiente.

17



Proposiciéon 1.16. Sean X un espacio topolégico y Z C X. Si Z es conexo, entonces

clx(Z) también es conexo.

Demostracion. Supongamos que clx(Z) = AU B, donde A y B son cerrados tales
que AN B # (). Como Z es un subconjunto conexo de clx(Z), tenemos que Z C A 0
Z C B. Supongamos que Z C A. Como A es cerrado, clx(Z) C A. Asi, B = (). De lo

anterior, clx(Z) es conexo. N

A continuacién mostramos un ejemplo de un espacio conexo que usaremos constan-

temente en este trabajo.

Ejemplo 1.17. Sea X = clg: ({(z,y) € R*| y =sen (2) yz € (0,1]}) (verla Figura 1.1).
Nétese que {(z,y) € R*| y = sen () yz € (0,1]} es homeomorfo al espacio conexo
(0,1]. Asi, por la Proposicion X es conexo. Ademas, consideramos importante
resaltar que X es una compactacion de (0, 1]. Este espacio se conoce como la curva

senoidal del topologo.
Figura 1. Curva senoidal del topdlogo
06 (X, T)

04

02

-02 0 02 04 08 0.8 1

-02

—04

-06

-08

Definicion 1.18. Un espacio X se dice arcoconexo si para cada par de puntos =,y € X

existe un homeomorfismo f: [0,1] — X tal que f(0) =z vy f(1) =y.

18



La arcoconexidad es invariante bajo funciones continuas entre espacios métricos. Esto
es, si f: X — Y es una funcién continua y sobreyectiva, donde X y Y son espacios
métricos, y X es arcoconexo, entonces Y es arcoconexo. Una prueba de esto se puede

ver en CGamargo y Villamizar, Topologia General, Teorema 7.35.

Definiciéon 1.19. Sean X un espacio topoldgico y = € X. Diremos que X es localmente
conexo en x si para cada abierto V' de X tal que = € V, existe una abierto conexo U

tal que x € U C V. Diremos que X es localmente conexo si lo es para cada = € X.

1.2. CONTINUOS

La teoria de continuos es la rama de la topologia que estudia los espacios métricos,
compactos, conexos y no vacios, conocidos como espacios continuos o simplemente
continuos. En este estudio centramos nuestro interés en los continuos que son resul-
tado de la compactacion del rayo con el arco como resto. Donde el rayo y el arco son
espacios homeomorfos al intervalo (0, 1] y al intervalo [0, 1] respectivamente. La cur-
va senoidal del topélogo definida en el Ejemplo [1.17, es un ejemplo de este tipo de

compactaciones, que ademas representamos nuevamente en la siguiente figura:

i

Figura 2. Una compactacion del rayo

SiW = {(z,y) € R? : y =sen (L) yz € (0,1]}, la curva senoidal del topélogo
X = WU ({0} x [-1,1]). El conjunto W es abierto, X no es localmente conexo en

ningun punto de {0} x [—1,1] y X no es arcoconexo.
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La siguiente es una definicién que distingue una familia de continuos llamada con-
tinuos encadenables. La siguiente definicion la tomamos de Camargo y Villamizar,
Topologia General, Definicién 10.52.

Definicion 1.20. Sean f: Z — Y una funcién continua entre espacios métricos y € > 0.
Diremos que f es una e-funcidn, si para cada y € Y, diam(f~'(y)) < e. Un continuo X
se dice encadenable si para todo ¢ > 0, existe una e-funcién f.: X — [0,1]. Ademas,

diremos que X es circularmente encadenable si para todo ¢ > 0, existe una e-funcién
fer X — Sh

Observacion 1.21. Notese que un continuo X es un encadenable si para cada ¢ >
0 existen un arco I y una e-funcion de X en I y si es encadenable circularmente,

entonces es un espacio topolégico arcoconexo.

Ejemplo 1.22. La curva del topdlogo W = ch: ({(z,y) € R*| y =sen () yz € (0,1]})
es un continuo encadenable. Seane > 0 y x, > 0 tales que sen(1/xy) = —1 y |zo| < €,
yJ={(z,y) eR?: y=sen (L) yz € [zy, 1]} U ({zo x [-1,1]}). Observe que J es un
arco (ver la figura a continuacion). Sea f.: W — J definida para cada (x,y) € W, por

(x,y), si x> xp;
f((z,y)) =

(xo,y), si x < xp.

Notese que f. es una e—funcion. Asi, W es encadenable.

(w0, sen(1/z0))

zp,sen(1l/xzq))

Ejemplo 1.23. Una modificacion de la curva del topdlogo nos da como resultado un
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continuo circularmente encadenable.

Figura 3. Curva del topdlogo modificada

Note que solo se agrego un arco a la curva del topdlogo que parte del punto (0, —1) y

llega a sen(1).

Definicidon 1.24. Dos continuos se dicen incomparables si no existen funciones con-
tinuas y sobreyectivas en ninguna direccién; es decir, X y Y son incomparables si no

existen f: X — Y nig: Y — X continuas y sobreyectivas.

Ejemplo 1.25. Los siguientes son dos continuos incomparables:

Figura 4. Continuos

(Y,

M -12

((a)) Continuo X ((b)) Continuo Y
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Veamos que no existen funciones continuas y sobreyectivas entre X y Y. Escribamos
X =X, = XqU U I, donde X, es la arco-componente densa y I y I, son arcos; y

Y =Y, UY5, donde Y; y Y; son las arcocomponentes de Y.

Suponga que existen f: X — Y yg: Y — X continuas y sobreyectivas.

i Dado que X, = X, tenemos f(X,) = Y. Ademas, X, es arcoconexo. Asi, f(Xo)

es arco conexo y denso, lo cual es absurdo pues Y; y Y3 son no densos.

i Notese que X = ¢g(Y1)Ug(Y2). Ademas, g(Y7) y g(Y2) son arco-conexos, entonces

g no puede ser sobreyectiva debido a que X tiene 3 arcocomponentes.

Luego no existe tales f y g continuas y sobreyectivas.

Observacion 1.26. Si existe una funcion continua y sobreyectiva de un continuo X a
un continuo Y, entonces se puede asegurar que Y contiene menos o igual numero de

arco-componentes que X.

Otro ejemplo de continuos no comparables bajo funciones continuas es la coleccién no
numerable de abanicos construida por J. J. Charatonik en Charatonik, |“Two invariants
under continuity and the incomparability of fans”, donde un abanico es un continuo ar-
coconexo y hereditariamente unicoherente con exactamente un punto de ramificacion
(es decir, con solo un punto, que es la parte comun de tres arcos disjuntos). En |7‘_] se

pueden encontrar mas detalles de esta familia de continuos.

Para el desarrollo de nuestra monografia se hace necesario el estudio de limites de
subconjuntos de un espacio topoldgico. En consecuencia definiremos L-convergencia

utilizando las dos nociones mencionadas en la siguiente definicion.

Definicion 1.27. Sean (X, ) un espacio topolégico y {A;} una sucesion de subcon-

juntos de X. Definimos el limite inferior de { A;} denotado como liminf{A4;} y el limite

4 8. Macias. “Fans whose hyperspaces are cones”. En: Topology Proc 27 (2003), pags. 217-222.
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superior de {A;} denotado como limsup{A4;} , como sigue:

Iiminf{A;} ={x € X : paracadaU € rconz € U,

existe N € Ntalque UN A; # () paracadai > N}.

limsup{A;} = {xr € X : paracadaU € 7 conz € U,

U N A; # 0 para un nimero infinito de indices}.

Definiciéon 1.28. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, {A;} una sucesién de subconjun-
tos de X,y A C X. Decimos que {A;} es L-convergente en X a A, y denotamos por
lim{A;} = A siempre que liminf{A4;} = A = limsup{A4,}.
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2. SUCESIONES DEL ESPACIO DE CANTOR

El presente capitulo tiene como objetivo construir una coleccién no numerable de su-
cesiones del conjunto de Cantor que son mutuamente incomparables. Dicha cons-
truccion se hara a partir de dos relaciones que definimos en este capitulo y seran

fundamentales para el desarrollo de los objetivos de este trabajo.

En los capitulos subsiguientes, como es usual, N denotara el conjunto de los enteros
no negativos; esto es, N = {0, 1,2,...}. Las sucesiones las denotaremos por {z;}. Dos

conjuntos en N son casi disjuntos si su interseccién es finita.

Las definiciones y resultados presentados en este capitulo las tomamos de Awartani,

“An uncountable collection of mutually incomparable chainable continua”.

2.1. SUCESIONES DEL CONJUNTO DE CANTOR

Empezamos esta seccidn definiendo el espacio de Cantor donde introducimos las

relaciones que estudiamos en este capitulo.

Definicion 2.1. El espacio de Cantor es el espacio producto {0, 1}, donde 0, 1 tiene la
topologia discreta. Este espacio lo denotaremos por 2Y; es decir, el espacio de Cantor

es el espacio de sucesiones de ceros y unos,

A continuacion definimos dos relaciones entre sucesiones, dominar y dominar vertical-
mente; posteriormente las utilizaremos para decidir cuando dos sucesiones son 0 no

comparables.
Definicion 2.2. Sean {a;} y {b;} en 2". Diremos que:
1. {a;} domina verticalmente a {b;} si existe n € N tal que b; < a;, para todo i > n.

2. {a;} domina a {b;} si existen j, € Z y n € N tales que b, j, < a;, para todo i > n.
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3. {a;} y {b;} se dicen incomparables si no se dominan entre si.

Observacion 2.3. Si {a;} domina verticalmente a {b;}, entonces {a;} domina a {b;}.

Para ver esto, basta tomar j = 0 en la Definicion|2.2

El siguiente lema muestra una forma de construir dos sucesiones que se dominan
entre si, pero no verticalmente. La demostracién es directa de la definicion. Diremos
que una sucesion {z;} en 2% es eventualmente constante si existe n, tal que x; = ,,

para todo i > ny.

Lema 2.4. Sea {a;} un punto en 2" tal que {a;} no es eventualmente constante. Si
{b;} es definida tal que b; = a;,, para cadai € N. Entonces, {a;} y {b;} no se dominan

verticalmente entre si, pero {a;} domina a {b;} para un entero j, = 1.

Notacion 2.5. Dado {a,} € 2", el elemento a; para cada i en N serd denotado como

1; 0 0; segun el valor de a;.

Siguiendo el Lema se pueden construir las siguientes dos sucesiones que no se
dominan verticalmente pero si se dominan. Basta tomar j, = 1 para que {a;} domine
a {b;}, donde:

{a;} = 11,09, 15,04, 15, 06, 17, 0g, 19, 010, 111,012, 113, -+ - ¥

{bZ} = Olv ]-27 037 ]-47 057 167 077 187 097 1107 0117 1127 0137 Tt

Con la siguiente construccibn mostramos un criterio para decidir si una sucesién do-
mina a otra. Note que {ay;} es la subsucesion de {a;} formada por todos sus ceros.
Ahora, si {¢;} es una sucesion tal que existen j, € Z y n, € N tales que ¢y, = 0 para

todo i > ng, entonces {a;} domina a {¢;}. Por ejemplo, si definimos

1, sii=2" paraalgun n;
C; =

0, en caso contrario;

entonces {a;} domina a {c¢;}, pues cy,; = 0 para cada i € N. El proceso descrito

anteriormente se resume en el siguiente lema.
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Lema 2.6. Sean {a;} y {b;} en2". Si{a;,} es una cola de ceros de {a;}, y si para un
entero jo, la subsucesion {b;, . ;,} se hace cero a partir de algun N € N, entonces {a;}

domina a {b;}.

Demostracion. Sea N € N tal que b;;,;, = 0 para cada j > N. Note que a; = 1 si
l>inyl ¢ {i;:j €N} Asi by, <a,paracadal > iy. De lo anterior, {a;} domina a
{b:}. [

Las definiciones de dominar y dominar verticalmente junto con el item 3 de la De-
finicion son el criterio que usaremos en la siguiente seccion, para construir una

coleccion no numerable de sucesiones mutuamente incomparables.

2.2. UNA COLECCION NO NUMERABLE DE SUCESIONES DEL CONJUNTO DE
CANTOR

Para construir una coleccién no numerable de sucesiones del conjunto de Cantor par-
timos del item 1 de la Definicion para crear una coleccion no numerable de suce-
siones que no se dominan verticalmente entre si: posteriormente hacemos una trans-
formacion a cada elemento de dicha coleccién para que no se dominen mutuamente

y de esta manera obtenemos el resultado esperado.

La siguiente proposicién la utilizaremos para probar un lema que garantiza la exis-
tencia de una coleccién no numerable de sucesiones de Cantor que no se dominan
verticalmente. Como es usual, en adelante de notaremos el conjunto de partes de N
por P(N).

Proposicion 2.7. Existe una coleccion no numerable en P(N) de conjuntos infinitos

casi disjuntos entre si. Esto es, existe
L ={A; € P(N) : A; es infinito, para cada i € 1},

tal que |N| < |I| y, A; N A; es finito, siempre que i, j € 1,i # j.

Demostracion. Sea ¢ : Q — N una funcion biyectiva. Para cualquier = € R\ Q, fijamos
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una sucesion {z;} C Q tal que {z;} converge a z. Sea
L={A, € P(N):z e R\Q},

donde A, = {¢(z;) : i € N}. Es claro que £ es un conjunto no numerable. Veamos que
los elementos de £ son casi disjuntos. Sean z,2’ € R\ Qv {z;} y {«}} las sucesiones
en Q, tales que {z;} converge a x y {z;} converge a «’. Sea ¢ > 0 tal que (z — ¢,z +
e)N(a’ —e,a’+¢€) = 0. Asi, existen n,n’ € Ntales que z; € (x — ¢,z +¢€) paratodo i > n
y z; € (2’ —¢,a’ +¢) paratodo i > n'. Luego, {z; : i € N} n{z} :i € N} es finito. De lo

anterior, A, N A, es finito y terminamos nuestra demostracion. O

Lema 2.8. E/ conjunto de Cantor 2" contiene una cantidad no numerable de elementos

que no se dominan verticalmente dos a dos.

Demostracién. Definimos la funcion F: 2% — P(N), para cada o = {«;} € 2%, como:
Fla)={ieN|a; =1}.

La funcién F es claramente una biyecciéon. Ahora basta tomar la coleccién F~1(£),
donde L es la familia definida en la prueba de la Proposicion donde claramente

cada par de sus elementos no se dominan verticalmente. O

El siguiente lema muestra la existencia de una coleccién no numerable de sucesiones
que no se dominan entre si. Su demostracidén es constructiva, puesto que parte de la
coleccién creada anteriormente y transformando cada elemento se llega al resultado

esperado.

Lema 2.9. E/ conjunto de Cantor 2" contiene una coleccién no numerable de sucesio-

nes que no se dominan entre si.

Demostracién. Para cada o = {«;} en la coleccion descrita en el Lema[2.8|defina la
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sucesion {af} como sigue:

(

0, Sii#£206i+#2+1;
af =91, sii=2;

o, sii=2+1.

\

Veremos que si {a}* domina {a}/, entonces a domina verticalmente a 3, lo cual es
absurdo por la naturaleza de a y S.

Tomemos las siguientes dos sucesiones de la coleccion descrita en el Lema[2.8

{ai} = Qq, 02, Q3,04, " -

{51} = ﬁla 627 537 B47 T

Luego de aplicar el algoritmo descrito anteriormente obtenemos

(0%
{a}z‘ == 017 127 aq, 147 a9, 067 077 187 as, 0107 011; 0127 Tt

{a}zﬁ = 01? 127 617 14a 627 067 O7a 18a 537 O107 0117 0127 T

Veamos que {a}® no puede dominar a {a}’. Supongamos que {a}* domina a {a}?,
esto significa que existe un n en N tal que afﬂo < af paratodo i > n.
Para el caso j, = 0 es evidente que {«;} domina verticalmente a {g;}, lo cual es un

absurdo por la naturaleza de las sucesiones tomadas.

Veamos que para j, # 0 no es posible que {a}% domine a {a}?. Suponga que existe

B

n € Ntal que a;, ;, < af paratodoi > n.

i Sijo=1,setiene que afH < a% paratodoienN, coni >n. Tomei > n, coni =

2%y kg > 2 en N. Tenemos o | = 0,y al = 1 por o tanto a2 | < a’ lo que es
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absurdo.

Si j, = —1, Tenemos que a” , < % paratodo i en N, con i > n. Note que a® = o,

ya’ =1 paratodoi=2*+1ykenN\{0}. Paratodo: >i,coni= 2% +1 se
B

11—

tiene que « | < oy, esto es, para todo j > ko, o; = 1. Esto ultimo es absurdo

por como se escogio la sucesion.

Si jo > 1, entonces afﬂo < af paratodo i en N, con i > n. Sea ky en N tal que

2% > 2jy. Por construccion ag . = 0y ajs = 1, Asi, agi,,_;, < aj.,, para

Jo
todo k > kq, un absurdo.

Si jo < —1, se tiene que ad . < a$ para todo i en N, con i > n. Sea kq en N tal

i—Jjo
k - z s B
que 2" > 2j,. Por construccion agkwjo =0y ay, = 1. Luego agk+j0 < a,, para
todo k£ > ky y esto es absurdo.
O
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3. CONSTRUCCION DE LOS CONTINUOS DE AWARTANI

En el capitulo anterior definimos las relaciones dominar y dominar verticalmente en
el espacio de Cantor. Luego demostramos que con respecto a estas relaciones existe

una coleccion no numerable de sucesiones mutuamente incomparables.

En el presente capitulo asociamos cada elemento de dicha coleccién con una com-
pactacién del rayo con el arco como resto. Finalmente, probamos que si existe un una
funcidén continua y sobreyectiva entre un par de tales compactaciones, entonces las

sucesiones asociadas son comparables.

Notacion 3.1. A lo largo de esta monografia, si f: (0,1] — [0, 1] es una funcién conti-
nua, entonces los puntos de la grafica de f son ordenados por la primera coordenada.
Ademas si a y b son dos puntos en la grafica, entonces (a,b) y |a,b] denotan respecti-

vamente, la porcion abierta y cerrada del grafico entre a y b; esto es:

(a,0) = {(z, f(x)) s a <w < b} y [a,b] ={(z, f(2)) - a <2z < b}

Si A es un subarco de la gréfica, entonces d(A) denota la longitud de A medida a lo
largo de la grafica. También ©; y m, denotan la proyeccion estandar sobre la primera y

segunda coordenada respectivamente.

Las definiciones y resultados presentados en este capitulo las tomamos de Awartani,

“An uncountable collection of mutually incomparable chainable continua”.

3.1. CONSTRUCCION DEL RAYO .,

En esta seccién a cada o € 2" asociamos una compactacién E, del rayo .J, con el arco
I, como resto. El conjunto J, es homeomorfo a (0, 1]y I, = {0} x [0, 1] para cualquier
a en el conjunto de Cantor. Es decir, construimos una compactacion en funcion de a.
El arco I, es invariante bajo cualquier «, por otra parte, J, esta en funcién de cada

uno de los elementos de a.
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Es necesario hacer una particion del arco [0, 1) para luego construir el rayo J,. Tome-
mos dos sucesiones estrictamente decrecientes {a;} y {b;} que convergen a 0, tales
que 1 > by > ay; > by > ay > by > a3 > --- > b; > a;---. Con estas sucesiones

particionamos el intervalo cerrado [0, 1] como mostramos a continuacion.

El siguiente es un bosquejo que muestra la porcion [a;, b;] del rayo J,,.

Figura 5. Rayo J,

09
08
07
06
05
04
03
02

01

Para cada o < 2" definimos las siguientes caracteristicas:
i J, es el grafico de una funcion lineal por partes de (0, 1] a [0, 1].
i Elpunto (1,3) € Ja.

Hacemos la construccion de J, en dos pasos:

Paso 1. Para la porcion cerrada [a;,b;] € J, intervienen los dos posibles valores de «;,

siendo estos a; =0y a; = 1.

Paso 2. Para la porcion cerrada [b;.1,a;] el comportamiento esta en funcién de i y es

invariante para cualquier valor de «o; € «.
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Notacién 3.2. m, y M, denotan respectivamente el conjunto de minimos y maximos
locales de J,, y V,, = m,UM,. Los intervalos en la familia {[a;, b;] : i € N} son disjuntos

dos a dos.

3.1.1. Construccion  Vamos a mostrar el algoritmo que seguimos para construir .J,,.

En cada paso de la construccién denotamos con a = {xz;}, donde {x;} = 11,02, 13, 04,05, 1g, . . ..

Paso1. 1. Siw; =0, entonces [a;, b;] NV, tiene las siguientes propiedades:
[ Hal,bl] N Ma‘ =2 Yy Hai, bl] N ma\ =2t — 1.
i si {M,;:1<j<2i}esunaenumeracion de derecha a izquierda de los
elementos del conjunto [a;, b;] N M, entonces:

a. 7T2(Mi,2i) = 1.

b. my(Mi;) = ma(Mii—j) = G2 Vi1 <j<i.

(5+3)

1

C. Wg([ai,bi],ma) = 3-

Figura 6. Rayo J, cuando a; =0

2. Si a; = 1, entonces [a;, b;] NV, tiene las siguientes propiedades:

i |[(lz,bz] ﬂMa| =21+1 Yy |[az,bz] ﬂma| = 21.
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i Si {M,;;:1<j<2i+1} esunaenumeracion de derecha a izquierda

de los elementos del conjunto [a;, b;] N M,,, entonces:

d. WQ(Mi’Qi_‘_l) = 1.

U2 vj1<j<i

b. 7T2<Mi,j) = WQ(Mi,Zz#lfj) (j+3)

i Si {m;; : 1 < j < 2i} es una enumeracion de derecha a izquierda de

los elementos del conjunto [a;, b;] N m,, entonces:
a. my(m;;) = 2 para j = i.

b. my(m;;) = 5 para j # i.

Figura 7. Rayo J, cuando «; = 1
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Paso 2. Paracada i € N, [b;11,a;] NV, tiene las siguientes propiedades:

i Hb“al] N Ma| =21 —1 Yy |[bi+1,a,~] N ma] = 2.

ii TQ([bi,ai],Ma) = %
i Si {m;; : 1 < j < 2i} es una enumeracion de derecha a izquierda de los

elementos del conjunto [b;, a;] N'm,, entonces:

d. 7Tg<m1‘727;) = 0.

b. 7r2(mm) = Fg(mi’gi_j) =1- % \V/]71 S] S 1.

Figura 8. Parte inferior del Rayo J,,

Con el siguiente ejemplo evidenciamos la construccién mencionada anteriormente en

el caso particular donde « = {z;}, tomando {z;} = 1,05, 13,04, 05, 1g, . . ..

Observacion 3.3. La proyeccion del ultimo maximo de la parte superior del rayo con
respecto al eje y es igual a 1 y la proyeccion del dltimo minimo de la parte inferior
del rayo es igual a 0 por que buscamos que el arco |0, 1] complete la compactacion
del rayo. E, en efecto es un compacto, basta ver que E, = J, U I,, donde I, es
la adherencia de J,. Lo anterior significa que E, es cerrado y por estar acotado es

compacto.

3.1.2. La compactacion FE, y el rayo J, En la seccién anterior a cada a € 2"V le

asociamos una compactaciéon E, y construyendo el rayo J, en funcién de «. Ahora,
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Figura 9. Rayo J,,

®. b
0. 82 06 b 07 a8 09

es necesario describir E, en funcién de J,. La siguiente notacién es util para nuestro
proposito.

Notacién 3.4. A menos que se mencione lo contrario, las siguientes anotaciones se

utilizan para la compactacion construida anteriormente E,,.
i aq,bg, c, denotan respectivamente los puntos (0, 0), (O, %) y(0,1) enl,.
ii Paracadaic N, K y L denotan los arcos [a;, b;] y [bi+1, a;] respectivamente.
iii Para cadai € N:

a. U denota el arco en J, con extremos en el dltimo elemento de L Nm, y

en el primer elemento de K2 | N M,,.

b. W& denota el arco en J, con extremos en el ultimo elemento de K N M, y

en el primer elemento de L N'm,,.
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Ejemplo 3.5. La notacion anterior esta reflejada en el siguiente rayo.

Figura 10. Rayo J,,
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La siguiente es una descripcion de E, en funcidon de sus arcos y sus respectivas

longitudes. Tenga en cuenta que y = 2 es una recta en el plano.
Lema 3.6. Para cada compactacion E,, le sigue:

i Sit € (aq,ca) yt' € 1,, entonces existen sucesiones {t;} y {t.} en J, que con-

vergen at y t' respectivamente, tal que {d|t;,t!]} es acotado.

K3

i Sean {t;} y {t.} dos sucesiones en J, convergen a a, y c, respectivamente;

entonces lim;_,, d[t;, t}] = oco.

ii- Sea p; un punto en J, tal que p; € Li paracadai € N, con L # L§ cuandoi # j,

entonces lim;_,, d[p;, pi+1] = oo.

iv Sean {p;} y {q¢;} dos sucesiones en J, que convergen a a,. Si el {d[p;, ¢} esta

acotada inferiormente por un K > 0, entonces [a., b,] C lim;_,oo[pi, Gi]-
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v Sean {A;} una sucesion de arcos en J,, yn enN tal que A; N W} # () para todo

i >mn. Silim;_,, A; D [aq, ba], €ntonces lim; ., d(A;) = oc.

vi Seanp e U y q € WE,, entonces [p,q| Nmq N (y = 2) = 0 si, y solo si, ;1 = 0.

Demostracion.

Tomemos sin perdida de generalidad t;,t; en I; = [m; 2, M; 2] con m; o € Ly

(2

M, € K¢ paratodo i € N (tomamos M, »; si ; = 0 de lo contrario remplazamos

por Mi,2i+1)-

Basta probar parat’ = ¢, y t € (aa, ¢,). El otro caso es analogo. Para t € (a,, ¢,)

(M=j)+2
(M=j)+3

vale que d(S) < v/2y I, contiene 4M segmentos, entonces dty, t),] < 4M+/2.

existeun M € Ntalque 1— <my(t). Para cada S segmento de recta en I,

Asi, vale que d[t;, t}] < 4M+~/2, para todo M > i. Luego {d[t;,t,]} es acotada.

Para todo i € N, tomemos nuevamente ¢;,t. en I,. Para cada segmento S de
recta en I; vale que d(S) > 1 y I; contiene 4i segmentos. Asi d[t;, ;] > i, y por

7] ==

lo tanto lim; . d[t;, ti] = oc.

7

Paracadai € N, p; € LY, piy1 € LY,y K C [piy1, ps). Porii lim;_, d[K?] = o0,

y en consecuencia lim; ., d[p;, pi11] = oc.

Sean {p;} y {¢;} dos sucesiones en J, que convergen a a,. Si la longitud de
arco {d[p;,¢;|} esta acotada inferiormente por un K > 0, entonces {p;} vy {¢}
no pueden converger simultaneamente por los segmentos que se unen en un

elemento de m,, de lo contrario lim, ., d[p;, ¢;] = 0, lo que es absurdo.

Por el argumento anterior existen n € N, h € [p;,¢;] C J, tales que ©(h) = 1/2
para todo i > n. Luego b, C lim; . [p;,q;]. Sean t € [a,,b,) ¥ 0 < €, entonces
existe i. tal que [p;., ;.| C Jo con [p;,.,q;. ] N B(x,€) # (), para todo i > i (1). Asi,

[aou ba] C h,mz%oo [pz: qz]

La afirmacion (1) se tiene por que [, es el restode J, y {p;} y {4} convergen a

Q-
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v Sean {A;} una sucesion de arcos en J, y n en N tal que 4; N W} # ) para todo

Vi

i > n. Dado que lim; ,, A; D [aa, bo], €xisten {¢:} y {¢;} € J, que convergen a a,
y m;1 € LY respectivamente. Asi, lim; ., L C lim; (g, pi], ¥ por el argumento

en la prueba de i se tiene que lim;_,, d(A4;) = co.

Seanp € Uty g € Wi,y [¢,p] € Jo tal que K7y, C [q,p]. Note que m, 2 = 0 es
el unico elemento de m, en U/ mientras que m; 11 = i es el Unico elemento de

mq en W2 .

Basta analizar m, € K¢, ,. Por definicion se tiene que para todo m;; € K,

m;; # 2/3 si, y solo si, a; 41 # 1.

Teorema 3.7. La compactacion E,, es encadenable.

Demostracion. Sean e > 0 tal que & < ¢, mo € J,coni > Ay J = {[m;,1] €

Jo} U ({mi(mie)} x {[0,1]}). Sea f.: J, — J definida para cada (z,y) € J,, por

(z,y), si i <A

fe((z,y)) =

(mi(mi2i),y), st i>A.

Noétese que f. es una e—funcion. Asi, E, es encadenable (ver Definicién[1.20).

Figura 11. Epsilon funcién

((a)) hayo Jo ((b))h Rayo J
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3.2. COMPARANDO COMPACTACIONES E, y Ej

En esta seccion continuamos la descripcidn de la compactacion E, en funcion de sus
arcos y el comportamiento de ellos bajo funciones continuas y sobreyectivas. Al final
tendremos argumentos suficientes para ver la relaciéon entre comparar continuos y

comparar sucesiones de Cantor.

La siguiente proposicién es esencial para probar un lema que muestra el comporta-
miento de los arcos bajo funciones continuas y sobreyectivas. Utilizaremos dicho lema

de manera frecuente en lo que resta de la presente monografia.

Proposiciéon 3.8. Sean h: [0,1] — [0, 1] una funcién continua y sobreyectiva, y A un

arco en [0, 1], entonces existe B un arco en [0, 1] tal que h(B) = A.

Demostracion. Sea A = [¢,d] C [0,1]. Consideremos los conjuntos compactos C' =
{z € [0,1] | f(z) = ¢}y D = {z € [0,1] | f(x) = d}. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que existen puntos z, € C'y z; € D tales que (xg,xz1) N (CUD) = 0.
Finalmente, h([zo,21]) = [c,d] por del Teorema del valor intermedio para funciones

continuas. O

Lema 3.9. Sean h: E, — Ez una funcion continua y sobreyectiva, y A un arco en .J,.

Si B es un arco en h(A) entonces existe un arco en A cuya imagen es B.

Demostracion. Dado que la funcién h|A: A — h(A) es una funcion entre arcos. El
resultado sigue de la Proposicion O

A continuacién mostramos que una funcién continua y sobreyectiva entre las com-
pactaciones £, y Ez nos brinda informacion sobre la longitud de los arcos de una

compactacion dada la longitud de los arcos de la otra.

Lema 3.10. Sean h: E, — Ez una funcién continua y sobreyectiva, y {A;} una suce-

sion de arcos en J, tal que limsup A; C 1. Entonces se tiene lo siguiente:

i Si existe M > 0 tal que {d(h(4;))} > MVYi € N, entonces existe M' > 0 tal que
{d(A)} > M’ Vi € N.
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i Si{d(A;)} es acotada, entonces {d(h(A;))} es acotada.
Demostracion. Veamos cada afirmacion:

i Suponga que limy,_,.{d(A;,)} = 0, con {4;, } determinada por el intervalo [p;, , ¢, |
donde p;, y ¢, pertenecen a J,, Yy {p;.} Y {4,} son subsucesiones convergen-
tes de {p;} y {¢:} respectivamente. Note que lim_,, p;, ¥ limx_,» ¢;, Pertenece
a I, y que si limy_, p;, # limy_.~ q;,, entonces {d(A;,)} estaria acotada infe-
riormente, lo cual niega la hipotesis. Luego por la continuidad de h se tiene que
limy—s00 h(pi,) = R(limg— o0 pi,, ) = h(limg— 00 s, ). Por lo tanto limy,_,o, d(h(A;,)) = 0.

Asi, {d(h(A;))} no es acotada inferiormente por M > 0.

ii La siguiente gréafica nos ayuda a visualizar el camino que seguimos para demos-
trar ii.

Figura 12. Rayo J;

(,112)

Suponga que existe {h(A;, )} una subsucesion de {h(A;)} tal que:

1. limg 00 d(R(A;)) = 0.
2. Paracada k € N, el arco h(A4;,) contiene una coleccion {B;; | 1 < j < k} de

subarcos cerrados disjuntos, con d(By ;) > 1, paratodo j € {1,2,3, ..., k}.

Paracada k,j € N, con 1 < j < k, A;; es un subarco de A4;, tal que h(A;;) =
By,;, por Lema [3.9) De i se deduce que {d(A;) | (k,j) € N x {1,2,3,...k}}

esta acotada inferiormente, es decir, existe un R > 0 en R y un ng en N tal que
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d(Ay ;) > R para todo k > ny. Lo que implica que limy_,o d(A4;,) > limy_,o(k —
no)R = oo. Dado que lim; o, d(A4;) > limy_,o d(A;, ), concluimos que {d(A;)} no

es acotada.

O

Lema 3.11. Sea h: E, — Ez una funcion continua y sobreyectiva. Se puede afirmar

lo siguiente:

i hHag, cg} = {aa, ca}-
i Sih(an) = ag, entonces h([aq,b,]) = [ap, bs] ¥ h([ba, cal) = [bp, cs]-
i Si h(aa) = cg, entonces h([aq,b.]) = [ca, bg] ¥ h([ba, ca]) = [bs, as].
iv h(bs) = bs.
Demostracion.

i Dado que h es sobreyectiva, basta probar que (aq,co) N h™(cg) = 0y (@, ca) N
h~(ag) = 0. Veamos que (a.,c,) N h~'(ag) = 0. La otra prueba es andloga.
Suponga que (aa,ca) N h~(ag) # 0, y tome ¢’ en [aq,c.] Y t €n (aq,c,), tal que
h(t') = cgy h(t) = ag. Por el Lema[3.6]i] existen dos sucesiones {t;} y {t;} en J,

tales que lim; . t; = t y lim; . t; = ¢’ donde {d[t;, ]} es acotada.

De la continuidad de iy de lim;_,, t; = t obtenemos que lim; ., h(t;) = h(t) = ags.
De manera semejante vale que lim;_,, k(t;) = h(t') = cs. Asi por el Lema [3.6]ii]
lim; o d[h(t;), h(t;)] = co. Esto contradice el Lema i].

i Probaremos que h([b,,ca]) = [bs,cs]. Dado h(a,) = (ag), de [i] se tiene que
h(cs) = (ca). Supongamos que existe ¢ € (b, c,) tal que h(t) < bs. Sea T la
sucesion J, N (y = t), entonces:

Caso 1. Existen dos subsucesiones {p;} y {¢;} de T tales que paracadai € N :
a. p; ¥ ¢; son adyacentes en 7.

b. {pi,qi} - Kjo;
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Figura 13. Caso 1

P G h
°

°

I 11
((a)) Rayo Jo (b)) Rayo J;
c. h(pi) €1,y h(g;) €12 conri # k.

Se sigue del Lema [3.6[iii] y de [c] que lim;_, d[h(p;), h(g;)] = oo y conse-
cuentemente lim; . (h[p;, ¢;]) = oo pues existe un K{f C hlps, ¢;]- Lo anterior
contradice el Lema[3.10Jii], porque {d[p;, ¢;]} es acotado como consecuencia
del Lema[3.6]i] y de [a].

Caso 2. Existe iy € N tal que:
a. h(K¢NT) c L] paratodo i > .
b. Existe una subsucesion { K} de {K}'}, tal que h(K3NT) C Lil’ donde

Ji, # Jr, cuando i; # k.

Figura 14. Caso 2

Al I |
((a)) Rayo Jo (b)) Rayo Jz

Para cada | € N, vale que p;,,g; son el primer y ultimo punto de K7 N'T

respectivamente. Ya que Lﬁ,l N Lﬁ,l = (), sigue de manera directa que
1 Z+1
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B
h([qh ) piz+1]) ) KiH_l .

Lo anterior implica que h(lim;_,[g;,, piy,,]) D My Kf, lo que a su vez

significa que ¢z € hla,, t] con t < c,, absurdo pues h!(cg) = c,.

Probar que A ([a,,b.]) = [as, bs] se hace de manera similar por tanto la omitire-

mos.

i La prueba de h(an) = cs, h([aa, bs]) = [cs,b5] ¥ h([bas ca]) = [bs, ag] €S analoga a

[ii] luego la omitiremos.

iv La siguiente igualdad h(b,) = bs sigue directamente de [ii] y [iii]. Note que solo
se puede dar [ii] 6 [iii] de manera simultanea, para cualquier i continua y sobre-
yectiva. Suponga que h(a,) = ag, h(cs) = cg Y h([aa, ba]) = [as, bsl, h([ba, ca]) =
[bs, cg]. Dado que b, pertenece a [aa, b.] N [ba, o), €NtONCES h(D,) pertenece a

hlag, ba) N [ba, ca] pOr lo tanto h(b,) = bs.
]

Ahora veremos que [iii] no es posible para compactaciones E, y Ez con o'y  no

eventualmente constantes.

Lema 3.12. Sea h: E, — Ejz una funcion continua y sobreyectiva. Si ni o ni 5 son

eventualmente constantes, entonces se tiene lo siguiente:
i h(an) = ag; h(c,) = 05;h([aa,ba]) = [ag,bg],'h([ba,ca]) = [bg, cs].

i Si{A;} esunasucesion de arcos en J, tal quelim;_,, A; = [ba, ca] Y AinmN(y =
2/3) = 0, para todo i enN, entonces existe n enN tal que h(A;)Nm,N(y = 2/3) =

0 para todoi > n.

Demostracion. La siguiente es una grafica del argumento utilizado para para probar [i]

y [ii].
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Figura 15. Bosquejo iy ii

bo=(0,172) osdl

16
0451 g = ({L 1)

04
09

lim [p;, g
! * 085

03
08
0.25 1
o 075
02 Li
J 07
0.15 1 py g
‘ h 065
01
06
0.05 1
a, = (0,0) q'i 055
—01 -005 oT 005 01 015 b= (0,1/2)
((a)) Rayo Jq ((b)) Rayo J;

i Probar que h(aa) = ag; h(ca) = cg; h([aa, ba]) = lag, bsl; h([ba,cal) = [bs, cs)., S€
reduce a probar que h(a,) = ag por que el Lema i] concluye la demostra-
cion. Suponga que h(a,) = ¢z, sigue de la Construccién que existen dos

sucesiones {p;} y {¢:} en Js, tal que:

a. lim; o pi = im0 ¢ = c.
b. lim;eo[pi, ;] = [2/3, cp].

c. {d[ps, ¢;]} esté acotada inferiormente por un M > 0.

Tomemos {p;} = M,;;+1 Yy {¢:;} = M,;, para cada i en N, con «; = 1. Note que

cumplen la caracterizacibn mencionada anteriormente.

Por el Lema podemos encontrar una sucesion {B;} de arcos en J, tal que
h(B;) = [ps, q;]- Por [c] se tiene que {d[p;, ¢;]} esta acotada inferiormente por un
M > 0,y el Lema[3.10[i] garantiza que {d(B;)} esta acotada por un M’ > 0.
Escojamos p. y ¢, en B; tal que h(p,) = p; ¥y h(q)) = ¢;- De nuestro supuesto
h™(cs) = a, sigue que lim,; ... p; = lim; .o ¢ = a. ¥ {d([p},q}])} es acotado

inferiormente por un M” > 0.
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Por el Lema B.6]iv], [aa,bs] C lim; o [p},¢}] y por [b] vale que lim, ,[p:i, ¢ =
[2/3, s, luego lim, .. h([p}, q}]) C [2/3,cs], sigue que hlan,b.] C [2/3,cs] esto
contradice el Lema iv]. Por lo tanto h(c.) = ¢z Y h(aa) = ag.

i Suponga que existe una subsucesion de {i(4;)} tal que h(A;,) Nm.N(y = 2/3) #
() para todo j en N. Por lo tanto se sigue de la Construccién [3.1.1]que existen dos
sucesiones {p;} y {¢:} en Js. Estas sucesiones estan descritas en [i]. Entonces
podemos encontrar una sucesion {A;} de arcos en J, tal que h(A;) = [p;, ¢:], con
{d[pi, ¢:]} acotada inferiormente por un M > 0,y {d(A;)} acotada por un M’ > 0.
Escojamos p y ¢; en A; tal que h(p)) = p; y h(q)) = ¢;- Dado que h'(cs) = c,
sigue que lim; . p; = lim,; o ¢; = co Y {d([p}, ¢}])} es acotado inferiormente por
un M” > 0.

Note que [2/3,¢c.] C lim; [P}, ¢i] Y [aa, ba] € lim; [P}, 4] pues esto contradice
el Lema iv]. Por lo tanto lim; . A; = [2/3, ¢4

]

Lema 3.13. Sean h: E, — Ej3 una funcién continua y sobreyectiva, {p;} y {q:} suce-
siones de puntos en J, tales que paracadai € N, p, € U? y q; € W. Silim; o p; =
lim; .. ¢; = by ¥ Ni o Ni 3 son eventualmente constantes, entonces existen un entero

jo yn enN tales que h(p;) € u};, ¥ h(g;) € w,,, paratodoi > n.

Demostracion. Ya que h(b,) = bs, se sigue lim; . h(p;) = lim,;_, h(g;) = bs. Dividimos

la prueba en 4 pasos.

Paso 1. Existe n en Ntal que h(pi) € Ujcy Uf para todo i > n. Suponga que no, entonces

tenemos tres casos:

Caso i. La sucesion {d[h(p;), M;,]} converge a cero para alguna subsucesion {1/}, }
de Mj; en L. Entonces, para todo ¢ > 0 existe § > 0 en R tal que h((p;, p; +
) € (h(p:) — € h(p:) + €) y consecuentemente 1fm, .. h((pi,p; + 0)) =
h((ba,bo + 0)) C (bs — & b + €) C |ag, bs]. Esto contradice el Lema i].

Caso ii. La sucesion d[h(p;), m;,] converge a cero para alguna subsucesion {m;, } de

mg en Kﬁ. Entonces, para todo ¢ > 0 existe § > 0 en R tal que h((p; —
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Figura 16. Casos

Caso iii.

r’ L}

((a)) Casoi. ((b)) Casoii. ((c)) Casoiii.

d,pi)) C (hpi) — €, h(p;) + €) y consecuentemente lim; .o h((p; — d,p:)) =
h((bo — 0,b)) C (bg — &,bg + €) C [bs, cs]. Lo que contradice nuevamente el
Lema[3.12i].

Existe n en Ntal que h(p;) € U,y W/ paratodo i > n. Seam; = ufNm,, da-
do que el lim; ,..[m;, pi| = [aa, ba), €l Lema[3.12]implica que lim;_,, h[m}, p;] =
lag, bg|. Por hipdtesis existe n en N tal que h[m;, pi] N (U, ey Wf) # () para
todo i > n, sigue de Lema v] que lim; o, d(h[m?,p;]) = co. Esto es ab-
surdo por el Lema (3.10)[ii] ya que d[m;, p;] es acotada. Por tanto, se tiene

que existe n en N tal que A(p;) € U,y U -

Paso 2. Existe n en N tal que h(gi) € U, ey Uf para todo i > n. La prueba es analoga a

paso 1y por tanto se omite.

Paso 3. Si existe n en N tal que h(p;) € U]f para todo i > n, entonces para algun n

n en N tenemos que h(g;) € Wﬁ para todo i > n. Suponga que no, enton-

ces existe una subsucesion {h(q;,)} tal que h(g;,) € W, cuando h(p;,) € U;

donde k; # j: . Asi, por la Construccion M, oo [pins @,] = [0asba] Y €l
lm, o [h(pi,), h(qi.)] €S [bs, cf] 6 [as, cg]. En cualquier caso es evidente que se
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contradice el Lema[3.12]i].

Paso 4. Finalmente probamos que existe n en N tal que h(p;) € Ujf para todo i > n. En-
tonces j;+1 = j; + 1. Suponga que no, entonces existe una subsucesién {h(p;.)}
tal que h(p;,) € U; cuando h(p;,_,) € U;, , donde j; , + 1 # j;. Asi, por la
Construccion B.1.1] lim, 0 [qi, , pi, | = [bas Ca] Y Mmoo [R(qi,), R(ps, )] = [ag, cs).
Lo que contradice el Lema [3.12]i].

De lo anterior se deduce que existen un numero entero j, y n en N tales que

h(p;) € Uﬂjo y h(p:) € Wﬁlo para todo i > n. Esto completa la prueba del Lema.

(]

]

Teorema 3.14. Sea h: E, — Eg una funcion continua y sobreyectiva. Si ni « ni § son

eventualmente constantes, entonces o domina a 5.

Demostracién. Para cada i € N escoja p; € U’y ¢1 € W/, tal que lim; ., p; =
lim; o ¢; = b,. Por el Lema existe un entero j, y un n en N tal que h(p;) € Uﬂjo y
h(g:) € Wiﬁlﬂo para todo i > n. Sea {ax, } una cola de la secuencia de todos los ceros
en a. Por Lema 2.6, es suficiente probar que existe un » en N tal que f,,, = 0 para

todo i > .

Ya que «y, = 0, se sigue del Lema [3.6]vi] que gk, px,] N Mo N (y = 2/3) = 0. Por
el Lema 3.12]ii], existen m, 7 en N tales que hlgx,,,,pr,] N ma N (y = 2/3) = () para
todo i > m y [A(qr,,,), h(pr)] N (y = 2/3) = 0 para todo i > 7. Como h(p;) € Uy, Y
hq) € Wy

kit1+jo?

concluimos por el Lema|3.6[vi] que 5y, ;, = 0 para todo ¢ > 7, Lo cual

completa la prueba del teorema. ]

Combinando el Lema[2.9]y el Teorema[3.14] obtenemos facilmente el resultado espe-
rado.

Teorema 3.15. Existe una coleccion no numerable de compactaciones del rayo con el

arco como resto tal que sus elementos son mutuamente incomparables.

Corolario 3.16. Existe una coleccion no numerable de continuos arcoconexos circu-

larmente encadenables planos mutuamente incomparables.
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Demostracion. Para cada o € 2V, E, es la compactacion asociada del rayo descrito
en la Construccién De E, obtenemos un continuo encadenable circularmente
E! simplemente uniendo el primer punto de J, con el punto a,, € I,. Note que E! esta
claramente conectado y es plano. E/, — (a, cs] €S un rayo denso en E!. Si h: E!, —
E; es una funcidn continua y sobreyectiva, entonces es facil verificar que existe un

subrayo J! de E!, — (aa, c,) CcON las siguientes propiedades:
i Si J' denota la clausura de J! en E!, entonces J/, — J' = I,.
i h(J)) = Jgs.

Observe que ii es posible dado que h es continua y sobreyectiva, es decir, existe un
elemento e en E! — [a,,c,] @ partir del cual h((0,e]) = Jz 0 h(le,1] U (0,1]) = Js,
segun sea el caso, la preimagen es la porcion de arco de E!, cuya imagen bajo h
es Jg. Consecuentemente 5, : J! — Js es una funcién continua y sobreyectiva para
la cual los resultados de aun se mantienen y el Teorema concluye la

demostracion. ]
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