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XResumen
TÍTULO: SIMULACIÓN AUTOCONSISTENTE DEL CALENTAMIENTO DE UN
PLASMA EN UNA TRAMPA MAGNÉTICA MÍNIMO-B UTILIZANDO EL MÉTO-
DO PARTICLE-IN-CELL ELECTROMAGNÉTICO 1.

AUTOR: ALEX FRANCISCO ESTUPIÑÁN LÓPEZ 2.

PALABRAS CLAVE: Resonancia ciclotrónica electrónica (ECR), trampa mag-
nética mínimo-B, calentamiento del plasma, Método Particle-In-Cell (PIC).

DESCRIPCIÓN:
Las fuentes de iones de resonancia ciclotrónica electrónica (por sus siglas en
inglés, ECRIS), son dispositivos mayormente diseñados para generar haces de
iones altamente cargados. En estos sistemas, una trampa magnética mínimo-
B está formada por la superposición de un campo magnético axial producido
por un par de bobinas de corriente y un campo magnético radial formado
por un sistema hexapolar se aprovecha para el confinamiento de plasma. En
este trabajo el plasma es calentado en una cavidad excitada por un modo
TE111 y por una frecuencia de inyección dada por 2,45 GHz es estudiada
numéricamente en condiciones de resonancia ciclotrónica electrónica. La
interacción de partículas de plasma de hidrógeno con el campo de micro-
ondas se simula a través de un código relativista 3D Particle-In-Cell (PIC)
desarrollado por nosotros. El campo magnetostático se calcula utilizando la
ley Biot-Savart. La evolución del campo electromagnético autoconsistente se
determina a través del método de Yee. La densidad de la corriente de plasma
se calcula comenzando con las posiciones de las partículas y sus velocidades
mediante un método de carga conservativa propuesto por T. Umeda. Las
nuevas posiciones y velocidades de las partículas, son calculadas resolviendo
la ecuación relativista de Newton-Lorentz, usando el método de Boris.

Presentamos la distribución espacial de los electrones y su espectro ener-
gético después de 96 ns de cálculo en un plasma homogéneo de densidad
igual a 2× 1010 cm−3 y una distribución maxwelliana para las velocidades,
con una temperatura inicial de 5,44× 10−4 eV . La simulación muestra que la
población de electrones puede dividirse en tres grupos: fríos (con una energía
menor que 1 keV ), calientes (con un rango de energía entre 1− 10 keV ) y
supercalientes (con una energía superior a los 10 keV ).

1Trabajo de grado.
2Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Director: Eduardo Alberto Orozco Ospino, Doctor

en Física.



XIAbstract
TITLE: SELF-CONSISTING SIMULATION OF THE HEATING OF A PLASMA
IN A MINIMUM-B MAGNETIC TRAP USING THE PARTICLE-IN-CELL ELEC-
TROMAGNETIC METHOD 3.

AUTHOR: ALEX FRANCISCO ESTUPIÑÁN LÓPEZ 4.

KEYWORDS: Electron Cyclotron Resonance (ECR), minimum-B magnetic
trap, plasma heating, Particle-In-Cell (PIC) method.

DESCRIPTION:

Electron Cyclotron Resonance Ion Sources (ECRIS) are devices predomi-
nantly designed to generate highly charged ion beams. In these systems,
a minimum-B magnetic trap formed by the superposition of an axial mag-
netic field produced by a pair of current coils and a radial magnetic field
formed by a cusp multipole system is harnessed for plasma confining. In
this work, plasma heating in a TE111 cavity excited by 2,45 GHz microwave
energy at electron cyclotron resonance conditions is studied numerically.
The interaction of hydrogen plasma particles with microwaves is simulated
through a a 3D relativistic code Particle-In-Cell (PIC) developed by us. The
magnetostatic field is calculated using the Biot-Savart law. The evolution of
the self-consistent electromagnetic field is determined through the Yee’s met-
hod. The plasma current density is calculated starting off with the particles
positions and their velocities via a conservative charge method proposed by
T. Umeda. New positions and velocities are calculated solving the relativistic
Newton-Lorentz equation by using the Boris method.

We present the spatial distribution of electrons and their energetic spec-
trum after 96 ns of calculations at an initial homogeneous plasma density
of 2× 1010 cm−3, and a maxwellian distribution for velocities with an initial
electron temperature of 5,44× 10−4 eV . The simulation has revealed that the
electron population can be divided into three types: cold (with the energy
less than 1 keV ), hot (of 1− 10 keV ) and superhot (with the energy higher
than 10 keV ).

3Master Thesis.
4Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Director: Eduardo Alberto Orozco Ospino, Doctor

en Física.



1Introducción

La historia de la fuente de iones ECR (siglas en inglés de Electron Cyclo-
tron Resonance) se inicia a finales del año 1960, cuando se desarrolló el
calentamiento por resonancia ciclotrónica electrónica, como una técnica para
calentar el plasma en dispositivos de confinamiento magnético utilizados en
la investigación de fusión nuclear [1]. En 1970 se propuso la producción
de iones de alto estado de carga en dispositivos de plasma utilizando ca-
lentamiento [2]. Las primeras fuentes que utilizaron ese mecanismo para
producir iones multicargados se desarrollaron en 1972 en Francia por el
físico experimental Richard Geller [3] y en Alemania por Wiesemann [4]. En
1974, Richard Geller y sus colaboradores fabricaron una fuente de iones ECR
al transformar un dispositivo de trampa magnética tipo espejo (CIRCE) [5]
en una fuente de iones denominada SUPERMAFIOS [6]. SUPERMAFIOS
fue equipado con solenoides para generar un campo magnético axial y una
configuración de imanes hexapolar para producir un confinamiento radial.
La superposición de los campos hexapolar y longitudinal producen una con-
figuración de campo magnético mínimo-B que estabiliza el plasma contra
las inestabilidades MHD. (Ver la figura 0.1). El siguiente paso consistió en el
desarrollo de fuentes de menor consumo de energía mediante el uso de ima-
nes permanentes de alta resistencia (NdFeB), en una configuración hexapolar,
con el objetivo de mejorar el confinamiento transversal del plasma.

El funcionamiento de una ECRIS se basa en el calentamiento de plasmas
confinados en trampas magnéticas mínimo-B, calentados por ondas elec-
tromagneticas en condiciones ECR y ha sido objeto de estudios teóricos y
experimentales desde 1960 [7–10]. En estos sistemas, cuyo campo magnetos-
tático tiene una configuración compleja, se encontró experimentalmente que
se generan electrones de energías relativamente altas (del orden de centenas
de kiloelectron-voltios) [11]. El mecanismo de generación de estos electrones
supercalientes fue desconocido por decadas hasta el año 2002 en el cual V.
Dougar y coinvestigadores, basándose en datos experimentales y en simula-
ciones del Plasma en trampas magnéticas mínimo-B, plantearon la hipótesis
de que los electrones de alta energía aparecen debido a un mecanismo de
automantenimiento de las condiciones ECR cuando estos se mueven sobre
una superficie de resonancia hacia regiones de mayor intensidad del campo
magnético estático [12].
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Figura 0.1. Vista esquemática de una fuente de iones ECR. Figura extraída de [6].

Los estudios de las fuentes de iones se enfocan principalmente en la
generación, extracción y transporte de haces iónicos. Los dos últimos son
aspectos muy bien entendidos, mientras que el proceso de generación de
iones es el más complejo debido a los procesos plásmicos asociados, tales
como: difusión ambipolar, recombinaciones, emisiones, interacción con la
superficie de la cavidad etc.

Las fuentes iónicas basadas en el fenómeno de Resonancia Ciclotrónica
Electrónica (ECRIS) con trampa magnética tipo Mínimo-B, se han convertido
en una herramienta de uso generalizado para la producción de haces de iones
multicargados. Estos haces iónicos tienen una amplia gama de aplicaciones en
investigaciones científicas, procesos tecnológicos e industriales y en medicina;
sus aplicaciones están determinadas por la energía.

Los iones de baja energía son utilizados en espectroscopía de rayos x, física
atómica y en tecnología de metales y semiconductores, al igual que en el
estudio de impurezas de átomos pesados en los dispositivos termonucleares.
Los iones de energía media y alta tienen un amplio uso en la física del estado
sólido y en medicina. Los iones acelerados hasta energías relativistas y su-
perrelativistas (del orden de 1 GeV por nucleón y más) crean las condiciones
experimentales para el estudio del plasma de quarks-gluones y la obtención
de novedosos estados de la materia (superdensa y supercaliente) [13].



3

Dado que el estudio del plasma como un sistema de muchas partículas, ca-
lentado en condiciones de ECR en una configuración de trampa magnética
mínimo-B presenta dificultades insuperables para un estudio teórico, relacio-
nadas con no-linealidad del problema y la no claridad en los fenómenos físicos
que ocurren al interior del plasma, el sistema se estudia mediante simulación
computacional, la cual tiende un puente entre las leyes y principios físicos
con los experimentos reales, esclareciendo detalles del comportamiento tanto
colectivo como de las partículas individuales del plasma [14].

Existen diferentes modelos, para simular un plasma de acuerdo a sus
características. Las ecuaciones de la aproximación hidrodinámica se deducen
a partir de las ecuaciones cinéticas. Por ejemplo,cuando las dimensiones
características del plasma son muchísimo mayor, que la longitud de camino
libre de iones y electrones, los tiempos característicos de procesos ocurridos
en el plasma son muy grandes respecto al tiempo entre dos colisiones. En
este modelo el plasma es tratado como una mezcla de líquidos electrónicos
e iónicos. Las condiciones anteriores se pueden cumplir en plasmas de alta
densidad, que no es el caso de plasmas confinados en trampas magnéticas, ya
que en este caso, la longitud de camino libre es mayor que las dimensiones del
volumen de confinamiento. Estos dispositivos de confinamiento se encuentra
bajo la influencia de campos externos y campos autosostenidos de largo
alcance y su simulación se puede efectuar apropiadamente mediante métodos
de partículas.

Esto se logra resolviendo numéricamente las ecuaciones cinéticas del plas-
ma: Ecuación de Vlasov para plasmas acolisionales (densidades de partículas
n ≤ 1012 cm−3) o la ecuación de Fokker-Planck para plasmas colisionales [10].
Para esto se utiliza uno de los métodos más destacados en el estudio de la
dinámica de muchas partículas (∼ 1012); conocido como PIC (Particle-In-Cell,
por sus siglas en inglés) [7,15], la cual permite usar macropartículas o super-
partículas, las cuales son grupos de partículas de la misma especie cernanas
entre sí en el espacio de fase (posición y velocidad) de las partículas que estas
representa. Dichas superpartículas, sustituyen un grupo real de partículas
y por consiguiente una parte de la función de distribución de las mismas,
permitiendo que la relación carga-masa permanezca constante; ya que el
movimiento de las partículas y de las superpartículas bajo los efectos de cam-
pos electromagnéticos son equivalentes, de tal forma que las superpartículas
pueden describir satisfactoriamente los efectos colectivos del
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sistema a estudiar. Es de gran importancia resaltar que la técnica PIC ocupa
el primer lugar en el área de simulaciones del comportamiento cinético de
plasmas [16–23].

En este trabajo se propone comprender el mecanísmo de calentamiento
del plasma como elemento escencial en la generación de iones multicargados
en una fuente de iones ECR, realizando una simulación autoconsistente con
el objetivo de estudiar la evolución de las partículas y el campo electro-
magnético en el interior de la fuente de iones ECR, como lo son el campo
generado por la fuente de microondas, campo autoconsistente por el plasma
y el campo magnetostático creado por la trampa magnética mínimo-B [24],
mediante la técnica de simulación autoconsistente basada en el método PIC
electromagnético. A partir de estas simulaciones se pretende estudiar las
características de los electrones que forman el plasma, como lo son; los espec-
tros energéticos, trayectorias y distribución espacial, así como el diagnóstico
del campo electromagnético presente en el sistema.



51.Marco Teórico

1.1. Generalidades del plasma

1.1.1. Definición del plasma

Se define el plasma, como el cuarto estado de la materia y fue descrito por
primera vez por el químico Irving Langmuir [25] en la década de 1920 [26],
el cual está formado por iones positivos y electrones. En la figura 1.1 se
pueden ver los diferentes casos en los cuales se puede encontrar plasma en
el universo.

El plasma se crea cuando se le transfiere energía a un gas para que algunos
de sus electrones abandonen sus átomos, fenómeno denominado ionización.
Dando como resultado partículas cargadas negativamente (electrones) y iones
cargados positivamente (nucleos atómicos, comunmente de Hidrógeno) [27].
A diferencia de los otros estados de la materia, las partículas cargadas en un
plasma reaccionan fácilmente a los campos electromagnéticos.

1.1.2. Longitud de Debye o apantallamiento de
Debye

Se denomina como la máxima distancia en la que una partícula cargada será
influenciada por el campo eléctrico generado por otra partícula cargada.

En un plasma, el medio que se encuentra en el fondo puede ser tratado
como el vacío (κ = 1), y la longitud de Debye puede escribirse como sigue:

λD = ε0kB/e
2

ne/Te +∑
ij j2nij/Ti

, (1.1)
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Figura 1.1. Clases de plasma que se pueden encontrar en la naturaleza, dependiendo
de la energía térmica y de la concentración de partículas en el plasma.
Figura extraída de [29].

el término iónico es despreciable frente al término electrónico, aunque
esto es válido sólamente cuando la movilidad de los iones es despreciable
comparada con la escala de tiempo del proceso, obteniéndose la expresión:

λD =
√
ε0kBTe
nee2 , (1.2)

donde λD es la longitud de Debye, ε0 es la permitividad eléctrica del vacío,
kB es la constante de Boltzmann, e es la carga del electrón, Te y Ti son
las temperaturas de los electrones y de los iones, respectivamente, ne es la
densidad de electrones y nij es la densidad de especies atómicas i, con carga
iónica positiva je.

El potencial electrostático asociado a una distribución de carga ρext =
q δ(r), en un plasma está dado por:

Φ(r) = q

4πε0 r
e−r/λD , (1.3)
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para distancias r << λD, el potencial Φ(r) es idéntico al potencial de una
partícula de prueba en el vacío mientras que para distancias r >> λD ,
la carga de prueba está completamente apantallada por la nube de cargas
alrededor de ésta (Véase la figura 1.2). El radio nominal de la nube de
apantallamiento es λD [30].

Figura 1.2. Potencial φt alrededor de una carga de prueba en un plasma y el poten-
cial de Coulomb φcoul, ambos como una función de la distancia radial
desde la partícula de prueba. La region sombreada representa el efecto
del apantallamiento de Debye. Figura extraída de [31].



81.1.3. Frecuencia plásmica

Así como la longitud de Debye proporciona una medida de las longitudes
típicas en un plasma, la frecuencia plásmica (ωp) describe sus tiempos ca-
racterísticos. Supóngase que en un plasma en equilibrio y sin densidades de
carga se introduce un pequeño desplazamiento de todos los electrones en
una dirección. Estos sentirán la atracción de los iones en la dirección opuesta;
se moverán hacia ella y comenzarán a oscilar en torno a la posición original
de equilibrio. La frecuencia de tal oscilación es lo que se denomina frecuencia
plásmica. La frecuencia plásmica de los electrones es [32]

ωpe = (nee2/meκ0)1/2, (1.4)

donde me y e, son la masa del electrón y su carga respectivamente.

1.2. Confinamiento magnético

El movimiento de partículas cargadas eléctricamente está afectado considera-
blemente por un campo magnético. En ausencia del campo magnético, las
partículas calentadas se moverán en líneas rectas en direcciones aleatorias
hasta colisionar con otras partículas (electrones, iones, átomos neutros), o
golpear las paredes de la cavidad. Cuando se aplica un campo magnético
estático, las partículas cargadas seguirán trayectorias en espiral que rodean
las líneas de campo magnético disminuyendo el desorden del sistema.

Al plasma confinado mediante un campo magnético, se le conoce como
magnetoplasma, donde se encuentran los iones y electrones moviéndose en
trayectorias helicoidales debido a su giromovimiento dentro de este campo
(Véase la figura 1.3). Al aplicar un campo magnético no homogéneo se busca
que las partículas sean desplazadas hacia la zona donde el campo es más
débil, impidiendo el escape de partículas fuera de las paredes de la cavidad y
contribuyendo al confinamiento.

Según el comportamiento dinámico de las partículas cargadas en campos
electromagnéticos, se han postulado diferentes configuraciones de trampas
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magnéticas para confinar el plasma en una ECRIS, generadas por bobinas
de corriente o imanes permanentes, las cuales son: la trampa tipo espejo
(Budker y Post, 1952), la Mínimo-B (Ioffe, 1970) y la Cero-B (Dougar Jabon,
1998), entre otras.

Figura 1.3. (a) Trayectoria en forma de hélice de una partícula cargada que se
mueve en un campo magnético uniforme B. (b) La proyección de la
trayectoria de la partícula sobre un plano perpendicular al campo B es
una circunferencia y el sentido de giro depende del signo de la carga q.
Figura extraída de [33].

1.2.1. Configuración tipo espejo

Los procesos que tienen lugar durante un cambio comparativamente lento de
las condiciones externas se denominan adiabáticos, tal como ocurre en las
trampas magnéticas tipo espejo. La trampa magnética más simple, la cual es
creada por dos bobinas coaxiales idénticas en las que fluye la corriente en la
misma dirección. En esta trampa, el campo magnético es más intenso en las
regiones cercanas a las bobinas y más débil en la región central entre estas
(Ver las figuras 1.4 y 1.5).
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Figura 1.4. Trayectoria de una partícula de carga positiva en una trampa magnética
tipo espejo. Además se muestran las líneas de campo magnético, el
vector de la fuerza de Lorentz sobre la partícula y la velocidad de la
misma. Figura extraida de [35].

Figura 1.5. Configuración de un espejo magnético formada por dos bobinas sepa-
radas que llevan una corriente azimutal; el campo magnético es más
intenso en esas zonas y las líneas de campo dejan de ser rectas. Las
partículas cargadas quedan atrapadas entre los dos puntos de campo
máximo. Figura extraída de [38].
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Este método de confinar las partículas en una trampa magnética longitudinal-
mente (a lo largo del campo) fue propuesto en 1952 por el físico soviético G.
I. Budker e independientemente por los científicos estadounidenses R. Post y
H. York. En las trampas magnéticas tipo espejo, las partículas cargadas son
reflejadas hacia regiones de menor intensidad del campo magnético, siempre
que el ángulo entre el vector velocidad y el eje del campo magnético; sea
mayor que un ángulo crítico dado por la siguiente expresión:

θc = arcsen(BM

B0
), (1.5)

donde BM es el valor máximo del campo magnético y B0 el valor del
campo en la mitad del plano de la trampa magnética (Véase la figura 1.6).
La figura 1.4 muestra la trayectoria de una partícula en un campo magnético
no uniforme cuya intensidad cambia a lo largo de sus líneas de fuerza.

Figura 1.6. Cono de pérdida en el espacio de velocidades de una trampa magnética
tipo espejo. Figura extraída de [34].

1.2.2. Configuración tipo Mínimo-B

El problema principal de una estructura de espejo simple, radica en que
las inestabilidades plásmicas macroscópicas (por ejemplo, inestabilidades
Magnetohidrodinámicas) se excitan porque la presión del plasma disminuye
radialmente con el campo magnético [14]. Por lo tanto, el plasma escapará
rápidamente en la dirección radial desde la trampa. Es debido a esto que
en la mayoría de las fuentes de iones ECR, se utiliza un campo multipolar,
usualmente un hexapolo, que produce un campo que aumenta radialmente,
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el cual se superpone al campo del espejo magnético para estabilizarse y
confinar mejor el plasma. Esto da como resultado una estructura llamada
mínimo B (min-B), ya que la intensidad del campo magnético tiene un mínimo
en el centro de la estructura y aumenta desde allí en todas las direcciones
(Véase la figura 1.7a). La figura 1.7b muestra una vista en 3D de una fuente
de iones ECR. Superficies de igual intensidad de campo magnético (isóbaras
magnéticas), en una configuración magnética min-B son cascarones anidados
cerrados.

(a) (b)

Figura 1.7. (a) Estructura típica del campo magnético (Min-B) de una fuente de
iones ECR de 14.1 GHz. (b) Vista 3D de la configuración de la trampa
magnética (Min-B) en la fuente. Figuras tomadas de [36].

1.3. Resonancia Ciclotrónica Electrónica (ECR)

Se define a la Resonancia Ciclotrónica Electrónica (ECR, por sus siglas en
inglés), como un método de excitación de partícula utilizado para el cale-
tamiento de electrones, el cual consiste en la interacción entre una onda
electromagnética y la componente electrónica del plasma confinado en el
campo magnetostático. Debido a que los electrones giran en torno a las líneas
de campo magnético (movimiento de Larmor), la transferencia de energía es
máxima cuando la onda electromagnética gira con igual frecuencia que el
movimiento rotacional electrónico. En este caso se dice que se presenta el
fenómeno de resonancia ciclotrónica electrónica ECR.
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Así, la región de campo magnético donde el electrón gira con una frecuencia
igual a la de microondas es conocida como zona de resonancia ciclotrónica
electrónica o zona ECR y en esta zona se genera un efecto resonante que
excitará una gran cantidad de electrones que contribuirán al calentamiento
del plasma.

En una fuente de iones de resonancia ciclotrónica eléctronica (ECRIS,
Electron Ciclotron Resonance Ion Source, por sus siglas en inglés); se utilizan
imanes permanentes y bobinas de solenoide para generar altos campos
magnéticos al interior de la cavidad cilíndrica. Donde todos los electrones
libres girarán con la misma frecuencia y se puede calcular con la siguiente
ecuación [37,39]

f = eB(~r)
2πme

[Hz], (1.6)

donde me representa la masa del electrón, e el valor absoluto de la carga
del electrón y B(~r) el campo magnetostático que afecta el plasma. Así, todos
los electrones que alcanzan estos valores de frecuencia, estan ubicados en la
superficie ECR.

1.4. Mecanismo SARA (Spacial AutoResonance

Acceleration)

En las trampas magnéticas mínimo-B existe un grupo de electrones captu-
rados en el régimen de autoresonancia ciclotrónica espacial, denominados
electrones supercalientes; lo cual fue demostrado a partir de simulaciones
computacionales [14]. Los primeros en desarrollar un modelo analítico, del
fenómeno de aceleración autoresonante en campos magnéticos no homogé-
neos, fueron Valeriy Dugar-Zhabon y Eduardo Orozco [40]. Este fenómeno
denominado SARA, el cual fue probado mediante experimentos numéri-
cos [41]. En este mecanismo, la condición de resonancia es preservada por
si misma (Autoresonancia), la característica fundamental de dicho método
consiste en el mantenimiento de las condiciones de resonancia a lo largo
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de la trayectoria del electrón, a pesar del aumento del factor de Lorentz a
medida que el electrón gana energía. Para mantener las condiciones de reso-
nancia se compensa el aumento del factor relativista mediante un incremento
apropiado del campo magnético en la dirección de movimiento del electrón
(Ver ecuación (1.4)). Esta es la idea fundamental del mecanismo SARA.

Ω = eB(z)/(mγ), (1.7)

donde m representa la masa del electrón, e el valor absoluto de la carga
del electrón, γ el factor relativista de Lorentz y B(z) el campo magnético
longitudinal.

1.5. Dinámica de las partículas cargadas

1.5.1. Descripción cinética

Clásicamente un medio físico puede ser descrito por la posición y el com-
portamiento de cada una de sus partes. Para un plasma, este está dado por
la posición de las partículas ~r y la velocidad ~v de las mismas. En el plano,
se pueden tener muchos tipos de partículas (electrones, iones y partículas
neutras) que podemos agrupar y describir con una función de distribución
fα(~r,~v). Esta expresión se conoce como la densidad de partículas de especie
α en el espacio de fase. Así, fα está dada como la solución de la ecuación de
Boltzman [42]:

∂fα
∂t

+ ~v · ∇~rfα +
~Fα
mα

· ∇~vfα = ξ, (1.8)

el primer término del lado izquierdo describe los cambios explícitos de la
función de distribución en el tiempo, el siguiente término indica los cambios
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debido al movimiento en el espacio (convección), mientras que el último
término en el lado izquierdo describe las variaciones relacionadas con los
cambios en la velocidad (convección en el espacio de velocidad).

En esta descripción, las partículas están sometidas a una fuerza ~Fα y un
término colisional ξ, que maneja todas las interacciones entre las partículas,
incluyendo los procesos de creación y aniquilación.

Si se ignoran los procesos de aniquilación y de creación, se presentan bási-
camente dos tipos de colisiones. Una donde las partículas se necesitan “tocar
físicamente” entre sí para interactuar, o una interacción de largo alcance
como la interacción coulombiana. Un grupo de partículas que interactúan a
través de colisiones puede describirse en términos del operador de colisión.
Si no existen colisiones fuertes, la ecuación (1.5.1) se reduce a:

∂fα
∂t

+ ~v · ∇~rfα +
~Fα
mα

· ∇~vfα = 0, (1.9)

esto describe un llamado plasma acolisional. Esto indica que ya no se
describen colisiones fuertes, como con las partículas neutras, sino sólo la
interacción de largo alcance (colisiones suaves), como la que se presenta
entre partículas cargadas (efecto colectivo). Donde la fuerza Fα, se obtiene
con la ecuación de Newton-Lorentz para cada especie de partícula α en el
punto de malla p, la cual esta dada por la siguiente expresión:

Fα = d(γmα~vp)
dt

= qα( ~Ep + ~vp × ~Bp). (1.10)

1.5.2. Interacción colectiva

Todas las partículas cargadas generan campos electromagnéticos que causan
la interacción entre ellos en la descripción de la ecuación de Vlasov de
un plasma acolisional. Los campos electromagnéticos están dados por las
ecuaciones de Maxwell:
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~∇ · ~E = ρ

ε0
Ley de Gauss

~∇ · ~B = 0 Ley de Gauss para el campo magnético

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
Ley de Faraday

~∇× ~B = µ0 ~J + µ0ε0
∂ ~E

∂t
Ley de Ampere-Maxwell,

donde las expresiones de la densidad de carga ρ y la densidad de corriente
J se expresan como:

ρ =
N∑
i=1

niqi, ~J = niqi~vi, (1.11)

donde ni, qi y ~vi son la concentración de partículas, la carga eléctrica y
el vector velocidad de las mismas. Donde cabe notar que la suma se realiza
sobre las diferentes partículas cargadas presentes en el plasma, electrones e
iones.



172.Sistema físico

En la actualidad existen numerosas fuentes para la producción de iones
multicargados, siendo cada uno de estas diseñadas para ciertos objetivos
científicos o tecnológicos. Las fuentes de iones (ECRIS) son las más adecuadas
para diseñar aceleradores de iones pesados a energías muy altas, ya que
pueden generar haces de iones multicargados a intensidades relativamente
grandes.

En estas fuentes, el calentamiento del plasma y su confinamiento se efec-
túan predominantemente en trampas magnéticas de mínimo-B, este tipo de
trampa magnética consiste en dos bobinas de corriente utilizadas para el
confinamiento magnético longitudinal y un sistema hexapolar alrededor de
la cavidad para generar un confinamiento transversal del plasma.

En una ECRIS, la frecuencia ciclotrónica electrónica y de la fuente de
microondas se mantienen iguales en una superficie casi elipsoidal localizada
en el volumen de la trampa. Es crucial calentar los electrones a energías
suficientemente altas para ionizar niveles K- y L- de átomos pesados.

A continuación, se muestra el modelo del sistema físico considerado en las
simulaciones computacionales en este trabajo.

Un esquema físico de una ECRIS típica se muestra en la Figura 2.1 (lado
izquierdo) [48]. El plasma ECR está confinado por el campo magnético
mínimo-B, formado por dos bobinas de corriente (1) y el sistema hexapolar
de imanes permanentes (2). La cámara de descarga (3) hecha de cobre se
coloca dentro del sistema magnético. La cámara de descarga es alimentada
por una fuente de microondas con un generador de magnetrón a través del
sistema de inyección (4), (5) y (6).

En este trabajo, se utiliza una línea alimentada por microondas transversal
al eje de la cámara, que se presenta en la figura 2.1 (lado derecho). En este
esquema, dos bobinas de corriente (7) están dispuestas a ambos extremos
de la cavidad (1). Las barras hexapolares (6) se colocan en la superficie del
cilindro de la cavidad paralelas entre sí de tal forma que la línea alimentada
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pasa entre las barras. El sistema magnético se muestra en la Figura 2.1
(lado derecho).

Figura 2.1. (Izquierda) Diagrama esquemático de una fuente ECRIS. 1. Bobinas, 2.
Sistema hexapolar, 3. Cámara de plasma, 4. Línea coaxial, 5. Selector,
6. Inyección de radiofrecuencia, 7. Agujero de extracción, 8. lentes
de Einzel, 9. yunque. (Figura tomada de [48]). (Derecha) Esquema
físico del sistema simulado: 1-Cavidad, 2-Ventana, 3-Aislador de ferrita,
4-Guía de onda, 5-Magnetrón, 6-Sistema hexapolar, 7-Bobinas.

La fuente de alimentación para la excitación de las partículas, consiste en
un magnetrón de frecuencia de inyección igual a 2,45 GHz ubicado en la guía
de onda que se conecta con la cámara a través de una ventana rectangular
cuyas dimensiones son 7,65× 1,0 cm2.

La distribución del campo electromagnético en la cavidad se calcula me-
diante el uso de un método numérico conocido como: "Partícula en celda
electromagnético tridimensional" [49].

De todos los parámetros que determinan el rendimiento iónico y los
estados de carga iónica, dos de ellos son importantes: el perfil del campo
magnetostático y la distribución del campo de microondas en el volumen
de la trampa, especialmente la ubicación de la zona ECR en el campo de la
trampa magnetostática ubicada en la cavidad cilíndrica.

En este trabajo se realizó la simulación numérica del campo de microondas
para un modo vibracional TE111 en una cavidad de resonancia cilíndrica de
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10 cm de largo y 9,1 cm de diámetro, que son dimensiones típicas de una
ECRIS real. En el cálculo del campo magnético, es importante a tener en
cuenta que la zona ECR debe ser lo más grande posible, pero no debe tocar
las paredes de la cavidad. El campo magnetostático generado por esta trampa
se determina usando la ley Biot-Savart [51].

2.1. Modelo numérico

En nuestro esquema numérico, la simulación computacional se realiza en las
siguientes tres etapas:

(i) Primera etapa: Obtención del campo para el estado estacionario en la
cavidad sin plasma, llena sólo por las ondas de microondas que ingresan al
interior de la cámara, a través de un puerto en la superficie cilíndrica. Para
este caso el método está descrito en el apéndice 4.1.

(ii) Segunda etapa: La cavidad se llena de plasma. Para evitar cualquier
divergencia no física inicial en la densidad de corriente, los electrones y los
iones se encuentran en las mismas posiciones y velocidades aleatorias, que
obedecen a una distribución de Maxwelliana.

(iii) Tercera etapa: simulación numérica de la evolución autoconsistente
de las componentes del plasma. (Véase el apéndice 4.1), para esta etapa se
utiliza el método de PIC electromagnético, cuyo algoritmo se muestra en la
figura 2.2 como un ciclo de tiempo computacional que implica los siguientes
pasos:

(i) cálculo de las densidades de corriente en los nodos de malla comen-
zando con los datos de velocidades y posiciones de las SP;
(ii) cálculo de los campos totales en los nodos de malla;
(iii) cálculo de las fuerzas ejercidas sobre las SP que utilizan un Método de
interpolación 3D;
(iv) cálculo de las nuevas posiciones y las velocidades de las SP a través de la
integración de sus ecuaciones de movimiento.
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Figura 2.2. Ciclo computacional Particle-In-Cell (PIC) electromagnético.

2.1.1. Precisión y estabilidad

Para garantizar la precisión utilizamos λmin/h = 6,28, para poder describir
la mínima longitud de onda presente en el sistema, la cual es elegida en un
caso extremo como λmin = c/f , donde c = 1/√µ0ε0 es la velocidad de la luz
en el vacío y f es la frecuencia de la onda electromagnética.

Para garantizar la estabilidad numérica utilizamos el criterio de Courant:

∆t ≤ 1
c
√

1
(∆x)2 + 1

(∆y)2 + 1
(∆z)2

, (2.1)

donde ∆x, ∆y y ∆z corresponden a los pasos espaciales en las direcciones x,
y y z, respectivamente.



212.1.2. Algoritmo e implementación numérica

La figura 2.3 muestra el algoritmo utilizado para simular el campo electro-
magnético en el sistema físico de la figura 2.1. En la celda adyacente a la
zona UPML, i = 11, se excitan las componentes Bz y Ey del modo TE10 en la
guía de onda rectangular utilizando el método descrito en [53]. La evolución
del campo electromagnético se realiza a partir del conjunto de ecuaciones
(4.5-4.26). Para poder implementar estas ecuaciones es necesario definir las
propiedades de las zonas UPML.

La condición UPML en Xmin (ver figura 4.1) se implementa mediante la
utilización de una función de conductividad polinomial σx(x) = (x/d)3σmaxx ,
donde: d = 10∆x es el ancho de la zona UPML, x es la distancia desde el
borde de la zona interior, isótropa sin pérdidas hacia el interior de la zona
UPML y σmaxx = 0,8(m + 1)/(η∆x), con m = 3, cuando se usan 10 celdas
UPML como en este caso y η =

√
µ/ε representa la impedancia intrínseca del

medio, vacío en nuestro caso [52]. Adicionalmente elegimos Kx(x) = 1.

Un tratamiento similar de las funciones σy(y), Ky(y), σz(z) y Kz(z) es irre-
levante en nuestro caso porque la imposición de las condiciones de frontera
de conductor perfecto (PEC) en las paredes de la guía de onda y la cavidad
resonante simulan las reflexiones físicas que confinan la onda electromagné-
tica y solo pueda retornar por el mismo puerto de inyección, las cuales deben
ser absorbidas para no producir reflexiones no físicas cuando incidan en el
plano x = xmin.
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Figura 2.3. Algoritmo utilizado para implementar el método UPML.
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3.1. Campo magnetostático de la trampa

mínimo-B

Para empezar calculando los campos electromagnéticos que están presentes
al interior de la cavidad, lo primero que se debe hacer es poder representar
en un diagrama vectorial la dirección del campo y la magnitud del mismo
en la cavidad cilíndrica a simular, es por esta razón que utilizando la ley de
Biot-Savart para resolver los campos magnetostáticos se pudieron obtener
las gráficas del comportamiento del mismo, en el caso del perfil transversal
del campo magnético se puede evidenciar el comportamiento del campo
vectorial dominado por el sistema hexapolar de los imanes ubicados alrededor
de la cavidad cilíndrica que se está simulando, los cuales contribuyen al
confinamiento radial del plasma (Véase la figura 3.1).

Figura 3.1. Campo magnetostático en el plano transversal z = 5 cm.
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Además, es importante poder evidenciar el comportamiento a lo largo del
eje z del campo magnetostático, en la figura 3.2 se puede ver el perfil de
campo magnético, dominado principalmente por las dos bobinas de corriente
ubicadas alrededor de los dos extremos de la cavidad, donde se puede
resaltar el confinamiento longitudinal del plasma, esperado para este tipo de
configuración conocida como trampa magnética mínimo-B.

Figura 3.2. Campo magnetostático en el plano longitudinal x = 0 cm.

El campo magnetostático de esta trampa se obtiene mediante la super-
posición del campo producido por dos sistemas. El primero es el campo
magnético de la bobina, donde cada bobina se simula como una superposi-
ción de vueltas circulares con corriente estacionaria. El segundo es el campo
magnético hexapolar. Este campo se calcula utilizando el método del po-
tencial magnético porque todos los imanes hexapolares están fuera de la
región de confinamiento. El campo producido por el primero calculado en
cada punto de la malla, en coordenadas rectangulares (x, y, z) y en unidades
gaussianas es:

~B(x, y, z) = RI

c

∫ 2π

0

(cosθ(z − zs)̂i+ sinθ(z − zs)ĵ − [ysinθ + xcosθ −R]k̂)
[(x2 + y2 − 2R(xcosθ + ysinθ) +R2 + (z − zs)2]3/2 dθ,

(3.1)
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donde R es el radio de giro, el cual está centrado a lo largo del eje z en el
punto (0, 0, zs), I es la corriente eléctrica y c es la velocidad de la luz [24].

El segundo es el campo magnético de los imanes que conforman el sistema
hexapolar. Este campo magnético puede calcularse mediante el método de
gradiente de potencial magnético escalar dado que no existe ningún imán en
la región del confinamiento [62]:

φm(~r) =
∫
s(v)

~M(~r′)
|~r − ~r′|

· d~s′ −
∫
v

∇′ · ~M(~r′)
|~r − ~r′|

dv′, (3.2)

donde φm es el potencial magnético escalar, s(v) es la superficie de borde del
imán, v es el volumen del imán.

3.2. Campo eléctrico generado por la fuente de

microondas

La simulación numérica del campo eléctrico de la fuentes de microondas, en
la cavidad se realizó para los parámetros físicos mencionados anteriormente.
Donde se excitó un campo de microondas cuya amplitud máxima de campo
fue de 14 kV/cm y una potencia de entrada de 569 kW se inyecta a través de
una guía de onda con el modo fundamental de vibración TE10. Cabe resaltar
que en las fuentes reales la amplitud del campo electromagnético utilizado
es de E0 ≈ 1 kV/cm y una potencia de inyección de 2,9 kW .

Tan alto nivel de potencia de microondas está relacionado con el uso de
un sistema de inyección no óptimo para este tipo de simulaciones. Para este
sistema, el factor de calidad de la cavidad es demasiado bajo (alrededor
de 50). Sin embargo, para un sistema experimental estándar, este factor de
calidad puede ser del orden de 10000, por lo que podría obtenerse la misma
intensidad de campo eléctrico dentro de la cavidad con una potencia de
inyección del orden de kW. En las simulaciones, se toma una aproximación de
conductor eléctrico perfecto (PEC) para describir las características eléctricas
tanto de la guía de ondas como de las paredes de la cavidad.
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El método (UPML, Uniaxial perfectly matched layer) se aplica para evitar las
reflexiones no físicas de las ondas electromagnéticas que se presentan en las
fronteras de la cavidad cilíndrica [52], donde se utilizan paredes absorbentes
perfectamente acopladas. Las simulaciones se realizan con una malla rectan-
gular 3D para pasos espaciales iguales a ∆x = ∆y = 0,07cm,∆z = 0,2cm
y un paso de tiempo ∆t = 2,07ps, los cuales se eligen de acuerdo con la
condición de estabilidad de Courant [63].

En la Figura 3.3, se puede ver la distribución de la intensidad del campo
eléctrico en la sección transversal media de la cavidad (z = Lc/2, Lc es la
longitud de la cavidad).

Figura 3.3. Intensidad de campo eléctrico en la sección transversal de cavidad
z = Lc/2.

Además, en la Figura 3.4 se puede ver la configuración del campo vectorial
para el campo eléctrico en z = Lc/2, donde se muestra el patrón TE111 que
puede ser obtenido de las bien conocidas expresiones analíticas y compararse
con la solución númerica como se puede ver en la figura 3.5.

A partir de la distribución del campo eléctrico presentada en las figuras
3.3-3.6, se deduce que la zona verde correspondiente al campo eléctrico
de orden de 8, 7 kV/cm, la cual es apropiada para el calentamiento de los
electrones por resonancia. Desde este punto de vista, es útil que la zona
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Figura 3.4. Perfil de campo vectorial eléctrico en el plano z = Lc/2.

ECR, este muy cercana a valores de campo eléctrico, que oscilen entre 8− 10
kV/cm.

La geometría de las bobinas y los imanes, el grado de magnetización de
la barra y la corriente de la bobina se eligen para que la zona ECR coincida
B(x, y, z) = (mω)/(−e) = 87,53 mT coincida exactamente con la zona verde
(Véase la Figura 3.6). Donde m y −e son; la masa de los electrones y la
magnitud de la carga eléctrica de los mismos, y ω es la frecuencia angular de
la fuente de inyección de microondas.

La forma espacial de la zona ECR, es calculada de acuerdo con el método
mencionado anteriormente, se pueden comparar las figuras 3.3-3.6 con las
gráficas 3.7 y 3.8, donde se puede evidenciar que las zonas ECR y la región
de campo eléctrico de color verde generada por la fuente de microondas
están muy cercanas, lo cual nos puede dar un buen indicio del eficiente
calentamiento electrónico al interior de la cavidad.

Al elegir esta forma de campo magnetostático para la cavidad, se procede
a revisar la distribución del campo de microondas en la cavidad, cuyo modo
fue el TE111, debido a que es el modo fundamental y por lo tanto ha sido el
más utilizado en muchos estudios en simulaciones de este tipo. Partiendo de
estos resultados se pudo demostrar, que en la trampa magnética mínimo-B
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Figura 3.5. Perfil de campo vectorial eléctrico en el plano z = Lc/2, donde se
presenta el resultado del cálculo analítico y numérico.

elegida, la zona ECR debe ser de tipo elipsoidal como se muestra en las
figuras 3.7 y 3.8.

Con el propósito de verificar el comportamiento del campo electromag-
nético al interior de la cavidad, se realizó el cálculo de la diferencia de
divergencia del campo eléctrico y la densidad de carga (~∇ · ~E − ρ/ε0 = 0) y
magnético (~∇ · ~B = 0) en cada uno de los puntos de malla que forman parte
de la cavidad, y se obtuvo un resultado del orden de 10−7 para la divergencia
del campo magnético (Véase la Figura 3.9), resultado esperado debido a la
inexistencia de monopolos magnéticos y seguidamente se realizó el mismo
cálculo pero esta vez para el campo eléctrico, obteniéndose un resultado del
orden de 10−5, donde cabe recordar que en este caso la densidad de carga es
nula, debido a la ausencia de partículas cargadas (plasma) al interior de la
cavidad (Véase la Figura 3.10).
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Figura 3.6. Intensidad del campo eléctrico en el plano longitudinal y = 0.

Figura 3.7. Vista tridimensional de zona ECR.
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Figura 3.8. Sección transversal de la zona ECR z = Lc/2.

Figura 3.9. Divergencia del campo magnético en el plano z = Lc/2.

3.3. Evolución del calentamiento de los

electrones

En este trabajo, se realizó la simulación para un número total de partículas
(electrones e iones) igual a 3 × 1012, las cuales se representan en 6 × 106

superpartículas simuladas, que recíprocamente interactúan a través con sus
campos eléctricos y magnéticos. En el transcurso de las simulaciones, las
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Figura 3.10. Divergencia del campo eléctrico en el plano z = Lc/2.

partículas de plasma se redistribuyen al azar en el volumen de la cámara,
donde su número total permanece fijo en el interior de la cavidad.

Para empezar, se cargan las partículas en una distribución espacial aleatoria
en forma de esfera, donde los electrones y los iones se ubican en la misma
posición inicial, con el propósito de satisfacer la ecuación de continuidad y
también garantizar la cuasineutralidad local. Además, es importante resaltar
que la distribución de velocidades iniciales para el plasma que se utiliza en
este trabajo es Maxwelliana, con el objetivo de alcanzar el estado estacionario
con el menor tiempo de simulación posible, de esta manera las partículas que
forman el plasma llenan la cavidad en una esfera de 2,27 cm de radio con
una energía para los electrones de 0,02 eV (Véase las figuras 3.11 y 3.12).

En las figuras 3.13 y 3.14, se muestra la distribución espacial energética
para los electrones después de 200 ciclos de microondas, donde se puede ver
que la densidad del plasma del núcleo excede de lejos a la densidad en la
región de la corona. En general, el plasma es acumulado en la vecindad del
eje de la trampa simétricamente al centro de la trampa.

Los datos que se muestran en la Figura 3.15 demuestran que la población
de los electrones se pueden dividir en 3 grupos: los electrones fríos con
energías menores a 0,2 keV , los electrones con energía intermedia entre 0,2
y 3 keV , los electrones calientes cuya energía oscila entre 3 y 10 keV y por
último los electrones super calientes con energías superiores a 10 keV .

Estimando los electrones de energía intermedia y los calientes, éstos
constituyen el 90,3 % con referencia a la población total de los electrones, la
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Figura 3.11. Captura de pantalla de la simulación para el instante en que la cámara
se llena con el plasma.

Figura 3.12. Espectro energético para los electrones en el instante correspondiente
en el que la cámara está llena de plasma.

contribución de los electrones fríos es del 9, 5 % y la fracción de electrones
calientes es aproximadamente de 0,2 %.
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Figura 3.13. Distribución espacial y energética de los electrones después de 200
ciclos, desde el instante en que la cámara se llena con el plasma.

Figura 3.14. Distribución espacial en 2D para los electrones y sus energías, después
de 200 ciclos de campo de microondas desde el instante en que la
cámara se llena con el plasma.

La densidad de los electrones con una energía superior a 20 eV , se concen-
tra aproximadamente en el 4 % del volumen de la cavidad cilíndrica, con una
concentración aún mayor cerca al centro de la misma, dando una distribución
conservando el perfil de una función Maxwelliana, la densidad energética
promedio de los electrones se muestra en la Figura 3.15. La densidad más
energética de los electrones se concentra aún más en el pico de la campana en
solo el 3 % del volumen de la cavidad. El espectro de energía electrónica en
este volumen, se muestra en la Figura 3.15, donde se puede observar una alta
concentración de los electrones en el centro radial de la cavidad, mostrando
el buen confinamiento magnético al interior de la cavidad, donde



34

además muy pocos de estos se localizan en las regiones cercanas a los bordes
de la cavidad como se puede ver en las figuras 3.13 y 3.14.

Figura 3.15. Espectro energético para los electrones después de 55 y 200 ciclos de
microondas, desde el instante en que la cámara se llena con el plasma.



354.Conclusiones

Se realizó la simulación de las ecuaciones de Maxwell, usando el algo-
ritmo de Yee incorporando el método UPML, se muestran los resultados
de su implementación, para la simulación del campo de microondas
usando el modo TE111 cilíndrico, en una cavidad excitada mediante
una guía de onda acoplada lateralmente a dicha cavidad, los cuales
muestran una excelente concordancia con los cálculos descritos en la
literatura mediante expresiones analíticas.

Se utilizaron las ecuaciones de Maxwell de control, la diferencia de la
divergencia del campo eléctrico y la densidad de carga (~∇· ~E−ρ/ε0 = 0),
y la divergencia del campo magnético (~∇ · ~B = 0), con el propósito de
verificar la calidad de los cálculos del campo de microondas.

El software funciona bien para describir el sistema complejo de muchas
partículas cargadas, interactuando autoconsistentemente entre sí, con
campos electromagnéticos externos, como en el presente caso, en el
calentamiento de un plasma en una fuente de iones de resonancia
ciclotrónica electrónica (ECRIS).

la simulación numérica 3D, usando un método Particle-In-Cell (PIC),
muestra que el estudio basado en una cavidad cilíndrica excitada,
usando un modo TE111 por una frecuencia de 2,45 GHz de microondas
y amplitud de campo eléctrico 14 kV/cm, pueden calentar los electrones
del plasma que tienen una densidad igual a 1,45× 1010 cm−3 a energías
más altas que 10 keV . Los resultados simulados obtenidos evidencian
una coexistencia en el plasma ECR confinado magneticamente, de tres
grupos de electrones: los fríos, cálidos y calientes, donde el grupo
caliente se encuentra concentrado predominantemente en el centro de
trampa.



364.1. Trabajo futuro

Partiendo del código realizado en este trabajo, se quiere tomar como
punto de partida para incorporarle un sistema de interacción entre
las partículas del plasma más realista, en el que además de incluir
la interacción electromagnética de las mismas se incluya también un
modelo de colisiones usando el método Monte Carlo (MCC).
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44Apéndices

Apéndice A. Cálculo de las componentes del

campo electromagnético

Las cavidades resonantes de microondas son elementos conductores utiliza-
dos para confinar energía electromagnética con intensidades relativamente
altas. Dichas cavidades tienen múltiples aplicaciones en el campo de acelera-
dores de radiofrecuencia (RF) y el calentamiento de plasmas en condiciones
ECR, entre otros. En estos sistemas, dichos campos interactúan autoconsisten-
temente con un sistema de muchas partículas cargadas, como electrones en
el primero y electrones e iones en el segundo. Estos sistemas son complejos
y no es posible obtener una solución analítica del problema, siendo la he-
rramienta computacional la única alternativa. Para simular apropiadamente
tales sistemas es necesario describir la evolución del campo electromagnético
dentro de la cavidad, entre otros aspectos.

La solución numérica, para simular el campo de microondas en la cavidad
cilíndrica com modo TE111 se utilizó el método de Yee, el cual se basa en
usar diferencias finitas en el dominio del tiempo FDTD, que además utiliza un
esquema leap-frog de diferencias centradas de segundo orden para discretizar
las ecuaciones de Maxwell. Se considera una cavidad resonante perfecta-
mente conductora cuya frontera curva es descrita mediante la aproximación
Staircase. Dicha cavidad contiene un puerto de inyección de microondas
mediante el acople con una guía de onda rectangular que propaga un modo
TE10 , el cual es excitado en un plano especifico de dicha guía.

Para modelar numéricamente el campo de microondas en la cámara de
descarga (1) y su inyección a través de la guía de onda (2) del sistema físico
de la figura 2.1, utilizamos condiciones de fronteras de conductor perfecto.
En el puerto de inyección de microondas se debe utilizar condiciones de
fronteras de paredes perfectamente acopladas para evitar reflexiones no
físicas en el extremo opuesto de dicho puerto (ver figura 4.1). Esta condición
de frontera no sólo evita el crecimiento ilimitado del campo de microondas
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en el sistema, sino también produce un efecto equivalente al del aislante
de ferrita (3) del sistema físico de la figura 2.1, evitar el retorno del campo
de microondas hacia la fuente de excitación.
Por las características de este sistema, un método apropiado para su modela-

Figura 4.1. Sección transversal del acople guía de ondas-cavidad resonante y espe-
cificación de las fronteras.

miento es el UPML, un método que resuelve numéricamente las ecuaciones de
Maxwell usando un esquema de diferencias finitas en el dominio del tiempo
(método de Yee) con condiciones de frontera perfectamente acopladas [52].

A continuación se presenta la formulación 3D del método UPML:
Las ecuaciones de Maxwell del rotacional que describen la evolución de
los campos eléctrico y magnético de frecuencia ω en un medio finito con
condiciones UPML se expresan en forma fasorial como:

~∇× ~̌H = jωεS ~̌E (4.1)

y
~∇× ~̌E = −jωµS ~̌H (4.2)
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S =
S−1

x 0 0
0 Sx 0
0 0 Sx

Sy 0 0
0 S−1

y 0
0 0 Sy

Sz 0 0
0 Sz 0
0 0 S−1

z

 =
SySzS−1

x 0 0
0 SxSzS

−1
y 0

0 0 SxSyS
−1
z


(4.3)

donde,

Sx = Kx + σx
jωε

; Sy = Ky + σy
jωε

; Sz = Kz + σz
jωε

(4.4)

El tensor S describe un medio isótropo sin pérdidas en la zona computacional
primaria, y un absorbente UPML, ubicado en la región externa de la malla de
Yee, región secundaria; la cual permite atenuar las reflexiones no físicas de la
onda (reflexiones numéricas). El ajuste de los parámetros Sx, Sy y Sz definen
diferentes regiones: zona interna (1) donde se resuelve el algoritmo de Yee,
zona externa (2) donde se definen las paredes absorbentes (Ver figura 4.2).
Kx, Ky y Kz son constantes del orden de la unidad, mientras que σx, σy, σz
representan conductividades eléctricas, relacionadas con la pérdida eléctrica
en cada dirección, y ε la permitividad eléctrica en cada región.

Figura 4.2. Definición de las regiones para el algoritmo UPML: 1-corresponde a
la zona interna, donde se resuelve el algoritmo de Yee. 2-corresponde
a la zona externa donde se colocan los absorbentes y donde ocurre
solapamiento de las esquinas dihedrales. 3-Es la zona externa donde se
presenta solapamiento de las esquinas trihedrales.
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Zona interior, isótropa sin pérdidas: Sx = Sy = Sz = 1 (σx = σy =
σz = 0 y Kx = Ky = Kz = 1)

Absorbente UPML en Xmin y Xmax: Sy = Sz = 1 (σy = σz =
0 y Ky = Kz = 1)

Absorbente UPML en Ymin y Ymax: Sx = Sz = 1 (σx = σz =
0 y Kx = Kz = 1)

Absorbente UPML en Zmin y Zmax: Sx = Sy = 1 (σx = σy =
0 y Kx = Ky = 1)

Solapamiento absorbentes UPML Xmin, Xmax y Ymin, Ymax (es-
quinas dihedrales): Sz = 1(σz = 0 y Kz = 1)

Solapamiento absorbentes UPML Xmin, Xmax y Zmin, Zmax (es-
quinas dihedrales): Sy = 1(σy = 0 y Ky = 1)

Solapamiento absorbentes UPML Ymin, Ymax y Zmin, Zmax (es-
quinas dihedrales): Sx = 1(σx = 0 y Kx = 1)

Solapamiento de los absorbentes UPML en todas las esquinas trihe-
drales: se usa el tensor general completo (4.3).

Para este caso la condición de frontera absorbente en xmin es la única
que participa activamente puesto que el resto del sistema está limitado por
paredes conductoras perfectas, las cuales reflejan las ondas electromagnéticas
e impiden que alcancen las zonas UPML restantes.
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diferencias finitas con frontera (UPML)

Partiendo de la ley de Ampere-Maxwell (4.1), el tensor (4.3), definiendo las
relaciones constitutivas como:

Ďx = ε
Sz
Sx
Ěx , Ďy = ε

Sx
Sy
Ěy , Ďz = ε

Sy
Sz
Ěz (4.5)

y aplicando transformada inversa de Fourier, se obtiene el siguiente conjunto
de ecuaciones equivalentes en el dominio del tiempo:

∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
= ∂

∂t
(KyDx) + σy

ε
Dx (4.6)

∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
= ∂

∂t
(KzDy) + σz

ε
Dy (4.7)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= ∂

∂t
(KxDz) + σx

ε
Dz (4.8)

Análogamente, a partir de la ley de Faraday (4.2) y las relaciones constitutivas:

B̌x = µ
Sz
Sx
Ȟx , B̌y = µ

Sx
Sy
Ȟy , B̌z = µ

Sy
Sz
Ȟz (4.9)

Se obtiene:

∂Ez
∂y
− ∂Ey

∂z
= − ∂

∂t
(KyBx)−

σy
ε
Bx (4.10)

∂Ex
∂z
− ∂Ez

∂x
= − ∂

∂t
(KzBy)−

σz
ε
By (4.11)

∂Ey
∂x
− ∂Ex

∂y
= − ∂

∂t
(KxBz)−

σx
ε
Bz (4.12)

Utilizando la celda de Yee mostrada en la figura 4.3, la ecuación (4.6) puede
aproximarse en diferencias finitas como:
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Figura 4.3. Disposición 3D de las componentes de los campos ~E y ~B en una celda
de Yee.

H
n+1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k)−Hn+1/2

z (i+ 1/2, j − 1/2, k)
∆y

−
H
n+1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2)−Hn+1/2

y (i+ 1/2, j, k − 1/2)
∆z

=

Ky(j)
Dn+1
x (i+ 1/2, j, k)−Dnx (i+ 1/2, j, k)

∆t
+
σy(j)
ε

Dn+1
x (i+ 1/2, j, k) +Dnx (i+ 1/2, j, k)

2
(4.13)

O bien:

Dn+1
x (i+ 1/2, j, k) =

[
1− σy(j)∆t

2εKy(i)

]
[
1 + σy(j)∆t

2εKy(j)

]Dnx (i+ 1/2, j, k)

+
∆t

Ky(j)
[

1 + σy(j)∆t
2εKy(j)

] [Hn+1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k)−Hn+1/2

z (i+ 1/2, j − 1/2, k)
∆y

−

H
n+1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2)−Hn+1/2

y (i+ 1/2, j, k − 1/2)
∆z

]
(4.14)

Por otra parte, expresando en diferencias finitas centradas:

Ďx = ε
Sz
Sx
Ěx → Kx

∂Dx

∂t
+ σx

ε
Dx = ε(Kz

∂Ex
∂t

+ σzEx
ε

) (4.15)
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En+1
x (i+ 1/2, j, k) =

[
1− σz(k)∆t

2εKz(k)

]
[
1 + σz(k)∆t

2εKz(k)

]Enx (i+ 1/2, j, k) + Kx(i+ 1/2)
εkz(k)

[
1− σx(i+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]
[
1 + σz(k)∆t

2εKz(k)

] Dn+1
x (i+ 1/2, j, k)

−Kx(i+ 1/2)
εkz(k)

[
1− σx(i+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]
[
1 + σz(k)∆t

2εKz(k)

] Dn
x(i+ 1/2, j, k) (4.16)

Cálculo de las componentes del vector desplazamiento ~D y el campo eléctrico
~E. A continuación se muestra la expresión de la componente y.

Dn+1
y (i, j + 1/2, k) =

[
1− σz(k)∆t

2εKz(k)

]
[
1 + σz(k)∆t

2εKz(k)

]Dn
y (i, j + 1/2, k) + ∆t

kz(k)
[
1 + σz(k)∆t

2εKz(k)

]
Hn+1/2
x (i, j + 1/2, k + 1/2)−Hn+1/2

x (i, j − 1/2, k − 1/2)
∆Z

−H
n+1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k)−Hn+1/2

z (i− 1/2, j + 1/2, k)
∆x (4.17)

En+1
y (i, j + 1/2, k) =

[
1− σx(k)∆t

2εKx(i)

]
[
1 + σx(i)∆t

2εKx(i)

]En
y (i, j + 1/2, k)

+Ky(i+ 1/2)
εkx(i)

[
1 + σy(j+1/2)∆t

2εKy(j+1/2)

]
[
1 + σx(i)∆t

2εKx(i)

] Dn+1
y (i, j + 1/2, k)

−Ky(j + 1/2)
εkx(i)

[
1− σy(j+1/2)∆t

2εKy(j+1/2)

]
[
1 + σx(i)∆t

2εKx(i)

] Dn
y (i, j + 1/2, k) (4.18)

Cálculo de las componentes del vector desplazamiento ~D y el campo
eléctrico ~E. A continuación se muestra la expresión de la componente z.

Dn+1
z (i, j, k + 1/2) =

[
1− σx(i)∆t

2εKx(i)

]
[
1 + σx(i)∆t

2εKx(i)

]Dn
z (i, j, k + 1/2) + ∆t

kx(i)
[
1 + σx(i)∆t

2εKx(i)

]
Hn+1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2)−Hn+1/2

y (i− 1/2, j, k + 1/2)
∆x



51

−H
n+1/2
x (i, j + 1/2, k + 1/2)−Hn+1/2

x (i, j − 1/2, k + 1/2)
∆y (4.19)

En+1
z (i, j, k + 1/2) =

[
1− σy(j)∆t

2εKy(j)

]
[
1 + σy(j)∆t

2εKy(j)

]En
z (i, j, k + 1/2)

Kz(k + 1/2)
εky(j)

[
1 + σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]
[
1 + σy(j)∆t

2εKy(j)

] Dn+1
z (i, j, k + 1/2)

−Kz(k + 1/2)
εky(j)

[
1− σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]
[
1 + σy(j)∆t

2εKy(j)

] Dn
z (i, j, k + 1/2) (4.20)
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Las ecuaciones que determinan la evolución del campo magnético se
obtienen de un modo similar. Por ejemplo, a partir de (4.10) y la relación
constitutiva B̌x = µSz

Sx
Ȟx se obtiene:

B
n+1/2
x (i, j + 1/2, k + 1/2) =

[
1− σy(j+1/2)∆t

2εKy(j+1/2)

]
[

1 + σy(j+1/2)∆t
2εKy(j+1/2)

]Bn−1/2
x (i, j + 1/2, k + 1/2)−

∆t

ky(j + 1/2)
[

1 + σy(j+1/2)∆t
2εKy(j+1/2)

]
[
Enz (i, j + 1, k + 1/2)− Enz (i, j, k + 1/2)

∆y
−
Eny (i, j + 1/2, k + 1)−Hn+1/2

x (i, j + 1/2, k)
∆z

]
(4.21)

y

Hn+1/2
x (i, j + 1/2, k + 1/2) =

[
1− σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]
[
1 + σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]Hn−1/2
x (i, j + 1/2, k + 1/2)

+ Kx(i)
µkz(k + 1/2)

[
1 + σx(i)∆t

2εKx(i)

]
[
1 + σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]Bn−1
x (i, j + 1/2, k + 1/2)

− Kx(i)
µkz(k + 1/2)

[
1− σx(i)∆t

2εKx(i)

]
[
+σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]Bn−1/2
x (i, j + 1/2, k + 1/2) (4.22)

Análogamente se obtienen:

Bn+1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2) =

[
1− σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]
[
1 + σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]Bn−1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2)

− ∆t
kz(k + 1/2)

[
1 + σz(k+1/2)∆t

2εKz(k+1/2)

]
[
En
x (i+ 1/2, j, k + 1)− En

z (i+ 1/2, j, k)
∆z − En

z (i+ 1, j, k + 1/2)− En
z (i, j, k + 1/2)

∆x

]
(4.23)

Hn+1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2) =

[
1− σx(j+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]
[
1 + σx(i+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]Hn−1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2)
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+ Ky(j)
µKx(i+ 1/2)

[
1 + σy(j)∆t

2εKy(j)

]
[
1 + σx(i+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]Bn+1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2)

− Ky(j)
µKx(i+ 1/2)

[
1− σy(j)∆t

2εKy(j)

]
[
1 + σx(i+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]Bn−1/2
y (i+ 1/2, j, k + 1/2) (4.24)

Bn+1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k) =

[
1− σx(j+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]
[
1 + σx(i+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]Bn−1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k)

+ ∆t
Kx(i+ 1/2)

[
1 + σx(i+1/2)∆t

2εKx(i+1/2)

]

·
[
En
y (i+ 1, j + 1/2, k)− En

y (i, j + 1/2, k)
∆x − En

x (i+ 1/2, j + 1, k)− En
x (i+ 1/2, j + 1, k)

∆y

]
(4.25)

Hn+1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k) =

[
1− σy(j+1/2)∆t

2εKy(j+1/2)

]
[
1 + σy(j+1/2)∆t

2εKy(j+1/2)

]Hn−1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k)

+ Kz(k)
µKy(j + 1/2)

[
1 + σz(k)∆t

2εKz(k)

]
[
1 + σy(j+1/2)∆t

2εKy(j+1/2)

]Bn+1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k)

− Ky(j)
µKy(j + 1/2)

[
1− σz(k)∆t

2εKz(k)

]
[
1 + σy(i+1/2)∆t

2εKy(j+1/2)

]Bn−1/2
z (i+ 1/2, j + 1/2, k) (4.26)

Es importante notar de que para realizar la simulación numérica de los
bordes de la cavidad, fue necesario tener en cuenta las condiciones de frontera
de la misma; es decir que la componente tangencial del campo eléctrico
se anula en las superficies conductoras. Para ello, la frontera original se
reemplazo por los bordes “Staircase” mostrada en la figura 4.4, de modo que
la condición de frontera se reduce a Ex = 0 en los segmentos horizontales y
a Ey = 0 en los segmentos verticales.
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Además se debe aclarar que en el caso cuando está presente una densidad
de corriente ~J (debido al movimiento del plasma), las ecuaciones 4.1 y 4.2,
se convierten en:

~∇× ~̌H = jωεS ~̌E + ~J (4.27)

y
~∇× ~̌E = −jωµS ~̌H + ~J (4.28)

Figura 4.4. Frontera Staircase utilizada para simular los bordes curvos de la cavidad.
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plasma

Siguiendo el proceso mostrado en la referencia [54], para obtener la evolu-
ción de las ecuaciones expresadas, en función de las tres componentes de los
parámetros ~rp y ~vp, se requieren los primeros momentos de la ecuación de
Vlasov para estar exactamente satisfechas con las formas funcionales elegidas
para los elementos.

La simulación autoconsistente de la interacción plasma-microondas en
nuestro sistema se describe en el marco de las ecuaciones Vlasov-Maxwell:

∂fα
∂t

+ ~v· ∇~rfα + qα
γmα

( ~E + ~v × ~B)· ∇~vfα = 0, (4.29)

donde fα(~r,~v, t) es la función de distribución en el espacio de fase para una
especie α, electrones o iones en nuestro caso, cuyas masas y cargas son qα y
mα, respectivamente.
~E y ~B son los campos eléctricos y magnéticos totales, respectivamente. En
nuestro sistema, ~E = ~Esc corresponden al campo eléctrico autoconsistente, el
cual es una superposición del campo de microondas Ehf y el campo eléctrico
autogenerado por el plasma Esg.

~B = ~Bs+ ~Bsc, donde ~Bs es el campo magnetostáticode la trampa magnética
mínimo-B magnetic, la cual es calculada como se describe en [51]. ~Bsc es
el campo magnético autoconsistente, que tiene un significado similar al de
la componente del campo eléctrico descrito anteriormente. La evolución del
vector ~Esc y ~Bsc están dadas por las siguientes ecuaciones de Maxwell:

~∇× ~Esc = −∂
~Bsc

∂t
, ~∇× ~Bsc = µ0 ~J − ε0

∂ ~Esc

∂t
. (4.30)

La densidad de carga y corriente, están determinadas por las expresiones:

ρ(~r, t) =
∑
α

qα

∫
fαd~v, y ~J(~r, t) =

∑
α

qα

∫
~vfαd~v, (4.31)

respectivamente.
En las simulaciones PIC, las funciones de distribución de cada especie vienen
dadas por la superposición de nubes de partículas cercanas entre sí en el
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fα(~r,~v, t) =
∑
p

fp(~r,~v, t). (4.32)

En nuestras simulaciones, nosotros usamos la forma estándar para las SP:

fp(~r,~v, t) = NpS~r
(
~r − ~rp(t)

)
δ
(
~v − ~vp(t)

)
, (4.33)

donde Np es el número real de las partículas que forman una SP; δ
(
~v−~vp(t)

)
es la función delta de Dirac para la distribución de velocidades, siendo ~vp la
velocidad de la SP. El factor de forma espacial está dado por,

S~r
(
~r − ~rp(t)

)
=

3∏
j=1

b0

xj − xjp(t)
∆xj

 (4.34)

donde el índice j se refiere a las coordenadas x, y o z. ~rp es la posición de la
SP; ∆xj es el paso espacial en la dirección j, y

b0(ξ) =

1 si |ξ| < 1/2
0 Para todo lo demás

(4.35)

corresponde al primer b-spline.
Para este esquema, la posición y la velocidad de la SP están dadas por las
siguientes ecuaciones de movimiento:

d~rp
dt

= ~vp,
d(γms~vp)

dt
= qs( ~Ep + ~vp × ~Bp), (4.36)

donde γ = [1 − (vp/c)2]−1/2 es el factor relativista, qs(= Npqα) and ms(=
Npmα) son la carga y la masa de una SP. Estas ecuaciones son muy similares
a las que describen el movimiento de las partículas reales, pero los campos ~Ep
y ~Bp se calculan como un promedio sobre la SP para preservar los momentos
de la ecuación de Vlasov. Estos campos se pueden hallar a partir de los valores
calculados en los puntos de la malla, ~Eg y ~Bg como:

~Ep =
∑
g

~EgW (~rg − ~rp)d~r, (4.37)

y
~Bp =

∑
g

~BgW (~rg − ~rp)d~r, (4.38)
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respectivamente. La función de interpolación W depende del factor de
forma espacial elegido. Para este caso

W
(
~rg − ~rp

)
=

3∏
j=1

b1

xjg − xjp(t)
∆xj

, (4.39)

donde

b1(ξ) =

1− | ξ| si |ξ| < 1
0 Para todo lo demás,

(4.40)

corresponde al segundo b-spline.

Para ver con más detalle la discretización de las ecuaciones utilizadas para
simular la dinámica de las partículas, véase el apéndice 4.1.

Apéndice D. Discretización temporal para las

ecuaciones de movimiento del plasma

Lo primero que se debe hacer es discretizar en el tiempo las ecuaciones
de Newton para las partículas. Los dos esquemas explícitos más estables
y ampliamente utilizados son el algoritmo llamado leap-frog [45] y el de
Boris [60,61]. El método leap-frog esta basado principalmente en escalonar
los pasos de tiempo de la velocidad y la posición por medio de un intervalo
temporal:

~rp(t = n∆t) ≡ ~rp
n, (4.41)

y
~vp(t = (n+ 1/2)∆t) ≡ ~vp

n+1/2, (4.42)

donde la actualización de la posición desde el nivel de tiempo n a el nivel
n + 1 utiliza la velocidad en un punto medio ~vp

n+1/2, y de manera similar
la actualización de la velocidad desde el nivel n − 1/2 a n + 1/2 usando la
posición de un punto medio ~rp

n. En la figura 4.5, se muestra la
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discretización del tiempo escalonado, con el campo eléctrico, la densidad
de carga y las posiciones de las partículas en tiempos enteros y el campo
magnético, la corriente y la velocidad de la partícula en pasos de medio
tiempo. Discretizando las ecuaciones de Newton, se obtienen las siguientes

Figura 4.5. Representación esquemática del algoritmo leap-frog.

expresiones:
~rp
n+1 − ~rp

n

∆t = ~vp
n+1/2, (4.43)

y

~vp
n+1/2 − ~vp

n−1/2

∆t = qs
γms

~En(xnp ) + qs
γms

(
~vp
n+1/2 + ~vp

n−1/2

2

)
× ~Bn(xnp ),

(4.44)
donde el uso de ~En

p y ~Bn
p implica conocer la solución de las ecuaciones de

Maxwell dada la información de la partícula.

Para realizar las simulaciones de partículas y campos electromagnéticos
en este trabajo, se utilizó el esquema de Boris, en el cual se plantea la
discretización de la ecuación de movimiento asociada con la fuerza de Lorentz
de la siguiente forma:

d~r

dt
= ~v, (4.45)

d~v

dt
= q

γm

(
~E + ~v × ~B

)
. (4.46)

donde las coordenadas del espacio de fase (~rk, ~rk) en el paso tiempo K-ésimo
tk = k∆t, el algoritmo de Boris se resuelve para las coordenadas del espacio
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de fase (~rk+1, ~rk+1) en el paso de tiempo (k + 1) tk+1 = (k + 1)∆t, de la
ecuación de movimiento discretizada, se obtiene:

~rk+1 − ~rk
∆t = ~vk+1, (4.47)

~vk+1 − ~vk
∆t = q

γm

 ~Ek + (~vk+1 + ~vk)× ~Bk

2

 , (4.48)

donde ∆t es el tamaño del paso en el tiempo y ~rk ≡ ~v(tk), ~vk = ~v(tk −∆t/2),
tk ≡ k∆t, ~Ek ≡ ~E(~rp) y ~Bk ≡ ~B(~rp). Para poder expresar estás ecuaciones de
forma explícita, lo más común es separar la fuerza eléctrica de y la magnética
de la siguiente manera:

~v− = ~vk + q

γm
~Ek

∆t
2 , (4.49)

~v+ − ~v−

∆t = q

2γm(~v+ + ~v−)× ~Bk, (4.50)

~vk+1 = ~v+ + q

γm
~Ek

∆t
2 . (4.51)

Aquí, la mitad del impulso eléctrico es adherido a ~vk para obtener primero
~v−. Entonces ~v+ es calculado de la ecuación 4.50 a través de una rotación
de ~v−, y ~vk+1 se obtiene añadiendo la mitad restante del impulso eléctrico
a ~v+. Este método, definido por un mapeo paso a paso ψB : Zk ≡ (~rk, ~vk)→
zk+1 ≡ (~rk+1, ~vk+1) de acuerdo a las ecuaciones (4.47-4.51) es lo que se define
como el esquema de Boris y se ha aplicado con exitosamente en estudios de
simulación de plasmas durante más de 40 años, principalmente debido a su
excelente precisión para grandes tiempos de simulación.
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