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RESUMEN

TITULO: EQUICONTINUIDAD EN DENDRITAS []
AUTOR: JOHAN CAMILO CANCINO REY []]

PALABRAS CLAVE: CONJUNTOS OMEGA LIMITE, DENDRITA, EQUICONTINUIDAD EN DEN-
DRITAS, FUNCION OMEGA LIMITE, SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS.

DESCRIPCION:

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Una dendrita es un continuo de
Peano (localmente conexo) que no contiene curvas cerradas simples. Dada una dendrita X y z € X,
se definen los conjuntos omega limite w(z, f) = {y € X : y es punto limite de la sucesion (f"(x))nen}
y Q(z, f) = {y € X : existen sucesiones (z;) C Xy (n;)iexn € Nconz; — xy f"(z;) — y}. Asi-
mismo, diremos que una funcién f: X — X es equicontinua si para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal
que si d(z,y) < 4, entonces d(f™(z), f"(y)) < € para todo n € N. En este trabajo daremos algunas
condiciones necesarias para la continuidad de la funcién wy: X — 2%, definida por wy(z) = w(w, f),
en el contexto de las dendritas. También, se mostraran algunas propiedades con respecto a la equi-

continuidad en dendritas.

En el Capitulo |1} se daran algunos conceptos relacionados con sistemas dindmicos discretos y las
propiedades mas relevantes sobre las dendritas que se usaran posteriormente. En el Capitulo
veremos que, en una dendrita, la continuidad de w; implica que el conjunto de puntos periédicos,

Per(f), sea conexo, que el conjunto de puntos recurrentes, R(f), sea un continuo y que ademas,

R(f) = Per(f); siendo estos los principales resultados de este capitulo. Finalmente, en el Capl’tulo
se enuncian algunos teoremas que dan condiciones necesarias y suficientes para que una funcion f

definida en una dendrita sea equicontinua.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doc-
torado en Ciencias Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: EQUICONTINUITY ON DENDRITES []
AUTHOR: JOHAN CAMILO CANCINO REY []]

KEYWORDS: OMEGA LIMIT SETS, DENDRITE, EQUICONTINUITY ON DENDRITES, OMEGA LI-
MIT FUNCTION, DISCRETE DYNAMICAL SYSTEMS.

DESCRIPTION:

A continuum is a nonempty, compact, connected metric space. A dendrite is a Peano continuum
(locally connected) which contains no simple closed curves. Given a dendrite X and =z € X, are
defined the omega limit sets w(z, f) = {y € X : yis a limit point of the sequence (f™(z))nen} and
Q(z, f) = {y € X : there exist sequences (z;) C X and (n;);eny € Nwith x; — 2 and f"(z;) — y}.
Likewise, we say that a function f: X — X is equicontinuous provided that for each ¢ > 0, there
exists § > 0 such that d(f"(x), f*(y)) < &, for each n € N, whenever d(z, y) < 4. In this work, we shall
present some necessary conditions for the continuity of wy, given by ws(x) = w(z, f), in the context

of dendrites. Also, we show some properties with respect to equicontinuity on dendrites.

In Chapter[1] some concepts related to discrete dynamical systems and the most relevant properties
about dendrites that are used later will be given. In Chapter[2lwe shall see that, in a dendrite, continuity

of wy implies that the set of periodic points, Per(f), is connected, that the set of recurrent points, R(f),

is a continuum and additionally, R(f) = Per(f); these being the main results of this chapter. Finally, in
Chapter[3] some theorems that give us necessary and sufficient conditions for the equicontinuity of a

function f defined in a dendrite are given.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doc-
torado en Ciencias Matematicas.



INTRODUCCION

Un sistema dinamico es una pareja (X, f), donde X es un espacio métricoy f: X —
X es una funcioén continua que determina el comportamiento de cada punto de X
con el paso del tiempo; es decir, para cada xy € X, decimos que para ¢t = 1 (puede
ser una hora) el punto x, se encuentra en la posicién f(z,), para t = 2 (dos ho-
ras) en una posicion f?(x), etc. De esta forma podemos decir que “entendemos”
o0 “resolvimos” el sistema dinamico (X, f), si podemos decir con “precision” el com-

portamiento de cada punto de X con el paso del tiempo.

La teoria de los sistemas dinamicos se deriva del trabajo realizado por H.J. Poincaré
en el cual estudiaba 6rbitas periddicas para problemas de tres cuerpos en mecanica
celeste. También, los nombres de Birkhoff, Andronov, Arnold, Kolmogorov o Smale
aparecen entre aquellos que hicieron contribuciones relacionadas con los sistemas
dindmicos en problemas de ecuaciones diferenciales. Lorentz, analizando un mode-
lo que describe el comportamiento de la atmdsfera, observo que realizando cambios
pequerios en las condiciones iniciales obtenia resultados muy diferentes, dando con

esto origen a lo que hoy se conoce como atractor de Lorentz.

Particularmente, dada una funcién f: X — X donde X es un espacio métrico com-
pacto, es interesante estudiar el conjunto F = {f™ : n € N} como subespacio del
espacio producto X*. En general F no es cerrado y las funciones en clyx (F)\ F no
son continuas. Una condicion suficiente para obtener continuidad en este conjunto

es que la familia F sea equicontinua. Por esta razén, es de interés el estudio de la
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equicontinuidad de la familia F, en ciertos contextos particulares. Por ejemplo enT],

se prueba el siguiente resultado:

Teorema. Sea f: [0,1] — [0, 1] una funcion continua. Son equivalentes:
1. f es equicontinua;

2. Fix(f?) es conexo;

3. Fix(f?) = Myen /([0 1)),
donde Fix(f?) = {z € [0,1] : f2(x) = «}.

EnfPFIF|F se han hecho investigaciones relacionadas con este teorema, en casos
mas generales al intervalo cerrado [0, 1], como gréficas y dendritas. Aunque existen
mas trabajos relacionados con este tema, solamente nos enfocaremos en revisar
los resultados en estos articulos.

En este trabajo estudiaremos la teoria relacionada con la equicontinuidad en den-

dritas, mostraremos ejemplos y plantearemos preguntas.

En el Capitulo [T} se inicia dando las definiciones bésicas que se usaran en los

capitulos subsiguientes, en cuanto a sistemas dinamicos discretos y dendritas. Se

' A. BRUCKNER y J. CEDER. “Chaos in terms of the map =z — w(z, f)”. En: Pacific Journal of
Mathematics 156 (1992), pags. 63-96.

2 J. CAMARGO, M. RINCON y C. UZCATEGUI. “Equicontinuity of maps on dendrites”. En: Chaos,
Solitons and Fractals 126 (2019), pags. 1-6.

3 T.SUN, Z. CHEN y H. XI. “Equicontinuity of dendrite maps”. En: Chaos, Solitons and Fractals 69
(2014), pags. 10-13.

4 T.X.SUN, G. W. SU y H. J. XI. “Equicontinuity of Maps on a Dendrite with Finite Branch Points”.
En: Acta Mathematica Sinica 33.8 (2017), pags. 1125-1130.

5 T.SUN, Y. ZHAN y X. ZHAN. “Equicontinuity of graph maps”. En: Bull. Austral. Mathl Soc. 71
(2005), pags. 61-67.
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enuncian algunos resultados conocidos en la teoria de continuos, como el Teorema
de golpes en la frontera y finalmente se dan algunas propiedades y caracterizacio-
nes sobre las dendritas, tales como que en ellas todo punto es final o de corte, sus
subconjuntos conexos son arcoconexos y que en toda funcién continua sobre una

dendrita, existe al menos un punto fijo.

En el Capitulo 2] se estudiaran algunas propiedades concernientes a los conjuntos
omega limite w(zx, f) y Q(z, f), cuando X es un espacio métrico compacto. Asimis-
mo, se mostraran condiciones necesarias para la continuidad de la funcion w; en el
contexto de las dendritas, tales como la conexidad del conjunto de puntos periodi-
cos, la minimalidad de los conjuntos w(z, f), la compacidad y conexidad del conjunto
R(f) y la densidad del conjunto Per(f) en R(f).

En el Capitulo 3| se comenzara dando algunas propiedades que tienen que ver con
la continuidad de wy, la igualdad de los conjunto omega limite y la equicontinuidad
de f para espacios métricos compactos. Se probara que si en un espacio todo pun-
to es periddico, entonces son equivalentes la continuidad de wy y la igualdad de los
conjuntos omega limite. Luego, se presentan resultados con respecto a la equicon-
tinuidad en dendritas. Se incluye la prueba del siguiente teorema que caracteriza la

equicontinuidad en dendritas:

Teorema. Sean X una dendritay f: X — X una funcién continua. Entonces, son

equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. wy es continuay Per(f) = (o, /"(X);
2. w(z, f) =z, f) paratodo z € X;

3. f es equicontinua.
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Cabe resaltar que todo lo que se presenta en el Capitulo[3|es una recoleccién de las
propiedades, ejemplos y demas, realizados enf El Teorema[3.2.13]es un resultado

original de este trabajo y responde afirmativamente la Pregunta 4.4 planteada en .
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1. PRELIMINARES

En este capitulo, se daran las definiciones que nos serviran como base para los
propositos de este trabajo. Entre las definiciones, las mas relevantes seran las rela-
cionadas con dendritas, conjuntos omega limite y funcién equicontinua. Asimismo,
se presentaran algunos teoremas generales relacionados con continuos y finalmen-
te algunas propiedades importantes en cuanto a las dendritas.

Dados un espacio topoldgico X y A C X, los conjuntos A, 9A y |A| representaran la
adherencia, frontera y cardinal del conjunto A, respectivamente.

La gran mayoria de las propiedades que se presentan en este capitulo fueron toma-
das deff]

1.1. CONCEPTOS GENERALES

A lo largo de esta seccién se enuncian algunas definiciones y teoremas generales
sobre espacios métricos compactos y sistemas dinamicos discretos.

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Un arco es un con-
tinuo homeomorfo a [0, 1] y una curva cerrada simple es cualquier espacio topolégico

homeomorfo a S* = {(z,y) € R? : 2% +¢? = 1}.

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es localmente co-
nexo si para cada p € X y cada abierto U con p € U, existe V' abierto y conexo tal
que p € V C U. Un continuo X es llamado continuo de Peano si X es localmente

conexo.

Las dendritas son un caso particular de los continuos de Peano, en las cuales nos

centraremos. A continuacion se da su definicién y algunos ejemplos de estas.

6 8. B.Jr. NADLER. Continuum Theory. Marcel Dekker Inc., New York, 1992.
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Definicién 1.1.2. Una dendrita es un continuo de Peano que no contiene curvas

cerradas simples.

Un arco o un arbol (una unién finita de arcos que no contienen una curva cerrada

simple), son ejemplos de dendritas.

Ejemplo 1.1.3. Seap, = (£, ), paracadan € N, y consideremos Z = {p,, : n € N}.

Sip,q € R%, denotamos

[p,ql ={tp+ (1 —t)g:t€[0,1]}.

Definimos el continuo

F,={[v,pn] : n € N},

donde v = (0,0). No es dificil ver que F,, es una dendrita (Figura[T).

Figura 1. Dendrita F,

Ahora, mencionaremos algunas propiedades.
Un sistema dinamico discreto es un par (X, f), donde X es un espacio métrico

compactoy f: X — X es una funcién continua.
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Definicion 1.1.4. Sean X un espacio métrico compacto, x € Xy f: X — X una
funcién continua. Definimos la 6rbita de x bajo f como el conjunto O(z, f) = {f" (z) :
n € N}.

Dado un sistema dinamico (X, f) y zo € X, diremos que x, €s un punto periddico si
existe ny € N tal que f™(xg) = zo. Si ny €s el minimo natural tal que f"°(zy) = x,
diremos que n, es el periodo de xg. Si ng = 1, xy sera un punto fijo de f. Per(f)y
Fix(f) denotan las familias de puntos periddicos y puntos fijos de f, respectivamen-
te. Es claro que Fix(f) C Per(f).

Ejemplo 1.1.5. Sea f: [0,1] — [0, 1] definida por
2 siz € [0,1];

fz) =

S—x sizel; 1]
Entonces, ([0,1], ) es un sistema dinamico. Nétese que Fix(f) = {0,2}. Ademas
Per(f) ={0}U [5,1].

Dada una familia de funciones F C Y, donde X y Y son espacios métricos com-

pactos, se dice que F es equicontinua si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
si dx(z,y) < 4, entonces dy (g(x),g(y)) < ¢, paracada g € F.

Si f: X — X es continua, decimos que f es equicontinua si la familia { /™ : n € N}

es equicontinua. Asi, tomaremos la siguiente definicion:

Definicién 1.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico compactoy f: X — X una funcién
continua. Decimos que f es equicontinua si para cada ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

d(f*(z), f"(y)) < eparacada z,y € X cond(x,y) <y paratodon € N.

Se da a continuacién la definicién de los conjuntos omega limite, los cuales tendran

un papel muy importante a lo largo de este trabajo.
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Definicién 1.1.7. Dado = € X, definimos los siguientes conjuntos:

1. w(z,f) = {y € X : existe una sucesion creciente (n;);en C N tal que

lim; o0 fnz (-CU) = y};

2. Qz,f) = {y € X : existen una sucesion creciente (n;);ex € Ny una

sucesion (z;);ey C X tales que lim; o x; = 'y lim;_ o f™(z;) = y}.

A los conjuntos w(z, f) y Q(z, f) les llamaremos conjuntos omega limite y omega
limite débil, respectivamente. Se dird que un punto x es recurrente, si z € w(z, f). El
conjunto de puntos recurrentes de la funcion f lo denotaremos por R(f).

De la Definicion|1.1.7, vemos que para cada =z € X se cumple que w (z, f) C Q (z, f).
Sin embargo, esta contenencia puede ser estricta como mostramos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.1.8. Sean X = [0,1] y f : X — X dada por f (z) = z?, entonces f es una

funcion continua y es facil ver que

{1}, siz=1,;

{0}, siz#1.

w(z, f) =

Ahora, veamos que 0 € Q (1, f) . Formando una sucesion (z,,),.y creciente en (0, 1)
tal que lim,, ,. x,, = 1, tomemos k, = 1, para x|, elegimos k, € N con ky > k; de
modo que f*2 (zy) < f* (1), para x, tomamos ks € N con ks > ky > ki y f* (x3) <
f*2 (x3) < f* (z,). Continuando de este modo, para cadan € N hay un k, € N tal
quek, > ky 1> > ko >k y ffr(a,) < et (z,o1) < o0 < R (1) < R (20).
Asi, por como se construyeron los k,, se tiene que la sucesion (f* (:cn))neN es
decreciente y lim,, . f* (z,) = 0. Portanto, 0 € Q (1, f) y {1} =w (1, f) S Q(1, f).

La definicion de conjunto invariante en serd empleada en el Capitulo [2, donde

veremos mas propiedades interesantes de los conjuntos omega limite.
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Definicion 1.1.9. Sean X un espacio métrico, f: X — X una funcion continua y
A C X. A es llamado f-invariante si f(A) C A. Si f(A) = A, diremos que A es

fuertemente f-invariante.

La prueba de la siguiente proposicidn no es dificil; sin embargo, una prueba se

puede encontrar en[’| Proposiciones 12.6 y 12.7.

Proposicion 1.1.10. Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion
continua. Entonces para cada = € X, los conjuntos omega limite w (x, f) y Q (x, f)

son subconjuntos compactos no vacios y estrictamente f — invariantes.

Dado un espacio métrico compacto X, definimos
2% = {A C X : Aescerrado y no vacio}.
Ademas, si A, B € 2X entonces
H(A,B) =inf{r >0: AC Ny(B;r)y B C Ny(A;r)}

es una métrica en 2%, donde N,(D;s) = |J{Ba(x;s) : € D}. H se conoce como la

métrica de Hausdorff. Asimismo, se define el subespacio C(X) de 2% como:
C(X) = {A € 2¥ : A es un subconjunto conexo de X}.

Una prueba del siguiente teorema se puede ver en | Teoremas 4.2, 4.13 y 4.17.

Teorema 1.1.11. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces H es una métrica

sobre 2% y 2X y C(X) son compactos.

7 J.KINGy H. MENDEZ. Sistemas Dindmicos Discretos. Editorial UNAM, México, 2014.
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Paraz € Xy f: X — X, las funciones omega limite w;, Q; : X — 2%, vienen dadas
por wy () = w(x, f) y Qf (x) = Q(z, f), respectivamente. De la Proposiciéon|1.1.10,
sabemos que estas funciones estan bien definidas. En el siguiente lema se prueba

un resultado util en la demostracién del Teorema de golpes en la frontera|1.1.13]

Teorema 1.1.12. (Teorema del cable cortado.) Sea (X, d) un espacio métrico com-
pacto y sean A y B subconjuntos cerrados de X. Si ningun subconjunto conexo
(equivalentemente, ninguna componente) de X intersecta tanto a A como a B, en-
tonces X = X; U X,, donde X, y X, son subconjuntos disjuntos cerrados de X con
AC X, yBC X..

Demostracion. Vleamos que existe ¢ > 0 tal que C'(A,e) N B = (), donde C(A, ¢) esta

definido como:

C(A,e) = {x € X : existe una e-cadena de algun punto a € A a z}.

Supongamos por contradiccion que no existe tal e > 0. Entonces para cada i € N,
existen a; € A, b, € By %-cadenas C; que unen a; con b;. Cada C; es un conjun-
to compacto y como 2% es compacto, existe una subsucesion (Cy;)jen de (C)ien
tal que lim;_, C;, = C' € 2¥. Por el Lema 4.16 en H, concluimos que C € C(X).
Considerando las sucesiones (a;);en Y (b;)ien, Y usando el hecho de que Ay B son
compactos, se sigue faciimente que CNA # 0y CNB # () con C € C(X), lo cual
es una contradiccion. Luego, existe ¢ > 0 tal que C'(A,e) N B = (). Finalmente, no es
dificil ver que C'(A4, ) es un conjunto abierto y cerrado. Asi, tomando X; = C(A,¢)
y Xo = X \ C(4,¢), tenemos que X; y X, son cerrados disjuntos en X tales que

X:X1UX2,A§X1yB§X2 D

Por altimo, incluimos en esta seccién una demostracion de un teorema muy conocido

y usado en teoria de continuos, llamado Teorema de golpes en la frontera.
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Teorema 1.1.13. (Teorema de golpes en la frontera.) Sean X un continuo y U un
subconjunto propio abierto y no vacio de X . Si K es una componente de U, entonces
K NoU # ) (equivalentemente, como K C U y U es abierto. K N (X \ U) # ).

Demostracion. Supongamos que K N oU = (. Entonces K y dU son conjuntos
cerrados en U tales que ninglin conjunto conexo en U intersecta a los dos.. Luego,
por el Teorema del cable cortado[1.1.12] existen conjuntos cerrados disjuntos en U,
FiyFytalesque U = FyUF,, K C FyoU C F,. Sea I; = F, U (X \ U), entonces

F; es cerrado y X = F; U F;. Ademas, tenemos que

y como Iy, N F, = (), se sigue que F; N F3 = (). O

1.2. PROPIEDADES DE LAS DENDRITAS

En esta seccidon se presentan algunas propiedades generales que caracterizan las
dendritas y seran necesarias en las pruebas que daremos en los capitulos subsi-
guientes. Para ver estas propiedades, mostraremos antes unos lemas preliminares.
Empezamos dando las definiciones de punto final y punto de corte de un espacio
topolégico. Estos conceptos se veran a menudo en el presente trabajo y usaremos

las notaciones Cut(X) y End(X).

Definicion 1.2.1. Sean X un espacio topoldgico conexo y p € X. Si X \ {p} es
conexo, decimos que p es un punto de no corte de X. Cuando X'\ {p} sea disconexo,
diremos que p es un punto de corte de X. La coleccién de puntos de corte de X la

denotaremos por Cut(X).

Definicion 1.2.2. Sean X un continuo y p € X. Decimos que p es un punto final de

X si para todo conjunto abierto U en X con p € U, existe un conjunto abierto V' en
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X talquep e V C Uy |0V |= 1. El conjunto de puntos finales de X se denotara
por End(X).

Una prueba del siguiente teorema se puede encontrar en 2| Teorema 5.12.

Teorema 1.2.3. (Teorema del continuo de convergencia.) Sean X un continuo y
N = {p € X : X no es conexo en pequerio enp}. Si ¢ € N, entonces existe un

continuo de convergencia K de X talqueqe K y K C N.

Notese que del Teorema|1.2.3] se sigue que si un continuo X no contiene continuos
de convergencia, entonces X es un continuo de Peano. En el siguiente lema mos-
tramos que cualesquiera dos puntos de un continuo de convergencia no pueden ser

separados por un tercer punto.

Lema 1.2.4. Si K es un continuo de convergencia y =,y € K, entonces ningun
subconjunto de K puede separar a x e y en X. Ademas, de esto se sigue que ningun

punto en X separaazx ey.

Demostracion. Supongamos que existe A C K talque X \ A C U UV, donde Uy
V' son abiertos disjuntos no vacios de X talesque z € Uy y € V. Como K es un
continuo de convergencia, existe una sucesion (4;);ey C C(X) tal que lim; o, 4; = K
y KN A; = () paratodo i € N. Nétese que paratodoi e N, A, C X\ K CUUV.
Comoxz e UyyeV,existeniy,i; € Ntalesque A, NU # O parai >igy A;NV £
para i > i;. Luego, tomando j = méx{ig,i;}, por la conexidad de los conjuntos A;,
se tiene que A; CU y A; C V para todo ¢ > j. Esto contradice que U NV = (. Asi,
ningun subconjunto de K separaa x e yen X.

Finalmente, sea > un punto en X. Si z € K, la conclusion se sigue de lo hecho antes.
Si z ¢ K, entonces es claro que z e y estan en una misma componente de X \ {z}.

Luego, z no separaa z e y. O

La prueba de los siguientes dos teoremas puede ser consultada en Teoremas 8.23
y 8.26.
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Teorema 1.2.5. (Teorema de arcoconexidad). Todo continuo de Peano no degene-

rado es arcoconexo.

Teorema 1.2.6. Todo subconjunto abierto y conexo de un continuo de Peano es

arcoconexo.

La primer caracterizacion de las dendritas nos dice que dos puntos en una
dendrita siempre estan separados por otro punto. Su prueba se puede encontrar

en Bl Teorema 10.2.

Teorema 1.2.7. Un continuo X es una dendrita si, y solo si, cualesquiera dos puntos

de X estan separados por un tercer punto de X.

Se define ahora la nocion de arcoaccesibilidad, cuya definicion es bastante intuitiva.
Seguido de esto, se prueba un lema en el cual se ve que el conjunto de puntos
arcoaccesibles es denso en la frontera de todo abierto, siempre y cuando el espacio

sea localmente arcoconexo.

Definicion 1.2.8. Sean X un espacio topolégico, Z C X y p € Z. Se dice que p es
arcoaccesible desde X \ Z, si existe una arco en (X \ Z) U {p} que tiene a p como

punto final.

Lema 1.2.9. Si X es un espacio localmente arcoconexo y U es un subconjunto
abierto de X, entonces el conjunto de todos los puntos de 0U que son arcoaccesi-

bles desde U es denso en oU .

Demostracion. Sean z, € oU y V un subconjunto abierto de X tal que =y € V.
Veamos que existe un punto en V. N oU que es arcoaccesible desde U.

Como X es localmente arcoconexo, existe una vecindad arcoconexa W de x, tal
que W C V. Dado que x, € dU, podemos tomar y, € W N U. Sea « el arco en
W que va de y, a xy. Es claro que el conjunto o N 0U es un cerrado en «. Sea z,

el minimo del conjunto a N 9U con respecto al orden <, (¢ < d si [yo, c] C [yo, d]).
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Entonces, por la definicién de z,, el arco [yo, z9) no intersecta a OU. Luego, como
[Y0,20) VU # DY [yo, 20) €S cOneXo, [yo, z0) C U. De esto, el arco [yo, 20] C U U {2}y

2o €S un punto arcoaccesible desde U. O

La proxima definicién y el lema subsiguiente se usaran en la prueba del Teore-
ma [1.2.19] el cual se involucra en muchos de los teoremas que se presentan en

este trabajo.

Definicion 1.2.10. Un espacio topoldgico X es llamado semi-localmente-conexo en
p, Si toda vecindad de p contiene una vecindad V' de p tal que X \ V' tiene un nimero

finito de componentes.

Es posible que un continuo sea localmente conexo en un punto pero no sea semi-
localmente-conexo alli y viceversa: Considérense por ejemplo los puntos extremos
del arco I en el abanico armoénico de la Figuraldl Sin embargo, si un continuo es lo-
calmente conexo en todo punto, entonces es semi-localmente-conexo en todo punto,

como muestra el Lema[{.2.11]
Lema 1.2.11. Todo continuo de Peano es semi-localmente-conexo.

Demostracion. Sean p € X y U un subconjunto abierto de X tal que p € U. Para
cada ¢ € U, sea U, un conjunto abierto y conexo tal que ¢ € U, C U, C X \ {p}.
Por la compacidad de oU, existe una familia finita {U,Us, ..., U,} C {U,: ¢ € OU}
tal que U C |, U;. Sea C = |J_, U;. Es claro que C es un conjunto cerrado y
p € X\ C. Sea K la componente de X \ C tal que p € K. Por la conexidad local
de X, K es un conjunto abierto de X. Ademas, como K es conexoy K NoU = (),
tenemos que K C U. Veamos que X \ K tiene a lo mas n componentes.

Supongamos que Li, Lo, ..., L,y; son componentes de X \ K. Por el Teorema de
golpes en la frontera[1.1.13] L,NK # () paratodoi € {1,2,...,n,n+1}. Notese que,
como K es componentede X \ C, L, N C # () paratodo i € {1,...,n + 1}. De esto,
paracadai € {1,...,n+ 1}, existe [; € {1,...,n} tal que L; NV, # 0. Notese que
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de lo anterior, existen iy,i, € {1,....,n+ 1}yl € {l,...,n} talesque L;, NV, # Dy
L, N'V; # . Por tanto, L;, U L;, UV; es un conjunto conexo en X \ K que contiene
propiamente a L;, y a L;,. Esto contradice que L;, y L;, sean componentes de X\ K.

Asi, X \ K tiene a lo mas n componentes. l

Con el siguiente lema vemos que en un continuo de Peano, todo punto de no corte
tiene vecindades abiertas y conexas que ademas satisfacen que su complemento

también es conexo.

Lema 1.2.12. Sean X un continuo de Peano y p ¢ Cut(X). Entonces, para toda
vecindad U de p, existe un conjunto abierto y conexoV talquep ¢ V C U y X \V

€S conexo.

Demostracion. Por el Lema [1.2.11] existe un subconjunto abierto O tal que p €
O C Uy X\ O tiene una cantidad finita de componentes. Sean Ly, Lo, ..., L, tales
componentes de X \ O. Como p ¢ Cut(z), X \ {p} es conexo y por tanto arcoconexo
(Teorema [1.2.6). Sean p; € L, para cadai € {1,...,n}. Parai € {2,...,n}, sea
«; el arco que une p; con p;. Entonces, el conjunto C' = (X \ O) U (J_, o) es un
subcontinuo de X y ademas, p € X \ C. Sea V la componente de X \ C tal que
p € V. Por la conexidad local de X, V' es un conjunto abierto. Veamos que X \ V es
CONexo.

Notese que V' es un conjunto cerrado en X \ C'. Luego,
X\C=VU[X\V)N(X\O)]=VU[X\(VUQ) (1.2.1)
Por la Proposicién 6.3 de , (X \ (VUC)]UC es conexo y ademas, por la igualdad

en([1.2.1, X\V = CU[X\(VU(C)]. Asi, X\ V es conexo, como queriamos probar. [J

Definicién 1.2.13. (Continuo hereditariamente localmente conexo). Se dice que un
continuo X es hereditariamente localmente conexo, escrito hlc, cuando todo sub-

continuo de X es un continuo de Peano.
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El siguiente teorema da una condicién suficiente y necesaria para que un continuo

sea hlc. Una prueba puede verse en[f Teorema 10.4.

Teorema 1.2.14. Un continuo X es hlc si, y solo si, X no contiene continuos de

convergencia.

Usando los resultados en[1.2.7, [1.2.4y[1.2.14] se tiene inmediatamente el siguiente

corolario.
Corolario 1.2.15. Toda dendrita es hlc.

Con ayuda del Corolario|1.2.16| se obtiene otra propiedad importante en el contexto

de las dendritas.
Corolario 1.2.16. Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita.

Demostracion. Sea Y un subcontinuo de X. Por ser X dendrita, es claro que Y no
puede contener curvas cerradas simples. Ademas, por el Corolario[1.2.15] se tiene

que Y es un continuo de Peano. Luego, Y es una dendrita. O

Las siguientes propiedades para espacios métricos conexos y separables se usaran

en la prueba de las caracterizaciones restantes que se daran para las dendritas.

Definicién 1.2.17. Sea X un espacio topoldgico conexo. Un corte cerrado de X es

un subconjunto cerrado C' de X tal que X \ C no es conexo.

Lema 1.2.18. Para un espacio métrico separable y conexo, se tiene lo siguiente:

i) Si G es una coleccion no numerable de cortes cerrados de X disjuntos dos a
dos, entonces existe C € G talque X \ C =U UV, donde U yV son abiertos
disjuntos no vaciosyUn (JG) #0 AV n(UG).

i1) Si K es un continuo de convergencia de X, entonces K no contiene ninguna

coleccion no numerable de cortes cerrados de X disjuntos dos a dos. Esto
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implica que a lo mas una cantidad numerable de puntos de K son puntos de

corte de X.

iti) Si'Y es una coleccion no numerable de puntos de corte de X, entonces existen

a,b,c €Y tales que c separaa yb.

iv) SeaY = Cut(X). Si Z es un subconjunto conexo de X, entonces todos ex-
cepto una cantidad numerable de puntos en'Y N Z son puntos de corte de
Z.

v) Si X es no degenerado, la familia en el inciso i) siempre existe.

Demostracion. i) Supongamos que para todo C, € G, se tiene que si X \ C, =
U, UV,, entonces V, N (IJG) = (. Veamos que para todo C,,Cs € G con C,, # Cj,
X = (U, UUp) U (VN Vp).

Seap e X\ (U, UUs) y probemos que p € V, N V3. Como p ¢ U,, tenemos que
p € C, UV,. Supongamos que p € C,. Entonces, como los conjuntos en G son dis-
juntos, p € Uz U V3. Dado que, por nuestra suposicion, V, N (JG) = 0, se sigue que
p € Ug, lo cual es una contradiccion. Luego, p € V,,. Del mismo modo se puede ver
que p € V. Asi, X = (U, UUp) U (V, NVg). Como U, y Ug son conjuntos no vacios
y X es conexo, tenemos que V, NV, = (). Es decir, hay una familia no numerable de
conjuntos abiertos disjuntos dos a dos en X. Esto contradice la separabilidad de X.
Por tanto, existe C e Gtalque X \C=UUVyUN(UG)#0#VnNJG).

i1) Supongamos que existe una familia no numerable G de cortes cerrados disjuntos
dos ados talque C' C K paratodo C € G. Por i), existe C' € Gtalque X\C =UUV
yUN(UG) #0#AVn(UG).Seanp e UN(UG)y ¢ e Vn(JG). Es claro que
p,q € K y por lo anterior, C' es un subconjunto de K que separa p y ). Esto contra-
dice[{.2.4l

26



i1i) Se obtiene inmediatamente de i).

iv) Sea C C Y NZtal que C es no numerable. Vemamos que existe » € C' N Cut(2).
Sean p,q € C. Poriii), existe r € C' tal que r separapy q. Estoes, X\ {r} CUUV
con U y V abiertos disjuntos no vacios talesque pe Uy g € V. Como p,q € Z\ {r},
UNn(Z\{r}) #0yV n(Z\{r}) # 0. Luego, r € Cut(Z2).

v) Como X es un espacio métrico, podemos suponer que su métrica d es acotada
y d(z,y) < 1 para todo z,y € X. Sea z, € X. Para cada ¢ € (0,1), sea S. =
0B(z;¢). Nétese que por la conexidad de X, S. # (). Ademas, como la frontera de
todo subconjunto es un corte cerrado del espacio X, la coleccion {S. : ¢ € (0,1)}

satisface las condiciones en ). O

Si consideramos el continuo S*, vemos que en él no hay puntos de corte ni puntos
finales. Asimismo, en el abanico armédnico, existen puntos que no cortan al espacio y
no son puntos finales. Sin embargo, en las dendritas no ocurre esto, como se puede

ver abajo.

Teorema 1.2.19. Un continuo no degenerado X es una dendrita si, y solo si, cada

punto de X es un punto de corte de X o un punto final de X.

Demostracion. Sea X una dendrita no degenrada. Sea p un punto de no corte de
X. Dado ¢ > 0, por el Lema[1.2.12] existe un subconjunto abierto y conexo U de X
tal que p € U, diam(U) < ey X \ U es conexo.

Supongamos que [0U| > 2. Entonces, por el Teorema 8.25 de [y el Lema m
existen puntos distintos ¢, € dU que son arcoaccesibles desde U. Por el Teore-
ma[1.2.6] U es arcoconexo. Luego, existe un arco a en U U {¢,r} de q a r. Notese
que X\ U es un conjuunto conexo y cerrado. De esto, X \ U es un continuo de Peano
(Teorema[1.2.16) y por tanto arcoconexo (Teorema(1.2.5). Como ¢, € X \ U, existe
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unarco s en X \ U de g ar. Es calro que o U /3 es una curva cerrada simple, lo que
contradice que X e dendrita. Luego, |[0U| < 1. Nétese que, por la conexidad de X,
oU # () y por tanto, |0U| = 1. Asi, p € End(X).

Reciprocamente, supongamos que todo punto de X es de corte o final. Veamos
que X no contiene continuos de convergencia. Supongamos que existe K continuo
de convergencia de X. Notese que ningun punto de K es punto final de X. Luego,
K tiene una cantidad no numerable de puntos de corte de X. Esto contradice i)
en el Lema [1.2.18] Por tanto, por el Teorema X es un continuo de Peano.
Supongamos que X contiene una curva cerrada simple S. Es claro que ningun punto
de S es un punto final de X. De esto, todo punto en S es un punto de corte de X.
Por iv) del Lema[1.2.18] existe un punto de corte de S, lo cual es imposible. De lo

anteiror, concluimos que X es una dendrita. O

No es dificil ver ejemplos de continuos arcoconexos que tienen subcontinuos que no
son arcoconexos (basta considerar por ejemplo el circulo de Varsovia en el Ejem-
plo 1.6 de ). El siguiente teorema nos dice que en las dendritas no se puede pre-

sentar lo mencionado antes.
Teorema 1.2.20. Todo subconjunto conexo de una dendrita es arcoconexo.

Demostracion. Sea C' un subconjunto conexo de una dendrita X. Sean p,q € C
dos puntos diferentes. Por el Corolario [1.2.16, C es una dendrita. Por tanto, po el
Teorema|1.2.5| existe una arco a en C que une p y ¢.Veamos que o C C.

Notese que paracadaa € C\ C,C C C\ {a} C C. De esto, por la conexidad de
C, C\ {a} es conexo y por tanto, cada punto en C'\ C es un punto de no corte de
C. Luego, por el Teorema[1.2.19] a € End(C) para cada a € C'\ C. Puesto que los
Unicos puntos de o que pueden ser puntos finales de C son py ¢y ademas, p,q € C,
se tiene que (C' \ C) Na = 0. Asi, puesto que o C C, se concluye que a C C. Por

tanto, C' es un conjunto arcoconexo. O
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Se prueba ahora que, en una dendrita, la interseccién de conjuntos conexos siempre

resulta ser un conjunto conexo.

Teorema 1.2.21. Un continuo X es una dendrita si, y solo si, la interseccion de

cualesquiera dos subconjuntos conexos de X es también conexo.

Demostracion. Supongamos primero que X es una dendrita. Si existiesen subcon-
juntos conexos de C, C; y (s, tales que C1NC5y no es conexo, podemos tomar puntos
a 'y b en diferentes componentes de C; N C,. Por el Teorema[1.2.20] existen arcos a
en C,y B en Cyque unen ay b. Claramente, a N 5 no es conexo, pues a 'y b no per-
tenecen a una misma componente. Luego, « U 5 contiene una curva cerrada simple.
Esto contradice que X es dendrita.

Reciprocamente, supongamos que la interseccion de dos conjuntos conexos en X
es conexo. Veamos que X no contiene continuos de convergencia. Si existe K con-
tinuo de convergencia de X, por v) en el Lema|1.2.18] existe G una familia no nume-
rable de cortes cerrados de K. Por ii) del Lema[1.2.18] existe C' € G tal que X \ C
es conexo. Luego, por la hipétesis, KN (X \ C) = K\ C es conexo. Pero esto es una
contradiccédn, pues C € G. Asi, X no puede contener continuos de convergencia y
por el Teorema[1.2.3, X es un continuo de Peano. Ademas, es claro que X no pue-
de contener curvas cerradas simples, pues en S!, la interseccion de los conjuntos
{z=¢Y:0€c[0,7]}y{z=¢e":0¢c[-m 0]} noesun conjunto conexo. Por lo hecho

antes, se concluye que X es una dendrita. O

Nétese que del teorema anterior se sigue que dados a y b en una dendrita X, existe
un unico arco a en X que une a y b. La ultima propiedad que mencionaremos para
las dendritas, nos dice que toda funcién continua f: X — X definida en una dendrita
X siempre posee un punto fijo; es decir, existe zy € X tal que f(zo) = x¢. La prueba

de este resultado puede consultarse en [l Teorema 10.31.
Teorema 1.2.22. Toda dendrita tiene la propiedad del punto fijo.
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Para finalizar esta seccién, se define la funcion Tienda, la cual servira como ejemplo
en el capitulo[2, para ver que la continuidad de la de la funcién Q; no implica ciertas

propiedades que se prueban para el caso de wy.

Ejemplo 1.2.23. (La funcion Tienda). Sea T: [0,1] — [0, 1] definida como:

2, Six € [0,%];
T(x) =
2—2x, sizeli 1]

Figura 2. Funcion Tienda

@i

La funcion T' es conocida como la funcion Tienda. Algunas propiedades muy cono-
cidas sobre la funcion Tienda que usaremos son que Fix(T) = {0, 2}, Per(T) es un
subconjunto denso y ademas, que hay puntos con drbita densa. Una demostracion

de las propiedades mencionadas antes puede ser consultada en E{
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2. LA FUNCION OMEGA LIMITE

En este capitulo damos algunas propiedades interesantes sobre las funciones ome-
ga limite w; y €, principalmente en el contexto de las dendritas. Mas precisamente,
mostramos que si hay un punto cuya o6rbita es densa, entonces esta es una condi-
cion suficiente para que 2, sea continua. Asimismo, daremos condiciones necesa-
rias para la continuidad de wy, tales como que el conjunto de puntos periédicos sea
un subconjunto conexo y el conjunto de puntos recurrentes sea un continuo.

Los principales resultados en este capitulo relacionados con la funcion w; se pueden

encontrar en [l

2.1. PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS OMEGA LIMITE

El objetivo principal de esta seccion es dar algunas propiedades relacionadas con
los conjuntos omega limite w(zx, f) y Q(z, f) cuando f: X — X esta definida en un
espacio métrico compacto.

Empezamos con una propiedad elemental del conjunto Fix(f") que usaremos con

frecuencia.

Teorema 2.1.1. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Entonces, Fix(f") es compacto para cadan € N.

Demostracion. Veamos que Fix (f") es cerrado y por tanto compacto. Sea (z;),.y
Fix (f™) una sucesion tal que lim;_,., z; = z, y veamos que z € Fix (f"). Como z; €
Fix (f") para cada i € N,y f™ es continua, entonces lim; ,,, x; = lim; ,o, f" (z;) =
f™(x),y portanto " (z) = x. Asi, x € Fix (f"). O

8 J.CAMARGO y J. CANCINO. “The w-limit function on dendrites”. Preprint (2019).
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La prueba del siguiente resultado es sencilla; sin embargo, incluimos una demos-
tracion pues no encontramos en la literatura una referencia y lo consideramos una

propiedad interesante del conjunto omega limite.

Lema 2.1.2. Sea (X, f) un sistema dinamico. Si x, € X es tal que O(x,, f) es densa,

entonces w(xy, f) = X. En particular, Q(zo, f) = X.

Demostracion. Sea x € X. Por la densidad del conjunto O(z, f) podemos formar
una sucesion creciente de naturales (ny), .y tal que f™ (z0) € B (z,+) para todo
k € N. De donde es claro que limy_,. f™ (zo) = x. Asi, z € w(xg, f) Y w(xg, [) = X,
Como w(xo, f) € Q(xo, [), Lz, f) = X. [

Con el siguiente teorema mostramos una condicién suficiente para tener la continui-

dad de la funcion Q.

Teorema 2.1.3. Sea f : X — X una funcién continua. Si existe x, € X tal que
O(xg, ) es denso en X, entonces () (z, f) = X, para todo = € X. En particular, la

funcion 2y : X — 2% es continua.

Demostracion. Sea z € X. Si z = x, entonces Q(z, f) = X, por el Lema . Asi,
supongamos que x # xz, y sea y € X. Por la densidad de O (zy, f) podemos formar
sucesiones crecientes de naturales (n),cy Y (mx),cy tales que limy_o f™ (z0) =
y limy_, f™ (z9) = y. En las sucesiones formadas antes, podemos elegir subsu-
cesiones <”kj>jeN y (mkj)jeN de modo que my, — niy, > 0 para todo j € N. Sean
Ty = my, —ng, Y x; = [ (x0). Entonces, lim; o x; = 2y lim;_,o f79(2;) = y; €8

decir, y € Q(z, f) y asi, Q(z, f) = X. O

Cuando tenemos una sucesion encajada (A;),cy de subconjuntos de un espacio
topoldgico X, es posible determinar el valor de lim A; sin necesidad de usar las

definiciones de limite superior e inferior, como vemos con el siguiente resultado.
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Lema 2.1.4. Sean X un espacio topoldgico y (A;),., una sucesion de subconjuntos

de X. Entonces:
1. Si A, C A,y paracadai € N, entonces lim A; = cl (|J;2, A;).
2. SiA; D Ay paracadai € N, entonces lim A; = (2, cl (4;).
Demostracion. Veamos independientemente cada afirmacion.

1. Veamos primero que limsup A; C liminf A;. Sean p € limsup A; y U abierto
en X con p € U, entonces existe una sucesion creciente (n;),.y € N tal que
UNA,, # ( paratodo k € N. Luego, tomando j, = n,, y usando el hecho de que
A; C A;iq, se sigue que U N A; # () para todo i > jo, y por tanto p € lim inf A;.
Ahora, dados y € liminf A; y U un abierto en X con y € U, existe i, € N tal
que U N A; # () para todo i > i,. De esto, es claro que U N |J;2; 4 # 0,y
por tanto y € cl(J;-, A;). También, dados =z € cl(|J;2, 4;) y U un abierto en
X con z € U, tenemos que U N |Y;-, 4; # 0, y por ende existe i, € N tal que
UNA,, #0.Como A; C A;.1, esclaro que U N A; # () para cada i > ig, y asi

z € liminf A;. Con lo anterior, concluimos que lim A4; = cl (J;=, 4;).

2. Sean x € limsup A; y U un abierto en X con z, € U. Existe (n;),.y € N una
sucesion creciente tal que U N A4,, # 0, para todo k£ € N. Notese que para
k € N, puesto que A; O A;.1, se tiene que A;NU # () para todo I < n;. Asi, es
claro que tomando j, = ni, UNA; # () para cada i > jo. Luego, =, € liminf A; y
asi liminf A; = limsup A;. Ahora, dados y € liminf A; y U un abierto en X con
y € U, existe iy € Ntalque UN A; # () para todo i > iy. Sabemos que A; D A;,
para j < iy, y por tanto U N A; # () para todo i € N. De esto, y € ()=, cl(A4;) y
liminf A; C N2, cl(A;). Ahora, para z € (2, cl (A4;) y U un abierto con z € U,
tenemos que U N A; # () paratodo i € N, y de esto es claro que z € liminf A;.

Por lo hecho antes, vemos que lim A; = (2, cl (4;).
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Con el siguiente lema mostramos que, siempre que A; C A,,,, todo punto en el
limite superior es limite de una sucesion, donde el i-€simo término de dicha sucesion
pertenece al respectivo A;. Consideramos importante destacar que en la siguiente

prueba es indispensable la condicion de que A; C A, ;.

Lema 2.1.5. Sean X un espacio metrico compacto y (A;),. una sucesion de sub-
conjuntos de X. Si A; C A;,1, paracadai € N, yp € limsup A;, entonces existe una

sucesion (a;),.y €ON a; € A; para todoi € N, tal que lim;_, a; = p.

Demostracion. Como p € limsup 4;, para el abierto U; = B (p,1), existe iy € N
tal que Uy N 4;, # 0. Tomemos z; € U; N 4;,. De igual forma, para Us = B (p, 1),
existe i, > i; tal que U, N A;, # 0, y escojamos z, € U, N A;,. Inductivamente,
para cada k£ € N, tomamos z; de modo que z, € B (p, %) N A, . Ahora, elijamos
cualquier zy € A, y definamos la sucesion (a;),.,, COMoO sigue: a; = x, para cada
i€{1,2,...,n1}ya; =z, Siemprequei € {ny+1,...,nt1}. Entonces, es claro que

a; € A; para cada i € Ny por nuestra construccion, se sigue que lim; ., a; =p. [

Notemos que si consideramos X = [—1,1] y tomamos A; = {—1} si i es impar y
A; = {1} si ¢ es par, entonces tenemos que limsup A; = {—1,1}; sin embargo, no
es posible formar una sucesion (a;);cy de forma que a; € A, paracadai € Ny
lim; . a; € {—1,1}, pues liminf A; = (), como se puede ver facilmente.

A continuacion mostramos que los limites inferior y superior de una sucesion (A;);en
son subconjuntos cerrados. En paticular, si X es compacto, entonces tendremos

que liminf A; y lim sup A; también son compactos.

Lema 2.1.6. Sean X un espacio métrico y (A,) ., Una sucesion de subconjuntos

neN

de X. Entonces lim inf A,, y limsup A,, son conjuntos cerrados.

Demostracion. Sea (x,),.y una sucesion en liminf A, tal que lim, .oz, = x¢ Y

veamos que zy € liminf A,,. Dado U un abierto de X con z, € U, existe ny € N tal
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que z,, € U para cada n > ny. En particular, z,, € U y como z,, € liminf A, existe
ko € Ntal que U N A, # 0, para todo n > kq. Asi, zy € liminf A,,. De igual forma se

puede ver que lim sup A4,, €s un conjunto cerrado. O

El siguiente resultado sera util en la prueba del Teorema [2.2.1] Este nos da una
forma de expresar el omega conjunto limite w(x, f) como una unién de aplicaciones

sucesivas a w(zx, f™) con la funcion f.

Lema 2.1.7. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion conti-

nua. Entonces, para cadan € N, se tiene que

w(w, f) =w(, MU f(w f")U.. U (w( ).

Demostracion. Es claro que para cada m,n € N se tiene que f™ (w(x, f")) C
w(z, f) y de esto se sigue que w(z, f*) U f(w(z, fM)U...U fr 1 (w(z 1) C
w (z, f). Ahora, dado y € w (z, f), existe una sucesion creciente (n;), .y € N tal que
limy o f™ (x) = y. Por el algoritmo de la division, ny, = ryn+sg, con sy € {0,1,...,n — 1}
para cada k € N. Por ser {0,1,...,n — 1} un conjunto finito, entonces existen una
subsucesion <nkj)jeN y s € {0,1,...,n—1} tales que n,, = ryn + s para todo
j € N. Tenemos asi que ™ (z) = f*((f™)™ (z)), para cada j € N. Por la com-
pacidad de X, podemos suponer que lim; . (f*)™ (z) = p, para algin p € X
(pasando a una subsucesion de ser necesario). Luego, tenemos que p € w (z, ™)
Yy = 1imy o [ (2) = 2 (im0 (1) (2)) = £2 (p). ASi, y € f* (w (z, /), y por
tanto w (z, f) Cw (z, fY)U f(w(z, fY)U...U " (w(z, f). O

Una propiedad interesante de los conjuntos omega limite es que estos son fuerte-
mente invariantes. Para la prueba de la siguiente proposicién, tomamos como guia

la Proposicién 12.7 enf]

Proposicidn 2.1.8. Sea X un espacio métrico compato. Entonces, paracadax € X,

los conjuntos w (x, f) y Q2 (x, f) son fuertemente invariantes.
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Demostracion. Vleamos primero que f (w (z, f)) = w(x, f). Seay € w (z, f), enton-
ces existe una sucesion creciente (n),.y € N tal que lim;_, f™ () = y. Por la
continuidad de f, se sigue que lim;_., f™ ! (z) = f (y) y por tanto f (y) € w (z, f).
Asi, f(w(z, f)) € w(z, f). Ahora, dado y € w (z, f), tomando (n;),.y € N creciente
tal que limy,_,, f™ (x) = y, podemos suponer sin pérdida de generalidad que n; > 1
para todo k£ € N. Si consideramos la sucesion (f"~'(z)),.y, por la compacidad
de X, existe una subsusecion (nkj)jeN tal que lim;_,, f™ " (z) = p, para algin
p € X. Esclaro que p € w(z, f) y por la continuidad de f, y = lim; ,. f™ (z) =
f (Um0 [0 (2)) = £ (p) - LUego, y € f(w (x, f)) yw (z, f) C f (w(x, f)).

Mostremos ahora que f (2 (z, f)) C Q(z, f). Dado y € Q (z, f), existen sucesiones
(Mi)keny © NY (21),ey © X tales que limy,oo 7, = = Y limy oo f™ (2) = y. Por
ser f continua, tenemos que lim;,_,, f™* (zx) = f(y), y de esto f(y) € Q(z, f) y
f(Q(x, f) C Q(z, f). Igualmente, para y € Q (z, f), siendo (nx),ey € NY (71) ey
sucesiones tales que limg o,z = x Y limg_,o f™* () = y, podemos suponer que
ny > 1 para cada k& € N. Asi, tomando la sucesion (/™! (z)),.y € X, por ser X
compacto, existe una subsucesion (ny,) en de (ng),oy tal que lim;_, et (z1,) =
z, para algun z € X. Claramente z € Q(x, f) y usando la continuidad de f vemos
que y = limj oo f™ (z1,) = f (mj_e ™' (21,)) = f(2). De lo anterior, y €
f(Q(z, f))yconesto, Q(z, f) € f((z, f)). [
Ademds de ser conjuntos invariantes w(z, f) y Q(z, f), estos también son conjun-

tos cerrados como mostramos en la proposicién que sigue. Asi, cuando X sea un

espacio métrico compacto, w(z, f)y Q(z, f) también serdn subconjuntos compactos.

Proposicion 2.1.9. Sea f: X — X una funcién continua con X espacio métrico,

entonces w (x, ) y Q (x, f) son conjuntos cerrados, para cada x € X.

Demostracion. Probemos que w (z, f) es un conjunto cerrado. Sea (y,),,cy Una su-
cesion en w (z, f) tal que lim,, ., y, = py veamos que p € w (z, f). Paracadan € N,

seacg, = % Como y,, — p, podemos escoger n; € N tal que y,,, € B (p, ;). De igual
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forma, puesto que y,,, € w (z, f), existe k; € Ntalque f* () € B (yn,, %) € B (p, 1).
Ahora, podemos tomar n, > n; tal que y,, € B(p,2) y k» > ki de forma que
f* (z) € B (Yn,, 2) C B(p,e2). Continuando inductivamente, formamos una suce-
sion creciente (k,),.y € N tal que f* (z) € B (p,e,) = B (p,+) para todo n € N.
Es claro que lim,, ., f* (z) = py asi, p € w(z, f). Con lo anterior, concluimos que
w (z, f) es cerrado.

Mostremos ahora que €2 (z, f) es cerrado. Sea (y,),.y Una sucesion en Q (z, f)
tal que lim, .y, = z y veamos que z € Q(z, f). Tomando ¢, = % para cada
n € N, sabemos que existe n; € N tal que y,, € B(z,2). Como y,, € Q(z, f),

existen sucesiones (r,ﬁ"l)) C Ny (:p,ﬁ””)k C X tales que limy_o xlgm) —
eN

keN

y limy o fr (xé"”) = ~. Por tanto, existe k; € N tal que z\" € B(z,e)) y
(n1) .
fra (xiff”) € B (yn,,2) C B(z,1). Parae, = 1, existe ny > ny cony,, € B (z,2).

Ya que y,, € Q(z, f), existen sucesiones (r,(c"”)k C Ny (:vg”))k . C X tales
eN €

n , n2) n .
que limy o 2™ = 2y limy o0 f75 (xfg 2)> — 2. Luego, es posible escoger k» > ki,
(n2) . .
con r{"™ > 7™ ") ¢ B(z,e,) y f*2 € B (yn,, 2) C (2,2,). Asi, inductivamente,

construimos sucesiones (rfj”) CNy (xfﬁ) C X tales que para cada i € N,
t /ieN * /ieN

_ (ni) " . e
7" e Bz, 1)y f- (x,g)> € B(z,1). De esto, se sigue que lim; ,., 2" = zy

. P ) . .
Hm; oo [ (xk > = 2. Portanto, z € Q (z, f) y asi Q (z, f) es un conjunto cerrado.
[

Para los conjuntos liminf w(z,, f) y limsupw(z,, f), s& cumple que son conjuntos

invariantes, como mostramos en el siguiente resultado.

Lema 2.1.10. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion con-
tinua y (x,),cy Una sucesion en X. Entonces, liminf w (z,, ) y limsupw (z,, f) son

conjuntos invariantes.

Demostracion. Veamos inicialmente que f (liminf w (z,, f)) C liminf w (z,, f). Sean

xo € liminfw (z,, f) y V un abierto de X con f (xy) € V. Por ser f continua, existe
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un abierto U de X tal que zp € Uy f(U) C V. Ademas, existe n, € N tal que
sin > ng, w(z,, f)NU # 0,y portanto [ (w(z,, f)) N f(U) # 0. Como w (z,, f)
es invariante (ver Proposicion 2.1.8), w (z,, f) N f(U) # 0 para cada n > n,. De
lo anterior, w (z,, f) NV # ( paran > ng y asi, f(xy) € liminfw (z,, f). De forma

analoga se muestra que limsup w (z,, f) €S un conjunto invariante. O

Pregunta 2.1.11. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion
continua y (x,),.y Una sucesion en X. ¢;Los conjuntos liminfw(z,, ) y

limsup w(x,,, f) son fuertemente invariantes?

Del mismo modo en que probamos el Lema [2.1.10}, utilizando la Proposicion [2.1.8|
podemos obtener un resultado similar para €2(x,, f), concluyendo que los conjuntos

liminf Q(z,, f) y limsup Q(z,, f) son invariantes bajo f.

2.2. CONTINUIDAD DE LA FUNCION OMEGA LiMITE EN DENDRITAS

En esta seccidén se daran condiciones necesarias para la continuidad de la funcién
wr: X — 2% cuando X es una dendrita. Entre estas condiciones se pueden desta-
car: la conexidad de los puntos periddicos, la minimalidad de los conjuntos w(z, f),
que el conjunto de puntos recurrentes sea un continuo y que el conjunto Per(f) es

denso en R(f). Las propiedades que se mencionaron antes pueden encontrarse

enfl

Enseguida veremos que si X es una dendrita, entonces una condicién necesaria
para la continuidad de la funcién w;: X — 2% es que el conjunto Per(f) sea un

conjunto conexo.

Teorema 2.2.1. Sean X una dendrita y f: X — X una funcion continua. Si wy es
continua, entonces Fix(f™) es conexo, para cadan € N, y de esto, Per(f) también

€S conexo.
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Demostracion. Nétese que, por el Teorema [2.1.1] Fix(f") es compacto y ademas,
por el Teorema[1.2.20] un subconjunto de X es conexo si, y solo si, es arcoconexo.
Supongamos que Fix(f™) no es conexo; esto es, existen p,q € Fix(f"), tales que
[p,q] NFix (f") = {p, q}.

Sea =z € (p,q). Luego, f"(z) # x. Como X es una dendrita, se tiene que z €
[p, [ (z)] 6 = € [f"(x),q]. Supongamos que = < [p, f" (z)]. Como {p, f" (z)} C
" (lp,z]), € [p, f* (x)] C f™([p, z]), y por tanto existe =, € [p, z] donde z; ¢ {p, x},
tal que f™ (x1) = x. De lo anterior, {p,z} C f™ ([p,x1]) y asi, z1 € [p,z] C f™ ([p, z1])-
Luego, existe x5 € [p, 1], donde x5 ¢ {p, x1}, tal que f" (z2) = ;. Continuando de
este modo, inductivamente formamos una sucesion (z;),., tal que f" (zi11) = i,
[p,zi+1]) C [p, ], para todo i € N, y lim; ,,, z; = p. Como w; es continua, se tiene
que lim; oo w (x;, f) = w(p, f), donde w (p, f) = O (p, f) es un conjunto finito, pues
p € Fix (f™). Nétese que, como = = f" (z1) y f" (zi41) = =4, tenemos que w (z, f) =
w(z;, [") = w (41, f), para cada ¢ € N. Asi, por el Lema[2.1.7, tenemos que para

cadai € N:

w (@i, ) = w (@, Y)Y U f (W (2, 1) U F2 (w (2 1) UL U 7 (W (a6, 1)
= w (@, [MYU f(w(, ")V LW M) U 0w, M)
w(z, f).

Luego, (w (i, f)),cny €S UNa sucesion constante de valor w (z, f), convergente a
w(p, f), y portantow (z, f) = w (p, f). En el caso en que = € [f" (z),¢|, se va a tener
que w (z, f) = w(q, f). Con lo hecho antes, vemos que wy ([p,q]) = {w (p, f),w(q, )}
Como w; es una funcion continua, wy ([p, q]) es conexo. Asi, wy ([p,q]) = {w (p, f)};
es decir, ws(p) = wy(q). Veamos ahora que esto no es posible. Sea k el periodo de
pbajo f.Como p,q € Fix (f"),p#qyw(p, f) =wlq, f), tenemos que existe k, < k,
tal que f™ (p) = ¢. Luego, para cada i € Ny, f* (q) € V% ([p,q]) N f™* ([p, q]),
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y por tanto U;2, /% ([p, q]) es conexo. Asi, X; = |J;2, f** ([p,q]) es una dendrita.

Usando la continuidad de la funcién f*o, tenemos las siguientes relaciones:

R (X1) C fho (Uf“m([p, > Uf’“ o ([p, q]) Uf”“o p.a]) € X
=0

Luego, f* (X;) C X, y considerando f* |y,: X; — X, se tiene que existe z, €
X,, tal que f* (zy) = x, (Teorema[1.2.22). Sea L = {r € X :w(z, f) =w(p, f)}.
Sabemos que [p,q] € Ly ademas, es facil ver que L es cerradoy f (L) C L. De
esto se sigue que X; C L, y por tanto w (zq, f) = w (p, f) ¥ f* (z0) = x¢. Esto es una
contradiccion, pues kg < ky k es el periodo de p.

Como Per (f) = U, —, Fix(f") y Fix(f) € N —, Fix(f"), tenemos que Per (f) es

conexo. u

Por el Teorema [2.2.1] la continuidad de la funcién w; cuando f esta definida en
una dendrita, implica que el conjunto Per(f) es conexo. Sin embargo, es natural
preguntarse si este conjunto es un continuo.

En el Ejemplo mostramos una construccion que evidencia una respuesta

negativa a esta pregunta. Luego, formulamos la siguiente pregunta general.

Pregunta 2.2.2. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua tales que

wy es continua. ¢Bajo que condiciones el conjunto Per(f) es un continuo?

En el Teorema daremos dos condiciones adicionales a la continuidad de la
funcion w; que nos permiten garantizar que Per( f) sea un continuo cuando X es una
dendrita. A continuacidon mostramos dos lemas que nos seran utiles en la prueba del
Teorema2.2.5

Lema 2.2.3. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion con-
tinua. Si zo € R(f) \ Per(f), entonces w(xy, f) es un conjunto no numerable con

cardinalidad mayor o igual a C := |R|.
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Demostracion. Por la Proposicién[2.1.9/sabemos que w(z, f) es compacto. Veamos
que w(xo, f) no tiene puntos aislados. Supongamos que existen p € w(zy, f) y U
abierto de X tales que U Nw(xg, f) = {p}. Como p € w(xy, f) existe m € N tal que
f™(xo) = p. De lo anterior, w(z, f) = w(p, f). Como U Nw(p, f) = {p}, es claro que
p € Per(f). Como zq € R(f), xo € w(xo, f) = w(p, f). Asi, zo € Per(f), pero esto
contradice que zy ¢ Per(f).

Finalmente, w(xq, f) €s un conjunto no numerable con |w(xo, f)| > C, por el Teore-
ma 27.7 defl 0

Lema 2.2.4. Sean X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Entonces |[End(Y)| <
|End(X)].

Demostracion. Definamos una funcion inyectiva ¢: End(Y) — End(X). Sea p €
End(Y). Si p € End(X), entonces ¢(p) = p. Si p ¢ End(X), entonces por el Teore-
ma[1.2.19 p € Cut(X) y por tanto, X \ {p} = U UV, donde U y V son conjuntos
abiertos disjuntos y no vacios de X. Como Y \ {p} esconexoy Y \ {p} CU UV,
entonces Y\ {p} CU 6 Y \ {p} C V. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
Y\ {p} C U. Nétese que, por el Teorema 6.6 de[ﬂ, existe ¢, € V tal que ¢, ¢ Cut(X);
esto es, g, € End(X). En este caso, definimos ¢(p) = ¢,. Veamos que ¢ es inyectiva.

Sean py, p, € End(Y') con p; # p,. Tenemos los siguientes tres casos:

1. ¢(p1) = p1 Yy é(p2) = po;
2. d(p1) # 1Y ¢(p2) = po;

3. ¢(p1) # p1 Y ¢(p2) # po

En el caso 1., es claro que ¢(p;) # ¢(p2). Para el caso 2., tenemos que X \ {p1} =

U UV con Uy V abiertos disjuntos y no vacios. Suponiendo que Y \ {p:} C U,

9 J.R. MUNKRES. Topology a first course. Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Yersey, 1975.
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tenemos que p, € U y escogiendo ¢,, € V como mencionamos arriba, ¢(p1) = q,, #
pa = &(p2), pues U NV = (). Finalmente, para el caso 3., tenemos que X \ {p;} =
Uy UV, X\ {p} = Us UV, con Uy, Us, Vi, Vs conjuntos abiertos no vacios tales
que Uy NVy =0y Us NV, = (. Suponiendo que Y \ {p1} C U, y Y \ {p} C Uy,
escogemos ¢,, € V1 NEnd(X)y ¢, € VanNEnd(X) como hicimos antes. Nétese que,
por la Proposicion 6.3 deffl, Vi U {p:} y V2 U {p,} son subcontinuos de X y por tanto
dendritas (Corolario [1.2.16). Asi, existen un arco oy en V; U {p;} que une p, y ¢, ¥
unarco az en Vo U{pa} que une po y ¢,,. Setieneque oy NY = {p1} y aa NY = {po}.
Si ¢(p1) = o(p2), a1 Uay y Y son continuos tales que (a; Uaz) NY = {py, p2}, lo cual
contradice el Teorema[1.2.21] Por tanto, ¢(p1) # ¢(p2) y ¢ es inyectiva. O

Ahora, mostramos que dadas X una dendritay f: X — X tal que w; es continua,
entonces el hecho de que el periodo de todo punto en X este acotado por un mismo
numero k € N o el conjunto de puntos finales sea numerable, implica que Per(f) sea

un continuo.

Teorema 2.2.5. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua tal que wy

es continua. Entonces:

i) SiP={neN :existex € X con f*(x) = x} es finito, entonces Per(f) es un

continuo.
i1) Si| End(X) |< C, entonces Per(f) es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema [2.2.1], sabemos que Per(f) es un conjunto conexo.

Asi, solo debemos mostrar que Per(f) es también un conjunto cerrado.

i) Como P es finito, existe el minimo comdn mdltiplo de los n € P, m = m.c.m(P).
Notese que f™(x) = = para todo x € Per(f). Asi, dada (z,,)nen € Per(f) una
sucesion tal que lim,,,, x,, = xo, tenemos que lim,,_,, f"(x,) = f™(xy). Como
f™(x,) = z, paracadan € N, lim, ., z, = f™(zo) y por tanto, f™(zy) = xo.

Luego, xy € Per(f) y concluimos que Per(f) es un conjunto cerrado.
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i1) Supongamos que Per(f) no es cerrado; esto es, existe zy € Per(f) \ Per(f).

Como wy es continua, Per(f) = R(f), por el Corolario |2.2.18| Asi, zo € R(f) \
Per(f)y porel Lema2.2.3] w(z, f) €S un conjunto no numerable con |w(zo, f)| >

C. Notese que w(zy, f) C Per(f) \ Per(f), pues w(zo, f) €s un conjunto minimal
por la Proposicién [2.2.13, Sea Y = Per(f), entonces Y es una dendrita (Teo-

rema|1.2.16) y para cada z € w(xo, f), es claro que Per(f) C Per(f) \ {z} C

Per(f) = Y. Por tanto, Y \ {z} es conexo para todo z € w(zy, f) y con esto,
por el Teorema|1.2.19, w(zo, f) € End(Y"); es decir, End(Y') es un conjunto no
numerable con |End(Y')| > C. Esto contradice el Lema [2.2.4, Concluimos asi

que Per(f) es un conjunto cerrado.

]

Pregunta 2.2.6. Sean X unadendritay f: X — X una funcion continua. ;Si Fix(f™)

es conexo para todon € N entonces w; es continua?

Dado X un continuo y f una funcion continua definida en X, la continuidad de wy
nos permite concluir que R(f) es un subconjunto cerrado (compacto) de X, como se
puede probar facilmente. Sin embargo, esto no nos garantiza que R(f) sea conexo,
como mostraremos en el Ejemplo 2.2.170] Cuando X es una dendrita, la continui-

dad de wy implica que R(f) es un subcontinuo de X, y por tanto una dendrita (ver

Corolario|1.2.16).

Teorema 2.2.7. Sean X una dendrita y f: X — X una funcion continua. Si w; es

continua, entonces R(f) es un continuo.

Demostracion. Veamos primero que |J,.y w(z, f) = R(f). Noétese que como = €
w(z, f) para cada r € R(f), tenemos que R(f) € U, w(z, f).

Mostremos que w(z, f) € R(f) para cada x € X. Sea y € w(z, f). Luego, existe
una sucesion creciente de naturales (n),. tal que limy_,o f™ (z) = y. Como wy

es continua, limy_,. w (f™ (x), f) = w (y, f). Ademas, como w (f" (z), f) = w (z, f)
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para todo k£ € N, tenemos que la sucesion (w (f™ (z), f)).cy €S COnstante y asi,
w(z, f) = w(y, f). Luego,y € w (y. f)y y € R(f). Delo anterior, |,y w(z. f) C R(f).
Como w; es continua, w;(X) es un subcontinuo de 2*. Ademas por el Teoremal[i.2.22
existe z € Fix(f), y por tanto {zo} € ws(X)NC(X), de lo que se sigue que | Jw;(X)
es un continuo, por el Lema 1.49 de m Es claro que [Jw;(X) = U,cx w(z, f). Asi,

R(f) es un continuo. O

Pregunta 2.2.8. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua. ;Si R(f)

es un continuo, entonces w; es continua?

En el siguiente ejemplo vemos que el reciproco del Teorema no es valido en

general para un continuo arbitrario.

Ejemplo 2.2.9. Sean Z* = Z U {—o0, >} compactaciéon paraZ y f: 7Z* — 7* dada
por:

k+1, sikeZ;

f(k) = 4 oo, Sik = oo;

—00, Sik=—00.

Ahora, sean X = (Z* x [0,1))/(Z* x {1}) el cono de Z*, p = Z* x {1} la unica clase

no degenerada y g: X — X definida como:

P, Sia = p;
g(a) =
(f(k),t), sia=(k,t), te]0,1).

Entonces, llamando A, = [k,p| el arco en X que une k con p para cada k € 7*

(ver Figura[3), se observa que Fix(g) = Per(g) = R(g) = A_ U Ay y ademads,

10 S, B. Jr. NADLER. Hyperspaces of sets. A text with research questions. Aportaciones Matemati-

cas, México, 2006.
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w((—00,0),9) = {(—00,0)} ¥ w((k,0),9) = {(c0,0)} para todo k € Z* \ {—oo}. Por
tanto, R(g) es un continuo, mas w, no es continua, pues podemos formar una suce-
sion (hy)nen € Z* x {0} \ (—00,0) de modo que lim,, . h,, = (—00,0), y en este caso
My o0 (A, g) = (00,0) # (—00,0) = w((—00,0), ).

Figura 3. Cono de Z* = Z U {0, o0}

A A, A, Ay Ay A, A

Con el siguiente ejemplo mostramos que el Teorema no es valido si el espacio

no es una dendrita.

Ejemplo 2.2.10. Consideremos f: S' — S! dada por

emi(t+1) Siz=e¢"cont e [0,1],
1= i |
(VI iy — it con't (—1,0).

Sean p = (—1,0) y ¢ = (0,1). Entonces tenemos que para = = €™ cont €
[0,1], Um,, yoo f2"(2) = q y lim, oo f*" 7' (2) = pyparaz = e™ cont € (—1,0),
lim,, oo f2" (2) = p y lim,, oo [ (2) = q. Luego, se tiene que w (z, ) = {p, q} para
todo = € S* y por tanto la funcién w; es continua y ademds R(f) = {p,q}. De lo

anterior vemos que R(f) no es un subconjunto conexo de X .
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Damos ahora la definicién de conjunto minimal para un subconjunto A de un espacio

métrico X.

Definicion 2.2.11. Sean A C X y f: X — X una funcioén continua. Decimos que A

es minimal si satisface las siguientes condiciones:
i) A#0;
i1) A es cerrado;
i1i) A es invariante bajo f;

iv) A es minimal respecto a i), i) y iii); esto es, no existe B C A tal que B
satisface i), i1) y @ii).
A continuacion mostramos que todo conjunto minimal es un conjunto omega limite.

Lema 2.2.12. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion con-
tinuay A C X. Entonces, A es un conjunto minimal si, y solo si, A = w(x, f) para

todo x € A.

Demostracion. Supongamos primero que A es un conjunto minimal. Como A es ce-
rrado e invariante, entonces w(x, f) C A para cada = € A. Ademas, la contenencia
no puede ser estricta, pues w(z, f) es unconjunto cerrado e invariante (Proposicio-
nes[2.1.9]y[2.1.8), lo cual contradeciria la minimalidad de A. Luego, w(z, ) = A para
cada z € A.

Reciprocamente, como A = w(z, f) para todo x € A, tenemos que A es cerrado,
invariante y no vacio. Ademas, si B es un conjunto cerrado e invariante tal que
B C A, entonces w(b, f) C B C A paracadab € B. Por la hipétesis para A, se sigue
que A =w(b, )y asi, B = A. O

En un espacio métrico compacto X, la continuidad de la funcion w; es una condicion
suficiente para que todo omega conjunto limite w(x, f) sea un subconjunto minimal

de X, como se muestra en la proposicion que sigue.
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Proposicion 2.2.13. Sean X un espacio métrico compactoy f: X — X una funcién
continua. Si wy es continua, entonces w (z, f) es un conjunto minimal para cada

reX.

Demostracion. Nétese que por el Lema[2.2.12] basta ver que para cada y € w (z, f)
tenemos que w (z, f) = w (y, f). Dado que y € w (x, f), existe una sucesién creciente
(nk)reny € N tal que limy_, f™ () = y. Por la continuidad de wy, tenemos que
limy oo w (f™ (2), f) = w(y, f). Ademads, es claro que w (f™ (z), f) = w (z, f) para
todo k € N, y por tanto w (z, f) = w (y, f). O

El reciproco de la proposicion anterior no se cumple en general, como vemos a

continuacion.

Ejemplo 2.2.14. Consideremos X = [0,1] y la funcion f: [0,1] — [0,1] definida

como f (z) = 2*, para cada x € X. Entonces sabemos que

{0}, siz#1;
{1}, siz=1.

w(z, f) =

Por tanto, w (x, f) es un conjunto minimal para todo = € X, perow; no es una funcion

continua.
La prueba del siguiente lema se deduce facilmente de la Proposicién 6.3 en .

Lema 2.2.15. Sean X una dendritay p € End (X). Si A es un subconjunto compacto

de X talquep ¢ A, entonces existe un subcontinuoW de X talque A C W C X\{p}.

Demostracion. Como X \ A es abierto, p € X \ Ay p € End(X), tenemos que existe
un abierto U en X talque p € U C X \ Ay | oU |= 1. Notese que X \ oU =
U°U (X \U)°y por tanto, por ser 9U cerrado y conexo, W = 9U U (X \ U)° es un

subcontinuo de X (ver Proposicion 6.3 de . Ademas, W satisface que A C W C
X\ A{p}- O
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La prueba del siguiente lema sobre dendritas es sencilla usando el Teorema y
el hecho de que en una dendrita cualesquiera dos puntos se pueden unir mediante

un unico arco. Haremos una demostraciéon para comodidad del lector.

Lema 2.2.16. Sean X una dendrita y L un subcontinuo propio de X. Si U es una
componente de X \ L, entonces existe un tnicop € X talque U N L = {p} y en este
caso, U = U U {p}.

Demostracion. Por el teorema de golpes en la frontera sabemos que existe p € X
tal que :
p@Uﬂ@(X\L) CUNIX\L) =TUNILCTUNL.

Supongamos que existe ¢ € U N L con p # ¢. Sean V, W abiertos de U tales que
peV,qge WyVnW = (. Como U es dendrita, podemos escoger abiertos conexos
Vi,W,de U talesque p € V; C V, ¢ € W, C W. De la conexidad local de U se sigue
que V; y W son arcoconexos. Seana € Vi \ {p}, b € Wi\ {q¢}, aunarcodeaapy
Bunarcodebagq. PorserUy L dendritas, [p, qlz Y [p, q], son los Unicos arcos en U
y L, respectivamente, que unen p y ¢. Luego, si consideramos a U [p, ¢l U [p, ], U B,
se formaria una curva cerrada simple lo cual contradice que X sea dendrita. Asi,
UnNL={p}.

Veamos ahora que en este caso se tiene que U = U U{p}. Es claro que UU{p} C U.
Ademas,dadoz € U,r € L6z € X\L.Siz € L, entonces » = pyaque UNL = {p}.
Siz € X\ L, entonces se tiene que x € U, ya que por ser U componente de X \ L,
U es cerradode X \ L. Asi, U C U U {p}. O

Sabemos ya que en una dendrita X, el hecho de ser w; continua implica que R(f) es
un continuo. Mostramos en el préximo teorema que si se tiene esta misma hipotesis

y ademas X = R(f), entonces Per(f) es un subconjunto denso.

Teorema 2.2.17. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua. Si w; es

continua y X = R(f), entonces R (f) = Per (f).
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Demostracion. Es claro que Per (f) C R (f). Supongamos que existe o € R (f) \
Per (f). Sea U la componente de R (f) \ Per (f) tal que 2, € U. Como R (f) \ Per (f)
es abierto y X es dendrita, entonces U es abierto y dado que xy € w (zo, f), existe
ny € N tal que f™ (z,) € U. Nétese que f*(U) N Per(f) = 0 para todo k € N,

pues si y € f*(U) N Per(f), entonces w(y, f) C Per(f) y existe u € U tal que

1% (u) = y. Luego, w (fk (u),f) =w(u, f) =wl(y, f)y portanto w (u, f) C Per(f), lo

cual contradice que u € R(f) \ Per (f). Por lo anterior, tenemos que f" (U) es un
conexo de R (f) \ Per (f) y como f™ (x,) € U, entonces se sigue que f™ (U) C U
y por tanto, f™ () C U. Del Lema [2.2.16} existe p € X tal que U N Per (f) = {p}
y U = U U {p}. Por ser U dendrita, sabemos que existe [ € U tal que | € Fix (™).
Como U = UU {p} y U C R(f) \ Per(f), concluimos que | = p. Afiemamos que
p € w (@0, ) C w (@0, f):

Supongamos que p ¢ w (xg, f) y definamos el conjunto
I, = [ ){L: L es un subcontinuo de U y w (xo, ™) C L} .

Entonces I, es un subcontinuo de U y p ¢ I,,, ya que por ser U dendrita, por el
Lema [2.2.15] existe un subcontinuo L de U tal que w (o, f*) € L C U\ {p} =
U. Ademas, como [ (U) C Uy w(xo, f™) €S un conjunto fm™ — invariante, en-
tonces para cada i € Ny, g™ (I,,) C g™V (I,,). Sea H = lim; o f™ (I,,) =
clg (Ui ™ (1)) (ver Lema , entonces H es una dendrita 'y

fo (i) = fo (Y fo0 (L)) = lin 7 (£ (L)) = i o040 (1) = H.

i—00 i—00

Luego, existe h € H tal que f™ (h) = h.Como H C U C R(f)\ Per (f)U{p}yp
es el Unico punto en T tal que f™ (p) = p, entonces h = p. Asi, por el Lema [2.1.5]
existen sucesiones (z;),.y» (¥i);en CON Y; € [ (Iy,), x; € I, tales que y; = [ (z;)

para todo i € Ny lim; ,..y; = p. Por la compacidad de I,,,lim; ,..z; = z para
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algun z € I, (pasando a una subseucesion de ser necesario) y por ser w; continua,
;oo w (yiy f) = w (p, f) Y im0 w (74, f) = w (2, f). Como ™ (z;) = y;, entonces
w(yi, f) = w(xy, f) para cada i € Ny se sigue que w(z, f) = w(p, f) € Per(f), lo
que es absurdo pues z € R(f) \ Per (f). Luego, p € w (xo, ) C w (xo, f) y por la
Proposicion 2.2.13|w (p, f) = w (9, f), lo cual es una contradiccion pues w (p, f) €

Per (f)y zo € R(f) \ Per (f). Por tanto, R (f) = Per (f).
O

La prueba del siguiente corolario se sigue facilmente con el resultado obtenido en el

teorema anterior.

Corolario 2.2.18. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua. Si w; es

continua, entonces R (f) = Per (f).

Demostracion. Sabemos que R(f) es un continuo, por el Teorema [2.2.7, Nétese
que f(R(f)) CR(f). Sean Z = R(f)y g: Z — Z definida por g(z) = f(z), para cada
z € Z. Observe que R(f) = R(g). De esto, R(g) = Per(g), por el Teorema .

Finalmente, no es dificil ver que Per(f) = Per(g). Asi, R (f) = Per (f). O]

A continuacién hacemos una observacion sobre algunos de los resultados plantea-

dos antes para el caso de la funcion ;.

Observacion 2.2.19. En el ejemplo (1.2.23| vimos que la funcién Tienda T tiene
puntos con érbita densa. Asi, por el Teorema |2.1.3] Q2 es continua. Sin embargo,

esta condicidén no es suficiente para obtener las conclusiones en el Teorema [2.2.7],

el Teorema2.2.1} la Proposicién [2.2.13|y el Corolario |2.2.18], pues:

» Paracadan € N, Fix(T™) no es conexo.

= R(T) no es un continuo, pues hay orbitas densas y por tanto R(f) no es com-

pacto.
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» w(x,T)y Qz,T) no son conjuntos minimales para cada x € X, ya que existen

puntos con orbita densa.

m R(T) # Per(T), pues Per(T) = [0,1] y existen puntos en [0, 1] que no son

1

recurrentes como por ejemplo z = .

Si todo punto de un espacio métrico compacto X es recurrente, entonces para cada
sucesién convergente a un punto p € X, se tiene que su 6Orbita esta contenida en el

limite inferior de la sucesion de omega conjuntos limite.

Teorema 2.2.20. Sea f: X — X continua, donde X es un métrico compacto. Si
R(f) = X, entonces w(xy, f) C liminfw(x,, f), para cualquier sucesion (x,)nen €N

X, donde lim,, o x,, = xg.

Demostracion. Veamos que z € liminf w (z,,, f). Dado U abierto de X con z, € U,
como lim, ., x, = xy, existe ny € N tal que =z, € U para todo n > ny. Puesto

que X = R(f), x, € w(x,, f) para cada n € Ny por tanto, w(z,, f) N U # 0,

para n > ng. Luego, z, € liminfw (z,, f). Ademas, por los lemas [2.1.6] y [2.1.10,

lim inf w ) es un conjunto cerrado e invariante y de esto se sigue que w (xg, f) C

(@n, f
liminf w (z,, f). O]

Pregunta 2.2.21. ;Se cumple que limsup w(zx,, f) C w(wo, f), cuando X es una
dendrita?
La hipétesis de que R(f) = X si es necesaria, pues si se toma f(x) = z* en [0, 1],

todo conjunto omega limite es minimal, pero wy no es continua.

Pregunta 2.2.22. Sea f: X — X continua, con X un espacio métrico compacto. ;Si
R(f) = X, entonces Q(xq, f) C liminf Q(x,, f), para cualquier sucesion (z,),en C
X, donde lim,, ., ©,, = xo ? Ademas, ¢se cumple que lim sup Q(x,,, f) C Q(xo, f) con
X dendrita?
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Dadas X una dendritay f: X — X una funcién continua, veremos a continuacion
una condicion necesaria para la continuidad de la funcion w;, en términos de una
nueva funcion wy: X — C(X) que definiremos, donde para cada = € X, ws(z) es el

subcontinuo de X mas pequefio que contiene a su omega conjunto limite w(z, f).

Definicion 2.2.23. Sean X una dendritay A € 2¥. Definimos

Co(A)=({LeC(X): ACL}.

Notese que como X es hereditariamente unicoherente, Co(A) es un continuo. Ade-
mas, Co(X) es el continuo més pequefio que contiene a A. Tenemos naturalmente
una funcién Co: 2% — C(X) y ademas, definimos una nueva funciéon w;: X — C(X),

donde wy(z) = Co(w(x, f)) para cada = € X.

El siguiente lema sencillo de demostrar afirma que todo punto final del subcontinuo

C'o(A) es necesariamente un punto de A.
Lema 2.2.24. Sean X una dendrita y A € 2. Entonces, End(Co(A)) C A.

Demostracion. Sea p € End(Co(A)). Sip ¢ A, entonces por el Lema|2.2.15] existe
un subcontinuo W de Co(A) tal que A C W C Co(A) \ {p}. Esto contradice que

C'o(A) sea el continuo més pequefio que contiene a A. O

En el contexto de las dendritas se cumple que la funcién Co definida en [2.2.23 es

continua, como probamos en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.25. Sea X una dendrita. Entonces la funcion Co: 2X — C(X) es

continua.

Demostracién. Sean Ay € 2% y (A, )nen UNa sucesion en 2X tales que lim,, ., A, =
Ap. Veamos que lim,, ., C'o(A,) = Co(Ay). Para esto, probemos que toda subsuce-

sidén convergente de (Co(A,,))nen converge a C'o(Ap).
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Sea (Co(A,,))ren Una subsucesiéon de Co((An))nen tal que limy_o, Co(A,,) = B €
C(X). Nétese que Ay C B,yaque A,, C Co(A,,),paracadak € N,y limy_,., 4,, =
Ap. De esto, Co(Ap) C B.

Probemos ahora que B C Co(A). Sea =z € B. Luego existe una sucesion (zx)ken
tal que z, € Co(A,,) paratodo k € Ny limy_,, 2z = 2. Tenemos los siguientes dos

casos:
i) z € End(Co(A,,)) para una cantidad infinita de subindices k.
i1) zx ¢ End(Co(A,,)) para todo k excepto una cantidad finita de subindices.

Para i), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que z; € End(Co(4,,)) para
todo k& € N. Luego, por el Lema[2.2.24] z, € A,, paratodo k € N. Como limy_,« 2 =
2y limy o0 An, = Ao, 2 € Ag € Co(Ap).

Para ii), suponemos, sin pérdida de generalidad, que z;, ¢ End(Co(A, )) para todo
k € N. Luego, para cada k € N, z; € Cut(Co(A,,)) (Teorema [1.2.19) y existen
abiertos disjuntos no vacios Uy y Vi en Co(A,,) tales que Co(A,,) \ {zx} = Ux U V4.
Noétese que, por el Teorema 6.6 de ffly el Lema [2.2.24] para cada k € N, existen
P, € Ue N AL Y Gn,, € VN A,,. Como X es compacto y limy,_,, 4, = Ay, podemos
suponer que limy_,co P, = po Y im0 gn, = o, donde py, gy € Ap. Paracada k € N,

sea «a4, el arco que une p,, con .
Afirmacion 2.2.26. Existe k, € N tal que z;, € oy, para todo k > k.

Por el Teorema 6.3 de , tenemos que para cada k € N, U, U {2z} y Vi U {2} son
continuos y por tanto dendritas, tales que (Uy U {z:}) N (Vx U {z}) = {zx}. De esto,
es claro que zi € [pu,, Gn,]-

Supongamos que no existe tal k. Entonces, como limy_,, ¢,, = ¢o, podemos elegir
un conjunto abierto y conexo U con ¢y € U y k € N suficientemente grande de
modo que q,, € U, pn,,2n, € UY 2z ¢ ax. Como X es dendrita, tenemos que U es

arcoconexo (ver Proposicion 10.9 de y asi, [gn,,q) € U. Como z; ¢ «y, tenemos
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que [pn, , qn, | Y ax Uan, , o] continene una curva cerrada simple. Esto contradice que
X es dendrita. Por tanto, existe ky € N tal que z;, € a para k > k.

Por ser X dendrita , se tiene que limy_,., oy = [po, qo] (ver Teorema 1-2-E de E[)
Asi, dado que limy_,., 2, = 2 Y 2z € oy para todo k > kg, tenemos que z € [po, qo].
Ademas, puesto que Co(Ap) es dendrita 'y po, g0 € Ag C Co(Ap), [po, 9] € Co(Ag) y
por tanto, z € Co(Ay).

De lo anterior, concluimos que B = C'o(Ay) y con esto, lim,, ., Co(A,) = Co(Ay). [

Corolario 2.2.27. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua. Si w; es

continua, entonces w; es continua.

Demostracion. Por la Proposicion [2.2.25| sabemos que Co: X — C(x) es continua.

Luego, por ser w; continua, se sigue que w; = Co o wy €s continua. O

No siempre que se considere un continuo hereditariamente unicoherente X, se tie-
ne la continuidad de la funcién Co: 2% — C(X), como mostramos en el siguiente

ejemplo definiendo una funcién en el abanico arménico.

Ejemplo 2.2.28. Sean «,, = [(0,0), (1, +)] la combinacion convexa de (0,0) y (1, )
en R? para cadan € N, I = [(0,0),(1,0)] y X = I U (U;2, an) (ver Figura[4). El

continuo X se conoce como abanico armonico. Definimos f: X — X de modo que:

1. f|[ :Id] VA

2. Paratodon €N, f|a,, ,: Qan_1 — o, €S Un homeomorfismo y f?(x) = z para

cadar € oo,y

Notese que w; es continua, w(z, f) = {z, f(z)} paraz € X \ I yw(z, f) = {z} para

" J. B. FUGATE, G. R. GORDH y LUM LEWIS. “Arc-Smooth Continua”. En: Mathematics Faculty
Publications and Presentations 2 (1981).
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cadax € I. Ademas, wy(v) = {x} six € I y, para cadan € N

o 1 a1 Uay,, Sin espar,
(1)) =

a, Uayr, Sin esimpar.

Por tanto, wy no es una funcion continua, pues si consideramos la sucesion () ey =
((1, £))nen, se tiene que lim,, o x, = ((1,0)) pero, lim, o wy(z,) = I # {(1,0)} =
wy((1,0)).

Figura 4. Abanico arménico

=51

oz

(251

oy
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3. EQUICONTINUIDAD EN DENDRITAS

Se inicia este capitulo dando algunas propiedades relacionadas con la continuidad
de la funcion wy, la igualdad de los conjuntos omega limite y la equicontinuidad de
una funcion f: X — X definida en general sobre un espacio métrico compacto. En
el Teoremd3.1.9 se ve que si todo punto es periédico, entonces es quivalente la
continuidad de w; a la igualdad de los conjuntos omega limite.

Luego, se presentan teoremas para el contexto de las dendritas, como por ejemplo
condiciones necesarias y suficientes para que f sea equicontinua o w; sea continua.
En el Teorema se da una caracterizacion para la equicontinuidad de una
funcién f definida en una dendrita. En el Teorema [3.2.3, se verd una respuesta
positiva a la Pregunta 4.4 en CAMARGO, RINCON y UZCATEGUI, “Equicontinuity
of maps on dendrites”

Es de destacar que todo lo que se muestra en el presente capitulo, es una recopila-

cién de lo realizado enB

3.1. ALGUNAS PROPIEDADES EN ESPACIOS METRICOS COMPACTOS

En esta pequefa seccion se veran algunos resultados relacionados con la equi-
continuidad, la igualdad de los conjuntos omega limite y la continuidad de w; en el
contexto general de los espacios métricos compactos.

Se inicia esta seccion con un lema sencillo de demostrar para espacios métricos

compactos.

Lema 3.1.1. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion conti-

nua. Siwy es continua y R(f) C Per(f), entonces R(f) = Per(f).

Demostracion. Veamos que Per(f) € R(f). Sea (z,)nen € Per(f) una sucesion tal

que lim,,_,, z,, = xo. Por ser w; continua, se tiene que lim,_,. w(z,, f) = w(zo, f) Y
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como z,, € Per(f), x, € w(x,, f) para cada n € Ny por tanto, zy € w(zo, f). Asi,
Per(f) C R(/). O

El siguiente lema es otra forma de escribir el Lema [3.1.1], tomando en cuenta el

continuo fuertemente invariante 7 = (>, f™(X).

Lema 3.1.2. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion conti-

nua. Siwy es continua y Per(f) = (22, f*(X), entonces R(f) = N2, f*(X).

En el siguiente lema se muestra que la continuidad de la funcion wy y la densidad del
conjunto Per(f) en I = (2, f*(X) son condiciones suficientes para que se tenga

la igualdad de los conjuntos omega limite.

Lema 3.1.3. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion conti-
nua. Siw; es continua y Per(f) = (°°, f*(X), entonces w(z, f) = Q(z, f) para cada
x e X.

Demostracion. Es claro que w(zx, f) C Q(x, f) para cada =z € X, y que w(z, f) C
Mo, (X)) y Qz, f) € (,—, f"(X) usando el hecho de que w(z, ) y Q(z, f) son
conjuntos fuertemente invariantes (Proposicion [2.1.8). Sea y € Q(z, f), entonces
existen sucesiones (z;);eny € X Y (n;)ien tales que lim; o z; = zy lim; o f"(z;) = y.
Luego,por la continuidad de wy, tenemos que lim; . w(z;, f) = w(z, f) y ademas,
limy oo w(f™ (), f) = w(y, f). NOtese que w(f™(z;), f) = w(z;, f) paratodo i € Ny
de esto, w(z, f) = w(y, f). Como Q(z, f) € N2, f"(X), y € R(f) por el Lema[3.1.2
Asi,y € w(y, f) =w(z, ) yw(z, ) = Qz, ). O

Dados X un espacio métrico compacto y f una funcién definida en X, la igualdad
de los omega conjuntos limite de f™ es una condicidon necesaria para que f sea

equicontinua como se pruebe en el lema que sigue.

Lema 3.1.4. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion equi-

continua. Entonces w(x, f") = Q(x, f™) para cadax € X y cadan € N.
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Demostracion. Es claro que w(z, f*) C Q(z, f). Ahora, dado y € Q(z, f"), existen
sucesiones (z;)ien € X Y (Ii)ien C N tales que lim; oo 2, = x Y lim; oo f™i(x;) = .
Asi, dado ¢ > 0, existe iy € N tal que d(f™(x;),y) < 5 para todo i > 4. Por ser f
equicontinua, existe > 0 tal que d(f™ (), f™(y)) < 5 paracadam < N, siempre que
d(xz,y) < 6. Como lim; ., x; = z, podemos elegir i; > i, de modo que d(z;,x) < 0
para todo ¢ > i; y con esto, d(f™i(x;), f"(x)) < 5. Con lo anterior, tenemos que

parai > ig:

Por lo hecho antes, tenemos que y € w(z, f™) y con esto concluimos que w(zx, f™) =
Q(z, f*)paratodox € X yn € N. O

La equicontinuidad de una funcién f: X — X definida sobre un espacio métrico

compacto, es una condicion suficiente para concluir que w; es continua.

Teorema 3.1.5. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Si f es equicontinua, entonces w; es continua.

Demostracion. Dado ¢ > 0, por ser f equicontinua, existe § > 0 tal que si d(z,y) < ¢
entonces d(f™(z), f™(y)) < 5 para cada m € N. Veamos que tomando este § > 0,
se tiene que H(w(z, f),w(y, f)) < € siempre que d(z,y) < 6. Sea zy € w(z, f), en-
tonces exite una sucesion creciente (n;);eny € N tal que lim;_,, f™(x) = x. Luego,
existe ip € N tal que d(f"(x),xz0) < § parai > i, Por la compacidad de X, te-
nemos que para la sucesion (™ (y)):en existe una subsucesion (i (y))en tal que
lim; o f"(y) = yo € X. Es claro que yo € w(y, f) y podemos tomar j, > i, atl que

si j > jo, entonces d(f" (y),yo) < 5. Asi, para j > j, se tiene que:
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De lo anterior, w(z, f) € Nyi(w(y, f);e). De forma analoga vemos que w(y, f) C
Ny(w(z, f);e) y conesto, H(w(z, f),w(y, f)) < esid(z,y) < 4, conlo cual concluimos

que w; es continua. O

Es sencillo dar ejemplos que muestran que el reciproco del Teorema no es
cierto en general (ver Ejemplo [2.2.10). En la proposicion que sigue se puede ver
que la igualdad de los conjuntos omega limite nos permite concluir que la funcién

wy s semicontinua superiormente.

Proposicion 3.1.6. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Siw(zx, f) = Q(x, f) para todo x € X, entonces w; es usc.

Demostracion. Sean p € X y U un subconjunto abierto en X tal que w¢(p) C U.
Supongamos que existe (z;);ey € X tal que lim; ooz, = p Yy wy(z;) N (X \U) # 0
para cada i € N. Sea y; € ws(x;) N (X \ U). Por la compacidad de X \ U, existe
Yo € X \ U tal que lim; ... y; = yo (pasando a una subsucesion de (y;);cn de ser
necesario). Como y; € w;(z;), entonces existe una sucesion creciente (I°),ey € N
tal que lim,,_,oo f™ (x;) = y;. Como lim; ., z; = p, se sigue facilmente que existe una
sucesion creciente (r,,),eny C N tal que lim,, ., f™(x,) = p. Dado que lim,,_,o, 7, =
p, de lo anterior se tiene que yo € Qp, f) = w(p,f) € U. De lo cual, yo € U,

obteniéndose asi una contradiccion. Luego, w; es usc. O

Si todo punto del espacio métrico compacto X pertenece al conjunto de puntos recu-

rrentes, esto implica que la funcion omega limite w; es semicontinua inferiormente.

59



Proposicion 3.1.7. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Si X = R(f), entonces w; es Isc.

Demostracion. Sean x, € X y U un abierto en X tal que w¢(x¢)NU # () y mostremos
que existe un abierto V en X tal que zp € V' y ws(p) NU # () para todo p € V. Si
no existe tal abierto, entonces podemos formar una sucesiéon (z,).ey € N tal que
lim, oo @ = T Y wy(z,) € X \ U para todo n € N. Como wy(zg) N U # 0, existe
m € N tal que f™(xq) € U. De esto, lim,, .o f™(z,) = f™(z0). De igual forma, como
X =R(f) Yy wg(z,) € X \ U para cada n € N, tenemos que f™(z,) € X \ Uy por
tanto, por ser X \ U cerrado y lim,, o f™(x,) = f™(x0), f™(x¢) € X \ U, lo cual es

una contradiccion. Concluimos asi que w; es Isc. O

Dado que todo punto periédico de una funcién es a su vez un punto recurrente, se

obtiene inmediatamente el siguiente corolario de la proposicién anterior.

Corolario 3.1.8. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Si X = Per(f), entonces w; es Isc.

El siguiente teorema resume los resultados obtenidos en el Lema (3.1.3| la Propo-
sicion y el Corolario [3.1.8] para el caso en que todo punto del espacio sea

periddico.

Teorema 3.1.9. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Si X = Per(f), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) w(z, f) =Qx, f) para todo = € X.
i1) wy es continua.

i1) wy €S USC.
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3.2. EQUICONTINUIDAD EN DENDRITAS

Las propiedades que se demostraran ahora son para el caso en que X es una den-
drita y el objetivo es dar una caracterizaciéon para la equicontinuidad en dendritas.
Este resultado principal serd enunciado en el Teorema(3.2.11] En el Teorema|3.2.13,

se da respuesta afirmativa a la Pregunta 4.4 enf]

En el préximo lema se demuestra que la conexidad del conjunto de puntos periodi-

cos es una condicidn necesaria para que coincidan los conjuntos omega limite.

Lema 3.2.1. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua. Si w(z, f) =
Q(x, f) para cada r € X, entonces Fix(f™) es conexo para todo n € N y Per(f)

también es un conjunto conexo.

Demostracion. Sean a,b € Fix(f™) y veamos que [a,b] C Fix(f") (Teorema|1.2.20).
Sea y € (a,b). Como X es dendrita, y € [a, f"(y)] 6y € [f™(y), b]. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que y € [a, f"(y)]. Como a € Fix(f"), {a, f*(y)} C f"([a,y])
y por tanto, por ser f"([a,y]) dendrita (Corolario[1.2.16), [a, f"(y)] C f"([a,y]). Luego,
existe =, € [a,y] tal que f"(x;) = y. De igual forma, vemos que [a,y] C f™([a,z1]) y
podemos elegir z; € [a, x1] tal que f™(x2) = z4. Asi, inductivamente, construimos una
sucesion (z,)nen C [a, b] de modo que f(xy) = zr_1, (f") (xr) = y ¥y limg oo 71 = p,
para algun p € [a,b]. De esto, y € Q(p, ") C Q(p, f) = w(p, f). Ademas, f"(p) =
(Um0 o) = Moo [ (2r) = limpoo 23— = p y de esto, w(p, f) = O(p, f) es
finito. Como y € w(p, f), tenemos que f™(y) = y y asi, [a,b] C Fix(f™"). Puesto que
Fix(f) # 0 (ver Teorema[1.2.22), Per(f) = ;2 Fix(f") y Fix(f) € N, Fix(f"),

concluimos que Per(f) también es un conjunto conexo. O

En una dendrita X, si f: X — X no es una funcion equicontinua en algun punto
r € X, entonces existe una arco «, con puntos finales en ws(z) y Q¢(x) \ we(z),

contenido en Q¢(x).
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Lema 3.2.2. Sean X una dendrita y f: X — X una funcion continua. Si Q)(x, f) es

totalmente disconexo para cada x € X, entonces f es equicontinua.

Demostracion. Supongamos que f no es equicontinua. Entonces existen zy € X,
(z:)ien € X ¥ (n;)ien € N sucesiones tales que lim; . z; = xg, lim; o, [ (z;) = a
y lim; ., f™(z9) = b, para algunos a,b € X con d(a,b) > 0. De esto, tenemos que
a € Qxg, f) Yy b € w(xg, f). Veamos que [a,b] C Q(xo, f). Sea y € (a,b). Como
lim; o [ (z;) = a, lim,;_, f™(x0) = by X e€s una dendrita, existe ip € N tal que y €
[f™(x;), f"(x0)] para cada i > io. Ademas, como {f™(x;), f™ (xo)} C f™([xs, xo]) ¥
f™([:, z0]) es dendrita (Corolario[1.2.16), se tiene que [/ (x;), f™ (z0)] C ™ (x4, zo))-
Luego, para i > i, existe y; € [z;, xo] tal que f™i(y;) = y. Notese que lim; . y; = zg
y por tanto, y € Q(xo, f). Asi, [a,b] C Q(zo, f), lo cual contradice que Q(zo, f) es

totalmente disconexo. O]

En la demostracion que sigue, vemos que la conexidad y densidad del conjunto
Per(f), con f definida en una dendrita, garantiza que todo punto de corte de la

dendrita sea periddico y ademas que f es un homeomorfismo.

Lema 3.2.3. Sean X una dendritay f: X — X una funcién continua y sobreyectiva.

Si X = Per(f) y Per(f) es conexo, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Veamos primero que X \ End(X) C Per(f). Si existiera zo € [X \
End(X)] N [X \ Per(f)], entonces por el Teorema se tiene que X \ {zo} =
U UV, donde U y V son subconjuntos abiertos disjuntos y no vacios de X. De
esto, Per(f) € X \ {xo} € U UV y por la conexidad de Per(f), Per(f) C U 6
Per(f) C V. Como Per(f) = X, U =0 6 V = 0, lo cual es una contradiccion y por
tanto, X \ End(X) C Per(f).

Por ser X un espacio métrico compacto, tenemos que f es una funcién cerrada y
basta con demostrar que f es inyectiva para concluir que f sea un homeomorfismo.

Sean x,y € X con x # y tales que f(z) = f(y) y [z,y] el Unico arco en X que une
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x Yy y. Por el Teorema 6.6 de , sabemos que el continuo f([z,y]) tiene al menos
dos puntos de no corte. Sea z un punto de no corte de f([x,y]) distinto de f(x).
Entonces, existe p € (z,y) tal que f(p) = 2, y podemos escoger un arco o C (x,y)
de modo que p € Cut(a). Es claro que a N End(X) = 0 y por tanto, a C Per(f).
Notese que f|pe(s) €S inyectiva, pues si a;,as € Per(f) son tales que f(a1) = f(az),
existen m,n € N con m,n > 1 tales que f"(a;) = a1 y f"(as) = as. Luego, a; =
= f(ar)) = ™ Y f(az2)) = a2 Y flpex(s) €S inyectiva. De lo anterior, f|,: o —
f(a) es un homeomorfismo; una contradiccién, pues « \ {p} no es conexoy f(«a) \

{f(p)} = f()\{z} es conexo. Asi, f es inyectiva y por tanto, un homeomorfismo. [

Dadas X una dendritay f: X — X una funcién continua, la minimalidad de los
conjuntos w(x, f) es una condicién necesaria para la igualdad de w(z, f) y Q(z, f).

En el teorema que sigue probamos este hecho.

Lema 3.2.4. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua. Si w(z, f) =

Q(x, f) para todo x € X, entonces w(y, f) = w(z, f) paracaday € w(z, f).

Demostracion. Como y € w(z, f), existe una sucesion creciente (m;);ey C N tal
que lim; ., f™(x) = y. Usando el hecho de que w(z, f) s un conjunto cerrado e
invariante (Proposiciones y [2.1.8), es claro que w(y, f) C w(z, f). Ademas,
dado z € w(z, f), existe una sucesion (n;);ey C N tal que lim; ., f"(z) = z. Co-
mo (m;)ien Y (ni)ien SON sucesiones crecientes, podemos formar subsucesiones
(my;)jen Y (n4;)jen que satisfacen que r; = n;; —m;;, > 0 para todo j € Ny ade-
mas la sucesion (r;);en Sea creciente. Sea z; = f™ (x), entonces lim; , x; = y
y lim; o 79 (z;) = Umjyoo f™5 ™9 (f™i(x)) = 2. Luego, z € Qy, f) = w(y, f) y asi
w(z, f) = w(y, f). O

Es facil ver que el reciproco del Lema no es cierto. Basta con considerar el
Ejemplo[2.2.14] en el cual todo conjunto w(zx, f) es minimal, pero w(1, f) # Q(1, f).
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Se prueba ahora que, en dendritas, la igualdad de los conjuntos omega limite implica

que el conjunto de puntos periddicos sea denso.

Teorema 3.2.5. Sean X unadendritay f: X — X una funcion continua y sobreyec-

tiva. Siw(z, f) = Q(z, f) para todo = € X, entonces X = Per(f).

Demostracion. Supongamos que X \Per(f) # (). Como f(Per(f)) = Per(f), tenemos
que f(Per(f)) = Per(f).

Afirmacion 3.2.6. Para todo x € X \ Per(f), w(z, f) N Per(f) = 0.

Supongamos que existe z, € X \ Per(f) tal que w(xo, f) N Per(f) # 0. Sea y, €
w(x, f) N Per(f), entonces existe una sucesién creciente (n : i),en C N tal que
lim; o, f™(z9) = yo. Usando el hecho de que f es sobreyectiva, podemos formar
una sucesion (z,).ey € X tal que f(z1) =z y f(x;41) = x; para todo i € N. Por la
compacidad de X, existe una subsucesion (z,,):en de (2, )nen tal que lim; o x,, =
zp para algun z, € X. De esto, xy € Q(zo, f), pues f"(z,,) = x para cada i €
Ny lim; o x,, = 2. Por tanto, xy € w(zo, f) = Q(z0, f). Aplicando dos veces el

LemaB:2:4} obtenemos que w(zy. f) = w(z0, f) Y w(yo, f) = w(z0, f).

Luego, =y € w(yo, f). Sin embargo, dado que y, € Per(f) y f(Per(f)) = Per(f),
=10

w(yo, f) C Per(f). Esto contradice que zo ¢ Per(f). Asi, w(z, f) N Per(f

todo x € X \ Per(f).

para

Afirmacidén 3.2.7. Existe una componente W de X \ Per(f) tal que f™(W) C W

para algun m € N.

Sean z, € X \ Per(f) y yo € w(xo, f). Entonces, existe una sucesion (n;);eny C N tal
que lim,_,« f"(z0) = yo. Sea W la componente de X \ Per(f) tal que y, € W. Por
la conexidad local de X, se sigue que W es abierta. Luego, existe i, € N tal que
fri(xo) € W para todo i > ig. Sean s,t € N tales que s,t > ig y ns < n;. Tomando
m = n; — ng, tenemos que " (xg) € Wy fr="(f"(x)) = f™(x9) € W. De esto,

(W) w # (. Por la Afirmacion y el hehco de que f(Per(f)) = Per(f),
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concluimos que f™(W) C X \ Per(f). Por tanto, f™(W) C W, pues f™(W) es un
conjunto conexo en X \ Per(f) y W es una componente de X \ Per(f). Esto prueba
la Afirmacion

Ademas, tenemos que Per(f) es conexo (Teorema ) y por el Lema , exis-

te po € X tal que W N Per(f) = {po}, W =W U {po} ¥ po € End(W).

Sea v € W. Por la Afirmacion [3.2.7, f*™(x) € W para todo k € N. Por la Afirma-
cion(3.2.6, w(x, f™) C W. Sea H el conjunto definido como sigue:

H=({LeC(X): w(x,f") L}

Como X es dendrita, H es un continuo (Teorema 10.10 de ?) y po ¢ H, por el
Lemal2.2.15] Asi, H C W.Dado que f™(w(z, ™)) = w(x, f™) (Proposicién[2.1.8), se
tiene que H C f™(H). De esto, (f*"(H))ren €S Una sucesion creciente de continuos
y ademas, por la Afirmacién(3.2.6} p, ¢ f*™(H) paratodo k € N. Luego, f*™(H) C W
para todo k € N (Afirmacion [3.2.7).

Sea R = limy . f*(H) =", f*"(H). Nétese que R C W = W U {p,} y ademas,
f™(R) = R. Veamos que py ¢ R. Si se supone que p, € R, existe una sucesion
(Pn)nen € Ure, f¥(H) tal que lim, ,o, p, = po. Para cadan € N, sea ¢, € H
de modo que p, = f™"(q,) para algun I, € N. Como H es compacto, existe una
subsucesion (g, )ien de (gn)nen tal que lim; . ¢,, = qo para algun ¢, € H. Luego,
po € Qqo, f™) € Qqo, f) = w(qo, f), lo cual contradice la Afirmacién Asi,
po ¢ R.Noétese que R es una dendrita (Corolario[1.2.16). Ademas, como Fix(f™|z) C
Per(f) € X \ R, f™r: R — R es una funcién continua con Fix(f™|z) = 0. Esto

contradice el Teorema|1.2.22, Concluimos asi que X = Per(f).

]

Corolario 3.2.8. Sean X unadendritay f: X — X una funcion continua. Siw(zx, f) =

Q(z, f) para todo = € X, entonces Per(f) = (., ["(X).
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Demostracion. Sea I = (\,—, f"(X). Es féacil ver que f(I) = I y por tanto, g =

flr: I — I es una funcién continua y sobreyectiva. Dado p € I, se tiene que:
i) wip, f) = w(p,9);
ii) w(p,g) € Qp, 9);
iti) Qp,g) € Qp, f).

Luego, w(p, g) = Q(p, g) para todo p € I y por el Teorema|(3.2.5] Per(g) = I. Ademas,

es claro que Per(f) C Iy por tanto, Per(g) = Per(f). Asi, Per(f) = —, [*(X). O

Una demostracion del siguiente teorema puede ser vista en [3 Esta propiedad de

los conjuntos w(z, f) serd util en la demostracion del Teorema(3.2.10}

Teorema 3.2.9. (Teorema 3.8 de@) Sean X una dendritay f: X — X un homeo-
morfismo. Entonces, para todo = € X, w(x, f) es una 0rbita periddica 6 un conjunto

de Cantor.

En el Lema vimos que si f: X — X es equicontinua con X métrico compacto,
entonces para cada x € X ycadan € N, w(z, ) = Q(z, f*). El teorema que sigue

asegura que en dendritas el reciproco de este lema es verdad.

Teorema 3.2.10. Sean X unadendritay f: X — X una funcion continua. Siw(z, f) =

Q(z, f) para todo x € X, entonces f es equicontinua.

Demostracion. Sea I =(,—, f/"(X). Por el Teorema y el Corolario|3.2.8], tene-
mos que Per(f) es conexo y Per(f) = I. Luego, I es una dendrita (Teorema(1.2.16)) y
flr : I — I es un homeomorfismo por el Lema|3.2.3| Por el Teorema[3.2.9, w(p, f) es

totalmente disconexo paracadap € I.Seanx € Xy y € w(x, f), entonces y € [ ya

2 G. ACOSTA, P. ESLAMI y L. OVERSTEEGEN. “On open maps between dendrites”. En: Houston
J. Math. 33 (2007), pags. 753-770.
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que w(z, f) C I para cada = € X. Luego, w(y, f) es totalmente disconexo y ademas,
por el Lema[3.2.4w(x, f) = w(y, f). Asi, w(zx, f) = Q(x, f) es totalmente disconexo y

concluimos, por el Teorema([3.2.2, que f es equicontinua. O

Como consecuencia de las propiedades mostradas antes para dendritas, se tiene el
siguiente teorema que nos da una caracterizacion respecto a la equicontinuidad de

una funciéon f: X — X definida en una dendrita X.

Teorema 3.2.11. Sean X unadendritay f: X — X una funcién continua. Entonces,

son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) wy escontinua y Per(f) =(_, f"(X);
it) w(z, f) = Qz, f) paratodo x € X;
iii) f es equicontinua.

Demostracion. Por el Lema|(3.1.3, tenemos que ¢) implica ii). Por el Teorema|3.2.10
y el Lema|[3.1.4} se tiene la equivalencia entre i7) y iii). Como i7) y iii) son equiva-
lentes, del Teorema y el Corolario [3.2.8|se sigue que ii) implica 7). O

Con el Lema y el teorema anterior, se deduce facilmente el siguiente corolario.

Corolario 3.2.12. Sean X una dendrita y f: X — X una funcion continua. Si

w(z, f) = Qz, f), entonces w(x, f*) = Q(x, f*) para todox € X yn € N.

Por el Teorema [3.2.11], sabemos que en una dendrita la equicontinuidad de la fun-
cidbn f es equivalente a la igualdad de los conjuntos omega limite. Usando este
hecho, el teorema que sigue responde afirmativamente la Pregunta 4.4 planteada

enB

Teorema 3.2.13. Sean X una dendrita y f: X — X una funcion continua y sobre-

yectiva. Si Per(f) es conexo y denso, entonces w(z, f) = Q(z, f) para todo x € X.
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Demostracion. Por el Lema [3.2.3] tenemos que f es un homeomorfismo. Sea z, €
X, entonces es claro que w(xg, f) C Q(xo, ). Supongamos que existe yo € Q(zo, f)\
w(xg, f). Luego, existen sucesiones (z,).en € X y (my)nen C N creciente, tales que
limy, o0 Tp = 2o Y My 00 f™ (2) = yo. COMO yo & w(xg, f) Y w(zo, f) €S compacto,

podemos suponer que lim,, ., [ (zg) = 20, CON 29 € w(xo, f) Y 20 7 Yo-

Afirmacion 3.2.14. Sic € (z,yo), existen sucesiones (¢,)nen € X ¥ (kp)neny € N

tales que lim,,_,o, ¢, = x ¥ f**(c,) = c para cadan € N.

Sea ¢ € (20, v0). COomo lim,,_,o, [ (x0) = 20, lim, o0 " (z,) = yo Y X €S dendrita,
tenemos que existe n; € N tal que ¢ € [ (xp), f™ (z,)] para todo n > n;. Notese
que [f™(zo), f™ (x,)] C f™([xo,xn]), pues f™([xo,z,]) €S una dendrita (Teore-
ma [1.2.16). Asi, para todo n > ny, existe ¢, € [zo,x,] tal que f™(c,) = c. Luego,
tomando k; = m,,,, se tiene que lim; .., ¢; = 79 ¥ f*(¢;) = c para todo i € N.
Asi, como yy ¢ w(xo, f), podemos escoger d € (zy, yo) N (X \w(zo, f)). Por la Afirma-
cion (3.2.14| existen sucesiones (d,,)neny € X Y (kn)nen C N tales que lim,, . d,, =
y f*(d,) = d para cada n € N. Notese que d, ¢ End(X) para todo n € N, pues
como d € (zo,¥,), d ¢ End(X) y por tanto, d € Cut(X) (Teorema[1.2.19). Asi, por ser
f* un homeomorfismo, d,, € Cut(X)y d,, ¢ End(X). Luego, d, € Per(f) para todo
n € N (ver demostracion del Lema[3.2.3). Como d € O(d,, f) para todo n € N, tene-
mos que O(d,, f) = O(d, f) para cada n € Ny de esto se sigue que zo € O(d, f).
Luego, existe k € N tal que f*(zo) = dy d € w(xo, f), lo cual es una contradiccion.
De lo anterior, concluimos que w(z, f) = Q(x, f) para cada = € X.

[

Para dendritas hemos visto antes algunas condiciones que implican la equicontinui-
dad de una funcién. Otra condicién suficiente para la equicontinuidad de una funcién
definida en una dendrita es que todo punto sea periddico, como se evidencia en se-

guida.
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Teorema 3.2.15. Sean X una dendrita 'y f: X — X una funcion continua. Si X =

Per(f), entonces f es equicontinua.

Demostracion. Veamos que w(z, f) = Q(z, f) para cada x € X y con esto, por
el Teorema [3.2.11], podemos concluir que f es equicontinua. Sea = € X, es cla-
ro que w(x, f) C Q(x, f). Ademas, si suponemos que Q(z, f) \ w(z, f) # 0, existe
y € Qx, f)\w(z, f) y sucesiones (z;);en € X, (n;)ieny C N tales que lim; o, z; =2y
lim; o f™(z;) = y. Como x € Per(f), tenemos que w(x, f) = O(z, f) = {z, f(z),..., fF(x)},
para algun £ € N. Como {0,...,k — 1} es finito, podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que para todo i € N, n;, = [ méd k para algan | € {0,...,k — 1}.
Sea z € (f!(z),y). Dado que X es dendrita y lim; .., f"(x;) = y, existe i; € N tal

que z € [fi(x), f(x;)] para cada i > i;. Notese que [f!(z), f™ (x;,)] C friu([z, x:,])

(Teoremas [1.2.16|y [1.2.5). Luego, existe p; € [z,z; ] tal que f™i(p;) = z. Como

z € (fi(x),y) y fl(x) = fa(x), tenemos que p, # z y por tanto, podemos elegir
iy > i, de modo que p; ¢ [x,z;,]. Puesto que [f'(z), ™2 (xy,)] C f2([z, x4,]), existe
po € [z, 1] tal que f™2(py) = 2. De este modo, formamos inductivamente un con-
junto infinito {p; : ¢ € N} de modo que z € O(p;, f) para cada : € N. De esto,
pi € O(z, f) paratodo i € N, lo cual contradice que z € Per(f). Asi, concluimos que

w(z, f) =Qz, f) paracada z € X y f es equicontinua. O

Pregunta 3.2.16. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. ;Si X = Per(f), entonces f es equicontinua?

Con el siguiente ejemplo se puede ver que en i) del Teorema(3.2.11|es necesaria la

hipétesis de que Per(f) =, f"(X).

Ejemplo 3.2.17. SeaY =1 U (., Ar), donde I = [—1,1] x {0} y para cada k € Z

1

{-14+ 2} x [0, ], sik<0.

gl sik>0;
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No es dificil ver que Y es una dendrita (Figura[5) y definase g: Y — Y de modo que:

i) g es un homeomorfismo;

i) g(I) =1y,

iii) paratodok € Z, gla,: Arx — Ar+1 €S un homeomorfismo.
Se tiene que Fix(g) = {(—1,0),(1,0)}. Sean X =Y/I, q: Y — X la funcion cociente
yp = q(I). Es sencillo verificar que X es una dendrita (Figura[5). Ademas, tomando
f: X — X de modo que qo g = f oq, se tiene que f es un homeomorfismo y f no

es equicontinua. También, Per(f) = {p} y w(x, f) = {p} para cada x € X. De esto,

wy es continua, pero Q(p, f) = X.

Figura 5. Dendritas Y y X en el Ejemplo(3.2.17

Ap q(Ap)

A Ay

q(A_y) q(A;)

| . qm_éémz)
O

Teorema 3.2.18. Sean X una dendrita 'y f: X — X un homeomorfismo. Si w; es

continua y X \ Per(f) # 0, entonces f™(W)NW = (), para cada componente W de

X \ Per(f) y cadan € N. Ademas, w(z, f) C Per(f) para todo z € X.

Demostracion. Sea W una componente de X \ Per(f) y supongamos que existe m €

N tal que f™(W)NW # (. Por ser f un homeomorfismo, se tiene que f(Per(f)) =

Per(f) y f*(W) es una componente de X \ Per(f) para cada k£ € N. Por tanto,

f™(W) = W. Consideremos g|: W — W. Entonces, g es un homeomorfismo y W
es una dendrita (Teorema [1.2.16). Luego, por el Teorema [1.2.22} Fix(g) # 0.Como
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W N Per(f) = 0, Fix(g) € W\ Wy por el Teorema(1.2.19} se sigue que Fix(g) C

End (V).

Por el Lema 3.5 de @ |Fix(g)| > 2. Sean w,y, € Fix(¢g) N End(W) con zy # yo ¥
« el Unico arco en W que une z; y 1. Puesto que W es una dendrita y ¢ es un
homeomorfismo, tenemos que g(a) = a. Como Fix(g) C End(WW), tenemos ademas
que (a\ {zo,y0}) NFix(g) = (. Notese que para todo = € o \ {zg, 40} Se cumple que
limy oo f¥(2) = 20 0 limy oo f¥(x) = yo. Por ser a un arco y Fix(g) Na = {xo, 40},
se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que lim,_,., ¢*(z) = x, para cada
r € a\ {ro,yo}. Luego w(x,g) = {xo} y por tanto, w(z, f) = w(xe, f) para todo
x € a\ {zo, yo}. Asi, por la continuidad de wy, w(zo, f) = w(yo, f). Veamos que esto
no es posible.

Sim = 1, tenemos que f(W) = Wy x,yo € Fix(f), de donde w(xg, f) # w(yo, f)-
Supongamos que m > 1y f*(W)nN W = () para todo k < m. Como z, € Per(f),
w(zg, f) = O(xy, f) y por ende, existe k; € {1,...,m—1} tal que f* (zo) = yo. Nétese
que a, f(a),..., f™ («) son arcos distintos tales que : Si f%(a) N f'(a) # 0 para
k # 1, entonces | f*(a) N fi(a)| = 1y fF(a) N fia) C O(xy, f). De esto, a N fF(a) =
{f*(z9)}. No es dificil ver que existen ki, ks, ..., k, tales que f*(a) N fr+i(a) =
{f¥(x0)} y an ff(a) = {x0}. Luego, a, f¥(a),..., f*(a) es una curva cerrada
simple, lo cual contradice que X es una dendrita. Concluimos asi que [ (W)NW = ()
para todo m € N.

Finalmente, supongamos que w(z, f) N (X \ Per(f)) # 0 para algin = € X. Sean
y € w(z, f) N (X \ Per(f)) y W la componente de X \ Per(f) que contiene a y. Por la
conexidad local de X, tenemos que W es abierto y por tanto, existen m,n € N tales
que m—n>0y f"(z), f"(z) € W.Luego f"~"(f"(x)) = f"(x)y [ (W)NW # 0,

que contradice lo probado anteriormente. Por tanto, w(z, f) C Per(f) para todo x €
X. ]

Ahora, se define el odémetro o maquina sumadora en el conjunto de Cantor {0, 1}.
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Sea h: {0,1} — {0,1}" definida del siguiente modo: Si (z;);eny € {0,1}" es de
valor constante 1, entonces h((x;);cn) €S la sucesion constante de valor 0. En caso
contrario, llamando m = min{: € N: z; = 0}, h((x;)ien) = (vi)ien, donde para cada
1eN

0, sii<m;

Yi 1, sii=m;

i, Sii>m.
\

Algunas propiedades conocidas sobre la funcién h son las siguientes (ver [%): h es
un homeomorfismo, Per(h) = 0 y w(p,h) = {0,1}" para todo p € {0, 1}". Ademas,
para ¢ = (c1,...,¢,) € {0,1}"y [c] = {(z:)ieny € {0,1}N : 2, = ¢; paratodoi €
{1,...,n}}, es facil ver que dados i,j € {1,...,2"} coni # j, h'([c]) N RI([c]) =Dy
{0, 1} = Uf; hi([c]). De lo dicho antes, se sigue que / es una funcién equicontinua.
Se dice que un continuo es hereditariamente unicoherente si la interseccién de cua-
lesquiera dos subcontinuos es un conjunto conexo. Es sencillo verificar que un con-
tinuo de Peano es una dendrita si, y solo si, es hereditariamente unicoherente.

Un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente. Un aba-
nico es un dendroide con un Unico punto de ramificacién. De lo anterior, es claro
que toda dendrita es un dendroide y en el ejemplo que se presenta a continuacién

vemos que el Teorema|(3.2.11|no es valido en general para un dendroide.

Ejemplo 3.2.19. Sean X = ({0,1}" x [0,1])/({0, 1} x {1}) el abanico de Cantor
(ver Figura[6), p la unica clase no degenerada de X y h el odémetro o maquina

sumadora, como se definié antes. Definamos f: X — X como sigue:

13 J. BANKS. “Chaos for induced hyperspace maps”. En: Chaos, Solitons and Fractals 25 (2005),
pags. 681-685.
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22 Sia = p;

(h((zi)ien), 1), Sia = ((7i)ien,t) yt €[0,1).

fla) =

En este caso, tenemos que f es un homeomorfismo con Per(f) = {p} y ademas,

por la equicontinuidad de h, f es equicontinua.

Figura 6. Abanico de Cantor

En el siguiente ejemplo mostramos una dendrita X y un homeomorfismo f: X — X
tal que f es equicontinua y Per(f) # () —, f"(X).

Ejemplo 3.2.20. SeanY = {0,1}" x [0,1] el cilindro del conjunto de Cantor, h el
odoémetro o maquina sumadora y g: Y — Y dada por g((x;)ien,t) = (h((x;)ien), t)
para cada (x;);en € {0,1} y cadat € [0,1]. Dados (z,s), (y,t) € Y, definimos la
relacion de equivalencia (z,s) ~ (y,t) si, y solo si, s =t y:

1. Sit € [1,1], entonces (z, s) ~ (y,t) para todo z,y € {0,1}"

2. Sit € |45, 1<) para algin n € N, entonces (z, s) ~ (y,t) si existe ¢ € {0,1}"

tal que z,y € [c].

Tenemos que la relacion ~ genera una particion semicontinua superiormente en'y’

y por tanto, por el Teorema 3.10 de H X =Y/ ~ es un continuo. En la Figura @
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puede verse la dendrita X definida antes, conocida como dendrita de Gehmann.
Seaq: Y — X =Y/ ~ la funcién cociente asociada a ~. Sabemos que h: {0,1} —
{0, 1} es equicontinua y ademas, dado c = (cy, ..., c,) € {0,1}*, hi([c]) N hi([c]) = 0
parai # j coni,j € {1,...,2"}. De esto, se puede definir f: X — X tal que
foq = qog con f equicontinua. Notemos que para esta funcion f, se tiene que

Per(f) = {0, 1}" x {1} # X = Per(f) = ;2 f"(X).

Figura 7. Dendrita de Gehmann
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