ESPACIOS Y CONVERGENCIA DE
CONJUNTOS DIFUSOS

Nicolas Caceres Moreno

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Bucaramanga
2006



FOPAUORIUNTOS Pivteog+ P*

Nicolas Caceres Moreno

Trabajo de grado presentado como
requisito parcial para optar al titulo de

Licenciado en Matemdticas

Director
Dr. Elder Jests Villamizar Roa

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Licenciatura en Matematicas

Bucaramanga
2006



A las tres mujeres mds importantes y especiales de mi vida:

A mi madre,
A mi abuela y

Adriana.



Agradecimientos

Agradezco muy especialmente a:

A Dios.

A la profesora Rosalba Osorio, quien con su carino, esfuerzo, amor y compren-
sion me impulso a seguir adelante.

Al profesor Elder J. Villamizar, por su colaboracion, por su apoyo incondicio-
nal, su paciencia y su acertada orientacion en el desarrollo de ésta monografia.

Al profesor Edilberto Reyes, porque fué uno de los mayores aportes en mi
formacion tanto académica como personal.

Al profesor Marko Rojas M., por su valiosa colaboracion, aportes y comentarios
que me permitieron desarrollar satisfactoriamente ésta monografia.

A mis hermanos, quienes han compartido conmigo buenos y malos momentos
durante mi vida.



TITLE: SPACES AND CONVERGENCE OF FUZZY SETS!
AUTHOR: Nicolas Caceres Moreno?

KEY WORDS: Fuzzy sets; Convergence; Metric spaces; Hausdorff metric; D, L, h and
I'-convergence.

DESCRIPTION

The theory of fuzzy sets was suggested by the professor Lofti Asker Zadeh in his article
“Fuzzy Sets” in 1965. The aim of the theory is to work with the imprecision and the uncer-
tainty of the information which describe some phenomena that we find in the universe. There
have been formulated many articles about the development of the theory since 1965. That's
how the professor Marko Rojas Medar, professor of the University of Campinas, SP-Brazil,
published an article called “On the equivalence of convergence of fuzzy sets” and he does,
later, a work called “Analisis Fuzzy Multivoco”. This work is the most important topic of this
monography.

The following work is divided into four chapters. In the first one, there is a presentation of the
most important tools to develop this work as concepts related to the metric spaces, Kura-
towski’s convergence and Hausdorff metric. In the second one, it can be found the essential
part of the theory of fuzzy sets, where are presented, the theoretical concepts, definitions,
connections between fuzzy sets and crisp sets, operations, properties and, representations
of these sets. In third one, some kind of convergence are defined about the space X" of the
fuzzy sets on R™ and its interrelations. Finally, It will be done a brief remark of the applications
about the theory of fuzzy sets in different fields. The main aim is to have a first approximation
as well analysis of fuzzy sets as to its convergence; therefore, to try to give a first step in
the communication of this theory between the community interested in the subject. In each
chapter, we find a determined number of examples, which are proposed for to join and to
obtain a better understanding of the concepts and theorems presented here.
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DESCRIPCION

La teoria de conjuntos difusos es una teoria originada en 1965 por el profesor Lofti Asker
Zadeh en su articulo “Fuzzy Sets”. El objetivo de esta teoria es trabajar con la imprecision y
la incertidumbre de la informacion que describen ciertos fenébmenos que encontramos en el
universo. A Partir de ese momento, se han formulado infinidad de articulos y aportes en el
avance de la Teoria difusa. Es asi, como en 1996 el profesor Marko Rojas Medar, profesor
de la Universidad de Campinas, SP-Brasil, publica un articulo titulado “On the equivalence
of convergences of fuzzy sets” y realiza posteriormente un trabajo llamado “Andlisis Fuzzy
Multivoco”. Este trabajo es la principal fuente de estudio de la presente monografia.

El presente trabajo de grado esta dividido en cuatro capitulos. En el primero, se hace una
presentacién de las principales herramientas para el desarrollo del trabajo como lo son los
conceptos relacionados a los espacios métricos, convergencia de Kuratowski y la métrica
de Hausdorff entre otros. En el segundo capitulo se presenta la parte esencial de la teoria
de conjuntos difusos, introduciendo los conceptos teoricos, definiciones, conexiones entre
conjuntos difusos y conjuntos clasicos, operaciones y propiedades entre otros aspectos. En
el tercer capitulo se definen varios tipos de convergencia sobre el espacio X" de conjuntos
difusos compactos sobre R"™ y sus interrelaciones. Y por Ultimo en el cuarto capitulo se hara
un breve comentario de algunas de las aplicaciones generales de la teoria de conjuntos
difusos en diferentes campos. El principal objetivo es hacer una primera aproximacion tanto
al andlisis de conjuntos difusos como a su convergencia; por lo tanto, se trata de un primer
paso en la divulgacion de esta teoria entre la comunidad interesada en el tema. En cada
capitulo se encontrara un determinado niumero de ejemplos, los cuales son propuestos para
enlazar y lograr un mejor entendimiento de los conceptos y teoremas alli presentados.
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Introduccién

La mayoria de los fenémenos que encontramos cada dia son imprecisos, es decir, tienen
implicito un cierto grado de incertidumbre en la descripciéon de su naturaleza. Esta
imprecision puede estar asociada con su forma, posicién, momento, color o incluso
en el lenguaje que describe lo que son. En muchos casos el mismo concepto puede
tener diferentes grados de imprecision en diferentes contextos o tiempo. Este tipo de
imprecision asociado continuamente a los fendémenos es comun en todos los campos de
estudio: sociologia, fisica, biologia, ingenierias, etc.

A pesar de las incertezas de los conceptos subjetivos que utilizamos en nuestro cotidiano,
esos conceptos son transmitidos y comprendidos desde un punto lingiiistico entre los
interlocutores. Es natural, por ejemplo, la utilizaciéon de expresiones como “Juan es
obeso”, “Maria es vieja”, etc. Sin embargo, siendo términos altamente utilizados, han
permanecido fuera de la formalidad matemaética tradicional.

Por ejemplo, si queremos formalizar matematicamente el conjunto que representa “las
personas altas”, podriamos pensar primeramente en un formalismo desde un punto de
vista “clasico”, distinguiendo a partir de que valor (altura) un individuo es considerado
alto, por ejemplo, diciendo que un individuo es alto si tiene més de 1,80 m. Esta vision
implica que una persona con 1,79 m de estatura no es considerada alta. El segundo
punto de vista, menos convencional, es dado de manera que todos los individuos son
considerados altos con mas o menos intensidad, permitiendo la existencia de elementos
que pertenecieran més a la clase de las personas altas, que otras.

Fue a través de desafios como este, donde la propiedad que define el conjunto es
subjetiva, que surge la teoria difusa introducida por Lofti Asker Zadeh en 1965,
publicando su articulo “Fuzzy sets” (ver [20]).
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Probablemente cuando oimos por primera vez términos como “teoria difusa”, “conjunto
difuso”, “analisis difuso”, tengamos una inmediata reacciéon acerca del significado de
dichas expresiones: debe ser algo “poco claro”, muy “borroso” o quizas “es confuso”. Sin
embargo, la paradoja de su nombre no ha sido un obstaculo para su amplisimo desarrollo
tanto tedrico como practico. En otras palabras, no hay nada difuso en la teoria difusa,
y por el contrario el futuro es cada dia mds borroso.

En esta monografia pretendemos hacer una primera aproximacion tanto al analisis de
conjuntos difusos como a su convergencia; por lo tanto, se trata de un primer paso
entorno a la divulgacion de esta teoria entre la comunidad interesada en el tema y
buscando poder ampliar estos estudios en un futuro inmediato.

Vale la pena comentarle al lector que no entra dentro de los objetivos de la monografia
profundizar en el tema de las aplicaciones de la teoria difusa, pero si nos parece de
suma importancia hacer un breve comentario de su uso y orientandolo en la bisqueda
de mayor informacion en las referencias alli descritas.

El presente trabajo se encuentra organizado en cuatro capitulos de la siguiente
manera: En la primera parte de la monografia presentaremos las principales herra-
mientas para el desarrollo del trabajo. Iniciamos dando un breve resumen sobre las
principales definiciones y teoremas relacionados a los espacios métricos, y posterior-
mente haremos un corto analisis sobre los aspectos basicos relativos a la convergencia
de Kuratowski, métrica de Hausdorff y espacios de conjuntos convexos.

En el segundo capitulo presentaremos la parte esencial de la teoria de conjuntos difu-
sos, introduciendo los fundamentos teéricos, definiciones y ejemplos de conjuntos difu-
sos, conexiones entre conjuntos clasicos y conjuntos difusos, operaciones, propiedades y
representacion de estos conjuntos, entre otros aspectos.

En el tercer capitulo definiremos varios tipos de convergencia sobre el espacio K" de
conjuntos difusos compactos sobre R", y analizaremos sus interrelaciones.

Y por dltimo, en el cuarto capitulo comentaremos algunas de las aplicaciones gene-
rales de la teoria de conjuntos difusos en diversos campos tales como la medicina, la
ingeniaria mecanica y la ingenieria civil, entre otras.



CAPITULO 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar las principales herramientas imprescindibles
para el desarrollo del trabajo. Iniciamos dando un breve resumen sobre las principales
definiciones y teoremas relacionados a los espacios métricos, y posteriormente haremos
un corto analisis sobre los aspectos basicos relativos a la convergencia de Kuratowski,
la métrica de Hausdorff y los espacios de conjuntos convexos.

1.1. Espacios métricos

Definicion 1.1. Una métrica sobre un conjunto X es wuna funcion
d : X xX — R que asocia a cada par ordenado de elementos xz,y € X un
nimero real d(z,y), llamado distancia de x a y, de modo que sean satisfechas las
sigutentes condiciones para cualesquiera x,y, z € X.

a) d(z,x)=0;

b) Si x # vy entonces d(z,y) > 0;
c) d(z,y) = d(y,»);

d) d(z,z) <d(z,y)+d(y, 2).

Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto y d es una métrica
en X.



Ejemplo 1.2. Consideremos el espacio X = R" y la métrica d,, en R" definida por

o=/ (o1 = g + -+ (n — ),

donde © = (x1,...,2,),y = (Y1,---,yn) € R". La pareja (X,d,) = (R",d,) es un
espacio métrico. La métrica d,, es llamada métrica euclidiana.

Definiciéon 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico, a € X, € > 0. Se define:
B(a,e) = {zr € X|d(a,z) < e}
como la bola con centro en a y radio €.

Definicion 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico, S C X, a € X. Se dice que a es un
punto interior de S si, y solamente si existe ¢ > 0 tal que B(a;e) C S.

El conjunto de todos los puntos interiores de un conjunto S se denomina interior de S,
y se denota por int S ¢ S°.

Definicion 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico, S C X, a € X. Se dice que a es un
punto de adherencia de S si, y solamente si para todo € > 0, B(a;e) NS # (.

El conjunto de todos los puntos adherentes de un conjunto S se llama adherencia,
cerradura o clausura de S y se denota por S.

Definicion 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico, S C X, a € X. Se dice que a es un
punto de acumulacion de S si, y solamente si para todo e > 0, (B(a;e)—{a})NS # 0.
El conjunto de todos los puntos de acumulacion de S se llama derivado de S, y se denota
por S'.

Definicion 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico y S C X. Se dice que S es abierto si
cotncide con su interior, esto es:

S es abierto & S = S°.

Definicion 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico y S C X. Se dice que S es cerrado si
cotncide con su clausura, esto es:

S es cerrado < S = S.

Definicién 1.9. Sea (X, d) un espacio métrico y S C X. Se dice que S es acotado si,
y solamente si ezxisten a € X, e > 0 tales que S C B(a;¢).

Definicion 1.10. Se dice que una coleccion A de subconjuntos de un espacio métrico
X es un cubrimiento de X, si la union de los elementos de A contiene a X.

Se dice que A es un cubrimiento abierto de X si los conjuntos de la coleccion A son
abiertos y A cubre a X.

Definicion 1.11. Se dice que un espacio métrico X es compacto si de cada
cubrimiento abierto A de X podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre

X.



Un resultado fundamentalmente muy conocido es el siguiente:

Proposicion 1.12. A es un subconjunto compacto de R™ con la métrica euclidiana si
y solo si A es cerrado y acotado.

Ejemplo 1.13. La recta real R no es compacta, pues el cubrimiento de R por intervalos
abiertos

A={(n,n+2)| neZ},
no contiene ninguna subcoleccion finita que cubra R.
Ejemplo 1.14. El subconjunto X de R dado por:
X ={0}u{l/n|neZi}, escompacto.

De hecho, dado un cubrimiento abierto A de X, existe un elemento U de A que contiene
al 0. El conjunto U contiene a todos los puntos de la forma 1/n excepto a un nimero
finito de ellos; elijamos para cada uno de estos puntos que no estdn en U, un elemento
de A que los contenga. La coleccion de estos elementos de A, junto con el propio U, es
una coleccion finita de A que cubre X.

Definicion 1.15. Se dice que una sucesion (x,) converge a x en X si para cualquier
e >0 eziste K € N tal que d(x,,x) < € para todon > K.

Definiciéon 1.16. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que una sucesion (x,) en X
es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe ng € N tal que d(z,, x,) < €
para todo n,m > ny.

Definiciéon 1.17. Se dice que un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion
de Cauchy en X converge a un punto de X.

En lo que sigue usaremos principalmente los siguientes espacios de subconjuntos no
vacios de R™:

i) KR")={ACR"| A#0, A compacto};
i) KC(R")={ACR"| A#(, A compacto-convexo}.

Recordemos también que:

a) A C R™ es convexo si y solo si para todo ay,as € Ay para todo A € [0, 1] el punto
a=Aa; + (1 = XNa
es también un punto de A.
b) La envoltura convexa de A es el conjunto

coA={x eR" |z =X a1+ (1 — Nag, aj,a3 € A, X €[0,1]}.
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a) Conjunto A no convezo. b) Envoltura convera de A.

Fig. 1. Ilustracion de la envoltura convexa en R2.

Puesto que, como se sabe, la interseccion de conjuntos convexos es convexa, v coA es
la interseccion de todos los subconjuntos convexos que contienen a A, se tiene que coA
es un conjunto convexo.

Es claro que: A C coA = co(coA). Ademaés, no es dificil probar la siguiente proposicion.

Proposicion 1.18. Sea A C R™. Entonces,

i) Si A es convexo entonces coA = A.
it) Si A es cerrado entonces coA es cerrado.
i11) Si A es compacto entonces coA es compacto.

Definicion 1.19. Si A, B son subconjuntos no vacios de R™ y A € R, se define:

A+B = {a+blac A be B},
M = {Xa|a€ A}

De la Proposicion 1.18, K (R™) y KC(R™) son cerrados bajo estas operaciones de adicion
y producto por escalar.

Definicion 1.20. Un subconjunto S de un espacio métrico X se dice denso en X
cuando S = X.

Definicion 1.21. Un espacio métrico X es separable si X contiene un subconjunto
denso y enumerable. En otras palabras, X es separable si y solo si existe un subconjunto
enumerable A de X tal que la clausura de A es todo el espacio X, es decir, A =X.

Ejemplo 1.22. La recta real R con la métrica ordinaria es un espacio separable, porque
el subconjunto Q de los nimeros racionales es enumerable y denso, es decir, Q = R.



Definicion 1.23. Se dice que una coleccion B de abiertos de un espacio métrico X es
llamada una base cuando todo abierto A C X se expresa como una reunion A = UB)
de conjuntos By € B.

Ejemplo 1.24. Todo subconjunto A de un espacio métrico separable X es separable.
En efecto, si B es una base enumerable de X, las intersecciones BN A, B € B,
constituyen una base (enumerable) de A.

Notemos que todo abierto en A es de la forma M N A, con M abierto en X. Tenemos
M =U,B,, B, €8, luego MNA=U,(B,NA).

Definiciéon 1.25. Sea M, N espacios métricos. Una aplicacion f: M — N es llamada
una inmersion isométrica cuando d(f(x), f(y)) = d(z,y) para cualesquiera x,y €
M. En este caso, diremos que [ preserva distancias.

Una inmersion isométrica f : M — N es siempre inyectiva, pues si f(z) = f(y) entonces
d(z,y) = d(f(z), f(y)) = 0, y por lo tanto = = y.

Definicion 1.26. Una isometria es una inmersion isométrica sobreyectiva. Toda in-
mersion isométrica f : M — N define una isometria de M sobre un subespacio
f(M)CN.

Ejemplo 1.27. Todo espacio métrico M = (M, d) puede ser inmerso isométricamente
es un espacio vectorial normado. (ver [12] pdg. 20)

1.2. Convergencia de Kuratowski

En esta parte de la monografia introduciremos la nociéon de convergencia de Kuratowski,
nocion relevante para el desarrollo del trabajo.

Definicion 1.28. Sea (A,)pen una sucesion de subconjuntos de R™. Entonces:
i) Un punto x € R™ es un punto de acumulacion de (A,) si para todo V = B(x,¢),
existe po € N tal que A, NV # 0, para todo p > py.

ii) Un punto x € R™ es un punto adherente de (A,) si para todo p € N y para todo
V = B(x,¢), existe ¢ > p tal que A,NV # 0.

i) liminf A, = {z € R" | x es un punto de acumulacion de (A,)}.
w) limsup A, = {z € R" | z es un punto adherente de (A,)}.

v) Si liminf A, = limsupA, = A, entonces decimos que A es el limite
(en el sentido Kuratowski) de la sucesion (A,) y, en este caso, escribimos

lim A, = A (o bien, A, £, A).



Observacion 1.29. Puede probarse que tanto liminf A,, como limsup A, son
conguntos cerrados (ver [4], [18]).

Observacion 1.30. Una caracterizacion del liminf y limsup (ver [1]) estd dada por,

liminf A, = G Lﬁ Ayl limsup 4, = ﬁ L[j A,

m=1 =m m=1

Proposicion 1.31. [18]| Los limites de Kuratowski verifican las siguientes propiedades:

i) liminf A, C limsup A;

it) liminf A, = lim inf Zp y limsup A, = limsup Zp, en donde Z,, denota la clausura
de A, en R™;

wi) iminf A, = {x e R" | x = lim,, .« ), z, € A, };
w) limsup A, = {z € R" | v = limg 00 Ty, Tp, € Ap, }-
Ejemplo 1.32. St A, = A, para todo p € N, entonces lim A, = A.

Ejemplo 1.33. En R" sea A, = B(0,p), para todo p € N.
Six € R" yV es cualquier vecindad de x, entonces es claro que existe un py € N tal
que A, NV # 0 para todo p > po. En consecuencia, vemos que lim A, = R".

Ejemplo 1.34. En R sea:

A [1/p,+o0], si p es par,
P [—oo,—1/p], si p es impar.

En este caso, no es dificil ver que:

liminf A, = {0},
limsup A4, = R.

Esto significa que la sucesion (A,) no converge en el sentido Kuratowski.

Ejemplo 1.35. Suponga que (x,) es una sucesion en R"™. Entonces,

limz, = 2o <= {z,} %, {z0}.



1.3. Meétrica de Hausdorff sobre K(R")

Definicion 1.36. Sobre la clase K(R") de subconjuntos compactos no vacios de R™,
podemos definir la siguiente métrica (llamada la métrica de Hausdorff):

H(A,B)=inf{e >0| AC N(B,e) y BC N(A,¢)},
en donde

N(Aje) ={z e R" | d(z,A) <&} y  d(z,A) = f{d(z,a)}.

acA
Observacion 1.37. Una definicion equivalente para H es,
H(A, B) = méx {sup{d(a, B)}, sup{d(b, A)}} .
acA beB
Ejemplo 1.38. Consideremos el espacio métrico (R, dy) (ver ejemplo 1.2). Sean:

A={1/n|neN}u{0}, B=10,1. Calculamos H(A, B).
Para hallar H(A, B) debemos calcular sup{d(a, B)} y sup{d(b, A)}.
beB

acA

i) Como A C B entonces sup{d(a, B)} = 0.

acA
1
it) Por otro lado, sup{d(b, A)} = 7

beB

Por lo tanto se tiene que H(A, B) = max{0, 1/4} =1/4.

3/4
I T 11 I I I
1 1
4 2

Ejemplo 1.39. Consideremos el espacio métrico (R?,dy) (ver ejemplo 1.2). Sean:
A=10,1] x[0,1], B=13,5]x[0,2]. Calculamos H(A, B).




No es dificil ver que sup{d(a,B)} =3 y sup{d(b, A)} = 4; luego se tiene que,
acA beB

H(A, B) = méx{3, 4} = 4.

Definicion 1.40. Decimos que una sucesion (A,) de compactos no vacios converge a un

compacto A € K(R") en la métrica de Hausdorff (notacion: A, A, A), siH(A,, A) — 0,
cuando p — Q.

Teorema 1.41. (K(R"), H) es un espacio métrico completo.
Demostracion. Sea (A,) una sucesion de Cauchy en (K (R™), H). Probaremos que:

i) A=0p, [UispAi] # 0,
i) A, 5 A

En efecto, sea ¢ > 0. Entonces, para cada k € N existe py tal que si p,q > p, se
tiene H(A,, A;) < 27%e. Sea (r;) una sucesion estrictamente creciente en N tal que
ry > pr, para todo k.

Sea x1 € A,,. Supongamos ahora que hemos escogido x1, s, ...,z tales que z; € A,
v, ademas d(z;,x;41) < 2%, parai=1,2,...,k — 1. Entonces zy es elegido en 4,, |
de modo que se verifique d(z, 2441) < 27 *FHDe,

Observemos que x; existe, pues

d(zp, Ay, ) < H(A, A,y ) < 270,

Tk+1

No es dificil ver que (z;) es una sucesion de Cauchy en R”, luego existe x € R™ tal que
x — x. Ademas, es claro que x € A, lo que prueba 7).

Por otra parte tenemos que

k-1

d(x,z,) = khigo d(xg, 1) < IJLIEOZd(xHI,xi) <e.
i=1

Asi, para todo r;y > p; y para todo z; € A,,, podemos construir un x € A tal que
d(x,z1) < e. Es decir, A,, C N(A,¢), para todo r; > p;.
Mostraremos ahora que A C N(A,,¢), para todo p > p;.

En efecto, sabemos que H(A,, A,) < €/2, para todo p,q > p;. Si * € A entonces
r € Upsp, A,. Por lo tanto, existe ¢ > p; e y € A, con d(z,y) < /2. Finalmente, si
p > p1, tenemos que

d(z,Ay) <d(z,A)) +d(A,, Ap) < e.



Por lo tanto, A C N(A,,¢), para todo p > p.
Esto nos muestra que H(A,, A) — 0, cuando p — o0, lo que prueba ).
Solo resta probar que A € K(R").

Como A es una interseccion de cerrados, entonces A es cerrado.

Sea ¢ > 0. Entonces H(A,, A) < /2 para todo p > py.

En particular, tenemos que A C N(A,,,e/2). Ahora bien, como A, es compacto
entonces es acotado, luego debe existir un conjunto finito F' tal que A,, C N(F,e/2),
lo que implica que A C N(F,¢) y, por lo tanto, A es también acotado.

Concluimos entonces que A es un conjunto compacto, lo que prueba el teorema.

m
Teorema 1.42. [7] (K(R"), H) es un espacio métrico separable.
Demostracion. Sabemos que Q" es denso en R”™.
Ahora, sea § el conjunto de todos los conjuntos finitos de la forma {z;,,...,; }, con

Ty, c Qn
Entonces es claro que § es un subconjunto enumerable de K (R™).

Ahora bien, sea A € K(R™) y € > 0 dado. Como A es un conjunto compacto, entonces
es acotado, de modo que existen y;,,...,y;, en R” tales que A € N({yi,,---,¥i, },€/2).
Por la densidad de Q" en R" podemos hallar elementos x;,,...,z;, en Q" tales que
d(xi,, yi,) < €/2, paratodok =1,...,p. Entonces es claro que A C N({x;,,..., 25, },¢€).

Por dltimo, podemos suponer también que {z;,...,z;,} € N(A,¢c), pues en caso
contrario debe existir xy € {x;,...,7;,} tal que d(zg,A) > ¢, lo que implicaria
AN B(xg,e) = (. En tal caso, el conjunto {z;,...,x;, }\{zo} sigue siendo finito y
posee aun la propiedad de que A € N({z;,,...,x;, }\{zo},¢).

Esto nos muestra que H (A, {z;,,...,x;,}) < €, lo que prueba que § es denso en K (R"),
completando la demostracion del teorema.

O
Ejemplo 1.43. No es dificil ver que si (x,) es una sucesion en R, entonces
lfma, = zo <= {z,} > {z0}.
Ejemplo 1.44. En R considere la siguiente sucesion de compactos:

P st p es impar.

A _{ {0.1/p}, si pes par,
{0,p},



Entonces, por una parte tenemos que
liminf A, = limsup A4, = {0},

es decir,

lim A, = {0}.
Sin embargo, puede verificarse facilmente que H(A,,{0}) - 0.
En consecuencia (A,) no converge a {0} en la métrica de Hausdorff.
De este tltimo ejemplo podemos concluir que la convergencia en el sentido de

Kuratowski y la convergencia inducida por la métrica de Hausdorff sobre K(R™) no
son equivalentes.

No obstante, se prueba el siguiente importante resultado (ver [4], [7]).

Teorema 1.45. Sea A, una sucesion en K(R"™) y supongase que existe K € K(R"™) tal
que A, C K, para todo p. Entonces,

A, 5 A—=4%L A

Recordemos que en tal caso

A= [UispAi] # 0,
lo que confirma que cuando el limite existe, ese limite es un conjunto cerrado.

Observemos que las condiciones del Teorema 1.45 no son satisfechas por la sucesion
analizada en el Ejemplo 1.44.

Teorema 1.46. Sea X € K(R") y consideremos el espacio
KX)={Ae K(R")| AC X}.
Entonces K(X) es compacto en K(R™).

Otras propiedades de H sobre K (R™) son las siguientes (ver [2], [7]).
Proposicion 1.47. Para cualesquiera A, B,C, D € K(R™) y todo A € RT se tiene que:

i) HAA,AB) = AH (A, B) (homogeneidad);
it) HA+C,B+ C) = H(A, B) (invariancia por traslacion);
i11) H(coA,coB) < H(A, B);

(

w) H(A+ B,C+ D) < H(A,C)+ H(B, D).



1.4. Espacios de conjuntos convexos

1.4.1. El espacio KC(R")

Un subespacio de subconjuntos de R™ bastante interesante para nuestro estudio lo

constituye la clase
KC[R") ={A e K(R") | A convezo}

de subconjuntos compactos-convexos de R", los cuales tienen importantes aplicaciones,
especialmente en el campo de la teoria de optimizacion (ver [16]).

Una propiedad topologica importante de este espacio es la siguiente:
Teorema 1.48. (KC(R™), H) es un subespacio cerrado de (K(R"™), H).
Demostracion. Sea A, una sucesion en K C(R") convergiendo a A € K (R"). Entonces
tenemos que H (A, coA) < H(A, A,) + H(A,, coA), para todo p.
Por otra parte H(Ay, coA) = H(coA,, coA) < H(Ap, A), es decir,
H(A,coA) <2H(A,, A), Vp.

Como H(A,, A) — 0 cuando p — oo, obtenemos que A = coA.

O
El siguiente resultado de compacidad, es conocido como el Teorema de Seleccion de
Blaschke.
Teorema 1.49. Si X € K(R") y (4,) € X es una sucesion en KC(R"), entonces
existe una subsucesion (Ay,) convergente en KC(R™).
Demostracion. Por Teorema 1.46 sabemos que K (X) es compacto, y por lo tanto
(A,) debe poseer una subsucesion (A,,) convergente en K(X) C K(R").

Mas atn, por Teorema 1.48 tenemos que si A = lim A,,, entonces A debe ser un sub-
conjunto convexo de X.

[]



CAPITULO 2

Espacios de conjuntos difusos

La nocion de conjuntos difusos, introducida por Zadeh [20] en 1965, extiende aquella
nocion de conjunto clasico en el sentido de que la relacion de pertenencia de un elemento
a un conjunto deja de ser una relaciéon dicotémica, esto es, que para un subconjunto
A de un conjunto universal X, dado un elemento x € X, tenemos apenas dos posibi-
lidades, a saber, x € A 6 © ¢ A. Por ejemplo, sabemos que el nimero 9 pertenece al
conjunto de los niimeros impares y que el nimero 2 no pertenece a este mismo conjunto.
No obstante, podemos discordar en relacion al hecho de si el niimero 10 pertenece o
no al conjunto de los niimeros naturales “pequenos”. En este caso la respuesta no es
objetiva. El grado de pertenencia dependera del tipo de problema al cual estemos ha-
ciendo referencia. Ejemplos como este hacen parte de las innumerables situaciones en
las cuales el significado de pertenencia no esta definido, y por tanto no sabemos decir
si un determinado elemento pertenece o no a un conjunto dado.

La idea de Zadeh fue flexibilizar la pertenencia de elementos a los conjuntos creando
la nocion de “grado de pertenencia’, y asi, un elemento puede pertenecer parcialmente
a un conjunto dado. Volviendo al conjunto de los niimeros naturales “pequenos”, po-
demos decir que el nimero 1 tiene un grado de pertenencia mayor que el grado de
pertenencia del ntimero 10 al conjunto. Para modelar matematicamente un conjunto,
Zadeh introdujo el concepto de conjunto difuso.

El principal objetivo de este capitulo serd introducir los fundamentos teéricos de la
Teoria de conjuntos difusos, definicion y ejemplos de conjuntos difusos, conexiones entre
conjuntos clésicos y conjuntos difusos, operaciones, propiedades y representacion de
estos conjuntos, entre otros aspectos.
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2.1. Conjuntos difusos

Hay varias formas mediante las cuales un conjunto clasico A puede ser descrito dentro
de un conjunto universal X, X # (), dado, a saber:

= Un conjunto A puede ser descrito por extension, esto es, listando todos sus ele-
mentos:

A={ay,a9,as,...,a,}.

= Un conjunto A también puede ser descrito por comprension, esto es, a través de
una propiedad P(z) comun a todos los elementos del conjunto:

A={zeX| P

= Y por ultimo, un conjunto A puede ser descrito mediante la funciéon caracteristica,

definida como
(z) 1 si zeA,
Qj =
x4 0 si z¢ A

Podemos notar que, en el ultimo caso, el objetivo de la funcién caracteristica de un
subconjunto A de X es indicar si un elemento x € X pertenece o no al conjunto A de-
pendiendo de si la imagen es 0 6 1; asi, la funcién caracteristica describe completamente
el conjunto A.

Para obtener la formalizacion matematica de un conjunto difuso, nos basamos en una
generalizacion de la funcion caracteristica de un conjunto.

Definiciéon 2.1. (Conjunto difuso). Un conjunto difuso u sobre un conjunto universal
X, X #0, es cualquier aplicacion u : X — [0,1], o bien, puede identificarse un tal u
como cualquier subconjunto de X x [0,1] (i.e., de la forma {(z,u(x)) : x € X}).

En este contexto, si z € X, entonces u(x) representa el grado de pertenencia del
elemento  al conjunto difuso w; asi, u(x) = 0 significa no pertenencia, 0 < u(x) < 1
significa pertenencia parcial y u(x) = 1 significa pertenencia total.

Denotaremos por F(X) a la clase de todos los conjuntos difusos sobre X, es decir:
FX)={u|u: X —[0,1]}.

Notemos que la definiciéon de conjunto difuso fue obtenida simplemente ampliando el
recorrido de la funcién caracteristica. Asi pues, todo conjunto en el sentido corriente es



también un conjunto difuso, en el cual la funcién de pertenencia es la funcién caracte-
ristica. Los conjuntos ordinarios merecen un nombre especial. En inglés, por ejemplo,
se los llama de manera convencional “conjuntos nitidos” (crisp sets) En espafiol no hay
tal convencion, asi que aqui los llamaremos sencillamente conjuntos cldsicos.

El conjunto vacio coincide con la funcién nula, y el universo coincide con la funcién
constante 1.

Ejemplo 2.2. Supongamos que nos interesa representar el conjunto difuso de los
nimeros reales cercanos al cero. Podemos definir una posible funcion de pertenencia
para el conjunto difuso de nimeros reales cerca a cero “0” como:

B 1
1+ 1022

El grdfico de esta funcion esta representado en la siquiente figura.

u(@)

-1 1
Fig. 2. Funcién de pertenencia del conjunto difuso de los niimeros reales cerca a cero.

Usando esta funcion, nosotros podemos determinar el grado de pertenencia de cada
nimero real de este conjunto difuso. Por ejemplo, el numero 3 tiene un valor asignado
de 0,01 y el niumero 1 tiene un valor de 0,09.

Es claro que nosotros podriamos obtener otra funciéon que nos represente el conjunto
de niimeros muy cercanos al cero. Una posible funciéon seria:

u(z) = (ﬁy

La seleccion de la funcion de pertenencia depende de factores que estan relacionados
con el contexto del problema a ser estudiado.



Ejemplo 2.3. Consideremos ahora tres conjuntos difusos definidos dentro de un
conjunto universal finito que consiste de siete niveles de educacion:

0- Sin educacion.

1- Primaria.

2- Secundaria.

3- Dos anos de universidad.
4- Titulo universitario.

5- Tttulo de maestria.

6- Titulo de doctorado.

Las funciones de pertenencia de los tres conjuntos difusos, procuran abarcar los concep-
tos de personas poco educadas; educadas y altamente educadas, las cuales son definidas
en la siguiente figura por los simbolos, o, e, y [, respectivamente. Ast, por ejemplo, una
persona que tiene un titulo universitario pero no un titulo mds alto, es visto, de acuerdo

con estas definiciones, como educado al valor de 0,8 y altamente educado al valor de
0,5.

Fig. 3. Ejemplos de conjuntos difusos expresando los conceptos de personas poco
educadas (o), educadas (e) y altamente educadas ([J).



2.2. Niveles de un conjunto difuso

Uno de los conceptos mas importantes dentro de la teoria de conjuntos difusos es el
concepto de nivel de un conjunto difuso.

Definiciéon 2.4. (Niveles de un conjunto difuso sobre X)

Sea u: X — [0,1] y o € (0, 1]. Definimos el a-nivel de u como el conjunto:
Lou={z e X |u(z) > a}.

Denotaremos por {u > a} el conjunto {x € X | u(x) > a}.

Definicion 2.5. (Soporte de un conjunto difuso)

La clausura del conjunto de todos los x € X tales que su valor de pertenencia es mayor
que cero se llamard el soporte de u, y lo denotaremos por

Lou ={z € X | u(z) > 0}.
Definicion 2.6. (Conjunto difuso normal)

Un congunto difuso es llamado normal si sup u(x) = 1.
zeX

La altura de un conjunto difuso puede ser vista como el supremo de los « para los cuales
Lou # 0. Lou # () para todo « € [0,1] es equivalente a u(x) = 1 para algin = € X.

Proposicion 2.7. La familia de niveles {L,u | a € [0,1]} de un conjunto difuso u
verifica las siguientes propiedades:
i) Lou O Lou 2 Lgu para cualesquiera o y (3 tales que 0 < o < 3 < 1.

i) Sta; < <az<...<q,<...<a(ie,a, / «a), entonces
o0
Lou = ﬂ L, u.
n=1

i) u = v < Lou = Lav, para todo o € [0, 1].

i) La relacion:
u C v < u(r) <v(z),para todox € X,

se cumple si y solo si
Lou C Lyv, para todoa € [0, 1].

Ast, la relacion C determina un orden parcial sobre F(X).



Demostracion.

)

i)

iii)

iv)

Su verificacion se desprende de la definiciéon de nivel de un conjunto difuso.

Como «,, /" «, entonces «,, < «; luego por definicién de nivel, L,u C L, u,
para todo a,,. Por lo tanto

L,u C ﬁ L, u.

n=1

Ahora, con respecto a la otra contenencia, sea x € ﬂ:ozl L., u y tomemos cual-
quier € > 0. Entonces existe ng tal que a — ¢ < a,, para todo n > ng, por lo
tanto € L,_.u, (v — € < «), lo cual significa que u(z) > o —e.

Puesto que ¢ es un ntimero arbitrario positivo, si € — 0, tenemos que u(x) > .
Entonces x € Lyu, y asi,

ﬁ Lo, uw C Lyu.

n=1
Sean u,v € F(X); aplicando la definicion de nivel se tiene que:
Lou={x € X |u(z) > a},
Loyv={xe X |v(z) > a}.

Como u = v, entonces u(x) = v(x) para todo € X; por lo tanto, Lou = Lav
para todo « € [0, 1]. De la misma forma se obtiene la otra implicacion.
(= Necesidad).

Supongamos que existe ag € [0,1] tal que Lo u € Ly, v; entonces existe zg € X
tal que xg € Loyu y g & Lagv. Luego u(xg) > ap y v(zo) < ap. Por lo tanto,
v(zg) < u(xg), lo cual contradice que u C v.

(«: Suficiencia).

Supongamos que u € v; entonces existe 2o € X tal que u(xg) > v(zp). Ahora sea
a = u(xg); entonces xg € Lou vy xo & Ly, lo cual demuestra que Lou C Ly
no se satisface para todo a € [0, 1].

]

Una pregunta interesante es la siguiente: Dada una familia (Nq)aejo1] de subconjuntos
no vacios de X, jexiste un conjunto difuso u : X — [0, 1] tal que L,u = N,, para todo

o

La respuesta a este interrogante la da el Teorema de Representacion de Negoita y
Ralescu, cuya version general es la siguiente:



Teorema 2.8. [14] Sea X un conjunto y (Ny)aejo,1) una familia de subconjuntos de X
tales que:

ii) Sia <[, entonces Ng C Ny;

wi) Sioag <ap <...<lim, .ca,=ca, entonces N, = ﬂ;ozl N, .

Entonces la funcion u : X — [0,1] definida por
u(z) =sup{a € [0,1] | x € N,}

tiene la propiedad de que Lou = N,, para todo « € [0, 1].

O]
[lustremos el anterior teorema aplicandolo a un ejemplo concreto.
Ejemplo 2.9. Sean X =[0,1] y (Na)acp,1] = [, 1]; entonces
Ny = [0,1], N1 = [1/4,1], N1 = [1/2,1], Ny = [V2/2,1], ..., vienen dados por la
2
siguiente figura:
— { { t— i
0 1 1 1 V2 1
10 1 2 2
i) No=10,1] = X.
ii) Sea a < [3; entonces |3, 1] C [, 1]. Por lo tanto, N3 C N,.
i) Sty < ap < ... < lim, o, = «, deducimos que N, C No, para todo

p=1,2,3, ...; esto implica que N, C ﬂ;il N, .

Ahora, sea x € ﬂ;ozl N, . Luego x € N, para todo p=1,2,3, ...
Supongamos que x ¢ N,; entonces x < o, y como lim, ., o, = «, existe ay, tal
que T < ap, < «, de donde concluimos que x & N, , lo cual es una contradiccion.

Asi, x € N, de modo que ﬂ;il N, € No. Usando estos dos resultados obtenemos

N, = ﬁ N.,.
p=1



Entonces la funcion uw : X — [0, 1] definida por
u(zr) =sup{a € [0,1] | z € N,}

tiene la propiedad de que Lou = N, para todo a € [0, 1]. Por ejemplo, Ng = Lg.

Fig. 4. Ilustracion del Teorema 2.8.

2.3. Conjunto difuso convexo

Una propiedad importante de la teoria de conjuntos difusos definidos sobre R™ es su
convexidad. Esta propiedad es vista como una generalizacion de la convexidad en los
conjuntos clésicos. El concepto de convexidad es muy importante para estudios cuan-
titativos y cualitativos en el campo de la investigacion y de la aplicaciéon matematica.

(ver [3]).

Definicion 2.10. Un conjunto difuso u es convexo si y solo si el conjunto de los
a-niveles es un conjunto convexo para cada o € (0, 1].

Ejemplo 2.11. En el ejemplo, ilustramos un conjunto difuso que no es mormal y es
convexo. Dos de los a-niveles mostrados en la figura son claramente convexos en el
sentido cldsico, y por tanto otro a-nivel es también convezo.
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Fig. 5. Conjunto difuso convexo.

Ejemplo 2.12. La falta de la convexidad puede ser denotada identificando algunos de
sus a-niveles (o > 0) que no sean convexos, como el descrito en la siguiente figura.

u(z)
H

v

Fig. 6. Conjunto difuso normal que no es convexo.

Para evitar confusiones, notemos que la definicién de convexidad para conjuntos difusos
no significa que la funcién de pertenencia de un conjunto difuso convexo sea una funciéon
convexa. De hecho, las funciones de pertenencia de conjuntos difusos convexos son
funciones que pueden ser, de acuerdo a las definiciones estdndar, concavas o convexas.

Probaremos ahora, un teorema que nos proporcionara una formulaciéon alternativa para
los conjuntos difusos convexos. Por simplicidad, restringiremos el teorema a conjuntos
difusos en R, los cuales son de gran interés en la siguiente seccion.

Teorema 2.13. Un conjunto difuso u de R es convexro si y sdlo si
uw(Azy + (1 — M) > minfu(z), u(zs)]

para cualesquiera x1,x9 € R y para todo A € [0, 1].



Demostracion.

i) Supongamos que u es convexo y sea a = u(x;) < u(xs). Luego, x1,29 € Lou'y
ademés, por la convexidad de u tenemos que Az + (1 —\)xy € L,yu para cualquier
A € [0, 1]. Consecuentemente,

u(Ary + (1 — N)zg) > a = u(xy) = minfu(z), u(xs)].

i1) Supongamos que u satisface u(Azy + (1 — A)x2) > minfu(xy), u(z2)]. Necesitamos
probar que para cualquier « € (0,1], L,u es convexo.
Sean x1,x2 € Lau (es decir, u(zy) > a,u(xr2) > «), y sea cualquier A € [0, 1].
Entonces

u(Azy + (1 — N)ag) > minfu(xq), u(ze)] > min(a, a) = a,

es decir, Azy + (1 — N)xy € Lou. Por consiguiente, L,u es convexo para cualquier
a € (0,1]. Por lo tanto, u es convexo.

Ejemplo 2.14.

)\SCl + (1 — )\)CEQ ?:2

X1

Fig. 7. Conjunto difuso no convexo. Ilustracion relativa al Teorema 2.13.

2.4. Ndameros difusos

) . i . )
El concepto de ntimero difuso viene motivado por el hecho de que muchos fenémenos no
pueden ser caracterizados por nimeros “precisos”. De un modo general podemos decir
que, en un problema concreto, muchos nameros que alli aparecen son idealizaciones de



afirmaciones imprecisas envolviendo valores numeéricos. Por ejemplo, cuando medimos
la altura de un individuo, lo que obtenemos es un valor numérico cargado de impre-
cisiones. Tales imprecisiones pueden ser causadas por los instrumentos de medida, por
los individuos que estan midiendo, por el individuo que esta siendo medido, etc.
Finalmente optamos por una valor preciso (un ntimero real) “a” para indicar la altura.
No obstante, seria méas prudente decir que la altura es “entorno de a”. En este caso,
indicamos la expresion “entorno de a” por un conjunto difuso A cuyo dominio es el
conjunto de los nimeros reales. También es razonable esperar que u(a) = 1 (siendo u
la funciéon de pertenencia del conjunto difuso A).

En medio de los diferentes tipos de conjuntos difusos, unos que tienen especial impor-
tancia son los conjuntos difusos que estan definidos sobre el conjunto de los ntimeros
reales, importancia que es debida al deseo de querer calcular cantidades imprecisas.
Para esto, es necesario crear objetos que generalizan los ntimeros reales y los cuales se
denominan ntmeros difusos.

Definicion 2.15. Un conjunto difuso u es llamado nimero difuso, cuando el universo
donde estd definido es el conjunto de los numeros reales, esto es,

u:R —[0,1]

y ademds satisface las siguientes condiciones:

i) u debe ser un conjunto difuso normal;
it) Lou debe ser un intervalo cerrado, para cada o € (0,1];

iii) Lou debe ser acotado.

El conjunto difuso debe ser normal, puesto que nuestra concepcién de un conjunto de
“ntmeros reales cerca a a” es satisfecha totalmente por a mismo, por lo tanto, el grado
de pertenencia de a en cualquier conjunto debe ser 1. El soporte acotado de un ntimero
difuso y todos sus a-niveles para o # 0 deben ser intervalos cerrados para permitirnos
definir operaciones aritméticas sobre ntimeros difusos en términos de las operaciones
aritmeéticas estandar sobre intervalos cerrados.

Dado que los a-niveles de cualquier nimero difuso deben ser intervalos cerrados para
todo a € (0, 1], cada namero difuso es un conjunto difuso convexo.

Ejemplo 2.16. Casos especiales de niumeros difusos incluyen nimeros reales ordinarios
e intervalos de nimeros reales, como se ilustra a continuacion, siendo (a) un nimero
difuso dado por el nimero real ordinario 1,3; (b) un nimero difuso dado por el intervalo
intervalo cerrado [1,25; 1,35); (¢) un nimero difuso dado por medio de la proposicion
“cerca a 1,37; y (d), un nimero difuso con una region plana (un intervalo difuso).



1,3 v 1,2 1,5 1] x
(a) Numero difuso dado por el (¢) Un namero difuso dado por medio
nimero real ordinario 1,3. de la proposicion “cerca a 1,3.”
]_ ______ I —
o
| |
I I
I I
I I
| |
| |
| |
| |
| 1
71,25 1,35 v "”
(b)  Numero difuso dado por el (d) Un ntmero difuso con una region
intervalo cerrado [1,25; 1,35]. plana (intervalo difuso).

Fig. 8. Ejemplos de niimeros difusos.

Aunque las figuras de forma triangular y trapezoidal de las funciones de pertenencia
mostradas en la figura anterior son usadas con mucha mas frecuencia para representar
numeros difusos, hay otras figuras que pueden ser utilizadas en diferentes aplicaciones.
Ademas, las funciones de pertenencia de ntimeros difusos no necesariamente deben ser
simétricas, como se ve en la figura dada a continuacion:



Fig. 9. Ejemplos de funciones de pertenencia de nimeros difusos.

El siguiente teorema nos muestra que las funciones de pertenencia de ntimeros difusos
pueden ser, en general, funciones definidas a trozos.

Teorema 2.17. Sea u € F(R). Entonces, u es un nimero difuso si y sdlo si existe un
intervalo cerrado |a,b] # 0 tal que

1, six € |a,b],
u(z) =1 Uz), siz € (—o00,a),
r(z), sixz € (b,00),

donde l(z) es una funcion de (—oo,a) a [0,1] que es creciente, continua por derecha,
ylx) =0 si x € (—oo,wr); r(x) es una funcion de (b,o0) a [0,1] que es decreciente,
continua por izquierda, y r(xz) =0 si x € (wg,00), donde wy < a, we > b € R.

Demostracion.

(= Necesidad). Puesto que u es un numero difuso, L,u es un intervalo cerrado para
cada a € (0,1]. Si @« = 1, entonces Liu es un intervalo no vacio, porque u es normal.
Por consiguiente, existe una pareja a,b € R tal que Liu = [a,b], donde a < b. Esto es,
uw(x) = 1six € [a,b] yu(z) <1six ¢ |ab]. Ahora, sea [(z) = u(x) para cualquier
x € (—00,a). Luego, 0 < I(z) < 1, entonces 0 < u(z) < 1 para todo z € (—00,a).
Sea x <y < a; luego

u(y) = minfu(z), u(a)] = u(x)
por Teorema 2.13, puesto que u es convexo y u(a) = 1. Por lo tanto, I(y) > I(z); esto
prueba que [ es creciente.

Supongamos ahora que [(z) no es continua por la derecha. Esto significa que para algtin
zy € (—00,a) existe una sucesion {z,} tal que z,, > o para cualquier n y

lim z,, = zq,

n—oo



pero
lim I(z,) = lim u(z,) = a > l(zg) = u(xg).

n—~oo n—oo

Ahora, x,, € L,u para cualquier n dado que L,u es un intervalo cerrado, por lo tanto,
también zg € L,u. Por consiguiente, [(xy) = u(zg) > «, lo cual es una contradiccion.
Luego se tiene que [(x) es continua por derecha.

La prueba para la funcién r se demuestra de forma anéloga a la de la funcion [.

Como u es un nimero difuso, Lyu es acotado. Por lo tanto, existe una pareja wq, ws € R
tal que u(z) =0 si x € (—oo, w;) U (we, 00).

(«<: Suficiencia). Todo conjunto difuso u definido por el Teorema 2.17 es claramente
normal, y su soporte Lou es acotado, puesto que Lou C [wy, ws]. Falta probar que L,u
es un intervalo cerrado para cualquier a € (0, 1].

Sean,

ro = Wnf{z|l(z)>a, z<a}l,
Yo = sup{z|r(z) > a, x> b},

para cada a € (0, 1]. Necesitamos probar que Lou = [x4, y,] para todo a € (0, 1].

Sea xg € Lau, si xg < a; luego l(xg) = u(zg) > . Esto es, xg € {z | I(z) > «, = < a},
y consecuentemente, zo > inf{z | l(z) > «, = < a} = x,.

Si kg > b, entonces r(zrg) = u(xg) > «. Esto es, z9 € {z | r(z) > «a, z > b} vy,
consecuentemente, o < sup{z | r(z) > «, * > b} = y,. Claramente z, < a 'y
Yo > b; por lo tanto [a,b] C [z, y.]. Por consiguiente, xy € [Za, Ya], luego tenemos que
Lou C [x4, Y] Debemos probar que x4, Yo € Lau.

Por la definicion de z,, debe existir una sucesion {x,} en {z | I(z) > «a, x < a} tal
que lim,,_,, x, = z,, donde z, > x, para cualquier n. Puesto que [ es continua por
derecha, tenemos

l(zo) =1 <1im a:n> = lim (z,) > a.

n—~oo n—oo

Por lo tanto, x, € L,u. De manera similar se demuestra que y, € L,u y con esto
terminamos de demostrar el teorema.

m
La implicacion del Teorema 2.17 nos permite mostrar que todo nimero difuso puede

ser representado de la forma alli descrita. En general, esta forma nos permite definir
numeros difusos a manera de trozos, como lo ilustramos a continuacion.



w1y
Fig. 10. Un ntmero difuso u expresado por el Teorema 2.17.

Ejemplo 2.18. Sea u un numero difuso con la siguiente funcion de pertenencia

l(z), sizel0,6),
st x =0,

@) =4
) = r(z), siz € (6,14],
0, encualquier otra parte,
donde
2\ 2 : (UT_$)1/2’ six € (6,9],
l(x) = (6)1/72 e [074)’ T’(l’) - 0,4, CURS (9, 12]a
(2) 77, sixe[4,6), —0.2(x — 14), siz € (12,14].
u(z)
1 __________
2 L _
3
1L __ o
-
|
|
04F--—--- ---
|
|
|
|
4

Fig. 11. Un ntmero difuso cuya funciéon de pertenencia es discontinua.



Luego, el a-nivel de u, para cada o € (0,1] es

(

[6\/_ 14—%], si o € [0;0,4]
61/, 9], si o € (
Lou=1{ 49, siae[
4,12 — 607], st €
|

(V3
602,12 — 60|, SiOéE(\/g,l}.

2.5. Operaciones de conjuntos difusos

2.5.1. Operaciones basicas

Las tres operaciones basicas en conjuntos clésicos, complemento, intersecciéon y union,
pueden ser generalizadas al contexto difuso, de la siguiente manera:

= Complemento de un conjunto difuso: El complemento de un conjunto difuso
es definido por una nueva funcién de pertenencia que esté expresada por

u(z) =1 —u(x), Ve € X.

= Unidén de conjuntos difusos: La union de conjuntos difusos definidos sobre el
mismo universo X es un nuevo conjunto difuso con una funcién de pertenencia
que representa el maximo grado de inclusién de un elemento en relaciéon con los
dos conjuntos dados. La nueva funciéon esta determinada por:

(uwUv)(z) = max| u(z),v(z) |, Ve X.
= Interseccion de conjuntos difusos: La interseccion de conjuntos difusos de-
finida sobre el mismo universo X es un nuevo conjunto difuso con una funcién
de pertenencia que representa el minimo grado de inclusién de un elemento en

relacion con los dos conjuntos dados. La nueva funcion esta determinada por:

(uNw)(z) =min| u(z),v(z) |, Vo € X.

En el siguiente ejemplo se ilustran graficamente las operaciones entre conjuntos difusos.



Ejemplo 2.19. Sean u y v dos conjuntos difusos escogidos arbitrariamente.

H

Luego la union, interseccion y el complemento de u,v son dadas por:

a

b

(uUv)(2)
1__
T o b
u“(x)
H
a b

Fig. 12. Tlustraciéon de operaciones basicas sobre conjuntos difusos.

v(x)

H

c d
(unw)(x)
H
ve(x)
H
c d



2.5.2. Propiedades de conjuntos difusos

A continuacion seran dadas las operaciones bésicas entre conjuntos difusos, que son
similares a las de la teorfa de conjuntos clésicos.

Sean A,B,C conjuntos difusos; entonces tenemos que:
A = (A9,
AUB = BUA,
ANB = BNA,
(AUB)UC = AU(BUC),
(AnB)NC = ANn(BNCQO),
AN(BUC) = (ANnB)U(ANCQO),

AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ),
AUA = A,
ANA = A,

AU(ANB) = A,

AN(AUB) = A

(AUB)¢ = A°NB°
(ANB) = A°UDB°.

Como ya se menciono, las propiedades descritas anteriormente se cumplen para conjun-
tos clésicos. Una diferencia entre conjuntos difusos y conjuntos clasicos radica en que
los conjuntos difusos no cumplen la Ley de contradiccion y la Ley de la media inclusion,
estoes, AN A=) y AU A®= X, respectivamente.

Para verificar que los conjuntos difusos no cumplen la Ley de contradiccién observamos
que, si x € AN A, entonces se debe cumplir que:

min( A(z), A(z)®) = 0,
min( A(z), 1 —A(zx) ) = 0.

Sin embargo, para que esta igualdad no se cumpla basta tomar un z tal que A(x)
pertenezca al intervalo (0,1).

2.6. Representacién de conjuntos difusos

Como ya se menciono, el concepto de nivel juega un papel importante en la teoria
de conjuntos difusos, y su importancia radica, entre otras cosas, en la posibilidad de



representar conjuntos difusos. Lo que pretendemos en esta seccion es exponer como cada
conjunto difuso puede ser representado en términos de todos sus niveles. Explicitamente
esto sera dado mediante el Teorema de Descomposicion de conjuntos difusos, presentado
a continuacion.

Teorema 2.20. (Teorema de Descomposicion) Para todo A € F(X), se tiene que

A= |J aL.A,

a€l0,1]
en donde aL,A es definida por o - xp,a (aqui xp,a es la funcion caracteristica del

a-nivel de A).

Demostracion. Sean x € X 'y a = A(x). Entonces,

U aLl,A | (z) = sup al,A(z)

a€gl0,1] a€l0,1]

= méx | sup aL,A(z), sup aL,A(z) |.
a€l0,a] a€(a,l]

Para cada « € [0, al, tenemos que a > «, y como A(x) = a, entonces A(x) > «a; por lo
tanto, L,A(z) =1,y asi aL,A(x) = a-1 = a. Para cada a € (a, 1] tenemos que a < «,
luego A(z) < a, y asi L,A(x) = 0; por lo tanto, aL,A(z) = 0. Consecuentemente,

U aL,A | (x) = sup a=a= A(z).

aef0,1] a€l0,a]

Ejemplo 2.21. Sea A un conjunto difuso con la siguiente funcion de pertenencia

x—1, s x€l,2]
Alx)=¢3—z, s xz€[2,3],

0, en cualquier otra parte.



1
al A
a ________________________
(03] LalA
(O
a2La2A
Q- - - - ————— =
X

L,A

Lo, A

Lo, A

Fig. 13. Ilustracion del Teorema 2.20.

El a-nivel de A, para cada o € (0, 1] es el intervalo
L A=[a+1, 3—q],

y por lo tanto el conjunto aL,A estd definido por la funcion de pertenencia

QLA — a, st x € [q%—l, 3 —al,
0, en cualquier otra parte.

Ast, de acuerdo con el Teorema de Descomposicion, la union de todos los aL,A es igual
al conjunto A.

2.7. Operaciones algebraicas sobre F(X)

Es claro que si sumamos dos elementos u, v € F(X) de manera corriente, puede ser que
no obtengamos un elemento de F(X); esto es, puede existir un = € X tal que

(u+v)(z) =u(x)+v(z) ¢][0,1].

La solucién a este problema pasa por el llamado Principio de Extensién introducido
por Zadeh (ver [13]). Si vamos a extender relaciones entre variables no-difusas a variables
difusas, el Principio de Extension nos dice como determinar la funcion de pertenencia
del nuevo conjunto.



2.7.1. Principio de Extensién

Para introducir este principio discutiremos un caso especial utilizado en la teoria cla-
sica. Dada una funcion f : X — Y y un subconjunto clésico A de X, tenemos que
f(A) ={y: f~Y(y) N A # D} es un subconjunto de Y. Representando este conjunto a
través de su funcion caracteristica tenemos que

_ [ 1 siye f(A),
xrv) = { 0, siy¢ f(A);
podemos ver que

() — { sup xals), s f7H0) # 0
MR 0,  sifl(y)=0

Y

?

para cada y € Y.

Podemos generalizar esta técnica para conjuntos difusos, tornando asi el caso anterior
en uno particular. Esta es la “motivacion” del principio de extension de Zadeh.

Asi, la funcion f : X — Y puede ser extendida al contexto difuso como

|
A
=
|
A
-

donde f es definida como

para cada y €Y.

Ejemplo 2.22. Supongamos que X = X1 X Xy, y considérese la funcion f : X1 X X9 —
Y. Entonces ella puede ser extendida al contexto difuso como

[ F(X)xF(Xy) —  F(Y)
(u1, uz) — flur, ua),
donde f(uy,us) es dada por:

B { sup min{u(z1), us(xs)}, si f1(y) #0,
flur,ug)(y) = @ra2)ef~1)
0, st f_l(y> =0,

para cada y €Y, siendo f~(y) el conjunto de todos los puntos (x1,13) € X1 x Xy
tales que f(x1,2z2) = y.



Ast, si suponemos que X1 = {—1,0,1} y Xo = {—2,2}, y los conjuntos u; y uy son
caracterizados por la funcion de pertenencia que aparece en las columnas sequnda vy
cuarta de la tabla de abajo, podemos hallar la funcion de pertenencia para el conjunto
difuso que estd asociada con la funcion y = f(xy,13) = 23 + 5.

1 ‘ uy (1) ‘ T2 ‘ u () ‘ y = f(w1,m9) = 55%4'552 ‘ f(uy, uz)(y)

-1 0,5 -2 0,4 -1 méax{0,4;0,4} = 0,4
-1 0,9 2 1 3 m&x{0,5;0,9} = 0,9
0 0,1 -2 0,4 -2 méax{0,1} = 0,1
0 0,1 2 1 2 méax{0,1} = 0,1
1 0,9 -2 0,4 -1 m&x{0,4;0,4} =04
1 0,9 2 1 3 max{0,5;0,9} = 0,9

Los wvalores resultantes al evaluar y = f(x1, 1) = 22 + 19 son V = {—=2,—-1,2,3}. Hay
dos parejas, (—1,—2) y (1,—2), que tienen el mismo valor de y = —1, y también hay
dos parejas, (—1,2) y (1,2), con el mismo valor de y = 3.

Para estos dos conjuntos el mdzrimo grado de pertenencia estd dado por el Principio de
Eztension; por ejemplo, para calcular f(uy,us)(y) para y = —1 tenemos:

flur,up)(—=1) = méax minfu(—1),uz(—2)} , min{ui(1), us(—2)}]
= méx [min(0,5;0,4) , min(0,9;0,4)]
= max [0,4;0,4]
0,4.

La definicion de adicion de conjuntos difusos y la multiplicaciéon de un conjunto difuso
por escalar sobre F(X) puede hacerse mediante este principio de extension, y ademaés,
se requiere que el espacio posea una estructura lineal.

Consideremos el caso particular X = R"™.

Definiciéon 2.23. Adicion y producto por escalar en F(R™)

Si consideramos f : R" x R" — R"  f(x1,22) = x1 + z2. Entonces sobre ella se
induce, mediante el Principio de extension, la operacion de adicion sobre F(R™) como

(u+v)(z) = sup min{u(zy),v(xs)}, para todo x € R™.

T1+T2=T
Andlogamente, si A € R, A # {0} y u € F(R™), entonces considerando la aplicacion

f: R — R”
flz) = Az,



y usando el principio de extension, ella induce el producto Au sobre F(R™) como

(Au)(z) =u <§> ,  para todo v € R"™.

De la definicién anterior tenemos que u + v y Au pertenecen a F(R").

Una pregunta interesante de plantear es la siguiente: ; Como son los a-niveles de u + v
vy \u 7 Este interrogante lo aclararemos en el transcurso de la monografia, después de
introducir algunos subespacios especiales de F(R").

2.7.2. Operaciones aritméticas sobre niameros difusos
La aritmética difusa esta basada en dos propiedades de los niimeros difusos:

i) Todo conjunto difuso, y por lo tanto cualquier niimero difuso, puede ser represen-
tado de manera tnica en términos de sus a-niveles (ver Seccion 2.6);

it) Los a-niveles de cada numero difuso son intervalos cerrados de numeros reales
para todo o € (0, 1].

Estas propiedades nos facilitan definir operaciones aritméticas sobre ntimeros difusos
en términos de operaciones aritméticas sobre sus a-niveles (es decir, operaciones arit-
méticas sobre intervalos cerrados).

Un método empleado para desarrollar la aritmética difusa es utilizar el principio de
extension de Zadeh (Seccion 2.7.1), por medio del cual las operaciones sobre niumeros
reales son extendidas a operaciones sobre nimeros difusos. Asumamos en esta seccion
que los nimeros difusos son representados por funciones continuas.

Sean wu,v numeros difusos y sea * cualquiera de las cuatro operaciones aritméticas
bésicas: adicién +, substraccion —, multiplicacion -, y division /. Luego, definimos un
conjunto difuso sobre R, u * v, y definimos sus a-niveles como:

Lo(u*v) = Loux Lav

para cualquier o € (0, 1]. (Cuando % = division, debemos recordar que 0 ¢ L,v para
todo « € (0, 1].) Debido al Teorema 2.20, u * v puede ser expresado como

RS U aLy(u*v).

a€gl0,1]

Dado que L, (u#v) es un intervalo cerrado para cada o € (0, 1] y que u y v son niimeros
difusos, u * v es también un ntumero difuso.



Ahora, usando el principio de extension, las operaciones aritméticas sobre ntmeros
reales se extienden a ntmeros difusos asi:

(uxv)(z) = sup min{u(z),v(y)}, paratodo z € R. (2.1)

Z=x*y

Mas especificamente,

(ut0)(z) = Ziggymfn{uw),v(y)},
(u—v)(z) = Ziggymfn{U(x),v(y)},
(u-v)(2) = sup min{u(z),v(y)},
(u/v)(z) = Zilir/)ymfn{uw,v(y)}-

También es importante aclarar que w * v definida por (2.1) es un conjunto difuso
sobre R.

Ejemplo 2.24. Consideremos dos nimeros difusos triangulares u y v definidos de la
siguiente forma:

0, stx < —1yax>3, 0, si0<zr<1lyax>3,
uwz) =< (x+1)/2, si —1<x<]1, ve)=1< (z—1)/2, sil<x<3,
B3—x)/2, sil<uz<3, (5—x)/2, si3 <z <b5h.
1_ _______________

r'!'
-+

Luego sus a-niveles son:

Lou = [2a — 1,3 — 2a/, Lov =20+ 1,5 —2qa].



Recordemos que las operaciones aritméticas sobre intervalos cerrados mos dan como
resultado otro intervalo cerrado. Las cuatro operaciones sobre intervalos cerrados son
definidas como:

[a,b] + [d,e] = [a+d, b+ e,
[a,b] — [d,e] = Ja—e,b—d],
[a,b] - [d,e] = [min(ad,ae,bd,be), méx(ad, ae,bd,be)],
a,0] / d,e] = la,b]-[1/e,1/d}, 0 ¢ |d,e],
= |

min(a/d,a/e,b/d,b/e), méx(a/d,a/e,b/d,b/e)l.

Los grificos de las operaciones suma, resta, multiplicacion y division de estos niumeros
difusos estan dados a continuacion y respectivamente:

IS
<
N
+
<

a=1/2

[\
w

oy ——

o= ——f————

[

Lou I Lov

r-.
- —
L
L




Fig. 14. Tlustracion de las operaciones aritméticas sobre ntumeros difusos.

2.8. Relaciones difusas

Los estudios de asociaciones, relaciones o interacciones entre los elementos de diversas
clases son de gran interés en el analisis y comprension de muchos fenémenos del mun-
do real. Matemaéticamente, el concepto de relacion se formaliza a partir de la teoria
de conjuntos. Una relacion clésica describe una interrelacion entre dos o més objetos
y, siendo un conjunto, es representada por su funcién caracteristica. Una relacion de
amistad entre dos personas, por ejemplo, designada como amigos considera que, en las
relaciones humanas o alguien es su amigo o no lo es. Por otro lado, una relaciéon de
amistad difusa entre dos personas puede considerar un grado de amistad entre ellas.
Siendo asi, dos o mas individuos pueden estar relacionados con diferentes grados de
amistad.

Podemos decir entonces que una relacion sera difusa cuando optamos por la teoria de
conjuntos difusos, y serd clasica cuando optamos por la teoria de conjuntos clésicos
para conceptualizar una relacién en estudio. ;Cuél de los modelos adoptar, dentro de
estos dos? Esto depende del fenémeno estudiado. Aclaremos que la teoria difusa tiene
mayor robustez, en el sentido de que ella incluye a la teoria clasica de conjuntos.



Recordemos que X x Y denota el producto cartesiano de dos conjuntos X, Y’; esto es,
XxY={(z,y)|lzeXyyeY}

Una relaciéon entre conjuntos clasicos Xi, Xs, ..., X, es un subconjunto del producto
cartesiano. Esta se denota por R(X1, X, ..., X,,). Asi,

R(Xl,XQ,...,Xn)gXl XXQX...XXn.

Como la relaciéon R es un subconjunto del producto cartesiano, entonces ella puede ser
representada por su funcion caracteristica yr. Asi,

( ) = 1, si (x1,29,...,7,) €R,

ARUEL 2250 0, si (xy,29,...,2,) ¢ R.

Definicion 2.25. Una relacion difusa R sobre X1 x Xo x ... x X,, es cualquier sub-
congunto difuso del producto cartesiano X1 x Xo X ... x X,,. St un producto cartesiano
estda formado por apenas dos conjuntos, X1 X Xs, la relacion es llamada difusa binaria
sobre X7 x Xs.

La principal ventaja por la seleccion de la relacion difusa es que una relaciéon clasica
indica apenas si hay o no relacion entre dos objetos, en cuanto una relacion difusa,
ademés de indicar si existe o no relacion, indica también el grado de esa relacion.

Ejemplo 2.26. Sea R una relacion difusa entre los conjuntos X = {New Y ork, Paris}
y Y = {Londres, New Y ork,Tokio}, las cuales representan el concepto de “muy dis-
tante”. Esta relacion puede ser representada por una matriz ast,

NewYork Paris

Londres 0.6 0.3
NewYork 0 0.7
Tokio 1 0.9

2.9. El espacio X"

Consideramos nuevamente el espacio base X como siendo R”. Un subespacio de F(R™)
particularmente importante es el espacio de conjuntos difusos-compactos. Ellos han sido
utilizados por diferentes autores en los méas diversos ambitos, y para nosotros seré el
habitat ideal para hablar, entre otras cosas, sobre convergencia de conjuntos difusos.

Definicion 2.27. Definimos el espacio X" de conjuntos difusos-compactos sobre R™,
como el conjunto,

K" = { u:R" — [0,1] | Lou € K(R"), Ya € [0,1] }.



Podemos definir una métrica sobre X" haciendo,

D(u,v) = sup H(Lqyu, Lyv).

a>0

Proposicion 2.28. D es métrica en K.
Demostracion.

i) D(u,u) =0.

Sea u € K™; luego tenemos que

D(u,u) = sup H(Lyu, Lou)

a>0

= sup {méx{ sup d(a, Lyu), sup d(a,Lau)}}
a>0 a€Llou a€Lqu

= sup{max (0,0)}
a>0

= 0.

it) Sean u,v € K". Queremos determinar que, si u # v entonces D(u,v) > 0.
Sea D(u,v) = d(a,b) para algin a € L,u 'y b € L,v; usando la compacidad de
Lou, Lov, tenemos que 0 < D(u,v) < oo. Si u # v, entonces Lou # Lov, y
podemos suponer que a € L,u y que a ¢ L,v. Por consiguiente,

D(u,v) > sup d(a, Lyv) > 0.

a€Lqou

ii1) D(u,v) = D(v,u).

Sean u,v € X"; por lo tanto tenemos que D(u,v) = sup,~, H(Lau, Lov), y como
H es la métrica de Hausdorff, entonces H(L,u, Lov) = H(Lyv, Lou). Lo que nos
muestra que D(u,v) = sup,~o H(Lav, Lou) = D(v,u).

i) Sean u,v,w € K". Mostremos que:
D(u,v) < D(u,w) + D(w,v).

D(u,v) = sup H(Lytt, Lov) < sup {H(Lot, Low) + H(Low, Ly)}
a>0 a>0
< sup H(Lqu, Lyw) +sup H(L,w, Lyv)
a>0 a>0
< sup H(Lyu, Law) + sup H(Lyv, Low)
a>0 a>0
< D(u,w)+ D(v,w).



Un resultado que nos serd de mucha utilidad es la siguiente version particular del
Teorema de Representacion de Negoita y Ralescu:

Teorema 2.29. [5] Sea (Ny)acpo,1) una familia de subconjuntos de R™ tales que:

i) Ny € K(R™);
ii) Sia <[, entonces N3 C Ny;

iii) Sion <ap <...<lim, ., =a, entonces N, = ﬂ;il N,, (o, equivalentemen-
te, H(Ng,, No) — 0, cuando o, / ).

Entonces la funcion u : R™ — [0, 1] definida por

ul() = { 0, stz ¢ No,

sup{a | © € N,}, sixz € N,

es tal que Lou = N, para todo o € (0,1], y Lou = UasoNy C Np.

2.10. Completitud y separabilidad de (X", D)

Una de las propiedades fundamentales del espacio métrico (K™, D) es dada por el
siguiente teorema.

Teorema 2.30. [14] El espacio (X™, D) es completo.

Demostracion. Sea (u,) una sucesion de Cauchy en (K", D). Entonces (L,u,) es una
sucesion de Cauchy en (K (R"), H), para cada a € [0, 1].

Como este espacio es completo, para cada « € [0, 1] existe K, € K(R") tal que
H(Lyu,, Ky) — 0 cuando p — 0.

Denotemos la semimétrica de Hausdorff por H*(A, B) = inf{e > 0| A C N(B,¢)}.

Entonces, H(A,B) =méx{H*(A,B),H*(B, A)}.

Mostraremos ahora que la familia (K, ) verifica las condiciones de la version particular
del Teorema de Negoita y Ralescu (Teorema 2.29).

i) La primera condiciéon es inmediata (esto es, K, € K(R") para todo « € [0, 1]).



ii) Consideremos ahora 0 < o < 3 < 1. Entonces
H*(Kp, Ko) < H'(Kpg, Lgup) + H*(Lguy, Lauy) + H (Laup, Ka)
< H*(Kgs, Lguy) + H*(Louy, K,)

0, cuando p — oo.

!

Aqui hemos usado que H*(Lgu,, Lou,) = 0, ya que Lgu, C Lyu,.
Por lo tanto tenemos que H*(Kgz, K,) = 0, y como Kg, K, son conjuntos com-
pactos, tenemos que Kg C K,.

iii) Sea ahora (cy,) una sucesion no decreciente en [0,1] y tal que o, /" a.

Por la Proposicion 2.7 se deduce que K, C K,, parap = 1,2,3,..., de donde
obtenemos que K, C ﬂ;il K,,.

Sea x € (2, Ka,. Luego, v € K, parap =1,2,3,... Entonces

H*({z}, Ka) H*(K,,, K.)
H*(Ka,, Loytum) + H* (Lo, tm, Latin) + H* (Latm, K,)

0, cuando m — o0,

L INIA

puesto que los términos primero y tercero convergen a cero cuando m — oo,
mientras que el segundo término converge a cero cuando p — oo para cada
m=1,2,3,.... Asi, v € K,, de modo que (2, Ko, C K.

Combinando los dos resultados anteriores obtenemos finalmente que
o
Ko=) Ka,
p=1

Aplicando la version particular del Teorema de Negoita y Ralescu (Teorema 2.29)
tenemos que existe u € K" tal que L,u = K,, para todo « € [0, 1].

Mas atn,

H(Lyup,, Lou) H(Lyup, Loty,) + H(Laty,, Low)

<
< D(up, um) + H(LyUp, Lou)
< e+ H(Lyuy,, Lou)

para todo p,m > n(e), puesto que (u,) es una sucesion de Cauchy en (K", D).

Tomando limite cuando m — oo obtenemos que H(Lyu,, Lou) < € para p > n(e)
uniformemente en « € [0, 1], esto es D(u,, u) < e, para todo p > n(e).

Por lo tanto, se concluye que u, — u en (K", D).



En cuanto a la separabilidad del espacio (X", D), la situaciéon no es tan favorable, como
lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.31. Sea t € (0,1] y considérese la familia de funciones u; : R — [0, 1],
definidas por

0, si x¢/0,1],

w(z)=¢ t, si 0<zx<l,
1, st x=

()
| RSP SS »
|
|
|
t I
|
|
|
b /|\1 T

Observamos que Louy = [0, 1] para todo t, mientras que si o € (0,1], entonces

_ [ 0,1, si a€(0.],
Laut(x) - { {1}, st o€ (ta 1]

Luego tenemos que si t; # to, entonces D(uy,,u,) = 1. Esto nos indica que el espacio
(X", D) no es separable.

No obstante, existen algunos importantes subespacios de (X", D) que son completos y
separables, como veremos més adelante (ver Seccion 3.4).



CAPITULO 3

Convergencia de conjuntos difusos

El objetivo principal de este capitulo es definir varios tipos de convergencia sobre el
espacio K" de conjuntos difusos compactos sobre R”, y analizar sus interrelaciones.

Dentro de este contexto, presentaremos las mnociones de D-convergencia,
L-convergencia, h-convergencia y I'-convergencia, para luego hacer un anélisis
comparativo entre ellas.

En este analisis, los subespacios K[! de K" de conjuntos difusos-compactos, en los cuales
la aplicacion de nivel a € [0, 1] — L,u € K(R™) es continua, jugaran un papel relevante.

El estudio de la convergencia de conjuntos difusos y algunas de sus aplicaciones ha sido
hecho por varios autores, incluyendo Greco, Moschen y Quelho [7], Kaleva [8], Kloeden
[11] y Rojas-Medar y Romén-Flores [18][19].

El analisis de Kloeden [11] fue hecho en el &mbito de los espacios localmente compac-
tos, introduciendo la métrica h a través de la distancia de Hausdorff entre los sendo-
grafos de los conjuntos difusos. Alli se estudiarédn algunas interesantes propiedades de
la h-convergencia y sus relaciones con la D-convergencia. Posteriormente Kaleva [§],
introduce la nocion de L-convergencia y hace un estudio comparativo entre D, L y
h-convergencia. Greco, Moschen y Quelho [7| comparan las convergencias anteriores
con la I'-convergencia.

Finalmente, Rojas y Roméan [18| consiguen resultados anilogos a los de Greco |[7],
pero introduciendo la nocién topologica de continuidad en nivel, mejorando de manera
natural el trabajo sobre convergencia de conjuntos difusos.
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Los resultados dados en este capitulo de la monografia son de gran importancia teoérica
para estudios posteriores, como por ejemplo, en el estudio de la integracion difusa,
problemas de optimizaciéon y control difuso.

3.1. D,L,hy I'-convergencia sobre X"

Recordemos que

K"={u:R"—=10,1] | Lyu € K(R"), para todo a € [0,1] }.
Introduciremos ahora las convergencias anteriormente mencionadas sobre el espacio K".
Definicion 3.1. (D—convergencia)
Si uy,u € K", decimos que u, D-converge a u (notacion: u, 2, w), st D(uy,u) — 0
cuando p — 00.
Definiciéon 3.2. (L—-convergencia)
Si up,u € K", decimos que w, converge en nwel a u (notacion: u, LN u), si
H(Lyuy, Lou) — 0 cuando p — oo, para todo o € (0, 1].

Definicion 3.3. (I'—convergencia)

: . . r .
mn Lo o
Si uy,u € K", decimos que u, I'-converge a u (notacion: u, — u), si

lim end(u,) = end(u),
p—00

es decir, i

lim sup end(u,) C end(u) C lim inf end(u,),
p—)OO p—?OO

donde
end(u) = {(z,a) € R" x [0,1] | u(z) > a}

es el endografot de wu.

Kloeden|11] define la siguiente métrica sobre K™:
h(u,v) = H(send(u), send(v)),

donde
send(u) = (Lou x [0,1]) Nend(u)

es el sendografo? de w.

lendo: prefijo en latin que significa dentro.
2Sendografo: abrev. Soporte del endografo



Definiciéon 3.4. (h—convergencia)

. . y h .
Si up,u € K", decimos que u, h-converge a u (notacion: u, — u), si h(u,,u) — 0
cuando p — oQ.

3.2. Comparaciones entre convergencias

Un resultado interesante dado por Greco [7], que da una caracterizacion para la I'-
convergencia en términos de conjuntos de nivel, es el siguiente:

. .. . r . .
Proposicién 3.5. Si u,,u € X", entonces u, — u si y solo si

Va € [0,1] : {u > a} C lim inf Lyu, C lim sup Lyu, C Lau.

p—o0 p—00

Usando este resultado y las definiciones dadas, se obtiene que:

Proposiciéon 3.6.

i) D-convergencia implica L-convergencia.

it) L-convergencia implica T'-convergencia.

Demostracion.

i) Sean u,,u € K"

Como u, D, u, entonces D(u,, u) — 0. Consecuentemente, por la definicion de la
métrica D tenemos que D(u,v) = sup,sq H (Lo, Lav), vy asi H(Lauy, Lou) — 0
cuando p — oo, para todo « € (0,1].

i) Como u, L u, entonces H(Lyuy,, Lou) — 0 cuando p — oo, para todo a € (0, 1];

es decir, Lyu, LN L,u. Asi, por el Teorema 1.45, L,u, X, Lou, y por definicion de
convergencia de Kuratowski liminf L,u, = limsup L,u, = L,u cuando p — oo.

Ahora, por la Proposicién 1.31, tenemos que lim inf L,u, C lim sup Lou, € Lyu,
p—00 p—00

lo cual concluye que u, Lo [l

Las implicaciones reciprocas de la proposicién anterior en general no son verdaderas,
como veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.7. Sean u,,u € X' definidas por:



1, sixz=0, (1—2)P, si0<z<1,
U(w)={ “p(x):{ 0, sixzél0,1].

I H

Notemos que para todo o > 0, Lou =0 y Lou, = [0,1 — ¢/ |. Entonces

H(Lyup,, Lyu) =1 — ¢/a — 0 cuando p — oo, para todo « € (0, 1].

: L .
Concluimos entonces que u, — u. Sin embargo,

sup H (Lyuy, Lou) =1, para todo p € N,
a>0

y consecuentemente u, no converge a u en la métrica D.

Ejemplo 3.8. Sean u,,u € X' definidas por:

(2) = 1, siz€l0,1], () = 1—2, sizel01],
=0, sizéo,1], P 0, sizé[o,1].
u(x) up(2)
1 . 1 ,
| .
: p=3
|
| 3 p=2
|
|
| p=1
& T T
1 1

Notemos que u, I'-converge a u. De otro lado observamos que Lyu = [0,1] y

lim inf Lyu, = {0},

p—0o0

luego u, no converge en nivel a u.



3.3. Relacion con las convergencias clasicas

Es interesante notar que las convergencias definidas anteriormente no pueden ser, en
general, comparadas con las convergencias en el sentido ordinario, como lo veremos en
los proximos ejemplos.

Ejemplo 3.9. Considérese las siguientes funciones:

(2) = 1, si0<z<1, w(z) = §+1—117, si0<x<l,
YT 0, sizeo1], PR 0, sizé0,1].
u(z) up ()

1 . 14

| |

| |

| —3 |

| p 1 |

| 2 |

| |

| |

| p=1 I

PN |

1 o 1 .

Notemos que u, — u uniformemente, pero
H(Lyuy,, Lyu) = H({1},[0,1]) = 1, para todop=1,2,...
Por lo tanto, u, no converge en nivel a u.

Ejemplo 3.10. Sean u,,u € X' definidas por:

_J 1, six=0, _f (T=pa), si0<z <,
u(m)_{ 0, sixz#0, up(as)—{ 0, en otro caso.



Entonces,

D(uy,u) = sup H(Lyuy,, Lou)

- (o o] )
- =)

= — — 0 cuando p — .
p

. D .
De aqui que u, — u, pero u, no converge uniformemente a u.

3.4. Equivalencias entre convergencias

Nuestra meta es ahora establecer condiciones que aseguren las implicaciones reciprocas
en la Proposicion 3.6. Iniciamos mencionando el siguiente resultado obtenido por Greco,

Moschen y Quelho [7].

Proposicién 3.11. Sean u,,u € X"; entonces
h v s6lo si r I H o7
u, — u siysolosi u, —u y Lou, — Lou.

Consideremos ahora el espacio de conjuntos difusos-compactos sobre R™ con niveles
continuos, es decir,
K ={ue X" | a+ Lyu continua}.

En realidad lo que deseamos demostrar es que las convergencias anteriormente definidas
coinciden sobre el espacio K. Para ello, necesitamos probar algunos lemas auxiliares.



Lema 3.12. u € X2 siy sdlo si Lou = {u > a} para todo a € (0,1].

Demostracion.
(=). Supongamos que u € X?. Entonces queremos probar que
Lou = {u > a} para todo o € (0,1].
Supongamos que zy € Lyu, y sea (o) una sucesion tal que a;, \, a (estrictamente).

De aqui tenemos que Lo, u — Lqu, ya que u € K. Podemos entonces elegir una
sucesion (x,) tal que x, € L,,u para todo p, y x, — x¢ cuando p — 00.

Pero z, € L,,u implica u(x,) > o, > o para todo p, es decir, (z,) C {u > a} y
x, — To. Luego, o € {u > a}.

Para la inclusion reversa, claramente {u > a} C L,u.

(«<). Supongamos ahora que L,u = {u > a} para todo a € (0,1]. Deseamos probar
entonces que u € K.

Probaremos primero la continuidad en los puntos 0 y 1.

En efecto, si a, — 0, entonces es claro que U{u > «,} C Lou, de donde podemos
concluir que lim sup{u > a,,} C Lou.

Por otro lado, u(x) > 0 implica que existe py € N tal que u(x) > o, para todo p > py.
Asi, x € {u > o} para todo p > pg, y por lo tanto z € liminf, ,..{u > a,}.

Consecuentemente, Lou C liminf{u > a,}, es decir,

H
a, — 0 = Lo,u— Lou.

Si ayy — 1 entonces Lyu C Ny>1{u > a,} C liminf{u > a,}. Como
lim sup{u > o, } = Np>1Upsp{u > oy},
vemos que
xo € limsup{u > a,} = x¢ € Up>,{u > .}, para todo p.
Ahora bien, si suponemos que u(z) < 1, entonces existen algin r > 0 y algtin ¢ € N

tales que
u(zg) <1 < ap <1, para todo k > gq.



Claramente, Ug>,{u > ax} C L,u, de donde obtenemos que
xo & Lyu = xo ¢ Upso{u > ai} = 2o ¢ limsup{u > o, }.
Esto nos muestra que si o, — 1, entonces L, u LN Liu.

De las relaciones anteriores obtenemos la continuidad en nivel para los puntos 0 y 1.

Supongamos ahora que existe un punto de discontinuidad «q € (0, 1).
Entonces existe ¢ > 0, a, — ap y hay una subsusecion (L, u) tal que

H(Ly,u, Lo,u) > €, para todo k.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (aj) es monotona decreciente (ver
nota al final de la demostracion).
Si o\, ap, tenemos que oy > agiq > ... > ap. Entonces

UgLa,u C klim Lo, u C Ly,u.
— 00

Por otro lado, si u(z) > «p entonces u(xz) > «a; para todo k suficientemente grande.
Asi, {u > ap} C limy_ Lo, u, y deducimos por hipétesis que

{u>a}=LyuC I}LIEO L, u.

Es decir, Ly, u LN L,,u. Sin embargo como la convergencia se da dentro de un compacto
(de hecho, tenemos que Lo, u C Lo, u, para todo k) entonces el limite en el sentido de
Kuratowski coincide con el limite en la métrica de Hausdorff (ver Teorema 1.45). Por

H
lo tanto, Ly, v — Ly,u, cuando k — oo.
Esto conduce a una contradiccion, y la prueba esta completa.

[]

Observacion 3.13. En general, puede probarse que la aplicacion de nivel o +— Lou es
continua a izquierda cuando u € X" (ver [14]).

Lema 3.14. Sean u, € X", u € X7, con u, Lou y Lou, LN Lou.
Si o, — o, a €10, 1], entonces

lim H(Lq,up, Low) = 0.

p—00

Demostracion. Combinaremos argumentos usados por Rojas, Bassanezi y Romén
[17], junto con una variante de argumentos usados por Kaleval8]. Supongamos por



contradiccion que H(Lq,up,, Lou) no converge a cero. Entonces, existe € > 0 y una
subsucesion L, u, tal que

H(Lg,uq, Lou) > € para todo g.

Puesto que L, ug C Loug LN Lou, podemos decir que L, uq € B(Lou, 1) para valores
suficientemente grandes de q.

De aqui, por el Teorema de Selecciéon de Blaschke (Teorema 1.49), (Lq,u,) contiene
una subsucesion convergente. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (Lq, )
converge a un conjunto compacto K con H(K, L,u) > e.

El resto de la demostraciéon sera dividida en dos casos:

Caso 1. Sea o, /" av.
Si a = 0, entonces a,, = 0 para todo p, lo cual implica por hipotesis que

H(Lq,up, Lou) = H(Louy, Lou) — 0, cuando p — oo.

Supongamos ahora que o > 0.
Puesto que Lo, u, 2 Lyu, para todo py u, L u, es claro que

K = ﬁ;‘;lUkZpLakuk 2 ﬂ;ilukszauk = Lau. (31)

Por otro lado, si #yp € K, entonces existe una sucesion (z,,) tal que x, € Lo, u, para
todo p, y x, — . Entonces,

r1 € Lgur = u(xy) > a,
To € LOQ'U,Q = 'LLQ(Q?Q) >y > 0] = Ty € LQIUQ,
rr, € Loup = ug(xg) > o > g1 >+ > g = xp € Loy uy,

y asi en adelante.
Concluimos entonces que xg = limy_,oo T € Lg, u.

De la misma manera tenemos que

Tk S Lakuk = uk(xk) > Qg
Thy1 € Loy Ukt = Uk (Tpg1) 2= Qg 2> 0 = Tpgr € Loy U,

y en general, para todo p > k, se tiene que

Tp € Loyup = up(Tp) > 0 > -+ > = xp € Lo up.

Eligiendo arbitrariamente elementos

T1 € Laju1,Ta € Lo, .., T1 € Loy up—1,



vemos que la sucesion Ty, Ta, ..., Tp_1, Tk, Tpi1, - - - CONVErge a xo, y concluimos que

xo € lim Lo, u, = Lo, u.
p—00

Por lo tanto, zy € L,,u para todo k. Como u € K? (es decir, es continuo en nivel),
podemos concluir que

o € im Lo, u = Lyu. (3.2)

p—oo
Finalmente, por (3.1) y (3.2) tenemos que K = L,u, lo cual es una contradiccion.

Caso 2. Sea oy \, .
Si a =1 para todo p; entonces usando la hipdtesis tenemos que

H(Ly,up, Louw) = H(Lyuy, Lyu) — 0, cuando p — oo.
Supongamos ahora que a < 1.
En este caso como Ly, u, € Lyu, para todo k, deducimos que
K =My2 ULy, ur, € M2 ULquy = Lou. (3.3)

Por otra parte, si u(zg) > a, como a, \, a, debe existir py tal que u(zg) > o, para
todo p > po; es decir, 19 € Lo,u para todo p > po. De aqui deducimos que

Toy € Lapu = mf:luanLapuka b Z Po-

Como Lg,up € La,uy, para todo k& > p y la sucesion (Ug>nLa, ux) es monotona decre-
ciente, tenemos que
Ty € ﬂg‘;luksz%up =K.

Consecuentemente, {u > a} C K. Por el Lema 3.12 obtenemos que
Lou = {u>a}CK. (3.4)

De (3.3) y (3.4) concluimos que L,u = K, lo cual conduce a una contradiccion.
Asi en todos los casos obtenemos que

H(Ly,up, Lou) — 0, cuando p — oo,

y eso completa la demostraciéon del Lema 3.14. [l

El siguiente ejemplo nos mostrara que la hipotesis u € K en el lema anterior es
absolutamente necesaria.



Ejemplo 3.15. Sean

1—z, st 0<x<1/2, 1, St OSiES%,
uwz) =4 1/2, s 1/2<z<1, up(r) = § 1+ g5 —1/p), si 5 <x<1/2
0, en otro caso; u(z), en otro caso.

| |
| |
| |
| |
A\l X ”']t Xz

=== ==
Wik ———— =
=== — —

Consecuentemente, tenemos que
' 1

0,1], si 0<a<1/2, [ — 0,1], s 0sasy,
Lou= . = Jo, 22— 42, s L<ac<t

0,1—qa], si 1/2<a<1/2; » T\ pl) St g sax L

L H
Es claro que u, — u y Lou, — Lou.
Ahora, consideramos la sucesion o, = % + (_;)p para p > 3.
Entonces, tenemos que a — 1/2 cuando p — oo y
0, si oy <1/2,
H(La,up, Ly jpu) = { a, + %(1 —20), st 1/2<a, <L

Por lo tanto, concluimos que L, u, no converge a Lyu cuando p — oo.

Estamos listos ahora para probar el principal resultado de esta seccion.



Teorema 3.16. Sean u, € X" ,u € XK. Entonces las siguientes relaciones son
equivalentes:

. D
i) u, — u;
g L H
i) u, = u y Lou, — Lou;
r H H
iii) u, — u, Lou, — Lou y Lyu, — Lyu;

. h H
) u, — uy Liu, — Liu.

Demostracion.
Por la Proposicién 3.6 tenemos que
. D L
si u, — u, entonces u, — u.
Ahora, si € > 0, existe py tal que

D(up,,u) = sup H(Lyuy, Lou) < /3, para todo p > py. (3.5)
a>0

Consideremos una sucesion cualquiera ap — 0. Entonces por el Lema 3.12 (ver de-
mostracion de este lema, en la parte de suficiencia), sabemos que Lo, u, — La,up, y

Lo, u LN Lo,u. Asi,
H(La,u, Lou) < e/3 y H(La,up, Lou,) < €/3, (3.6)
para k suficientemente grande. Luego, por (3.5) y (3.6) tenemos que
H(Louy, Lou) < H(Louy, Lo, up) + H(La, Uy, Lo, w) + H(Lg, uw, Lou) < &,

para k suficientemente grande.
Es decir, H(Lou,, Lou) < ¢ para todo p > pg, de donde concluimos la implicacion.

Para cada p € N, definimos

fp: [0,1] — [0, 00)
fola) = H(Lyuy, Lou).

Mostraremos que f, — 0 continuamente sobre [0, 1].



Puesto que v € X7, tenemos que

Lo, u A, Lo u cuando p — oo. (3.7)
Asi
Jim fo(ap) = lim H(La,up, La,u)
< plirgo[H(Lapup, Loyu) + H(Lagu, Lo, )]
= I}LIEO H(Lq,up, Loyu) —{—plirgo H(Luyu, L, u)

= 0 (por (3.7) y Lema 3.14.)

De tal suerte, f, converge continuamente a cero sobre [0, 1] y, consecuentemente, por la
compacidad de [0, 1] tenemos que f, converge uniformemente a cero en [0, 1] (ver [18]).

Esto equivale a decir que, dado € > 0, existe py tal que |f,(a)| < € para todo p > py, es
decir,

sup |fp(a)| = sup H(Lauy, Loyu) < e, para todo p > py.
a€(0,1] agl0,1]

En otras palabras, tenemos que D(u,,u) — 0 cuando p — 0.

Es consecuencia de la Proposicion 3.6.

iii) = ii)
Sea « € (0,1). Entonces, por la Proposicion 3.5, tenemos que

{u > a} Climinf L,u, C limsup L,u, C Lyu.

Asi, tomando las clausuras y usando el hecho de que tanto el limite superior como el
inferior son conjuntos cerrados y el Lema 3.12 (recordemos que u € K7), tenemos que

lim {u, > a} = lim L,u, = Lyu.
p—oo p—oo

En consecuencia, puesto que la convergencia se da dentro de un conjunto compacto (ver
Teorema 1.45), deducimos que

H(La,up, Lou) — 0 para todo o € (0,1] cuando p — oo.

L
Esto muestra que u, — u.

Esto es consecuencia inmediata de la Proposicion 3.11, y completa la demostracion del
Teorema.

[]



Observaciéon 3.17.

a) Recalcamos que en el Ejemplo 3.7, u,,u € X" y u, converge a u en nivel, pero la
D-convergencia falla debido a que Lou, no converge a Lou en la métrica H.

b) En el Ejemplo 3.8, u,,u € K", u, Lo y Lou, LN Lou, pero la L-convergencia falla
debido a que Liu, no converge a Liu en la métrica H.

Proposicion 3.18. (K™, h) es un espacio separable.
Demostracion. Es claro que si u € X" entonces send(u) € K(R™), de tal modo

que la aplicacion u +— send(u) define una isometria del espacio métrico (K", h) en el
espacio (K (R™1), H).

Como este ultimo es un espacio separable, entonces (X" h) también es un espacio

métrico separable. [l

Recordemos que si u, v € X", entonces
h(u,v) = H(send(u), send(v)),

en donde
send(u) = (Lou x [0,1]) N end(u)

es el sendografo de u, y
end(u) = {(z,a) € R" x [0,1] | u(z) > a}
es el endografo de w.

En cuanto a la completitud de (K™, h), la situacién no es tan favorable, como lo veremos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.19. Definamos la sucesion

1, si x =0,
up(x) =< 1/p, si 0<x <1,
0, en otro caso,
donde p = 1,2,.... Entonces (u,) es una sucesién de Cauchy en (X", h), la cual no es

convergente sobre (X", h).
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En efecto, tenemos que

1 1
h(up,, uy) = ‘— — —’ — 0, cuando p,q— oo.
p q

Por otro lado, si u, %, w € K", entonces por el Teorema de Kloeden ([11], [15]) debe

. H .
tenerse necesariamente que Lou, — Lou, y en consecuencia obtenemos que
Lou = [0, 1]. (3.8)

Sin embargo, en este caso, observamos que (send(u,)) es una sucesion decreciente, y
por lo tanto,

send(u,) A, ﬂ send(u,) = send(u),
de donde
send(u) = {(x,0) |z € [0,1]} U{(0,y) | y € [0, 1]}.

Luego

w(0)=1 y wu(x)=0 en otra parte. (3.9)

Por (3.8) y (3.9) vemos que Lou, no puede converger en la métrica H a Lyu.

Esto nos muestra que el espacio (X", h) no es completo.



CAPITULO 4

Aplicaciones

Las aplicaciones de la teoria de conjuntos difusos, a pesar de su corta historia, se han
estado multiplicando y crecen a una tasa excepcional, ya que esta teoria es capaz de
resolver problemas relacionados con la incertidumbre de la informacién o del conoci-
miento, proporcionando un método formal para la expresion del conocimiento en forma
entendible y comprensible para las personas.

A diferencia de la légica convencional tradicional, la teoria difusa fue extendida para
abarcar el concepto de “parcialmente verdad” (valores entre lo “absolutamente cierto”
y lo “absolutamente falso”), y por lo tanto escoger cual es la mejor decision después de
“considerar” diferentes y posibles variables en conflicto. Esto hace que se pueda asegurar
y casi garantizar un amplio campo de aplicaciones con un alto grado de interés. Entre
otras podemos mencionar aplicaciones en el campo de las ingenierias mecanica, civil,
industrial, etc.

4.1. Ingenieria mecanica

Uno de los principales problemas en ingenieria mecanica es realizar los procesos tales
como fabricacién o ensamblaje lo més exacto posible, de manera que al final del ciclo
la imprecision sea virtualmente eliminada. Es alli donde entra a trabajar la teoria de
conjuntos difusos, en la cual las funciones de pertenencia son interpretadas como repre-
sentaciones del ingeniero. En términos subjetivos, el ingeniero quizés exprese diferentes
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dimensiones de diseno. Lo més apropiado es utilizar ntimeros difusos, representando
descripciones tales como “cerca a 15 cm” o “mas pequenos de 50 kg”.

Estas funciones de pertenencia de conjuntos difusos pueden representar caracteristicas
importantes, tanto fisicas como quimicas, entre otras; por ejemplo, funciones expresadas
en términos de corrosion, expansion térmica, conductividad o algunas otras propiedades
del material.

Entre las aplicaciones mas concretas en este campo se destacan: el sistema de frenado
del tren-bala en Japoén, que permite que se detenga en estaciones con un margen de
menos de 1 cm respecto a la posiciéon previamente senalada; en el control de maquinaria
de perforaciéon de tineles y para el control de ascensores que mejoran la eficiencia de
estos. También dentro del sector automovilistico existe gran nimero de patentes sobre
sistemas de frenado ABS y en las cajas de cambios automéaticas (Nissan).

4.2. Ingenieria civil

La ingenieria civil, en comparacién con otras ingenierias, es diferente en el sentido de
que las teorias disponibles nunca abarcan completamente la situacion actual. Esto es,
debido a que cada proyecto en ingenieria civil es tinico, y quizés nunca haya un cambio
desde las pruebas hasta el prototipo, como en otras ingenierias. Es preciso recordar que
el ingeniero trabaja con diferentes variables (incertidumbre), ya que los estandares de
seguridad requeridos para las construcciones de ingenieria civil (tales como puentes,
edificios, represas, etc.) son extremadamente altas.

Una clase importante de problemas en ingenierfa civil para la cual la teoria de conjuntos
difusos ha resultado 1til es avalando o evaluando construcciones ya existentes. Ejemplos
tipicos de estos problemas son fatigas en estructuras metalicas, calidad de los pavimen-
tos en autopistas, danos en edificios después de sismos o terremotos, mantenimiento de
puentes, entre otras (ver [10], pag. 419-426).

4.3. Ingenieria industrial

En general, la ingenieria industrial es una disciplina interesada en los sistemas de diseno,
operacion y control, donde los componentes del proyecto son personas, maquinarias,
materiales y dinero. Contrariamente a otras disciplinas, la ingenierfa industrial no sélo
trata de temas referidos a sistemas hechos por el hombre, sino también en temas como
la ergonomia, economia y organizaciéon entre otros.



Dos areas que han sido bien desarrollas por la Teoria de conjuntos difusos que son
directamente relevantes en la ingenieria industrial son el “control difuso” y la “toma
de decisiones difusas”. Los conjuntos difusos son convenientes para estimar la vida de
servicio de piezas y equipos bajo condiciones de operacion. La informacion acerca de la
vida de servicio de un equipo viene dada por el fabricante. Sin embargo, esta estimacion
no es razonablemente precisa. Una etiqueta tipica para estimar la vida de servicio de
algiin equipo es: “Bajo condiciones normales de operacion, la vida de servicio estimada
del equipo esta alrededor de z anos”.

El término bajo condiciones normales de operacion debe ser expresado conveniente-
mente por una coleccién de conjuntos difusos, uno para cada caracteristica operacional
(variable). El término alrededor de x anos es expresado por un ntmero difuso, el cual
se extiende alrededor de su punto méaximo en zx.

También dentro del apoyo a la toma de decisiones se ha utilizado para la bisqueda de
campos criticos en la ejecucion de proyectos y asesoramiento a la inversion.

4.4. Medicina

La imprecision y la incertidumbre juega un papel importante dentro del campo de la
medicina. Por esta razéon se ha convertido en una de las dreas més importantes en la
aplicacion de la teoria de conjuntos difusos. Dentro de este campo, la incertidumbre se
encuentra en los procesos de diagnéstico de enfermedades.

Una simple enfermedad puede manifestarse en formas diferentes, en diferentes tipos de
pacientes y en etapas distintas. El médico generalmente retine la informaciéon acerca
del paciente por su historia clinica, exdmenes fisicos, examenes de laboratorio y otros
procedimientos como rayos-X o ultrasonidos. La informacion recolectada conlleva cierto
grado de incertidumbre, ya sea exagerada, poco evaluada o incompleta, o en otros casos
patolégicamente confusa.

El deseo de mejorar y comprender los diagnésticos médicos ha inducido a modelar estos
procesos, recientemente, con el uso de conjuntos difusos. Estos modelos varian en el
grado para el cual tratan con diferentes aspectos en el diagnostico médico, tales como
sintomas, patrones en etapas diferentes de las enfermedades, diagnosticos preliminares
y finales dentro del proceso mismo (ver |9, pag. 246-254).

Las aplicaciones de la teoria de conjuntos difusos en medicina no sélo se aplican en
los diagnosticos médicos. Otras aplicaciones, por ejemplo, se encuentran en: miembros
artificiales; sistemas auxiliares de navegacion en lugares donde se encuentra visualmen-
te obstaculizado; robots disenados para asistir a pacientes; incorporaciéon de sistemas
expertos en el tratamiento de diabetes; toma de decisiones difusas para la determina-
cion de terapias adecuadas; patrones de reconocimiento en el procesamiento para el



analisis de rayos-X; acupuntura; e incluso en el analisis de los ritmos cardiacos o de la
arteriostenosis coronaria.

4.5. Otras aplicaciones

La teoria de conjuntos difusos ha entrado con fuerza en el sector comercial, sobre todo
en la fabricacion de electrodomésticos, como por ejemplo:

Lavadoras Fuzzy: que evalian la carga y se ajustan por si mismas (detergente necesario,
temperatura del agua, tipo de ciclo de lavado), monitoreando continuamente el p.h. del
agua de descarga, y por lo tanto la lavadora “sabe” cuando esta limpia la ropa y decide
cuando debe detenerse (patente LG).

Televisores Fuzzy: que autométicamente ajustan el contraste, brillo y tonalidades del
color del televisor de acuerdo a la claridad del recinto (patente SONY).

Cdamaras Fotogrificas Fuzzy: las cuales analizan diferentes variables en conflicto, como
lo son el color, &ngulo, centro de gravedad, distancia, movimiento y reconocimiento de
imagenes mejorando la calidad de la foto (patente Kodak).

Neveras Fuzzy: en las cuales los termostatos que poseen responden a combinaciones
de temperatura, humedad, tiempos de cierre de las puertas (factores de confort); alli
también se encuentran los aires acondicionados (patente LG).

Se fabrican con esta teoria aparatos como tostadores, hornos microondas, aspiradoras,
fotocopiadoras; se utiliza ademaés en el control del trafico automovilistico, en el control
de aparatos por medio de 6rdenes de voz, en el procesamiento de imagenes y en el
reconocimiento de caracteres que identifican los niimeros de los cheques bancarios.
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