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Resumen
Titulo: Andlisis tedrico y numérico de un modelo matemético con quimioatraccién que describe el crecimiento de

los glioblastomas cerebrales *
Autor: Jorge Leonardo Lépez Agredo ™
Palabras Clave: Glioblastoma, quimioatraccion, soluciones fuertes, positividad, aproximacién numérica.

Descripcion: En esta tesis de maestria se desarrollan, en primer lugar, el andlisis numérico de un sistema parabdlico
de PDE que describe la estructura de proliferacién-invasion de células gliales hipdxicas en el cerebro. Explicitamente,
se propone un esquema numérico completamente discreto, basado en una discretizacion de Euler semi-implicita en
el tiempo y una discretizacién de Elementos Finitos (FE) en el espacio, para aproximar las soluciones del modelo
continuo. Para este esquema numérico se demuestran algunas propiedades, incluida la buena posicion, positividad,
principio maximo, estimaciones uniformes, convergencia hacia soluciones débiles, estimaciones Optimas del error y

comportamiento asintdtico de las soluciones discretas. Finalmente, se presentan algunas simulaciones numéricas.

En segundo lugar, se considera un modelo PDE bidimensional que describe la estructura de proliferacion-invasion de
células gliales hipdxicas en el cerebro en el que el movimiento celular estd determinado no solo por la difusién natural
sino también por el gradiente de concentracién de oxigeno. Este modelo estd dado por un sistema no lineal de segundo
orden que involucra la densidad de células cancerosas y la concentracién de oxigeno, los cuales estan acoplados por un
término de quimioatraccién, una fuente de crecimiento logistico y un término de reaccién de tipo Michaelis-Menten.

La contribucién de esta segunda parte al estado del arte se resume en los siguientes dos aspectos principales: primero,

Trabajo de grado
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se demuestan la existencia y unicidad de las soluciones fuertes; y segundo, se propone una aproximacién de elementos
finitos (FE) completamente discreta no lineal para el modelo. Se prueba su buena postura, estimaciones uniformes,
la positividad para la concentracién discreta de oxigeno y la positividad aproximada para las células tumorales dis-
cretas, que se requieren en este modelo bioldgico. El punto clave para desarrollar el andlisis numérico es controlar
adecuadamente el término de quimiotaxis no lineal de segundo orden y obtener una estimacién de energia discreta
que, en particular, dé una energia acotada; que se hace mediante el uso de una técnica de regularizacién. Finalmente,

se presentan algunas simulaciones numéricas que permiten validar los resultados teéricos obtenidos.
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Abstract
Title: Theoretical and numerical analysis of a mathematical model with chemoattraction that describes the growth of
brain glioblastomas

sk

Author: Jorge Leonardo Lépez Agredo
Keywords: Glioblastoma, chemoattraction, strong solutions, positivity, numerical approximation.

Description: In this master’s thesis, first, the numerical analysis of a parabolic PDE system that describes the structu-
re of proliferation-invasion of hypoxic glial cells in the brain is developed. Explicitly, a completely discrete numerical
scheme is proposed, based on a semi-implicit Euler discretization in time and a Finite Element (FE) discretization in
space, for approximating the solutions of the continuous model. Some properties are proved for this numerical scheme,
including well-posedness, positivity, maximum principle, uniform estimates, convergence to weak solutions, optimal

error estimates and asymptotic behavior of the discrete solutions. Finally, some numerical simulations are presented.

Second, a two-dimensional PDE model is considered that describes the proliferation-invasion structure of hypoxic
glial cells in the brain in which cell movement is determined not only by natural diffusion but also by the oxygen
concentration gradient. This model is given by a second-order nonlinear system involving the density of cancer cells
and the oxygen concentration, which are coupled by a chemoattraction term, a source logistic growth, and a reaction
term of Michaelis-Menten type. The contribution of this second part to the state of the art is summarized in the
following two main aspects: first, the existence and uniqueness of strong solutions is proved; and second, a completely

discrete non-linear finite element (FE) approximation is proposed for the model. Their well-posedness, some uniform

Bachelor Thesis
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estimates, positivity for discrete oxygen concentration and approximate positivity for discrete tumor cells, which are
required in this biological model, are proved. The key point in developing the numerical analysis is to control properly
the second-order nonlinear chemotaxis term as well as to obtain a discrete energy estimate that, in particular, gives a
bounded energy; which is done by using a regularization technique. Finally, some numerical simulations are presented

to validate the theoretical results obtained.
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Introduccion
El Glioblastoma corresponde a una amplia clase de tumo-
res cerebrales y de la médula espinal que surgen de las
células gliales, que son las principales células cerebrales
que pueden convertirse en neoplasias, siendo €stos, los ti-
pos mds frecuentes de tumores cerebrales primarios y que
se originan a partir de mutaciones de las células gliales del
sistema nervioso central. Este tipo de tumores son muy in-
vasivos y dan lugar a margenes tumorales irregulares que
no se pueden identificar con suficiente precision mediante

imagenes médicas, lo que dificulta una reseccidn suficien-

MODERATELY HIGHLY
DIFFUSE DIFFUSE
p/D=0.55-1.80 mm2

NODULAR
p/D>1.80 mm2

p/D<0.55 mm2

T1+C

T2 FLAIR

p/D=2.53 p/D=0.76 p/D=0.27

Mavo
Linic

) Vivas-Buitrago T, Domingo RA.... Chaichana KL, Quinones-Hinojosa A. (Submitted)

Figura 1. Invasion tumoral de
Glioblastomas y clasificacién segin
tipo de infiltracién (Tomada de
(Vivas-Buitrago et al., 2022)).

temente precisa. Pueden clasificarse de acuerdo a su composicion celular y rara vez son curables;

en particular el Glioblastoma Multiforme (GBM), el subtipo mas agresivo, el cual es caracterizado

por un mal prondstico y con una tasa de supervivencia de 9 a 12 meses, como se evidencia en

(Lopez-Gonzalez and Sotelo, 2000; Maher et al., 2001), media que puede llegar hasta los 15-16

meses con un protocolo de tratamiento estindar (ver, por ejemplo, (Conte et al., 2020; Lopez-

Gonzalez and Sotelo, 2000)). Los pacientes con GBM tienen consistentemente la supervivencia

mads pobre en todos los grupos de edad, y dentro de cualquier tipo histoldgico, los pacientes mayo-

res tienen una supervivencia mds pobre que los pacientes mds jovenes (Wrensch et al., 2002). Un

tratamiento comun para el glioma incluye la reseccion quirtrgica de la masa tumoral seguida de
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una combinacién de quimioterapia y radioterapia. Desafortunadamente, a menudo, una reseccion
completa es imposible, debido a la naturaleza altamente infiltrativa de las células tumorales en la
matriz extracelular (tejido sano); de la misma forma, la identificacion del borde externo del tumor
‘invisible’ es indetectable con técnicas de imagen médica actuales, como se puede visualizar en
la Figura 1 proporcionada por Vivas et al. en (Vivas-Buitrago et al., 2022). En la Figura 1, par-
te superior y parte inferior se muestran las diferencias de diagnostico de un mismo Glioblastoma
con diferentes técnicas de imagen. En la misma figura se observa la relacién proliferaciéon/difusion
[p/D] para clasificar el tipo de infiltracién del tumor (nodular, moderadamente difusivo y alta-
mente difusivo). En consecuencia, es de suma importancia una comprension mds profunda de los
fendmenos de invasién y migracién tumoral de este tipo de tumor, asi como estudiar el impacto de
los procesos celulares a nivel celular en la cinética de crecimiento del Glioblastoma. Por lo ante-
rior, en las dltimas décadas se han hecho multiples esfuerzos estableciendo modelos matematicos
que permitan predecir el comportamiento de estos tumores, analizando los posibles mecanismos
de invasion y ploriferacion de las células gliales, y su impacto en la cinética de crecimiento del

tumor.

En general, investigaciones recientes (ver, por ejemplo, (Brat et al., 2004; Cooper et al.,
2012; Joseph et al., 2015) y referencias citadas en ellos) muestran que los Glioblastomas expresan
genes regulados por hipoxia que son los encargados de controlar los procesos asociados con la
agresividad tumoral, mostrando una proliferacion celular rapida y una vascularizacién inadecuada

que conduce, en la mayoria de las veces, a regiones tumorales donde el suministro de oxigeno es
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insuficiente, siendo esto, un detonante de la degradacion tumoral y el comportamiento altamente
invasivo del Glioblastoma. Haciendo hincapié en el papel de la hipoxia, el suministro insuficien-
te de oxigeno reduce la tasa de proliferacion de las células tumorales, lo que contribuye a una
progresion més lenta de la lesién, generando a su vez, un aumento en la invasividad del tumor,
haciéndolo més agresivo (Gémez, 2017). Por otro lado, se espera que las células gliales dirijan
su movimiento hacia regiones de altas concentraciones de oxigeno (ver, por ejemplo, (Alfonso
et al., 2017; Cuddapah et al., 2014; Jensen et al., 2006; Joseph et al., 2015)) lo que lleva a consi-
derar que el movimiento celular también estd determinado por un mecanismo de quimioatraccion.
La quimiotaxis es un fendmeno bioldgico en el que el movimiento de organismos vivos (células
gliales) es inducido por estimulos quimicos (oxigeno y otros nutrientes). La quimiotaxis se llama
atractiva cuando los organismos se mueven hacia regiones con mayor concentracion quimica (qui-
mioatraccion), mientras que si el movimiento es hacia concentraciones mas bajas, la quimiotaxis
se denomina repulsiva (quimiorepulsién). Por lo anterior, tomando como punto de partida el traba-
jo de Gémez en (GOomez, 2017), en este trabajo se considera el siguiente modelo mds robusto para
predecir el comportamiento de estos tumores, analizando los posibles mecanismos de invasién y

proliferacion de los gliomas, y teniendo en cuenta la difusién por una quimiotaxis atractiva:

( Quimiotaxis atractiva

Difusién variable Crecimiento logistico - ~

c -~ - - ~ c
u =V-(D(x,0)Vu)+p(o)u(oc—u)—xV- (umVG) ,

Consumo Michaelis-Menten ( 1 )
Difusién aleatoria Reaccién-Produccién
—— ono u e e
0,= deAc — —22_ = 4P.S5,(B-0),
L kox+o

enQx (0,T),QCRY, N<3y0< T <oo.En (1), u denotala densidad celular, o es la concentra-
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cién de oxigeno, D es el coeficiente de difusion de las células del tumor que explica la migracién y
p es la tasa de proliferacion. El término de crecimiento logistico supone que las células tumorales
proliferan hasta alcanzar la densidad celular ¢. La constante o se conoce como capacidad de carga
del sistema y representa el niimero maximo de células tumorales que caben en 1 mm> de tejido.
Go6mez propone en (Gémez, 2017) que D y p dependan de la concentracion de oxigeno &, asu-

miendo que p y D dependen linealmente de la concentracion de oxigeno; en particular, se definen

D(x,6) = D(x) [%4—41(1—%)} y p(c) = p”;‘“ {%+b(1—%)}, siendoa>1y0<b<1

pardmetros constantes. Ppqc y D(X) son, respectivamente, la tasa de proliferacion y el coeficiente

de difusion de las células tumorales bajo condiciones norméxicas. La dependencia espacial de D
ocurre ya que las células tumorales invaden la sustancia blanca mas rapido que a la sustancia gris.
La principal novedad en este modelo, radica en la inclusion del mecanismo de quimioatraccion que
permite describir el movimiento de las células gliales hacia altas concentraciones de oxigeno, sien-
do x un pardmetro no negativo. Finalmente, para modelar la dindmica del oxigeno, se presenta un
término de consumo por las células y otro que modela la cantidad de oxigeno que ingresa al tejido
desde los vasos sanguineos, considerada constante e igual a . Ademads, d es la difusion constante
del oxigeno, A,y Y kox son parametros de consumo asumiendo la Cinética de Michaelis-Menten,
P,, es la permeabilidad vascular que modula la liberacion de oxigeno a través de las paredes de
los vasos y S, es la densidad vascular, que se supone constante. El sistema (1) se completa con los

siguientes datos iniciales y condiciones de contorno:
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[u(x,0),0(x,0)] = [up(x),00(x)], xXeQ,
()
du(x,t) do(x,t)

— =0 0Q, te(0,T
(  oJn on ’ x€dQ, 1€(0.T),

donde n denota el vector normal exterior unitario a la frontera de €2, la cual se denota por

Q.

Asi, este modelo permite describir la estructura de proliferacién-invasion de células gliales
hipdxicas en el cerebro, en el que el movimiento celular estd determinado no solo por la difu-
sién natural, sino también, por el gradiente de concentracion de oxigeno. Esto permite explicar de
manera mds precisa el cambio de fenotipo proliferativo a migratorio promovido por la hipoxia,
la transicion significativa en la agresividad de algunos tumores pasado el tiempo, asi como cierta
preferencia de los gliomas a invadir la periferia de las paredes de los vasos sanguineos, zonas ricas
en nutrientes y oxigeno, como se describe en (Cuddapah et al., 2014). En este modelo, se supone
en general que, p es una funcién Lipschitz continua globalmente acotada y D(x,6) = D(x)B(0),
siendo B un funcién decreciente y Lipschitz continua siempre que B(f3) > 0, garantizando que,
la difusién se da siempre en menor proporcion en las regiones del cerebro donde la cantidad de

oxigeno y nutrientes son escasos.

El documento estd organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se presenta algunos

de los aspectos mds relevantes sobre los Glioblastomas tanto a nivel clinico y los procesos celulares
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que impactan a nivel celular la cinética del crecimiento del tumor global, asi como algunos de los
resultados presentados por diferentes investigadores con el 4nimo de intentar modelar la dindmica

de estos.

En el Capitulo 3 se propone un esquema numérico completamente discreto, semi-implicito,
lineal y desacoplado, utilizando diferencias finitas en tiempo y elementos finitos (FE del inglés
Finite Element) en espacio para aproximar las soluciones de (1) (considerando y =0y D(x,0) =
D1 > 0 un parametro constante) mostradas en (Conti et al., 2019), para el cual se prueban algunas
propiedades, incluyendo la buena postura, positividad, principio del méximo, estimaciones unifor-
mes, convergencia hacia las soluciones débiles, estimaciones de error 6ptimas y comportamiento
asint6tico de las soluciones discretas. Adicionalmente, se muestran dos experimentos numéricos
donde se logran capturar los resultados tedricos probados, simulaciones realizadas utilizando soft-
ware libre denominado Freefem-++. Finalmente, se presentan algunos comentarios adicionales so-
bre el caso de coeficiente de difusion variable D(x,0) para las células tumorales, estudiando un
esquema numérico completamente discreto, semi-implicito, lineal y desacoplado, utilizando di-
ferencias finitas en tiempo y FE en espacio, para aproximar las soluciones de (1) (para y = 0)
mostradas en (Gatti, 2022). Este esquema goza de algunas propiedades, incluyendo la buena pos-
tura, positividad, principio del mdximo y comportamiento asintético de las soluciones discretas.
Estos resultados, andlogos al caso continuo, guardan similitud con el esquema numérico planteado
para el caso de difusion constante D(x,0) = D > 0, sin embargo, es mds limitativo, al asumir una

restricciéon mas fuerte sobre la triangulacion del dominio Q. Estos resultados son nuevos, y se en-
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cuentran plasmados en el articulo (Lopez-Agredo et al., 2023a). Hasta donde sabemos, este trabajo
es el primero dedicado al anélisis de esquemas numéricos para la aproximacién de soluciones de

este modelo.

Seguidamente, en el Capitulo 4, se demuestra inicialmente la existencia y unicidad de so-
luciones fuertes no negativas en dominios bidimensionales acotados del sistema (1) (considerando
D(x,0) = D; > 0 un pardmetro constante), utilizando el Teorema de Leray-Schauder. Seguidamen-
te, se propone una aproximacion de FE completamente discreto, el cual verifica las propiedades
de positividad (para la concentracion discreta de oxigeno) y positividad aproximada (para las cé-
lulas tumorales discretas), que se requieren en modelos biolégicos. El punto clave para desarrollar
el andlisis numérico es controlar adecuadamente el término de quimiotaxis altamente no lineal
de segundo orden para obtener una estimacion de energia discreta que, en particular, proporciona
una energia acotada; lo cual llevamos a cabo mediante el uso de una técnica de regularizacion.
Adicionalmente, se presentan algunas simulaciones numéricas que permiten validar los resultados
tedricos obtenidos. Estos resultados son nuevos, y se encuentran plasmados en el articulo (Lépez-

Agredo et al., 2023b).

Finalmente, en el Capitulo 5 se enumeran algunos de los trabajos futuros y en el Capitulo 6

se presentan las principales conclusiones de esta investigacion.
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1. Objetivos
Objetivo general
Analizar un sistema acoplado de EDP no lineales parabdlicas para la transicion proliférica-
invasiva de celulas gliomas hipéxicas, en el cual estd presente el mecanismo de la quimio-

atraccion.

Objetivos especificos
Estudiar el proceso biofisico detrds del crecimiento, proliferacion e invasién tumoral y la
accion de la quimioatraccion como un mecanismo fundamental en la migracién de las células

gliales a la matriz extracelular.

Demostrar la existencia de soluciones débiles locales para el sistema planteado.

Plantear un esquema numérico tipo mixto para aproximar las soluciones del sistema acopla-

do.

Analizar tedricamente el esquema numérico planteado.

Implementar el esquema numérico planteado usando software especializado, para aproximar

la dindmica del crecimiento de un gliobastoma cerebral.
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2. Sobre el modelamiento del Glioblastoma Multiforme
La neurooncologia matematica (MNO de sus siglas en inglés) es un campo de la ciencia joven
y floreciente que aprovecha los modelos matemadticos para predecir y cuantificar el crecimiento
tumoral y la respuesta a las terapias. Estos modelos matemaéticos junto al tratamiento de imagenes
via Machine Learning, pueden formar la base de los enfoques modernos de la “medicina de preci-
sion” para superar las limitaciones de imagen, mejorar los prondsticos, estratificar a los pacientes
y evaluar la respuesta al tratamiento in silico, mediante modelos especificos para paciente (PSM
de sus siglas en inglés). Como lo describe Baldock y colaboradores en (Baldock et al., 2013), los
PSM se pueden usar para obtener informacion necesaria en la construccion y eficacia de ensayos
clinicos y protocolos de tratamiento, ayudando en la aceleracion de investigaciones clinicas en la
guerra contra el cancer, proporcionando asi, herramientas necesarias en una nueva era de MNO
que permita caracterizar de manera especifica a los pacientes, en grupos con caracteristicas y tra-

tamientos similares.

El modelado matemadtico de la migracién e invasion de células tumorales dentro del tejido
y, en particular, el modelado del crecimiento e invasion, asi como la evolucién y el tratamiento
de los gliomas y en particular del Glioblastoma Multiforme (GBM), ha aumentado significativa-
mente en los ultimos afios, desarrolldndose diferentes enfoques a nivel discreto, hibrido y continuo
(ver, por ejemplo, los modelos presentados en (Baldock et al., 2013; Conte et al., 2020; Gémez,

2017; Fernandez-Romero et al., 2021a; Swanson and Alvord, 2000) y referencias de los mismos
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Figura 2. Capturas de pantalla de ejemplo de simulaciones de glioma en diferentes puntos de
origen. Imdgenes en cuatro puntos de tiempo cada una para tres lesiones simuladas
proporcionadas en los planos sagital, coronal y axial para puntos de inicio de lesiones en la zona
subventricular dorsolateral anterior, sustancia blanca profunda anterior y sustancia blanca
superficial anterior. El drea verde refleja la anormalidad estimada de la imagen ponderada en T2
en la resonancia magnética; el drea roja refleja la anomalia post-gadolinio de la imagen ponderada
en T1 estimada. (Tomado de (Baldock et al., 2013), cortesia de (Bohman et al., 2010)).

para una explicacién detallada). En el marco de los modelos continuos, varios estudios se basan
en ecuaciones de reaccion-difusion para caracterizar la densidad del glioma a escala macroscépi-
ca. Se han planteado modelos que busquen predecir el comportamiento del GBM, involucrando
diferentes variables que describan la interaccién y comportamiento de las células cancerosas con
dichas variables, entre las que se destacan la densidad necrética, la densidad de vascularizacion y
la concentracidn de oxigeno, etc. (ver, por ejemplo, (Conte et al., 2020; Conte and Surulescu, 2021;
Conti et al., 2019; Gatti, 2022; Gomez, 2017; Fernandez-Romero et al., 2021a,b, 2022; Swanson
and Alvord, 2000)). Ademds, los modelos pueden usarse para la comprension cualitativa de los

eventos estudiados. Un ejemplo de tal trabajo es el de Bohman et al. en (Bohman et al., 2010)
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Figura 3. Comparaciones entre controles virtuales no tratados (UVC) y resonancias magnéticas
posteriores al tratamiento. Primera fila: Resonancia magnética postratamiento. Segunda fila:
contornos que muestran el tumor medido en la exploracién mejorada con T1-Gd (rojo) y la
prediccién UVC del drea T1-Gd (aguamarina). Tercera fila: densidades de células tumorales UVC
superpuestas (blanco, densidad celular alta; rojo, densidad celular baja) en el escaneo con
contorno tumoral medido en T1-Gd (negro). Tomado de (Baldock et al., 2013).

donde investigaron la formacion, el desarrollo y la evolucion espacio-temporal de los gliomas. Al
observar un conjunto de 63 tumores de pacientes, determinaron que los tumores que lindan con el
ventriculo en la zona subventricular (SVZ) son mas grandes que los que no lo hacen (ver Figura 2).
Asi, los resultados de la simulacion apuntaron a una explicacién en la que dos tumores con tasas
de crecimiento idénticas, segin lo definido por el modelo matematico continuo, podrian mostrar
patrones de crecimiento marcadamente diferentes debido a la anatomia del cerebro y la ontogenia

(formacion y desarrollo) del tumor.
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Una de las demostraciones mds efectivas de la utilidad clinica de los modelos matemaéticos
(ver, por ejemplo, (Swanson, 2008; Wang et al., 2009)) ha sido en el contexto de los controles
virtuales no tratados (UVC de sus siglas en inglés). El concepto de un UVC es un modelo que des-
cribe con precision el comportamiento inherente de la enfermedad no tratada como referencia para
futuras comparaciones para un paciente especifico mediante PSM (ver Figura 3). Como se expone
en (Baldock et al., 2013), las desviaciones del comportamiento de “control” predicho se pueden
evaluar y utilizar como una métrica de respuesta a la terapia. Por lo tanto, tener un modelo robusto
y que permita predecir de manera precisa el crecimiento e infiltracién de un glioma sin tratar, per-
mitird que el enfoque UVC sea particularmente simple de aplicar. Segin Baldock y colaboradores
en (Baldock et al., 2013), existen pocas opciones de tratamiento para el glioma recién diagnosti-
cado mas alla de la cirugia y la quimiorradiacion después del estudio histérico que establecié el
estdndar de atencidn para esta enfermedad descrito en (Stupp et al., 2007). Las terapias novedosas
a menudo se reservan para situaciones recurrentes y han mostrado poco beneficio en la prolonga-
cién de la supervivencia. Adicionalmente, teniendo en cuenta la rareza relativa de la enfermedad,
impulsar los estudios clinicos puede ser un desafio, por lo tanto, los modelos matematicos UVC
que cuantifican la respuesta, modelan el crecimiento e infiltracién, predicen la sensibilidad y el
beneficio relativo del tratamiento, proporcionan un medio alternativo y novedoso para estratificar

a los pacientes y poder obtener un tratamiento no estandarizado para estudios clinicos.

Las causas exactas de desarrollo de los gliomas atin no se comprenden completamente bien,

esta deficiencia se debe a su compleja biologia a nivel celular y molecular, y a las interacciones



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 26

con el tejido circundante o matriz extracelular (ECM de sus siglas en inglés). Las interacciones
celulares de las células gliales con la ECM vy las células adyacentes, combinadas con los proce-
sos bioquimicos, respaldan el movimiento celular activo. Entre estas interacciones, se destaca la
hipoxia como una caracteristica de los gliomas que a menudo se asocia con un mal prondstico
y resistencia a las terapias aplicadas como la quimioterapia y la radioterapia (ver, por ejemplo,
(Brat et al., 2004; Gémez, 2017; Mpekris et al., 2015) y referencias de los mismos). En general,
investigaciones recientes (ver, por ejemplo, (Brat et al., 2004; Cooper et al., 2012; Joseph et al.,
2015) y referencias citadas) muestran que los Glioblastomas expresan genes regulados por hipoxia
que son los encargados de controlar los procesos asociados con la agresividad tumoral, mostrando
una proliferacién celular rdpida y una vascularizacién inadecuada que conduce, en la mayoria de
las veces, a regiones tumorales donde el suministro de oxigeno es insuficiente, concentraciones
de células tumorales que contribuyen a un gradiente de células de glioma invasoras difusas que
se extiende mucho més alld del umbral de deteccion via imagenes de diagndstico; siendo esto un
detonante de la degradacion tumoral y el comportamiento altamente invasivo del Glioblastoma y
una de las causas que dificultan un tratamiento especifico de cada paciente. Asi, entre los fenéme-
nos que permiten caracterizar el comportamiento de los gliomas, se encuentra presente la hipoxia
como factor predominante, permitiendo exponer la dicotomia de ir o crecer presente en las células
que componen los gliomas; ademds de describir el cambio del comportamiento proliferativo a mi-

gratorio de las células gliales (Gomez, 2017; Jensen et al., 2006).

Por otra parte, como se evidencia en (Lépez-Nicolas and Garcia-Carmona, 2015), Lopez
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Figura 4. Cinética de Michaelis-Menten. La ecuacién V = %, propuesta en 1912 por el
bioquimico alemédn Leonor Michaelis (1875-1949) y la doctora canadiense Maud Leonora

Menten (1879-1960), es eje fundamental sobre el que gira la cinética enzimadtica y que describe la
velocidad de reaccion de muchas reacciones enzimadticas.

y Garcia exponen que la ecuacién de Michaelis-Menten permite describir el cambio sufrido por
la velocidad de reaccion (V') catalizada por una enzima al variar la concentracion del sustrato (s).
Ademads, las sucesivas adiciones de sustrato al medio de la reaccion provocan un abrupto incremen-
to de la velocidad de reaccion hasta un cierto punto en el que la enzima se satura, por consiguiente,
la adicién posterior de sustrato ya no afecta la velocidad de reaccién, momento para el cual se
alcanza la velocidad méaxima de reaccion A,y (ver Figura 4). Adicionalmente, k,, s un pardmetro
caracteristico de la enzima empleando la concentracion de sustrato a la cual se alcanza la mitad de
la velocidad méxima.

2.1. Modelo base de estudio

El suministro insuficiente de oxigeno reduce la tasa de proliferacién de las células tumorales, lo

que contribuye a una progresion mds lenta de la lesion, pero también aumenta la invasividad del
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Figura 5. (A) Concentraciones de células tumorales que contribuyen a un gradiente de células de
glioma invasoras difusas que se extienden mucho méds alld del umbral de deteccién. El modelo
Ploriferacion-Difusion caracteriza las tasas netas de crecimiento e invasion de las células de
glioma que contribuyen a este perfil general, una suma de comportamientos de células
individuales. (B) Una simulacién del modelo matematico de reaccion-difusion en un fantoma
cerebral anatomicamente preciso con motilidad diferencial en materia gris y blanca segtn lo
propuesto por Swanson en (Swanson and Alvord, 2000) considerando p y ¢ constantes en (3). El
borde detectable por resonancia magnética de la lesidn se superpone como un contorno gris
oscuro que enfatiza la extension de la invasion mucho més alla del umbral de deteccion. (Tomado
de (Baldock et al., 2013), cortesia de Wang et al. (Wang et al., 2009) con permiso de Cancer
Research.)

tumor, haciéndolo mds agresivo, como se evidencia en (Brat et al., 2004). Adicionalmente, a partir
del trabajo de Swanson et al. en (Swanson and Alvord, 2000), en donde se consideran coeficientes
de difusion isotropicos espacialmente dependientes para describir el proceso de difusion en la

sustancia gris y blanca (ver Figura 5), Gébmez en (Gémez, 2017), plantea el siguiente modelo para
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describir la estructura de proliferacion-invasion de las células gliales hipdxicas:

( Difusién variable Crecimiento Logistico

up =V - (D(x,0)Vu)+p(o)u(c—u), en 0=Qx (0,T),

Consumo Michaelis-Menten
Difusion aleatoria Reaccion-Produccion
ApxC U ——
o= dsAc — — P.,S,(p—0), enQ,
! ° koy +0 o +FerSu(p — o) (3)

[u(xv0)76(x70)] = [uo(x),co(x)], en Q,

du do

222" = bre 0
| on " on , sobre dQ,

recordando que, en (3), u denota la densidad celular, o es la concentracion de oxigeno, D es el
coeficiente de difusion de las células del tumor que explica la migraciéon y p es la tasa de pro-
liferacién. El término de crecimiento logistico supone que las células tumorales proliferan hasta
alcanzar la densidad celular &. La constante & se conoce como capacidad de carga del sistema
y representa el niimero maximo de células tumorales que caben en 1 mm? de tejido. La nove-
dad de este modelo es que permite que D y p dependan de la concentracién de oxigeno o. Esto
permite explicar el cambio de fenotipo proliferativo a migratorio promovido por la hipoxia. G6-
mez supone que p y D dependen linealmente de la concentracién de oxigeno, generalizando el

problema clésico de Fisher-Kolmogorov (considere a = b = 1 abajo); en particular, se definen

D(x,0) = D(x) [%-I—a(l—%)} y p(c) = p’;“" {%-i—b(l—%)}, siendoa>1y0<bh<1

pardmetros constantes. Ppqx y D(X) son, respectivamente, la tasa de proliferacion y el coeficiente

de difusion de las células tumorales bajo condiciones norméxicas. La dependencia espacial de D
ocurre ya que las células tumorales invaden la sustancia blanca mds rdpido que a la sustancia gris.

Finalmente, para modelar la dindmica del oxigeno, se presenta un término de consumo por las
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células y otro que modela la cantidad de oxigeno que ingresa al tejido desde los vasos sanguineos,
considerada constante e igual a B. Ademads, dg es la difusién constante del oxigeno, A,y y kox SON
pardmetros de consumo asumiendo la Cinética de Michaelis-Menten, P, es la permeabilidad vas-
cular que modula la liberacién de oxigeno a través de las paredes de los vasos y S, es la densidad

vascular, que se supone constante.

En (Conti et al., 2019), los autores analizaron teéricamente el sistema (3) asumiendo D(x, ) =
D1 > 0 constante, y considerando una pequefia modificacion en el término de reaccién de Michaelis-
Menten para garantizar la existencia de soluciones no negativas del sistema diferencial; explicita-

mente,

diu—Di1Au=p(o)u(o —u), en Q,
Ao uUo
9,6 —dsAc+——""— _+yoc=vB, enQ,
[u(x,0),0(x,0)] = [up(x), 00(x)], en Q,
Ju do
St 0, sobre 00,

donde p : R — R Lipschitz continua y globalmente acotada tal que p(s) > 0 si s > 0, ademds
Y = P.;S,. En (Conti et al., 2019), los autores demostraron la existencia de soluciones débiles glo-

bales para (4) (en el sentido de la Definicién 3.1 abajo).

En el caso general, Gatti en (Gatti, 2022), analiza el modelo propuesto por Gémez en
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(Gomez, 2017), considerando el coeficiente de difusion de las células tumorales dependiendo
de la anatomia del cerebro y de la concentracion del oxigeno D = D(x,0) = D(x)B(x) donde
0 < D; < D(x) < D, para cualquier x € Q y por simplicidad B(x) = [% +a (1 — %)} ,cona>1;
ademds, D1 y D, son los coeficientes de difusion en la materia gris y blanca respectivamente. Lo
anterior, en concordancia con las observaciones clinicas que presentan una diferencia significativa
de invasion tumoral en la materia blanca y la materia gris, pues se ha concluido que los gliomas di-
fusos invaden extensamente como células individuales en cualquier lugar dentro del tejido cerebral
del huésped, con cierta preferencia para infiltrarse a lo largo de los tractos de materia blanca y la
periferia de las paredes de los vasos sanguineos (Alfonso et al., 2017), a saber D, > D;. Adicional-
mente, se considera a > 1 (biolégicamente a = 10, ver (Gémez, 2017)), recordando que la hipoxia
incrementa la migracion y difusion de las células tumorales. En general, los resultados presentes
en (Gatti, 2022) se mantienten para funciones B decrecientes y Lipschitz continuas siempre que
B(B) > 0. En cuanto a la tasa de ploriferacién p, se asume una funcién creciente y Lipschitz conti-
nua con p(0) > 0. Gatti demuestra la existencia de soluciones débiles globales en tiempo, asi como
algunas observaciones sobre el comportamiento a largo plazo tanto de u como de o, andlogas a las

mostradas en (Conti et al., 2019).

Por otra parte, vale la pena mencionar los resultados muy recientes obtenidos en (Fernandez-
Romero et al., 2021a,b, 2022) proponiendo otro tipo de modelos PDE-ODE (Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales - Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, por sus siglas en inglés) para predecir el

comportamiento de GBM, involucrando diferentes variables que describen la interaccién y el com-
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portamiento de las células cancerosas con estas variables, entre las que se encuentran la densidad
necrdtica y la densidad de vascularizacion. En (Ferndndez-Romero et al., 2021a) los autores prue-
ban la existencia y unicidad de la solucidn clésica global en tiempo del modelo propuesto, dan algu-
nos resultados de estabilidad de la solucién dependiendo de algunas condiciones en los pardmetros,
y muestran algunas simulaciones numéricas de acuerdo a los resultados obtenidos. Posteriormen-
te, en (Ferndndez-Romero et al., 2021b) los autores amplian los resultados de (Ferndndez-Romero
et al., 2021a) para un modelo que incluye un término de difusién no lineal anisétropo con una
velocidad de difusién que aumenta con respecto a la vasculatura. Demuestran algunos resultados
tedricos relacionados con la existencia y estabilidad de soluciones globales, proponiendo un es-
quema de elementos finitos (FE) completamente discreto que conserva las estimaciones puntuales
y energéticas del problema continuo. Més recientemente, en (Fernandez-Romero et al., 2022), se
analiza un problema de PDE-ODE que modela la evolucién de un GBM, que incluye el término
de quimiotaxis dirigido a la vasculatura. En este trabajo, los autores obtienen algunas estimaciones
a priori para las (posibles) soluciones del modelo y disefian un esquema de FE completamente
discreto para el modelo, conservando algunas estimaciones puntuales del problema continuo. Sin
embargo, hasta donde sabemos, no hay resultados numéricos para los sistemas (3) y (4).

2.2. Modelo propuesto de estudio

La capacidad de invasion celular en ECM representa una de las caracteristicas mds destacadas del
glioma, el cual combina mecanismos tanto intracelulares como intercelulares (ver, por ejemplo,
(Conte and Surulescu, 2021) y referencias citadas en este), jugando un papel central en la conduc-

cion de la progresién tumoral. Haciendo hincapié en el papel de la hipoxia, esta induce un cambio
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de proceso celular proliferativo a migratorio en los gliales, por lo tanto, estudiar el impacto de esta
transicion a nivel celular en la cinética de crecimiento del tumor global es preponderante, teniendo
en cuenta que el suministro insuficiente de oxigeno reduce la tasa de proliferacion de las células
tumorales, contribuyendo a una progresién mds lenta de la lesion, pero también aumentando la
invasividad del tumor, haciéndolo mds agresivo (Gémez, 2017). Adicionalmente, se tiene que el
tumor crece de forma invasiva produciendo hipoxia en el tejido, generando una region hipdxica
que crece radialmente, dando lugar a un patrén de onda viajera como se observa en la Figura 5-
(B) (ver (Gémez, 2017)). Por otro lado, se observa clinicamente que las células gliales dirigen su
movimiento hacia regiones de altas concentraciones de oxigeno (ver, por ejemplo, (Alfonso et al.,
2017; Cuddapah et al., 2014; Jensen et al., 2006; Joseph et al., 2015)) lo que lleva a considerar que
el movimiento celular también estd determinado por un mecanismo de quimioatraccién. En con-
secuencia, tomando como punto de partida el trabajo de Gémez en (Gémez, 2017), en este trabajo
se propone el siguiente modelo PDE mds robusto para predecir el comportamiento de estos tumo-
res, analizando los posibles mecanismos de invasion y proliferacion de los gliomas, y teniendo en

cuenta la difusién por una quimiotaxis atractiva:

/ Quimiotaxis atractiva

Dif;&naAleamria—}_ (G) (a ) Ve V ( G VG) Q
U = u u(ot—u)—y¥V-{u , enQ,
t 1 p X kit o
6, = doAc — 0@ L Y P.S,(B—o0) en Q
t — [0} kox+6a er~y 9 (5)
[u(x,0), 6(x,0)] = [uo(x), G (x)], en Q.
Ju do
30" on = 0, sobre dQ.
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En (5), las incognitas son de nuevo u y ¢ que denotan la densidad de células tumorales y
la concentracién de oxigeno, respectivamente. Se supone que las células tumorales y el oxigeno
se difunden a tasas constantes D; > 0y ds > 0, respectivamente. La principal novedad en (5) es
la inclusién del mecanismo de quimioatraccién que describe el movimiento de las células hacia
altas concentraciones de oxigeno, que como se menciond, es una caracteristica importante de las
células gliales. Se supone una funcion de sensibilidad no lineal S(o) determinada por la Cinética
de Michaelis-Menten, es decir, S(0) = ka% , siendo ) un pardmetro no negativo que mide la
fuerza de la quimiotaxis, y k,, la constante de disociacion positiva de la reaccidon quimica (cons-
tante de Michaelis-Menten). En nuestro caso, la Cinética de Michaelis-Menten describe la relaciéon
entre la velocidad de la reacciéon (consumo) y la concentracion de oxigeno. Asi, el término de
quimiotaxis en (5) corresponde a una variacion no lineal del clasico Keller-Segel que describe la
dindmica celular, cuyo limite k,, = 0 se reduce al modelo basico de Keller-Segel. En (Hillen and
Painter, 2009), el lector puede encontrar una motivacién detallada para considerar un conjunto de
modelos de quimiotaxis con cinética de sefial no lineal, refiriéndose a literatura clave que describe

sus propiedades bioldgicas y matemadticas.

Como se describi6 anteriormente, la hipoxia induce un cambio de un proceso celular proli-
ferativo a migratorio en las células gliales; por tanto, estudiar el impacto de esta transicién a nivel
celular sobre la cinética de crecimiento tumoral global, asi como responder si esta transicion tiende
a reducir o no la supervivencia de los pacientes con glioblastoma, juega un papel preponderante.

Un estudio detallado de los resultados del modelo variando ) sugiere que la transicién proliferativa
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a invasiva, asi como el aumento en el pardmetro y (es decir, un aumento en la actividad migratoria
de las células gliales que en el campo de estudio de los Glioblastomas se conoce como pseudoem-
palizada: movimientos celulares desde el tejido necrético a las zonas més oxigenadas) contribuyen
a un aumento de los niveles de oxigeno en el tejido, generando, por un lado, un importante creci-
miento del radio tumoral y, por otro, una mayor proliferacién in situ. Este aumento del pardmetro
implica un aumento tanto del radio tumoral como de su densidad, aumento claramente no lineal en
el tiempo, y que explicaria, entre otras cosas, la diferencia entre tumores primarios y secundarios
en un mismo paciente, las diferencias en la agresividad y evolucién de esta dolencia en pacientes
con caracteristicas similares (sexo, edad, entre otras) diagnosticados con el mismo tumor y la apa-
ricién de Glioblastomas secundarios como progresion de astrocitomas de bajo grado (conocidos
en la literatura como astrocitomas difusos o astrocitomas anapldsicos). Para eso, se pueden usar
imagenes anatdmicas y moleculares para extraer datos in vivo que se pueden usar para personalizar
la entrada del modelo, asi como procesos estadisticos sofisticados que permitan optimizar el rango

de valores aceptables para el pardmetro .
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3. Analisis numérico de un modelo matematico describiendo la evolucion de células gliales
hipéxicas
En este capitulo se estudia un esquema numérico completamente discreto, semi-implicito, lineal y
desacoplado, utilizando diferencias finitas en tiempo y FE en espacio para aproximar las solucio-
nes mostradas en (Conti et al., 2019), en el cual se prueban algunas propiedades para las soluciones
discretas, entre las que se destacan la buena postura, la no negatividad y un principio del maximo,
estimaciones uniformes, convergencia hacia las soluciones débiles, estimaciones de error dptimas
y comportamiento asintético. Adicionalmente, se muestran dos experimentos numéricos donde se
logra validar los resultados tedricos probados, simulaciones realizadas utilizando el software li-
bre denominado Freefem++. Finalmente, se presentan algunos comentarios adicionales sobre el
caso de coeficiente de difusién variable para las células tumorales, estudiando un esquema numé-
rico completamente discreto, semi-implicito, lineal y desacoplado, utilizando diferencias finitas en
tiempo y FE en espacio, para aproximar las soluciones mostradas en (Gatti, 2022). Este esquema
goza de algunas propiedades, incluyendo la buena postura, la no negatividad, principio del ma-
ximo y comportamiento asintético de las soluciones discretas. Estos resultados, andlogos al caso
continuo, guardan similitud con el esquema numérico planteado para el caso de difusion constante
D(x,0) = Dy > 0, sin embargo, es mds limitativo, al asumir una restriccién més fuerte sobre la

triangulacion del dominio Q.
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3.1. Analisis continuo del modelo

Se comenzard recordando algunas notaciones bésicas que se utilizaran a lo largo de este documen-
to. De ahora en adelante (salvo aclaracién previa), Q es un dominio acotado de RV, N < 3 con una
frontera dQ suficientemente regular. Se consideran los espacios estdndar de Sobolev y Lebesgue
WP (Q) y LP(2), con sus respectivas normas || - ||w=r y || - ||r». Para X un espacio de Banach, se
denota por L7(0,T;X), 1 < p < oo, el espacio de funciones integrables de Bochner definidas en el
intervalo [0, T] con valores en X, dotado de la norma habitual || - ||,»(x). También, se considera el
espacio C([0,T];X) de funciones continuas de [0,7] a X, con norma || - |¢(x)- De ahora en adelante,
para simplificar la notacion, se usard la misma notacion para los espacios de funciones escalares y
vectoriales, de la misma manera, se denota L”(Q) := LP(0,T;LP(Q)) con 1 < p < ooy con norma
|- |zr(@)- Ademds, (-,-) denota el producto interior estdndar de L? sobre Q. Finalmente, las letras

C,Cp,Cy,... denotardn diferentes constantes positivas que pueden cambiar de una linea a otra.

Ahora se presenta la definicion de solucién débil para (4); se recuerda el resultado de la

existencia de soluciones débiles globales y se establece una propiedad de regularidad.

Definicién 3.1. Un par [u, 6] es una solucién débil en [0, T] del modelo (4) siu,c € L=(0,T;L*(Q))N

L2(0,T;H'(Q)) y ou,0,0 € L2(0,T; (H'(Q))) satisfaciendo

1) (Qu,it) +Di(Vu,Vii) = (p(c)u(a — u),i), Vii € H'(Q),
(6)

Ao Uo

2) {0i0,6) +ds(Vo,V6) =y(f~0,6) - (W

,(y) , V6 €H(Q),
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ctp.t€(0,T). Mds aiin, % = g—z =0 c.t.p. sobre IQ x (0,T) y [u(0),0(0)] = [ug, 0p] c.t.p. en

Q.
Teorema 3.2. (Conti et al., 2019) Sean uy,co € L*(Q) con o > uy > 0, B > oy > 0. Entonces,
existe una unica solucion débil global del sistema (4) en el sentido de Definicion 3.1 tal que o >

u>0,>0>0ctp. en Qx[0,T].

Asumiendo més regularidad en los datos iniciales, es posible probar que la solucién débil

dada por el Teorema 3.2 es fuerte. Este es el contenido del siguiente Lema:

Lema 3.3. Sean ug, 0o € H'(Q). Si Q es de clase C? y [u, 6] es una solucién débil de (6), entonces
u,0 € L*(0,T; H*(Q))NC([0,T]; H (Q)) y du, 9,0 € L*(Q). Mds aiin, si Q es de clase C*, v >
0,y ug, 0o € C>V(Q), entonces la solucion [u, o) es cldsicay u,c € C([0,T];C>Y(Q)), du,d;06 €

C([0,T];C™(Q)). Ademds, « >u>0, >0 >0enQx[0,T].

Demostracién. Si [u, o] es una solucién débil de (6), por interpolacién se tiene que u, & € L'9/3(Q).

Apxuo

Por lo tanto, p(o)u(a—u) € L*(Q) y y(B — o) — a(kox+]0])

e L'93(Q) c L5/3(Q). En con-
secuencia, a partir de la regularidad Parabdlica (ver, por ejemplo, (Feireisl and Novotny, 2009) ,

Teorema 10.22, pagina 344) y observando que H' (Q) € W*/55/3(Q), se concluye que

u,0 € L33(0,T;W>53(Q)) x ([0, T, W¥35/3(Q)), du, 9,0 € L3 (Q).

Entonces, teniendo en cuenta la inmersién L3/3 (0, T; W>3/3(Q)) x C([0, T]); W*/53/3(Q)) c L*(Q),

Apxuo

Y O,T;L2 Q)). Por lo tanto, por la regulari-
(e 11T ( (2)) p g

se tiene que p(o)u(a—u),y(f—o)—
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dad parabalica nuevamente, se concluye que u,c € L*(0, T; H*(Q))NC([0, T]; H' (Q)) y du, 9,0 €

L?(Q). Para obtener la regularidad cldsica, se puede usar un argumento de tipo bootstrapping para

Apxo

————— pertenecen a C O,T;C07V§ ;v luego,
a1 107 © ([0, TT;C%Y(Q)); y lueg

concluir que p(o)u(ac —u) y y(f — o) —
usando la maxima regularidad Holder (ver (Feireisl and Novotny, 2009), Teorema 10.23), se con-

cluye que u, 0 € C([0,T];C*V(Q)) y du, 0,6 € C([0,T];C*V(Q)). O

3.2. Analisis numérico del modelo

En este seccion se presentan los resultados obtenidos desde el punto de vista del anélisis numérico
para el modelo biomatematico de transicion proliferativa a invasiva de células gliales (3), conside-
rando D(x,0) = D; > 0 constante.

3.2.1. Esquema numérico Uo. En esta seccion, se construye y se analiza un esquema
numérico para aproximar las soluciones débiles del modelo biomatematico de la transicién pro-
liferativa a invasiva de células gliales (4). Se propone un esquema numérico totalmente discreto
basado en el método de FE, que estd bien planteado y preserva la no negatividad de las variables
discretas, asi como un principio del maximo para estas. Se asume una particién de [0, 7] con paso

: _ (. — =N
del tiempo k =T /N : (t, = nk)h— .

Para la discretizacion del espacio, se considera una familia de triangulaciones regulares y
cuasiuniformes de Q, {.7},},~0, constituidas por simplices K (tridngulos en 2D y tetraedros en
3D) con angulos interiores menores o iguales que 7/2 (triangulaciones no obtusas), tales que

Q = Uge 7,K, donde h = maxgc g, hk, siendo hg el didmetro de K. Una triangulacion {Th}n>o de
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Q es cuasiuniforme, si existen constantes positivas C1,C», tales que para cada K € {7, },~0

Cih<p(K) 'y diam(K)<Ch,

donde p(K) es el didmetro del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el didmetro del menor

circulo que contiene a K (ver (Brenner and Scott, 1994), padg. 107). Se considera el siguiente

Figura 6. diam(K) y p(K) para un tridngulo K en R?,

espacio de elementos finitos para [u, o] :

X ={uecCQ):ulgx cP, VK € 9} c H(Q),

donde IP; denota el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que 1. Ademads, sea _#
el conjunto de vértices de .7}, se denota el conjunto de todos los nodos de .7, por A;, = {a;} jc 7

y las funciones base estdndar para 2" por {@q;} je 7.
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3.2.1.1. Operadores de interpolacion. A partir de ahora, se considera el operador de in-

terpolacién &2 : H'(Q) — 2 tal que para cadam € H'(Q), #m € Z, satisface

(V(Pm—m),Vin)+(Pm—m,m) =0, Vme Z. (7

Utilizando el Teorema de Lax-Milgram se tiene que el operador de interpolacion & estd bien defi-
nido. Ademds, se cumplen los siguientes propiedades de interpolacion y estabilidad (ver (Brenner

and Scott, 1994; Guillén-Gonzailez and Gutiérrez-Santacreu, 2019)):

|m— Pm||,2 +hl|m— Pm|| g < CR2||\m|| 2, Vm e HA(Q), (®)
L H H

|m— Pml|| ;2 < Ch|m||p, Yme HY(Q), ©)

| Zm|| g < [|m||g1 . (10)

Se denota el operador de interpolacién nodal por I, : C(Q) — 2, el cual se define como

In(m(x)) =} m(a;)@a,(x).
€s
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Se introduce el semi-producto interno en C(£2), conocido en la literatura como mass lumping (que

es un producto interno en 2) y su semi-norma inducida (norma en 2"):

(m1,m)" = /Q I(mimo) dx:jéml(aj)mz(aj) /Q 9, (x) dx, (1)

lm|, = £/ (m,m)".

La condicién de que 2~ es generado por elementos finitos P y el uso del operador mass lumping
(definido en (11)), son necesarios para obtener una formulacion discreta adecuada para las variables
discretas [u},0}'], con el fin de garantizar la no negatividad de la soluciones discretas, asi como un
principio del maximo para las incégnitas (ver (15) y Lema 3.7 abajo). Mas aun, se introduce el

operador de proyeccién Q" : L?(Q) — 2~ definido por
(Q"m,m)" = (m,im), Vime X . (12)

Observacién 3.4. En 2, las normas ||, y || - || ;2 son uniformemente equivalentes con respecto a h
(ver (Becker et al., 2008)). Ademds, las siguientes propiedades son vdlidas para todo my,my € Z

(ver (Barrett and Blowey, 2004)):

|(my,m)" = (my,ma)| < Chljmy | 2] Vma | 12 (13)
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|(my,m2)" — (my,ma)| < Ch?||my || g | Vima || 1. (14)

3.2.1.2. Definicion del esquema Uc. Teniendo en cuenta la formulacién débil (6), se con-
sidera el siguiente esquema numérico de primer orden en el tiempo, lineal y desacoplado (se refiere
“esquema Uo”, debido a las variables correspondientes del sistema).

Esquema Uo:
= Inicializacién: Sea [u), 0] = [Q"uy,0"0p] € 2 x X.

= Paso de tiempo n: Dado el vector (1} ',0/ '] € 2" x 2, caleular [u],0]'] € 2 x 2 tal

que

1) (&uf,@)" + Dy (Vull, Vi) = (p(o) Nl a —ull), )",
(15)

h
Aputol
2) (§0,6)" +ds(Vo!',VG)+y(cl,6) =yB,6) — | —2 _ 5] |
) (8:0;,6)" +ds(Vo,,VE)+7(0y,6)" =v(B,06) o+ 01 )

n__ n—l1

p — Ly

para todo [ii, 6] € 2" x Z . A partir de ahora, se usa la notacién &z, = %

Observacion 3.5. Observe que si 0 <uy < o0 y 0 < 0y < B, entonces 0 < u2 <ay0< G,? <B.

De hecho, de (12) se tiene que

(uh, )" = (Q"uo,m)" = (uo,m), VYme X
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luego, tomando i = I([ud]_) € X, donde [u)]_ = min{u?,0} <0, se deduce que

[ 1)) = (a0, (uf)-)) <

lo que implica que Ih([ug]_) =0, y por lo tanto, u2 > 0. Por otra parte, considerando v2 = u% —q,

de (12) se tiene

V) m) = (1) — o, )" = (Q"up — o0, )" = (o — @, m), Ve 2,

de donde, tomando i = I,([W]1) € 2, donde V)]« = max{V),0} > 0, se tiene que

L1052 = (10— a3 (45).4)) <0,

lo que implica que v2 <0, y por lo tanto, u2 < a. Procediendo de manera andloga, se tiene que
0
0<o, <B.

Observacion 3.6. Sin pérdida de generalidad en el andlisis numérico del esquema UG, por con-

AOX
veniencia en la escritura se asumen los pardmetros positivos k,xy = — = 1.
(04

3.2.1.3. Positividad, principio del mdximo y buena postura. En esta subseccion se de-
muestra que el esquema Uo estd bien puesto y preserva la no negatividad tanto para uj como
para ¢}/, asi como un principio del méximo para cada una de ellas, independiente del tiempo 7,

andlogo al caso continuo (ver Teorema 3.2). Lo anterior, motivado por el fendmeno biofisico tra-
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tado y el significado de cada una de las variables en estudio. En adelante, se denota en general

z]- = min{z,0} <0, [z]+ = méax{z,0} > 0.

Lema 3.7. (Positividad y principio del maximo para v} y o})) Sea {[u},0}'|},en, la sucesion

definida en el esquema Uoc. Si 0 < uz_l <oay0< G,’l’_l < B, entonces 0 <uy < ay0< oy <.

Demostracion. Tomando it = I([u}]-) € 2 en (15);, donde

se tiene que

(Seady, T[] )" +D1 (Vady, Via([u;]-))

Hp(oy g (1)) = alp(oy (g (16)
Ahora, teniendo en cuenta que p(Gh”_l), uz_l >0, de (11) se sigue que
(p(op iy o u(l)-))" = [ 1o (g () P)e 0, (17)

Ademis, de la definicién del operador nodal I, el semi-producto interno (-,-)", recordando que

u?! = I([u]4) + I([u}]-), y utilizando el hecho de que (7, (u))* < I,(u?) para todo u € C(), se
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obtiene que

(S, 1y (] /Ih W2 )dx — - /Ih dx>—||Ih([uh] WP, (s)

lo anterior, siempre que uZ’l > 0. Adicionalmente, teniendo en cuenta que se estd considerando pa-
ra la discretizacion del espacio €, una triangulacién en la que los dngulos interiores de los tridngu-
los o tetraedros son menores o iguales que /2, se puede deducir que (VI,,([u}] ), VI, ([u}]-)) >0

(ver (Ciarlet and Raviart, 1973)), por lo tanto, se tiene que

Dy (Vug, VI([up] ) = Di(VIp([up] 1), VIr([up] =) + D1 (VIn([u] =), VIR (] )

> Di|VIp([u] )72 (19)
Asi, a partir de (16)-(19), se tiene que

L)1+ DalVE (1) B < @ [ (o)) dx <o,

obteniendo que [u}]— = 0, y por lo tanto, u} > 0. De manera andloga, a partir de (15),, tomando

6 =1Iy([o)]-) € 2, se tiene que

(&0y,1n([0]-)" +ds(Vay, Vin([o}]-))

h
—ﬂ%Tmﬂ%]O .(20)

+¥(03, n([0}]-))" = v(B,1([0}]-))" (1 +0
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Note que Y(07, Iy([6]- )" = 1 Jo In(([0}7]=)?)dx > ¥||I4([o}]-) ||i2 Ast, similar a lo argumentado
en (18)-(19), de (20) se sigue que
1, O

h
1Jh([®?])> <0,

(17112 + Aol (1081 VB < B 1a([07] )" - <—1+a;;

siendo A = min{ds,y}. Aqui, fue usado que B,y >0,u; >0y

oy ) i ((op] )2
(o)) ) = [ M Jax > o,
1+c7h Q 1+c7h

Lo anterior garantiza que 6;' > 0. Ahora, se prueba el principio del médximo. Para ello se definen

las siguientes funciones auxiliares v} = uj} —o € 2"y w} = o) — B € 2. De (15) se sigue que

1) (80, @) + Dy (Vv2,Vid) = —(p (o2 D' ),
1)

h
—\h = =\h MZGhn_ 5
2) (6w}, 6)" +do(VW},VG) +y(w), 6)" = — n1:0 |
1+ 0,

para todo [i,6] € 2" x 2. Tomando i = I,([V}]+) > 0y 6 = I([w}]+) > 0 en (21), siguiendo
el mismo argumento de la primera parte de esta prueba, se sigue que [vj] =0y [wj]; = 0. En

consecuencia, vy <0y wy <0, lo que concluye la prueba. O]

Proposicion 3.8. (Buena postura del esquema Uc) Bajo la hipotesis del Lema 3.7, existe una

tinica [u},01'] € 2" x X solucion del esquema Uo.

Demostracion. Observe que tanto (15); como (15), son esquemas lineales, asi, para mostrar que
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existen soluciones tnicas [u}}, 0] € 2" x 2 de (15), es suficiente probar la unicidad. Se probara
inicialmente la unicidad para uj. Dada [uZ*I,GZ*I] € 2 xZ tal que B > 6;1’71 > 0, entonces
p(G;Z_]) > 0. Suponga que existen ”Z,l , ”Z,z € 2 dos posibles soluciones de (15);. Denotando por
uy = ”Z,l — ”Z,z’ tomando la diferencia entre las dos ecuaciones resultantes de (15); satisfechas por

”2,1 y “Z,z respectivamente, se tiene que u satisface
%(uz,ﬁ)h—l—Dl(Vuz,Vﬁ) = —(p(o" V)", Ve 2. (22)
Tomando & = uj en (22), usando la primera parte de la Observacion 3.4, se tiene que
%HMZH,Z +Di || Vil = —(p (o™ gyt (")) <0,

lo que implica que u}, | = u}, ,. De manera andloga, conociendo la existencia y unicidad de uj, € 2,
se muestra la unicidad de o;' € 2 solucion de (15),. En efecto, si 67" o}, son dos posibles
h h1 Y Ona p

soluciones de (15),, tomando o} = 0}’ | — 0}',, entonces o; satisface que

n n
Uy, oy,

h
—— 0 Ve 2. 23)
l—i—Gh’l

1 = n = n =
%(G£7G)h+dG(VGh,VG) +Y(Gh76)h = (

Asi, tomando & = 0} en (23), se obtiene que

uy

h
1 n
oz + Aollopllz = — (—_1,<o;3>2> <o,
k 140y
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concluyendo asi que o;' = 0y por ende, 6} | = 07 5. U

3.2.2. Estimaciones uniformes. Para llevar a cabo un andlisis de convergencia, es necesa-
rio derivar algunas estimaciones uniformes tanto en normas débiles como fuertes para las variables
discretas uj y 0y, andlogas a las estimaciones de energia satisfechas en el modelo continuo. Con

este objetivo en mente, se recuerda el siguiente lema:

Lema 3.9. (Lema de Gronwall discreto) ((Heywood and Rannacher, 1990, p. 369)) Asuma que

k>0yB,b™ d" g" h" > 0 satisfacen que

m m m
A"+ kY B <kY g'd'+kY h'+B, Vm>0.
i=0 i=0 i=0

Entonces

d" kY P <exp (k Zy) (k Zh’+B> , Vm>0.
i=0 i=0 i=0

Ahora, se muestran algunas estimaciones uniformes tanto en normas débiles como fuertes

para las variables discretas uj y o}

Lema 3.10. Sea [ug,c;?] € Z XX tal que 0 < u2 <ay0< G,? < B. Si [u}, 0] es solucion de

(15), entonces

s op |- < Ko Yn=>0. (24)

Demostracion. La prueba es una consecuencia inmediata del principio del méximo presentado en
el Lema 3.7, independiente de paso del tiempo n, y del hecho de que las funciones en 2~ son

globalmente continuas. ]
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Lema 3.11. Sean ug, 6y € L*>(Q). Bajo la hipdtesis del Lema 3.10, entonces [u},0}'] es acotada

uniformemente en 1= (0, T;L2(Q) x L*(Q))N?(0,T; H'(Q) x H(Q)).

Demostracion. Tomando i = uj, en (15);, recordando que p es acotada globalmente, p (G}’Z*l) >0,
usando las desigualdades de Holder y Young, la Observacién 3.4, el Lema 3.10 y que 2A(A — B) =

(A% — B?) 4 (A — B)?, se obtiene que

1 , k 2 2 —1y,n—1 h 1y, n—1  nyh
5 Ollullz2 + 5 18ty Iz + Drl[Vupl 2 + (P (o Jup, ™, up)” = o(p (o™ Juy, 1)
=ka(p(oy ™ )uy~", 8udy)" + o(p (o~ uty ™"y

-1 ~1 ~1 —1)2
< ka||p (o) le=[l ™" |21 8raapl| 2 + exllp (03 ) o=l M 72

k _
< Z 18l + (1 -+ )l 17 (25)
Entonces, multiplicando (25) por 2k se tiene que
el 72— lluty ™ N172 + D1 [l 172 < k(1 +R)Clluty™" | -

Sumando desde n = 1 hasta n = r, y teniendo en cuenta el Lema de Gronwall (Lema 3.9), se
concluye que u! es acotada en [*(0,T;L*(Q)) NI%(0,T; H'(Q)). De manera andloga, recordando

-1 _ .
que uj, 6;; > 0, tomando G = oy, en (15),, se sigue que

n

h
1 k u
§5tHG[,’H§z+§H5zGZHiz+doHVGZ’Hiz+YHGZHiz + (H—(';l,(ﬁz’f)z) <y(B,op)
h

<

NI

lop||7, +C. (26)
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Recordando que A = min{dy, ¥}, multiplicando (26) por 2k se sigue que
oIz = oy~ 172 +kAcllop l71 < kC.

Sumando desde n = 1 hastan = r, se concluye que o' es acotada en [~(0,T;L*(Q))NI*(0,T; H' (Q)).

]

Lema 3.12. Sean ug, 0y € H'(Q). Bajo la hipétesis del Lema 3.11, existe una constante C > 0

depende de los datos (Dy,ds, o, 3,ug, 00, T,Q), pero es independiente de k,h y n, tal que
n
e R 70 +K Y (18, 80i) 7> <€, Vn>1. (27)
m=1

Demostracion. Tomando i = SZMZ € 2 en (15)1, y procediendo andlogamente como en (25) se

obtiene

kD1

1 1 h
18317 + 5z IIWhlle+ 18: V|72 < (p (o~ uty™" (o —udy). Syudy)

1 !
<oy ) uy Ill=lloe —upll 2| a2

1
< S8 l7 +Clle = wjI7.
lo que implica que

D18, (| Vuyllzz + kD1 [|8Vuy |17 + 1 8ujll72 < Clloc— 172 (28)
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Entonces, multiplicando (28) por k y sumando desde n = 1 hasta n = r, y teniendo en cuenta el
Lema 3.11 (u} es acotada en [*(0,T;L*(Q)) y a — u} es acotada en [>(0,T;L?*(Q))) se concluye
que u! es acotada en [*(0,T; H'(Q)) y &ul es acotada en [*(0,T;L*(Q)). Ahora, tomando & =

005 € 2 en(15),, y recordando que A = min{ds, Y}, se sigue que

h
A kA u'oc”
||5:G£||§2+765t ||Gﬁ||§,1+76||3z61’fllip <- <h—,’,’_1,5t612’> +y(B, 805"
1+6h
< lupll=ll o2 11605 || 2 + Cll 60y | 12

< Z||&0p|% +Cllop |7 +C. (29)

| =

De (29) se sigue que

Ao |01l + kAo |80 171 + 118103117 < Clloy |72 +C. (30)

Multiplicando (30) por k, sumando desde n =1 a n = r, y teniendo en cuenta que O}’ es acotada
en [°(0,T;L*(Q)) (ver Lema 3.11), se concluye que o} es acotada en [*(0,T;H' (Q)) y &0} es

acotada en 12(0,T;L*(Q)). Lo anterior concluye la demostracién de (27). O

Finalmente, se presenta el siguiente resultado necesario para garantizar tasas de convergen-
cia Optimas.

. ) ; . min{ds, Y} As . .
Lema 3.13. Bajo la hipotesis del Lema 3.12, si k < = , se tiene la siguiente
sornp 20+B%) 21+ ) ¢

estimacion

1[8ud, 01172 +k Y M[8ady, 07|70 <€, Wn>1, 31

m=1
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donde la constante C > 0 depende de los datos (D1,ds,®, B, ug, 09, T,Q), pero es independiente

de k,hyn.

Observacion 3.14. La condicion sobre el pardmetro de tiempo k en el Lema 3.13 no es una res-
triccion sustancial en el sentido de que para situaciones reales, el coeficiente B es pequeiio en
comparacion con la constante de difusion de oxigeno dg y 7y (ver por ejemplo (Gomez, 2017) y las
referencias alli citadas). De hecho, segtin la Tabla 1 abajo, que proviene de datos clinicos, el valor

de B es muy pequerio, mientras que dg y Y toman valores suficientemente grandes.

~n+1 __

+1 _ 5[un+1 y o

Demostracion. Denotando por i), =6 G;;“L] , computando la derivada discreta
en tiempo de (15); y (15),, usando las siguientes igualdades & (a"b") = (&,a™")b" ' +a"(§b") y

& (a"b" ") = (§a")b" e + a (Gb") " + ab" (8" ), se obtiene que #) T y 677! satisfacen:

(&t @)+ Dy (Vi Vi) + (p(op )iy @) = alp (o) + iy~ & (p(of)), )"

—(p(op)ityup+ & (p(of) )y "y, )", (32)

(86, 6)"+ do(VS, !, VE) +1(6, ", 6)"

h
n—|—1 n+1 n n+1 n-|—1 n—1 NNl N
9

1
k (140, ) (1 +0p)
. h
) "Z"‘]G}’l’—|—un+] "+1—|—17;l+16;;+1 _f_uhcg-i-](y}’ll 1_u’h10;,16}’z1 G (33)
(1+ o, )(1+Gh) |
~n+1

Tomando [z, 6] = [} !, 6/"!] € 27 x 2" en (32) y (33) respectivamente, considerando As como
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en la prueba del Lema 3.7, usando las desigualdades de Holder y Young, teniendo en cuenta que

n

h
1+o0y

uy, o, >0,

< 1 paratoda n > 0, y recordando que p es globalmente Lipschitz, se tiene que:

—5H “HL2+ |8ty |72 + Dl Vet I + (p (o ity ™ iy )"

< ZH(‘WZ“ 172+ 5”’7};1”%2 +C(k+Dllp(ay), o =y~ Izl | 72 + G4 1I72), (34)

h
Lo ~nry2  Kys onrt2 ~n+1)2 gy
S0l 0y e + 2180y 2 +Asllop™ I + (itor )(1+6’?),(GZ )
_ h h
— Oy Oy g+ _ (k5f%+l+ﬁnh)(6h+ o o) Gt
(140 H(1+ap) " (I+oy H(1+op) "

1 1 1
< [l =l 67 | 2165 Ml 2 + (Rl Gty ]| 210 .2

1 1
Hll 2165 l2) (1 + oy ™ =)

Ao

k _
SZ\Idﬁﬁ“\liﬁk(H||G;Z’“|!%w)|!<71?“|\§z+ 1651172

C

+—(1+H6“Hm)lluhlle+ 2411711671172 (35)
Ao Ao

Sumando (34) y (35), multiplicando la expresion resultante por k, sumando desde j = 1 hasta j =n,

y recordando que ||cr[lhLl ||~ < B para todo n > 0, se tiene que

n
I 2, +Dik Y IV 2k Y (A —2k(1+52) 1673

j=1 j=1
< ||, Gy 1117 +C(k+1)kzn: AR Al (36)
Up; Op L2 L? hilL2
j=1
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Finalmente, se necesita ver que ||[ii}, G} | ||i2 < C. En efecto, de (15) se tiene que para toda [iZ, G| €

AN A

(ﬁ}lza I’_t)h + le (Vﬁ/lza Vl/_t) + D, (Vugv Vﬁ) = (p(G}(z))u2<a - u/lt)7 ﬁ)hv (37)

(61,6)" +kds(VG),VE) +ds(Voy,VE)

1 A 0 =\h 1,0 '
Tky(ik, @) £ y(e?, ) = — | “hTh &) 38
Y(uh l/t) '}/( h ) l—l—G/? ( )
Entonces, considerando A, : H!(Q) — 2" definido por
(Anz,2) = (Vz,VZ) +(2,2), V2 € 2,
se puede reescribir (37) y (38) como
(ith, @) + KD\ (Vi Vid) + Dy (Aputf @) — Dy (uy, @) = (p (o )ufy (@ —up), @), (39)
(6),6)" +kds(VG},VE) +ds(A0),6) —ds (0, 5)
h
141
u,o
+yko) +00.6) =— [ L 5 | 40
v(ko, +0},,6) [+ (40)

para toda [ii, 6] € 2" x 2 . Tomando [, 6] = [u},0}] € 2" x 2 en (39) y (40) respectivamente y



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 56

usando (24) junto con (27) se llega a

31172 < CClupliZz + lAngl72 + lloe = 72) < Ko, )

16,17 < C(llopli7> +114n0y 117 + lloy 172) < K.

A
Entonces, si k < 2(T6ﬁ2), usando (41) en (36), por el Lema 3.9 se concluye la prueba de (31). [

3.2.3. Convergencia hacia soluciones débiles.. A partir de las estimaciones de estabili-
dad previamente obtenidas, siguiendo las ideas de (Marion and Teman, 1998), se puede probar la
convergencia hacia soluciones débiles [u, | de (6) cuando k,h — 0. Con este objetivo, se intro-
ducen las siguientes clases de funciones (ver Figura 7, donde se ejemplifica la evolucién temporal

para un nodo fijo a; € A}):

= [ix », Ok ») son funciones continuas de [0, 7], lineales en cada intervalo (1,_1,1,) e iguales a

[u},o7 ent =t,, paracadan > 1.

= [u} 1, O} ] son funciones constantes a trozos tomando el valor de [u}, 6}/ en (t,—1,1,], para

cadan > 1.

. [ufC B G]é ,] son funciones constantes a trozos tomando el valor de [t} ', 67 '] en [t,—1,1,),

paracadan > 1.

Teorema 3.15. Existe una subsucesion [k ,h'] de [k, h), conk ,h — 0, y una solucién débil [u, &) de

(6) en [0,T), tales que [L?k/7h/,6k/7h/], [u;, Oy h’] y [ui/ h”GIi/ h,] convergen a [u,c| débilmente-x en
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U, nlaj, t)
N w » w o ~

Evolucién temporal de T

0 tH t oty .. tyoy by o
Particion uniforme de [0,T]

(a) ur

T

u'(ay, t)

N W A U o N

y r
Evolucién temporal de uj, ,

0t bt t3 th-1 b
Particién uniforme de [0,T]

(b) u/:,h

T

ul, (@, t)

N W A U o N

Evolucién temporal de uf ,

0 & t t3 . thor by o
Particién uniforme de [0,T]

(c) ulk’h

T

Figura 7. Funciones definidas para la convergencia hacia soluciones débiles en el esquema Uo.

L>(0,T;L*(Q) x L*(Q)), débilmente en L*(0,T; H' (Q) x H'(Q)) y fuertemente en L*(0, T; L*(Q) x

L*(Q)).

Demostracion. En primer lugar, observe que (15) puede ser expresado como:

d . . ) o
1) (Euk,hau)h‘i_Dl (Vuk’h,Vu) = (p(G]i’h)uLh(a _uk7h)7u)h7
A r r h (42)
45 .5 5 = ~ oxUp Ok _
2) (5-6p,6)' +ds(Vol,,VE) +y(cl,,6) =y(B,6) — | ————"-6 | ,
\ )(dt ks O) o k,h )+ ¥( k.h ) Y(B,6) OC(kox-l-G,fh)

paratodo [i,6] = [i(t),6(t)] cont € [0,T]\ {t,}, donde i(t)|;, =" € £ y 6(t)|;, =6" € 2, con
I, = (ty—1,t,). Sin pérdida de generalidad, se asumen los pardmetros positivos como D| = dg =

AOX

kox = o 1. Por el Lema 3.11, se sigue que !

[tk 1, Ok p)s [} 1O 4] Y [ufgh,ck’h] son acotadas
en L=(0,T;L*(Q) x L*>(Q))NL*(0,T;H'(Q) x H'(Q)). Mis atin, usando (25), se puede probar
que G, — Uy p, U p — Uy s Uy — Uk s Ok — OF s Ok — OL, Y Of , — OL, COnvergen a cero en

L?(0,T;L*(Q) x L*>(Q)) cuando k,h — 0, para cualquier 7 > 0. M4s precisamente, se tiene que

~ ~ ~ s I I I 1/2
[ = s Gt — O s s = U s G = O Wy — U O — Ol 222y < CRV2 (43)
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En efecto, observe que, por la definicién de uy j, y uz » ¥ teniendo en cuenta (25), se tiene que

T
~ 2 ~ 2
i =2y = [ n =

1j
~ 2
/ i (1) — w1 (1) |2l

ti—1

151 t:—t i1 .
[ () =l
ti—1

N LA 2,
Gy, — ) lI72 . (tj—1)"ar

j—1

|
~.
= 1=
N

—_

~
[N

I
Bl = T
-

W,

.
I
—_

]~ —u])[12 < Ck.

[\_ﬂz

De manera andloga, se prueban las demds desigualdades en (43). Por lo tanto, existe una subsuce-
sion [k ,h'] de [k, h] y un par de funciones [u, 6] tal que, cuando k', i’ — 0, se verifican la siguientes

convergencias:

L>(0,T;L*(Q) x L*(Q)) — débil-*,
[t Ol [t 1> O s [ > O ) = [4,0] en (44)

L*(0,T;H'(Q) x H'(Q)) — débil.

d . -
Por otra parte, del Lema 3.12, es posible deducir que, ” [t 7,0y ;7] es acotada en L*(0,T;L*(Q) x
L?(Q)), por lo tanto, usando el Teorema de compacidad de Aubin-Lions se tiene que la sucesién

i, /.G, ] es relativamente compacta en L?(0, T; L*(Q) x L*(€)). Por lo tanto, teniendo en cuen-



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 59

ta la unicidad del limite, para alguna subsucesion de [k, 4], ain denotada por [k, k], se tiene que
[tk 1, Ok 1) [u,ih, G,:,h], [”;c,mcli,h] — [u, o] fuerte en L2(0,T;L2(Q) X LZ(Q)). (45)

Ahora se estd en condiciones para pasar al limite en (42) cuando k,i1 — 0. Sea it € C°(Q) C H'(Q)
y ¢ €CL(0,T). Aqui C(Q) denota la clase de funciones infinitamente diferenciables con soporte
compacto. Considere [i1, 6| = [P, 6] € Z x 2 en (42), multiplicando por ¢(¢) e integrando

sobre (0,7) se obtiene:

_/()T<ﬁk7h,<92b7>h¢/(t)dt+/()T(Vu27h7V<@g)¢<t>dt
:/OT (p(Glé,h)Mfc,AOC—uzh),g@ﬁ)hq)([)dt,

_ /0 T(6k7h,<@6>h¢/(r)dt+ /0 ' (w,;h,vya)w)dwy /0 T(c};h - B,@G)%(r)dt
r r h
_ _/OT (TTZ’Z’;%;) o (1)dr.

Luego, utilizando un procedimiento estdndar,es posible pasar al limite cuando k,7 — 0. Para co-

modidad del lector, se bosqueja a continuacion la demostracion. Escribiendo

/0 ' (it %)%'(ﬁdz = /0 ' (i, 22) 9 (1)
+ /OT [@kh %—,)h B (ghh, %z)} o' (1)dt,
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a partir de (9) y (45), se tiene que
T i T i
/ (ﬁ,@h, 9ﬁ>¢ (t)dt — <u,ﬁ>¢ (t)dt,
0 0
y de (10) y (13), se tiene que
Tr, . h B .
/ [(ukﬁ, @ﬁ) — (I/th,, @ﬁ)} () (t)dl — 0.
0

Asi, se concluye que

/OT (ﬁk,h, @L't)h(Pl(t)dt — /OT (u,ﬁ) q),(z)d;.

De manera andloga, se tiene la convergencia de los demds términos lineales. Por ende, a continua-

cion se hace enfasis en el paso al limite de los términos no lineales. Para ello, observe que

T ) ) h ) )
[ (plotidalo—uip). 2a) ~ (p(olpukple— i) 27) [6(0)dr. (46)

Entonces, a partir de (10) y (13), el hecho que 0 < uf( , < @,y de la acotacion de p, se tiene que

/ (ot (o= i), 2a) " — (p(ol i plo— ). 2a) [ o)ar — 0. @D

Adicionalmente, utilizando la desigualdad de Holder y notando que u; , (ver Lema 3.10) y p son
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acotadas en L=(Q), se tiene que

(p(0t )t — st 20) + ((P(0hs) — P(0)) ()2, 20
+(P(0) ()~ 1), 20) + (o), Pii— i) < Clluy, — w2 Pt 2
+1p(L5) =P (0|2l | 2 12+ C =l 2+ ] 2]

+Cllul|7.|| 20 — | 2. (48)

Ademads, debido al hecho que p es globalmente acotada y Lipschitz continua, usando (9)-(10),
(43)-(45), y recordando que [u} ,,u] es acotada en los espacios L(Q) x L*(0,T;L%(Q)), de (48)

se obtiene que

T
I N or e 2 -
‘/o [(P(%h)”k,huk,hw@”) (P(G)” a”)}‘l)(f)df‘
< Cllo(0)||zl]] 1 (||”§<h — g pll 22y + H”IZ,hHsz"“GIi,h —0|l2(2)

+ [ p — ull 2 22) 1w+ ull 1229 +h||”||%2(L4)) — 0, (49)

cuando k,h — 0. De manera analoga, es posible probar que
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Asi, de (46)-(50), se concluye que

/()T<p(61£,h)”;<,h(a_“kh) @u dt—>/ ),ﬂ>¢(t)dt.

Finalmente, para tratar con (42),, observe que

n
T (u o T (u o

| {0 2e ) emar= [ 5 26 | ot
0 \1+0, o \1+0,

T ur Gr h ur r
R %n 26| o).
0 1+Gk7h l—l—Gkh

Ademds, teniendo en cuenta que 8 > c;,>0,y g(s)= % < 1sis>0,apartir de la desigualdad
’ s

de Holder, se sigue que

l
uy , —u)oj u(o!, — ol uc c
<("h b 6) ( i~ %) 96)+( - —lu ,3”6)
1+Gkh 1—|—Gkh 1—|—Gk7h + o

uo i _
+ (155526 -8) <Cluy—ula| 2115+ o~ od sl | 25

I - _
+Cllog, = Ollpallull 5[ 26 s + llull 12| 26 = Gl 2.

Asf, usando (9)-(10), (43), (45), y recordando que u € L>(0,T;H'(Q)), de la desigualdad anterior
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se tiene que

r

WenOkn uoc  _ _
) 3 _ d < o r .
<1+q/9“> (L+dcﬂ¢c>axmmomndm«wm e

l /
11664 = enll 2z 1l 23y + 116kh — Oll2 @2yl 23y + Bllull 22) — O,

y por lo tanto, como k,h — 0, entonces

h
T u/’;,/’lG/:,h _ T UG i
/0 <1+ I 7336) ¢(t)dt—>/0 <1+G,6>¢(t)dz,

O

]

3.2.4. Estimaciones de error. En esta seccidn, se derivan estimaciones de error Optimas
para cualquier solucién del esquema Uo, con respecto a una solucién suficientemente suave [u, G|
de (6) (dada en el Lema 3.3). Entonces, en este caso, para la aproximacion de la condicién inicial
del esquema Uo y teniendo en cuenta la regularidad para los datos iniciales ug, 6y asumida en el

Lema 3.3, se considera [ug, G,?

| = [In(uo),1y(0p)]. Tenga en cuenta que, a partir de la definicién del
operador de interpolacion nodal I, se tiene que si 0 < up < a 'y 0 < oy < 3, entonces 0 < u2 <ay

0< Gg < B; ademds, se cumple la siguiente propiedad de interpolacién bien conocida (ver (Barrett

and Blowey, 2004))

o — I (u0) || 2 + |t — I (u0) || g1 < Ch|Juto |- (1)
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Por otra parte, se establece la siguiente notacion para los errores totales en el tiempo t = t,: €], =

u" —uy, e = 0" — oy’ donde, en general, m" denota el valor de la solucién exacta m en el tiempo

t,. Tomando la diferencia entre los esquemas (15) y (6) en 7 =1, se obtiene que [¢, €] satisface:

(&€, i)+ Dy (Ve Vi) = (@l i) + (S, a)" — (Sull, i)
+(p(op up (e —up),i) = (p (o) " (o0 — i), @) + au(p (™) (" — "), i)

+a(p(a™)ey @) +al(p(c”) —p(oy~)uy " i) — (p (") ((u")? — (u"~')?), @)

n—1 n—1 -

—(p(a"u" eyt i)~ ((p(a") —p(op = )"~ huy~" )

~(p(oy )@ —u @) (p oy el ), (52)

h
N uZGg’il,a B uZGg’il,a _( elo” ,6)
1+ o) 1+0} l+o"
c" (o7
— (i -6, (53)
I+o0" 140}

paratodo [iZ,6] € 2" x 2, donde @), = &m" — (dym)", param = u, 6. Ahora, descomponemos los

errores totales en el tiempo inicial (n = 0) como

e8 = (uo — I(uo)) + (In(uo) — ul) := 60 + 2 = 67, (54)
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ed = (00— I1(00)) + (In(00) — o) := 60 + EJ = 63, (55)

y, paran > 1,
e = (U'—Pu")+(Pu"—up) =0+ &), (56)
eg = (0"—Pc")+(HXc"—o)):=05+E, (57)

donde el operador de interpolacién & se defini6 en (7); ademds, en general, 6, y & denotan el
error de interpolacién y discreto (para la variable m), respectivamente. Asi, es posible probar el

siguiente resultado:

Teorema 3.16. Bajo las hipdtesis del Lema 3.13, sea [u}}, 6}'| cualquier solucion del esquema Uc

y considere [u, G| una solucion suficientemente regular de (6) satisfaciendo, en particular,

[u,0] € L7(0,T; H*(Q) x H*(Q)), [du, ;0] € L*(0,T;H*(Q) x H*(Q)),

[0u,0,0) € L*(0,T;L*(Q) x L*(Q)).

Entonces, se tiene la siguiente estimacion para los errores discretos

11 Ealllim 2y < C(T) (k+H?), (58)

donde C > 0 es independiente de k,h y n (depende solo de Dy,7,ds, o, B,ugy, 0o, T, Q).



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 66

Demostracion. Teniendo en cuenta (52)-(57) en (52)-(53), considerando la definicion del operador

de interpolacién dada en (7), se obtiene que:

(8 @) +D1(VE), VD) = (@), @) + (Sujy, 1) — (8udy, i) — (8,6;, @) + D1 (6}, )
+(p (o ™" (i — @), )" — (p(op )ty (ufy — @), @)
+a(p(o”) (" —u""), @) +alp(c") (6, + &), i)
+a((p(a”) —p(oy ™)y~ i) — (p(0")((u")* — (u"~")?), )
~(p(e")u" (6 + &, — ((p(0”") = p(of ™ )"~ huy™" i)

~(p (o )" —u")uy™" i) — (p (o~ )y~ (6 + &), 1) (59)

(8:£5.6) +ds(VE5,VE) +7(85,6) = (0F,6) + (&0} + 70}, 6)" — (&0} + Y0}, 6)

_(6f9(nr76>+d6<9g76)_’}/(9(’;76)
h
() (e o) - (e )
1+op 1+op l+om '

o" o}
. n . h =
<“h<1+an 1+cr;;—1>’6>' (€0)
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Tomando & = & en (59) y agrupando convenientemente, se tiene que

SO G + S 1AENR: +DiIVENR+ [ plof iy (&1 dv = (0] &)
(800,60 + Dy (6,&0) — (o) ufy 61 &) + (B &) — (&1 &)
(ol — ), €2 — (p o~y — 1) &)
Ha—u)p(o"E &N + (- )p(o") 0y &)

—(p(o") ('~ (1)), 60 + (p(0™) — (o) (e —w ! E2)

13
+((p(op N +ap(e™) (W' —u"1),EN = Y 1. (61)
j=1

Entonces, usando las desigualdades de Holder y Young, las desigualdades de aproximacion esta-
blecidas en (8) y recordando que p es una funcion acotada globalmente Lipschitz, los términos del

lado derecho de (61) se acotan de la siguiente manera:

I < (1801 + V& ey < el S &2 + 162 2 + V&2 0] gy

Dl n||2 k n||2 1 n—12 C 1 n|2
< THIVELR + 5180+ 5180 e+ (5 +Ck+ 5 ) 100y

D, k 1,
< Ve + s I8 &N + 518 I,

C 1 I
— +Ck+ = | Ck [ ||0nu(t)||Eprdt 62
# (5 vk 3) k[ 1)y, ©
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2 < (KI&&E e + & 2 = 2)8u"l,2

< 10801+ 180 B+ (Ot 3 ) e

(k+1)h*

In
< o180+ & 13+ [T 3t e, (63)
In—1

LAl < D1+ llp(oy ")y =) 160112 (kI 872 + 160l 2)

k 1 _ _
33—2||5r§£’||iz+§||55 N7 +Cle+ DR DT+ o (o), u =) 1 |72 (64)
Mas aun, de (14), se tiene que

Is +I+ 17 + 1y < CI?|| 8| g (IVES | 2+ KNI & &0 Nl 2+ 160 I 2)
+CR?||[p(op "),y el — ot (V622 + Kl 8 &3 12 + 11620 122)
Dl ny 2 k ny 2 1 —1/12
< UIVENR+ 55 1AEE + S 1E

1 n n—
+c(k+17+1)h4<ustuh||m+|H< Y B — 2. (65)

También, usando las desigualdades de Holder y Young, y la estimacion del error de interpolaciéon

(8), se obtiene que

Iy <|llec—u""" p(0")lle=l1E~ 12 (kIS E 2 + 1162~ ]2)

k
< 3168 HL2+—H€" N2 +Clke+ D[ —u"=" p(o")]IIE=1160 72 (66)
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ho+hi < |llec—u""" p(0")]lle=1167 1l 2 (KIS &7 N 2+ 1180 12
"+~ p (™)l — " (kI8 & 2 + 160 22)
< 32||5,§ ||L2+—H§£’ Iz +Clk+ Vi |[[o— =" p (o™ 2=l 17

+C(k+1)|[u" +u"~" p(™)][7= " — u" || - (67)

Ahora, teniendo en cuenta que p es acotada y globalmente Lipschitz, se obtiene
lp(c™) = p(o; I}z < Cllo" — oy~ 7: < C(ll0" = 0" 2 + 165~ 172 + 1657 1172),

por tanto,

Iy < e =" ll=llp(6") = p (o ™Dl (KIGE 2 + 160 122)
k n—
< 351884 I\Lz+—H§ 1z

O+ D" o =" || (llo” — o™ 7+ A 0" Fe + 18 7)  (68)

Iis < |~ p(0").p (o ™) el — | 2 (KIS ES N 2+ 10 172)

< 32||5r§ ||L2+—||§" Nz +Cle+ D" p (™), p (o7 DlllZ=llu" — |72 (69)
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Por otro lado, tomando & = & en (60) y agrupando convenientemente, se tiene que

1 k
S01E5 1172+ 51885112 + AollEs 17 = (@5 — 885 + (do — 1)05.&5)

u; oy u; oy
+(8i0] +70},£5)" — (8i0] + 10}, £5) + (H’l = I,éo> (Hh = 1750)

oo™ _, Eno™ ., L[ o" o} , 8
_ B — — = E Ji. (70
(1+6"’§") (1+6"’§" “n\ 1¥on 1+G;Z_1 éo = (70)

Ahora, los términos del lado derecho de (70) se pueden estimar de la siguiente manera: en primer

lugar, usando las desigualdades Holder y Young, junto con la estimacion del error de interpolaciéon

(8), se obtiene que

Ji < ||53||H1||(0§|| Hy T ||§§||L2(||5t93||u+(dc+Y)||9§||L2)
H§G||H1+/l / [kHa”G( )H (H) /+ ||at(7(f)“i(z dt

C
o (do+7)°h* 0" |32 (71
(o)

Mis atn, de (14) y observando que 1+ 0, I'>1se cumple que

B+ T3+ da+Js < CH (18,07 |1 + (v + =) 07 1 )15 L

A C
< S lISs I + A—Gh“(H&GﬁH?p + (7l l1Z=) o7 171 (72)
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n

Ademads, teniendo en cuenta que ¢” > 0 (ver Lema 3.3) y < 1, se tiene que

1+o0m —

Jo+47 < 1167121185112+ (kI8 12 + 160~ ) 1€ | 2

A k Cpn C
< 8GN + Z IS G +KIEG N2 + 2= l160 7 + 5= Al |2 (73)
8 4 As Ao

Gl’l
1+o"

on n GnGn—Gn_l
Jg=—<u" e+ ,5g>+<u" G “,53)

"(1+om)(1+0") "(14+0m)(1+0'")

Adicionalmente, recordando que ¢”, Gg’*l jup >0y

< 1, se tiene que

-1
< llupll=116sl22 1186 |2 + gl =l 0 — 0 [l 2l 22

A C
< lésl+ ZIIMZ||%°°(/14||G”H?,2 +K218,051172)- (74)
Por otro lado, la siguiente estimacion se cumple
r
k Z || [l/ln - Mn_l s Gn - Gn_]] ||%2 S Ck4|| [attl/t, attG] ||%42(L2) +Ck2” [aﬂ/l, 8,6] ||%2(L2)' (75)
n=1
En efecto, argumentando como en (Nifio Celis et al., 2021), note que

1 - n
@yl = & = ()|l 2 = H%W —u'™") = (9u)

1/2
In
SCkl/2</ H8nu(t)llizdt> ;

12

In—1

donde la dltima desigualdad se obtiene de manera andloga a (62). Por lo tanto, se puede deducir
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que

kY [l — a2, < Ryl 3oy + CR |yt 2
n=1

De manera similar, se obtiene la estimacion para ¢ dada en (75).

Finalmente, usando (62)-(69) y (71)-(75) en (61) y (70), sumando las expresiones resultan-
tes, multiplicando por k, sumando desde j = 1 hasta j = n, teniendo en cuenta que o > u",u; > 0,
usando los Lemas 3.10-3.13, la estimacion (75) y recordando que [£?, £9] = [0, 0], se puede obtener

que

[ERAISY

n
Jj=1

<D1 IVE 72+ (s~ 2k)||§é||fp>

n .
< OO HGEY |16 €87 6)
j=1

Asi, si k es tal que 2k < Ag, aplicando el Lema 3.9 (Lema de Gronwall) a (76), se concluye

(58). ]

Como consecuencia del Teorema 3.16, y teniendo en cuenta (8) y (51), se obtienen los

siguientes resultados:

Corolario 3.17. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.16, se tienen las siguientes estimaciones para

los errores totales:

et e6llimz2y < C(T)(k+1), v ll[€ls€glllpary < C(T)(k+h).
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Corolario 3.18. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.16, [u},0}'| converge a [u,o]| en las normas

L>(0,T;L*(Q))NL*(0,T;H'(Q)), cuando los pardmetros k y h tienden a 0.

3.2.5. Comportamiento asintdtico de las soluciones discretas.. En esta seccion se quiere
analizar el comportamiento asintético de las soluciones discretas, explicitamente, se muestra que
la densidad tumoral nunca se extingue (como en el caso continuo, ver (Conti et al., 2019)). Asi
mismo, a nivel de la variable del oxigeno, se prueba que esta se mantiene estrictamente positiva.

Este es el contenido de las siguientes proposiciones.

Proposicion 3.19. Sea [u), 07| € 2" x 2", con0<u) <o, 0< 6p <, ytal que 0 < ||u) — || ;2 <

||| 2. Entonces, para todan >0, la sucesion {[u},, 6}'] } nen definida por el esquema (15) satisface
0
2 = Nexllz2 = [l — exl[ 2 > 0. 7

Ademds, asumiendo que u := min{ min {u}(a;)}} >0y o := mln{ min {0} (a;)}} > 0, se tiene
neN “ajeM, ajeM,

que

p(o)u
—kn
l — a2 < ) — |2y e LHPOUk ™ vy >0, (78)

Observacion 3.20. La desigualdad (77) dice que la extincion del tumor no es posible. Este hecho
es consistente con el proceso biomédico, ya que en este modelo el tumor no ha sido atacado con

ninguna terapia para evitar su proliferacion o invasion. Esta propiedad estd de acuerdo con el
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caso continuo (ver (Conti et al., 2019)). Por otra parte, recordando que o es la capacidad de

carga, la desigualdad (78) expresa que el tumor tiende a crecer, lo que también estd de acuerdo

con el caso continuo (ver (Gatti, 2022)).

Demostracion. De (15)1, definiendo vj = uj — «, se tiene que v} es solucion de

(80, 5) + Dy (V) V5) = —(p(a! Wi o)h, Wee 2.

Tomando v = v}, € 2" en (79) y recordando que p(cr[ll_1 ), uZ_l > 0, se tiene que

1 k N
50 VAllZ2 + S 18RI + DallVVIIE = = (p (o ™", (7)) < 0.

Por lo tanto, & HVZH%Z < 0. Sumando desde n = 1 hasta n = r se sigue que

Wille < Ivillz = llug — etll 2, VreN.

Asi, de (81) y de la hipdtesis sobre el dato inicial, se tiene que

il 2 = Nl 2 — Nl — exll o > ] exll 2 — ||y — exl] 2 > O,

lo que implica (77). Por otra parte, de (80) se obtiene que

& [Villzz +p(o)ulvhli7- <.

(79)

(80)

81)
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Multiplicando por & la desigualdad anterior se obtiene que

(1+p(@)uk)|[vil72 = Vi~ <0,

de donde, multiplicando por (1 +kp(c)u)" ! y sumando, se obtiene, para cada n > 0, que

Vallz2 < (1+p(c)uk) ™" [viI7.. (82)
P _ . p(o)uk

Mais atn, teniendo en cuenta que 1 —x < e~ para cualquier x < 1, de (82) y usando que ——————
1+p(o)uk

1, se sigue que

© . __ploju
2 plo)u 012 012
||VZ||L2 S (1 - W’() ||Vh||L2 S ||vh||L2 e I—J’_p(g)—k Vn Z 0,
lo que implica (78).

]

Proposicion 3.21. Sea [ug, 6,9] EXL XX, con0< u% <a0< Gf(z) < B,y {[u},, 0} }nen la sucesion

definida por (15). Entonces, existe una sucesion {®"},cn tal que o; > ®" > 0,

Observacion 3.22. La Proposicion 3.21 muestra que los niveles de oxigeno no pueden ser dema-

siado pequeiios. El tumor tiende a normalizar los niveles de oxigeno, lo cual estd de acuerdo con

lo sefialado en (Gomez, 2017).

Demostracion. Se define " como la solucién aproximada de la solucién espacialmente homogé-



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 76

nea de la ecuacion que modela el comportamiento del oxigeno (6);, correspondiente a u = . Con-

siderando [u), 0] tal que 0 < u) < o, 0 < 60 < 3 en Q y definiendo Py = ml’ilV{G}?(aj)} € (0,B],
S

aj

siguiendo la idea de (Gatti, 2022), considere el problema de Cauchy

d ad
_q)+ — -
Tyt 3

®(0) = Dy.

Se tiene que existe una unica solucion global de (83). Se define un esquema semi-implicito para

aproximar la solucién de (83) via diferencias finitas, como sigue

ad”
OGP+ Y= VB
+ (84)
PO = P,.
De (84) se tiene que
ak
S (14+yk+—v— | = yBk+ D" L.
(”+1+q>n—1) YRk

Asi, si @1 > 0, entonces " > 0 para todo n > 0. Ahora, definiendo w}j = o —®" € 27, de

(15)2 y (83) se tiene que w}, satisface

h
_ _ _ wio™ ad" h
(8w, )" +do (Vwy, VD) + y(wh, W) = — (#M’) + (W’W) ) (85)
h

para todo w € 2. Tomando w = I;([w}] - ) en (85), procediendo como en el Lema 3.7, recordando
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que wZ_l > 0y teniendo en cuenta que

n ~n h h
u'lo " ad” "
- (#Jh([%]—)) + <Walh([wh]—))

n ~n u''pr h —u? 7 h
:_< nh > 1([wz]_)> +<((;‘+Tﬁ)clf,lh([w2]—))

1+or !l T+

iy + 07w — o ") h
= — ,I Wn _ + (— I Wn — ) SO,
(140 H(1+@1) Wbvil-) llil-)

se tiene que

A (A A VA AT 3

h h
U0 n oP” n
S - <1+G;ll—l7lh([wh]—)> + (1+q)n—l’lh([wh]—) <O0.
Asi, wy = o;) — ®" > 0, concluyendo que o7 > ®" > 0. O]

3.3. Simulaciones numéricas para el esquema Uc

En esta seccidn, se presentan algunos experimentos numéricos con el fin de verificar el buen com-
portamiento del esquema Uo, asi mismo, se muestran graficamente algunos resultados tedricos
presentados en las secciones anteriores. Se presentan dos experimentos numéricos: el primero,
con el objetivo de validar que el esquema Uo presenta una buena aproximacion al fenémeno de
invasion tumoral descrito en (Gémez, 2017), asi como la verificaciéon de mdximos y minimos pa-
ra los parametros discretos [u},0;'] y su correspondiente comportamiento asintético. El segundo

experimento, ha sido considerado para verificar numéricamente los 6rdenes de convergencia en
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Figura 8. Dominio Q y condicién inicial u2 en el Experimento 1.

las estimaciones de error demostradas en el andlisis tedrico. Cada una de las simulaciones fueron
realizadas utilizando el software libre Freefem++.

3.3.1. Experimento 1: Dinamica de la invasion tumoral y comportamiento asintoti-
co. Para estudiar la dindmica tumoral, y la relacién entre la infiltacion aleatoria y la plorife-
racion dependiendo de la concentracion de oxigeno p(o), se considera un dominio rectangular

Q = (0,4) x (0,3) C R? con malla estructurada, como se evidencia en la Figura 8, con datos ini-

ciales [ug, 6] = [uo(x,y),00(x,y)], donde op(x,y) =By

g(x,y) si (x—2)24+2(y—1.5)2<4,
uo(x,y) =

0 en c.c,

siendo

1000 xrandom si 950 < 1000 * random < 1000,
g(x,y) =
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Parametro Valor Fuente
D 0.001 mm? afio™! Ref. (Anderson et al., 2000)
o 2 x 10° cels mm—3 Ref. (Hawkins-Daarud et al., 2013)
Pmax 13.82 afio ! Ref. (Hawkins-Daarud et al., 2013)
ds 56575 mm? afio ! Ref. (Mpekris et al., 2015)
B 2 x 1071 mol mm—3 Ref. (Mpekris et al., 2015)
y 11.31 x 107 afo~! Ref. (Mpekris et al., 2015)
Aoy 4.03 x 10~* mol afio~ ! mm~—2 Ref. (Casciari et al., 1992)
ko 5% 1072 mol mm—3 Ref. (Casciari et al., 1992)
Tabla 1

Pardmetros del modelo (4).

En la Figura 8, se ilustra el dato inicial u2 € 2, el cual representa la aparicion exponta-
nea y aleatoria de un nimero considerable de células gliales cancerosas en una regién del 16bulo
frontal izquierdo de un paciente que serd diagnosticado con un Glioblastoma Nodular. Este tipo de
condicidn inicial puede compararse con gliomas emergentes, como los informados en (Louis et al.,
2007). Adicionalmente, la funcién de ploriferacion p se considera como en (Gémez, 2017), defi-
nida como p(s) =a [ﬁv +b (1 - %)} , siendo a = Pyar/0t 'y b = 0.6. Observe que p(s) > ab >0
si s > 0, asegurando la ploriferacion de células gliales, ain en regiones hipdxicas. Para las si-
mulaciones se consideraron los pardmetros definidos en la Tabla 1, los cuales son usados en las
simulaciones presentadas en (Gomez, 2017) y con coeficiente de difusiéon constante D; = 0.01
considerado en (Anderson et al., 2000). Para la discretizacién en tiempo se considera un paso de
tiempo k = 0.01 afios, y para la discretizacion en espacio, 400 nodos en direccion al eje x y 300

nodos en direccion al eje y.
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I
o

A

(e) t = 0.5 afos (f) t = 0.6 afos

‘
d

~
A

(h)t =1 afnos (i) t =2 afios (j) t =3 afios

Figura 9. Comportamiento de u) en el Experimento 1.

80

En la Figura 9 se muestra la evolucion temporal de tumor, evidenciando la ploriferacion de

las células gliales al aumentar la densidad tumoral u} en cada tiempo en las regiones en las cuales

hay presencia de estas, asi como la infiltracién de tejido sano, mediante una migracién aleatoria.

La migracion considerada en este experimento D; es pequefia comparada con la tasa de plorifera-

cién maxima p;,.y, haciendo el tumor menos agresivo en su velocidad de crecimiento radial. Esto
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Sigma
1.9e-10 1.94e-10 1.95e-10 1.896e-10 1.97e-10 1.98e-10 1.99e-10 2.0e-10
' o '
(b) t = 0.2 afios (c)t = 0.3 afios (d) t = 0.4 afios

(e) t = 0.5 afios (f) t = 0.6 afos (g)t =0.7 afios

A

(h)t =1 aios (i) t = 2 afios (j) t = 3 afios

Figura 10. Comportamiento de o' en el Experimento 1.

con el fin de capturar el cardcter proliferativo de las células gliales hipéxicas. Asumiendo que la
regién de tumor visible en una Resonancia Magnética ponderada T2 (T2-weighted MRI por sus
siglas en inglés) es aquella en la que u > 4 x 10° cels/mm? (ver (Gémez, 2017)), se tiene que, en
las Figuras 9d y 9e, el paciente atin no podria ser diagnosticado con un tumor mediante iméagenes
diagndsticas, aunque llevase desarrolldndolo por al menos medio afio (ver el médximo de uj, en la

Figura 11a). Ent = 0.6 afios y t = 0.8 afios (Figura 9f y 9g respectivamente), la T2-weighted MRI
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ilustraria pequefias manchas difusas del tumor, sin una forma definida, mientras que parat =1y
t =2 el tumor es plenamente identificable, aunque con bordes difusos (asociados posiblemente al
edema del mismo), evidenciando la infiltracién de tejido sano y el crecimiento radial del mismo,
como se muestran en las Figuras 9h y 9i respectivamente. Finalmente, pasado un tiempo de t = 3

afios el tumor ha infiltrado la totalidad del dominio Q como se evidencia en la Figura 9j.

Adicionalmente, en la Figura 10 se presenta la dindmica de la concentracion de oxigeno en
la regién de estudio Q, en la cual se puede evidenciar que los cambios por el consumo de oxigeno
de las células gliales hipdxicas no son significativos hasta después de un tiempo ¢ > 0.6 afios (ver
Figuras 10b-10e), tiempo en el que los fendmenos de ploriferacién e invasion tumoral han alcanza-
do en aquellas regiones hipoxicas una densidad u) superior a 2 X 103 cels/mm?, comenzéndose a
evidenciar una pérdida considerable en la concentracion del oxigeno (ver Figuras 10f-10h). En las
regiones donde se encuentra el tejido sano, libre de células cancerosas, se mantiene la concentra-
cién de oxigeno en el tejido proveniente del exterior a través de los vasos sanguineos circundantes.
Finalmente, cuando la densidad tumoral u}, alcanza la capacidad de carga &, la concentracion de
oxigeno desciende a un minimo estrictamente positivo, como se puede observar en 11b, lo cual es

consistente con los resultados estudiados tedricamente del modelo tanto continuo como discreto.

En la Figura 11 se ilustra el buen signo de las soluciones discretas [u}, 0}'| para el experi-
mento 1, asi como el comportamiento asintético de las soluciones discretas. Por otra parte, en la

Figura 11a se evidencia que la densidad tumoral u), crece hasta infiltrar todo el dominio de estudio
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«10° Valores extremos de u [cels/mm“] %1010 Valores extremos de o [mol/mm:‘]
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- P n L. L. n
(a) Mdximo y minimo de u}, (b) Médximo y minimo de oj/

Figura 11. Comportamiento asintético de uj y o en el Experimento 1.

Q. Adicionalmente, en la Figura 11b se observa que la concentracién del oxigeno o' no se extin-
gue, sino que se estabiliza en un minimo positivo atin cuando, el tumor ha alcanzado la capacidad
de carga a en todo el dominio €, resultados que concuerdan con la parte tedrica tanto del modelo

continuo como del modelo discreto (15).

u
sigma
250141 ZNO0  ACD 00D G000 less  12sw6  ldsso  l6ess 1886 208405 19010 194010 195610 196610 197010 198010 19910 20010

1 | | " |

(c) up (d) o?

Figura 12. Datos iniciales para la segunda parte del experimento 1.

Por otra parte, en la bisqueda de representar el comportamiento de un GBM diagnosticado
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Tiempo uy con Dy =12.34 uy con Dy =2.57

t=0.2

t=0.5

t=1 O @
t=15 k ‘

Figura 13. Diferencia de crecimiento de GBM ubicado en la sustancia blanca vs la sustancia gris.
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en un paciente adulto con la ayuda de T2-weighted MRI, al igual que, evidenciar la diferencia sus-
tancial de infiltracion de las células gliales en sustancia blanca vs. sustancia gris, se presentan los
resultados de dos simulaciones considerando el coeficiente de difusién D = 12.84 mm? afio~' y
Dy =2.57 mm? aiio ™! respectivamente (ver (Hawkins-Daarud et al., 2013)). Los demds pardmetros
se consideran con los valores definidos en la Tabla 1. Para el dominio Q = (0,80) x (0,60) C R,
se considera una malla estructurada, con datos iniciales [ug, 0] = [ug(x,y),00(x,y)] represen-

tados en la Figura 12, donde ug(x,y) = ore—0-1(x—40)>—~0.2(y—30)?

y la concentracién de oxigeno
oo(x,y) = B(1 —0.2up(x,y)/a), representando un tumor de aproximamente medio centimetro de

radio, el cual ha generado una regién hipdxica en el lugar alojado. La discretizacion tanto en espa-

cio como en tiempo es considerada igual que en la primera parte de este experimento.

En la Figura 13, se evidencia la evolucién temporal en afios de dos GBM inicialmente lo-
calizados en dos zonas diferentes del cerebro de un paciente adulto en estudio. Como se puede
evidenciar en la primera columna de imégenes (tumor que se desarrolla en una region del cerebro
Q con solo sustancia blanca), el borde del tumor es difuso, con un anillo de infiltracién y un cre-
cimiento radial considerablemente mayor al compararlo con los resultados de la segunda columna
(tumor que se desarrolla en una region del cerebro con solo sustancia gris), alcanzando un radio
de 4 cm en un tiempo entre un aflo a un afio y medio, tamafio para el cual se puede considerar la
muerte del paciente (ver (Gémez, 2017)), lo cual es consistente con la tasa media de supervivencia
descrita al inicio de este trabajo. Adicionalmente, en la columna dos de la Figura 13, se observa

que tanto la velocidad de crecimiento del tumor, como la capacidad de infiltracién es considera-



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 86

blemente menor, resultados concordantes con la clinica del problema.
3.3.2. Experimento 2: Tasas de convergencia. El objetivo de este experimento es validar
las tasas de convergencia obtenidas tedricamente, capturando Ordenes de convergencia Gptimos

tanto en espacio como en tiempo para cada una de las variables discretas.

Se considera en Q = (0,1) x (0,1) la siguiente solucion exacta

1 1
u= Ze_’ [cos(2mx) cos(2my) + 1], 0 = 1—06_’ [cos(27x) + cos(2my) + 5],

y todos los pardmetros en (15) iguales a 1. Mas atin, observe que 3—ﬁ = g—g = 0 sobre dQ. Adicio-

nalmente, se toma una particién uniforme con m + 1 nodos en cada direccion.

mxm | |lu(tn) —uyllj=(z2) | Orden | ||u(ty) —upll;2(ggry | Orden

30x30 | 1.115487 x 1073 - 7.643845 x 1072 -

38 x38 | 6.961274 x 107* | 1.9947 | 6.035666 x 1072 | 0.9993

46 x 46 | 4.753666 x 10~* | 1.9965 | 4.986517 x 1072 | 0.9994

54 x 54 | 3.450856 x 107+ | 1.9976 | 4.248072 x 1072 | 0.9996

62 x 62 | 2.618422 x 107* | 1.9982 | 3.700114 x 1072 | 0.9996

Tabla 2. Tasas de convergencia en espacio para u.

Las tasas de convergencia en el espacio se muestran en las Tablas 2-3 para k = 1 x 1074
con respecto al tiempo final 7 = 1. Se obtiene la convergencia de segundo orden en el espacio para

los errores totales e, ¢, en norma [=(0,T;L*()), asi como la convergencia de primer orden para
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e e en norma [2(0,T; H'(Q)), como lo garantiza el Corolario 3.18.

mxm | [o(ta) = 6}l=(z2) | Orden | [|o(ta) — 0241y | Orden

3030 | 4.000492 x 1074 - 2.498910 x 1072 -

38 x38 | 2.494275x107* | 1.9985 | 1.972400 x 10~2 | 1.0009

46 x 46 | 1.702463 x 10~* | 1.9990 | 1.629225x 10~2 | 1.0005

54 %54 | 1.235532x107* | 1.9993 | 1.387797 x 10~2 | 1.0003

62x 62 | 9.373224x 107> | 1.9995 | 1.208700 x 10~2 | 1.0002

Tabla 3. Tasas de convergencia en espacio para O.

Por otro lado, en las Tablas 4-5 se presentan los resultados numéricos de las tasas de con-
vergencia en el tiempo para 7 = 1/800 (es decir, m = 800 nodos en el espacio en cada direccién),
con respecto al tiempo final 7 = 3. Se obtiene la convergencia de primer orden en el tiempo para
[u, 0] en las normas [*(0,T;L*(Q)) y I>(0,T; H'(Q)), resultado que concuerda con lo demostrado

el analisis tedrico realizado (ver Corolario 3.18).

k l[u(tn) — upllj=z2) | Orden | [[u(ty) —ujll 2y | Orden

8.5714 x 102 4.6883 x 1072 - 3.4642 x 1072 -

7.1429 x 1072 | 3.8352x 1072 1.1015 | 2.8200 x 102 1.1285

6.1224 x 1072 | 3.2438x 1072 | 1.0865 | 2.3792x 1072 1.1026

53571x 1072 | 2.8099x 1072 | 1.0754 | 2.0593x 1072 | 1.0813

47619x 1072 | 2.4781x 1072 | 1.0668 | 1.8170 x 1072 1.0630

Tabla 4. Tasas de convergencia en tiempo para u.
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k |o(ta) — 0 || =12y | Orden | [[o(ta) — 0} |l2(g1) | Orden

8.5714 x 1072 7.5830 x 1073 - 9.5378 x 1073 -

7.1429 x 1072 6.3746 x 1073 0.9521 8.0316 x 1073 0.9427

6.1224 x 1072 5.4984 x 1073 0.9593 6.9433 x 1073 0.9446

5.3571x 102 4.8339 x 1073 0.9646 6.1210 x 1073 0.9440

4.7619 x 102 43127 x 1073 0.9687 5.4786 x 103 0.9414

Tabla 5. Tasas de convergencia en tiempo para O.

3.4. Comentarios sobre el caso del coeficiente de difusion variable para las células tumorales
Gatti en (Gatti, 2022), analiza el modelo (4) en un caso mds general al considerar el coeficiente
de difusion de las células tumorales dependiendo de la anatomia del cerebro y la concentracion de
oxigeno, es decir, D = D(x,0) = D(x)B(0), donde la funcion D(x) es el coeficiente de difusion de
las células tumorales en condiciones normoxicas y satisface 0 < D; < D(x) < D, para cualquier
x € Q con Dy > D1, donde D; y D5 los coeficientes de difusion en sustancia gris y blanca, respecti-
vamente; y, para simplificar, B(c) = [% +a <1 — %)] , siendo a > 1. En (Gatti, 2022), se demostrd
la buena postura global del problema analitico y algunos comentarios sobre el comportamiento de
las soluciones [u, 6|, en particular, que en el largo plazo, la enfermedad u(x,#) no desaparece; ade-

mds, el tumor tiende a regularizar los niveles de oxigeno o (x,1).

Abhora, desde un punto de vista numérico, para aproximar las soluciones de nuestro modelo

de interés considerando el coeficiente de difusion variable para las células tumorales (ver sistema
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(3)), asumiendo D = D(x,0) = D(x)B(0) como en (Gatti, 2022), aunque las ideas pueden ex-

tenderse cuidadosamente a contextos més generales,' se puede considerar el siguiente esquema

numérico completamente discreto de primer orden en el tiempo, lineal y desacoplado:
Inicializacién: Sea [u}), 6] = [Q"up,Q"0p) € X x X

Paso de tiempo n: Dado el par [} ', 071 € 2" x 2, encuentre [u},0/'] € 2 x 2 tal que

1) (8, @) + (D(x)B(o")Val Via) = (p (!~ (00 — ), i),
(86)

h
Aot} o)
2) (8,06",6) +ds(Vo!,VE)+y(cl, &) = y(B,6) — [ 2 5]
) (60},6) (Vo )+7v(0y,6)" =v(B,6) a(kox_'_d},ll_l)

para todo [i1,6] € 2 x 2. Para el esquema numérico (86), asumiendo las siguientes condiciones
de regularidad y acotacién: D € W!6(Q) tal que 0 < Dy < D(x) < D5 en Q para algunas constantes
D1 yD;, y1<B(o)<apara0 <o < f3, se pueden probar las siguientes propiedades (analogas

al caso continuo):

1. (Positividad y Principio Maximo para u y o;) Si 0 < uZ_l <ay0< G;ll_] < B, en-
tonces 0 <upy <oy 0< o) < B para todo n > 1. Este hecho se puede probar como en
el Lema 3.7, pero aqui, a diferencia del caso del coeficiente de difusién constante, es ne-
cesario asumir una restriccion mds fuerte sobre la triangulacion .7}, es decir, una triangu-

lacién con simplices de dangulo recto. La razén principal es que, para controlar el término

Los resultados se mantienten para funciones B decrecientes y Lipschitz continuas siempre que B(f3) > 0. En
cuanto a p, se puede asumir una funcién creciente y Lipschitz continua con p(0) > 0.
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(D(x)B(op 1)Vull, VI, ([u]-)) de forma andloga a lo que se hace en la estimacién (19), en
este caso es necesario usar la Proposicion 2.5 en (Guillén-Gonzélez and Gutiérrez-Santacreu,

2019), obteniendo que

(D(x)B(op~)Vuiy, VIi([uf]-)) = (D(x)B(o;~ ") VI([uh)1), V4[] -))
+(D(x)B(0} ™" )VI([uf)-), VIp([uh)-)

> Du||VIa([5] )72

Adicionalmente, se requiere una estimacion andloga en la prueba de la cota superior para u,

y el resto de la demostracion sigue las mismas lineas que en la prueba del Lema 3.7.

2. (Buena postura) Existe una solucion iinica [u},,0;'| € 2" x Z de la esquema (86). La prue-
ba sigue las mismas lineas de la prueba de la Proposicién 3.8. De hecho, teniendo en cuenta
que (86) es un sistema algebraico lineal, es suficiente demostrar la unicidad. Entonces, da-
do [uz_l,(r;l’_l] € 2 x 2,y asumiendo que uj, |,u, , € 2" son dos posibles soluciones de

15), resulta que u}} = v} , — u’} , satisface
h— Up1 —Upo

1 — n — n— n—1.n - _
z(uz,ﬁ)h—k(D(x)B(Gg I)Vuh,Vu)):—(p(Gh 1)uh Ll i, vae &,

de lo cual, tomando i = u}, y usando 0 < D; < D(x),y 1 < B(0) se tiene

1 iy
Lz + D1 Vil < —(p(op ey~ (h)?)" <0,
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y por lo tanto, uj ; = uj. ,. Conociendo la existencia y unicidad de uj € 2", se obtiene que

n _ n
01 = Opp-

3. (Comportamiento asintético de las soluciones discretas) Si 0 < ”2 <a, 0< 0'}? < B,
y 0 < ||ud — a2 < ||ot]|2, entonces |[ul|l;2 > ||l 2 — [|ud — et]| ;2 > O para todo n > 0.

Ademads, se tiene que

p(o)u .

uf — al|Z, < ||uf) — a||2 e L+p(ouk™ vy >0,

donde u >0y o > 0 son como en la Proposicion 3.19, y existe una sucesion {®"},cn tal
que o; > @" > 0. La demostracion de estos hechos sigue la misma linea que las demostra-
ciones de las Proposiciones 3.19 y 3.21, usando el hecho de que (D(x)B(G;ll_l)VuZ7 Vu}) >

D1 juj 7.

4. (Estimaciones uniformes) Sea ug, oy € L*>(Q). La solucién [uf},07'] de (86) es acotada uni-
formemente en 1°(0,T;L*(Q) x L*(Q))N1%(0,T;H' (Q) x H'(Q)). En efecto, teniendo en
cuenta el principio del maximo para las soluciones discretas [u}, 6}'| (presentado en el nu-
meral 1. arriba) y que (D(x)B(Gg"l)Vu’;l, Vu}l) > Dy H”ZHiz’ la prueba sigue la misma linea

del Lema 3.11.

Adicionalmente, con respecto al analisis de convergencia, siguiendo los argumentos de la Seccién
3.2.2, algunas dificultades adicionales aparecen, cuando se ha tratado de derivar algunas estima-

ciones uniformes para la variable discreta uy, andlogas a las estimaciones de energia satisfechas en
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% 10% Comparacion de la densidad tumoral y no extincion del tumor

Hll, 2
h''L
N
T

||a-u
w
T

=

O 1 1 1 1 1
0.5 1 1:5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t [afios]

Figura 14. Comparacion de la densidad tumoral para los esquemas Uo y (86), evidenciando la no
extincion del tumor en cada uno de los modelos estudiados.

el modelo continuo. De hecho, segiin el numeral 4 (ver arriba), los Lemas 3.10 y 3.11 contindan
verdaderos; sin embargo, no estd claro si el Lema 3.12 y, en consecuencia, el Lema 3.13 se cum-
plen en este caso y, lamentablemente, las acotaciones [*(0,7;L*(Q)) y [*(0,T;H'(Q)) no son

suficientes para obtener estimaciones de error Optimas, asi como para pasar al limite.

Finalmente, en cuanto a las simulaciones numéricas que permitan ilustrar el comportamien-

. . o c
to de las soluciones del esquema (86), considerando D(x) = D; y B(0) = B +a <1 - E) asu-
miendo a = 10 como en (Gémez, 2017) (en cuanto a los demds parametros de (86) se han tomado
como en la Tabla 1, en relacién a p, se considera igual que en (Gémez, 2017)) no se muestran
diferencias significativas respecto a lo mostrado en la Figura 9, por lo tanto, el estudio de la no

negatividad asi como el principio del maximo son equivalentes a los mostrados en la Figura 11. De

manera andloga, al comparar el crecimiento de la densidad tumoral al estudiar ||c — u}}||;2, tanto
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para la difusion natural constante D; como para el caso variable D(x,0) = D1B(0), en la Figura
14 se muestra la no extincién del tumor desde el punto de vista computacional, resultado mostra-
do tedricamente para el caso constante en la Proposicion 3.19 y ampliado para el caso variable
en el numeral 3 (ver arriba) anteriormente mencionado. Mds ain, no se evidencia una marcada
diferencia en la densidad tumoral al comparar las soluciones discretas uj, de los dos modelos men-
cionados. Finalmente, como complemento, en la Seccion 4.3 se presenta una comparativa entre los
resultados del esquema (86) y los resultados del esquema UWo, estudiado en el Capitulo 4, para
aproximar las soluciones del modelo (5) (ver Figura 21, abajo). En cuanto a la no extincién del
tumor, en la Seccidén 4.3 se presenta un analisis comparativo de este comportamiento, tanto para el

caso de difusion constante (4) como para el caso de difusion variable (3) (ver Figura 22, abajo).
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4. Analisis teérico y numérico de un modelo con quimioatraccion, para describir el
crecimiento de células gliales

En este capitulo se presentan dos aspectos principales: en primer lugar, se demuestra la existencia
y unicidad de soluciones fuertes no negativas en dominios bidimensionales acotados del sistema
(5), utilizando el Teorema de Leray-Schauder. En segundo lugar, se propone una aproximacion de
FE completamente discreta no lineal para el modelo (5), probando su buena postura, algunas es-
timaciones uniformes, y verificando propiedades de positividad (para la concentracién discreta de
oxigeno) y positividad aproximada (para las células tumorales discretas), que se requieren en mo-
delos bioldgicos. El punto clave para desarrollar el andlisis numérico es controlar adecuadamente
el término de quimiotaxis no lineal de segundo orden y obtener una estimacion de energia discreta
que, en particular, proporcione una energia acotada; lo cual se lleva a cabo mediante el uso de
una técnica de regularizacién. Adicionalmente, para la buena postura, se hace uso del Teorema de
Leray-Schauder (en dimension finita). Finalmente, se presentan algunas simulaciones numéricas
que permiten validar los resultados tedricos obtenidos.

4.1. Anadlisis teorico del problema continuo

De ahora en adelante, Q es un dominio acotado de RZ, con frontera dQ de clase C%; ademds,
sea Wy 7 (Q) = {u e WmP(Q) : % = 0 sobre dQ} siempre que (m > 1+ 1/p). Con el propésito

de estudiar la existencia de soluciones fuertes del sistema (5), se considera el siguiente espacio
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funcional

W22/Pr(Q) si p <3,
W22rr(Q) =
W22PP(Q) siop> 3.

Adicionalmente, el siguiente resultado de regularidad para la ecuacién de calor serd usado a me-

nudo (ver (Feireisl and Novotny, 2009), Teorema 10.22 pag. 344).

Lema 4.1. (Regularidad Parabélica) Sea Q € C2,y 1 < p < oo con p #3, ug € W2 2/Pr(Q), y

f € LP(Q). Entonces el siguiente problema parabdlico

du—Au=f e Q,

u(-,0) =ug en Q,

% =0 sobre dQ x (0,T),

tiene una inica solucion u € C([0,T];W22/PP(Q)) ﬂLp(O,T;an’p(Q)), con du € LP(Q). Mds

atin, existe una constante positiva C := C(p,Q,T) tal que

lullewo-2impy +9etllLoio) + lull Lo w2y < CAFILr(g) + ol o-27p0)-

Observacién 4.2. Para el caso de p =3, se puede concluir que u € C([0,T]; X3 3) NL3(0,T,W?3(Q)), du €
L3(Q), para un determinado espacio X3 3 (ver (Feireisl and Novotny, 2009), Teorema 10.22) cuya

descripcion no es evidente en términos de W2=2/P-p (Q) u otro espacio de Sobolev.

Ademds, en adelante, se utilizardn las siguientes normas equivalentes en H'(Q) y H*(Q)
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respectivamente (ver (Necas, 1967), para detalles)

leellZpr = [ Vullp + llull 72, Vu € HY(Q), (87)

0
|22 = || Aul|Z, + ||ul|Z,,  Vu€ HE(Q) = {u e H*(Q): a—:: = 0 sobre 89}, (88)

y la desigualdad de interpolacion clédsica en dominios 2D

1/2
L2

1/2

lull 2 < C(lleell 27 [IVull o™ + llull2), Ve € HY(Q). (89)

Observacion 4.3. Sin pérdida de generalidad, en el andlisis continuo del sistema (5), por conve-

niencia en la escritura, se asumen los pardmetros positivos como Dy =ds = Y = ‘% =1
En la siguiente definicidn, se presenta el concepto de solucion fuerte de (5).

Definicién 4.4. Sea [ug, 0p] € H' (Q) x W,,13/8’16/3(Q) conuy >0y oy >0c.tpenQ. Unpar|u,o|

es llamada solucion fuerte del problema (5), siu>0yc>0en Q=Q x (0,T), con

ued, = {uel0,T;H (Q))NL*0,T;H2(Q)), du e L*(Q)},

0 €% = {0 e L7(0,T:Wa > (Q)) NLP 0, 7w '), a0 € L' (0)},
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tal que, el sistema

uo
8tu—Au:p(G)u(a—u)—V-(H_GVG>, en Q,
uc
atG_AG_F——i_’yG:’}/ﬁ? €I’lQ,
u(x,0) =up(x); o(x,0) = op(x), en Q,
du do
\ %_5_0, sobre dQ x (0,T),

se verifica puntualmente c.t.p. (x,t) € Q, siendo p : R — R Lipschitz continua y acotada tal que

p(s) > 0sis >0, ademds; Y= P,S,.

4.1.1. Existencia y unicidad de solucion fuerte del sistema (90). La existencia y unici-

dad de solucién del sistema (90) se presenta a continuacion:

Teorema 4.5. Sea [uy, 0] € H'(Q) x W,}3/8’16/3(Q) conuy >0y g >0 c.t.p en Q. Existe una

tnica solucion fuerte [u, o] del sistema (90) en el sentido de la Definicion 4.4. Mds aiin, existe una

constante positiva Cy := Ci(,T, |[uo|| g1, |00l 13/8.16/3), tal que
n

110126 902 ct1550) + 18l g yasrsisr, + 2y + 1101 s gyos, < .

Demostracion. La prueba de este teorema se presenta en dos partes.
4.1.1.1. Existencia de soluciones fuertes de (5). Para la prueba de la existencia, se usa

el Teorema de punto fijo de Leray-Schauder. Para definir el mapeo de punto fijo, se considera la
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siguiente clase de espacios de Banach

2y = CO([0,T); L2(Q)) N LY3(0,T; W33 (Q)),

2y = C°([0,T];C(Q))NLYS (0, T;WhH13(Q)).

Ahora, se define el operador .7 : Z;, X Z5 — Yy X Y5 = Zux X5 tal que Fia, 6] = [u,0] es

la solucién del problema lineal desacoplado

.

o (46
1) Ju—Au=p(6)iy(a—i)—V (1+6+VG>’ en Q,
2) do—Ac= —0)— Lh?, en Q,
) a rB—0) - o 0 o
[u(x,0),0(x,0)] = [uo(x), 00 (x)], en Q,
du do
\ %:%:O, sobre dQ x (0,7),

donde, en general /. := max{m,0} > 0. De hecho, primero se encuentra G, y luego u.

En los siguientes pasos, se probaran, las hipétesis del Teorema de Leray-Schauder.
Primer paso: El operador ¥ : Xy X Zs — Xy X Zs estd bien definido y es compacto.

Sea [ii,6] € 2, X Z5. Dado que 2Z;, — L'°3(Q), Z5 c L™(Q) y

Y(B—6)—

eL” , entonces
1+64 ()

/ey
S e ptes (Q). Aplicando el Lema 4.1 (para p = 16/3), existe una tnica solucién

146,
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o € %5 de (91),, tal que

101 162197, 101 cgasisios, + 18,61 g < C(IIB 6l

o}
+ -
H1+G+

ol G0l ) < Clloulygrmson). G2

Por otra parte, teniendo en cuenta que © € %, en particular se tiene que Vo € L*(0,7; w3/8:16/3 Q)N

G [ee)
1+6 €L7(0),

+

L'/3(0,T;Wh16/3(Q)) < L™(Q); ahora, del hecho que 6 € 2 se sigue que
V6 € L'%3(Q) y Ao € L'%3(Q); ademds, como i € 2;,, entonces ii € L'*/3(Q) y Vi € L3/3(Q),

por lo tanto, se tiene que

i 0 c - - c i G ’
V. Vo | = Vi, -Vo \Y% -Vo Ac eL ,
<1+5+ ) R i (1+5+) +1+5'+ ()

€ L'%/3(Q). Adicionalmente, teniendo en cuenta que p

dondeV( ° ) Ve GVGy

1+65) 1+6, (1+0:)2
es acotada y it € L'%/3(Q), entonces p(&)ii, (o —it) € L¥3(Q) < L?*(Q). Teniendo en cuenta (92)

y aplicando el Lema 4.1 (para p = 2), existe una tnica solucion u € %;, de (91); tal que

ull 2zzy + Nl oy + N[ Dhull 20y < C(||P(5) =gy lla(e = @) s/ )

) o
—|—HL£()HH1 + HVGHL""(Q)H””L16/3(Q)HV<1 + 5+> 16/5(Q)
L1%/5(Q

o
+ =
H1+G+

i 17 lm@ Pl 0+ ||Acr||Lw3<Q)||a||Lm/3<Q>>)

< C([luollgzr + ool 13s.1672)- (93)
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Por lo anterior, .% estd bien definido de 2, X 25 en %, X %.

Ahora, la compacidad de .# es consecuencia de las estimaciones (92) y (93) y de la inmer-
sién compacta %, x ¥ = Zu X Zs. En efecto, sea [i, 6] un conjunto acotado de 2, X 25y
considere [u,c] = .Z[ii, 5]. De (93), u es acotada en L(0,T; H'(Q)), ademds, d;u es acotada en
12(Q). Como H'(Q) = L2(Q) de forma compacta, por el resultado de compacidad de Simon (ver
(Simon, 1987), Corolario 4) se deduce que %, estd inmerso compactamente en C°([0,T];L*(Q)).
Por otra parte, L=(0, T3 H'(Q)) NL2(0, T; H2(Q)) — L83(0, T;Hy'*(Q)) (ver por ejemplo (Fei-
reisl and Novotny, 2009)). Teniendo en cuenta que HIZ/ ! (Q) Swlr (Q), r < 8, de forma com-
pacta, y el hecho que dyu es acotada en L?(Q), por el Lema de Aubin-Lions (ver (Lions, 1969),
Teorema 5.1, pag. 58), se tiene que %, = 8/ 3(Wh8/3(Q)) de forma compacta. De manera ana-
loga, a partir de (92), o es acotada en L*(0,T; W13/8 16/3( Q)) con 9,6 es acotado en L'%/3(Q).
Teniendo en cuenta que WB/ 8 16/ 3 (Q) Q) =X 0 (Q) de forma compacta, asi, % estd inmerso com-
pactamente en C°([0,7];C°(Q)) = C%(Q x [0,T]). Ahora, teniendo en cuenta que %5 — L'9/3(Q)

2 ]6/ 3 (:; W (Q), 1 < r < oo de forma compacta, y el hecho de que d;0 es acotado en

L'%/3(Q) por el Lema de Aubin-Lions, se tiene que % — L!6/5(W1:16/5(Q)).

Segundo paso: El conjunto

So ={[u,0] € %, x % : [u,0] = 0.Fu,0] para algiin 6 € [0,1]}

es acotado en 2, x X (independiente de 6 € |0, 1]).
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Sea [u, 0] € Sg con 0 € (0,1] (el caso 6 = 0 es trivial). Por el primer paso, [u, 6] € %, X Y

satisfaciendo puntualmente c.t.p. en Q el siguiente problema:

ot — Au = 9p(6)u+(a—u)—V-( hand VG),
1+G+
(94)

u,o

— Ao = — —

dotado de las correspondientes condiciones iniciales y de contorno (91)3 4. Por lo tanto, es sufi-
ciente buscar una cota de [u, 0] € %], x % independiente de 6.
En primer lugar, se prueba que u, o > 0, siempre que ug, 69 > 0 c.t.p. Q. En efecto, multiplicando

(94), por 06— = min{c,0} < 0, e integrando sobre € se tiene que

o)’

+G+

u
o+ 1Yo [+ 670 =098 [ o dx-6 [ T e

Entonces, 6 = 0 y por lo tanto, ¢ > 0. De manera andloga, multiplicando (94); por u_ =
min{u,0} < 0, integrando sobre Q, recordando que p(s) > 0 siempre que s > 0, y consideran-

doqueuju_=0,u_=0siu>0,Vu_=Vusiu<0,yVu_=0siu >0, se tiene que

VG Vu_dx =0,

Hu 12+ |V ||L2—e/p O)usu_ (ot —udx+/

lo que implica que u— = 0y por lo tanto u > 0. Asi, [u;,0.] = [u, o]

Ahora, observe que gracias a la positividad de u, multiplicando (94), por o, integrando



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 102

sobre €2, y recordando que 0 < 8 < 1, se tiene que

u(o)*
1+de—0y[3/ﬂcdx

1d 2 2 2
5 i llol Vol + 6yl +6 [

0 0
<ol + 2 A0l ©5)
2 2
asi, de (95) se tiene que
1d 2 2 07, 2 _ 0¥
EEHGHLzJF||VG||L2+7||GHL2373 €. (96)
Integrando (96) en (0,7), se sigue que
101l = 2)ne2 ) < C- 7

Por lo tanto, de (97) se tiene que o es acotada en L=(0,T;L*(Q)) N L*(0,T;H'(Q)). Por otra
parte, como u > 0y 0 < In(u+ 1) < u, entonces [, |In(u+ 1)|?dx < [o|u*dx y [o|VIn(u+
D)|?dx = fg‘%‘zdx < Jo|Vu|?dx. Ahora, como u € L*(0,T;H'(Q)) se tiene que In(u+1) €
L?(0,T;H'(Q)). Entonces, sumando el resultado de multiplicar (94); por @ In(u+1) € L*(0,T; H'(Q))

d
y (94), por —Ac € L'%/3(Q) < L*(Q), teniendo en cuenta que E[(u +1)In(u+1)] = wIn(u+
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1) + u; e integrando por partes sobre €, se obtiene que

d 1
E(9/9(u+1)1n(u+1)dx+§||VG]|iz) +40||VVu+ 1|7, + Ao |7 + 8| Vo1,

+9/QMV(HLG) ~V0dx:92/ p(6)u(a — u)In(u+ 1)dx

%
yo [ M0 ys. VM dx—G/ Vu. Vcrdx—i—e/utdx
ol+o u-+1 ol+o

Vu

=0° —u)l 1 / Vo-
=0 /p(c)( u)In(u+1)dx—0 o c u+ldx

+6 / p(c (98)

Abhora, observe que, recordando que p es globalmente acotada, para cada s >0, w+— p(s)w(a—w),
yw— p(s)w(a—w)In(w+1), w € [0,00), son acotadas superiormente por alguna constante C; >

2
0. Adicionalmente, uV( ) -Vo = (141‘1?)2 > 0. Usando estas dos estimativas en (98), junto con

las desigualdades de Holder y Young,y 8 <1y Vy/u—+1 =5 F’ se tiene que

d 1
E(9/§z(u—|—1)ln(u+l)dx—i—iHVGH%}) +40(|VVu+ 1|2+ |Ac |7, +v8|| Vol ;.

2
N v
+9/ uVOl ge <acijal+ ol |2, ”+} Vo2
a(l+0)? 1+0’ u+1 wVu+12
0
g2C1|Q|—i—ZGHV\/u—l—lHiz—l-§HV6H1%Q, (99)

donde la constante C, es independiente de 6. Usando (97), considerando (87) y (88), aplicando el

Lema de Gronwall a (99), se tiene que

16 =1y < C. (100)
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Mas aun, integrando (99) en (0,7), se sigue que

Por lo tanto, de (100) y (101), se concluye que o es acotada en L=(0, T; H! (Q))NL*(0,T; H2(Q)).
Por otra parte, multiplicando (94); por u, integrando por partes sobre €2, teniendo en cuenta
que Vo € L2(0,T;L*(Q))NL*(0,T; H'(Q)) — L*(Q), aplicando las desigualdades de Holder
y Young, usando (89), recordando que u > 0, 6 < 1, y el hecho que p es acotada globalmente, se

obtiene que

1d, » 2 / 3 / 2 / uc
14 v 9 dx — a0 d =2 V6-Vud
2dt”uHL2+H ull7> + Qp(G)u X =0 Qp(cr)u X+ L T1o V0 Vudx

2
< Cllullp + llull sl Vol sl Vull 2

1/2 3/2
< Cllul% + Cllul 52 1Val 2|Vl o+ Clull 2| Vaa| 2|V 6
1
< Cllul72 + 5 IVullyz + Cllul 3211V ollfs + Cllul Vol 7. (102)
Asi, de (102), se sigue que
d
lulf +1Vul < Clul22 (14 Vol + Vo) < 2C]ulP(1+Vollj,). (103)

De (103) y el Lema de Gronwall, se sigue que

el =12 < C. (104)
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Abhora, integrando (103) en (0,7), y usando (104), se obtiene que

||u||L2(H1) SC (105)

De (104) y (105), se sigue que u es acotada en L=(0,T;L*(Q))NL*(0,T; H' (Q)).

Observe que, gracias a 6 € L*(0,T;H'(Q)) — L?(0,T;L"(Q)), 1 <r <y u € L*(Q), entonces

0y(B—o0)— 0% € L*(Q); asi, por el Lema 4.1 (p = 4) aplicado en (94), se sigue que G es

acotada en C([0, T]; W/ **(Q)) N L*(0, T; W2*(Q)), con 9,6 € L*(Q). En particular, & € CO(Q x
oo . oo .71 2 12 16/5 13/8 ¢

[0,T]) C L*(Q). Adicionalmente, L=(0,T; H" (Q))NL=(0,T; H; (Q)) — L°/°(0,T; Hy™' " ()) (ver,

por ejemplo, (Feireisl and Novotny, 2009)). Como Hy, 13/ 8( Q) — W (Q), r < 16/3, se sigue que

o es acotada en 2.

Finalmente, multiplicando (94); por —Au € L*(Q), se tiene que

1d uo
EEHVuHiz—i—HAuH%Z :—G/Qp(c)u(a—u)Audx—i—/QV~ <1+G )Audx. (106)
De las desigualdades de Holder y Young se obtiene que
—9/ p(o)u(o —u)Audx < C|[Aul| 2(|lull 2 +Cllul|F)
o
< S lAulzz + Co(llullz + llullz)- (107)
1 c

Ahora, teniendo en cuenta que

(i+072 1+0 < 1, por las desigualdades de Holder y Young,
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usando la desigualdad de interpolacion (89), se tiene que

\V4 2
/V.< uo VG>Audx:/uAu|—Gde
Q l+o o (1+0)

n / “O NuAGdx + / O Vu.VoAudx
ol+o ol+o

< CllAul 2 (lull s [ Voll7s + llull 1| AT | o + [ Vull 4] Vol o)

0 4
< ZHAulliz +Cs(|[ull 7l Vo lss + [[ull 7« |Ac | 74)

1/2

+C[[Vul| 2

3/2
|Vl al|Aul[322 + Clluel 2| Vo | | A
4 2 2 4 2 2
< S llAullz2 + Co([lull sV ollzs + ez Aol

2 4 2 2
+IVul Vol + lull2Vollzs)- (108)

Considerando (107) y (108) en (106), recordando que u es acotada en L=(0,T;L?(Q)), teniendo

en cuenta (87) y (88), escogiendo 6 < 1/2, se tiene que

d, 2 2 2 4 2 2
o lullen + llullg < Clllllzal[Vollzs + [z [ Aol

+HVull 2 [Vo 7o+ llul 71V o |72)- (109)
Entonces, aplicando el Lema de Gronwall a (109) se tiene que

[uell =1y < C. (110)
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Abhora, integrando (109) en (0,7), y usando (104), se obtiene que

el 2a2) < C. (111)

Por lo tanto, de (110) y (111), se concluye que u estd acotadaen L= (0, T; H' (Q))NL*(0,T; H2 (Q)) —
L3/3(0,T; Hy*(Q)). Teniendo en cuenta que Hy’ *(Q) < W' (Q), r < 8, se concluye que u es aco-

tada en 2.

Tercer paso: El operador ¥ : Zy X X5 — Zu X X, definido en (91), es continuo.

Sea {[i#',6"]}jen C 25 x s una sucesion tal que

li@,6') = [i@,6] en 2, x Z5 cuando | — oo, (112)
En particular, se tiene que {[ii,5']},cy es acotada en 2; x 25. Ahora, dado que .% esté bien
definido y las estimaciones (92)-(93), la sucesién {[u!, 6']},cn tal que paracadal € N, [u,0'] :=
F [ﬂl, 61] es acotada en %, X %5. Como %, X %5 = Zu X X5 de manera compacta, existe una

subsucesion de {[u’, 6] };cn atin denotada por {[u!, 6!]};cn y un elemento [i, G| € %;, x % tal que

Fii',6'] — [, 5] débil en %, x ¥ y fuerte en 2 X L. (113)

Asf, de (112) y (113) es posible pasar el limite en (91) (con [i#@',6"] y [u!,6!] en lugar de [i, 6] y

[u, o] respectivamente) cuando  — -0, por lo tanto, se deduce que [, 6] = % i1, G]. Entonces, por
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la unicidad de solucién probada en el primer paso, {.Z i, 6'|},cn converge a .Z [ii, 6] fuertemente
en 2, x Zs. Finalmente, como toda sucesion convergente en .2, X 2 tiene una subsucesion tal

que la imagen por .# es convergente, .# tiene que ser continua.

Por los pasos previos, el operador . satisface las hipétesis del Teorema de punto fijo de
Leray-Shauder. Por lo tanto, se concluye que existe [u, o] tal que .% [u, 6| = [u, 5], lo que propor-
ciona una solucién del sistema (90).

4.1.1.2. Unicidad de solucion de (5). Sean [uj,01]y [uz,0,] dos soluciones del sistema
(90) en el sentido de la Definicion 4.4. Definiendo u = u; —uy € %,y 6 = 01 — 63 € %, entonces

[u, o] satisface el siguiente sistema acoplado:

( dut— Au=[p(01) — p(02)]ur (0t — ur) +p(02)u(ct — g — ) — V- (lb_‘f;l vm)

-V (”‘2 (1 ::101 - 140-262> VGI) -V (ﬁc;z%)’ en g,
8,G—Aa+y6=—lbf(;l —uz(lflcl — lfzcz)’ en Q, (114)
[u(x,0),0(x,0)] =[0,0], en Q,

\ %zé—izo, sobre dQ x (0,T).
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Multiplicando (114), por o, recordando que 07,0, > 0, y teniendo en cuenta que | If:'ol — 14(272 | <

|o] — 02| = |o| junto con las desigualdades de Holder y Young, se tiene

1d

2 2 2 2
sz lollz HIVel + 7ol < llullzlolle + lluzll-loliz

Yoz | 2.2 2
S—HO'HL2+;,H”HL2+HM2HL°°HO'HL2- (115)

Ahora, multiplicando (114); por u e integrando sobre L, teniendo en cuenta que [p(o}) —p(02)| <
Cp|lo1 — 02| = Cp|o| (p es globalmente Lipschitz) y aplicando las desigualdades de Holder y

Young, se obtiene que

1d

2 2 2
5 gl IVl < Collur (o —w)lz=lloll 2 llull 2 +[llp(02), & — 1 — wo]l| = ull2

(Ve Vi) + (=2 — -2 Ve, vu ) + (2% V6, Vi
140 1401 1+0o 140,

< Cpllur (ot —u)llz=llo | 2 lull 2 + [P (02), & — w1 — ] =] 72

HIVor |l lull [ Vull 2 + [z, Vor [ =l o] 2 [ Vatll 2 + ez = VO || 2| V| 2
1o G 2 2 2
< Slullzz + = llun (e —un)lz=llollz2 + [llp(02), & —ur —ua] =[] 2

2 2 2 2 2 2 2
+6[|Vull;2 + Cs[[Vou |- [lull 2 + Cs | [u2, Vou ||zl o2 + Csllual[ 7=V ll72. - (116)
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Adicionalmente, multiplicando (114), por —Ao, integrando sobre € junto con las desigualdades

de Holder y Young, se tiene que

1d
2dt

O]
Vol|?, +||Ac]? vol2, = [ 22 Ac
Vol + Ao +YIIVoll;a o

(o] (6]
— Ao
+(u2(1—|—61 1—|—(72>’ )

< lull2llAc] 2 + lluzl[-[loll 2 [Ac] 2

< 8||Ac||7, +Csllul7> + Cslluz |- o7 (117)

Sumando (115)-(117) se obtiene que

| &

Y
(||G||i2 + ||”||i2 + ||V0'||%2> + ||VG||i2 + ||V”||%2 + ||AG||i2 + §||GH%2 Jr7’||VG||%2

| =
QU

t

< 8[|Vul7. + 8)lAc|| 2 + Cs luz | =1V o |I7

2
Cs | 2y (o= 1) [ + ol 2B+ a2 V][ | [l
) 1 1)lL= 2||L U= uz, 111> 12

—21 —+llp(02), 00 —uy —ur| Vo7 +1 ) [lullZ (118)
u u oo oo u .
+Cs C8+YC8+ 2); 1 —wl||z=+ Vol =+ 2

Teniendo en cuenta que uy,uy € L=(0,T; H' YNL*(0,T; H2(Q)) < L*(0,T; H3/?(Q)) < L*(0,T; L=(Q)),
1

y que O] € %5 garantiza que Vo; € L”(Q); escogiendo 6 < 5 en (118), del Lema de Gronwall

y (114)3 se sigue que u = ¢ = 0. Lo anterior garantiza la unicidad de la solucién del sistema 90,

concluyendo asi, la prueba del Teorema 4.5. 0
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4.2. Analisis numérico del modelo (5)

En esta seccion se propone una aproximacion de FE completamente discreta para el modelo (5)
que satisface una desigualdad de energia discreta (andloga a (99) para el caso continuo). En par-
ticular, esta desigualdad de energia implica una energia acotada, lo que permitird probar algunas
propiedades tales como, la buena postura, estimaciones uniformes y propiedades de positividad
(para la concentracion discreta de oxigeno) y positividad aproximada (para las células tumorales

discretas), que se requieren en modelos bioldgicos.

Antes de definir el esquema numérico, se recuerda que un paso clave en la demostracion
de existencia de soluciones para el modelo (5) es la obtencion de la desigualdad de energia (99),
que de manera formal se calcula de la siguiente manera: considerando la funcién F (u) = u(In(u) —
1)+ 1 > 0 para todo u > 0, multiplicando (5); por %F '(u) y (5); por — Ao, integrando sobre Q

y usando las condiciones de contorno y sumando, obtenemos la desigualdad de energia

d A AoxD
—/ (“2F () + £ Vo) dx 452
Q 2 a

(= Vi3 + xdol| Ao 2 + 27 Vo 22

AOXkOXX/ u 2 AOX/ / AOX
Vol|“dx = — —u)F' (u)dx < —C1|Q|. (119
ok | e IVolde =" | plojuta—u)F (i dx < Tl (119)

Entonces, con el deseo de definir un esquema numérico que satisface una version discreta de la
desigualdad de energia (119) y que permita capturar la dindmica y buen comportamiento del mo-
delo (5), ademas, lograr probar la buena postura y un resultado de positividad aproximada para las

variables discretas, considere las funciones regularizadas A : R — [€,€7 ] y /ig 'R — (0,&7 1] (ver
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Figura 15) dadas por

€ si s<eE,
A«S(S) = s si € <s< 8_1, (120)
el si s>e¢ 1,
\
Y,
(
€lne G <e
_— s
e ls+Ine—1 -
A,g(S) = s si e<s< 8_1, (121)
e llne™! S 1
— 81§ .
\ &s+Ine1 -1 -

Para € € (0,1), si se define

—A(s) ' —A(S) '
(@) f(s) = Ae(s) vs f(5) :=s (b) f(5) = Ae(s) vs f(5) :=s

Figura 15. Funciones A¢ y Le.

(122)

entonces, al integrar dos veces en (122), imponiendo las condiciones F/(1) = F¢(1) =0, se obtiene

una funcién convexa Fg : R — [0,0), tal que Fz € C*!(R) (ver Figura 16). Atin mds, para € €
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(0, 6*2), se tiene que (ver (Barrett and Blowey, 2004))

Fe(s)> 25?2 VseR y Fg(s)Z;—s Vs < 0. (123)

Adicionalmente, se denota por H! (Q) := {w € H'(Q) : w-n = 0 sobre dQ} y se usar4 la siguiente

norma equivalente en H'(Q) y H! (Q) (ver (Amrouche and Seloula, 2013, Corolario 3.5)):
Iwll7 = Vw72 +dollrot wll7, +do ||V - wll72, Yw € Hy (),

donde rot w denota el operador rotacional que es escalar para dominios 2D.
4.2.1. Problema regularizado de (5). En esta seccion, se propone un esquema comple-
tamente discreto no lineal, asociado al modelo (5), el cual es obtenido introduciendo una variable

auxiliar w = Vo. La motivacién principal de esta propuesta se debe al mal comportamiento de otros

—F

254

20+

154

104

54

04

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

(a) Fe(s) vs F(s) :=s(Ins—1)+1 (b) Fo(s) vs F'(s) :=Ins (c) F, (s) vs F'(s):= 1

Figura 16. Funcion Fg y sus derivadas.

enfoques clasicos andlogos al esquema Uc propuesto en el Capitulo 3 para el caso ¥ = 0 (ver Sec-

cion 4.3.4, abajo). Asi, teniendo en cuenta las funciones Ag, L, F¢ y sus derivadas (dadas en (120)-
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(122)), se considera la siguiente regularizacién del problema (5): Encontrar ug : Q x [0,T] — R,

0e : Qx[0,T] > Rywe:Qx[0,T] — R? tal que

Orute — D1V - (Ae (e ) V(Fe(ue)))

lg (ug)Gg

kox + O WS) :P(O'g)zg(ug)(a—lg(ue))’ en Q,

v

a[WS + ng‘Ot(I‘O'[ Wg) - dGV(V ‘ Wg) + /}/Wg

onlg(ug)og / onkoxlg(ug)
————— —V(F, ———we =0
0 (kox + O¢) (Felue)) + a(k0x+os)zwe e (124)
A (o7
atcg_do'AGg—i_ﬁ = ’}/(B_Gg)7 en Q7

ug(x,0) = up(x) >0, 0g(x,0) = op(x) >0, we(x,0) = Vop(x), enQ,

we-n=0, [rot wexmnl,,,, =0, sobre dQ x (0,7),
) )
\ al;:%:o, sobre dQ x (0,T).

Este tipo de formulacién considerando we = Vo, como variable auxiliar ha sido utilizada
precisamente en la construccion de esquemas numéricos para otros modelos de quimiotaxis (ver
por ejemplo (Guillén-Gonzélez et al., 2019) y referencias citadas). Recordando que p(s) > 0 (si

s > 0), y p es globalmente acotada, entonces, para s > 0, se tiene que w — p(s)w(at —w)In(w), w €



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 115

(0,00), es continua y acotada superiormente para alguna constante C; > 0. Asi, la funcién

p(oe)e(oc—¢€)Ine si ug <e,
P(Ge)ze(ue)(a — Ae(ue)) Fe(ug) = p (O )ue(ue) (o —ue)In(ue) si € <ue <e !,
ploe)e N (a—e Hne ! si wue>e™ |

\

(125)
es acotada superiormente para alguna constante C; > 0, independiente del pardametro € € (0,1).

Entonces, multiplicando (124); por %Fg’(ug), (124), por xwe, integrando sobre Q y sumando, se

ApxAe (ug)oe \VJ

o haton) (Fs’(ug))> se cancelan, y teniendo en cuenta

tiene que los términos que contienen x(

que Vug = A¢(ug)V(F/(ue)), se obtiene la siguiente estimativa de energia

d Aox
o | (G Petue) + e )dx+—01 | et [V (P ) P+ e

dt Jo
AOXkOX )’ OX
+ X/ e (te) w2 /p G ) e (1) (0 — D (1) FL ()l
ox+08)
<@C Q| (126)
=" 1 .

Ahora se estudia un esquema numérico que permite aproximar las soluciones del sistema (90).
4.2.2. Esquema numérico UWo. Se propone una aproximacion completamente discreta
basada en el método de FE en el espacio, semi-implicita en tiempo (considerada por simplicidad
una particién uniforme de [0, 7] con paso de tiempo k = T /N : (t, = nk)"=Y). Sea Q un dominio
poligonal. Para la discretizacion del espacio, se considera una familia de triangulaciones regulares

de Q, denotada por {.7,},,~0, con simplices K con un dngulo recto, tales que Q = U 7,K, donde
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hx = diam(K) y h := médxgc g, hx. También, se consideran los siguientes espacios de FE para o,

Ug, Y Wg!

(27,2, W] cHY(Q) x HY(Q) x H.(Q), generados por Py, Py, P,,, conm > 1,

donde P, denota el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que m. Adicional-

mente, se recuerda la proyeccién Q" : L?(Q) — 2 (presentado en el Capitulo 3) dada por

(Q"u, )" = (u,i), Vie 2. (127)

Por otra parte, con el deseo de obtener estimativas uniformes para el esquema numérico, se

2x2 intro-

introduce el siguiente operador matricial: Dado € € (0, 1), se define Ag : 2~ — L*(Q)
ducido por Barret y Blowey en (Barrett and Blowey, 2004), tal que A¢uy, es una matriz simétrica y

definida positiva, tal que para todo uj;, € 2y c.t.p. x en Q, se cumple la siguiente relacién

(Aguh)VIh(Fé(uh)) = Vuh en Q2. (128)

De manera particular, Aguy, s una matriz constante por elementos tal que (128) se cumple por
elementos. Adicionalmente, se resaltan los requerimientos para que (128) se cumpla, a saber, el
hecho que 2" sea generado por FE IP|-continuos y la restriccién sobre la discretizacion de espacio
con simplices K con un dngulo recto. M4s atin, se presenta el siguiente resultado con respecto al

operador Ag(+) (ver (Barrett and Blowey, 2004, Lema 2.1)).
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Lema 4.6. Sea || - || denotando la norma espectral sobre R**2. Dado € € (0, 1), entonces la funcién

Ae : 2 — [L=(Q)]**? es continua. Mds atin, se tiene que

€678 <ETA(up)é < e 'ETE, VEER? Vi, € 2. (129)

Ahora, teniendo en cuenta lo anterior, se considera el siguiente esquema de primer orden
en el tiempo, no lineal y semiacoplado:

Esquema UWo:

= Inicializacion: Let [ug,oﬁ’,wg] = [Qhuo,QhCTo,éh(VGQ)] €L XX XWy

» [Paso 1] Encontrar 6} € 2" tal que

Apxhe (ugi ! ) Oy
o (kox + Gg_]) 7

h
(867,6)"+ds(Vol,VE) +y(c,6)" + ( a) —¥(B,6)", V6e X

(130)
= [Paso 2] Encontrar [u},wi| € 2 x W, tal que
(
(Sul,it)" +Dy(Vul,Vii) — x (%WQ,VQ)
= (p()he(uf) (@ —Ae(u)), )", Vi€ 2,
(131)

on}LS(”gil)Gg _
VI, (F.(u?
a(k()x_'_ag) h( 6(”8))7W

onkoxﬂfe(ug_l) no- _
=0, V w
(s san) =0 woews

(Wi, W)+ (Bywp,w) + (
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donde éh es la proyeccién estandar de L? sobre W,. Ademds, el operador By, es definido como

(Bpwe,w) = dg(rot wi,rot w) +do(V-wi, V-w) + y(we, w).

Observacion 4.7. De nuevo, sin pérdida de generalidad en el andlisis del esquema numérico
UWo, por conveniencia en la escritura, se asume todos los pardmetros positivos D =ds = X =
AOX

’)/:kongzl‘

4.2.2.1. Positividad y estimaciones uniformes. En esta subseccion, se probaran las pro-
piedades de no negatividad para las variables discretas u}; y oy dado que se trata de modelar un
fendmeno de corte bioldgico, una versién discreta de la desigualdad de energia (119) y algunas
estimaciones uniformes. Siguiendo las ideas descritas en el Lema 3.7, observe que la solucion de
(130) preserva la no-negatividad para o}, asi como un principio del mdximo. En relacién a la va-
riable discreta uj; como solucién de (131), no esta clara la no-negatividad, aunque es posible probar

una positividad aproximada dependiente del pardmetro € (ver Observacion 4.11 abajo).

Lema 4.8. (Positividad y principio del maximo de ¢}) Sea {0} },en una solucion del esquema

(130). Si 0 < o-g” < B, entonces 0 < o) < .

Demostracion. Considerando 6 = I,([o}]-) € Z en (130), donde [o}]- := min{c},0} <Oy
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In([og]- (%)) = Lje s[0F]-(a))pa;(x) <O, se tiene que

(807, In([o£]-)"+(Vor,VI([of]-))

Aug )68

h
#ot (ot ) = Bllorl ) - (T en) )

Ahora, de la definicién del operador nodal 7, recordando que o} = I;,([o?]+) + I ([0F]-), vy utili-

zando el hecho de que (I,(0))? < I,(6?) para todo o € C(Q), si 6! > 0, se obtiene que

(oo, In([o7]— k/lh oyl dx——/]h dx>—||Ih([ o] )HL2 (133)

Note que (67, I ([62]- )" = [oIn(([6]-)?)dx > th([og]_)Hiz. Por otra parte, usando la Propo-

sicién 2.5 en (Guillén-Gonzdlez and Gutiérrez-Santacreu, 2019), se tiene que

(Vog, VIn([og]-)) = (VIn([0g]+), VIn([og]-))

+(VIi([07]-), VIn([ef]-)) = IVIn([0¢]-) |7 (134)

Asf, a partir de (132)-(134), y el hecho que A (') > £ > 0, se obtiene

Ug

n—1 h
Q02+ 1102 ) < (B8] ) - (S ot ) <o

1+ of

garantizando asi que o} > 0. Ahora, se prueba el principio del mdximo. Para ello se define w}; =
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o} — P € Z . De (130) se tiene que

n—1\~n h
(G2, )+ (T, 90) + 0" = — (AU JGE 6 135)
€

Un argumento similar al usado en la primera parte de esta prueba, considerando & = I;,([w}]+) > 0

en (135), permite mostrar que [w]+ = 0. Por lo anterior, 6} < 3, lo que concluye la prueba. [

Teorema 4.9. (Desigualdad discreta de energia) Si [u}, w}] es una solucion de (131), entonces
existe una constante C > 0 (dependiendo tinicamente de los datos del problema [D,ds, X, Y, o, B, Q]
pero independiente de [k,h,n,€]), tal que la siguiente estimativa de energia se tiene

A (")

(1+ of)?
+A(Vlh(Fé(uﬁ)))T-As(uﬁ)-Vlh(Fé(uﬁ))dx+ w7 <C. (136)

1 k k
6 ((Feud), " + SIIw2I:) + €3 18+ 5 6w I+ | (w2 dx

Demostracion. Tomando i = I,(F/(u?)) en (131);, w = w} en (131), y sumando, recordando que

n—1 n
Reltle )0 1 (1))

oy > 0 (ver Lema 4.8), los términos ( T+ o e
t

) se cancelan, teniendo en
cuenta que Ag(u!') es simétrico asi como (128) (lo que implica que VI, (F.(u?)) = Ag ' (u?)Vul),

se obtiene que

- 1
(Sart I (FL))" + [ (Vi)T-AG d) Vst + 3.8 i

;Lg(unfl)
(1+irg)zwg’wg

= (p () (e (ul) (0t — Ae () Tn(FLG)))". (137)

k 2 2
gl + 2l +
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Ahora, obsérvese que aplicando la férmula de Taylor se tiene que

Folu™1) = Foll) + FLt) ™" — )+ R (Gl + (1 Oy ) =

n n n k2
= FS(”S) _sz;{(us)&”s + =

S e (Gug + (1= §)ug™ 1) (8ueg)”,

con § € (0,1); asi, se sigue que

RSt = 8 (Folu) ) + S R (G4 (1= O™ (B (138)

Por lo tanto, haciendo uso de (138), la linealidad del operador I, y el hecho de F}/(s) > € para todo

s € R, se obtiene que

(8ust, P = [ 1n(6rt FL(ut)dx
=&( /Ih Fe(u?))dx /Ih (F/ (Sl + (1= Ol ) (8u)?)dx

> 5,(F8(ug),1)h+s§|5,ug|,3. (139)

Mis aun, teniendo en cuenta la definicion dada en (11), recordando que p es globalmente acotada

y que (125) es continua y acotada superiormente para alguna constante Cj, se tiene que

(p(02) (he 1) (er = 26(2)), FL2))" = [ 1h(p (02 e (1) (00 = 2e(ul) FLu))dx < €1 2,
(140)

Asi, de (137), (139)-(140), y usando la Observacion 3.4 se concluye (136). O
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Lema 4.10. (Estimativas uniformes) Sea [ug, 0] € L*(Q) x H'(Q) tal que up >0y 0 < oy < B.

Sea [u}, o} ,w}] solucion del esquema UWGo. Entonces, se tiene que

(Fe(up), 1)+ Wil +k Y (el VI(F )72+ Wil 7) < Co, Yr>1, (141)
m=1
n
ot +k Y llofZ <C, Yn>1, (142)
m=1

con las constantes Cy,C > 0 dependiendo de los datos del problema [Dy,ds, X, 7, o, B,uo, 60, T,<2],
pero independientes de [k, h,n,€). Adicionalmente, si € € (0,e~2), entonces las siguientes estima-

tivas se cumplen

/(Ih([ug]_))zdxgcos, Va>1, y /|ug|dx§K(1+\/E), Vn > 1, (143)
Q Q

donde la constante K > 0 es independiente de [k,h,n, €].

Observacion 4.11. (Positividad aproximada de v} ) Asumiendo uy > 0, de la primera estimacion
en (143), se tiene que u} es aproximadamente positiva, en el sentido de que [u}]— — 0 cuando

e—0.

Demostracion. Considerando la desigualdad s(In s — 1) < s? para todo s > 0 (lo que garantiza que

Fe(s) < C(s*+ 1) para todo s > 0) y usando el hecho que [u), W] = [0y, 0" (Voy)], ug >0y



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS

123
B > oy > 0 (y por lo tanto, u2 >0,8> G,? > 0), asi como la definicion de Fg, se obtiene que
1 1
|1 Feuf)dx +5 1w <€ [ 1002+ Dax+ 3w
< C(|lupll 72+ Iwhllz2 + 1) < Clluoll 72 + Iwollz. + 1) == Ko, (144)

donde la constante Ky > 0 depende de los datos [Q,uq, V0op]|, pero es independiente de [k, h,n, €].
.- )Lg(un—l
Multiplicando (136) por k, sumando desde m = 1 a m = r, recordando que

) 1 1
i+ gg)zwg,wg >0
y teniendo en cuenta (129), (140) y (144), se obtiene que

(Fe(ug), )"+ |Well7 +k Y (el VI (Fe(ud))IIF2 + IwE I

m=1

< CIIQI+ (Fe(up), 1) + Wil < Co.

Lo anterior concluye la prueba de (141). Por otra parte, recordando que A¢ (1"~ ') > e >0y o~ ! >

0, tomando 6 = o} € 2 en (130), se sigue que

1 k Ae(™h) o\
8ot 5180t R+ oty + (T (o)’

<

IN

(B.o2)"

| =

|22 +C.  (145)

Multiplicando (145) por 2k se sigue que

log Iz — oz~ 172 +kllog|l7 < kC.
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Sumando desde 7 = 1 hasta n = r, se concluye (142). Ahora, si se considera £ € (0,e~2), entonces
de (123); y el hecho que F¢(s) > 0 para todo s € R, se tiene que %([u’g],(x))2 < Fe(up(x)) para
toda u € 2; asf, recordando que (I;,(s))? < I,(s?) para cada s € C(Q) y teniendo en cuenta (141)

se sigue que

o [ )P < 5 [ ) P < [ (E)ax < G

lo que prueba (143),. Mas aun, tomando i = 1 € 2 en (131), recordando que p es continua y
acotada globalmente y teniendo en cuenta que p (og)ig () (ot — A (ul)) es acotada superiormente

por alguna constante C; > 0, se tiene que

(8, 1) = (8, 1)" = (p(02) (Ae () (0t = A (1), 1) < C1]Q. (146)
Entonces, multiplicando (146) por k y sumando de n =1 a n = r se tiene que

ul, 1) < ud, 1) +CiT|Q| < (Q"(up),1) +C :=K;, VreN. (147)

Entonces, recordando que [u}]+ := méax{u},0} > 0, teniendo en cuenta que u} = [u}]+ + [uf]_y

|ui| = [uf]4+ — [u}]— = ul —2[u}]—, usando las desigualdades de Holder y Young asi como (147) y
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(143)1, se tiene que

[ lutlax < [ nutds = [ wrdx—2 | () )ax
Q Q Q Q

<ki+c( [ 0 ))) Vax < k(14 Ve),

lo que implica (143),. L]

Observacion 4.12. La norma 1°(0,T;L'(Q)) es la tinica norma en la que ul estd acotada de
manera independiente de los pardmetros |k, h, €]; pero esta acotacion no es suficiente para probar

la convergencia hacia soluciones débiles del modelo (5) cuando [k,h) y € tienden a cero.

4.2.2.2. Buena postura del esquema numérico. En esta subseccion, se prueba la buena

postura del esquema UWo. Inicialmente, se prueba la existencia y unicidad de la solucion de

(130).
Proposicion 4.13. (Buena postura de (130)) Existe una tinica o} € 2 solucion de (130).

Demostracion. Observe que (130) es un esquema lineal, asi, es suficiente probar la unicidad de su
solucién. Dado € € (0,1) y [ul~!, 027! € 2 x 2 talque B > o7 ' > 0, entonces Ag (u? ') > & >
0. En efecto, si existen dos posibles soluciones Gg Ly 022 de (130), definiendo o} = Gg 1= Gg’z,

de (130) se sigue que

A(ug "oy
1+Gn_1 ’

el

%(ag,é)’w (Vo!,V6)+ (6", 6)" = — ( a) , Vae 2. (148)
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Tomando 6 = o} en (148), se obtiene que

h
1 lg(un_l) 2
RCAPRRT A (—8_1 (0g)") <0,
k 14+ Gg_‘l
concluyendo asi que o = 0y por ende, 07 | = 0y 5. U

Por otra parte, teniendo en cuenta que (131) es un sistema no lineal, se prueba la existen-
cia de soluciones usando el Teorema de punto fijo de Leray-Schauder. Este es el contenido del

siguiente resultado:

Teorema 4.14. (Existencia de solucion de (131)) Dada o} € 2 la solucion de (130), existe al

menos una solucion [uf,wi] de (131).

Demostracion. Dado [u~!,wi~1] € 2" x W), se define el operador Z : " x W), — 2 x W, dado

por [u,w| = Z|u,w], tal que [u,w| € 2" x W), es la solucién del sistema lineal desacoplado

1 1
%<M7 I/_l)h + (Vl/t, VIZ) = %(Mg_] y I/_l)h

n—1\ ~n ~
+<'A—8(1ui o Wﬁ) +(p(oD) @)@~ Ae(@), )", Ve 2, (149)

—(w, W)+ (Bpw,w) = —(wi 1)
Ae(up ) o o Ae(u™) )
B (WVIh(Fe(”)>vW> - (mw,w) L VmeEW,  (150)

En los siguientes pasos se probaran las hipétesis del teorema de punto fijo de Leray-Schauder.
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Primer paso: El operador % estd bien definido.

127

Aplicando el teorema de Lax-Milgram a (149) y (150), dado [u,w] € 2" x W, existe una tnica

solucion [u,w] € 2~ x Wy, de (149)-(150).

Segundo paso: El conjunto de todos los posibles puntos fijos de 0% (con 6 € (0,1]) es

acotado.

En efecto, observe que si [u,w] es un punto fijo de 6.2, entonces Z[ii,w] = %, %] y por lo tanto

[u, w| satisface el siguiente sistema acoplado

1 A n—1 n
%(u, )"+ (Vu, Vi) — 0 (%W,Vﬁ) = —(u 1, a)"
€

+0(p (M) Ae(u)(a — Ae(w)), @) Vi € X,

n—1 n
%(W,w) + (Byw, i)+ 0 (MW(F,; (u));v‘v)

Ahora, observe que

1
Fe(6u 1) = Fe(u) + Fu) (O — ) + 3 (G (1= 0)0ug ) (0! —u)?

1+o0f
}Lg(u"_]) _ 0, .- _
\ +6 (mw,w :E(We W), Ywe W,

(151)

con§ € (0,1), tomando it = I,(F}(u)) € Z en(151); y w=w € W}, (151),, procediendo de manera

andloga que en el Teorema 4.9, recordando que p es acotada globalmente y que p (Gg)ig(u) (a—
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Ae(u))(F/(u)) descrita en (125) es acotada superiormente por alguna constante C; > 0, y teniendo
en cuenta que 6 € (0, 1], se obtiene que

1 Ae (1)
h 2 2 2 €
(Fe(u),1)" + EHWHLQ +k (&]|Vul|72 + |w]51) + 0k ((1 —|—€6§‘)2W’W)

_ 0> _ _
< (RO ), 1) +CllQI+ Wi I < Ca L wi Q). ()

Lo anterior garantiza que ||w||;1 < C (donde C > 0 es una constante independiente de 6).
Por otra parte, procediendo como en la prueba de (143) (usando (152) en este caso) se tiene que

existe una constante C > 0 que depende solamente de [Q, T,u?~ !, w21 £] tal que ||ul|;: <C.

Tercer paso: El operador % es continuo.

Sea {[@,W'|}1en C 2" x W) = W=(Q) x W'*(Q) una sucesién tal que
@, W] — [@,w] en 2 x W), cuando [ — oo, (153)

En particular, {[i',]};cx es acotada en W' (Q) x W'*(Q). Ahora, de (153), para h fijo, se tiene
que ' — i en C(Q); asf, dado que F! es una funcién Lipschitz continua, entonces Fy (') — F (i)
en C(Q). Ademés, de la linealidad y continuidad del operador /, con respecto a la norma C%(Q) se

tiene que I, (F.(&)) — I,(F.(i)) en C(Q). Ahora, si se denota por [u!, w!] = Z[@,#'], se tiene que
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(recordando que 67 >0y e < Ae(s) < e ', 0< ig(s) < &~ ! paratoda s € R)

1 1 1 1 1 1
12 12 12 112 n—1 . n—17)2 2130112
s 12 SV 2, 1 < w2 + 521

+C(k)e (o +e ") p(of)|F=+Ce (| VL (FL(@)) |2 + |w']| %) < C,

donde C es una constante independiente de / € N. Entonces, se deduce que {[u!,w'] = Z[i', '] }1en
es acotada en 2" x W, — W1=(Q) x W'=(Q). Por lo tanto, dado que se est4 en dimensién finita,

existe una subsucesién de {Z[i', '] };cn, atn denotada por {Z[@,w'] };en, tal que
Rl W) = [u,w] en W'(Q) x W=(Q). (154)

En consecuencia, de (153)-(154), un procedimiento estdndar permite pasar al limite, cuando /
tiende oo, en (149)-(150) (con [@',w'] y [u',w'] en lugar de [@,W] y [u, w] respectivamente), dedu-
ciendo que, [u',w']| = Z[u,w]. Por lo tanto, se ha probado que cualquier subsucesién convergente
de {Z[i!,w']}1cn converge a Z[u ,w'] en 2" x Wy,. Asi, de la unicidad de Z[a',#'] probada en el

primer paso, se concluye que toda la sucesion Z[i',w'] — Z[ii,w] en 2" x W . Asi, Z es continuo.

Por lo anterior, como se satisfacen las hipdtesis del Teorema del punto fijo de Leray-
Schauder (en dimensién finita), entonces, la aplicacion % tiene un punto fijo [u,w], es decir

[u,w] = Z[u,w], 1a cual es una solucién del sistema no lineal (131). O

Se prueba ahora la unicidad de la solucién de (131).
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Lema 4.15. (Unicidad de solucion de (131)) Si k < a(s,h) (donde 5(e,h) 1 0) cuando €,h | 0),

entonces la solucion [u}, wi| de (131) es tinica.

.z —1 .
Demostracion. Enefecto, Dado [uz™", 0¢] € 27 x 27, suponga que existen [ty |, wg ], [ug 5, Wg 5] €

2 x Wy, dos posibles soluciones de (131). Entonces, definiendo u = ”Z,l — ugg yw= wg,l — wg’z,

se tiene que [u,w| € 2" x W, satisface

1. _ Ae (Do _

+a(p (O (e () — Ae(ul5)),@)" — (P (O (Re () — Ag(ul 5)) A (ul 1), )"

—(p(OM) et ) (Ao (ult ) — Ae(udl 1)), )", Vi € 2, (155)

Ae(ug™")
(w,w) + (Bpw,w) + ((1 ~ GQ)2W’W
)V n—1 Gn

— ( S(IM_T— 0_21 EVI(Fe(uf o) —Fg(ugyl)),w) ,YweEW,.  (156)

Tomando [i, w| = [u,w] en (155)-(156), sumando las expresiones obtenidas, teniendo en cuenta
que Ig, Ae ¥ Fgl, son funciones Lipschitz continuas (recordando que p es acotada globalmente), asi
como o >0 paratodon € Ny e < Ae(s) <e 1, 0< Ig(s) < £7! para toda s € R, usando la

desigualdad inversa HS||12L11 < C(h) ||s||i2 para toda s € 2 y aplicando las desigualdades de Holder
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y Young se tiene que

Ae (")

1 2 2 2
ol [+ o+ (T2,

1 1
! w> < 1Vl +
Ol e (2B Iwl2 + C(&) (O (0 | Ae )+ 1 Re )z ]
Cle ) Ac ) - Il

< SIVullzz +C (e m)lwlz2 +C(e)|lull72.

| =

Asi, para una constante C(g,h) > 0 (donde C(&,h) 1 e cuando €,k | 0) se tiene de la dltima

desigualdad que

1 1 1
(@) Il + (3~ e ) vl + 5190l + Iy <o

Por lo tanto, si kK < min { — }, se sigue que [u, w] = [0,0]. O

4.3. Simulaciones numéricas para el esquema UWo

En esta seccidn, se muestran dos experimentos numéricos con el fin de ilustrar un buen comporta-
miento del esquema UWo, verificar que el esquema da una buena aproximacion al fendmeno de
invasién tumoral, asi como determinar la influencia de los parametros €, i y k en la positividad de
la variable discreta uj € 2. Adicionalmente, en todas las simulaciones se ha escogido el espacio
de FE P para wg, recordando que [P; denota el conjunto de todos los polinomios de grado menor o

igual que 1. Cada una de las simulaciones fueron realizadas utilizando el software libre Freefem++.
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Observacion 4.16. En cada uno de los siguientes experimentos, se consideran los valores dados en
la Tabla 1 para los pardmetros del modelo (5). Adicionalmente, para la funcion de ploriferacion p,
se considera como en (Gomez, 2017), definida como p(s) =a [l% +b (1 — é) ] , siendo a = Pyax/ A

yb=0.6.

4.3.1. Método de Picard para encontrar una solucion [u",w"] de (131). En la busqueda
de implementar computacionalmente el esquema UWo, se utiliza el método de Picard para aproxi-
mar la solucién de (131), usando el siguiente sistema de primer orden en tiempo, lineal y acopado,

tomando como paramétro de tolerancia en todas las simulaciones hechas, ol = 10™4:
= Inicio (I = 0): Sea [u’,w%] = WL w" 1€ 2 x W,y ol € Z lasolucién de (130).

= Algoritmo: Dado [u,w!] € 2 x W, calcular [t w!T1] € 27 x W), tal que

Lot - 141 vr (AS(“n_l)Gn _
— (Wt DDy (Vul T Vi) — y | S—E W Vi
k( ) 1 ( )—X kon t O

= L0+ (p(oP) Aelu) (o~ Ae(u)), ), Vi€ 2,

1

_(Wl+1 W)+(Bwl+1 \/_V)—f— (onkox)bg(unl)
k ’ ’

I+1 =
whw
o (kox + 0f)? )

Aoxhe(u" oo
= (w1l w)— [ 2=£ EVI(FL )W), YweW,,
| R e S ) h
I+1 _ 1 I+1 ]
bajo el criterio de parada dada por max I luHLz,HW IWHB <tol.
[l |2 w2
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4.3.2. Experimento 1: Dinamica de la invasién tu-
moral. Para ilustrar la dindmica tumoral y el proceso de
difusion-ploriferacion descritos por el esquema UWo, des-
cribiendo el impacto de esta transicion a nivel celular en la
cinética de crecimiento del tumor global, asi como responder

si esta transicion suele reducir o no la supervivencia de los pa-

cientes diagnosticados con glioma, se considera un dominio

Figura 17. Dominio Q 'y u2 para
el esquema UWo.

poligonal Q@ = (0,1) x (0,1) C R? con malla estructurada, to-
mando por datos iniciales a [ug, 0p] = [ug(x,y),00(x,y)], donde op(x,y) = B(1 —0.01up(x,y)/ )

y

g(x,y) si (x—0.5)2+2(y—0.5)2<0.20,
Lto(X,y) =

0 en c.c,
siendo

609000 «xrandom si 578800 < 609000 * random < 609000,
glx,y) =

En la Figura 17, se ilustra el dato inicial u2 € 2, el cual representa como en (Lopez-Agredo et al.,
2023a), la aparicién expontdnea y aleatoria de un nimero considerable de células gliales hip6xicas.

El valor de oy en este contexto, ejemplifica la region hipoxica generada por el tumor en el lugar



MODELO MATEMATICO QUE DESCRIBE LOS GLIOBLASTOMAS 134

alojado. Para la discretizacion en tiempo se considera un paso de tiempo k = 0.01 afios, y para
la discretizacion en espacio, 200 nodos tanto en direccién al eje x como en direccion al eje y. En

cuanto al pardmetro de regularizacién para el primer experimento, se ha considerado € =5 x 1077,

1.0e01 200000 400000 600000 800000 le+6 1.2e+6 1.4e+6 1.6e+06

(b) t = 0.2 afios (c)t =0.21 afios (d) t = 0.22 afios

Figura 18. Proceso de difusion-ploriferacion provisto por el esquema UWo.

En la Figura 18 se presenta la aproximacién de cambio del fenotipo de proliferacién a in-

vasién de un glioma, considerando ¥ = 104 mm> mol~! afio~!

en el esquema UWo. El motivo
de considerar un valor significativamente grande, radica en la diferencia evidente de los valores
tanto para u (cercanos a 2 x 10%) como para ¢ (valores no superiores a 2 x 10~1), haciendo que,

la magnitud de Vo sea muy pequefio en comparacion de los valores de Vu. Adicionalmente, al

considerar las unidades del pardmetro ), el valor escogido para y es razonable.

Recordando que la regién de tumor visible provista por una T2-weighted MRI es aquella en

laque u > 4 x 10° cels/mm? (ver (Gémez, 2017)), las reguiones dentro del color blanco presentes
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en las Figuras 18, 19y 21 denotan la region visible del tumor en cada tiempo . De esto, se observa
que las células tumorales invaden reguiones con menor cantidad de células gliales, asi como regio-
nes sin carga tumoral, ya que son a su vez, zonas mds ricas en nutrientes como el oxigeno, siendo
estas regiones, lugares donde el consumo de oxigeno por las células gliales es menor (ver Figura
20). Ademas, La Figura 19 (en escala logaritmica) muestra una mejor identificacién del borde del
tumor, lo que es significativo desde el punto de vista clinico, ya que podria favorecer la toma de
decisiones por parte del especialista para la aplicacion de un tratamiento estdndar, ya sea mediante

reseccion quirtrgica o radioterapia de manera mas precisa a nivel local.

1.0e01 1 10 100 1000 10000 100000 2.0e+06

“I N e Y T [ e A A WM R A1 l“

(b) t = 0.2 afios (c)t =0.21 afios (d) t = 0.22 afios

Figura 19. Proceso de infiltracion de la ECM provisto por el esquema UW 0o, usando una escala
logaritmica.

Adicionalmente, al comparar la aproximacion de densidad tumoral u en los tiempos t = 0.2,
t =0.21 y t = 0.22 afios descritas en la Figuras 18b-18d respectivamente, se puede evidenciar el

crecimiento tumoral, tanto a nivel de invasion de nuevos lugares, como la ploriferacion in situ (evi-
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denciada por el cambio de color dentro de la region visible segun escala), situacion descrita en la
literatura (ver, por ejemplo, (Conte and Surulescu, 2021), y referencias citadas) como la dicoto-
mia ir o crecer (go-or-growth dichotomy en inglés) evaluando ademds, de manera cuantitativa la

transcision ploriferativa a invasiva que induce la hipoxia en los gliomas.

19e-10 194e-10 195e-10 1.96e-10 197e-10 19810 19910 2.0e-10
| |

] L e—

(b) t = 0.2 afos (c)t =0.21 afios (d) t = 0.22 afios

Figura 20. Dindmica de la concentracion de oxigeno provisto por el esquema UWo.

4.3.2.1. Comparacion de la densidad tumoral y no extincion del tumor. Un estudio de
los resultados del modelo variando ) sugiere que la transicion proliferativa a invasiva, asi como
el aumento del pardmetro x (i.e. aumento en la actividad migratoria de las células gliales por mo-
vimientos celulares que se desplazan desde el tejido tumoral a zonas mds oxigenadas) contribuye
a un incremento de los niveles de oxigeno en el tejido, generando por un lado, un crecimiento
significativo en el radio tumoral y por otro, una mayor ploriferacién in situ. Este incremento en el
parametro ) trae como consecuencia un aumento tanto en el radio tumoral como la densidad del

mismo, aumento claramente no lineal en el tiempo, y que permitiria explicar entre otras cosas, la
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Tiempo
t=0.10
t=0.28
t=0.37
t =0.50
t =0.65

Figura 21. Evolucion espacio-temporal de la densidad tumoral, correspondientes al esquema (86),

comparado con la densidad tumoral aproximada con el esquema UWo con ¥ = 104 mm® mol~!

afio !y y = 10" mm> mol~! afio~!.
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diferencia entre los tumores primarios y secundarios en un mismo paciente, la diferencias en la
agresividad y evolucién de la enfermedad en pacientes de caracteristicas similares (sexo, edad,
entre otros) diagnosticados con el mismo tipo de tumor, o el surgimiento de Glioblastomas se-
cundarios como progresion de astrocitomas de bajo grado (astrocitoma difuso o astrocitoma ana-
plasico). Con el objetivo de mostrar el cambio de fenotipo invasivo a ploriferativo de las células
gliales hipdxicas, asi como evidenciar la influencia del pardmetro ), en la Figura 21 se muestra
la la aproximacién de la densidad tumoral utilizando el esquema numérico (86) planteado en el
Capitulo 3 (Seccién 3.4), con D(x) =Dy y B(o) = % +a (1 - %) asumiendo a = 10 como en

(Gbémez, 2017), comparado con los resultados de dos simulaciones utilizando el esquema UWo

para ¥ = 10" mm> mol~! afio~! y ¥ = 107 mm> mol~! afio~! respectivamente.

Entre las observaciones mds relevantes que se pueden extraer al comparar los resultados
expuestos en la Figura 21, se destancan: El radio del tumor (regién dentro del borde blanco, defi-
nido como u > 4 x 10° cels/mm?> ) para D(c) y x = 10'* mm> mol~! afio~! (columnas uno y dos
respectivamente) son similares, al igual que la densidad tumoral, con un leve aumento de plorife-
racion en el segundo caso, al igual que la infiltracion de la ECM. Esto, generado por el gradiente
de la concentracién de oxigeno, modelando un desplazamiento de las células gliales a regiones
menos pobladas, generando a su vez una disminucién en el consumo de oxigeno, lo que implica
una mejores condiciones para la ploriferacion de las células tumorales. Este aumento no es signi-
ficativo como se evidencia en la Figura 22, al estudiar el crecimiento de la densidad tumoral sobre

el dominio Q de estudio, al considerar para cada tiempo #,, la funcién f(z,) = || — u(t,)||;2 para
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lla-u"] 2

Figura 22. Comparacion de la densidad tumoral para los esquemas Uo, (86) y UWo,
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considerando en este tltimo, dos valores diferentes para el pardmetro ¥ .

las soluciones discretas u), y uy de los modelos (3) y (5), respectivamente.

139

Por otra parte, al comparar los resultados para y = 104 y y = 10!7 en el modelo (5) se

puede evidenciar en la tercera columna un cambio significativo en el radio del tumor a partir del

tiempo ¢ = 0,28 afios, asi como bordes mds difusos y cada vez mds anchos, a diferencia con la

columna uno. Adicionalmente, el tumor es mas homogéneo motivado por una mayor accién del

gradiente del oxigeno, lo que permite a su vez, que haya mayor carga tumoral en los bordes del

tumor. En cuanto a la carga tumoral, como se puede ver en la Figura 22, si bien es cierto que la

carga tumoral se mantiene similar hasta ¢ < 0,3 afios, a partir de ahi, el aumento es significativo,

haciendo al tumor mds agresivo y disminuyendo la esperanza de vida del paciente. Esto permitiria

explicar el cambio de ciertos gliomas, de grado de malignidad, como por ejemplo, gliomas de bajo

grado a alto grado, o Glioblastomas de tercer grado a Glioblastomas de cuarto grado o GBM, segtin
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la OMS (Organizacién Mundial de la Salud).
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(c) Minimo de u}, fijando a € y k, variando h

Figura 23. Comportamiento del minimo de u}, con y = 10'* en el esquema UWo.

4.3.3. Experimento 2: Sobre la positividad de «;. En la bisqueda de estudiar la positi-

vidad de la variable discreta u”, se considera Q = (0,2) x (0,1.5) C R? con malla estructurada y

datos iniciales a [ug, 09| = [uo(x,y), 0p(x,y)], donde op(x,y) = B(1 —0.0lup(x,y)/a) y

h(x,y) si (x—1)2+2(y—0.75)> < 1,
MO(x7y):

0 en c.c,
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siendo

9000 xrandom si 8700 <9000 * random < 9000,
h(x,y) =

Para verificar numéricamente la influencia de los pardmetros discretos k y &, y el pardmetro

de regularizacion €, se consideran tres experimentos:

» En el primero, se considera un paso de tiempo fijo k = 10~ afios, y para la discretizacién
espacial, se usan 200 y 150 nodos en las direcciones x y y, respectivamente. Con el objetivo
de ver la influencia del pardmetro &, se toman los siguientes valores: € = 1074 £ = 107>
y € = 1077, En la Figura 23a, se observa que aunque u” es negativo para alguna x € Q
en algunos tiempos ¢,, cuando € — 0 estos valores son mas cercanos de 0; lo cual esta de

acuerdo con el resultado demostrado en el Lema 4.10 (ver estimacién (143)).

= En el segundo, se considera € = 5 x 10~ fijo, y se usan 200 y 150 nodos en las direcciones
Xy y, respectivamente. Con el objetivo de ver la influencia del parametro tiempo k, tomamos
los valores: k = 1072, k = 10710 y k= 10~ !, En este caso, no estd clara la influencia del

paso de tiempo en la positividad de u} (ver Figura 23b).

= Finalmente, se consideran los parametros fijos € =35 x 1077 y k= 10710, y para ver la
influencia del pardmetro espacial h, se consideran mallas espaciales cada vez mds finas, es
decir, h=1/80, h=1/100y h = 1/120. De nuevo, en este caso no queda clara la influencia

del pardmetro & en la positividad de u} (ver Figura 23c).

Lo anterior revela que el pardmetro decisivo para la positividad de la variable u es &, lo cual es
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computacionalmente favorable ya que, a diferencia del refinamiento en tiempo y espacio, tomando

€ arbitrariamente pequefa, no genera un coste computacional sustancial.

Valores minimos de u [celslmm3]

X04
2 | | Y354327021

ﬁ‘

Minimo de u
)

-
[¢)]

Y
o
.

L L L L L L L I}
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t [afios]

Figura 24. Minimo de u} en (157) para y = 10° mm> mol~! afio™.

4.3.4. Experimento 3: Comparacion con otros enfoques. En este experimento, se com-
paran los resultados obtenidos en experimentos anteriores, con el siguiente enfoque clasico basado

en el esquema implicito para el modelo (5):

Inicializacién: Sea [u)), 6] = [Q"up,Q"0p) € X" x X
Paso de tiempo n: Dado el vector [u} ',07 '] € 2" x 2, calcular [u,0]') € 2" x X tal
que

n n
U, 0p
kox + G;Z

1) (8, @) +D(Vul, Vii) — x( w;;,va) = (p(a!ul(c—ul), i),

_ _ _ _ Aoxit} o} _
2) (5;6;11, G) "‘dG(VGI’::VG) + Y(Gga G) = Y(B?G) - (OC(k _};_gn) ) G) )
ox h

(157)

para todo [i1,6] € 2" x 2.
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(c) x =10"

Figura 25. Méaximo y minimo de u}, en (158) para diferentes valores de x.

Usando un método de Picard para aproximar el esquema no lineal (157) y considerando los

parametros dados en la Tabla 18, para valores de ¥ mayores a 10! mm> mol~! afio!, con paso

de tiempo k = 0.01 afios y 200 nodos en las direcciones x e y en el dominio espacial, se observan
valores muy negativos para la variable discreta uj en los tiempos iniciales, lo que provoca que la
convergencia del método iterativo se pierda. Ademds, para valores de y inferiores a 10'°, aunque
el método iterativo de Picard converge, la dindmica no es buena en términos de los valores mini-
mos de las células tumorales discretas (consulte la Figura 24 para ¥ = 10° mm> mol~! afio™!).

Teniendo en cuenta los problemas de convergencia mencionados anteriormente, se considera un
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esquema lineal semi-implicito asociado a (157) dado por

Inicializacién: Let [u)), 6] = [Q"up, Q"0p) € X" x Z.
Paso de tiempo n: Dado el vector [u} ',07 '] € 2" x 2, calcular [u,0/'] € 2" x X tal
que

n n
U0y
kox + 0

1) (8, i@) +D(Vi, Vi) —x( w,g,va) = (p(aMul(a—u!""), i),

(158)

A unflcn
2) (6,6",6)+ds(Vo!",VE)+y(c",6)=y(B,6)— | ——L1 " _ 5],
) (&0},6)+ds(Voy, )+7v(0;,.6)=v(B,6) (OC(koijG;fl) >

para todo [i7,6] € 2 x Z . En este caso, primero se calcula o} resolviendo (158),, y luego se
obtiene uj de (158);. En la Figura 25, se muestra el comportamiento de los valores extremos de u),
para los mismos valores de y considerados en el Experimento 1. De nuevo, como en el esquema
(157), las células discretas toman valores absurdos. En consecuencia, el Experimento 3 revela la

eficiencia del esquema UWo.
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5. Trabajos futuros
1. Analizar tedricamente la existencia de soluciones débiles globales en el caso tridimensional

para el modelo de difusién cruzada planteado.

2. Plantear y analizar un esquema numérico para aproximar las soluciones del modelo continuo

en el caso tridimensional.

3. Plantear y analizar un problema de control 6ptimo relativo al modelo de difusion cruzada

propuesto.
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6. Conclusiones
1. Se disefid un esquema numérico completamente discreto, basado en la discretizacion tem-
poral Euler semi-implicita y una descretizacién espacial basada en elementos finitos, pa-
ra aproximar las soluciones continuas de un modelo que describe la evoluciéon de células
gliales hipdxicas con difusion aleatoria constante; se demostrd que este esquema es bien
puesto, preserva la positividad y un principio del mdximo; se demostraron estimaciones uni-
formes, convergencia hacia soluciones débiles, estimaciones de error 6ptimas y comporta-

miento asintético de las soluciones discretas.

2. Se disefid un esquema numérico totalmente discreto, semi-implicito, lineal y desacoplado,
utilizando diferencias finitas en tiempo y elementos finitos en espacio, para aproximar las
soluciones continuas de un modelo que describe la evolucidn de células gliales hipdxicas
con difusidn variable; se demostré que este esquema es bien puesto, preserva la positividad,
un principio del maximo y comportamiento asintético de las soluciones discretas, andlogas

al caso continuo y al esquema numérico para el caso de difusién aleatoria constante.

3. Se plante6 un modelo de difusion cruzada (con quimioatraccién) para describir la evolucion
de células gliales hipdxicas, y se demostr la existencia y unicidad de soluciones globales

fuertes para este modelo en el caso bidimensional.

4. Se disefié un esquema numérico totalmente discreto, basado en la discretizacién temporal

Euler no lineal semi-implicita y una descretizacion espacial basada en elementos finitos, para
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aproximar las soluciones continuas de un modelo regularizado, relativo al modelo de difusion
cruzada planteado; se demostrd que este esquema es bien puesto, verifica las propiedades de
positividad (para la concentracion discreta de oxigeno) y positividad aproximada (para las

células tumorales discretas) que se requieren en modelos biolégicos.
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