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Resumen

Titulo: Estudio del proceso de argumentacion y demostracion por induccion matematica en un
curso de teoria de nimeros”

Autor: José Ricardo Herrera Alfaro™

Palabras Claves: Argumentacion, Demostracion, Induccién Matemadtica

Descripcion:

Se reporta una investigacion de disefio de un experimento de ensefianza que tuvo como objetivo
Analizar la construccion de significado del Principio de Induccion Matematica mediante la
construccion de una unidad de ensefianza dirigida estudiantes que inician un curso de Teoria de
Numeros en la Universidad Industrial de Santander. Para dar sustento tedrico y metodoldgico a
esta investigacion se us6 una herramienta de analisis y un marco conceptual que analiza unidad o
ruptura cognitiva (Garuti et al., 1996), del proceso de argumentacion desde el punto de vista
estructural y referencial (Fiallo, 2011; Pedemonte, 2005; Pedemonte & Balacheff, 2016) entre
los procesos de planteamiento de conjeturas y construccion de demostraciones; estos elementos
permitieron identificar las dificultades y errores presentes en los dos procesos.

Para alcanzar el objetivo de investigacion se tomd como punto de partida una conjetura que gira
en torno a mitigar las dificultades de aprendizaje de Principio de induccion matemadtica, se
disend e implementd la unidad de ensefianza y se analizd cémo esta unidad promueve la
comprension del PIM

Entre los resultados obtenidos en la investigacion se encontré que el estudiante necesita realizar
procesos de generalizacion de patrones y planteamientos de sus propias conjeturas para propiciar
la construccion del significado de la estructura del PIM. Y para posibilitar este proceso se debe
transitar por etapas o nucleos conceptuales de temas en matematicas en los que el PIM es

aplicable.

" Trabajo de grado
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal
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Abstract
Title: Study of the argumentation and demonstration process by mathematical induction in a
number theory course*
Author: José Ricardo Herrera Alfaro™*
Key Words: Argumentation, Demonstration, Mathematical Induction
Description:
This document reports an investigation of a teaching design experiment that aimed at designing,
implementing, and evaluating a teaching unit of the Principle of Mathematical Induction (PMI)
intended for students who are starting a Number Theory course at the Industrial University of
Santander; it is focused on the cognitive rupture between the conjecture approach and the
construction of proof by mathematical induction. The conceptual framework supports this
research theory, along with a methodological tool which analyses the unity or cognitive rupture
(Garuti et al., 1996), the argumentation and the demonstration process from a structural and
referential point of view (Fiallo, 2011; Pedemonte, 2005; Pedemonte & Balacheff, 2016) of the
proposing process of conjectures and building proofs, which helped identifying the difficulties
and errors present in the two processes.
To achieve the research objective, a conjecture about mitigating the learning difficulties of the
PMI was applied as a starting point; also, a teaching unit was designed and implemented to
analyze how it promotes the understanding of PMI.
Among the investigation results, it was found that students need to carry out processes of
generalization of patterns and propose their own conjectures to promote the understanding of the
PIM structure. This process was possible through the implementation of stages or conceptual

nuclei of mathematical topics in which the PMI is applicable.

* Bachelor Thesis
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal
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Introduccion

Las matematicas en el ambito formal siempre buscan ser validadas mediante la
demostracion, en el descubrimiento de nuevas proposiciones se presenta el proceso de plantear
conjeturas, la conjetura es un proceso, en algunos casos mas dificil que la misma demostracion vy,
por tanto, requiere atenciéon promover el proceso de plantear conjeturas. Este hecho se presenta
en todo el campo de las matematicas, independiente del método de demostracion que se emplee

para demostrar la conjetura.

En relacion con la preocupacion mencionada anteriormente, trabajos como Stylianides et
al (2007); Stylianides, Sandefur y Watson (2016); Pedemonte (2008); Fiallo (2011); Lopez
(2017); Fiallo y Gutiérrez (2017); Faizah et al., (2020) investigaron sobre las dificultades para
demostrar bajo el enfoque de plantear conjeturas y construir demostraciones desde diferentes
areas de la matematica, estas investigaciones analizan las producciones de los estudiantes,
identifican las dificultades para construir demostraciones deductivas al resolver problemas bajo
este enfoque, concluyen que una de las razones es que estos procesos no han sido promovidos en

Cursos previos.

En particular, se centra la atencion en las dificultades para aprender el método de
demostracion por induccion matematica, se encontrd trabajos que investigan la forma de
razonamiento por induccion matematica, sus origenes, fundamentaciéon en la historia de la
matematica, alcances, dificultades y errores en su aplicacion, de los cuales afirman que: los
estudiantes lo aplican correctamente en muchos casos y adquieren manejo con su algoritmia,
pero lo aplican de manera mecanica sin comprender su significado. Estas dificultades se
convierten en la razon que da origen a los propositos de este trabajo. Teniendo en cuenta lo
mencionado anteriormente y la hipotesis de Mariotti (2006), se plantea la siguiente pregunta de

investigacion.

Por lo anterior, se desarrolla una investigacion de disefio de un experimento de
ensefianza, con el objetivo de Analizar la construccion de significado del Principio de Induccion
Matematica mediante la construcciéon de una unidad de ensenanza dirigida estudiantes que
inician un curso de Teoria de Numeros en la Universidad Industrial de Santander. La
investigacion adapto el proceso metodologico que define a una investigacion de tipo disefio de

un experimento de ensefianza.
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A continuacion, se describe la estructura del presente documento el cual se desarrolla en

nueve capitulos como se muestra a continuacion.

Capitulo 1. Problema de investigacion. Aqui se expone la problematica que llevo a

realizar este proyecto de investigacion.

Capitulo 2. Pregunta y Objetivo de Investigacién. Se enuncia especificamente la

pregunta y el objetivo de investigacion.

Capitulo 3. Antecedentes  Aqui se dan a conocer algunos estudios relacionados con el
origen del PIM, las dificultades de aprendizaje del PIM, estudios que han indagado en la
problematica de la construccion de significado del PIM y estudios que orientaron el

planteamiento o los analisis que aqui se presentan.

Capitulo 4. Aspectos tedricos y aspectos conceptuales. Este capitulo contiene los
referentes tedricos que sustentaron el analisis de informacion producto de la implementacion de

la unidad, mismo que contribuyeron en el disefio del tipo de problemas de cada ntcleo.

Capitulo 5. Aspectos Metodolégicos. Aqui se describe en qué consistid casa una de las
etapas que permitieron responder a la pregunta de investigacion y alcanzar el objetivo planteado,
ademas se realiza una breve explicacion del disefio de los nticleos conceptuales que conforman la

unidad de ensefianza.

Capitulo 6. Analisis del proceso de argumentacion. En este apartado se muestran los
analisis de las producciones y discusiones de los estudiantes a lo largo de la implementacion de
la unidad de ensefanza, analisis realizado con base a los elementos tedricos del Modelo

Pedemonte y las dificultades categorizadas.

Capitulo 7. Analisis retrospectivo de la Unidad de Ensefianza. En este apartado se
muestra la confrontacion de la conjetura definida con los resultados de la implementacion de la

unidad de ensefianza y las sugerencias generales que deducen de esta comparacion.

Capitulo 8. Conclusiones. En este apartado se responde a la pregunta de investigacion

planteada en el estudio.
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1. Problema de investigacion

Al realizar una busqueda sobre investigacion en la demostracion, se encontrd que los
estudiantes de todos los niveles educativos tienen dificultades para construir demostraciones en
el aula, y poco se ha usado la teoria producida por investigaciones en el campo para abordar
dichas dificultades, este fenomeno constituye la problematica de la investigacion (Mejia et al,
2017; Stylianides, Stylianides y Philippou 2007; Stylianides y Stylianides, 2017).

Los autores anteriormente mencionados y Mejia et al (2017); Stylianides, Bieda y
Morselli, (2016); Stylianides, Stylianides, y Weber, (2017) han expresado su preocupacion sobre
el papel limitado de la investigacion educativa en el apoyo sobre lo que significa comprender una
demostracion matematica en cursos de pregrado, como se puede evaluar dicha comprension y
como mejorar la practica en el aula, especialmente al abordar las dificultades de los estudiantes
para aprender matematicas.

En relacion con la preocupacion mencionada anteriormente, trabajos como Stylianides et
al (2007); Stylianides, Sandefur y Watson (2016); Pedemonte (2008); Fiallo (2011); Lopez
(2017); Fiallo y Gutiérrez (2017); Faizah et al., (2020) investigaron sobre las dificultades para
demostrar bajo el enfoque de plantear conjeturas y construir demostraciones desde diferentes
areas de la matematica, estas investigaciones analizan las producciones de los estudiantes,
identifican las dificultades para construir demostraciones deductivas al resolver problemas bajo
este enfoque, concluyen que una de las razones es que estos procesos no han sido promovidos en
Cursos previos.

Teniendo en cuenta estas investigaciones, se centra la atencion en las dificultades para
aprender el método de demostracion por induccion matematica, ensefiado y usado en cursos de

algebra lineal, fundamentos de matematicas o teoria de nimeros para demostrar proposiciones o
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teoremas en las que aparezca una variable que tome un valor natural cualquiera. Se encontrd
trabajos que investigan la forma de razonamiento por induccidn matematica, sus origenes,
fundamentacion en la historia de la matematica, alcances, dificultades y errores en su aplicacion,
de los cuales afirman que: los estudiantes lo aplican correctamente en muchos casos y adquieren
manejo con su algoritmia, pero lo aplican de manera mecanica sin comprender su significado
(Crespo, 2016).

De la busqueda realizada en investigacion sobre induccion matematica, Dubinsky (1990);
Stylianides, et al, (2007) identificaron dificultades en estudiantes de matematicas y licenciatura
en matematicas centradas en dos ideas principales; la primera es la esencia base del método,
“visto por algunos estudiantes como un procedimiento sin ningun significado real” (Stylianides
et al, 2007) y la segunda idea, es que en lugar de intentar demostrar el paso inductivo P, =
Py 41, los estudiantes intentan demostrar Py 4, sin comprender que los pasos del método forman
un proceso unificado de demostracion, poniendo en evidencia la importancia de promover el
aprendizaje y uso correcto del método de demostracion.

Por otra parte, Mariotti (2006) recalca la importancia de cambiar la atencion de demostrar
la proposicion general P, a demostrar la implicacion P, = Py, entendida como un paso
genérico en una cadena de implicaciones para algun k € N. Este cambio de atencion genera
dificultades en los estudiantes; dichas dificultades se vuelven ain mas evidentes si se describen
en términos de la definicion de Unidad Cognitiva o Ruptura Cognitiva, es decir, se debe crear en
el estudiante una ruptura entre los argumentos elegidos en el planteamiento de la conjetura y los
argumentos que usa para construir la demostracion, por esto la autora sugiere que si se plantea
una conjetura como resultado de generalizacion de un patron, serd mas sencillo producir una

demostracion por induccidon matematica, pero se requiere pasar de un tipo de argumento
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empirico de exploracidon a un argumento netamente genérico puesto que “si un estudiante nunca
ha experimentado la produccion de argumentos en el proceso de generalizacion de patrones,
puede ser dificil para ¢l captar el sentido de una demostracion por induccidon matematica”
(Mariotti, 2006).

Ademas, Sandefur et al (2013); Stylianides, Sandefur y Watson (2016) muestran que se
debe promover problemas de demostracion por el método de induccion matematica, en el que
primero se planteen conjeturas e identifique la induccién como el método mas apropiado para
abordar el problema; de esa manera las conjeturas y argumentos planteados les otorgara
herramientas que puedan usar en la demostracion. Los autores proponen que “si los estudiantes
trabajan en problemas que su formulaciéon no ofrece claramente el enunciado que necesitan
demostrar, entonces probablemente los estudiantes se involucrarian en explorar ejemplos y
posibles relaciones” (Stylianides, Sandefur y Watson, 2016, p. 33).

Por ultimo, se percibio una dificultad desde la experiencia como tutor y docente (del
autor), tanto en colegas como en estudiantes, en cuanto a la falta de promocion de una solida
relacion entre el paso base y el paso inductivo en el proceso de la induccion matematica, la
naturaleza del método inicia en demostrar la proposicion P;, seguido de una cadena
implicaciones P, = P,,P, = P;,P; = P,, ... hasta generalizar el patron de las implicaciones de
la forma P, = Py, 4, pero cuando se utiliza el PIM, no evidencian esta cadena de implicaciones
en el proceso de la demostracion, solo se centran en demostrar P; y P, = Py, ;. Al indagar en
libros de texto que explican el Principio induccion matematica, no indican que esta relacion es de
suma importancia.

Las anteriores investigaciones han identificado problemas de aprendizaje para realizar

una demostracion por el método de induccion matematica. Al realizar la buisqueda de posteriores
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trabajos relacionados con esta problematica, se encontré que el estudio sobre las dificultades al
demostrar por induccion matematica es un campo poco explorado. Estas dificultades se
convierten en la razon que da origen a los propositos de este trabajo. Teniendo en cuenta lo
mencionado anteriormente y la hipotesis de Mariotti (2006), se plantea la siguiente pregunta de

investigacion.
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2. Pregunta y Objetivo de Investigacion

2.1. Pregunta de investigacion
(Como propiciar la construccion de significado del Principio de Induccion Matematica a
partir de la ruptura cognitiva entre, el proceso de argumentacion para el planteamiento de una

conjetura y el proceso de argumentacion para la construccion de una demostracion?

2.2. Objetivo General
Analizar la construccion de significado del Principio de Induccion Matematica mediante
la construccion de una unidad de ensefianza dirigida estudiantes que inician un curso de Teoria

de Numeros en la Universidad Industrial de Santander.

2.3. Objetivos especificos
Disefar una unidad de ensefianza sobre el Principio de Induccion matematica enfocada a
la ruptura cognitiva entre el planteamiento de conjeturas y la construccion de demostracion por

induccion matematica.

Implementar la unidad de ensefianza sobre el Principio de Induccion matematica dirigida
estudiantes que inician un curso de Teoria de Numeros en la Universidad Industrial de

Santander.

Evaluar la construccion del significado del Principio de Induccién Matematica

identificado de la implementacion de la unidad de ensefianza.
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3. Antecedentes

El proceso de razonamiento y demostraciéon ha sido objeto de estudio, de discusion y
fuente de fendmenos o problematicas de estudio y llaman la atencidn para ser abordados desde la
investigacion en el aula de clase, comenzando con los sistemas de educacion basica primaria
hasta la educacion superior en cada pais. En Estados Unidos, los Principios y Estandares para la
Educacion Matematica del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003),
plantean el estandar de razonamiento y demostracion, aludiendo que mediante este estandar se
presentan modos destacados de adquirir y usar el conocimiento desde los grados iniciales en
cualquier tema en matematicas. Alli se plantea que el razonamiento y la demostracién “no son
actividades especiales reservadas para temas especiales en el plan de estudios, sino que deben ser
desarrollados como procesos naturales de las acciones y discusiones en el aula” (NCTM, 2003,
p. 342).

A nivel nacional, los Estandares de Competencias en Matemadticas (2006) al definir el
razonamiento, exponen que “en los grados superiores, el razonamiento se va independizando de
estos modelos y materiales que tienen sentido, son logicos, potencian la capacidad de pensar,
para trabajar directamente con proposiciones y teorias, cadenas argumentativas e intentos de
validar o invalidar conclusiones” (p. 54), dejando de lado la memorizacion y produccion de
reglas algoritmicas en las soluciones pero apoyandose en comprobaciones e interpretaciones en
esos modelos, materiales, esquemas u otros artefactos.

Ante estos lineamientos, se realizo una busqueda de informacion que permitan estudiar el
significado de la induccion para responder la pregunta de investigacion. En este apartado se
muestra una revision sobre como definen el método de demostracion en los libros de textos, una

mirada a los origenes del método, investigaciones que presenten resultados ante las dificultades
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de aprendizaje que tienen los estudiantes sobre induccion matematica, posibles disefios de
problemas que permitan mitigarlas, y por ultimo, una mirada al estudio de la relacion entre la
argumentacion y la demostracion, por medio de la unidad cognitiva, elemento tedrico de estudio

que se usara en este trabajo.

3.1. Revision de los libros de texto.

Se realiz6 una revision de los libros guia usados en un curso de algebra lineal o teoria de
numeros, donde se ensefia induccion matematica en la Universidad Industrial de Santander, con
el fin de identificar (1) los aspectos que se tienen en cuenta para definir el método de
demostracion (consideraciones y estructura) (2) el proceso que realizan para explicar induccioén
matematica y (3) el tipo de problemas que proponen como material de estudio. Los libros
seleccionados fueron los siguientes:

Introduction to analytic number theory, Tom M. Apostol.

Elementary number theory, 6® y 7™ Edition, David M. Burton.
Elementary number theory and its applications, Kenneth H. Rosen.

Teoria de numeros para principiantes, Luis R. Jiménez, Jorge E. Gordillo y Gustavo N.
Rubiano.

Algebra lineal, 6 y 7™ Edicion, Stanley I, Grossman.

Introduccion al algebra lineal, 5 Edicién, Howard Anton.

Aproximacion al algebra lineal: un enfoque geométrico, Rafael Isaacs y Sonia Sabogal.

El principio de induccién matematica es presentado como preliminar o fundamento
inicial que aportara al resto del contenido. En la mayoria de los libros mencionados se define el

método a partir de la formalizacion axiomatica del conjunto de los nimeros Naturales:

El conjunto de los niimeros naturales se puede caracterizar mediante los siguientes
axiomas, introducidos por el matematico italiano Giuseppe Peano en 1899, (Rubiano et al, 2004):

A-1 Hay un elemento especial 0 € N.

A-2 Para todo n € N existe un tnico elemento s(n) € N llamado el sucesor de n.
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A-3 Paratodon € N,s(n) # 0.
A-4Sin,m € Ny s(n) = s(m) entonces n = m.
A-5 Si S es un subconjunto de N tal que:

1. 0 es un elemento de S, es decir, 0 € S.

2. s(k) € S siempre que algiin k € S, entonces S = N.
(Rubiano et al 2004, p. 1)

Notas

1. El conjunto de los nimeros naturales se simboliza N, asi la expresion k € N significa
que k es un niumero natural.

2.Sik € N, el “sucesor” de k se simboliza s(k) = k + 1.

3. Se contempla el nimero cero (0) como natural. En algunos problemas, no se considera
y parte de 1 como primer elemento del conjunto.

El axioma A-5 se conoce como El Principio de Induccion Matematica—abreviadamente,
PIM—. En las aplicaciones de este principio la hipdtesis k € S, a partir de la cual se demuestra

que k + 1 € S, se denomina hipoétesis de induccion. Por otro lado, S se define como el conjunto

de ntimeros naturales que hacen cierta la proposicion p(n), simbdlicamente
S = {p(n) es verdadera}
Entonces, usando el principio de induccion matematica, bastaria demostrar:
Si S es un subconjunto de N tal que:
1. 0 € S o, lo que es lo mismo, que p(0) es verdadera. (Paso base).
2. Sik € S,entonces k + 1 € S, es decir, p(k) es verdadera para algin k natural (hipotesis

de induccion), entonces se debe demostrar que p(k + 1) es verdadera. (Paso inductivo).

Al demostrar (1) y (2), por el P.IM, se concluye que S = N, es decir, que,p(n) es

verdadera para todo n € N. (Isaacs y Sabogal, 2009, p. 4)
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En la Universidad Industrial de Santander, la ensefianza del principio de induccion
matematica sigue el orden determinado de los libros de texto mencionados; en los cursos de
algebra lineal y teoria de nimeros se estudia como preliminares, principios o fundamentos
iniciales, al cual se le dedican tres o cuatro sesiones de clase, dado que es un método de
demostracion necesario para diferentes objetos matematicos estudiados en cada curso.

La revision de los problemas que los libros usan para explicar la induccion matematica y
plantear ejercicios de estudio se clasifican en los siguientes tipos:

e Sumas de términos de progresiones aritméticas o geométricas finitas.

e Sumas de términos de una sucesion finita, esta puede variar dependiendo de cémo esté
definida la sucesion.

e Productos de términos de una sucesion finita.

e Productos de términos de un factorial o consecuente de propiedades factoriales.

e Definicion de Sucesiones recursivas.

e Divisibilidad y algoritmo de la division.

e Propiedades de orden entre los nimeros del conjunto de los naturales.

e Teoremas y propiedades de la aritmética de numeros o conjuntos (por ejemplo,

particiones de un conjunto, propiedades de nimeros primos, funciones aritméticas).

Ademas de los problemas anteriores, Isaacs y Sabogal (2009) proponen los siguientes
tipos de problemas:
e Juegos secuenciados.

e Secuencias de figuras fractales.

La clasificacion de estos problemas, pueden ayudar en el disefio de problemas bajo el
enfoque de planteamiento de conjeturas y construccion de demostraciones, como se planea en
esta investigacion. De estos libros de texto y de los problemas planteados se asume que la
induccion matematica es un método de demostracion formal/deductivo y requiere un

razonamiento inductivo; inician con demostrar el valor de verdad de un caso particular y finaliza
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al demostrar una implicacidon genérica. Segun Castro, Cafiadas y Molina (2010) el razonamiento
inductivo es un generador de conocimiento gracias a la generalizacion que parte de hechos
abstractos, descubre patrones y construye nuevo conocimiento.

En la busqueda de informacion sobre la demostracion por induccion matematica, se
encontr6 el libro "Exploring Mathematics, Problem-Solving and Proof" del matematico aleman
Daniel Grieser, publicado en 2018. Este libro presenta nociones de exploracion, ejemplificacion
y planteamiento de conjeturas para problemas de induccion matematica. Los problemas no
explicitan las conjeturas y priorizan la construccion de "relaciones de recurrencia" para definir el
término n-ésimo de un problema de conteo y otros tipos de problemas de diferentes ramas de la
matematica. Estos elementos tedricos comparten algunas ideas sobre el planteamiento de
problemas con este trabajo y se profundizara en ellos en el siguiente capitulo. El contenido del
libro sugiere qué herramientas debe tener un estudiante para demostrar por induccion matematica
mientras desarrolla habilidades de resolucion de problemas.

En cuanto a las dificultades de aprendizaje de la induccion matematica, desde el punto de
vista didactico, se observa un distanciamiento entre el paso inductivo. Es decir, los libros de
texto no contemplan que el proceso para demostrar casos particulares (P; = P,, P, =
P; ...Pg = Py ...) en el paso base puede ayudar a demostrar el paso inductivo, utilizando el
mismo proceso de las implicaciones anteriores. Para resolver esta problematica, el profesor debe
desarrollar en el estudiante un pensamiento inductivo, educandolo en la verificacion de cierta
propiedad para casos particulares, de los cuales se infiere una hipdtesis y una tesis que luego se
demuestra (Pena et al., 2019, p. 406).

Se ha identificado que en los libros analizados no se promueve el planteamiento de

conjeturas en los estudiantes. Aunque esta estrategia no es comun en el aula, es importante en la
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naturaleza de las matematicas, ya que se hace matematica desde el empirismo, lo especulativo, la
exploracion y la comprobacion. Sin embargo, en los problemas dados en los libros ya esta
planteada la conjetura o el teorema. Es importante considerar como acercarse a la demostracion,
explorando casos particulares sin perder la formalidad, explicando y mostrando las diferentes
formas del Principio de Induccion Matematica (PIM) equivalentes, para que los estudiantes
puedan plantear sus propias conjeturas, utilicen el método de induccion matematica y puedan
definir o formular argumentos que permitan un buen entendimiento del método (Avital y

Libeskind, 1978).

3.2. Contexto y origen de la Induccion matematica.

En esta seccion se presenta un acercamiento historico-epistemologico de la induccion
matematica con un enfoque educativo con la finalidad de identificar tres aspectos: (1) ;como
surge la induccion matematica?, (2) saber cudles son las situaciones que influyeron para que se
haya generado dicho conocimiento matematico, y (3) encontrar fundamentos necesarios y
propios de la induccidon matematica. A partir de estos aspectos, se busca reorientar el sentido de
la induccién matematica, es decir, hallar argumentos para darle un sentido o significado distinto
y en ocasiones hasta contrastante del método ensefiado como concepto, asi, desarrollar un
redisefio de problemas usados en el aula y poder dar una aproximacion al proceso de aprendizaje
del PIM, entendido el término aprendizaje como la adquisicion del conocimiento de un objeto
matematico por medio del estudio.

Durante los siglos XVI y XVII, se encuentran las primeras evidencias de la induccioén
matematica. Francesco Maurolycus (1494-1575), un matematico italiano, es uno de los primeros
en haber empleado este método, como se puede constatar en sus trabajos (Vacca, 1909; del

Busto, 1964; Ernest, 1982). Maurolycus hizo importantes aportes al movimiento del
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Renacimiento, que se centrdo en la recuperacion de trabajos griegos como los de Euclides,
Arquimedes y Apolonio, lo que permitio la transmision de la ciencia griega a Europa (Vacca,
1909). De hecho, Maurolycus fue conocido como el segundo Arquimedes debido a que empleaba
los métodos de este ultimo como recursos para descubrir nuevas conjeturas y sopesarlas con
herramientas empiricas (del Busto, 1964).
Francesco Maurolycus fue el primer matematico en utilizar la induccion matematica en su
obra la arithmeticorum libri duo (1557), que formaba parte de la coleccion “D. Francisci
Maurolyci Opuscula mathematica.” En su trabajo, Maurolycus desarrolld proposiciones bajo
la filosofia Euclidea, demostrando cada proposicién utilizando resultados previamente
demostrados.

Segun del Busto (1964), Maurolycus empled razonamientos donde se exhiben procesos
hereditarios al demostrar las proposiciones 13, 15, 65, 66 y 67. En particular, en las
proposiciones XIII y XV, Maurolycus utiliz6 argumentos de la induccion matematica y
proposiciones anteriores para demostrar la presentacion de sumas de niumeros impares:

Proposicion 13: Si a es un nimero, entonces, a* + 2a + 1 = (a + 1)2.

Usando esta proposicion demuestra que:

Proposicion 15: la suma de a nimeros impares es igual al siguiente nimero cuadrado
colateral, en simbolos modernos:

1+3+5+7++R2a+1)=(a+1)?
(Vacca, 1909, p. 71).

Las dos proposiciones anteriores se demostraron de la siguiente forma:
Para P13, en particular cuando un niumero impar de unidades después de un cuadrado sigue, a
saber, el 4, el segundo cuadrado, tercero, con un nimero impar, a saber, 5, un tercer cuadrado

9. De manera similar, el tercer cuadrado, con el cuarto impar, es decir, 7, hace cuadrado el
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cuarto, es decir 16. Y asi hasta el infinito siempre se demuestra P13 repetidamente. (Vacca,
1909, p. 71).

Para demostrar la proposicion 15, Maurolycus utiliz6 el razonamiento de demostrar los
casos base (para a=1,2,3) utilizando la proposicion 13, y luego utilizo el paso inductivo para
demostrar la implicacion B, = P, ;. (del Busto, 1964).

La forma adoptada por Maurolycus con el objetivo de persuadir al lector de la verdad de
sus demostraciones es generalmente la siguiente: aplica el razonamiento a los primeros casos
particulares, muy a menudo a los primeros cinco casos, y luego concluye con alguna de estas
frases (en términos actuales):

“Se deduce lo mismo para algun otro caso, usando el mismo razonamiento”.

“El argumento desde el quinto caso al siguiente, puede ser usado para concluir en cualquier
otro caso al siguiente”.

“Se usa el silogismo de un caso al siguiente, de la misma forma que del quinto caso al sexto
para que el problema haya concluido”. (Vacca, 1909)

Siguiendo la linea de la induccion matematica, el francés Blaise Pascal (1623-1662)
empezo describiendo el tridngulo aritmético en su obra el Traité du triangle arithmétique, avec
quelques autres petits traités sur la méme matiere, dando sus propiedades y componentes, asi
como sus 19 consecuencias (del Busto, 1964). En la consecuencia décima segunda uso la
formulaciéon de la induccién matemadtica sin nombrar a Maurolycus como argumento de su
demostracion. Segin Vacca (1909), duda del desconocimiento de Pascal por Maurolycus, debido
a que en posteriores demostraciones nombra el razonamiento de Maurolycus para argumentar

proposiciones.
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“En su Traite du triangle arithmétique (1657), nunca menciona a Maurolycus, a pesar de que,
en mi opinion, este tratado es solo una aplicacion del método descubierto por Maurolycus.
Pero Pascal, poco después, enfrascado en la polémica sobre la cicloide, en la conocida
"Lettre de Dettonville a Carcavi" tuvo que demostrar una proposicion sobre los numeros
triangulares y piramidales. Entonces dice: "CELA EST AISE PAR MAUROLIC." (Se tiene
por Maurolycus). Es extrafio sefialar que ni siquiera el nombre de Maurolycus ha sido
incluido en la Tabla analitica de la antigua edicion de las obras de Pascal”. (Vacca, 1909, p.
72)

Estos hallazgos encontrados, en particular, la opinién de Vacca (1909), conducen a que el
razonamiento usado por Pascal es consecuente de las ideas originarias de Maurolycus, salvo que
se tenia un lenguaje simbolico mas avanzado. Maurolycus utilizd procedimientos los cuales lo
llevaron a usar una u otra proposicion; necesitd tener la certeza de que lo que hacia era correcto y
valido y fue entonces que empled la induccion matematica para demostrar. Pascal utilizé un
método de demostracion que utiliza dos lemas los cuales son los que actualmente se conocen
como paso base y paso inductivo (del Busto, 1964).

En resumen, la induccién matematica surgié por la razéon de querer demostrar ciertas
proposiciones o resultados, algunos de esos resultados eran considerados verdaderos y con la
induccion matematica se demostraba; pero, para lograr comprobar o validar era necesario
desarrollar la construccion de significado desde lo empirico, asi entender la repeticion indefinida
de un mismo acto en diferentes casos. Este proceso fue necesario para generalizar un patron de
recurrencia (PR) del acto, aun cuando dicho acto solo se haya planteado una sola vez.

El acercamiento al origen del método, también nos muestra que los problemas primero

transitan por un proceso especulativo y de exploracion, que permitird crear proposiciones
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verdaderas y demostrarlas bajo el mismo proceso. Problemas que luego seran consecuentes para
otros generados por el interés de una comunidad. El origen del método devela a su vez un
ejemplo del tipo de problemas que se pueden abordar demostrando por induccidn, siguiendo un
patron de generalizacion del procedimiento para todas las implicaciones, usando los mismos

argumentos que en casos particulares.

3.3. Investigaciones sobre la argumentacion en induccion matematica y problemas de
plantear conjeturas y construir demostraciones.

El principio de induccidon matematica es un tema clave en la educacion matematica y ha
sido objeto matematico de estudio de varias investigaciones en los Ultimos afios. Las
investigaciones se han centrado principalmente en la ensefianza de la induccion matematica, las
concepciones y dificultades de los estudiantes en relacidon con este principio y las estrategias de
ensefianza mas efectivas.

A continuacién, se exponen investigaciones que identificaron dificultades de aprendizaje
y plantearon posibles soluciones para mitigarlas, desde diferentes perspectivas. Algunas de estas
consideran de gran importancia el desarrollo de una argumentacion para el planteamiento de una
conjetura que puede ayudar a la construcciéon de su posterior demostracion, tal como se ha
asumido en esta investigacion.

Ron y Dreyfus (2004) reconocen la problematica encontrada al momento de utilizar la
induccion matematica, presentan resultados de entrevistas con seis profesores de secundaria
experimentados, sobre el uso de modelos en la ensefianza de la inducciéon matematica, no
necesariamente limitado a modelos fisicos; hacen sugerencias de como abordar a la induccion
matematica centrandose en tres aspectos en el que la comprension significativa de la

demostracion por induccidn matematica requiere un conocimiento complejo: comprender la
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estructura de la demostracion por induccion matematica, comprender la etapa de la base de
induccion y comprender la etapa del paso de induccion.

Ademas, plantean sugerencias sobre la forma de presentarla mas entendible o sencilla y
en ellas, los autores sugieren una analogia por medio del modelo (una de ellas es la del efecto
dominé o la historia de las torres de Hanoi), para minimizar las dificultades del estudiantado.
Sugieren que en el paso de P(1) a P(k), demostrar también las implicaciones de los casos
P(1),P(2),P(3),P(4) y con ello conjeturar P(k). También consideran que el uso de modelos
para apoyar, ilustrar e interpretar la comprension mediante el uso de un lenguaje pictorico,
contribuye la explicacion de la demostracion por induccion matematica, “hemos demostrado que
los profesores podrian hacer un uso mas profundo de los modelos, en particular con respecto a
los puntos delicados relacionados con la hipotesis de induccion” (Ron y Dreyfus, 2004, p. 120).

Siguiendo esta misma linea de las dificultades de aprendizaje del estudiante respecto a la
demostracion por induccion matematica y sugerencias al profesorado para mitigarlas, Cusi y
Malara (2008), con el objetivo de promover la comprension del PIM y corregir conceptos
erroneos aprendidos previamente, disefiaron un método de ensefianza para fomentar la
comprension PIM mediante la clarificacion de sus aspectos légicos por los estudiantes,
empleando un enfoque no tradicional para ensefar el PIM, con 44 maestros que estaban
completando un curso de capacitacion docente. Un concepto erroneo tipico entre los estudiantes
es que en la induccion “asumen lo que tiene que demostrar y luego lo demuestra” (Ernest, 1984,
citado en Cusi y Malara 2008).

Cusi y Malara se fundamentan en los tres aspectos del conocimiento para fomentar una
comprension significativa de una demostracion por induccion matematica de Ron y Dreyfus

(2004) y Ernest (1984), en sus sugerencias propuestas para plantear el enfoque no tradicional. La
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estructura del enfoque incluye como pasos esenciales: un andlisis exhaustivo del concepto de
implicacion logica, una introduccion del PIM a través del enfoque empirico, trazando
paralelismos entre la inducciéon matematica, el orden de los niimeros naturales, el uso de
metaforas de referencia y una presentacion de ejemplos de induccion donde no se presente
directamente el proceso para enfatizar la importancia de la base inductiva.

De las observaciones y analisis de los protocolos de los alumnos se valido la eficiencia de
la estructura de su enfoque para desarrollar una comprension profunda de la induccién
matematica, “los resultados positivos de las pruebas finales atestiguan la validez de nuestra
hipdtesis de investigacion sobre los aspectos fundamentales para una introduccion productiva al
uso del PIM como herramienta de demostracion” (Cusi y Malara, 2008, p. 21).

Este enfoque diferente permite superar el desconcierto de los estudiantes ante el salto de
la base de induccidon al paso inductivo; es abordar la induccion matematica mediante la
argumentacion empirica, demostrando la implicacion de P, = Py, para valores particulares de
k “no por simple célculo sino encontrando una estructura de transicion que sea la misma para el
paso de cada valor de k al siguiente” (Avital y Libeskind 1978, citado en Cusi y Malara 2008).

Por otro lado, Mariotti (2006) plantea que “los matematicos han llegado a un acuerdo
sobre la aceptabilidad de un tipo particular de argumento inductivo, comtinmente llamado
induccion matematica” (p. 186). También menciona que, es un método de demostracion que ha
sido dificil y no esta exento de debate, pero se usa y ensefia comunmente en cursos avanzados de
matematicas. Mariotti nombra que Harel y Sowder (1998) usan los esquemas de demostracion
para clasificar la induccion en dos tipos diferentes de argumentos; un primer tipo es aquel en el
que la generalizacion se logra identificando un patron general en el resultado mismo, es decir,

encuentra una regularidad de una serie de calculos; el segundo tipo consiste en la generalizacion
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derivada del proceso que lo condujo al resultado después de una serie de comprobaciones, en
otras palabras, se puede observar una cadena particular de pasos que interrelacionan los
resultados.

En cuanto a las concepciones y dificultades de los estudiantes en relacion con el principio
de induccion matematica, varios estudios han examinado las concepciones erréneas que los
estudiantes tienen sobre la induccidon matematica, asi como las estrategias que utilizan para
comprender y demostrar afirmaciones inductivas. Por ejemplo, Mariotti (2006) considera que los
dos tipos de argumentaciones inductivas tienen relaciones bastante diferentes con el método de
demostracion por induccion matemadtica, puesto que, el PIM no centra la atencion en demostrar
una generalizacion P, sino en demostrar la inferencia P,,_; = P,, tomando esta como un paso
genérico de una cadena de inferencias. Identificar esta diferencia se convierte en una dificultad
que requiere ser abordada.

Una dificultad identificada por Mariotti (2006) consiste en que, si un estudiante nunca ha
experimentado la produccion de argumentos como proceso para generalizacion de patrones,
puede ser dificil para €l captar el sentido de una demostracion por induccion matematica, por lo
que sugiere el disefio de intervenciones didacticas que facilite la introduccion de los estudiantes a
la Induccién Matematica usando generalizaciones de patrones.

Siguiendo esta linea de investigacion sobre las dificultades de aprendizaje de la induccion
matematica, Stylianides, Stylianides y Philippou (2007) investigan el conocimiento de los
profesores de matematicas en formacion sobre la demostracion por induccion matematica,
analizaron las respuestas escritas de 95 participantes (estudiantes de licenciatura en matematicas
para primaria y secundaria) a tareas especialmente desarrolladas y en entrevistas

semiestructuradas con 11 de ellos, en sus resultados muestran que los futuros profesores de
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ambos grupos tienen dificultades que se centran en: (1) la esencia del paso base del método de
induccion; (2) el significado asociado con el paso inductivo al demostrar la implicacion Py, =
Py 41 para algun k arbitrario de la proposicion P, ; y (3) realizar inferencias en el proceso de la
demostracion de un enunciado por induccion matematica a partir de los datos del problema sin
necesidad de analogias.

Para mitigar estas dificultades, Stylianides (2007) recalcan que el conocimiento de las
matematicas por parte de los profesores debe ser un tema central en las experiencias matematicas
de los estudiantes, ya que el aprendizaje de la demostracion depende en gran medida del
conocimiento de demostracion de los profesores, “de esta manera, los maestros de matematicas
estaran bien posicionados para disefar e implementar intervenciones de instruccién apropiadas
para ayudar a los estudiantes a desarrollar un conocimiento so6lido de la demostracion”
(Stylianides et al 2007, p. 164).

Siguiendo esta linea de investigacion, Sandefur et al (2013); Stylianides, Sandefur y
Watson (2016) identifican las condiciones para que la demostracion por induccidon matematica
sea explicativa para quien demuestra, es decir, si el principio de induccién matematica
proporcion6 una forma en el que el estudiante formalice el pensamiento que precedid de la
informacion suministrada en el planteamiento de conjeturas.

Stylianides, Sandefur y Watson (2016) analizan videos de estudiantes de pregrado en
matematicas de una universidad privada estadounidense de un curso de “introduccion a la
demostracion” del cual Sandefur ensefia desde 2003. Los estudiantes en este curso habran
tomado dos semestres de Calculo y, posiblemente, Calculo Multivariable y / o Algebra Lineal,

cursos en los que han visto qué es el principio de induccién matematica.
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Estos autores plantean como hipdtesis que los ejemplos pueden desempefiar un papel
constructivo en el proceso de demostracion explicativa por induccion matematica por parte de
los estudiantes, ya que la induccién a menudo implica la elaboracion de ejemplos secuenciados
que al analizarse pueden describir patrones recursivos que luego lograrian generalizar. Ademas,
describen cuatro aspectos que orientaron la organizacion del trabajo y a su vez funcion6 como
marco de investigacion:

e En la formulacion de los problemas, estos se redactan intencionalmente para que los
estudiantes hagan un trabajo exploratorio e identificar la declaracion mas apropiada para
demostrar y resolver el problema (Stylianides, Sandefur y Watson, 2016).

e La experiencia de los estudiantes sobre la posible utilidad de construir ejemplos al comprobar
y la familiaridad de los estudiantes al respecto de como la construccion de ejemplos puede
usarse no so6lo para verificar, sino también para exponer relaciones estructurales y generar
conjeturas.

e Si se da una combinacion entre un problema, el conocimiento, la experiencia y la capacidad
técnica de los estudiantes, la demostracion puede completarse mediante la manipulaciéon sin
prestar atencion a las relaciones matematicas subyacentes. “La actividad de exploracion
puede ser reforzada cuando un problema se formula con el enfoque de los autores planteado

en el primer aspecto” (Stylianides, Sandefur y Watson, 2016, p 24).

El enfoque de los problemas de la secuencia didactica, como se aborda en Stylianides,
Sandefur, y Watson, (2016), va encaminado a plantear conjeturas sin conocer que el método de
demostracion es por induccion matematica (podria incluir el uso de otro método, contraposicion,
contradiccion, entre otros). Estos autores presentan dos problemas que fueron disefados,

redactados y analizados bajo el enfoque del marco de su investigacion anteriormente
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mencionado, estos problemas les permitieron corroborar la hipdtesis de que, si los estudiantes
estan trabajando en problemas que el enunciado no ofrece claramente lo que necesitan demostrar,
es probable que los estudiantes se involucren en la exploracion de ejemplos y posibles
relaciones. En el andlisis de las posibles soluciones de los estudiantes, describen que pueden

identificar varias conjeturas y varios métodos de demostracion.

Con base en la literatura y sus investigaciones, Stylianides, Sandefur y Watson (2016)
exponen las siguientes dificultades y errores en los estudiantes cuando al demostrar por

induccion matematica:

e Una dificultad y error comun, es la falta de comprension de quien demuestra, de la necesidad
y utilidad tanto del paso base como del paso inductivo.

e Dificultad en profesores que aceptan una demostracion por induccion matematica, no porque
entiendan el método, sino porque ya sabian que era el camino de solucion en situaciones
matematicas equivalentes, pero no proporcionan una forma para formalizar la informacion
sobre una conjetura o si el enunciado es valido, verdadero o falso. (Knuth 2002 citado en
Stylianides, Sandefur y Watson, 2016).

e Dificultad centrada en el significado del paso inductivo al demostrar la implicacion P(n) =
P(n + 1) para un n arbitrario en el dominio del discurso de P(n); y la posibilidad de que un
enunciado demostrado por induccion matematica pueda aplicarse a un dominio extendido
mas alld del demostrado. (Stylianides et al. 2007, citado en Stylianides, Sandefur y Watson,
2016).

e Dificultad en entender el paso inductivo, en vez de demostrar la implicacion P(n) = P(n +
1), intentan demostrar P(n + 1). (Dubinsky 1986, 1990, citado en Stylianides, Sandefur y

Watson, 2016)
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e Dificultad en entender la esencia del paso base, que fue visto por algunos estudiantes como
un procedimiento sin ningun significado real.
e Dificultades en la formulacion de una expresion apropiada de las ideas en el enunciado

durante la exploracion inicial del problema por parte de los estudiantes.

En el mismo sentido, Crespo (2016) plantea algunos de los errores y dificultades que
cometen algunos estudiantes cuando demuestran usando el método de induccién matematica,
analiza situaciones de aula cuando usan incorrectamente este método, reflejando la falta de
comprension de su significado. La autora designa cuatro casos de problemas que emergen en las

producciones de los estudiantes:

El primer caso tiene que ver con los errores algebraicos, cometidos en el proceso del
paso inductivo, en muchas ocasiones son errores detectados por el estudiante, ya que al saber qué
estan demostrando (que también se cumple para el sucesor del nimero), la hipdtesis inductiva es

a veces usada para forzar y llegar a una conclusion.

El segundo caso se refiere a la importancia del paso base en el proceso de demostracion
por induccion matematica, suele ser en su mayoria un paso sencillo e incluso trivial, es por ello,
que descuidan su importancia, su valor de verdad y su significado. “El paso base es fundamental
para garantizar el cumplimiento de la propiedad en un conjunto bien ordenado” (Crespo, 2016,

p.247).

El tercer caso consiste en que, no en todas las propiedades que involucran a los nimeros
naturales es aplicable la induccion (Crespo, 2016), en este sentido, algunos estudiantes usan la
induccién matematica siempre que el problema a tratar se relacione con propiedades que lo

relacionen con el conjunto de los nimeros naturales, sin determinar sobre qué conjunto se hara
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induccion, o sin analizar si el método se ajusta a las condiciones dadas. La autora menciona una
situacion que recrea este caso. Por ejemplo, al demostrar que la union de una familia de
conjuntos numerables no vacios, disjuntos dos a dos es un conjunto numerable, algunos de los
estudiantes intentaron usar el método de induccién matematica sobre el nimero de conjuntos, por
tratarse de conjuntos numerables, pero dejan de lado que la unidén de conjuntos numerables es

infinita y no necesariamente ordenada.

El cuarto caso se trata sobre los casos de induccion matemdtica que no necesariamente se
representa con una proposicion algebraica, puesto que predomina en los estudiantes “la
busqueda de una expresion algebraica o de una manera de escribir formalmente las ideas que

surgen, confundiendo lo formal y lo riguroso en sus afirmaciones” (Crespo, 2016, p.250).

En otra linea de investigacion sobre las dificultades de aprendizaje de la induccion
matematica, el estudio de R. J. Barwell y E. A. Barbeau (2017), utiliz6 entrevistas para explorar
las concepciones de los estudiantes sobre el principio de induccion matematica y describir las

estrategias que utilizan para comprender y demostrar afirmaciones inductivas.

Siguiendo esta linea de investigacion, Garcia y Parraguez (2017), usando la teoria APOS
como marco junto con un estudio de caso desde una perspectiva dentro del disefio metodologico
de la teoria APOS, presentaron un modelo cognitivo del Principio de Induccion Matematica
(PMI) a nivel universitario, reformularon la descomposicion genética (GD) disefiada por
Dubinsky y Lewin (1986) para este concepto, introduciendo y definiendo el paso base en el PMI

como un proceso mental.

Los participantes de esta investigacion fueron cuatro estudiantes de una universidad

chilena matriculados en los programas de Licenciatura en Matematicas o Educacion Matematica.
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Una de las categorias de seleccion como caso de estudio fue que debian haber superado
previamente el méddulo de algebra basica para evitar, en lo posible, la limitacion de sus
construcciones mentales a s6lo acciones y/o procesos. Para determinar la validez del paso base y
la GD reformulada, disefaron instrumentos de acuerdo con el ciclo metodologico propuesto por
la teoria APOS para encontrar evidencia de si los participantes en la investigacion muestran las
construcciones mentales que aparecen en el GD con relacion al paso base. Disefiaron entrevistas
con base en el GD para para luego analizar las producciones de los estudiantes, y en particular

sus estrategias de solucion.

Garcia y Parraguez (2017) reportan dificultades en los estudiantes para demostrar usando
el Principio de induccion matematica, muestran que las dificultades que tienen los estudiantes
para comprender el PIM estan determinadas por la l6gica implicita en el principio, “muestra
aplicaciones mecanicas del PIM (como algoritmo)” Garcia y Parraguez (2017), declaran que la
falta de construccion del paso base significa que el PMI es nulo como método para demostrar

cualquier propiedad que involucre nimeros naturales.

“Como resultado, el dominio de aplicacion del PIM estaria entonces limitado a conjuntos de
numeros particulares (por ejemplo, subconjuntos de los numeros naturales), omitiendo asi
todo un mundo numérico para explorar, en el que la decision de aplicar el PIM depende del

uso efectivo del paso base y el paso inductivo.” (Garcia y Parraguez, 2017, p. 142).

En cuanto a la ensefianza de la induccidon matematica, varios estudios han explorado
diferentes estrategias de ensefianza para mejorar la comprension y la habilidad de los estudiantes
en la demostracion inductiva. Por ejemplo, el estudio de P. Bryant y K. Bieda (2021), examino

las concepciones de los estudiantes sobre la induccion matematica y describié una experiencia de
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enseflanza que incorpora diferentes estrategias de demostracion. Ademads, el estudio de N.
Karacapilidis y G. Souleles (2018), utiliz6 el enfoque de "aprendizaje mediante la ensenanza"
para ensefar la induccion matematica y analiz6 el impacto en la comprension y la actitud de los

estudiantes.

Por otra parte, Fernandez, Caraballo y Nieves (2019), con el objetivo de promover
experiencias didacticas, que contribuyan al aprovechamiento del trabajo con el método de
induccion matematica como recurso para desarrollar el pensamiento logico-matematico de
estudiantes de un preuniversitario que cursaron duodécimo grado; escogieron diez estudiantes de
un total de 32 estudiantes. Dan a conocer una metodologia basada en cuatro modelos de
actividades: “la formalizacion con la que se le presenta el contenido a los estudiantes; el trabajo
con conceptos previos a la demostracion; la ldgica del proceso de demostracion y las formas de

aplicacion asociadas a la propiedad demostrada”. (Fernandez et al, 2019, p. 396).

En los cuatro modelos de actividades mencionados anteriormente se articulan de forma
coherente, los contenidos de sucesiones numéricas y los respectivos procedimientos para el
proceso de demostracion. Las acciones y orientaciones para desarrollar cada modelo de actividad
son: (1) Identificar el tipo de modelo de actividad a desarrollar, (2) tratamiento de los conceptos
fundamentales de sucesiones y series numéricas, (3) tratamiento de los elementos fundamentales
del método de demostracion por induccion matematica, (4) desarrollo de tareas asociadas al

método de demostracion, y (5) evaluacion de las transformaciones logradas en el estudiante.

En sus resultados Ferndndez, Caraballo y Nieves (2019) evidencian aun dificultades
sobre el manejo algebraico en el paso inductivo, tienen limitaciones en la identificacion de

términos de la sucesion de sumandos y de la sucesion de sumas parciales, esta situacion influye
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en que el estudiante establezca una hipdtesis sin haber fundamentado sus ideas en un

razonamiento inductivo (Fernandez et al, 2019).

Fernandez, Caraballo y Nieves (2019) recomiendan el profesor, formular las afirmaciones
y preguntas de forma que no existan contradicciones con la teoria de las sucesiones, “para que
los estudiantes tengan éxito en la utilizacion del método de demostracion por induccidon
matematica y los conceptos asociados” (Fernandez et al, 2019, p. 399). Sugieren que
contextualice el método de demostracion por induccion matematica para el caso de las
sucesiones numéricas. También comparten los resultados de las investigaciones anteriormente
mencionadas sobre realizar procesos de argumentacion para casos particulares que seran de
mucha informacion para la construccion de la demostracion “es necesario que antes de la
utilizacion del método de demostracion, a los estudiantes se les planteen actividades relacionadas
con la manipulacién de conceptos previos que sustentardn todo el razonamiento de la

demostracion que se realizara posteriormente” (Fernandez et al, 2019, p. 406).

En cuanto a las estrategias de ensefianza mas efectivas, varios estudios han analizado la
efectividad de diferentes enfoques y metodologias de ensefianza en la ensefianza de la induccion
matematica. Por ejemplo, el estudio de M. E. Landry y K. S. Klosinski (2020), examino6 la
efectividad de la ensefanza de la demostracién en un curso de matematicas discretas utilizando

el principio de induccion matematica.

En general, las investigaciones sobre el principio de induccion matematica en educacion
matematica han identificado algunas concepciones erroneas y dificultades de los estudiantes y
que, a pesar del tiempo transcurrido hasta ahora, aun siguen vigentes. También se han

identificado las estrategias de enseflanza mas efectivas para mejorar la construccion de
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significado y la habilidad de los estudiantes en la demostracion inductiva. Ademas, estas
investigaciones ofrecen ideas utiles para mejorar la ensefianza de la induccion matematica y la

resolucion de demostraciones inductivas en general.

Ademas, se han recopilado de los trabajos sugerencias y observaciones para tratar de
minimizar dichas dificultades, tanto para conocimiento a los profesores y estudiantes, como para
el disefio de los problemas. Estas investigaciones sugieren un cambio en la metodologia de
ensefanza del PIM para generar desarrollo de razonamiento inductivo, habilidad de exploracién
y ejemplificacion de casos particulares; relacionar el proceso entre los casos particulares;
desarrollo del planteamiento de conjeturas y construccion de la demostracion. Estos aportes
seran el fundamento del presente trabajo, el cual pretende disenar problemas bajo el enfoque de

argumentacion en dos momentos: plantear conjeturas y construir demostraciones.

3.4. Constructo de unidad cognitiva.

En esta seccion, se expondran investigaciones que usan los constructos de unidad o
ruptura cognitiva de un teorema, que han permitido analizar, la relacion entre la argumentacion y
la demostracion desde diferentes posturas. Como se plantea en este trabajo, algunas posturas
comparten la importancia del desarrollo de una argumentacion para el planteamiento de una

conjetura que puede ayudar a la construccion de su respectiva demostracion.

Las investigaciones italianas (Garuti et al, 1996; Mariotti et al, 1997, Mariotti, 2006)
sobre el enfoque de los teoremas de la geometria en la escuela, introducen el elemento tedrico de
unidad cognitiva de un teorema para: (1) enfatizar la importancia de un enfoque holistico a los
teoremas, es decir, contemplar los sistemas y las propiedades en conjunto que conllevaron a
declarar su valor de verdad, (2) interpretar algunas de las dificultades encontradas por los

estudiantes en el enfoque tradicional de la demostracion. Boero et al (1996) proponen que, en un
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contexto educativo adecuado es posible implementar con éxito un proceso de produccion de
teoremas, caracterizado por un fuerte vinculo cognitivo entre los procesos de argumentacion y de
demostracion; como resultado encontraron “evidencia experimental de la unidad cognitiva entre

las fases de produccion de conjeturas y construccion de la demostracion” (Garuti et al, 1998).

Esto lleva a los autores a plantear la unidad cognitiva de un teorema, que se basa en la
continuidad existente o no, entre la resolucion de un problema que requiere produccion de una

conjetura y la posible construccion de su demostracion (Garuti et al, 1996, Garuti et al, 1998).

Garuti et al (1998) explican a través de ejemplos "emblematicos" las potencialidades de
esta herramienta e indican posibles desarrollos futuros tanto en la investigacion como en las
implicaciones educativas para el enfoque de la demostracion en las escuelas. Definen el este

elemento teodrico en los siguientes términos:

Constructo de Unidad cognitiva "durante la produccion de la conjetura, el estudiante
elabora progresivamente su enunciado a través de una actividad argumentativa intensiva,
entremezclada funcionalmente con la justificacion de la plausibilidad de sus elecciones.
Durante la etapa subsiguiente de demostracion del enunciado, el estudiante vincula con
este proceso de forma coherente, organizando algunos de los argumentos producidos

anteriormente segin una cadena logica”. (Garuti et al, 1998, p. 1)

Teniendo en cuenta esta definicidn, con el fin de obtener un indicador de la dificultad
encontrada los estudiantes al demostrar un enunciado dado, Garuti et al (1998) definen como
brecha entre la exploracion del enunciado y el proceso de demostracion, la distancia entre: los
argumentos para plantear una conjetura, producidos durante la exploracion del enunciado y los

argumentos que pueden ser explotados durante el proceso de demostracion.
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Pedemonte (2002) analiza y compara la argumentacion que sustenta una conjetura y su
demostracion en la resolucion de problemas abiertos en geometria, basada en los aportes de
Duval (1995, 2007) y Boero, Garuti, Mariotti (1996), para analizar la unidad o ruptura cognitiva
que puede existir entre la argumentacion y la demostracion. Sefiala que tal comparacion puede
realizarse desde dos puntos de vista: el del sistema referencial y el de la estructura; el sistema
referencial esta compuesto por el sistema de representacion (el lenguaje, la heuristica, el dibujo)
y el sistema de conocimiento (concepciones, teoremas) de argumentacion y demostracion y la
estructura_es la conexion cognitiva logica entre declaraciones (abduccion, induccién o

deduccion).

Ademas, Pedemonte (2002) explica que cuanto mayor es la distancia referencial entre el
proceso de argumentacion y el proceso de demostracion, mayor es la dificultad del estudiante
para construir una demostracion deductiva. De manera que, para Pedemonte, el analisis de la
relacion entre la argumentacion y la demostracion es la forma de determinar la unidad cognitiva

(referencial o estructural), y la distancia entre ambos puede causar ruptura cognitiva.

Para el analisis cognitivo de la unidad que puede existir entre los procesos de
argumentacion ligada a una conjetura y su demostracion, desde el punto de vista estructural y del
sistema de referencia, Pedemonte utiliza una herramienta basada en la integracion de dos
modelos, “El analisis estructural se puede realizar mediante el modelo de Toulmin (1958)
mientras que el andlisis del sistema referencial requiere otro modelo: el modelo cK¢ (Balacheft,
2000, Balacheff & Margolinas, 2005)” (Pedemonte, 2008, p. 388). Pedemonte considera al
modelo cK¢ porque, aunque el modelo de Toulmin permite transformar el proceso de resolucion
de un problema en una concatenacion de pasos de la argumentacion, de la conjetura, y de la

demostracion, esto no es suficiente.
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Fiallo (2011), apoyado de las ideas de Boero et al (1996); Garuti et al (1998); Pedemonte
(2002, 2008), asume la postura sobre la estrecha relacion entre la argumentacion y la
demostracion propuesto por estas investigaciones, analiza la existencia de la unidad o ruptura
cognitiva entre los dos procesos y analiza posibles dificultades presentes en el trabajo realizado
por 17 estudiantes de décimo grado (10°) que se enfrentan a problemas de demostracion en

Trigonometria.

Fiallo (2011) nombra la integracion de dos modelos (la integracion del modelo cK¢ en el
modelo de Toulmin) usados en Pedemonte (2002, 2008); Pedemonte y Balacheff (2016) como el
modelo de Pedemonte, con el modelo analizé la estructura y el sistema de referencia tanto de la
argumentacion como de la demostracion y adapta la unidad o ruptura cognitiva para el analisis
estructural y referencias de dichos procesos del estudiante cuando resuelve problemas de
demostracion sobre trigonometria. A partir de los resultados obtenidos en su investigacion
reportan cinco categorias de unidad o ruptura cognitiva: Unidad cognitiva inductiva, ruptura
referencial - unidad estructural inductiva, ruptura referencial — unidad estructural deductiva,

unidad referencial -ruptura estructural y unidad cognitiva deductiva.

Hasta aqui se realiz6 una revision sobre la linea de investigacion centrada en el estudio de
la argumentacion y la demostracion, por medio de la unidad cognitiva de un teorema y el modelo
de Pedemonte, con estos elementos tedricos que se articulan, se analizara la actividad
argumentativa de estudiantes de teoria de numeros sobre el principio de induccion matematica.

Para finalizar este apartado, la revision de estos distintos trabajos de investigacion gira
alrededor de la problematica definida y sobre la relacion entre la argumentacion previa al
planteamiento de una conjetura y su demostracion en induccién matematica, los cuales serviran

para fundamentar desde lo didactico y lo teorico, en el diseno de los problemas y en el andlisis
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cognitivo de las producciones de los estudiantes respectivamente. Ademads, las revisiones
bibliograficas en los libros de texto y el origen del método, aportan informacion acerca de los
nucleos conceptuales en los que se usa la induccion matematica, qué tipo de preguntas y la

estructura que conforman los problemas.

4. Aspectos teoricos y aspectos conceptuales

En este apartado se presenta el marco tedrico que sustenta el estudio. Se comienza
definiendo los términos "Proceso de argumentacion y demostracion" (Pedemonte, 2002) y
"demostracion por induccién matematica" (Mariotti, 2006; Pedemonte, 2002). Luego, se
introduce la herramienta de andlisis enmarcada en la unidad cognitiva de un teorema (Boero,
Garuti, Mariotti, 1996), la cual ha sido adaptada por Fiallo (2011) y Fiallo y Gutiérrez (2017)
para (1) disefiar la estructura de los problemas y (2) caracterizar el proceso de argumentacion y

demostracion entre la formulacion de conjeturas y la produccion de la demostracion.

Finalmente, se describe el Modelo de Pedemonte (Fiallo, 2011; Pedemonte, 2002;
Pedemonte y Balacheft, 2016), el cual se ha desarrollado como una herramienta de andlisis del
proceso de argumentacion entre la formulacién de conjeturas y la construccion de una
demostracion. Este analisis permite identificar las dificultades de los estudiantes, tal como se ha
reportado en la investigacion. Si el modelo indica que el estudiante no presenta dificultades para
demostrar por induccién matematica, entonces se ha propiciado el significado del método de

demostracion.

Del estudio de las relaciones entre argumentacion y demostracion, emerge la hipdtesis de
que el paso del planteamiento de una conjetura a una demostracion puede resultar util para su

construccion. Se parte de esta hipotesis para dar respuesta al objetivo de esta investigacion y asi
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mismo, el modelo y el constructo de unidad o ruptura cognitiva se articulan para disefar y
analizar el proceso de Argumentacion y Demostracion en problemas que promueven el
aprendizaje de la induccion matematica en estudiantes de un curso de teoria de numeros.

A continuacion, se presenta un esquema que articula estos elementos tedricos:

Figura 1
Esquema del marco de investigacion

Pedemonte (2002)

Fiallo (2011)
Proceso de argumentac1on
g %
S Planteamiento de Construccion de una %/
¥ 5 2
& conjeturas demostraciéon ’0,,/
S 2,
Q‘ e 7
Dificultades &
Errores algebraicos Esencia del paso
3 Paso base . .
y numerico inductivo

Aplicabilidad del
PIM

Relacion del paso

Definir la conjetura : .
base e inductivo

Analisis cognitivo

Modelo de Pedemonte
Pedemonte y Balacheff (2016)
Fiallo (2011)

4.1. El proceso de argumentacion
Pedemonte (2002) realiza la caracterizacion de argumentaciones presentes en el proceso
de argumentacion y también muestra como estd relacionada la argumentacion con la conjetura.

En el proceso de argumentacion se pueden dar las siguientes posibilidades (Pedemonte, 2002):

1. No hay una argumentacion ligada a la conjetura, sino que se construye directamente su
demostracion. Pedemonte (2002) y Fiallo (2011) contemplan que la demostracién es un caso

particular de argumentacion.

2. La argumentacion persigue la formulacion de la conjetura y pueden estar relacionada

de dos formas: (a) para contribuir a la construccion de una conjetura (argumentacion
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constructiva); o (b) para justificar la conjetura dada como un hecho (argumentacion

estructurante).

Pedemonte (2002) considera y describe tres tipos de argumentacion: deductiva, inductiva
y abductiva. En este trabajo, el tipo de problema y la metodologia de ensefianza no contemplan la
argumentacion abductiva, por lo cual se precisan solo las dos primeras.

En la argumentacion deductiva es una inferencia que conduce a la construccion de

nuevos conocimientos por medio de una regla o teorema a partir de la declaracion de una
conclusion que se deduce de hipotesis determinadas de antemano, puede que se utilice el
lenguaje natural como sistema de representacion en la construccion de un enunciado y no estar
apoyada por una teoria matematica. Esta es la razon por la que una deduccion en la
argumentacion puede ser semanticamente falsa.

La_argumentacion inductiva o empirica es una inferencia que conduce a la construccion

de nuevos conocimientos a partir de la observacion de casos particulares o hechos observados

que se generalizan en un conjunto mas extensos de casos o reglas. La induccion, no puede inferir

con certeza una conclusioén que es construida por una generalizacion de casos particulares.
Pedemonte (2002) distingue y caracteriza los siguientes tres tipos de argumentos
inductivos:

e Argumentacion inductiva por generalizacion, es una inferencia practica que procede
analizando casos particulares hasta que se determina una ley general o propiedad. La
generalizacion permite la abstraccion de una propiedad o inferencia entre propiedades, en
varios casos. Este proceso puede llevar a dos generalizaciones diferentes: generalizacion a

partir de un caso particular y generalizacion sobre el proceso realizado. Estas
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generalizaciones se dan cuando el estudiante ve una regularidad a partir de una sucesion de
procesos realizados, con casos o conclusiones particulares respectivamente.

e Argumentacion inductiva por recurrencia, los cuales se basan en una generalizacion a n. A
partir de una propiedad verdadera en un caso P(1) y el descubrimiento de una relacion
recurrente entre dos casos sucesivos, enlazamos P(n) y P(n+ 1). La conclusion del
razonamiento es que la regla P(n) es verdadera.

e Argumentacion inductiva pasando “al limite”, suele ser el caso considerado para verificar la
propiedad ya derivada de otros casos. Puede considerarse como un caso extremo: si la
propiedad es verdadera en este caso, nos lleva a pensar que también puede serlo en los casos
anteriores y es considerado como el caso que esta conectado con todos los precedentes y no

solo con el anterior (Pedemonte, 2002).

4.2. Proceso de Demostracion

Pedemonte (2002) caracteriza la demostracion como parte del proceso de argumentacion
en matematicas. Aunque comparten caracteristicas comunes, la demostracion y el argumento son
formas distintas de razonamiento en la disciplina (Duval, 1995). En general, las razones para
aceptar o refutar una proposicion se basan en teoremas que permiten explicar una demostracion
mediante razonamientos precisos. Sin embargo, cuando los estudiantes construyen
demostraciones por si mismos en el aula, suelen utilizar el lenguaje natural debido a las
dificultades que enfrentan para emplear el lenguaje formal de la demostracion. Las reglas de la
demostracion y su lenguaje formal son herramientas que se utilizan para validar una declaracion

en matematicas (Pedemonte, 2002).
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4.2.1 Caracteristicas funcionales de la demostracion

Como en la argumentacion Pedemonte (2002) afirma que la demostracion es una
justificacion racional y tiene un objetivo muy especifico “validar un enunciado, una tesis”. Desde
el punto de vista matematico, validar una declaracion significa dar fe de su verdad dentro de una

teoria matematica.

e La demostracion quiere justificar dentro de un dominio tedrico. Si la demostracion no se
entiende, es dificilmente convincente. Va dirigida a un publico universal que esta
representado por la comunidad matematica en conjunto. Y como tal, esta comunidad
reconoce el valor de validacion y por tanto de conviccion en la ley de la demostracion.

e La demostracion es relativa a un campo, un campo tedrico que determina los criterios de
aceptabilidad. “Toulmin acepta la demostraciéon como argumento. Segun Toulmin, un paso
de demostracion es un argumento; los argumentos matematicos son los argumentos mas

analiticos que existen” Pedemonte (2002).

4.2.2 Caracteristicas estructurales de la demostracion

Desde las matematicas, la demostracion se construye segin el método axiomatico que se
basa en la formalizacion del lenguaje, en la formulacion de los axiomas y postulados primitivos,

en la coherencia y la completitud de la teoria desarrollada (Pedemonte, 2002).

Un argumento puede ser aceptado como demostracion, o, por el contrario, la falta de

formalismo puede ser un motivo para rechazar una afirmacion.
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Demostracion deductiva

La estructura de la cadena deductiva es una de las primeras caracteristicas de la
demostracion que el estudiante debe aprender. La deduccion matematica se puede esquematizar

de la siguiente manera:

A = B es un teorema,
A es una proposicion de entrada o dada,
B es la conclusion.
El paso deductivo de una demostracion es el modus ponens de la 16gica. La deduccion es
una especie de "mecanismo" que el estudiante debe aprender para construir demostraciones. No
se desarrolla espontaneamente en su actividad. Por el contrario, puede parecer artificial y

complicado. (Pedemonte, 2002, p. 62)

Demostracion por induccion

La demostracion por induccidn se basa en el axioma de induccion de Peano. Este es un
principio que permite establecer la validez de un conjunto contable de proposiciones
P, P,, ..., P,, ... para todos los valores de n (entero natural). De la validez de la primera
proposicion, y del hecho de que la validez de una proposicion implica la siguiente. La induccion
matematica se puede esquematizar de la siguiente manera:

Py
Pe = Pryq

vn P,
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Si la deduccion puede parecer artificial para los estudiantes, aprender a demostrar por
induccion es aun mas doloroso (Harel, 2001). Ella no es intuitiva. Si no ha sido introducido
explicitamente por el profesor, y si no se domina bien, es muy dificil que alguien lo use.

(Pedemonte, 2002, p. 64)

En la siguiente seccion se profundizara sobre este segundo tipo de demostracion, desde la

matematica conocida como el Principio de Induccion Matematica (PIM).

4.3. Demostracion por el Principio de induccion matematica

La induccidon matematica se asocia a distintos dominios en el area (dlgebra, geometria,
conjuntos, teoria de numeros) y dentro de estos, distintos objetos matematicos. Este trabajo
limita la ensefianza de la induccion matematica dirigida a estudiantes de un curso de teoria de
numeros, se considera que el estudiante ha desarrollado acercamientos del proceso de
argumentacion y demostracion en cursos que son requisito para la asignatura Teoria de Numeros.
Esta seccion contiene dos partes, (1) la definicion del principio de induccion matematica y (2)

sugerencias didacticas reportadas por la investigacion en el tema.

4.3.1 Definicion del Principio de induccion matematica

Desde el punto de vista matematico, se considera la demostracion por induccion
matematica como se define a continuacion:

Se define S como el conjunto de nimeros naturales que hacen cierta la proposicion p(n),
simbdlicamente S = {p(n) es verdadera}, entonces usando el principio de induccion
matematica, bastaria demostrar:

Si § es un subconjunto de N tal que:

1. 1 € S o,loque eslo mismo, que P(1) es verdadera. (Paso base).
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2. Si k€S entonces k+1€S es decir, asumimos para algin k,P(k) es verdadera
(hipdtesis de induccion) entonces se debe demostrar que P(k + 1) es verdadera. (Paso
inductivo).

Al demostrar (1) y (2), por el PIM, se concluye que S =N, es decir, que, P(n) es
verdadera para todo n € N. (Isaacs y Sabogal, 2005, p. 4)

4.3.2 Sugerencias didacticas

Con base en la definicion y sugerencias de los antecedentes sobre la induccion
matematica, se define a continuacion, como debe plantearse los problemas, qué proceso debe
recorrer y qué estructura requiere la demostracion por induccion matematica:

Teniendo en cuenta que el trabajo de investigacion esta dirigido a estudiantes que
posiblemente nunca se han enfrentado al reto de plantear conjeturas y de construir
demostraciones, se busca que los estudiantes, al ir abordando los distintos tipos de problemas,
construyan nuevos conocimientos y herramientas que les permitan (1) propiciar la construccion
de significado del principio de induccién matematica y (2) desarrollar la habilidad de
demostracion por el PIM.

Se fundamentan estas sugerencias didacticas sobre el método de demostracion desde la
investigacion en el campo de las matematicas y la educacidbn matematica, para mostrar la
interpretacion de la estructura del método de demostracion y permitir analizar el proceso de
argumentacion y demostracion de los estudiantes.

En matematicas, cuando abordamos un problema que requiere una demostracion surge la
pregunta ;Coémo podemos estar seguros de que siempre es asi? Se recurre a la demostracion
como objeto de conviccion en ausencia de herramientas, los estudiantes buscan en una
demostracion una explicacion, se esfuerzan en leer la demostracion como herramienta para
convencerse y convencer a otros, esto radica en que usualmente se enfrentan a problemas que

explicitan lo que quieren demostrar sin tener herramientas o exploraciones previas al problema.
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“Una demostracion no es un requisito previo de la conviccion, al contrario, es mas bien la
conviccion la que puede ayudar a la construccion de una demostracion” (De Villiers, 1990 citado
en Fiallo 2011, p. 84).

Grieser (2018) declara que al resolver un problema matematico recurrimos a diferentes
estrategias, algunos se pueden abordar de manera similar: “resuelva el problema reduciéndolo a
un problema mas pequenio del mismo tipo”. Esta recursividad es una idea fundamental usada a
menudo en matematicas para problemas de conteo, y la ecuacion que expresa esta reduccion se
llama relacion de recurrencia Grieser (2018).

Grieser (2018) define la relacion de recurrencia de la siguiente manera: “Una relacion de
recurrencia para una Secuencia de numeros Qq,Qa,asz,Qy,...€S UNA eCUACIOn que expresa
cualquier a, en términos de a,_q,an_5,0n_3,...,a;1 . Este trabajo contempla esta definicion
como ‘“Patrén de recurrencia (PR)”, porque los problemas promueven el proceso de
generalizacion de patrones para encontrar el patron de recurrencia entre casos, este elemento se
defini6 previamente dadas las caracteristicas de los problemas disefiados para la investigacion y
los reportes de investigacion expresados en los antecedentes. Algunos ejemplos de patrones de
recurrencia son los siguientes:

l. ap,=an_1+ay_,
2. ap =na,_4

3. ap,=1+a,+a,+ --+a,_

Las anteriores ecuaciones descritas de manera recursiva, se cumplen para todo n natural,
donde los términos estan relacionados con €l o los predecesores, al menos una vez en la ecuacion
(por ejemplo, el patrén 2). Por ejemplo, de la segunda ecuacion se interpreta: a, = 2a4,a3 =

3a2, a4 = 4a3,'“.
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El patrén de recurrencia resulta 1til para plantear conjeturas y una herramienta importante
en el proceso de su demostracion, en particular, para el paso inductivo en problemas de
induccion matematica. En estos problemas (usualmente de conteo) se pretende generalizar la
estructura de los casos para plantear la conjetura, al hallar una formula que permita calcular
cualquier “a,,” definido en términos de n. Grieser plantea una técnica para encontrar y usar el
patron de recurrencia (PR):

Técnica: Recursion

1. Busca una relacion de recurrencia: ;Puedes reducir el problema de tamafio n a un
problema mas pequefio del mismo tipo? En caso afirmativo, obtendra una relacion de
recurrencia para la secuencia de nimeros desconocidos a,.

2. Plantea la conjetura: Usa la relacion de recurrencia para encontrar una férmula para a,,.
Para ello también necesitas una condicidn inicial, es decir, los valores de a,, para alguna n
pequeiia (dependiendo de la relacion de recurrencia puede ser uno, dos o mas valores).

(Grieser 2018, p. 42-43).

Los dos pasos de la técnica de recursion son de caracter muy diferente y no existe una
técnica general para encontrar una conjetura, depende del tipo de problema. Plantear el patron de
recurrencia es un proceso que permite visibilizar la relacién entre los casos particulares de una
proposicion P(n) y se usa como un objetivo intermedio para identificar la implicaciéon P(n) =
P(n + 1) en casos particulares que faciliten el proceso de demostracion en el paso inductivo.

Con base en las sugerencias de Grieser (2018), a continuacidon, se describen las
caracteristicas de los problemas que se hacen parte del disefio: Para cualquier problema dado,
normalmente hay dos tareas: Primero, encontrar el patrén de recurrencia, entendido como una
expresion algebraica en términos de la diferencia entre dos términos de una sucesion, por
ejemplo: a, — a,_1; = n. Segundo, plantear una conjetura basada en la relacion de los datos; es

decir, hallar una formula cerrada/algebraica, no recursiva.
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Cada problema contiene datos que permiten ser abordados bajo la exploracion y el
planteamiento de conjeturas. Deben ser disefiados de modo que no explicite las conjeturas en el
enunciado, sino que al operar con el problema se pueda hallar, esto ayuda a los estudiantes a
desarrollar habilidades de razonamiento inductivo y a argumentar como se pueden inferir
propiedades generales a partir de casos particulares. Se debe realizar la implicacion del paso
inductivo en los primeros casos particulares e identificar un patron de recurrencia, a partir de lo
anterior, generalizar el proceso de demostracion y finalmente emplear este mismo proceso de
demostracion en una implicacion genérica.

Como se nombro al inicio de la seccion, los problemas estan dirigidos a estudiantes que
posiblemente nunca se enfrentaron al reto de plantear conjeturas y de construir demostraciones.
Por tanto, este trabajo adoptd estas investigaciones en el disefio de los problemas, los estudiantes
que se enfrentaron a este tipo de problemas usualmente tuvieron dificultades para resolverlos. En
la siguiente seccidn se caracterizan las dificultades que han sido reportadas por la investigacion

sobre el tema de la demostracion por induccion matematica.

4.4. Dificultades de aprendizaje del principio de induccion matematica.

De los reportes de investigacion plasmados y profundizados en los antecedentes
(Dubinsky (1990); Ron y Dreyfus (2004); Stylianides et al (2007); Pedemonte (2008); Cusi y
Malara (2008); Crespo (2016); Fernandez, Caraballo y Nieves (2019); Garcia y Parraguez
(2017); Stylianides, Sandefur y Watson (2016)), se toma en cuenta las siguientes dificultades

identificadas durante el proceso de demostracion por induccion matematica:

Errores numéricos y algebraicos. (J1)

Crespo (2016) reporta que estos errores son cometidos en el paso base o paso inductivo y

usualmente no son detectados por los estudiantes, “por saber que estan demostrando la propiedad
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para el sucesor de un elemento de la hipdtesis inductiva son a veces utilizados para “forzar” el
resultado” (Crespo, 2016, p. 246). Los estudiantes cometen errores al realizar operaciones
numéricas al realizar los calculos de los primeros casos de la demostracion; por ejemplo,
cometen errores al asignar el valor a los términos de una sucesion, esta dificultad impide el paso

a la generalizacion de un patrén ya que no permite ver la relacion entre cada caso particular.

Dificultad para argumentar la demostracion del paso base. (J,)

El proceso de demostracion en el paso base del principio de induccién matematica suele
ser corto y en muchas oportunidades trivial, pero no sencillo de entender qué se quiere
demostrar. Los estudiantes normalmente concentran su atencion en la realizacion del paso
inductivo, ya que es el proceso que puede traer mayores dificultades y por lo tanto a veces
descuidan el paso base, su significado e importancia. Crespo (2016) y Garcia y Parraguez (2017)
ejemplifican esta dificultad con el siguiente problema de demostracion por induccioén

matematica:

Considere la funcién proposicional p(n): n? + 5n + 1 es par.

a) Demuestre que si p(n) es verdadera, entonces p(n + 1) es verdadera para todo n
natural y saque conclusiones.

b) ;Para qué valores de n es p(n) realmente cierto? ;Qué podemos concluir?

El problema tuvo como objetivo determinar si los estudiantes comprendian que la
verificacion del paso inductivo no garantiza la veracidad de una proposicion, e incluso mostrar
que aun si el paso inductivo puede demostrarse, la propiedad puede no ser valida para ningin
caso, dado que el paso base no es verdadero, en particular, esta funcion proposicional es falsa

para todo natural.
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En ambas investigaciones (Crespo, 2016; Garcia y Parraguez, 2017), se reportd que hubo
casos de estudiantes que se centraron en escribir la demostracion del paso inductivo (inciso a)
del problema) y concluyeron que “por el principio de induccion matematica” la proposicion es
valida para todos los naturales, pero no tomaron en cuenta que debian demostrar el paso base,
por lo tanto, por la definicidon del principio no puede afirmar su aplicabilidad.
“El estudiante, sin embargo, no es capaz de identificar que el problema es que no ha
verificado el caso base y que por lo tanto la demostracion del paso inductivo no garantiza el
cumplimiento de la propiedad para todos los numeros naturales, e incluso en este caso no se

verifica para ningiin nimero natural la propiedad.” (Crespo, 2016, p. 247).

Dificultad para identificar la esencia del paso inductivo. (J3)

Esta dificultad se centra en la estructura logica del paso inductivo; investigaciones como
Mariotti (2006), Stylianides, Stylianides y Philippou (2007), Stylianides, Stylianides y Watson
(2016) reportan que los estudiantes tienen dificultades asociadas al significado asociado al paso
inductivo para demostrar la implicacion P(k) = P(k + 1) para un k arbitrario que pertenece al

conjunto de los naturales.

La dificultad se relaciona “con el caracter de la implicacién como una entidad total: en
lugar de intentar demostrar el paso inductivo P(k) = P(k + 1), varios estudiantes intentan

demostrar P(k + 1) (Stylianides et al 2007, p. 149).

Dificultad para identificar cuando es aplicable la induccion matematica. (J4)

Como se ha venido relatando, el método de demostracion por induccién matematica tiene
sus raices en la construccion axiomatica del conjunto de los Naturales y los tipos de problemas

sobre el método estan relacionados con variables en el conjunto. Una dificultad latente en las
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aulas de matematica es que los estudiantes aplican induccion matematica siempre que encuentren
una propiedad que menciona a los nimeros naturales, sin analizar si es aplicable o no.

Los estudiantes en algunos casos manejan el método de demostracion y se espera que
comprendan su significacion y las implicaciones de su aplicacion; pero, existen casos donde los
problemas, a pesar de estar relacionados con los naturales, la variable que modela la proposicion
no es natural. Crespo (2016), ejemplifica esta dificultad con el siguiente problema: demuestre
que la union de una familia numerable de conjuntos numerables no vacios, disjuntos dos a dos
es un conjunto numerable.

Algunos de los estudiantes intentaron usar el método de induccion matematica sobre el
numero de conjuntos por tratarse de conjuntos numerables, pero dejaron de lado que la union de
conjuntos numerables es infinita y no necesariamente ordenada.

Esta dificultad se hace visible en problemas que requieren analizar el error de una
demostracion y los pasos estan debidamente escritos, lo que demuestra que los estudiantes
asumen la induccién matemdtica “como una técnica, pero que se la habia vaciado de
significacion, no reconociéndose lo que en realidad se estd demostrando y para qué casos es

aplicable.” Crespo (2016).

Dificultad para identificar la proposicion a demostrar. (J5)

Usualmente los problemas de induccion matematica estan relacionados con sumas finitas
y los estudiantes suelen resolver este tipo de problemas de forma sencilla o algoritmica (Cusi y
Malara, 2008), pero usualmente presentan dificultades para resolver problemas de induccién
matematica cuando no conocen una expresion algebraica o la proposicion que deben demostrar.
Crespo (2016) planted el siguiente problema de induccion matematica a estudiantes de cuarto

nivel en licenciatura en matematicas:



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 56

En un grafo no orientado, la suma de los grados de los vértices coincide con el doble del
cardinal del conjunto de aristas. Demostrar por induccion matematica ;sobre qué

conjunto realizas induccion? (Crespo, 2016, p. 249).

En el proceso de argumentacion del problema los estudiantes tenian presente los pasos de
induccién matematica, pero no recordaban su significado, tuvieron dificultad en desarrollar el
problema porque no comprendian en qué conjunto aplicar la induccion. Predomina en los
estudiantes el enfoque formal puesto de manifiesto en la busqueda de una expresion algebraica o
de una manera de escribir formalmente las ideas que surgen, confundiendo lo formal y lo

riguroso en sus afirmaciones (Crespo, 2016).

Stylianides, Stylianides y Watson (2016) reportan que este tipo de dificultad se hace mas
visible cuando se plantean problemas que requieran plantear conjeturas y construir
demostraciones; estos problemas requieren que el estudiante explore y realice ejemplos que
permita definir una conjetura, se convierte asi en un reto que el estudiante no ha enfrentado y por
consiguiente muestra dificultades. En matematicas se suele precisar la proposicion a demostrar y
una vez conocido el método mas razonable para demostrarlo, contintian con la demostracion, sin

tener que pensar necesariamente por qué el enunciado es verdadero (Stylianides et al, 2016).

Dificultad para entender la relacion entre el paso base y el paso inductivo. (J¢)

El proceso de demostracion para entender la transicion de los dos pasos de la induccion
matematica, es otra dificultad latente en la ensefianza y aprendizaje del PIM. Desde el punto de
vista matematico, la definicion del principio no visibiliza la relacion entre los pasos base e
inductivo, pero no implica que no esté presente. Ron y Dreyfus (2004) y Cusi y Malara (2008)

identifican que los estudiantes presentan dificultades para construir demostraciones por el PIM
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dado que hay una “confusion de los estudiantes ante el salto del paso base al paso de inductivo”
(Cusi y Malara, 2008). Este salto se produce porque los estudiantes, aunque conocen el
subconjunto al que pertenece el elemento k (usualmente en los naturales), no relacionan que
puede tomar cualquier caso, incluyendo la implicaciéon P; = P,, por el contrario, se contempla

el caso “para alglin k natural” como una variable.

Mariotti (2006) sugiere que el uso del PIM requiere un cambio de atencion, de demostrar
el enunciado general P(n) a demostrar la inferencia [P,_; = P,], concebida como un paso
genérico en una cadena de inferencias (P; = P,, P, = Ps,...,Pr,_1 = P;). Ron y Dreyfus
(2004) y Cusi y Malara (2008) sugieren abordar la demostracion por inducciébn matematica,
mediante induccion ingenua. Induccién ingenua consiste en mostrar el paso de P,_; = Pj para
particulares valores de k, (k = 1,2,3, ...) no por simple célculo sino encontrando una estructura

de transicion que sea la misma para el paso de cada valor de k al siguiente (Cusi y Malara, 2008).

Antes de profundizar en la herramienta que permite analizar los elementos tedricos ya
mencionados, se debe plantear una postura a lo que en el estudio se refiere a construccion de

significado de una demostracion, proceso que da lugar al aprendizaje de una demostracion.

Al referirse al aprendizaje de la demostracion como la adquisicion auténoma del
conocimiento por medio del estudio de los teoremas que la validen, la postura adoptada en este
estudio concuerda con Wenger (1998) en afirmar que este proceso confiere significado a la
practica que se esta llevando a cabo. Por lo tanto, resulta necesario aclarar qué se entiende por

"significado".

De acuerdo con las sugerencias de Wenger (1998), el término significado no se alude a

acepciones filosoficas o semioticas que traten sobre la relacion entre un signo y un referente, sino
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que se trata de expresar una experiencia determinante en la vida. En consecuencia, el significado
no surge de la absorcion pasiva de informacion o de la realizacion de procedimientos mecanicos
o rutinarios sino de procesos de argumentacion al enfrentar a problemas en los que se requiere

plantear conjeturas y validar reglas, propiedades o teoremas matematicos.

Parafraseando a Wenger, se afirma que los estudiantes adquieren un significado de la
demostracion que es fruto de la exploracion e interacciéon en la produccion de actividad
demostrativa, que el mismo grupo va configurando, y el proceso de argumentacion en la
produccion de definiciones y teoremas que alimentan el sistema axiomadtico de referencia, en
consecuencia, si las dificultades reportadas se presentan en los estudiantes, entonces aun no se

construye adecuadamente el significado del PIM.

4.5. Herramienta de analisis
De acuerdo con los objetivos y caracteristicas de este trabajo, se tiene en cuenta las
sugerencias de Mariotti (2006), quien resalta la dificultad sobre la esencia del paso inductivo,
afirmando que tal dificultad se vuelve alin mas evidentes si se describen en términos de Unidad
Cognitiva.
“De hecho, cuando una conjetura es generada por el resultado de la generalizacion de
patrones, construir una demostracion por induccién matematica requiere pasar de un tipo de
argumento a otro, lo que significa que el estudiante tiene que controlar la brecha entre los dos
tipos de argumentos”. (Mariotti 2006, p. 188)
Desde las ideas de Mariotti (2006), las dificultades para demostrar se visibilizan con estos
elementos teoricos. Se utilizan estos elementos tedricos para identificar las dificultades de los

estudiantes cuando resuelven problemas de demostracion por induccion matematica.
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El constructo de unidad cognitiva es util para el disefio de la secuencia de tareas que
promuevan rupturas cognitivas en los problemas, mientras que con el modelo (se definird mas
adelante) se analiza elementos que intervienen en los argumentos del estudiante cuando se
resuelven problemas de planteamiento de conjeturas y construccion de demostraciones.

A continuacion, se presentan los dos momentos que plantea la nocidon de unidad cognitiva

de un teorema:

- durante la produccion de la conjetura, el estudiante elabora progresivamente
su enunciado por medio de una intensa actividad argumentativa que esta entrelazada

funcionalmente con la justificacion de la plausibilidad de sus elecciones;

- durante la etapa posterior de demostracién del enunciado, el estudiante hace
conexion con este proceso de manera coherente, organizando algunas de las
justificaciones (“argumentos”) producidas durante la construccion del enunciado de
acuerdo con una cadena logica.

(Boero, et al, 1996, p.113)

La unidad cognitiva fue utilizada para expresar una posible continuidad entre los dos
momentos ya mencionados, posteriormente fue redefinido y adoptado como una herramienta de
investigacion que analiza la congruencia entre la argumentacion para plantear conjeturas y la
subsiguiente produccion de la demostracion, asumiendo que la congruencia pueda o no ocurrir

(Mariotti, 2006, p. 184):

La principal fortaleza de la unidad cognitiva es que proporciona una forma de evitar la
rigida dicotomia que coloca a la argumentacion contra la demostracion: La posible

distancia entre argumentacion y demostracion no es negada pero tampoco es
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definitivamente asumida como un obstaculo; desde esta perspectiva, la distincion
irreparable entre argumentacion y demostracion es substituida prestando atencion a las

analogias, sin olvidar las diferencias.

Pedemonte (2002) analiza y compara la argumentacion que sustenta una conjetura y su
demostracion en la resolucion de problemas abiertos en geometria, sefiala que pueden realizarse

desde dos puntos de vista: el del sistema referencial y el de la estructura. El sistema referencial

estd compuesto por el sistema de representacion (el lenguaje, la heuristica, el dibujo) y el sistema
de conocimientos (concepciones, teoremas) de argumentacion y demostracion, La estructura es
la conexion cognitiva logica entre declaraciones (puede ser abductiva, inductiva o deductiva)

(Pedemonte, 2008).

Seglin Pedemonte, hay unidad referencial entre la argumentacion y la demostracion si
algunas palabras, dibujos o teoremas usados en la demostracion, han sido usados en la
argumentacion dando soporte a la conjetura. Ademds, hay una unidad estructural entre la
argumentacion y la demostracion, si algunos pasos deductivos o inductivos usados en la
argumentacion también estan presentes en la demostracion; o de lo contrario, hay una ruptura
estructural entre los dos, si la estructura de la argumentacion es inductiva y la demostracion es

deductiva (Pedemonte, 2008).

Para el analisis de la unidad o ruptura cognitiva que puede existir entre las
argumentaciones del planteamiento de una conjetura y la construccion de su demostracion, se
utiliza el Modelo de Pedemonte (Pedemonte 2002, 2008; Pedemonte y Balacheff 2016), modelo
basado en la integracion del modelo cK¢ que permite analizar el sistema de referencia
(Balacheft, 1995, Balacheff y Margolinas, 2005) en el modelo de Toulmin (1958) que sirve para

analizar la estructura de la argumentacion.



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 61

El Modelo de Toulmin: Un argumento, en el modelo de Toulmin estd compuesto por un
esquema ternario formado por:

Una afirmacion (C) o conclusion que el interlocutor pretende justificar,
Unos datos (D) que sirven al interlocutor para justificar el enunciado C,
Un permiso de inferir (Pi) que ofrece una regla, un principio general capaz de servir de

fundamento a esta inferencia, de hacer de puente entre D y C.

Un argumento proporciona un punto de vista (una afirmacion, una opinion) que se llama
afirmacion en la terminologia de (Toulmin, 1958). Se producen dafos que respaldan la
afirmacion. Un permiso de inferir proporciona la justificacion para usar los datos en apoyo de las
relaciones los datos y la afirmacion; puede expresarse como un principio o una regla y actia
como un puente entre los datos y la afirmacion. Esta es la estructura base ternaria de un
argumento, pero pueden ser necesarios elementos auxiliares que complementan a la estructura
base para describir la argumentacion. Toulmin (1958) describe tres de ellos:

Un indicador de fuerza (F) del argumento,

Una refutacion potencial (Rp) del enunciado conclusion,

Un soporte (S) del permiso de inferir.

El indicador de fuerza F' muestra la firmeza de la conexion entre los datos y el permiso de
inferir que conlleva el enunciado; F es un elemento que no es explicito. El permiso de inferir
confiere diferentes grados de fuerza a la conclusién que justifica, el indicador de Fuerza es un
elemento que no es explicito, pero puede estar indicado por un calificativo como “débil”,
“fuerte”, “verdadero”, "necesariamente", "probablemente" o "presumiblemente" adjunto a la
transicion de los datos a la afirmacion. En el ultimo caso, es posible que debamos mencionar las
condiciones de la refutacion “que indiquen las circunstancias en las que la autoridad del permiso

tendria que dejarse de lado” (Fiallo, 2011, p. 77). Por tanto, un permiso de inferir puede
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defenderse apoyandose en un soporte que pueda expresarse en forma de declaraciones
categdricas de hechos (Fiallo, 2011, p 77). Un soporte puede ser proporcionado por un sistema
de clasificacion taxondémica, por un estatuto, por resultados estadisticos o por una teoria
matematica. El tipo de soporte podria cambiar mucho a medida que uno se mueve de un campo
de argumento a otro (Fiallo, 2011, p 77). El soporte puede ayudar al estudiante o profesor a
explicitar el permiso de inferir; sin el soporte puede que el permiso no sea aceptado (Fiallo,
2011, p. 77).

Al momento de realizar una argumentacion, es posible que ciertas circunstancias
particulares impidan la aplicacion del permiso de inferir a los datos, por lo que el esquema
argumentativo prevé excepciones a la afirmacion. Si hay excepciones a la afirmacion, disminuye
la fuerza del permiso de inferir. Las condiciones de las excepciones o refutaciones potenciales
Rp se toman entonces en consideracion. Esas refutaciones potenciales, o restricciones, aportan
un comentario sobre la relacion entre el permiso de inferir y la legitimidad del paso de los datos a
la afirmacién o conclusion; sefialan las circunstancias en las que sera necesario anular la
autoridad del permiso de inferir.

Las refutaciones pueden ayudar a los estudiantes a hacer explicitos los permisos de inferir
que estan usando, a transformar la clase en un escenario de debate y a decidir en qué condiciones
los permisos de inferir son apropiados. A menudo, cuando un estudiante presenta un argumento
matematico, no tiene claridad acerca de los permisos de inferir que estd usando; ese estudiante
puede utilizar permisos de inferir implicitamente sin haber considerado si esos permisos de
inferir son validos. Las refutaciones en las discusiones con los compafieros de clase o con el

profesor invitan al estudiante a hacer explicitos los permisos de inferir empleados (Weber y
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otros, 2008, citado por Fiallo, 2011). El modelo de argumento de Toulmin que contiene seis
elementos relacionados y organizados se presenta a continuacion:

Figura 2
Modelo de argumentacion de Toulmin

;RP: Refutaciones potenciales |
F: Euerza
D: Datos |- — T o| € Afirmacién o Conclusion

|Py: Permido de inferir |

,S' So;orte:::
Nota: Adaptado de Pedemonte y Balacheff (2016),

Aunque el modelo de Toulmin ha demostrado su utilidad, este tiene algunas limitaciones:
las bases de los conocimientos de los estudiantes, y sobre el permiso de inferir, a veces es
ambiguo porque la regla relacionada no estd claramente definida (Pedemonte y Balacheff, 2016).
“También nos dimos cuenta de que el modelo de Toulmin era una herramienta eficaz para
caracterizar la argumentacion en matematicas, pero que no tenia en cuenta la complejidad del
sistema de conocimiento que estd en la base de la argumentacion” (Pedemonte y Balachef,
2016, p. 107).

“La integracion de cK¢ y el modelo de Toulmin es la soluciéon que encontramos para una
explicacion mas precisa de la complejidad de una argumentacion al obtener estos elementos
implicitos” (Pedemonte y Balacheff, 2016 p. 107).

El modelo cK¢ permite dar sentido al proceso de argumentacion de los estudiantes
cuando resuelven problemas que requieren realizar actividad argumentativa, en este proceso las
concepciones juegan un papel fundamental para llevar a cabo estas tareas, por esta razén

consideramos que la concepcion es "una estructura mental atribuida a un sujeto por un
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observador de su comportamiento, que debe ser consistente y eficaz en un ambito de practica"
(Balacheft, 2005, p. 36).

Una concepcion se caracteriza en primer lugar por el conjunto de situaciones-problema
(P) en el que se demuestra que la concepcion es una herramienta eficaz para la construccion de
una solucion (Pedemonte y Balacheff, 2016, p. 104), dentro del conjunto argumentos de los
estudiantes se desarrolla y se fortalece.

El segundo componente tomado de Vergnaud (1991), se caracteriza por un conjunto de
operadores (R) es el que permite la manipulacion de los elementos del sistema de
representacion, y por lo tanto la transformacion de los problemas. Segun Pedemonte (2005) los
operadores, al igual que los permisos de inferir, legitiman el paso entre datos y el enunciado
conclusion y se explicitan a menudo en la forma “si...entonces” (p. 327).

Al igual que los operadores de Vergnaud (1991), se considera un sistema de
representacion (L) que permite la expresion de los problemas y de los operadores. Las
modalidades de representacion presentan una gran diversidad: representaciones lingiiisticas y no
lingtiisticas, eventualmente constituidas en registros semioticos. Las representaciones permiten la
expresion de los controles, de las acciones y de los problemas, para la anticipacion y la
validacion.

“El cuarto componente es la estructura de control (X), que es el conjunto de medios que
tienen los alumnos para tomar decisiones, hacer elecciones y evaluar su produccion” (Pedemonte
y Balacheff, 2016 p. 105).

En particular, el modelo cK¢, al expresar las estructuras de control de los conceptos en
juego desde los conocimientos base para aprenderlos, dan lugar a la identificacion y obtencion de

razones que expliquen por qué la inferencia de una afirmacion a partir de los datos es adecuada,



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 65

papel importante en la argumentacion, aunque no presente en el modelo de Toulmin. En términos
matematicos, hacer explicita la estructura de control proporciona mejores condiciones para
comprender los vinculos entre conocer y demostrar; estos dos términos no se pueden separar
Balacheff (2010). A lo largo del proceso de resolucion de problemas, los estudiantes se apoyan
en la estructura de control para cuestionar y asegurar la validez y adecuacion de sus decisiones y
acciones Boero, Garuti y Mariotti (1996).

La introduccion del modelo cK¢ en el modelo de Toulmin, permite el enriquecimiento de
la representacion para describir algunos elementos importantes de las argumentaciones de los
estudiantes, como son las reglas de inferencia como la deduccion, la abduccion, la induccion, que
casi siempre permanecen implicitas en el proceso de plantear una conjetura y construir una
demostracion. “Encadenar los esquemas de Toulmin que representan el desarrollo de la
argumentacion hara evidente que varias concepciones pueden contribuir a resolver un problema”
(Pedemonte y Balacheff, 2016 p 108).

El permiso de inferir se desarrolla para hacer explicito el papel de la estructura de control
2. La fuerza que en términos de Duval (1991), expresa el valor epistémico del paso de la
argumentacion, se incluye en la concepcion porque esta en la base de la estructura de control Y.
Un movimiento de datos (en mateméticas son representaciones) a la afirmacion, por ejemplo,
lingiiisticas, simbodlicas o graficas, es el resultado de la aplicacion de unos operadores R que
transforman un conjunto de representaciones en nuevos datos o afirmaciones, suelen ser la parte
explicita del permiso de inferir; su aplicacion estd permitida por algunos elementos de la
estructura de control que generalmente estd implicito (un solo elemento o el resultado de un

razonamiento). A continuacion, se presenta el esquema del Modelo de Pedemonte:
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Figura 3

Integracion del modelo cK¢ y el modelo de Toulmin
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Nota: Adaptado de Pedemonte y Balacheff (2016).

El Modelo de Pedemonte se usard para analizar el proceso de argumentacién de
estudiantes que resuelven problemas de planteamiento de conjeturas y construccion de
demostracion por induccidon matematica, ya que este permite exponer los elementos de la
estructura y el sistema de referencia. Los operadores describen si los estudiantes cometen errores
algebraicos, comprenden la relacion entre el paso base y el paso inductivo o comprenden cuando
es aplicable la induccidon matematica; la estructura de control permite analizar si el estudiante
identificd la proposicion a demostrar; las refutaciones potenciales se usan para analizar si el
estudiante comprende el patron de recurrencia en el proceso de argumentacion.

Luego de realizar la descripcion de los elementos tedricos que se van a usar en el
transcurso del trabajo, se explica como se plantea el desarrollo de la investigacion para lograr

alcanzar el objetivo propuesto.
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5. Aspectos Metodolégicos
Este apartado describe los aspectos metodologicos que se planea llevar a cabo para
responder a la pregunta de investigacion ;Como propiciar la construccion de significado del
Principio de Induccién Matematica a partir de la ruptura cognitiva entre, el proceso de
argumentacion para el planteamiento de una conjetura y el proceso de argumentacion para la

construccion de una demostracion?

De acuerdo con la pregunta de investigacion, se trazo el objetivo de disefiar, implementar
y evaluar una unidad de ensefianza del Principio de Induccion Matematica, dirigida a estudiantes
que inician un curso de Teoria de Numeros en la Universidad Industrial de Santander,
enfocandola a la ruptura cognitiva entre el planteamiento de conjeturas y la construccion de
demostracion por inducciéon matematica. Con base en lo anterior, el presente estudio se
caracterizé por ser una investigacion de disefio de un experimento de ensefianza (Camargo,
2021), ya que la unidad de ensefianza busca poner en funcionamiento una hipdtesis sobre el
aprendizaje de la demostracion por el PIM.

Esta metodologia de investigacion tiene dos objetivos principales: (a) mejorar la practica
en el aula mediante la ingenieria de formas de actuar sobre el mejoramiento de la ensefianza y el
aprendizaje; y (b) profundizar la comprension tedrica de los fenomenos del aula relacionados con
estos problemas (Stylianides y Stylianides, 2013), por tanto, el disefio, implementacién y
evaluacion de la unidad de ensefianza se organiza con la meta de poner en funcionamiento una
hipdtesis sobre el aprendizaje de la demostracion por el PIM, esta se expondréd en la siguiente
seccion.

El experimento de ensefianza se basa en una secuencia de clases que involucran un

profesor, unos estudiantes, y uno o mas observadores que registran aspectos de los sucesos de



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 68

clase (Camargo, 2021). Entre las sesiones de clase el profesor y los observadores, que
usualmente conforman un equipo de investigacion, se retnen para discutir el efecto de la
aproximacion formulada y determinar si ella necesita cambios en la trayectoria (Ball, 2000).

El diseno de la unidad de ensefianza inicié desde el segundo semestre de 2021, se
realizaron implementaciones pilotajes, asi como los cambios realizados sobre la marcha donde
los estudiantes participaron por decision propia, sin embargo, se solicitdé firmar un
consentimiento de tratamiento de la informacion de las video grabaciones de cada sesion. Los
cambios se produjeron en los tipos de problemas que se plantearon en los nucleos conceptuales,
algunos no estaban enfocados a plantear conjeturas y construir demostraciones.

Por cuestion de tiempo y espacios, el presente estudio realizo las sesiones por fuera de
clase y el investigador (quien escribe) asumi6 los dos roles, profesor y observador. En conjunto
con el orientador de este trabajo, se discutieron las grabaciones, transcripciones y se
determinaron los respectivos cambios. Los cambios se produjeron porque el abordaje de un
problema requirié un tiempo de mas de dos horas, cuando se habia planeado la duracion de 4
horas por nucleo conceptual. Ademas, los estudiantes optaron por trabajar en grupo para plantear
la conjetura, se valord decision de permitirlo en posteriores problemas. Luego, la planeacion
general de la version de la unidad en donde se analizaron los datos (primer semestre de 2022), asi
como los cambios realizados sobre la marcha, fueron objeto de discusion para el andlisis
retrospectivo de la unidad de ensefianza; también lo fueron la toma de decisiones sobre la gestion
de las sesiones. Los criterios para deliberar si la unidad de ensefianza cumple el objetivo de
investigacion esta en validar que se genere la ruptura cognitiva en el proceso de argumentacion
del estudiante y con esto, verificar si el disefio de los problemas responde al enfoque de los

problemas y a los objetivos de cada nucleo conceptual.



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 69

El objetivo de este experimento de ensefanza fue evaluar el aprendizaje de los
estudiantes al plantear conjeturas y demostrar a través del PIM, con la intencion de lograr la
construccion de demostraciones deductivas que se ajusten a la estructura del PIM.

Las dificultades y los elementos tedricos de las investigaciones, caracterizados en el
marco conceptual, se utilizaron para el disefio y redisefio de los problemas. Se aplicaron cinco
nucleos conceptuales a un grupo de estudiantes que cursaban carreras de Licenciatura en
Matematicas y Matematicas. La explicacion detallada del criterio para plantear estos cinco
nucleos se abordard mas adelante. Debido a la estructura de los problemas, se buscé fomentar la
ruptura cognitiva en el proceso de demostracion, y se considero la participacion e interaccion de
los estudiantes a lo largo del proceso para recopilar informacion que permita evaluar si el
objetivo responde a la pregunta de investigacion.

El desarrollo de este trabajo comenz6 con el disefo del conjunto de problemas, basado en
la revision didactica y en los fundamentos del PIM. Luego, se seleccionaron estudiantes para la
implementacion de los problemas, se realizd un andlisis de la secuencia de tareas de los
problemas para identificar si habia una unidad o una ruptura cognitiva, y se llevo a cabo una
evaluacion de la unidad de ensefianza. A continuacidn, se presenta un esquema que resume el

plan de ejecucion para la estrategia de experimento de ensefianza.
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Figura 4

Esquema del Experimento de ensefianza
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Nota: Tomado de “Estrategias cualitativas de investigacion en educacion matematica” (Camargo,
2021, p.89).

A continuacion, se presenta la formulacion de la hipotesis sobre la importancia del PIM y
a la luz de la investigacion reportada, sugerencias de como ensefarlo, la planeacion de la unidad
de ensefianza; la seleccion de los participantes del estudio y la descripcion de los participantes;
se explica como fue documentada la actividad argumentativa de los estudiantes y, finalmente, se
expone como se utilizd, a la luz del marco teodrico, los instrumentos que permitiran realizar el

analisis de los datos.

5.1. Formulacion de la Hipotesis de la investigacion:

De acuerdo a las investigaciones que se mencionaron en el planteamiento del problema y
que reportaron la problematica sobre dificultades para demostrar por induccion matematica, se
identificaron y se asumieron como hipotesis sobre qué y como ensefiar, la afirmacion de Mariotti
(2006), quien plantea que; para mejorar el aprendizaje de la demostracion usando el principio
de induccion matematica, el planteamiento de una conjetura como resultado de generalizacion
de un patron, contribuye a la construccion de una demostracion por induccion matematica; asi

mismo, Cusi y Malara (2008) y, Grieser (2018) sugieren que en el aprendizaje de la
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demostracion por induccion matematica, el estudiante debe realizar exploracion de relaciones
de recurrencia o ejemplificacion de un paso intermedio que permita visibilizar en la implicacion
que representa el paso inductivo. Estas ideas fueron el primer punto de partida para la

formulacion de los problemas en el disefio de la Unidad de ensefianza,

5.2. Unidad de ensefianza, escenario investigativo y poblacion de estudio

El escenario en que se desarrolld la investigacion fue en la Universidad Industrial de
Santander (UIS) y se implement6 con estudiantes de cuarto nivel de Licenciatura en Matematicas
y Matematicas. A continuacion, describimos las caracteristicas de la unidad de ensefianza, de los

problemas y de los estudiantes que participaron de la investigacion.

Unidad de ensefianza: debido a las dificultades reportadas por la investigacion para
aprender el PIM (Dubinsky (1990); Ron y Dreyfus (2004); Stylianides et al (2007); Pedemonte
(2008); Cusi y Malara (2008); Crespo (2016); Fernandez, Caraballo y Nieves (2019); Garcia y
Parraguez (2017); Stylianides, Sandefur y Watson (2016)), se disefi¢ la unidad de ensefianza con
el objetivo de favorecer la construccion de significado del PIM en el aula, con estudiantes de

Licenciatura en Matematicas y Matematicas.

El disefio de la unidad de ensefianza se fundamento6 en la revision de algunos libros de
texto para definir los temas de matematicas que englobarian los nucleos conceptuales que
conforman la unidad, se abordan temas de sucesiones aritméticas, sucesiones recursivas,
progresiones, propiedades de nimeros primos, propiedades de potencias de un numeros,
generalizaciones, divisibilidad e interacciones con juegos a lo largo de cinco nucleos, y se
definieron de la siguiente manera: Nucleo 1: Progresiones, Nucleo 2: Sucesiones Recursivas;

Nucleo 3: Situaciones hipotéticas, Nucleo 4: Divisibilidad, Nucleo 5: Teoremas.
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El criterio para plantear estos cinco nucleos conceptuales se originé a partir de la revision
realizada en los antecedentes sobre el PIM y las sugerencias didacticas que la investigacion
reportd (Crespo, 2016); (Fernandez, Caraballo y Nieves, 2019); (Garcia y Parraguez, 2017);
(Stylianides, Sandefur y Watson, 2016). Ademas, se llevo a cabo una revision de los libros de
texto utilizados para ensenar el PIM en la Universidad Industrial de Santander. Esta revision
revel6 la variedad de problemas en los que se puede aplicar el PIM. Dichos problemas se
agruparon en cinco nucleos conceptuales, ya que cada uno muestra el tipo de problemas en los
que se emplea el PIM en los libros de texto. Para fines de este trabajo, se define el término
"ntcleo conceptual" como el eje articulador de un conjunto de problemas matematicos con

caracteristicas similares.

Los problemas de la unidad de ensefianza siguen el enfoque propuesto por Boero et al
(1996) y Garuti et al (1998), que se basa en el desarrollo de la formulacién de conjeturas y la
construccion de demostraciones. Este enfoque tiene como objetivo promover un trabajo activo de
resolucion de problemas por parte del estudiante, involucrando procesos de razonamiento y
demostracion. Ademas, el disefio del material de la unidad de ensenanza (los problemas de los
nucleos conceptuales) va desde la argumentacion para la formulacion de conjeturas hasta la
argumentacion para la construccion de una demostracion. La discusion entre el estudiante y el

profesor desempefia un papel importante en el aprendizaje del PIM.

Cada etapa de trabajo se divide en dos momentos: trabajo individual, donde el estudiante
aborda el problema sin recibir orientacion de otros participantes, y comunicacion y discusion
grupal, donde el estudiante expone sus argumentos para respaldar sus afirmaciones o refutar las
de sus compafieros. Durante la etapa de comunicacion del primer momento, se plantean y

defienden conjeturas falsas o verdaderas utilizando argumentos como operadores de la
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concepcion, refutaciones potenciales o estructuras de control. Durante la resolucion del
problema, el profesor debe priorizar la formulacion de preguntas que cuestionen los argumentos

del estudiante y alienten al estudiante a buscar apoyos para defenderlos.

Problemas seleccionados: a continuacion, se expone el objetivo de cada ntcleo de
problemas seleccionados para esta investigacion, los problemas que se analizaron y algunas ideas
de lo que se espera que hagan los estudiantes cuando los abordan. Estos ntcleos promueven
procesos de planteamiento de conjeturas (con las preguntas que estan elaboradas), y la
construccion de su respectiva demostracion (ya que siempre se les pide a los estudiantes explicar,
justificar, argumentar, demostrar o se les pregunta por qué son verdaderas las conjeturas
planteadas). Es decir, se considera un problema de demostracion como cualquier problema cuyo
proposito sea “descubrir cierto objeto o incognita del problema y mostrar de modo concluyente
la exactitud o falsedad de una afirmacion claramente anunciada” (Pélya, 2011, p. 161) y no
necesariamente problemas de demostracion que expliciten la proposicion a demostrar. Los

problemas que no se exponen resultan analogos a los que se muestran a continuacion.

Niucleo 1: la actividad matematica central de los problemas del nicleo consiste en que,
dada una cantidad creciente de cuatro o mas niimeros naturales, estimar o generalizar a partir de
las caracteristicas de las operaciones bdasicas la regularidad que representa a todos los nimeros o
entre los niimeros, y plantear una conjetura sobre esos hallazgos. Luego, demostrar la conjetura
por el método que el estudiante considere adecuado. Un proposito del primer nucleo es que los
estudiantes logren distinguir el papel del PIM para demostrar proposiciones definidas en el
conjunto de los ntimeros naturales. La caracteristica que diferencia este nucleo respecto a los
siguientes, consiste en que las conjeturas requieren definir patrones sobre la diferencia de los

términos; ademas, el nlicleo es un punto de partida para conocer la estructura metodologica de
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cada problema y el camino a seguir para solucionarlo. Otro elemento diferenciador consiste en
que los problemas estan muy relacionados, no se puede abordar el segundo problema sin conocer
los datos y conjetura extraidos del primer problema. Para el caso del anélisis, se selecciono el

problema 1:

Problema 1: Considere en orden estrictamente creciente los siguientes enteros positivos 3,7,11, 15, ...
Realice lo que se indica a continuacion:

1) Explorando conjeturas
a) ;Cual es el décimo término de la progresion? Justifique su respuesta.
b) ;Cual es el centésimo término de la progresion? Justifique su respuesta.
¢) Qué patron de recurrencia identifica entre cada término consecutivo. Justifique su respuesta.
d) ;Cual es el n — ésimo término de la progresion? construya una conjetura sobre lo encontrado. Justifique
su respuesta.

e) (El patron de recurrencia del inciso ¢) cumple la expresion enunciada en el inciso anterior? Justifique su
respuesta.

2) Discusion y comunicacion de resultados
Discuta y comunique los resultados con sus compaifieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el siguiente
recuadro.

3) Demostrando
a) Una conjetura puede ser cierta en muchos casos particulares y sin embargo no ser verdadera en general. Es
imposible analizar todos los casos particulares. ;Como podemos saber, si la conjetura planteada es cierta
para todo natural?
b) Construya una demostracion para cada conjetura planteada en 1) d), teniendo en cuenta los resultados
obtenidos anteriormente.
4) Discusion y comunicacion de resultados
Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el
siguiente recuadro.

A continuacion, se define la conjetura y su respectiva demostracion usando el PIM.

Conjetura: sea S = {n € N|a,, = 4n — 1}, donde a,, es una secuencia de nimeros.
Demostracion del problema 1 por induccién matematica
Paso 1. Se demostrara que 1 € S. Por hipotesis del problema, a; = 3 = 4(1) — 1, por tanto, 1 € S.

Paso 2. Supongamos que k € S, para algin k € N, es decir a;, = 4k — 1. Se quiere demostrar que k + 1 € S, es
decir, ap, = 4(k+1) — 1.

oui . . es sufici " . al térmi s ti u _ .
Para obtener el siguiente término de a1, es suficiente sumarle “4”, al término ay, se tiene que a,,, = a, + 4. Por
hipétesis de induccion, a, = 4k — 1. Asi,

Qo1 =, +4=Uk—-1D+4=4k+4=4k+1) -1

Qpsy = 4k +1) - 1.
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Portantok + 1 € S.

Se concluye que, por induccion matematica, la progresion a,, = 4n — 1, n € N, representa la cantidad de niimeros
iniciales 3,7,11,15, ....

Niucleo 2: la actividad matematica central de los problemas del nicleo consiste en que,
dada una sucesion recursiva de niimeros naturales con el primer término de la sucesion, estimar o
generalizar a partir de las caracteristicas de las operaciones basicas la regularidad que representa
a todos los términos o entre los términos de la sucesion y plantear una conjetura sobre esos
hallazgos. Las conjeturas a diferencia del nucleo 1, no dependen de un problema anterior, si no
que los problemas requieren que el estudiante realice descomposiciones en nimeros primos,
calcule las diferencias entre los términos, identifique propiedades de potencias de un niimero y
sus exponentes, y generalice los términos hasta encontrar una sucesion que depende
exclusivamente de la variable n € N. Luego, discutir la conjetura y demostrarla siguiendo el

orden de las etapas del problema. Para el caso del andlisis, se selecciond el problema 1:

Problema 1:
Hallar a,,, si se conoce que a, = 1y que, para todo natural, a,, = 2a,,_; + 3
1) Explorando conjeturas
a) ;Cual es el décimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
b) (Cual es el centésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
¢) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término. Justifique su respuesta.
d) ;Cual es la representacion algebraica del n — ésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
e) (El patrén de recurrencia del inciso ¢) cumple la expresién enunciada en el inciso anterior? Justifique su
respuesta.
2) Discusion de conjeturas obtenidas
Discuta y comunique los resultados con sus compaifieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el siguiente
recuadro.
3) Demostrando
Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los resultados obtenidos
anteriormente.
4) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el
siguiente recuadro.

A continuacion, se define la conjetura y su respectiva demostracion usando el PIM.

Conjetura: sea S = {n € Nyla, = 2"*% -3, a, = 1}, donde a, = 2a,_; +3 es una sucesién recursiva de
numeros.
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Demostracion del problema 1 por induccién matematica

Paso 1. Probemos que 0 € S, por hipétesis del problema, a, = 1 = 4 — 3 = 2°*2 — 3, por tanto, 0 € S.

Paso 2. Supongamos que k € S, para algiin k € N, es decir q; = 2k+2 _ 3 (1). Se quiere demostrar, dado lo
anterior, que k + 1 € S, es decir, a,, = 2¥*3 — 3.

Por hipotesis del problema ay,; = 2a; + 3 (2). Por hipotesis de induccion, se puede reemplazar (1) en (2).
Aeyq = 2(2¥*2 —3)+3 = 2F3 —6+3 =2K3_3

Por tanto, k + 1 € S.

Se concluye que, por induccién matemdtica, que la sucesion a,, = 2"*% — 3,n € N,, representa algebraicamente la
sucesion recursiva a, = 2a,_4 + 3, conay =1, n € N.

Nucleo 3: este nucleo tiene como objetivo que los estudiantes desarrollen modelos
matematicos de las situaciones planteadas a partir de juegos que requieren exploracion y registro
de datos, para lo cual se espera que seleccionen y usen estrategias de resolucion de problemas no
rutinarios, esto con el fin de traducir la realidad a estructuras matematicas que permitan
comunicar el modelo obtenido y su validez. Los modelos son sucesiones definidas en el conjunto
de los ntiimeros naturales y se espera que, a partir de las condiciones de la situacion, los
estudiantes logren encontrar los términos de una sucesion para “generalizar el proceso”
iterativo, determinando la expresion algebraica correspondiente. La diferencia del presente
nucleo respecto a los anteriores, radica en el uso del juego para extraer datos que permitan
transitar de los célculos de ejemplos a expresiones algebraicas, este transito puede resultar dificil
si no se comprende las reglas o el objetivo del problema, ademas, muestra al estudiante que
puede plantear conjeturas matematicas de situaciones con contextos reales. Basados en las reglas
de los juegos, los estudiantes pueden abordar la demostracion de la conjetura usando el PIM. En
este tipo de problemas de demostracion, los estudiantes pueden tener dificultades en el
planteamiento de la proposicion a demostrar y en la demostracion del paso inductivo, dado que

se requiere realizar una generalizacion de las estrategias y del proceso usado para ganar el juego.

Para el caso del anélisis, se selecciono el problema 2:
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Problema 2: El juego de las torres de Hanoi
El juego esta conformado por tres torres y una cantidad de n-discos de distinto tamafio. Inicialmente los discos estan
agrupados de forma decreciente en una de las torres, por ejemplo, como se muestra en la siguiente figura:

El juego consiste en pasar todos los discos de la torre ocupada, es decir, la torre que posee los discos, a una de las
torres vacias en el mismo orden inicial, pero teniendo en cuenta las siguientes reglas de juego:

Sélo se puede mover un disco cada vez.
Un disco de mayor tamafio no puede descansar sobre uno mas pequefio que él mismo.
Soélo puedes desplazar el disco que se encuentre arriba en cada torre.

1) Explorando conjeturas

a)
b)
¢)
d)

e)

Realiza varios intentos para distintas cantidades de discos y encuentra estrategias para finalizar el juego en
el menor nimero de movimientos. Justifique su respuesta.

Escribe el menor nimero de movimientos para partidas de dos, tres, cuatro, y cinco discos. Justifique su
respuesta.

Qué regularidad o patrén de recurrencia identifica en el proceso de los casos jugados del inciso anterior.
Justifique su respuesta.

(Qué patrén de recurrencia identifica entre el menor nimeros de movimientos para dos, tres, cuatro o cinco
discos y el numero de discos respectivamente? Justifique su respuesta.

(El patron de recurrencia identificado se mantiene para n-discos? Justifique su respuesta.

2) Discusion de conjeturas obtenidas
Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el siguiente
recuadro.
3) Demostrando
a) Construya una demostracién para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los resultados obtenidos
anteriormente. Justifique su respuesta.
4) Discusion de las demostraciones
Discuta y comunique los resultados con sus compaferos y su profesor. Escriba sus conclusiones en el
siguiente recuadro.

A continuacion, se define la conjetura y su respectiva demostracion usando el PIM.

Conjetura: ¢l menor nimero de movimientos para mover "n" discos de una torre de Hanoi a otra es: a, = 2™ — 1,
ademas, se tiene que a, —a,_; =2", n=>1,a; = 1.

Demostracion del problema 1 por induccion matematica

Sea S = {n € N|a,, = 2™ — 1}, se demostrara que S = N.

Paso 1. Probemos que 1 € S, por hipétesis del problema, a; = 1 = 2! — 1, por tanto, 1 € S

Paso 2. Supongamos que k € S, para algin k € N, es decir a; = 2% — 1 (1). Se quiere demostrar que k + 1 € S, es
decir, ag,q = 2t — 1.

Por hipétesis del problema a;.,; — a; = 2*** (2). Por hipdtesis de induccion, se puede reemplazar (1) en (2).

Qpeys — (24 — 1) = 244

Qppy = 29 +2F —1=252F -1 =211
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Ay =21 =1
Por tanto, k + 1 € S.

Se concluye que, por induccion matematica, el menor numero de movimientos para mover "n" discos de una torre
de Hanoi a otra es: a, = 2™ — 1.

Nucleo 4: El proposito del nucleo es propiciar la construccion de significado del PIM en
problemas relacionados con divisibilidad, a partir de la descomposicion de numeros en factores
primos o de los criterios de divisibilidad. La actividad matematica central del nticleo consiste en
que, dada una expresion algebraica definida en los naturales con representacion verbal,
generalizar propiedades de divisibilidad en comin de los términos de la expresion y conjeturar
propiedades de divisibilidad para la expresion planteada. Este nticleo se diferencia de los
anteriores porque ya no tiene el objetivo de plantear algebraicamente una sucesion, los
estudiantes familiarizados a la tematica de estrategias que descubrieron en los anteriores
problemas, tendran dificultades para comprender el objetivo de los problemas del nucleo; para

abordar esta dificultad hay que centrar al estudiante a comprender la frase “experimente con las

propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos” explicita en el enunciado ,y en

responder los incisos para plantear conjeturas sobre las propiedades en comin que cumplen los
términos. Otro elemento para resaltar en este ntcleo, consiste en que los estudiantes pueden
plantear diferentes conjeturas de un mismo problema y dichas conjeturas pueden ser demostradas
por otros métodos diferentes al PIM; por ejemplo, el algoritmo de la division. Se busca que el
estudiante construya la demostracion y justifique la eleccion del método que eligid, esto con el
objetivo de visibilizar qué impulsé al estudiante a demostrar. A continuacién, se muestra el

problema 1 que representa la estructura de los problemas del nucleo.

Problema 1:
Considere la sucesion a,, en orden creciente, donde los términos se definen como el cubo del nimero n mas el doble
del niimero n.
1) Explorando conjeturas
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a) Describa los primero diez términos de la sucesion definida y experimente con las propiedades o caracteristicas
que identifica en dichos términos. Justifique su respuesta.

b) Qué patron de recurrencia o regularidad identifica en comiin de los primeros diez términos. Justifique su

respuesta.
¢) (El patron de recurrencia identificado se mantiene en el término n — ésimo de la sucesion? Justifique su
respuesta.
2) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compaifieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el siguiente
recuadro.
3) Demostrando
Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los resultados obtenidos
anteriormente.
4) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el
siguiente recuadro.

A continuacion, se define la conjetura y su respectiva demostracion usando el PIM.

Conjetura: Todos los términos de la sucesion a,, = n® + 2n,n € N son divisibles por 3.
Demostracion del problema 1 por induccién matematica

Sea S = {n € N|a, es divisible por 3}, se demostrara que S = N.

Paso 1. Probemos que 1 € S, por hipotesis del problema, a; = 3, es divisible por 3, por tanto, 1 € S.

Paso 2. Supongamos que k € S, para algin k € N, a, = k3 + 2k es divisible por 3, es decir, k3 + 2k = 3t,t € N
(1). Se quiere demostrar que k+ 1€ S, agy; = (k+1)3+ 2(k + 1) es divisible por 3, es decir, (k + 1)3 +
2(k+1)=3m,meN.

A1 =k +1D3+2(k+1)=k>+3k>+3k+1+2k+2
=k3+2k+3k?+3k+3
Por hipétesis de induccién k3 + 2k = 3t,
=3t+3k?+3k+3=3(t+k*+k+1)=3mmeN
Luego, a4 es divisible por 3. Por tanto, k + 1 € S.

Se concluye que, por Principio de induccion matemdtica, los términos a,, = n3 + 2n son divisibles por 3.

Nucleo 5: El propoésito del nucleo es generar nuevas conjeturas a partir de proposiciones
consecuentes de teoremas, conjeturas o demostraciones que contienen errores en su escritura. En
este nucleo, los estudiantes se dedican a validar la estructura del PIM y a identificar los casos en
los que la conjetura o la demostracion son incorrectas. A diferencia de los ntcleos anteriores, se

enfoca en destacar las dificultades o errores que pueden surgir al construir demostraciones
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utilizando el PIM, sin prestar atencion al proceso de solucion. El objetivo del ntcleo 5 es que los
estudiantes tengan en cuenta las dificultades y estrategias que descubrieron a la luz de los
anteriores nucleos y las utilicen como referencias para identificar qué aspectos deben tener en
cuenta al interpretar o realizar una demostracion mediante el uso del PIM, por ejemplo, aspectos
relacionados con identificar el paso en la demostracion en que debe usar la hipdtesis de
induccion y la proposicion del paso base. Se recalca que este objetivo puede resultar dificil para
el estudiante, pero se espera que al haber abordado los anteriores nucleos tengan mas
herramientas para identificar estos aspectos en el analisis de demostraciones por el PIM
construidas por ellos mismo o por otros (estudiantes y profesores). Para el caso del analisis, se

selecciono el problema 2:

Problema 2:
Un estudiante plantea una demostracion a la siguiente conjetura:
“Para todo natural 2™ > n?”
(Demostracion por induccion matematica):
Sea A = {n € N|2™ > n?}, se probara que A = N.
Paso base: 1 € A, se tiene porque 2% > 12,
Paso inductivo: supongamos que k € A. Es decir, 2% > k?,para algin k € N. Se debe probar que k + 1 € A, esto
es, 28" > (k+ )%, k+1€N.
Por hipotesis de induccion
2k > |2
2% 2k > 2« k?
2k+1 > kZ + kZ
2Kt > k24 k2> k2 + 2k + 1
2K+ > (k + 1)
Asi k + 1 € A. Por tanto, 2™ > n?, vn € N.
5) Explorando conjeturas
a) Analiza la demostracion del estudiante y plantea qué procesos debe considerar, modificar o cambiar en la
demostracion. Justifique su respuesta.
b) Analiza los términos de la desigualdad que se esta demostrando, verifica la veracidad de la proposicion
demostrada y deduzca conjeturas consecuentes. Justifique su respuesta.
¢) (Qué procesos o regularidades se mantienen en las conjeturas planteadas? Justifique su respuesta.
6) Discusion de conjeturas obtenidas
Discuta y comunique los resultados con sus compaiieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el siguiente
recuadro.
7) Demostrando
Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los resultados obtenidos
anteriormente.
8) Discusion de las demostraciones
Discuta y comunique los resultados con sus compaiieros y su profesor. Escriba sus conclusiones en el
siguiente recuadro.
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A continuacion, se define la conjetura y su respectiva demostracion usando el PIM.

Conjetura: se redefine la proposicion, "2" > n?,paran > 4"

Demostracion del problema 2 por induccion matematica
Sea A = {n € N|2" > n?,n > 4}. Se demostrara que A = N \ {1,2,3}
Paso base: 4 € A, se tiene porque 2* = 16 = 42,
Paso inductivo: supongamos que k € A. Es decir, 2¥ > k?,para algin k > 4. Se debe probar que k + 1 € A, esto
es, 2Kt > (k+ 1)%, k+ 1 €N.
Por hipotesis de induccion
2k > k2
2x2K > 2% k?
2k+1 > kZ + kZ
2k+1 > |2 4 k2 > k? + 2k + 1, (usando la hipbtesis k > 4)
k? + 2k + 1 = (k + 1)?
Luego, por transitividad de las desigualdades, 2¥** > (k + 1)?

Asi k + 1 € A. Por tanto, por el PIM, 2" > n?, n > 4.

Poblacion de estudio: 1a poblacion de estudio para esta investigacion consistio en tres
estudiantes de cuarto nivel en la universidad que aceptaron participar voluntariamente en la
unidad de ensefianza durante el primer semestre del 2022. Se les pidi6 por escrito su aprobacion
para ser grabados en video durante sus actividades individuales, de grupo y de discusion. La
eleccion de solo tres estudiantes se debio al tipo de investigacion que se llevo a cabo. El objetivo
de la investigacion era documentar los procesos de argumentacion y demostracion que los
estudiantes utilizaban al resolver los problemas de la unidad de ensefianza. Los nombres
utilizados en este estudio son ficticios: Gabriela particip6 en la implementacion de toda la unidad
de ensefianza, David no particip6 en la implementacion del nucleo 3 debido a una enfermedad y
Jesus no participd en el nucleo 5 debido a las vacaciones de la universidad. Durante las sesiones,
todos los estudiantes interactuaron en grupo para discutir sus conjeturas y registros. En general,
se observd que los estudiantes tendian a compartir sus respuestas antes de la discusion para

verificar si habian planteado las mismas conjeturas y si habian utilizado condiciones similares.

Los tres estudiantes participantes eran de cuarto semestre en las carreras de Licenciatura

en Matematicas (Gabriela) y Matematicas (David y Jesus). Todos estaban cursando la asignatura



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 82

Teoria de Numeros por primera vez. Algunos estudiantes no asistieron a todas las sesiones
debido a motivos académicos, de salud o problemas internos de la universidad. Por lo tanto, en el
analisis que se presenta en el siguiente capitulo, se tomardn en cuenta solo los datos de los
estudiantes que asistieron a la mayoria de las sesiones. Si se presentan procesos iguales, se

mostrara un solo analisis.

5.3. Produccion de los datos investigativos
Antes de hablar de la recoleccion de los datos cualitativos, se aclarara el rol del docente
investigador que se sostuvo al grabar e interactuar durante todo el curso con los estudiantes que

accedieron a participar de la investigacion.

Rol del profesor: el profesor y a su vez investigador (quien escribe) fue el responsable de
la ensefianza a la luz de la metodologia de unidad ensefianza; facilito los espacios de
participacion promoviendo la discusion y el debate matematico entre los estudiantes como sefala
la metodologia de la unidad de ensefianza. El objetivo como profesor consistia en promover el
uso de la argumentacion para que los estudiantes construyeran sus conjeturas y demostraciones,
tomando las dificultades reportadas como punto de partida para generar preguntas, dichas

preguntas buscan a su vez visibilizar las dificultades que el estudiante no identifico.

Rol del investigador: se adoptd un papel de observador activo en las tareas de
asesoramiento y orientacion de los estudiantes. Se entiende por "observador activo" a alguien
que no solo observa el fendbmeno que estd siendo estudiado, sino que también interactua y
participa en ¢l de manera activa, influyendo en su desarrollo. En este caso, el investigador
interactud constantemente con los estudiantes, formulando preguntas que permitian visibilizar
los elementos del marco, registrando sus respuestas y conclusiones en el desarrollo de las tareas

propuestas. Su objetivo fue generar cambios en la argumentacion de la construccion de la
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conjetura y la demostracion mediante la realizacion de preguntas en la discusion. Es importante
sefialar que, debido a las limitaciones de tiempo del presente estudio, no se realizdé una nueva
experimentacion con los ajustes realizados a la unidad, sino que se hicieron los ajustes para la
version que aqui se presenta, y se espera que sea experimentada en un salon de clase para obtener

datos y realizar un analisis mas detallado en préximas investigaciones.

Toma de datos: se trabajaron los cinco nucleos conceptuales, el tiempo requerido para
abordar cada problema del ntcleo 1 fue de 2 horas, por tanto, el investigador decidié en la
marcha filmar sesiones de dos horas, donde en cada sesion desarrolld un problema y recolect6 las
hojas de trabajo de los estudiantes participantes para tener evidencia escrita y poder corroborar o
aclarar ideas expresadas en los videos, durante el desarrollo del problema. A continuacion, se
presenta una tabla que muestra los tiempos que se tenian previstos para abordar cada problema

comparado con el tiempo empleado por los estudiantes.

Tabla 1

Comparacion del tiempo estimado y el tiempo empleado

Nucleo conceptual Tiempo estimado Tiempo empleado
Progresiones 4 Horas 4 horas
Sucesiones recursivas 4 Horas 6 horas
Situaciones hipotéticas 4 Horas 6 horas
Divisibilidad 4 Horas 6 horas
Teoremas 4 Horas 4 horas

Las sesiones filmadas tuvieron una duracion de dos horas, algunas sesiones se centraron
en abordar el problema filmando en grupo (dos o tres estudiantes), mientras que otras sesiones se
realizaron con un estudiante. Esto con la intencién de documentar sus procesos de planteamiento
de conjeturas y construccion de demostraciones, que ofrecieran evidencias que soportaran el
objetivo de la investigacion. Asimismo, se acompaind de manera puntual el trabajo individual y

grupal de los participantes cuando resolvian los problemas planteados.
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5.4. Analisis de datos

Al ser esta investigacion de disefio, para la sistematizacion de los datos el investigador
transcribié los videos y los complementd con apuntes de las hojas de trabajo recolectadas; asi
extrajo el proceso de argumentacion y demostracion de los problemas seleccionados vy,
posteriormente, los analizo la luz del marco teodrico y conceptual empleando la herramienta de

analisis, esto sin perder de vista los objetivos de la investigacion.

A continuacion, se retoman los elementos tedricos que fueron expuestos en el capitulo 4

y que sirven de herramienta de andlisis de los datos recolectados:

Modelo de Pedemonte: Si en el momento seleccionado de planteamiento de la conjetura
o construccion de la demostracion del estudiante, se identifican los tres elementos principales
(datos, enunciado conclusion y los operadores de la concepcion) con el modelo de Toulmin, ya
se tiene estructurado un proceso de argumentacion o de demostracion. Se considera y se presta
mucha atencion en el andlisis a tres de los elementos adicionales que completan la estructura
(indicador de fuerza, refutacion potencial y soporte). En paralelo a esto, se identifican los
elementos que conforman el sistema de referencia (operadores de la concepcion, sistema de

representacion y estructura de control) de los estudiantes al abordar los problemas.

Identificados todos los elementos estructurales y referenciales en el proceso de solucion
del problema, se analizo el trabajo de los estudiantes, centrando siempre la atencién en el
elemento que permitid6 provocar una ruptura cognitiva, de los cuales se preveia que eran las
refutaciones potenciales o los dos elementos del sistema de referencia que estan implicitos en el
esquema estructural (L y ¥), ya que estan ligados a la concepcion que es el soporte en el Modelo

de Pedemonte. Los elementos del sistema en el Modelo Pedemonte muestran en qué centrar la
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atencion y como hacerlo, por lo tanto, es necesario identificar cada uno para identificar si hubo o
no una ruptura cognitiva.
A continuacién, se muestra la estructura del Modelo de Pedemonte al integrar el modelo

cK¢ en el modelo de Toulmin; esta estructura es explicada en cada analisis de los problemas.

Figura 5

Integracion del modelo cK¢ y el modelo de Toulmin
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Nota: Adaptado de Pedemonte y Balacheff (2016).

Posterior a la identificacion de la estructura y el sistema de referencia de ambos procesos,
analizamos la posible distancia o continuidad estructural y referencial entre el planteamiento de
la conjetura y la demostracion. Asi que, al igual que Fiallo (2011), utilizamos un cuadro
comparativo para analizar los sistemas de referencia (cuadrupla del modelo cK¢) y un cuadro
comparativo para analizar la estructura de los procesos, a la luz del constructo de unidad
cognitiva segun la interpretacion de Fiallo (2011) del trabajo de Boero, et. al (1996) y Pedemonte
(2002).

a) Continuidad o ruptura del sistema de referencia: A continuacion, observamos el cuadro

comparativo, propuesto por Fiallo (2011):
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Tabla 2

Analisis de la Comparacion del sistema de referencia

PLANTEAMIENTO DE LA .
popseeimmm ity DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
OPERADORES OPERADORES
SISTEMA DE SISTEMA DE
REPRESENTACION REPRESENTACION

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL

UNIDAD O RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Ese cuadro lo utilizamos para analizar la posible continuidad o ruptura del sistema de
referencia al contrastar cada uno de los elementos correspondientes a cada proceso y dejar en
evidencia si se repiten, estan representados bajo el mismo sistema de referencia o comparten la
estructura de control.

b) Analisis de la estructura: A continuacién, el cuadro comparativo que contrasta las

caracteristicas de la estructura del proceso de argumentacion y del proceso de demostracion.

Tabla 3
Andalisis de la Comparacion del sistema estructural
PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION

UNIDAD O RUPTURA ESTRUCTURAL

En este estudio, al igual que Fiallo (2011), se utilizd este cuadro para identificar la posible
continuidad o ruptura en la estructura de los procesos. Se considera que la ruptura se presenta si entre
el planteamiento de la conjetura y la demostracion los procesos involucrados son inductivos y

deductivos respectivamente o ambos deductivos.
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Posterior a la implementacion de estos instrumentos, analizamos la posible unidad o ruptura

cognitiva, las posibles dificultades de los estudiantes si demuestran por el PIM.

A continuacion, se presenta el analisis de los datos integrando los instrumentos expuestos en este

apartado.

6. Analisis del proceso de argumentacion
En este capitulo, se detalla el andlisis del proceso de argumentacion realizado por los
estudiantes; se presenta el estudio de los cinco ntcleos conceptuales que conforman la unidad de
ensefanza: [) Progresiones, 2) Recursividad, 3) Situaciones Hipotéticas, 4) Aritmética y

Divisibilidad, 5) Teoremas.

El andlisis de cada nucleo estd conformado de la siguiente forma: se presenta el enunciado
del problema y un conjunto de indicaciones sobre qué debe tener en cuenta el estudiante;
posteriormente un episodio de la sesion donde se evidencie el proceso de argumentacion en el
planteamiento de la conjetura, con el esquema del argumento de un estudiante por medio del
Modelo de Pedemonte; seguido, se describe un episodio del proceso de argumentacion en la
demostracion de la conjetura y un esquema del argumento, este esquema evidencia qué
dificultades se identificaron en el estudiante, que a su vez sirven como descriptores que
visibilizan el uso del método; por ultimo, verificamos si hubo unidad o ruptura cognitiva
comparando el proceso de argumentacion para plantear la conjetura y el proceso de

argumentacion para construir la demostracion.

Se uso6 abreviaciones (en lo posible) para algunos operadores u otros elementos del Modelo

de Pedemonte en la verificacion de la ruptura para aligerar los esquemas. Se usaron los nombres
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Jests, David, y Gabriela como seudonimo en alusion a los estudiantes y no comprometer su

informacion personal.

6.1. Analisis del Nucleo 1: Progresiones
A continuacion, se presenta el andlisis del primero de los cuatro problemas de demostracién
del Nucleo 1, los cuales fueron abordados por los estudiantes Jesus, David y Gabriela de manera

individual y conjunta. En el problema 1 no participé Gabriela.

Figura 6

Enunciado Problema [-Nucleo 1

Problema 1

Considere en orden estrictamente creciente los siguientes enteros positivos
3,7,11,15, ...

Realice lo que se indica a continuacién:

1) Explorando conjeturas
a) ;Cual es el décimo término de la progresion? Justifique su respuesta.
b) ;Cudl es el centésimo término de la progresion? Justifique su respuesta.
¢) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término consecutivo. Justifique su
respuesta.
d) ;Cual es el n — ésimo término de la progresién? construye una conjetura sobre lo
encontrado. Justifique su respuesta.

e) ;Elpatron de recurrencia del inciso c) cumple la expresion enunciada en el inciso
anterior? Justifique su respuesta.

Luego de presentar el problema a los estudiantes, se indico trabajar de manera individual en
el planteamiento de la conjetura para que cada estudiante respondiera en su hoja de trabajo a los
incisos en el orden que vea mas asequible. Luego de un tiempo el investigador intervino
preguntando si abordaron todos los incisos para comenzar la discusion del problema y sus

resultados.

Analisis del problema 1 para Jesus

Planteamiento de conjetura

[1] Inv. ;Cémo encontraron el décimo y el centésimo término?
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[2] Jesus: Para encontrar el décimo término de la progresion, me di cuenta de que los términos se
separan por cuatro unidades, a partir de los que nos dan acé, 6seael 3,7, 11, 15, ...; entonces, fui
agregando +4 para hallar el siguiente, 19, +4 para hallar el siguiente y asi al décimo término que
es 39.

Jests: En el punto b, para hacer los calculos de a uno por uno, resultaba mas dificil; entonces,
me di cuenta de que en el décimo término para avanzar al nimero 20 (a,,) de la progresion,
avanzamos 40 unidades, 6sea +40. Para hallar el término treinta (aszy) de la progresion,
agregamos +40, y asi lo hice hasta el término cien (a,,q) de la progresion, es decir, el centésimo
término de la progresion me dio 499 [El estudiante escribio mal el resultado, pero uso
correctamente el patron que planteo, después corrigio el resultado al darse cuenta sabia que era
399].

Jesus: En el punto c, los términos se separan por 4 unidades y también me di cuenta de que, al
sumarle cuatro, el resultado podria ser multiplo de 4, serian 4,8,12,16,20, ..., pero no es asi,
porque siempre estan restando de a uno. Entonces serian multiplos de cuatro menos uno [Seriala
la expresion 4n-1].

[5] Inv. Okey ¢ qué es eso?

Jesus: Eso seria el patron de la progresion. En el punto d si obtengo el n-€simo término de la
progresion, entonces reemplazando aca por cualquier “n” [Serala la expresion 4n-1] yo voy a
obtener ese término.

Figura 7
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[13] Inv. Lo que usted esta planteando es la relacion de dos términos consecutivos, eso no es el
n-ésimo término. En otras palabras, es lo que le pregunto a “Jesis” como patron de recurrencia.
Lo que siempre se repite, es decir cualquier término es igual al anterior mas cuatro, eso también
lo podemos escribir de la siguiente manera, el término a,, restado con el anterior siempre va a
dar cuatro [a, — a,_1 = 4], ese es el patron de recurrencia.

[14] Jesus: Usted decia ponerlo de esta manera [Sefiala X + 4] y se puede hallar a través de una
ecuacion, [Jesus plantea una expresion que responde a las preguntas, pero no plantea las
incognitas como elementos de una progresion].
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Figura 8

Esquema del planteamiento de conjetura de Jesus

Fuerte R, :Okey ;qué es eso?
| H p Y éq

__________________________

1D,:3,7,11,15,.[2] i
1 D,: Ladiferenciaesde 4 [2] ! . _ . S
i D,: ayo = 392] | J : C;: n-ésimo término es 4n — 1 [4],[6]
]
1

IDyaye=3%9B31  + |

|

| R,:Sumo de cuatro en cuatro hasta llegar al décimo |

| término.[2] |

| R3: Sumo mas cuarenta (+40) al décimo término, para hallar |
@0, Az, hasta llegar a a,qq. [3]

L: Numeérica [2],[3] :

- . 1

Z;: Percepcion :

%,: Generalizacién de casos particulares |

Dada la estructura inductiva del problema, el planteamiento de conjeturas de Jesus fue un
proceso de argumentacion constructivo, pues a partir de las hipotesis y los procedimientos de
calculo realizado para encontrar a,q Yy @499, €ncontré una recurrencia que brindé informacién
para plantear la conjetura (C;). La representacion (L) del estudiante es numérica porque necesitd

realizar todos los célculos que las instrucciones indicaban para encontrar la recurrencia (D,) y

posteriormente el n-ésimo término.

Los operadores R; y R, son procesos extraido de los datos que permiten generalizar una
caracteristica de las progresiones y encontrar términos de la forma a,,, para generar una
propiedad en Rj, esta propiedad estd basada en procedimientos aritméticos. La estructura de
control es perceptiva, es decir no es teorica, ya que basados en esos procedimientos justificd su
conjetura. En [5] la pregunta se convierte en refutacion potencial (Ry), porque cuestiona al
estudiante si la expresion 4n — 1 es el patron de recurrencia o la generalizacion de los términos

de la progresion.



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 91

Demostracion

[27] Jesus: Yo de igual manera utilicé el método de induccién matematica para probar de que
se cumplia para todos.

[28] Inv. Al utilizar el principio de induccién matematica, en el paso inductivo se prueba de un
n-ésimo término al siguiente, pero todo el principio indica que lo estdn demostrando para todo el
conjunto. ;Cémo hicieron esa demostracion? ;Quién quiere participar primero?

Jests: Primero se parte de la base induccion, que es probar para el primero, pero como yo
empecé en n = 1, entonces pruebo para n = 1, y la féormula es 4n — 1. Entonces paran = 1
vemos que esta, porque 4(1) — 1 = 3 y ese término esta en la progresion. Entonces en la
hipdtesis de induccion, supongo que para n = k también se cumple, eso ya lo doy por
sentado, y veamos que también se cumple para n = k + 1 es decir, para el siguiente.

Figura 9
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[30] Inv. Lo que debe considerar también es la organizacioén de los términos con indices. Porque
si plantea la idea de esta manera estd organizando solamente dos expresiones, pero cuando
intente agregarle algo habra confusiones, no quiere decir que esté mal.

[31] Jesus: Entonces para 4k — 1, es decir, reemplazamos n =k + 1,4(k+ 1) —1 y ahi
hacemos una propiedad distributiva, 4k + 4 — 1, eso también se puede mirar como 4k —
1+ 4,4k — 1 estd por hipdtesis de induccidon estd en la progresion y si yo le sumo 4, voy a
obtener el siguiente término de la relacién de recurrencia es +4, es decir, la diferencia entre
un término y otro es de 4, entonces si sumo cuatro (4), ese término también va a estar en la
progresion, entonces, el k + 1 término esta en la progresion.

[33] Jesus: No sé.

[34] Inv. Ahi tiene que nombrarlos.

[35] Jesus: Tiene que ir con subindices, el a;,;quedaria menos ambiguo.

[36] Inv. Exacto, ahi estd trabajando directamente con la representacion algebraica de los
términos.

[37] Jesus: Si.
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Figura 10

Esquema de la demostracion de Jestis
R,: Organizar los
| Probable | it i e
términos con indices

ILC1: n-ésimo término es 4n — 1 [4]JI

D,: 3,7,11,15,..[2]
D,: Conjetura [C; de [4],[6]]
Dj: la relacién de recurrencia es +4[31]
D,: utilicé PIM [27]

Rg: Utilicé el PIM, entonces para n = 1 vemos que esta porque
4(1) — 1 = 3 y ese término esta en la progresion D; . [29]

Rg: Supongo que para n = k también se cumple, veamos que
también se cumple paran = k + 1 [29]
Ry4(k+1)—1=4k+4—1=4k—1+4[31]

Rg: 4k — 1 Por hipdtesis de induccion esta en la progresion. [31]
Rg: Ry, La diferencia entre un término y otro es de 4, entonces st
sumo cuatro (4) [31]

L: verbal [Hoja de trabajo],[29], [31]
T : Teérico [27, 29, 31,50]

En la construccion de la demostracion, Jesus utilizo el principio de induccidon matematica,
declarado como dato (D,) extraido del inciso 3a) planteado en el problema, utilizé D, como
operador en Rs,Rg, Ry, validdo su proceso mediante la demostracion del paso base y paso
inductivo del PIM, pero no usa el principio correctamente, ya que asume la conclusion del paso
inductivo como conclusion de la demostracion. Los operadores en la demostracién no son los

mismos del planteamiento de la conjetura.

Jesus usa el lenguaje natural como Unica representacion (L), ya que no comprende la
proposicion a demostrar y usa representacion algebraica para indicar términos en el paso
inductivo sin plantear igualdades entre el término (a;) y su estructura algebraica (4k — 1). La
forma de argumentacion es estructurante ya que basa su demostracion en el PIM y por tanto su

control es teorico (X).

La fuerza para su demostracion es probable porque el estudiante contempla que uso el

método, pero no escribid la demostracion en un lenguaje que otra persona pueda entenderle, es
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decir, no esta convencido de estar matematicamente bien escrito. Las refutaciones [30] y [35]

giran en torno a poner en duda como explicita su demostracion.

Jesus retoma como dato (D3) recurrencia [31] extraida en el planteamiento de la conjetura y
lo usa como hipoétesis en el proceso de su demostracion, resultado de la exploracion del

problema. Este dato permiti6 realizar el proceso del paso inductivo (P, = Pyyq).

Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva

Tabla 4

Comparacion del sistema de referencia de Jesus

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
C3: n-ésimo término es 4n — 1 Ci:4(k+1)—1 esta en la progresion
3,7,11,15, ...
OPERADORES OPERADORES
R;: los términos se separan por cuatro Rg: utilicé el PIM, entonces para n = 1 vemos
unidades. que esta porque 4(1) —1 =3 y ese término

R,: sumo de cuatro en cuatro hasta llegar al
décimo término.

R;: sumo mas cuarenta (+40) al décimo
término, para hallar a,y,azy, hasta llegar a
Q100-

R,: podrian ser multiplos de 4... pero entonces
siempre estan restando de a uno.

estad en la progresion D;.

Rg: supongo que para n =k también se
cumple, veamos que también se cumple para
n=k+1
R;:4k+1)—1=4k+4—-1=4k—-1+4
Rg: 4k — 1 por hipdtesis de induccion esta en
la progresion

Rg: R4 la diferencia entre un término y otro es
de 4, entonces si sumo cuatro.

REPRESENTACION REPRESENTACION

L: Numérica L: verbal

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
%, Percepcion X,: GeneralizO con casos X: Teorico

particulares

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA
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Tabla 5

Comparacion del sistema estructural de Jesus

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION

Inductiva por generalizacion sobre el proceso Demostracion por induccion

RUPTURA ESTRUCTURAL

En este proceso de argumentacion para el planteamiento de la conjetura y la construccion de
la demostracion se verifica una ruptura cognitiva dada la ruptura referencial y estructural, debido
a que los operadores usados en la construccion de la demostracion son distintos a los usados para

plantear la conjetura.

Aunque se provoco la ruptura, se identifico la dificultad (Js), ya que, en el proceso de la
demostracion usé el lenguaje natural en carencia de entender lo que queria demostrar. Otras
dificultades identificadas son (J,) y (J¢); el estudiante asume la conclusién del paso inductivo
como la conclusion de la demostracion, lo cual muestra que (1) el estudiante no contempla que
es demostrada la proposicion cuando son demostrados el paso base y el paso inductivo y (2)

asumen el paso base como un requisito desligado de la demostracion.

Analisis del problema 1 para David

Planteamiento de conjetura

[7] David: En el primer paso nos pide que identifiquemos los primeros términos de la sucesion y
podemos ver que entre cada término se le suma cuatro al anterior, asi concluimos que el décimo
término es 39, después de esto, empezamos a sumar el término anterior mas el siguiente y
llegamos a que el centésimo término es 399.

la) La sucesion es estrictamente creciente, podemos ver que después del primer numero la
sucesion va creciendo de 4 en 4. Asi se podria deducir que el quinto término es 15+4=19, el
sexto es 19+4=23, en general 4n + 3 paran = 0, asi el décimo término, es decir, paran = 9 es
4(9) + 3 = 30.

1b) Continuando con muestra conjetura, el centésimo término es 4(99) + 3 = 399

[8] Inv. ;Como llegb a eso?
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[9] David: No hice los pasos y utilicé directamente la ecuacion, pero en general, deberiamos de
identificar la sucesion, la cual es que en cada paso empezando por a; = 3, en cada paso se van
sumando cuatros, asi tenemos que a; + 4, a, + 4, y en general hasta a,,_; + 4 = a,,

Ic) Identifiqué una suma sucesiva de 4 en cada paso, empezando desde ay = 3, de la siguiente
manera ag +4,a, +4,...,a,_1 +4 = a,.

1d) Con base a todo lo anterior el n-ésimo término es a, = 4n + 3,n € N.

le) Si, dado que iniciando en el primer término para n = 0,4(0) + 3, en el inciso c) se puede
observar que los numeros después de cada paso se sumaban 4 como se observa en la conjetura.
[10] Inv. Okey ¢Qué representa esa ecuacion?

[11] David: el n-ésimo término de la sucesion.

[12] Inv. Okey, algebraicamente, en términos de “n” qué representaria. [Silencio por un minuto]
[13] Inv. Lo que usted esta planteando es la relacion de dos términos consecutivos, €so no es el
n-¢simo término. En otras palabras, es lo que le pregunto a Jesus como patron de recurrencia. Lo
que siempre se repite, es decir, cualquier término es igual al anterior mas cuatro, eso también lo
podemos escribir de la siguiente manera, el término a,, restado con el anterior siempre va a dar
cuatro [a, — a,_1 = 4], ese es el patron de recurrencia.

[14] Jesus: Usted decia ponerlo de esta manera [Sefiala X + 4] y se puede hallar a través de una
ecuacion, [Jesis plantea una expresion que responde a las preguntas, pero no plantea las
incognitas como elementos de una progresion].

[15] Inv. Pero hay que plantearles subindices para poder organizarlos y facilitar el orden de la
progresion [Borra las expresiones con variables X y plantea que a,, = 4n — 1].

David: Entonces el inciso d, que pide representar algebraicamente el término n-ésimo,
entonces en base a lo anterior, podriamos llegar a concluir que el término “n”, una ecuacion en
donde “n” es lo unico que varia siendo “n” natural, tenemos que a,, = 4n + 3.

[17] Inv. Okey, (“n” puede tomar valores de uno y cero?

[18] David: [4siente]

[19] Inv. Listo. ;Como verifica que esa ecuacion esta bien definida?
[20] David: Podemos probar para los cuatro términos que nos han dado.
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Figura 11

Esquema del planteamiento de conjetura de David

Rpy — R4:(Qué representa
Fuerte esa ecuacion?

D,:3,7,11,15,..[2]

D,: 4n + 3 [HT]

D3: a 9 = 39, ay90 = 399[7]
D4:Suma sucesiva de 4 [9]

Cy:ap-y +4 = ay[9]
Cy:n — ésimo término es
a, =4n+3,n=>0[16]

Ry: D,
R,: Va creciendo de 4 en 4. [HT]
R;: El quinto es 15+4=19, el sexto 19+4=23. [HT]
Ry Dy 3,a,+4. 0, +4....,a,-1 +4 (= a,). [HT]
I
L: Algebraica [HT],[9], [16]
I, : Percepcién I,: Regla matematica [HT]

David inicialmente planted la conjetura (C,) para responder a los incisos del problema
apoyandose en una recurrencia (a, = a,_; +4) (R4) y en una expresion algebraica (4n + 3)
(D,) como representante de los términos de la progresion, la hoja de trabajo evidencia que el
estudiante pensé directamente en una representacion algébrica (L) que cumpla con las hipdtesis
del problema. David no necesitd explicitar calculos de casos particulares para convencerse de su
conjetura y con base en eso calculd a;¢ y aoo por tanto, la estructura de control es tedrica ya
que basoé sus procedimientos solo en la férmula y perceptiva porque encontr6 la expresion en los
datos. La refutacion potencial (Rp) se origina en cuestionarle si contemplaba, qué expresion

representa su conjetura y su patron de recurrencia, o si eran dos conjeturas las que dedujo.

Los operadores (R; a R,) muestran un proceso de argumentacion estructurante y una
estructura inductiva por recurrencia, ya que, a partir de los primeros casos, el estudiante obtuvo
el patrén que permiti6 para elaborar procedimientos aritméticos que se indicaban y transformarlo

en la conjetura (C,).
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Demostracion

[21] Inv. ;Qué se hizo en la tercera etapa?

[22] David: Primero nos pedia los métodos que ibamos a utilizar para probar que las conjeturas
eran ciertas, entonces yo coloqué, que para probar esto, debiamos hallar la forma de probar que
era cierto el patrén de recurrencia y la ecuacion [a, = 4n + 3]. Para esto nos valiamos del
principio de induccidon matematica, porque nosotros no podemos determinar que es cierto para
cada uno, porque en general no hay método que muestre que para el n-ésimo término esto se va a
cumplir, por eso usamos el PIM el cual nos permite garantizar que esto se cumplira.

3a) Pese a no poder probarse para cada caso particular, se puede probar para los términos de
la sucesion ya conocidos, después de ello se puede demostrar que el término n-ésimo es un
natural, asi mismo, por medio del PIM, podemos garantizar que nuestra conjetura es cierta.

[23] Inv. Cuando se utiliza el PIM, no solo se demuestra para el n-ésimo...

[24] Jests: También para el siguiente.

[25] David: n+1.

[26] Inv. [Intervencion] Para todos los términos de la progresion.

[32] Inv. En este caso se llama el k+1 término.

[38] Inv. Pero no esta escribiendo el término como lo plantea.

[39] David: ;Entonces iniciamos con el patrén de recurrencia?

[40] Inv. ;Qué hizo?, ;Qué usa?, ;Para qué es el patron de recurrencia?

[41] David: Lo uso como hipotesis. Debemos de probar que este patrén de recurrencia para el n-
¢simo término es igual a nuestra ecuacion, la cual es a,, = 4n + 3.

[42] Inv. ;Cudl es su conjetura?, ;Qué quiere demostrar?

[43] David: Quiero demostrar que el patrén de recurrencia en el n-€simo término es 4n + 3.

[44] Inv. Ahi tiene dos cosas a la vez, una cosa es el patron de recurrencia y otra cosa es
demostrar que el término a,, = 4n + 3. Lo que usted busca demostrar no es el patron, quiere
demostrar es que todos los términos de la progresion son de la forma 4n + 3.

David: si, entonces, como el minimo de mi conjunto es cero, se hace desde cero. Digamos
que, para nuestra ecuacion, 4(0) + 3 = 3, lo cual seria nuestro término ay. Lo cual se cumple.
Entonces pasamos al paso dos, suponer para un k, ponerlo como hipdtesis, entonces tengo que
a, = 4k + 3 lo cual suponemos cierto y de ahi pasamos al paso tres para probar paran = k + 1,
entonces planteamos la ecuacion, 4(k + 1) + 3 = aj,4.

Figura 12

Demostracion de David
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[46] Inv. eso es lo que quiere probar.

[47] David: si, aplicando propiedad distributiva tenemos, 4k +3 + 4, y 4k +3 =aqa;, lo
tenemos por hipdtesis, mas cuatro, entonces tenemos, aj + 4 = aj,q, lo cual es nuestra
recurrencia

Por eso tendriamos que eso seria igual a a;, 1.

[48] Inv. Uso6 el patron de recurrencia para demostrarlo. Aqui hay dos cosas. La primera es si
ustedes en verdad estan haciendo el paso base. Pero para eso tenemos que mirar si se definié bien
la conjetura. También tengo que mirar si se uso bien el paso inductivo.

[49] Inv. ;Qué datos tienen para demostrar la conjetura?

[50] Jestus: En el punto anterior se pedia las técnicas que se podian utilizar, ese punto nos sitiia en
qué vamos a utilizar para poder demostrarla, en este caso el principio de induccidon matematica.

Figura 13

Esquema de la Demostracion de David

Rp:;Cual es su conjetura?,
(Qué quiere demostrar?

Fuerte

Dy: 3,7,11,15, ..[2]
D,: Conjetura [C, de [16]]
D3:ak +4= ak+1.PR [47] ks
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L: Algebraica [Hoja de trabajo],[45], [47]
Z,: Tedrico [22,45]

En la construccion de la demostracion, David utilizé el principio de induccidon matematica,
declarado como dato (D,) extraido del inciso 3a) planteado en el problema para validar que su
conjetura es cierta, como operadores utilizé6 D, mediante la demostracion del paso base y paso
inductivo del PIM, pero no usa el principio correctamente, ya que asume la conclusion del paso
inductivo como conclusion de la demostracion. Los operadores en la demostracién no son los
mismos del planteamiento de la conjetura.

David usa representacion algebraica (L) dado que utiliza un caso genérico en la demostracion

del paso inductivo. La forma de argumentacion es estructurante ya que basa su demostracion en
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el PIM y es a su vez el soporte donde verifica si su proceso es correcto, por tanto, su control
teorico (X).

La fuerza para su demostracion es fuerte porque David contempla que usoé el método y
conoce la estructura logica del método en el contexto del problema. Contempla que el uso de la
hipétesis de induccion y del patron de recurrencia en el paso inductivo permite concluir la tesis.

La refutacion potencial gira en torno a poner en duda cual es la conjetura que quiere demostrar.

Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva
Tabla 6

Comparacion del sistema de referencia de David

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
Cl:an_1+4'=an C1:4(k+1)+3=ak+1

C,:n — ésimo término es
a,=4n+3,n=>0
OPERADORES OPERADORES

Ri: D, Rs: Ry. 3,7,11,15, ...,4n + 3. usando el PIM,

R,: va creciendo de 4 en 4. se tiene que:

R3: el quinto es 15+4=19, el sexto 19+4=23. Re¢:l. n=0, 4(0)+3=3=qa; lo cual

R4: Dy, 3,21 +4,a,+4,...,a,_1 +4(=a,). cumple
Ry:2.n=k,4(k)+3 =aqay
Rg:3.n=k+1,4k+1)+3=ay;
Rg: por Ry, 4k+3+4=a,+4=ay:

g.p.d.
REPRESENTACION REPRESENTACION
L: algebraica L: algebraica
ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
X, percepcion X,: regla matematica X: Teoérico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Tabla 7

Comparacion del sistema estructural de David

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Estructurante Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por recurrencia Demostracion por induccion

RUPTURA ESTRUCTURAL
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En este proceso de argumentacion de conjetura y demostracion se verifica una ruptura
cognitiva dada la ruptura estructural, ya que los operadores usados en la demostracion son
distintos a los usados para plantear la conjetura.

Aunque se provoco la ruptura, se identificd la dificultad (Jg) pues, el estudiante asume la
conclusion del paso inductivo como la conclusion de la demostracion, lo cual muestra que (1) el
estudiante no contempla que es demostrada la proposicion cuando son demostrados el paso base

y el paso inductivo y (2) asumen el paso base como un requisito desligado de la demostracion.
6.2. Analisis del Nucleo 2: Recursividad
Analisis del problema 1 para Gabriela

A continuacion, se presenta el analisis del problema 1 del Nucleo 2. Este fue abordado por

los estudiantes Jests, David y Gabriela de manera individual y conjunta.

Figura 14
Enunciado del Problema 1- Nucleo 2

Problema 1:
Hallar a,, si se conoce que a, = 1y que, para todo natural, a,, = 2a,-; + 3

1) Explorando conjeturas

a) ;Cudl es el décimo término de la sucesién? Justifique su respuesta.
b) (Cudl es el centésimo término de la sucesién? Justifique su respuesta.
¢) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término. Justifique su respuesta.

d) ;Cudl es la representacion algebraica del n — ésimo término de la sucesién?
Justifique su respuesta.

e) (El patrén de recurrencia del inciso ¢) cumple la expresiéon enunciada en el
inciso anterior? Justifique su respuesta.

Luego de mostrarles el problema se indico trabajar de manera individual en el planteamiento
de la conjetura, cada estudiante en su hoja de trabajo responde a los incisos en el orden que vea
mas asequible. Luego de 15 minutos el investigador interviene preguntando si abordaron todos

los incisos para comenzar la discusion del problema y sus resultados.
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Planteamiento de conjetura

Al iniciar, los estudiantes empezaron realizando los calculos de los primeros términos con la
calculadora y respondieron los incisos del enunciado del problema, entre ellos corrigieron los
calculos de los términos encontrados y posteriormente se dio la siguiente discusion cuando se
les pregunto ;qué hicieron?

[3] Jesus: Estamos hallando el patrén de recurrencia, yo digo que aumenta en potencias de dos.
[4] Gabriela: Yo digo que aumenta en la diferencia. Osea 5-1=4, 13-5=8, ahi tenemos el doble de
la diferencia anterior.

Figura 15

Proceso de generalizacion de Gabriela

d) Qo= 2001 + 3 = 2Qq + 3
Qo = 1 Au=2(29)+3=6
Qi = 2()t3=5 )4 Gs=2(6{)+2= 125
Q.= 2(5)t3=13 Js Qe = 2(125) + 3 = 253
Q. - 2(13)+3-2q9 2672 G = 2(253) + 3 = 509
as = 2(509)4 3= fopf M- 2(1021) +2 = 2045

EmonceS  Ow = 2(2045) +
ds = 2045

3= 4093

[5] Inv. Eso también son potencias de 2, estan en lo mismo.
[6] Gabriela: Ah, okey.
[7] Inv. ;Ese seria el patron de recurrencia?
|8] Gabriela: Me piden el centésimo término, entonces, empezando desde cero seria el término
Aq9, entonces lo anoté asi agg = 2aqg + 3. Pero no lo encontré.
Figura 16

Proceso de Generalizacion de Gabriela
(/) "J’H /ZQT- | 3

C) Qo -CQny = 2% — Qo =2""+ Qn.

200+ 3 = (0o +3)= 200+ 3 - 2004 -3

O RO
:
D

[9] Inv. ;/Cudl es ese término?

[10] Gabriela: No sé, no he llegado hasta alla.

[11] Inv. ;Cuanto vale el término agg?

[12] Gabriela: No sé, no lo he descifrado.

[13] Inv. Tiene razén en lo que dijo, que entre término y término hay una diferencia y tiene un
patron en esa diferencia, un patrén indica que es algo que se repite de la misma forma, y
recurrencia indica que no siempre sera constante. ;Cual es el patron de recurrencia? - Que la
diferencia aumenta siempre en potencias de 2, y es una relacion variable.

[14] Inv. Pero ahi deben saber en qué tipo de potencias, qué tipo de exponente, si es 2™ ¢ 271,
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Se hacen correcciones de signos en las ecuaciones recursivas que proponen como patron de
recurrencia. Recalcando que el patron de recurrencia es la diferencia entre términos
consecutivos.
[16] Inv. En el siguiente inciso pueden plantear la respuesta usando el patron, ;Coémo definieron
el patron?
[17] David: jAh! (David se da cuenta de algo).
[18] David: Al parecer si me dio, pero con el anterior (a,_4), se halla el siguiente.
[19] Inv. Si encontr6 el anterior de forma algebraica pues los demés también; pero ahi hay un
error, mire como define a,,_4, hubo un error en un signo.

Ap — Ap_q = 2n+1

2a,_1 +3 —a,_, =21

ap_, +3=2"*1

Ap_q =21 +3
Error al despejar a,,_1, se hizo la correccion en el momento.
[21] David: Ah si, este es “-3”. a,_, = 2"*1 -3
Una vez definié a,_,, plantea a,, = 2"*? — 3
[22] Inv. Asi es.
David comienza a verificar si la ecuacion corregida cumple con los primeros datos del
problema, entre las hipotesis y los términos encontrados.
[23] David: El primero seria ay = 2°*2 -3 =4-3 =1

a, =21%2-3=8-3=5
a, =2?"?2-3=16-3=13
Entonces aparentemente esti bien, este es a, = 2% — 3
Ahora si probamos que cumple el patron de recurrencia que teniamos al inicio.
[24] Inv. ;Qué dice Gabriela?
Gabriela: Veo que hay como 2™ pero también la relacion del 3, la expresion es como 2™ +

3(n— 1), Pero no me da.
[26] Inv. Hay que seguir intentando con otra forma. Recuerden que el patron de recurrencia les
facilita la demostracion y les facilita el planteamiento de la conjetura. Desde el punto de vista de
las ecuaciones; si tenemos dos ecuaciones y dos incognitas, podemos encontrar el valor de las
incognitas, la relacion que les doy al inicio es una ecuacion y el patron de recurrencia es otra
ecuacion, entonces tiene dos ecuaciones, dos incognitas, lo pueden ver asi.
[27] Jesus: {Como dos sistemas?
[28] Inv. Un sistema 2x2, pero antes de verlo como una matriz, es mejor resolverlo por
sustitucion, igualacion, eliminacion, les estoy dando como una pista, pero lo pueden hacer
mirando otras cosas.
[29] Inv. David ;puede compartir lo que ha hecho para plantear la conjetura?
[30] David: Para hallar el n-ésimo término, me guié por el patron de recurrencia que hallamos. A
través de esto, pude despejar el n-ésimo término y asi mismo, este cumple el patron de
recurrencia.
David explica a sus comparieros el proceso que realizo para encontrar el n-ésimo término.
[31] Inv. ;Qué dice Gabriela? ;confuso? Inténtenlo hacer ustedes teniendo en cuenta lo que
David comento, miren los resultados de los primeros diez términos, ;sera que tendran relacion
con lo que David estéd planteando?
Gabriela también replica el proceso para convencerse de lo que hicieron sus comparieros.
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Figura 17

Proceso de generalizacion de Gabriela para plantear la conjetura
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[32] Gabriela: Yo puse, Conjetura: Vn = 0 se cumple que a,, = 2"*% — 3, donde aq = 1
[33] Jesus: ;Cuando usted se refiere a definir la conjetura, a qué se refiere?
[34] Inv. Es esto (seiialo a la conjetura planteada por Gabriela), 1o que encontraron en la
primera parte fue el término n-ésimo, y lo que usaron para justificarlo fueron los datos, pero el
como se hacer el patron de recurrencia depende de ustedes. Definir el conjunto hace parte del
coémo. Ya tienen la conjetura ;Cémo sabemos si esta bien definido?

Figura 18

Esquema del planteamiento de conjetura de Gabriela

- Ry ;: Cuanto vale el término agg [11]
Débil Rp2: @, = 2% — 3[23]

D, ap = 1,a, = 2ay_; + 3 [HT] /' Cyiay, — ay_y = 271 [4] |
D,: 1,5,13,29,61,125, Cy: Qg9 = 2agg + 3 [8] !
253,509,1021, 2045, ... [HT] 1 Ci:Vn=0,a,=1,
D;: D: @, = 2™% — 3 [23] a,=2""2-3[32]

R,: El Patron de recurrencia es la diferencia. Es
decir, 5-1=4, 13-5=8.[4]

R,: El centésimo término es agg = 2aqg + 3, pero
no se definié el valor exacto. [8]

R3: Son potencias de 2™ pero también relaciona al
3, la expresién es 2" + 3(n — 1). [25]

Rs: Da. [23]

|
L: Numeérica/Algebraica [HT]
T,: Percepcidén I,: Calculadora

Dada la estructura inductiva del problema planteado, Gabriela no logré plantear su propia
conjetura, se baso en el resultado encontrado por David; por tanto, el planteamiento de conjeturas
de Gabriela fue un proceso de argumentacion estructurante, pues justifica su conjetura como un

hecho a partir de la discusion generada con el grupo, los procedimientos de calculo realizados
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para encontrar los primeros términos hasta a;, contribuyeron a la construccion de una
recurrencia que brindé informacion para plantear la conjetura (C;). La representacion (L) del
estudiante es numérica/algebraica porque realizé calculos numéricos para encontrar una
recurrencia (C;) sin lograr identificar el n-ésimo término por cuenta propia, pero si usa

representacion algebraica para definir su expresion.

El operador R; es un proceso extraido de los datos que permiten generalizar una
caracteristica de las progresiones y encontrar el patrén de recurrencia. Al no encontrar el n —
ésimo término, describe R, como resultado de indagar en el problema siendo consciente que el
objetivo no fue alcanzado. Esta recursion esta basada en las hipdtesis del problema, pero requiere
de un nimero considerable de calculos predecesores que no encontrd, lo cual no favorece su
justificacion. La estructura de control es perceptiva, ya que no se basé en reglas matematicas
para justificar su conjetura, la calculadora se convierte en su estructura de control porque la usa
como recurso para verificar sus resultados. En [11] la pregunta se convierte en refutacion
potencial (Rpq), porque cuestiona al estudiante si la expresion aqq = 2agg + 3 responde a la
pregunta planteada para la generalizacion de los términos de la progresion. El aporte de David

para el planteamiento de la conjetura se convierte en Ry,, ya que, al no lograr un resultado,

Gabriela elige la conjetura de David como su conclusion (C3).

Demostracion

[35] Inv. ;Quién quiere iniciar explicando la demostracion?
[36] Jestis: Empezamos definiendo un conjunto donde estdn todos los a,. Miremos primero
como base de induccion que a, como primer elemento pertenece al conjunto.
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Figura 19

Demostracion de Jesus

\/-'. mple Gex =2

[37] Inv. Okey, pero ahi concluyo el paso inductivo.

[38] Jests: Si, la conclusion es que para todo a,, se cumple que a,, = 2"*% — 3

[39] Inv. Okey.

[40] Jests: Es importante enunciarla en todos los casos.

[41] Inv. Hay una parte en el paso base que, aunque sea pequefia, es importante. Asi como usted
(Jesus) lo escribio, en el orden que estd escrito, como lo tiene escrito, no es la demostracion del
paso base. Pero como lo esta relatando, le comprendi que lo esta demostrando. ;Qué es lo que se
quiere demostrar? Que todos los términos se pueden escribir de la misma forma.

[42] Inv. Habrd momentos donde se note més. Ahora vamos con David.

[43] David: Sea ap =1, y a, = 2a,-, +3, n € N,a, = 2"*2 — 3, usando el Principio de
induccion matematica verificamos lo siguiente: que ay, = 1, pertenece al conjunto inductivo S,
pues ap =1=2°%2-3=22-3=4—-3=1, entonces a, € S. Continuamos al paso dos,
suponemos que a;, = 2872 — 3, es cierto para todo k € N entonces ay.,;, como se habia definido
al inicio, por recursion tenemos que a, ., = 2a; + 3, por hipdtesis de induccion esto es: ayyq =
2% (2K*2 —3) + 3 = (2%*3 — 6) + 3 = 2k*3 — 3, asi podemos ver que se puede escribir de la
forma ay,, = 2K*D+2 — 3, osea que a4 € S, por lo cual Vn € Ny, a,, = 2™*2 — 3.

[44] Inv. cuando demuestran que a; .4 esta en el conjunto, ;Qué se estd indicando?

[46] David: Que los elementos se pueden escribir de la misma forma para todo el conjunto.

[47] Gabriela: Es como una implicacion, lo que usted mencionaba, si cumple para algiun k

natural, eso indica que se cumple para ay, a, y asi para el siguiente a,.
[48] David: Ah cierto.
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[49] Inv. El solo hecho de decir que a;,; estd en el conjunto eso no me dice nada, lo que si se
puede decir es que como a; estd en el conjunto y muestro que el siguiente elemento también
esta, eso ya es una implicacion, no es una comprobaciéon de que el elemento esta ahi.

[50] David: jAh!

[51] Inv. Teniendo en cuenta los dos pasos es que puedo concluir la demostracion, no sélo la
conclusion del paso inductivo, porque demostrar la base le permite decir que a partir de ahi va a
iniciar como algo verdadero, como su proposicion inicial; la implicacion es la que le permite
avanzar y hacer la generalizacion, pero no puede avanzar sin el paso base. Entonces la verdadera
conclusion es, por los pasos base e inductivo es que puede demostrar la conjetura.

|52] Gabriela: Yo lo hice igual pero no defini el conjunto.

Figura 20

Demostracion de Gabriela
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A continuacion, se presenta el esquema que sintetiza el proceso de argumentacion de la

demostracion de Gabriela.

Figura 21

Esquema de la demostracion de Gabriela

| Probable |

D,
D,
D,

conjunto donde estan todos los a,,[36]

R,: Demostracién

de Jesus

tag = 1,a, = 2a,-; + 3 [HT]
:¥Yn=0,a, =2""-3

: I:'Bueno empezamos definiendo un

C,:¥n=0,a, =2"*2 -3

1°" término. [HT]

Rs:n = 0.ap = 2°%% —3 = 4 — 3 = 1, entonces tenemos se cumple para el

Rg: Supongamos que se cumple paran = k, esto es: q = 2a;-; + 3 &
a; = 2¥*2 — 3 (h.i.) y veamos que se cumpla paran = k + 1: @y =

2a; + 3 © agyq = 202 3 = 2%+3 _ 3 Entonces a4y = 2a; +3 =
2(2¥*2 - 3) +3 =23 — 6+ 3 = 2¥*3 — 3, [HT]

L: Algebraica [HT]
T, :tedrico [HT]
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En la construccion de la demostracion, Gabriela utilizé el PIM como operador en Rs, Rg, R,
valido su proceso mediante la demostracion del paso base y paso inductivo del PIM, pero no usa
el principio correctamente, Gabriela escribe ay, = 2° + 1 = 2, la hipotesis en el paso base es
ay, = 2, basado en la conjetura, la conclusion gira alrededor de representar los términos de la
forma 2™ + 1, Gabriela asume la conclusion del paso base como argumento de su demostracion;
ademas asume la conclusion del paso inductivo como conclusion de la demostracion. Los
operadores en la demostracion no son los mismos del planteamiento de la conjetura, se
movilizaron de ser procesos de calculo y ejemplos a formar un conjunto de operadores de una

regla tedrica.

Gabriela usa la representacion algebraica (L) ya que el PIM lo requiri6 en el cuantificador de
la proposiciéon a demostrar. La forma de argumentacion es estructurante ya que basa su

demostracion en el PIM y por tanto su control es teorico (2).

La fuerza para su demostracion es probable porque la estudiante contempla que uso el
método, pero escribié la demostracion en forma algoritmica recurriendo a conocimientos
previos, pero si se convencié de estar matematicamente bien escrito al seguir la estructura del

PIM. La refutacion R,, en [36] giran en torno a poner en duda como escribi6 su demostracion.

Gabriela retoma el aporte de Jesus (D3) en el momento de la discusion y modifica su
demostracion, lo usa como argumento en el proceso de su demostracion del paso base, pero no lo

uso en el paso inductivo, por tanto, no influye en el resto de la demostracion.
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Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva
Tabla 8

Comparacion del sistema de referencia de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
Cl:an_an_l =21’l+1 C3:Vn20,a0 = 1,an =2n+2_3

Cz:agg = 2a98+3
C3:¥n>0,ay = 1,a, = 2"2-3

OPERADORES OPERADORES
Ry: El Patron de recurrencia es la Rs: n=0. qy=2"2-3=4-3=1,
diferencia. Es decir, 5-1=4, 13-5=8. entonces tenemos se cumple para el 1¢

R,: El centésimo término es agg = 2a9g + término.

3, pero no se definid el valor exacto. Re: SllpOl’lgal‘IZlOS que ;e cumple para n = k,
1 s N = _ f—

Rz: Son potencias de 2" pero también estoes: dy = 2ax-—1 +

— ok+2 _ ;
relaciona al 3, la expresion es 2" + @ =2 3 (L) y veamos que se cumpla
para n=k+1: apy =2a;,+3 S agyq =

3(n—1).
R(' D ) 20+1)+2 _ 3 — 2k+3 _ 3 Entonces aj4q =
48 2ap +3=2(2"2-3)+3=2K3 -6+
3=2k3_3
REPRESENTACION REPRESENTACION
L: Numérica/algebraica L: algebraica
ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
21: Percepcion X,: calculadora 2 Teorico
RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA
Tabla 9

Comparacion del sistema estructural de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Estructurante Estructurante
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por recurrencia Demostracion por induccion

RUPTURA ESTRUCTURAL

Gabriela no plantea su propia conjetura, sin embargo, los operadores usados en la
demostracion son distintos a los usados para plantear la conjetura, por tanto, en este proceso se

verifica una ruptura cognitiva dada la ruptura referencial y estructural.
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Aunque se provoco la ruptura, se identifico la dificultad (J,) en el proceso de la demostracion
del paso base, dado que usé la sucesion a demostrar como un paso de la demostracion, esto se
evidencia cuando evalua en la sucesion el primer elemento, pero no concluye que el primer
elemento se puede escribir en término de la sucesion a demostrar. Otras dificultades identificadas
son (Js) vy (J¢); Gabriela asume la conclusion del paso inductivo como la conclusion de la
demostracion, lo cual muestra que (1) el estudiante no contempla que es demostrada la
proposicion cuando son demostrados el paso base y el paso inductivo y (2) asumen el paso base

como un requisito desligado de la demostracion.

Analisis del problema 2 para Gabriela

A continuacion, se presenta el analisis del problema 2 del Nucleo 2: recursividades, se

presenta el proceso de Gabriela.

Figura 22
Enunciado del problema 2-Nucleo 2

Problema 2:
Hallar a,, si se conoce que a; = 2, a; = 3y que para todo naturaln = 2,
a, = 30,1 — 20a,_;
1) Explorando conjeturas
a) ;Cual es el décimo término de la sucesién? Justifique su respuesta.
b) (Cual es el centésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
c) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término. Justifique su respuesta.

d) ;Cual es la representacién algebraica del n — ésimo término de la sucesién?
Justifique su respuesta.

e) (El patrén de recurrencia del inciso ¢) cumple la expresién enunciada en el
inciso anterior? Justifique su respuesta.

Planteamiento de conjetura

[1] Inv. ;Coémo va?

[2] Gabriela: Pues aqui, mas o menos lo mismo que hemos hecho en las otras sesiones, tratar
de ver cuales la diferencia entre un término y el otro, entonces numéricamente ya sé que
son las potencias de 2. Pero no he podido encontrar una forma general que no dependa de algin
término.
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Figura 23

Proceso de argumentacion de Gabriela para el planteamiento de la conjetura

a) @ = 2 Yi=2° Q. - 3(1})—2@*33)16 :5224’
o= 3 L Q= 3(233)-2(1}) = 65)
02 L, 3(3)_ 2(2): 5 2- Qs = 3)(653 3 2(33) = 1Qq

Q: = 3(5)-2(3)- q 04 ~2° Qs = 3(12a) - 2(65) = 257
G~ 50) - g(g)- 13 JB=20 — T = 225%) - 2(429) = 513

[3] Inv. ;| Mir6 las diferencias?
[4] Gabriela: Si
[5] Inv. | Mir6 los resultados de cada término?, por ejemplo, ;Quién es a4, a,, as, ay, as?
[6] Gabriela: Si.
[7] Inv. ;{De ahi no encontr6 un patron, ni nada para generalizar?
[8] Gabriela: no, no he encontrado nada.
[9] Inv. Yo sugiero que comience a generalizar los resultados de los términos de la sucesion,
quizas asi encuentre regularidades.
[10] Gabriela: Inicialmente pensé que eran los primos, pero no todos.
[11] Inv. ;Serd que 129 es primo? ;el 33?
[12] Gabriela: Si, el 33 tampoco es primo.
Minutos después
[13] Gabriela: Ya.
[14] Inv. ;Como lo hizo?
[15] Gabriela: Lo que dije al principio que eran las potencias de dos. Es 2 x 2"~ 1 + 1.
[16] Inv. ;Como llego a eso?
[17] Gabriela: Mirando esto (sefiala imagen), como vi que iban quedando los impares, entonces
vi una relacion entre ellos de la forma 2k + 1.
Figura 24

Proceso de argumentacion de Gabriela para el planteamiento de la conjetura

= e ()
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[18] Inv. ;Y estaba buscando quien era ese k?, pero el ay no es impar.
[19] Gabriela: Si, entonces seria 2™ + 1
Empieza a evaluar casos particulares para verificar que se cumple y completa los incisos del
problema.
Figura 25

Proceso de argumentacion de Gabriela para el planteamiento de la conjetura

c) fohén de vewmencia: Qn ~Cn-q = 2"

d) a,- 2" ¥4

e @“"M) 53R 7!
b Dot ag
S0

n-4
" (\n’q“";? A - /7
(om@’wYﬂ: © defin Cn = A0y — 20a-afpr) L UMPL Gor

Bne= 2" ’}/l \{ﬂ'/O
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[20] Gabriela: jYa ahora si!

[21] Inv. Listo, ;qué tan dificil se le hizo plantear la conjetura?

[22] Gabriela: Bastante.

[23] Inv. ;Cuantas veces intentd encontrar la conjetura?

[24] Gabriela: En una intenté, pero no llegué¢ a nada. Aqui lo encontré, pero no lo veia claro
(Seriala el calculo de los casos particulares y el patron de recurrencia), luego lo de las
ecuaciones.

[25] Inv. ;{Como verificd que le estaba quedando bien lo que hacia?

[26] Gabriela: Pues en los intentos cuando encontraba algo, miraba si concuerda con alguno de
los términos que ya encontré.

[27] Inv. En el intento que le quedod bien, ;Coémo iba verificando que le iba quedando bien?

[28] Gabriela: Pues el maximo que tenia era el décimo entonces lo que iba encontrando iba
mirando a ver si cuadraba con lo que tenia acd (seriala la primera parte donde calculo los
primeros diez términos).

[29] Inv. Okey.
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Figura 26

Esquema del planteamiento de conjetura de Gabriela

Ry1: (129 es primo?
2337[11]
R,> — Ry agpnoes
p2 4- %0
| Probable I impar[18]
Dyiag=2.a;=3VYn=2, | Ci:ay — @p_y =271 [2][HT] |
a, = 3a,-1 — 2a,- [HT] % (:Vn=0,a=2a,=3 '
D,:2,3,5,9,17,33,65,129, 257, 513, ...[HT] ! a, = 2"+ 1[19] .

R,: La diferencia entre un término y el otro son potencias de 2. [2]
R,: No todos son primos. [10]
R3: Son potencias de dos: 2 » 2"~ + 1. [15]
R;: Son impares, entonces son de la forma 2k + 1. [17]
1
L: Numérica/Algebraica [HT]
%,: Calculos/Teérica [15]
T,: Casos particulares [17]

Dada la estructura inductiva del problema planteado, Gabriela intentd cuatro formas
diferentes para plantear su propia conjetura hasta lograrlo, los intentos le brindaron informacién
que le permiti6 deducir la generalidad [17], escribid los términos de la forma 2k + 1 e identificod
que los valores de k son potencias de dos (2"1). Del proceso de generalizacion deduce que los
términos son de la forma 2 * 2"~1 + 1, por tanto, el planteamiento de conjeturas de Gabriela fue
un proceso de argumentacidon constructivo, pues sus intentos contribuyeron a la construccion de
su conjetura, los procedimientos de calculo realizados para encontrar los primeros términos hasta
a,, contribuyeron a la construccion de una recurrencia que brind6 informacion para plantear la
conjetura (C;). La representacion (L) del estudiante es por una parte numérica, porque realizo los
calculos solicitados con el objetivo de encontrar la recurrencia (C;) e identificar el n-ésimo
término, y, por otra parte, es algebraica porque usa representacion algebraica al plantear la

expresion.

El operador (R;) es un proceso extraido de la construccion de problemas anteriores, permiten

generalizar una caracteristica de la sucesion recursiva y encontrar el patréon de recurrencia. Al no
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encontrar el n-ésimo término después de varios intentos (R,), usa el patron de recurrencia como
resultado de indagar en el problema, esta recursion esta basada en las hipotesis del problema. La
estructura de control es perceptiva/tedrica, ya que no se basé en reglas matematicas para
justificar su conjetura, pero si usd un teorema para generalizar con ejemplos particulares. La
calculadora es otra estructura de control porque la usa como recurso para verificar sus resultados.

En [11] la pregunta se convierte en refutacion potencial (R,;), porque hace dudar a Gabriela
sobre la conjetura emergente, R,, pone en duda el argumento de Gabriela, ya que el

contragjemplo alerta a Gabriela que su conjetura no es verdadera para todos los elementos del

conjunto, sin embargo, la misma refutacion aporta al planteamiento de la conjetura.

Demostracion

[30] Inv. ;Como demuestra el paso base? Supongo que esta utilizando induccion.

Gabriela: Tomando el primer valor que puede tomar “n” y compruebo que en este caso se
cumple la hipdtesis que me dan, en este caso me dicen que ay; = 2, y yo pongo n =0, y yo
compruebo que a, efectivamente es igual a 2.

[32] Inv. Okey, comprueba y demuestra con base a la hipdtesis

[33] Gabriela: jAh listo!

[34] Gabriela: ;Esta demostracion se hace por induccion fuerte?

[35] Inv. ;Qué quiere demostrar?

[36] Gabriela: Que ay,; = 2¥t1 + 1, pero entonces acd, yo tomo esto (@, = 3ap_; — 2ay_5)
entonces necesita el término k — 1y k — 2.

[39] Inv. Puede usar esa induccion, pero recuerde que hay otra ecuacidon que no estd usando, si
quiere escribala (a, — a,_; = 2™ 1), esa es otra hipétesis, le puede facilitar el problema. Es
decir, agy; — ax = 2% 6 agyq = 2% + ay, no estoy tomando el caso para k, si no para k + 1.
[40] Gabriela: Hum... si.

[41] Inv. Eso es una hipétesis, pero no es la hipdtesis de induccion.

Gabriela: Hum... ahora si, usando la otra hipotesis, de que la diferencia entre los dos

términos es a,, — a,_; = 2™~ ! entonces

Apsr — A = 25
Despejo a1,

Ags1 = 2K + ay
Esto lo reemplacé por hipdtesis de induccion

Aper = 2F+2F+1
Opero algebraicamente
Apep = 2%28+1

Y llego que efectivamente que a,; = 2¥t1 +1
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[43] Inv. Listo, si se dio cuenta de que se le facilito el problema con ese patron.
[44] Gabriela: Si.
[45] Inv. ;Qué pasaria si hubiera usado la otra ecuacion?
[46] Gabriela: Tendria que haber incluido que se cumple desde 0,1,..,k — 1,k términos
haciendo uso del principio de induccion fuerte creeria yo.
[47] Inv. Okey, en realidad es el mismo principio, solo que usa varios casos. No ha concluido,
(Qué quiere concluir?
[48] Gabriela: Que de lo anterior se comprueba que ay.; = 2% + 1, luego la conjetura es
valida paratodon e N6n > 0.

Figura 27

Demostracion de Gabriela
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[49] Inv. Okey, hay algo que debe tener en cuenta es que lo puede demostrar por el principio de
induccidon matematica y hay que escribir por qué.

[50] Gabriela: Hace la correccion

“Que de lo anterior se comprueba que ayx., = 2¥*1 + 1, luego por el PIM la conjetura es
valida para todon € N6n > 0.”
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Figura 28

Esquema de la demostracion de Gabriela

Rpi: Usael PR [39]
sz; No has
Probable concluido [47]
Dy:ap = 2,ay = 3,a, = 3ap-; — 2a,2[HT]

D,:Vn > 0,a = 2, a;, = 3,a, = 2" + 1[19]
D;:PR: a, — a,_, =2"!

C;:Vn € Ny,ay =2,a, =3,
a, = 2" + 1 [48] [HT]

Rs:Paran = 0,ay = 2° + 1 = 2 y en efecto ap = 2. [HT] [31]
R¢: Supongamos que se cumple para n = k, es decir: a, = 2% + 1
(h.i.) y veamos que la conjetura es valida paran = k + 1. Usando la
otra hipétesis, a,, — a,—; = 2"~ !, entonces ay 43 — Q-1 = 2F,
sy = 28K+ 2% + 1 = 2%(2) + 1 = 2¥*1 + 1 [42],[HT]
R;: De lo anterior se comprueba que a4, = 28+ + 1. [48]
I
L: Algebraica [HT]
T, :tedrico [HT]

En la construccion de la demostracion, Gabriela utilizé el principio de induccion matematica
como operadores en Rs, Rg, R, valido su proceso mediante la demostracion del paso base y paso
inductivo del PIM, empleando el razonamiento del problema anterior, por tanto, para la
demostracion del paso base, no usa el principio correctamente, pero toma en cuenta la discusion
promovida en el problema 1 sobre el papel del paso base e inductivo para la conclusion de la
demostracion. Los operadores en la demostracion no son los mismos del planteamiento de la
conjetura, se movilizaron de ser procesos de calculo y ejemplos a formar un conjunto de

operadores de una regla tedrica.

Gabriela usa la representacion algebraica (L) ya que el PIM lo requirié en el cuantificador de
la proposicion a demostrar. La forma de argumentacion es estructurante ya que basa su

demostracion en el PIM y por tanto su control tedrico (2).

La fuerza de su demostracion es probable porque contempla que us6 el método, ya que

escribio la demostracion en forma algoritmica recurriendo a conocimientos previos, pero se
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convencio de estar debidamente escrito al seguir la estructura del PIM. La refutacion R,,; en [36]

gira en torno a elegir el camino e hipotesis en el paso inductivo la cual le plantea la duda a

Gabriela de como escribir su demostracion, Ry, es una intervencion para visibilizar a Gabriela

una dificultad implicita en la demostracion.

Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva
Tabla 10

Comparacion del sistema de referencia de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION

CONCLUSION CONCLUSION

Ciray, —ap_, =2"1 Ci:Vn € Ny,ag =2,a; =3,a, =2" + 1.

C,:Vn>0,a0=2,a;, =3,a, =2"+1

OPERADORES OPERADORES
R;: La diferencia entre un término y el otro son Rg: Para n =0, ay = 2°+1 = 2 y en efecto
potencias de 2. ag = 2.
R,: No todos son primos. Rg: Supongamos que se cumple para n = k, es
R5: Son potencias de dos: 2 * 271 + 1. decir: a, =2 +1 (h.i.)y veamos que la
R4: Son impares, entonces son de la forma conjetura es valida para n = k + 1. Usando la
2k + 1. otra hipdtesis, a, —a,_; = 2™"1, entonces

Apyq — Qg = 25, Aper =2F+2k+1 =

2k@)+1=21+1
R,: De lo anterior se comprueba que ;1 =

2kt 4,
REPRESENTACION REPRESENTACION
L: Numérica/Algebraica L: Algebraica
ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
2: Calculos/teorica 2': Teorico

251 Casos particulares

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA
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Tabla 11

Comparacion del sistema estructural de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva Estructurante
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION

Inductiva por generalizacion sobre el proceso Demostracion por induccion

RUPTURA ESTRUCTURAL

Gabriela propone su propia conjetura basada en el proceso después de cuatro intentos, los
operadores usados en la demostracion son distintos a los usados para plantear la conjetura, por lo
tanto, en este proceso de argumentacion de conjetura y demostracién se verifica una ruptura
cognitiva dada la ruptura referencial y estructural.

Al igual que en el problema 1, se provocd la ruptura cognitiva, pero se identifico la dificultad
(J,) en el proceso de la demostracion del paso base, dado que Gabriela us6 la sucesion como un
paso en la demostracion. Esto se evidencia cuando solo evalud el primer elemento, sin concluir
que el primer elemento se puede escribir en términos de la sucesion, lo cual era el objetivo de su
conjetura. Lo anterior también manifiesta la dificultad (J5); Gabriela asume el paso base como un

requisito mecanico y desligado de la demostracion.

Analisis del problema 3 para Gabriela

A continuacion, se presenta el andlisis del problema 3 del Nucleo 2 del proceso de Gabriela.
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Figura 29
Enunciado del Problema 3-Nucleo 2

Problema retador:
Hallar a,,, si se conoce que a; = 2, a, = 8y que para todo naturaln = 3,
an = 4((1,,_1 - an-:)

1) Explorando conjeturas

a) ;Cual es el décimo término de la sucesion? justifique su respuesia.

b) (Cual es el centésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.

c) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término. Justifique su respuesta.

d) ;Cual es la representacién algebraica del n — ésimo término de la sucesién?
Justifique su respuesta.

e) (El patrén de recurrencia del inciso c¢) cumple la expresién enunciada en el
inciso anterior? Justifique su respuesta.

Planteamiento de conjetura

[1] Inv. ;Coémo va?
|2] Gabriela: muy dificil.
[3] Inv. ;Por que? ;Qué paso?
|[4] Gabriela: Porque no encuentro nada, no veo nada acé, asi como en los otros dos ejercicios
que, asi como potencias de dos, la diferencia, algo similar.
Figura 30

Proceso argumentacion de Gabriela para plantear la conjetura

fodema vefador : |
2
a Q=2 )6 e = 4(460-643 = %4 }3 b
Qr =8 DG Qs = 4(2%4- 160) = €46 V2
0s = 4(3-2)-24 Yo e -4 (506 - 324) - 2048°
Qa = 4(24-3)= 64 w% Oa = 4(204% - €96) = 460% 5632
Qs = 4(69-24) = 160 Qo - 4(450% -2048) = 10240
Decimo o

[5] Gabriela: Todos son pares.

[6] Inv. Entonces los términos tienen un factor de dos. Eso es una generalidad, ;qué otra cosa
observo? recuerde que los nimeros lo podemos descomponer en factores primos.

[7] Gabriela: Si, también lo intenté, pero tampoco.

[8] Inv. Por ejemplo 24, en factores primos es 3 * 23

[9] Gabriela: Si, pero este es a; = 2 = 21,a, = 8 = 23, pero a; = 24 ya se sube mucho.

[10] Inv. Siesees 24 = 3 * 23 yel otroes 64 = 2°,y 160 = 10 * 16 = 2 * 5 x 2% Osea, 5 * 2°
[11] Gabriela: Si 5%¥25 = 5 * 32
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[12] Inv. Si, ;y el otro como es?
[13] Gabriela: A ver, toca probar, uy no, ;falta algo mas?
[14] Inv. Pues siga descomponiéndolo.
[15] Gabriela: Voy en 28, pero me sali6 de nuevo.
[16] Inv. Pero todavia faltan factores, divida 384/2° cuanto le da.
[17] Gabriela: Seis. (usa calculadora para hallar los valores), a ver otra vez de nuevo.
[18] Inv. ;Qué tal le fue?
[19] Gabriela: No, con factores primos no me dio, pero creo que ya la encontré.
[20] Inv. Esa era una estrategia, no es la nica.
[21] Gabriela: Pero creo que ahora si
Gabriela intento generalizar la sucesion basado en el proceso, pero no obtuvo resultados.
[22] Inv. Un consejo, puede ayudarse con el patron de recurrencia.
[23] Gabriela: El patron no esta, no encuentro ningin patron. Si sé que tiene que ver con las
restas, pero es que devolverme es tedioso.
[24] Inv. Para devolverse no es necesario hacer todos los n pasos, es generalizar.
[25] Gabriela: Es que con poquitos no soy capaz, entonces no s¢.
[26] Inv. Otra sugerencia seria sacar factores en los resultados de las diferencias.
Hizo descomposiciones de factores primos a las diferencias de los términos consecutivos.
[27] Gabriela: Pero tampoco encuentro algo. ;Sigo sacando factores?
[28] Inv. Si
[29] Gabriela: Hubo un momento en el que senti que lo tenia, pero luego se me fue.
[30] Inv. También puede hacer esto.
a, =2
a, =8
a; =4(8—-2)=4(6) =83 =24
a, = 4(24 —8) = 4(16) = 64
an =4(an-1 — Ap-2)
Realizo varios casos hasta visibilizar informacion para generalizar.
Inv. Este es el proceso, ;Qué podemos encontrar de los términos en comun? Si estos no
bastan, entonces hay que hacer mas, ;Cudntos mas? Los que necesite.
as = 4(64 — 24) = 4(40) = 160
[32] Inv. ;Sera que con esos me basta? ;hay algo en comin?
Gabriela: Todos los cuatros
Inv. Note que 8 * 3 = 23 % 3
4(16) = 4 % 2*
ademas
4(40) = 4%4%10=4+4+2+x5=22%22%2+5=25%5
[35] Inv. Verifica
[36] Gabriela: Si
[37] Inv. ;Cuanto tiempo hemos estado aqui?
[38] Gabriela: Ya vamos para la hora.
Inv. Si quiere hagamos a¢
ag =4(160 — 64) = 4(96) =4(2+48) =4 x2x(6%8) =22 %x2x2x3 %23
(Cuantos factores de dos hay?
Gabriela: Hay siete
Inv. ;Cuéntos hay aqui?



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 120

oculto con la mano un factor de dos y el factor de tres.
|42] Gabriela: Hay seis.
[43] Inv. ;Cuanto vale esto? (las multiplicaciones de los factores 2*3, factores ocultos)
22x2x(2%3)x23=2%5x6
|44] Gabriela iba revisando todos los términos para identificar la generalidad.
Gabriela: ;Pero todos son asi? Recalcé lo escrito en el caso a; = 8 * 3 = 23 % 3
[45] Gabriela: a; =1#%2Y,a, =2%2%,a; =233 Ah okey es 2" xn. Entonces a; =
100 = 2190 (Respuesta del inciso b))
[46] Inv. Estoes ay, = 4(16) =4x2% a,=8=2%2%y,a, =2=1x21
[47] Gabriela: Si, y yo no lo vi, y yo los descompuse todos.
[48] Inv. ;En este problema utiliz6 algo de lo que hicimos en el anterior problema?
[49] Gabriela: Si claro, las potencias de dos y las diferencias, para buscar el patron.
Cinco minutos después.
[50] Gabriela: Ya tengo el patron, la representacion algebraica y ahora estoy mirando el inciso
e), pero otra vez me confundi como reemplazarlo.
Figura 31

Proceso argumentacion de Gabriela para plantear la conjetura

)G - Qn-t = 2" (n) = 2" (n4)

= 2*(2n - 1)) ‘

d) legrettacion algdarca ~ Cn = 92"(n)
&) 2'(n)- 2 (1) - 9™ (n+4)
2""(2n-(n-1)) = 9" (nH)
2“(“”\\ - 2“"(n¢4\

[51] Inv. ;Como es el patron?
[52] Gabriela: 2" 1(n + 1)
Figura 32

Esquema del planteamiento de conjetura de Gabriela

Rplz Inv. Descompone
en factores primos,
| Débil | (Hay algo en comtin en
Dy:a; =2,a, =8,Vn =3, todos los términos?
an = 4(ay-1 — an—2)[HT]
D,: Los primeros diez términos [HT]
D3: Inv. Descompone los nimeros en factores
primos. [6]
Dy Inv.a; =1*2La3 =23%3,a, =
4x2% a;=25%5a,=26+6

~ C,: Todos son pares. [5] |
C,: Es 2™ * n[45] :
I

Ry:Dyiay =2,a,=8Vn=>3,a, =
4(ap—, — ap—3). Dy: Los primeros diez
términos, D3: Inv. Descompone los nimeros
en factores primos.

1
L: Numérica/Algebraica [HT]
Z,: percepcion X,: calculadora [17]
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Dada la estructura inductiva del problema planteado, Gabriela no logré plantear su propia
conjetura, fue necesario intervenir para aportar indicios y asi Gabriela identificara una conjetura;
por tanto, el planteamiento de conjeturas de Gabriela fue un proceso de argumentacion
estructurante, pues justifica su conjetura basada en un hecho producto de la intervencion del
investigador; los procedimientos de calculo realizados para encontrar los primeros términos hasta
a4, no contribuyeron a la construccion del término n-ésimo porque no identificod patrones sobre
el valor numérico de cada término, pero después de la intervencion, la estructura de control (2,)
verifica la conjetura (C,). La representacion (L) es algebraica porque se baso en la explicacion

del Investigador para plantear sus expresiones y estas fueron algebraicas.

El operador R; es un indicador del uso de operadores usados en anteriores problemas y de
datos del actual problema sin encontrar un resultado. Al no encontrar el n-ésimo término, la
intervencion del investigador permitié a Gabriela identificar la conjetura que el problema prevé
teniendo en cuenta el tiempo transcurrido, por tanto, Gabriela no logr6 plantear su conjetura. La
estructura de control es perceptiva, ya que no se basd en reglas matematicas para justificar su
conjetura, la calculadora se convierte en su estructura de control porque la usa como recurso para
verificar sus resultados. En [6] la sugerencia se convierte en refutacion potencial (Rpq), porque
da alternativas a Gabriela sin mostrar qué conjetura se busca plantear. La intervencion del

investigador es una refutacion potencial Ry, ya que esclarece el camino que debe seguir para

obtener un resultado, de este modo, Gabriela logré identificar lo que el investigador intentd

mostrar, basada en esos procedimientos (del [30] al [44]) consiguid plantear la conjetura (C5).

Demostracion

[53] Inv. ;Como le fue?
[54] Gabriela: Bien, La conjetura es: Para todo n > 1, tal que a, = 4(a,_1 — an_2) y an —
Ap_1 =2""1(n+1),cona, = 2ya, =8, se cumple que a, = 2" (n).
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[55] Inv. ;Las demostraciones en este tipo de problemas son muy diferentes a lo que ha hecho
antes en sus materias?

[56] Gabriela: Se hacen mas faciles

[57] Inv. ;Por qué?

[58] Gabriela: Porque uno revisa lo que ya ha hecho y lo aplica aca.

[59] Inv. Cuando dice lo que ya ha hecho, ;a qué se refiere?

[60] Gabriela: Lo he hecho en la primera parte del problema.

[61] Inv. ;Qué revis6d? ;Qué uso?

Gabriela: Planteé¢ la conjetura, hice la base y al llegar aca (seriala el paso inductivo),
entonces cuando empiezo a hacer como tal la demostracion, es un poco como lo que ya hice al
intentar encontrar el patron de recurrencia, o cuando queria comprobar si la forma en como yo lo
estaba definiendo me cumplia. Digamos, cuando uso las hipotesis

Qerr = 4(ay — ag_1)
a, = 2%(k)
Y es cuando empiezo a factorizar (en potencias de dos) y que 4 = 22, es como un poco de lo
mismo.
Figura 33

Demostracion de Gabriela

Demoshvacion (P mduccion)
‘) Namos a m ()’.Ob(n Qe <€ (\,vm‘fu para el Aer .“.” NG

0= 2'0) =2 -

[63] Inv. ;Este procedimiento es el mismo que el que us6 para verificar? ;Qué es lo que tiene aca
que no tiene alla?
[64] Gabriela: Que alla lo estaba verificando y aca lo estoy demostrando.
[65] Inv. Use eso (a, = 2¥(k)) dentro de la demostracion, porque esto es la hipdtesis de
induccion.
[66] Gabriela: Hum... okey.
[67] Inv. ;A qué se refiere con el paso base?
[68] Gabriela: comprobar que la conjetura cumple con el primer término que me dan en este
caso.
[69] Inv. Okey, pero lo que sabe es que a; = 2, ain no sabe que a, se puede escribir asi (21(1)).
[70] Gabriela: No, eso es lo que quiero probar.
[71] Inv. Exacto y lo esta usando. Se ve muy trivial, pero como es trivial se pasa por alto.
[72] Gabriela: Como que implicitamente estoy usando lo que quiero demostrar.
[73] Inv. Ahora bien, supongamos que se cumple para algun k-ésimo término natural, osea se
elige uno cualquiera ;Qué se busca probar?

Gabriela: Que para el k + 1 término también sea verdadera la expresion, es decir que el k +
1 término pertenece al conjunto de la sucesion.
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Figura 34

Demostracion de Gabriela

u} S‘.‘wl‘n\']nnlgj ar R rump'u la (Ont(“‘h(u [Il”:ﬂ (l K-e¢imo lermino y
N 1 v
~ |4
e duv - O = 9%(k) g weamor que pma el (kM) Yemino
famd  ro vevdodua (o exprestén
= 4@ -0

42 0) - (27 _4))) > biordo la_hip de
42 (- 27 (k1)
=9(2 (o - (H)))
= QM (26 -k H)
= 2H4 (e4t)

: | oM la w et es vslida jora dodo "

[75] Inv. Que el k + 1 termlno tamblen se puede escribir de esa forma.
[76] Gabriela: Si

[77] Inv. También es importante aclarar que ahi hay que usar varias hipotesis de induccion,
puede elegir las necesarias, en este caso solo dos porque es asi como se define la ecuacion
recursiva.

[78] Inv. ;Como concluye su demostracion?

[79] Gabriela: Entonces empiezo asi, uso la forma en que me definen la sucesion para el a1,
también usando la hipotesis de induccion donde digo que se cumple para cualquier k, a; =
2k (k).

[80] Inv. A pesar de que no usé el patrén de recurrencia, si uso la relacion de recurrencia,
entonces si se utiliza una relacion de recurrencia cualquiera, asi sea el patrén o sea otra, se hara
mas fécil la demostracion.

[81] Gabriela: Si, en este caso me parecid mas facil asi.

[82] Inv. Okey, (qué hizo después de eso?

[83] Gabriela: Operé y efectivamente llegué a que ay,,; = 2¥*1(k + 1) y entonces concluyo que
por el principio de induccidn matematica la conjetura es valida para todo n > 1.

[84] Inv. Como sugerencia, es bueno concluir de la siguiente manera, por i), ii) y por el PIM se
cumple la conjetura. ((i) y ii) son los pasos base e inductivo de la demostracion de Gabriela)
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Figura 35

Esquema de la demostracion de Gabriela

Rpy: Sabe que a; = 2,
pero no sabe que a; se
Fuerte puede escribir asi (21(1))

D;:a; = 2,a, = 8§,
vn = 3,a, = 4(ay-1 — ap—»)[HT]
D,:VneN,a; =2,a, =8
a, = 2"n [45]
D3: PR- a, — a1 = 2" 1 (n + 1)[52]

R;:a; = 21(1) = 2. [HT] [62]

R,4: Supongamos que se cumple la conjetura para el k-ésimo término,

ay = 2¥(k) (h.i.) y veamos que para el (k + 1) término se cumple. [HT]
Rs: ag4+1 = 4(ai — ax—1), usando la otra hipotesis, 4(ay — agx—1)=

42K (k) — 2871 (k — 1)) = 22(2%(k) — 2% 1(k — 1)) = 22 (2"“1(2k -

(k— 1)) = 2¥+2(2k — k + 1) = 2**1(k + 1) [83] [HT]
[
L: Algebraica [HT] [42]
X,: Tedrico [HT]

C;:VneN,a; =2,a,=8
a, = 2"n [83] [HT]

En la construccion de la demostracion, Gabriela utilizo el principio de induccidon matematica.
El PIM se descompone en los operadores R3, Ry, Rs y validd su proceso mediante la definicion
del paso base y paso inductivo. Empled el mismo razonamiento de los problemas anteriores, por
lo cual, para la demostracion del paso base sigue usando el principio incorrectamente, pero tomo
en cuenta la discusion promovida en el problema 1, sobre el papel del paso base e inductivo en la
conclusion de la demostracion de su conjetura. Los operadores en la demostracion no son los
mismos del planteamiento de la conjetura, se movilizaron de ser procesos de célculo y ejemplos
a formar un conjunto de operadores de una regla teodrica; el operador Rs es el mismo proceso que
el inciso e) indicaba realizar, este resultado evidencia la necesidad de definir el PR para facilitar

la demostracion en el paso inductivo.
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Gabriela us6 la representacion algebraica (L) ya que el PIM lo requiere para el paso
inductivo. La forma de argumentacion es estructurante pues valido una conjetura de la que se

convencid ser verdadera, por tanto, se convierte en un hecho.

Su estructura de control (X) es tedrica, dado que es el método de demostracion por induccioén
el conjunto de medios que tiene Gabriela para tomar decisiones, hacer elecciones y evaluar su

produccion.

La fuerza de su demostracion es fuerte, porque contempla que usé el método para validar la
conjetura y se convencié de usar correctamente la estructura del PIM. Escribi6 la demostracion
en forma algoritmica recurriendo a los operadores desarrollados en los problemas y

planteamientos previos. La refutacion R, en [69] gira en torno a poner en duda como escribio su

demostracion en el paso base.
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Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva
Tabla 12

Comparacion del sistema de referencia de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
C;: Todos son pares. Ci:VneN,a, =2,a, =8,a, =2"n
C,:Es 2™ xn
Cy:ap—ap_1=2""1(n+1)
OPERADORES OPERADORES

Ry: Di: a;=2, a,=8Vn=3,a,= Rz:a;, =21(1)=2.

4(ap_1 —an_3), D,: Los primeros diez R,: Supongamos que se cumple la conjetura

términos, D3: Inv. Descompone los numeros en para el k-ésimo término,

factores primos. ay = 2¥(k) (h.i.) y veamos que para el
(k + 1) término se cumple.
Rs: apy1 =4(agp —ag_q1), usando la otra
hipdtesis, 4(a, — ag_1)= 4(2k(k) —
21k — 1)) = 22(2F (k) — 2¥ (k- 1)) =
22 (zk-l(Zk — (k- 1))) = 2812k —k +
1) =21k + 1)

REPRESENTACION REPRESENTACION

L: Numérica/Algebraica L: Algebraica

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
211 Percepcion X,: Calculadora 2 Teorico

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Tabla 13

Comparacion del sistema estructural de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION

Inductiva por generalizacion sobre el proceso Demostracion por induccion

RUPTURA ESTRUCTURAL

En el problema retador, Gabriela no propone su propia conjetura, el problema tiene mayor
grado de dificultad, sin embargo, los operadores usados en la demostracion son distintos a los

usados para intentar plantear la conjetura, por tanto, en este proceso de argumentacion de
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conjetura y demostracion se verifica una ruptura cognitiva dada la ruptura referencial y
estructural.

Al igual que en el problema 1 y 2, se provoco la ruptura, pero se identifico la dificultad (J5)
en el proceso de la demostracion del paso base, dado que Gabriela usoé la sucesion como un paso
de la demostracion R;. Esto se evidencié cuando sélo evalud el primer elemento, sin concluir
que el primer elemento se puede escribir en términos de la sucesion, lo cual era el objetivo de su
conjetura. Lo anterior también manifiesta la dificultad (J5); Gabriela asumi6 el paso base como
un requisito mecénico y desligado de la demostracion [62].

Con el objetivo de propiciar la construccion de significado del PIM a la estudiante, en el
momento de discusion para la demostracion se realizd una intervencion para visibilizar la
dificultad referente a la demostracion del paso base (J,) y mitigar esta dificultad en posteriores

problemas.
6.3. Analisis del Nucleo 3: Situaciones Hipotéticas

Analisis del problema 1 para Gabriela

A continuacion, se presenta el analisis del problema 1 del Nucleo 3, fue abordado por los
estudiantes Jesus, Raul y Gabriela de manera individual y conjunta.

Luego de mostrarles la hoja de trabajo, se indic6 trabajar inicialmente de manera individual
en el planteamiento de la conjetura y pasado un tiempo, discutir preguntar a otros compaieros
dudas o conjeturas encontradas. Cada estudiante en su hoja de trabajo responde a los incisos en
el orden que vea mas asequible. El investigador interviene preguntando si abordaron todos los

incisos para comenzar la discusion del problema y sus resultados.
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Figura 36

Salto de la rana, foto del juego.

Se realiz6 una explicacion del juego y sus reglas de uso para casos particulares. Se utilizé un
disefo del juego del aula virtual de GeoGebra para ejemplificar su uso. (£l juego esta diseniado

por Ceferino A. y se puede encontrar en https://www.geogebra.org/m/fDfHbxJd)

El grupo requiri6 de varios intentos para aprender las reglas de juego e hicieron varias
explicaciones entre ellos. Se centraron en buscar estrategias para terminar en el menor nimero de

movimientos y llegaron a la conclusion de que s6lo hay una manera de culminarlo.

Hacen esquemas en la hoja de trabajo para que no olviden estrategias de juego y registros de
turnos jugados, se recomendo leer los incisos de la parte 1 para entender cudl era el objetivo del

problema. (El enunciado completo se encuentra en Anexos)

Figura 37
Enunciado del Problema 1-Nucleo 3

1) Explorando conjeturas

a) Realice el juego para grupos de una, dos tres o cuatro ranas, describa cuantos
movimientos se necesitan para finalizar el juego. Justifique su respuesta.

b) Busque estrategias para finalizar el juego en el menor nimero de movimientos
posibles ;Qué regularidad se identifica sobre el menor niimero de movimientos?
Justifique su respuesta.

c) ¢(Qué relacién hay entre la cantidad de ranas de un grupo y el nimero de
movimientos para finalizar el juego? Justifique su respuesta.

d) ;Qué relacién hay entre los movimientos de un grupo de n — ranas y
n + 1 — ranas? Justifique su respuesta.
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Planteamiento de conjetura

Media hora después de iniciar.

[1] Inv. {Qué encontraron?

[2] Gabriela: Por ahora nada.

[3] Gabriela: Generalizar los pasos que hacen las ranas para terminar el juego.

[4] Inv. El objetivo del problema es contar el menor nimero de movimientos para terminar el
juego, pero no por grupo sino por color. Por ejemplo: cuando jugamos con una rana, ;cuantos
movimientos se necesita? (Realizo los movimientos con las ranas en la regleta) Se necesitan tres
movimientos.

[5] Gabriela: En la de dos ranas son ocho movimientos.

[6] Gabriela: Y para tres, quince movimientos.

[7] Inv. Okey, y ;para cuatro?

|8] Gabriela: No, ahi no he llegado, es que quiero encontrar la relacion entre los movimientos.

[9] Inv. ;Qué significan esos cuadritos? (Se seriala lo siguiente)

Figura 38
Registro de Movimientos por cada posicion de Gabriela
lll«nnu\ X /’li.)ful
M At ] Va
Aﬁz A | Va Va |4
Ax_ Ve At Vi |2
' A) \ L A+ V; 3
Vi A: Ac Va A
VelA [ Vo [A |3
Vi [ Az | Va A ’6
Ve Va A At "}
l‘ Vi A: | Aq 8

[10] Gabriela: Los movimientos que voy haciendo por cada posicion.

[11] Gabriela: ;Los de cuatro ranas son 24 pasos?

[12] Ratl: No lo he encontrado.

[13] Jests: 24, si.

[14] Gabriela: (Empieza a mirar en la regleta como seria jugar con cinco ranas por grupo, pero
solo se puede jugar con un grupo maximo de cuatro ranas, entonces rellena con sus lapiceros
las dos casillas faltantes. Al ver que resulta complicado jugar de esa manera, se centra en los
datos que ya tiene y se da cuenta de algo).

[15] Gabriela: Ya, creo.

[16] Gabriela: (Sin escribir y solo mirando lo que ya tenia, comienza a verificar sus hallazgos
con los datos anteriores).

[17] Inv. ;Cuantos movimientos se necesitan para terminar el juego si uso cuatro ranas?

[18] Gabriela: 24,

[19] Inv. ;Y con cinco ranas?

[20] Gabriela: 35

[21] Inv. ;Por qué?
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[22] Jesus: as — a, = 11 ;cierto? ;Es lo que usted quiere mas o menos hacer? (Jesus le pregunta
a Gabriela)

[23] Gabriela: Es 2n + 1, n es la cantidad de ranas que hay, eso nos da la diferencia de los pasos.
[...]- Lo que yo hallé es la diferencia con la cantidad de ranas. No sé como se escribe. 2n + 1 lo
sumo a la cantidad de pasos anteriores.

[24] Inv. Eso (a, =2n+ 1+ a,_4), mas la cantidad de pasos anteriores, es el patrén de
recurrencia.

[25] Gabriela: (Se da cuenta y le causa asombro porque lo encontro sin pensar que era el patron
de recurrencia.)

[26] Gabriela: jEntonces ya hallé el patrén de recurrencia! /...] Con la tabla no sabia nada del
nimero de movimiento de las ranas, entonces dije: jno por ahi no es!

[27] Inv. Ustedes pueden hacer la tabla para hacer cada movimiento, pero recuerden que no
estamos mirando cada movimiento, estoy mirando el menor numero de movimientos en total, no
importa como los hagan. Si quieren pueden hacer una tablita con los resultados.

[28] Gabriela: Para n = 2, el nimero de movimientos es 3.

[29] Inv. Ya pueden generalizar la diferencia.

[30] Gabriela: Pero yo si sé que con el patron de recurrencia también se puede conseguir la
generalidad ;no?

[31] Inv. Si claro, pero tendria que conseguir otra relacién de recurrencia para poder hacerlo.

[32] Jests: (Cudl es la que sugiere?

[33] Inv. No, yo no sugeri una. Lo que digo es que generalicen el nimero de movimientos para n
ranas por equipo. Por ejemplo, cual seria para n = 6.

[34] Ratl, Gabriela: 48

[35] Inv. {Como lo hizo?

[36] Ratl: Por el patrén de recurrencia

[37] Inv. Pueden usar eso, que la diferencia es 2n + 1. Es decir, que a1 — a, = 2n + 1, ese
seria el patron de recurrencia, ahora hallemos el término n-ésimo.

[38] Raul: Se puede saber cudnto es, para saber el siguiente, tiene que saber el anterior.
Necesitariamos el noveno para hallar el décimo, pero para hallar el noveno necesito el octavo.
[39] Inv. (Y si les pido el centésimo?

[40] Raul: Hallar el noventa y nueve.

[41] Raul: Ya la tengo, creo que ya la tengo, es el cuadrado menos uno.

[42] Inv. (El cuadrado de qué?

[43] Raul: Del nimero de ranas.

[44] Inv. ;Qué dicen los demas?

[45] Raul: Porque mira, cuando hay dos, 2*2 —1 =4 —1 = 3, cuando hay tres, 3*3 —1 =
9 — 1 =8, cuando hay cuatro, 4 x4 —1 =16 —1 = 15, paracinco, 5*5—1=25—-1 = 24,
Cuando hay dos ranitas el nimero de movimientos es tres.

[46] Gabriela: Numero de ranitas en total o de cada ficha.

[47] Jests, Inv. Una ficha por equipo.

[48] Gabriela: Cuando hay dos ranas en total ahi se cumple, pero cuando hay cuatro no se
cumple.
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[49] Jests: Pero asi esta bien, miren 2 * 2 — 1 = 3, ahora el siguiente es, 4 x4 — 1, no 3 * 3 —
1 = 8, daria 8 que es el otro resultado, 4 * 4 — 1 = 15, como ¢l dice, aqui todos estos numeros
son factores de cuadrados.

[50] Gabriela: Pero entonces este nimero no tiene ninguna relacion con nada.

[51] Jesus: Raul mira la cantidad de movimientos.

[52] Inv. Raul expliquenos entonces como llegd ahi porque estamos perdidos.

[53] Jesus: Asi es como se halla el nuimero de movimientos, asi si funciona, podemos hallar la
cantidad de movimientos cualquiera.

[54] Gabriela: La idea es como relacionarlo con el nimero de ranas por equipo.

[55] Raul: Osea yo puse los movimientos y miré que todas eran diferencias de cuadrados
entonces empecé a mirar y me di cuenta, pero no sé.

[56] Jests: Yo creeria que la potencia se mantiene, el exponente es fijo.

[57] Gabriela: Ya sé, entonces debe ser (n + 1)% — 1.

[58] Inv. ;Por qué?

[59] Gabriela: Porque n es la cantidad de ranas.

[60] Jesus: El total de ranas de ambos colores.

[61] Gabriela: No, por equipo. (verifica con los primeros casos) ahi si da con (n + 1)? — 1.

[62] Raul: Si, pero ;ese seria solo para el primer caso?

[63] Gabriela: En general, para cualquiera.

[64] Inv. Entonces Raudl como llego a eso, qué representa eso que escribid en la hoja.

[65] Raul: Osea esta columna representa el nimero de movimientos, y después miré esta parte
(seriala la otra columna, que representa al caso) que era el nimero de cuadrados de un niimero.
[66] Inv. Osea que hizo generalizacion basados en el resultado.

[67] Raul: Si eso fue lo que hice, pero no sabia donde salia esto (sefiala la columna uno que
representa el nimero de discos) hasta que Gabriela lo encontro.

Figura 39

Planteamiento de la conjetura de Gabriela

R,y —[HT]: (Qué significan esos
cuadritos?
Ry —C:elPResa, =2n+ 1+ ap—y

| Probable I R,3 — [40]: Para saber el siguiente, tiene

que saber el anterior.

D, : Reglas del juego [Taller]

D;:a; = 3,a, = 8,a; = 15,a4 = 24,a5 = 35,
ag = 48 [HT]

D3: R: Ya la tengo, es el cuadrado menos uno. [41]
Dy4: J: Pero asi esta bien, miren 2%*2-1=3, 3*3-1=8,
4*4-1=15. [49]

Cy:a,—a,_, =2n+1[23]
C,:Vn = 1, n: cantidad de ranas,
el nimero de movimientos es

a, = (n+1)?-1[57]

I
I
I
I
I

R;: Figura 38, Generalicé los pasos de las ranas para terminar el juego
usando la tabla... luego encontré la relacién entre los movimientos.[3],[8]
Ry ag —ay = 11 [22]

R3:a, —ap-y = 2n+1[37]

R,: Creo que ya la tengo, es el cuadrado menos uno, a,, = (n)2—1 [41]
Rg: Cuando hay dos, 2 # 2 — 1 = 4 — 1 = 3, cuando hay tres, 3«3 —
1=9—1= 8, cuando hay cuatro, 4 *4—1=16—-1= 15

1
L: Numérica/Pictérica [HT]
£,: Cilculo de movimientos
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Dada la estructura inductiva del problema planteado, Gabriela no logré plantear su propia
conjetura y fue necesario generar discusion para proporcionar indicios que le permitieran
identificar una conjetura. Por tanto, el proceso de planteamiento de conjeturas por parte de
Gabriela fue un proceso de argumentacion estructurante, ya que justifico su conjetura basada en
un hecho producto de la intervencion de Raul (D5).

Los procedimientos de célculo realizados por Gabriela para encontrar los primeros términos
hasta a; no contribuyeron a la construccion del término n-ésimo, ya que no identificé patrones
sobre el valor numérico de cada término (D,). Sin embargo, después de la intervencion de Raul,
Gabriela utilizo la estructura de control (X;) para verificar la conjetura (C,). La representacion
utilizada por Gabriela fue numérica/pictorica (L), ya que se basdé en la explicacion de su
compaifiero, en los dibujos y registros y en sus conocimientos previos para plantear expresiones
algebraicas (L).

En resumen, Gabriela experimentd un proceso de argumentacion estructurante, respaldado
por la idea de Raul, intervencion del investigador y la verificacion de la conjetura a través de la
estructura de control X;. La representacion utilizada fue numérica/pictorica, y aunque
inicialmente no logrd plantear su propia conjetura, pudo llegar a la conjetura correcta después de
seguir los procedimientos y las indicaciones proporcionadas.

Demostracion

[68] Gabriela: Yo estaba convencida pero ahora no, porque la demostracion no me da, no sé en
qué me equivoqué.

[69] Inv. Aqui esta el problema, en como se definen los términos, si es el cuadrado de un natural
menos uno, pero es (n + 1) — 1 mas no n? — 1, ;Cémo es el patrén de recurrencia?

[70] Gabriela: a,, —a,.1 =2n+1

[71] Inv. ;Esa diferencia estd en términos de qué?

[72] Gabriela: De a, y a;,,_1.

[73] Inv. ;Qué regla matematica usa para verificar su demostracion?

[74] Gabriela: Las operaciones algebraicas y la demostracion por induccion.

[75] Inv. En alglin momento del problema ;Qué dije o hice, que pusiera en duda lo que hicieron?
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[76] Gabriela: Nos hizo avanzar cuando nos preguntaba si la conjetura se trataba de las ranas
totales o las ranas de cada color. Entonces ahi como que uno se replanteaba.
Figura 40

Demostracion de Gabriela

| Fuerte |

D;:¥n=1,aq,=3,a,=8a,=(Mn+1)*-1 C;:Vn €N,
n-nimero de ranas por color [HT] para n ranas, la menor cantidad de
D,:PR- a, — a,—y = 2n + 1[74] movimientos es a,, = (n + 1)* — 1. [HT]

Rg:1)Paran=1; 3= (1+ 1)>*—1 = a,. [HT]
R;: 11) Supongamos que se cumple n = k, veamos que se cumple para
(k+1)ranas. qp4y —ap=2k+1)+1=2k+2+1
Qrsy =2k +3+a, =2k +3+(k+1)>—1=2k+ 3+ (k* + 2k)
= k2 + 4k + 3 [HT]
Rg: Por 1), 11) y por el PIM, la proposicion es valida para n-ranas, cuando se
han hecho (n + 1)?>—1 movimientos. [HT]
|

L: Algebraica [HT]

T,:Tedrico [HT]

Gabriela demostré la conjetura Vn € N, para n ranas, la menor cantidad de
movimientos es a, = (n + 1)? — 1. En la construccion de la demostracion, Gabriela utilizo el
principio de induccion matematica (PIM) (Rg). El PIM se descompone en los operadores Rg, R~
y Rg, y Gabriela valid6 su proceso mediante la definicion del paso base y del paso inductivo (Rg,
R7). Sin embargo, cometié un error algebraico al definir la diferencia entre un término de la
sucesion y el siguiente término, pero este error se corrigidé con una breve intervencion del
investigador (R,). Durante la discusion de la demostracion, no surgieron refutaciones
potenciales, ya que Gabriela no presentd dificultades para propiciar la construccion de

significado del PIM (Ry).

Gabriela utilizo la representacion algebraica (L) para demostrar la conjetura, ya que el PIM
requiere el uso de operaciones algebraicas en el paso inductivo. La forma de argumentacion
empleada por Gabriela fue estructurante, ya que validd una conjetura de la que estaba

convencida de que era verdadera, convirtiéndola en un hecho. Su estructura de control (X) fue
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teorica, dado que utiliz6 el método de demostracion por inducciéon como medio para tomar

decisiones, hacer elecciones y evaluar su produccion.

Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva
Tabla 14

Comparacion del sistema de referencia de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA

DEMOSTRACION

CONCLUSION
Ciiap—ap_1=2n+1
C»:V= 1,n: cantidad de ranas, el numero de
movimientos es a, = (n+1)> -1

CONCLUSION
C;:Vn € N, el menor nimero de
movimientoses a, = (n+1)? — 1.

OPERADORES
R;: Figura 38, Generalicé los pasos de las
ranas para terminar el juego usando la
tabla... luego encontré la relacion entre los
movimientos.
Ry:a5—a, =11
Ri:a, —ap_q =2n+1
R,4: Lo tengo!, es el cuadrado menos uno,
a, =(Mm)?—-1
Rs: Cuando hay dos, 22 —1=4—-1=
3, cuando hay tres, 3*3 —1=9—-1=8,
cuando hay cuatro,
4x4—-1=16—-1=15

OPERADORES
Rg:i)Paran=1,3=n+1)?>-1=aq,.
R,: ii) Supongamos que se cumple n =k,
veamos que se cumple para (k + 1) ranas.
ak+1—ak=2(k+1)+1=2k+2+1
ak+1=2k+3+ak
=2k+3+(k+1)?2-1
=2k +3+ (k% + 2k)
=k%+ 4k +3
Rg: Por 1), ii) y por el PIM, la proposicion es
valida para n-ranas, cuando se han hecho
(n + 1)? — 1 movimientos.

REPRESENTACION REPRESENTACION

L: Numérica/Pictorica L: Algebraica

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
%,: Célculo de movimientos X: Tedrico

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Tabla 15

Comparacion del sistema estructural de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Inductiva por generalizacion de
particulares

casos

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Demostracion por induccion

RUPTURA ESTRUCTURAL
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Gabriela no propone su propia conjetura en el problema del salto de la rana. Este problema
promueve la necesidad de plantear razonamientos diferentes a los empleados en los problemas
anteriores, lo cual dificulta encontrar la solucion. Sin embargo, los operadores utilizados en la
demostracion son distintos a los que utilizoé al plantear la conjetura. Por lo tanto, durante el
proceso de argumentacion de la conjetura y demostracion se produjo una ruptura cognitiva

debido a la ruptura referencial y estructural.

La ruptura se produjo y se identificé la dificultad (J;) en la demostracion del paso inductivo,
ya que Gabriela cometié un error al definir el patrén de recurrencia, lo que le impidi6 completar
la demostracion. Como se mencioné anteriormente, la intervencion del investigador permitio
identificar el error algebraico. Sin embargo, es importante resaltar que Gabriela, al conocer la
estructura de control, logré darse cuenta de que tenia un error en su conjetura, lo que llevd a una

discusion para corregirse a si misma.

Con el objetivo de facilitar el proceso de argumentacion de la solucién inductiva del
problema al estudiante, durante la discusion para la demostracion se llevd a cabo una
intervencion para sefalar y abordar las dificultades relacionadas con errores algebraicos, como
una factorizacion o un planteamiento incorrecto del patrén de recurrencia. Esta intervencion tuvo
como finalidad mitigar estas dificultades en problemas posteriores. Este primer problema sento
nuevas estrategias para plantear la conjetura, por ejemplo, generalizar empiricamente el menor
movimientos para ganar, plantear esta estrategia verbalmente y luego tener la habilidad de

describir la estrategia de manera recursiva o algebraica.
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Analisis del problema 2 para Jesus

A continuacion, se presenta el analisis del problema 2 del Nucleo 3: situaciones hipotéticas
(Torres de Hanoi). Este fue abordado por los estudiantes Jesus y Gabriela de manera individual y

conjunta.

Figura 41

Torres de Hanoi, foto del juego.

Se realizé la explicacion de las reglas de juego, se sugiri6 leer e indicar si comprenden o
tienen dudas al respecto; lo anterior estd descrito en la hoja de trabajo entregada al estudiante.

Como se muestra en la imagen, el juego permite utilizar de uno a siete discos.

En algunos casos, los estudiantes cometieron errores, lo que impidié terminar el juego, por lo
tanto, fue necesario comenzar una nueva partida hasta culminarlo. Luego de varias partidas, los
estudiantes finalizaron el juego con el caso de siete discos, aunque no se dedicaron a plantear
conjeturas. Entre ellos se preguntaron ;Cudl es el menor numero de movimientos por casos?
¢ Cuantos movimientos para cuatro, cinco, seis discos?, con el fin de verificar si sus registros
eran correctos. De modo que, se sugirid encontrar estrategias que permitieran terminar el juego a

partir de un nimero de movimientos.
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Planteamiento de conjetura

[1] Jesus: ;Cudntos movimientos les dio si se usan cuatro discos?
[2] Gabriela: Lo minimo que me ha salido es 15, estoy mirando si de pronto me salen menos.
Jesus: Més o menos tengo idea de como se juega, tengo que mover todos los discos a otra
torre, mover los discos es igual que en el anterior movimiento entonces requiere el mismo
nimero de movimientos, después muevo el ultimo disco, el més grande y tengo que volver a dar
los movimientos que di antes.
[4] Gabriela: Si, algo asi también vi, /pero anot6 el nimero de movimientos?
[5] Jesus: No, pero todas son como los mismos movimientos cada una.
Han pasado 35 minutos desde que iniciamos
[6] Inv. Jesus, {Como va anotando sus datos?
[7] Jesus: Me quedé en el caso de cuatro discos, me dio 15 movimientos y en cinco ain no lo
anoto.
Minutos después
[8] Jesus: Pero son muchos, ;cuanto le dio su contabilidad de movimientos?
[9] Gabriela: El de cuatro me dio 15, el de cinco me dio 31 y el de seis me dio 64 pero no sé si
hice alguno mal.
[10] Jesus: Registra los datos que Gabriela le dijo.
Han pasado 45 minutos desde que iniciamos
[11] Inv. Jesus, ;Cémo va ese registro?
[12] Jests: Yo estoy mas perdido aca porque no le hallo sentido a esto. jBueno si y no! Jajaja
Minutos después
[13] Jests: No hay que ir tan lejos para saber esto.
[14] Inv. ;Qué dice Jests?
Jestis: Que parece ser suficiente que hasta cinco casos puedo obtener el patron de
recurrencia, pero toca llevar un buen registro.
[16] Inv. Si sefior, puede generalizar, eso depende de sus datos.
Jesuis: Aumentan en potencias de dos ;Cierto?
[18] Gabriela: Si
[19] Jesus: ;31 movimientos le dieron en 5 discos?
[20] Gabriela: Si
[21] Jesus: Entonces si funciona, entonces para seis seria igual ;Con 6 disco le dio 63
movimientos?
[22] Gabriela: Si.
[23] Jesus: Entonces si es este.
[24] Gabriela: Ese es el patron, ese es. Pero la forma de generalizar no la hallo atn.
[25] Jesus: La forma algebraica. Ahi la tiene ;no? Quedaria como un 2" mas algo.
[26] Gabriela: Si, pero entonces ;Como se generaliza? Es, mds el anterior término.
[27] Jests: No, el anterior término me tiene que quedar en términos de 7.
[28] Gabriela: Exacto, no hemos encontrado la forma general.
Jesus: Hay que mirar todas las cuentas. Por ejemplo, en seis discos ...
jHum! Seria 2™ — 1, Y n es el nimero de discos ;cierto?
[30] Gabriela: Si. jEsa es!
Gabriela y Jesus comienzan a verificar su expresion con los casos que ya tienen
[31] Inv. ;Qué han logrado? /...] {Cdémo llegaron a la generalidad del término a,,?
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[32] Gabriela: Porque encontramos el patrén de recurrencia, por ejemplo, aca es: 27 = 128, y
¢éste (seniala el numero 127, el numero de movimientos para 7 discos) es ese menos uno.
[33] Inv. Okey, (El patron que les permitié encontrar el n-ésimo término?
[34] Jesus: Si, confié mas en el patron que en el juego.
[35] Inv. (En el juego?
[36] Jesus: Si, es que no le prestaba mucha atencién al juego, en cambio con los registros si
pude.
[37] Inv. ;Y los registros de donde los toma?
[38] Jesus: De aprender a jugar jajaja
[39] Inv. ;En qué momento ya se convencen de la generalidad y del patron? ;Qué pensaria si hay
un caso que no cumple con la conjetura?
[40] Jesus: ;Un caso que no cumpla? Pero ;Cudl caso? Si fuese que si, entonces deme
contragjemplo.
[41] Inv. Intente buscarlo ;Cudl caso demostraria eso?
[42] Jests: No hay caso, nosotros no estamos poniendo casos especificos donde no se dé.
Minutos después
[43] Inv. Jesus, ;Qué esta escribiendo ahi?
[44] Jesus: Aqui estaba tratando de escribir el patron de recurrencia.
[45] Inv. /Y si lo encontré?

Jesus: Si, que la diferencia es potencia de 2", entonces seria a,,,; — a, = 2"
[47] Inv. Hay una estrategia que les voy a comentar. Pensemos esta estrategia generalizando, en
un caso de siete discos se tiene que hacer todos los movimientos de seis discos, es decir
moviendo seis discos a una torre y dejando el ultimo quieto, ;Cudntos movimientos hice para
mover los seis discos?
[48] Gabriela: 63.
[49] Inv. Traslada el ultimo disco a otra torre. Con este van 64, mas 63 (toma todos seis discos
anteriores y los traslada a la torre donde ubico el ultimo disco) ;Cuanto es?
[50] Jesus: ;127! (Responde asombrado por el resultado) [...] Y para los seis discos también se
puede hacer de esa manera sabiendo el caso anterior.
[51] Inv. Asi es, teniendo los movimientos del anterior caso. Eso es recursion. ;Como escribirian
algebraicamente una recursion con esta estrategia?

Jesus: el término seria uno mas dos veces el anterior, y si funciona.
[53] Inv. ;Si funciona?

Jests: Si tengo los anteriores funciona, en el patron de recurrencia también. Hasta para
demostrarlo sale mejor usando esa a,, = 2a,,_1 + 1.
[55] Inv. Hay dos ecuaciones recursivas, pero el Patron de recurrencia es a,,.; — a, = 2",
porque es la diferencia entre dos términos consecutivos. Y ambas ecuaciones son una relacion de
recurrencia, en donde no importa como esté descrita pero que estén en términos de la sucesion.
Minutos después
[56] Inv. Iniciemos la discusion de lo que hicieron. Pregunta para Jesus, ¢ El planteamiento lo vio
como un verdadero problema?
[57] Jesus: Estd complicado, el problema fue que me centré en jugar y no le di mucha
importancia a los resultados, otra vez me centré en mirar si habia un patrén en la manera de jugar
para culminar, para decir -este se mueve tantos movimientos-. Pero no llevaba los registros, y
cuando empecé a anotar los registros ya me di cuenta de que era por aca.
[58] Inv. ;Realicé alguna pregunta qué les hizo dudar de lo que hicieron?
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[59] Jesus: Cuando estaba jugando con varios discos y no llevaba un registro, no habia hallado el
patron, entonces me preguntd que por qué no probaba con menos discos para tratar de llevar un
registro, entonces empecé a probar con una, con dos, lo que me estaba tratando de decir fue que
mirara los datos a ver qué sale, ahi si me fijé en los datos y hallé el patron.

[60] Inv. ;Como se convencen de que lo que generalizaron esta bien?

[61] Jesus: Cuando pasamos del juego a los registros, porque cuando se halla el patréon nos
olvidamos del juego, confiamos en el numero de casos que podemos hacer con estos discos y con
eso seria suficiente, porque si lo intentamos para un siguiente caso necesitariamos otro disco,
pero igual creemos que también va a funcionar.

[62] Inv. Entonces su manera de convencerse fue que al probar los siete casos en las
generalidades que hallaron en todas les cumplieron.

[63] Jesus, Gabriela: Asi es.

Figura 42

Planteamiento de la conjetura de Jesus

Rp;:¢Coémo va anotando sus datos?
R, Se puede tener el registro
sabiendo el caso anterior
R,3: (Cémo se convencen de que lo

I Fuerte I que generalizaron esta bien?

- Cy:a, —a,_, = 2" [46
D, : Reglas del juego [Taller] / Cﬂzvlz 175eri; 25: -1 v,[ ft ]es el

Dy:a;=1,a,=3,a3=7,a4 = . .
< 2 numero de discos [29]
15,as = 31, ag = 63,a, = 127 [HT] €D, V2 1.0, = 20, +1[54]

R,: Mover n — 1 discos a otra torre, los movimientos son iguales
que en el anterior caso, después muevo el ultimo disco restante y
tengo que volver a dar los movimientos que di antes. [3]
R,: Es suficiente con cinco casos para obtener el patrén de
recurrencia, toca llevar un buen registro. [15]
R;: Aumentan en potencias de dos. [17]
1
L: Numérica/Algebraica [HT]
Z,: Registro de casos particulares
X,: Comprobar en el juego

Dada la estructura inductiva del problema planteado, Jesus logr6 plantear su propia conjetura,
fue necesario el trabajo de Gabriela para identificar una conjetura ya que Jesus no registraba el
menor numero de movimientos mientras que Gabriela si, Jesis estaba centrado en buscar las
estrategias que le permitan generalizar los movimientos para cualquier disco. En apoyo de los
datos de Gabriela, Jesus logrd plantear algebraicamente una conjetura, por tanto, el

planteamiento de conjeturas de Jesus fue un proceso de argumentacion constructivo, pues
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justificd su conjetura basado en la generalizacion del proceso que trazaron para encontrar los
datos y en la estrategia generalizar los movimientos; los procedimientos de célculo realizados
para encontrar los primeros términos hasta a, contribuyeron a la construccion del término n-
€simo, una vez entendido el patron de la estrategia de solucion del juego para cualquier nimero
de discos, dicho patrén no cambiaba y tampoco la estructura algebraica de cada término, es decir,
siempre se mantuvo como una potencia de dos. La estructura de control (X,) verifica la conjetura
(C;). La representacion (L) es algebraica porque se bas6 generalizo los datos para plantear sus

expresiones y estas fueron algebraicas.

El operador R; permitid6 brindar informacién de la estrategia para generalizar los
movimientos que debe realizar, pero en ausencia de los datos del problema que permita plantear
una conjetura. Al encontrar el n-ésimo término, el aporte de los registros de Gabriela permitié a
Jesus identificar la conjetura. La estructura de control (X;) son los datos de Gabriela, ya que con
estos justifico su conjetura, el juego se convierte en su estructura porque lo usa como recurso
para verificar sus resultados. En [11] las preguntas sobre el registro de los movimientos se
convierten en refutacion potencial (Ry), porque le indica a Jesus que debe centrarse en ello para
plantear la conjetura sin mostrar qué conjetura se busca plantear. La intervencion del
investigador es una refutacion potencial R,,, ya que busca entender por qué la generalizacion

solo necesita entender un conjunto de casos particulares.

Demostracion

[64] Jests: Con los dos patrones se puede demostrar el paso inductivo, se verifica el término
An+1-

[65] Inv. Se les hace més sencilla la demostraciéon no porque sea mas facil, sino porque lo
realizado en el planteamiento de la conjetura les brinda herramientas para demostrarla.

5 Minutos después

[66] Jesus y Gabriela terminaron la demostracion.
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Figura 43

Demostracion de Jesuis
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Demostracion de Jesus
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[67] Inv. ;Esta vez a qué querian llegar? O ;Qué resultados encontraron?

[68] Jesus: Que la conjetura se cumplia para n —discos, el nimero de movimientos que se quiere

para culminar el juego y ese n € N.

[69] Inv. ;Qué reglas tedricas usaron durante la demostracion?

[70] Gabriela: Lo de las potencias

[71] Jests: El método de la demostracion.

[72] Inv. ;Qué les permite decir que la conjetura se cumple para todo n?

[73] Gabriela: La demostracion.

[74] Inv. Y si no la hacen, ;qué les permite decir que se cumple?

[75] Jests: Si es necesario la demostracion.
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Figura 45

Demostracion de Jesuis

R,;: El planteamiento de la
conjetura les brinda

| Fuerte | herramientas para demostrarla

Dy;:Vn=>1l,a;,=1a;,=3,..,a,=2"—-1
= 1 2 n /Cl: Vn € N, se cumple que a, = 2" — 1,
n-nimero de discos, a,, == numero de

o ! a, := numero de movimientos en
movimientos en n fichas. [HT] i Flahasara ganar &l fusgs. ET]
Ds:PR-a, — ap-y = 2™ a, = 2a,-; + 1 [46] parag Juego.

Ry:SeaS={n€N|n=1ya,=2"—1}.1) Veamos que 1 € S, esto es cierto pues a,
=1y1=2'—1. Asi1 € S. [HT]

Rs: i1) Supongamos que 1,...,k € S, estoes a, = 2! — 1, ..., a; = 2¥ — 1[HT]

Rg: 1i1) Veamos que k + 1 € S, esto es @g4; = 257! — 1. Usando el PR (D3), @+

= 2a;, + 1, por hipétesis de induccién, a = 2% — 1, a4y = 2(2¥ - 1) +1

=2kl — 241 =2%"1—1 asi ay4, €S, portanto, Vn € N,

se cumple que a,, = 2" — 1 [HT]

L: Algebraica [HT]
£,:D,, T,:Tedrico [HT]

Jests construyd la demostracion utilizando el principio de inducciéon Matematica, muestra
dominio de los elementos de la estructura de la demostracion, defini6 la proposicion a demostrar
y comprende la relacion entre los pasos base e inductivo. El proceso de la demostracion se
descompone en los operadores R4, Rs, Ry, transformé los datos y operadores encontrados del
planteamiento de la conjetura en nuevos argumentos para la demostracion y valida su
demostracion en la definicion del PIM, ademaés usa los datos D, para validar el paso base y el
proceso para generalizar un caso particular a otro de forma recursiva, lo que permite identificar

la implicacion del paso inductivo, esto muestra que su estructura de control es teorico.

Jests uso la representacion algebraica (L) ya que el PIM lo requiere tanto en el paso base
como en el paso inductivo. La forma de argumentacion es estructurante pues esta convencido
que la demostracion es el medio para validar la conjetura de la que suponia ser verdadera, por

tanto, su argumento se convierte en un hecho.

La fuerza de su demostracion es fuerte, porque contempla que us6 el método para validar la

conjetura y se convencié de usar correctamente la estructura del PIM. Escribi6 la demostracion
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en forma algoritmica recurriendo a los operadores desarrollados en los problemas y

planteamientos previos. La refutacion Ry,; en [65] gira en torno a poner en duda como escribio su

demostracion en el paso inductivo.

Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva

Tabla 16

Comparacion del sistema de referencia de Jesus

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA

DEMOSTRACION

CONCLUSION
Ci:ap —Ap_q =2"
Cy:V=>1,Seria 2" — 1, Y n es el nimero de
discos.
C3:D,, V=21 a,=2a,_1+1

CONCLUSION
Ci:Vn € N, se cumple que a,, = 2™ — 1,
a, = numero de movimientos en
n fichas para ganar el juego.

OPERADORES
R;: Mover n—1 discos a otra torre, los
movimientos son iguales que en el anterior
caso, después muevo el ultimo disco restante y
tengo que volver a dar los movimientos que di
antes.
R,: Es suficiente con cinco casos para obtener
el patron de recurrencia, toca llevar un buen
registro.
R3: Aumentan en potencias de dos.

OPERADORES
Ry: Sea S={neNn=1ya,=2"-1} i)
Veamos que 1 € S, esto es cierto pues ay = 1y
1=21—1.4si1€8S.
Rs: ii) Supongamos que 1,..,k €S, esto es
a;=2'-1,...,a,=2F-1
Rg: iii) Veamos que k +1 € S, esto es a1 =
2k*+1 — 1. Usando el PR (D3), ax4+q = 2a; +
1, por hipétesis de induccion, a, = 2% —1,
a1 =2(2F-1)+1=2F1-241=
281 — 1, asi apyq €S, por tanto, Yn €
N, se cumple que a,, = 2" — 1

REPRESENTACION REPRESENTACION
L: Numérica/Algebraica L: Algebraica
ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL

21: Registro de casos particulares
2,: Comprobar en el juego

Iiivn>1,a,=1,a,=3,a,=2"-1
X,: Teorico

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA
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Tabla 17

Comparacion del sistema estructural de Jesus

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Argumentacion deductiva Demostracion por induccion

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Jesus propuso su propia conjetura en el problema de las Torres de Hanoi. Este problema
promovi6 la necesidad de plantear estrategias diferentes a las empleadas en los problemas
anteriores y resalto la importancia de demostrar la conjetura utilizando el Principio de Induccion
Matematica (PIM). Los operadores utilizados en la demostracion fueron distintos de aquellos que
Jesus empleo al plantear la conjetura. Durante el proceso de argumentacion de la conjetura y la
demostracion, se produjo una ruptura cognitiva debido a la ruptura referencial; sin embargo, las
formas en que Jesus describid sus argumentos mantuvieron la misma representacion y estructuras
de control, lo que generd continuidad estructural. Dado su entendimiento del problema, Jests

argumentd de manera deductiva y no presentd ninguna dificultad categorizada.

El tipo de problema planteado a Jesus en el contexto del juego de las Torres de Hanoi fue
fundamental para motivarlo y promover su proceso de generalizacion. El juego presentaba una
estructura jerarquica clara y un patron recurrente que despert6 el interés de Jesus en descubrir las
reglas y estrategias para resolverlo. A medida que avanzaba en la resolucion del juego,

comprendia la importancia de seguir las reglas y el impacto que tenian en el resultado final.

Una vez que Jesus habia formulado su conjetura y comprendia el proceso de generalizacion
tanto de la sucesion algebraica como del procedimiento de un caso particular a otro, se facilitaba

la demostracion utilizando el Principio de Inducciéon Matematica. Este principio permitia probar
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la validez de la conjetura para todos los casos posibles, asegurando asi la generalizacion de los

resultados obtenidos.

La aplicacion del Principio de Induccion Matematica en la demostracion proporciono a Jesus
una herramienta para respaldar sus conclusiones de manera rigurosa y sistematica. Jesus
reconocia que la generalizacion no se basaba en un razonamiento inductivo, sino en una
metodologia sdlida respaldada por la logica matematica. Esto fortalecia su confianza en la

validez de sus resultados.

Al darle importancia al tipo de problema planteado, se creaba un entorno de aprendizaje
motivador y desafiante. Este tipo de problema despertaba la curiosidad de los estudiantes y los
impulsaba a explorar diferentes estrategias y patrones para encontrar la solucion. La
combinacion de un problema intrigante con la aplicacion del Principio de Induccion Matematica
brind6 al Jests una experiencia de aprendizaje enriquecedora que fortalecié su capacidad para

generalizar, demostrar y resolver problemas matematicos de manera mas amplia y sofisticada.

6.4. Analisis del Nucleo 4: Aritmética y Divisibilidad

Analisis del problema 1 para Gabriela

A continuacion, se presenta el andlisis del problema 1, fue abordado por los estudiantes

Gabriela y David de manera individual y conjunta.

Luego de mostrarles la hoja de trabajo, se indic6 trabajar inicialmente de manera individual el
planteamiento de la conjetura y pasado un tiempo, discutir y preguntar al compafiero dudas o
conjeturas encontradas. Cada estudiante en su hoja de trabajo responde a los incisos en el orden
que vea mas asequible. El investigador interviene preguntando si abordaron todos los incisos y

comenzar la discusion de los resultados del problema.
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Figura 46
Enunciado del problema 1- Nucleo 4

Considere la sucesion a, en orden creciente, donde los términos se definen como el
cubo del nimero n mads el doble del nimero n.

1) Explorando conjeturas

a) Describa los primero diez términos de la sucesién y experimente con las
propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Justifique su
respuesta.

b) Qué patrén de recurrencia o regularidad identifica en comun de los primeros diez
términos. Justifique su respuesta.

c) (El patrén de recurrencia identificado se mantiene en el término n — ésimo de la
sucesion? Justifique su respuesta.

Planteamiento de conjetura

[1] Gabriela: a,, es n3 + 2n.

[2] Inv. Si a,, es eso, es el cubo de n mas 2 veces n.

[3] David: Pero esto qué sentido tiene, por ejemplo, se trata de a,,, éste ya esta dado.

[4] Inv. Porque no le estan preguntando eso.

[5] David: ‘Lee el ejercicio’.

[6] Inv. Lea tranquilo, 1éalo de nuevo y vera que ahi no preguntan exactamente cudl es el término
n-ésimo, esta buscando otra cosa, dice, experimente con las propiedades o caracteristicas que
identifiquen con dichos términos ;ahora si hice comprender la idea?

[7] David: Mas o menos.

Pasado 12 min

[8] Inv. Que paso, ;como van?

[9] Gabriela: Son multiplos de 3, eso es una propiedad, Pero es que me dice que patrén sigue con
esa regularidad, identifica en los primeros 10 términos, y después halla n— ésimo de la sucesion.
[10] Inv. Es lo que les habia dicho antes, ;Cudl es el patron de recurrencia?, ;lo esta tomando
como la diferencia entre dos términos?

[...]

[11] Gabriela: Ya.

[12] Inv. ; Ya? Expliqueme como hicieron su proceso de organizacioén desde el comienzo.

[13] Gabriela: ;O sea desde el primer punto?

[14] Inv. Si, expliquenme todo, ;qué pens6?, ;cémo lo hicieron?, ;a que llegaron?

Gabriela: Pues empecé hallando los términos, y como decia que identificara alguna
caracteristica o propiedad, entonces empecé a mirar si eran potencias, si eran multiplos o las
descomposiciones, entonces por medio de eso encontré que eran multiplos de tres.

[16] Inv. Okey, ;Fue facil llegar a concluir eso?
[17] Gabriela: Si.
[18] Inv. ;Por qué?

Gabriela: Fue como la segunda opcion, o sea miré potencias y no, luego multiplos de tres, o
sea la primera vez me di cuenta de que no eran multiplos de dos como tal porque el tres ya
estaba, entonces era de tres, empecé a sumar y si todos son de tres.

[20] Inv. Okey.
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[21] Gabriela: Después de eso lo escribi, pero decia propiedades.
[22] Inv. ;Como miraba que son multiplos de tres?
[23] Gabriela: Sumar las cifras.
[24] Inv. ;Del numero?
[25] Gabriela: Si, del numero.
[26] Inv. ;Uso el criterio de divisibilidad por 3 en los términos?
[27] Gabriela: Si.
[28] Inv. Okey.
[29] Gabriela: Y después de eso, pues intenté encontrar mas porque decia propiedades y
caracteristicas entonces pensé que tenia que encontrar mas y no encontré mas. Empecé a buscar
de pronto las diferencias de cada termino que igual eran multiplos de tres y ya, ahi digamos que
terminé con esa parte, y ya pasé después a la conjetura, yo puse que para todo n que pertenece a
los naturales el termino a,, = n3 + 2n es de la forma 3k con k también en los naturales, y pues
ya hice la demostracion.

Figura 47

Planteamiento de la conjetura de Gabriela

R,;: No preguntan cuil es el término
n-ésimo, esta buscando otra cosa.
Fuerte Rpa: (Us6 el criterio de divisibilidad

por 3 en los términos?

D,: La sucesion de la forma a,, =
n®+2n,Vn€N

D,:a, =3,a,=12,a; = C;: Los términos de la sucesion
33,a, = 72,a5 = 135, con multiplos de 3 [15]

ag = 228,...,a,, = 1020 [HT]
D,: Son multiplos de 3. [9]

R, : Pues empecé hallando los términos,
empecé a mirar si1 eran potencias, si eran
multiplos o las descomposiciones. [15]
R,: Sumar las cifras de los términos. [23]
I
L: Numérica [HT]
I: Tebrico (Criterio de
divisibilidad por 3)

Gabriela y David tuvieron dificultades para comprender el enunciado del problema, ya que
estaban acostumbrados a formular la sucesion de manera algebraica y en este caso se les presento
de forma verbal con el objetivo de analizar las propiedades que tiene la sucesion. Gabriela

menciond que la sucesién era de la forma "a,, = n3 + 2n" dando alusién a que con esto ya habia
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planteado una conjetura, mientras que David expreso su confusion al decir que el enunciado no

tenia sentido, ya que se trataba de "a,," y este valor ya estaba dado.

El investigador intervino para aclarar la situacion y explicoé que el objetivo del problema no
era simplemente encontrar el término n-ésimo de la sucesion, sino experimentar con las
propiedades y caracteristicas de los términos. Les sefalé que el enunciado pedia identificar un
patron de recurrencia o regularidad en los primeros diez términos y luego aplicarlo a todos los

términos de la sucesion.

Después de la aclaracion del investigador, David expres6 que atn tenia cierta dificultad para
entender por completo la idea. Ante estas dificultades se puede apreciar que el enunciado puede
distraer o confundir los objetivos del problema con relacion al planteamiento de conjeturas sobre

el tema de divisibilidad.

Dada la estructura inductiva del problema planteado, Gabriela logréd plantear su propia
conjetura y no fue necesario generar discusion para proporcionar indicios que le permitieran
identificar una conjetura. Por tanto, el proceso de planteamiento de conjeturas por parte de
Gabriela fue un proceso de argumentacidon constructiva, ya que justifico su conjetura basada en
los procesos de los casos particulares y reglas matematicas que conocia, como lo es el criterio de
divisibilidad por tres (R;). El tipo de problema que se plante6 en este nucleo genero dificultades
en el proceso de argumentacion de los objetivos del problema, ya que venian acostumbrados a
definir algebraicamente una sucesion dada una recursion o dado los primeros términos de la

sucesion.

Los procedimientos de célculo realizados por Gabriela para encontrar los primeros términos

hasta a,, contribuyeron a la construccion de la propiedad de los términos, ya que identificd
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patrones sobre los digitos de cada término (D, D). Gabriela utilizo la estructura de control (2;)
para verificar la conjetura (C;). La representacion utilizada por Gabriela fue numérica (L), ya que
se basd en el calculo de la division los primeros diez términos y en sus conocimientos previos

sobre criterios de divisibilidad.

Demostracion

[30] Inv. ;Como hizo la demostracion?
Gabriela: Yo utilicé el principio de inducciéon matematica.
[32] Inv. Okey.

Gabriela: Entonces empecé con el termino de a;.

[34] Inv. Bueno, antes de empezar, ;Por qué induccién matematica?

Gabriela: Porque de acuerdo con los términos y todo eso, era algo que relacionaba todos los
términos de la sucesion; entonces, si ya habiamos identificado como era el termino entonces el
siguiente también cumplia yo lo vi como lo que uno usa en induccidn, y por eso escogi ese.

[36] Inv. Bueno, prosiga.

[37] Gabriela: Entonces hice la base, verificar bajo el termino de a;.

[38] Inv. ¢ Verificar?

[39] Gabriela: ;O demostrar?

[40] Inv. ;| Demostrar o verificar?, ;Qué es verificar? y ;Qué es demostrar?

[41] Gabriela: Verificar que lo que yo estoy diciendo si se cumple.

[42] Inv. ;Qué es demostrar?

[43] Gabriela: Y demostrar ya es que se cumple para todos, que es cuando uno lo hace de forma
general.

[44] Inv. (El paso 2 que dice?

[45] Gabriela: Pues yo puse verificamos que la proposicion se cumpla para n = 1.
[46] Inv. ;Cual es la proposicion?

Gabriela: Que para todo n que pertenece a los naturales, el termino a,, = n® + 2n sea de la
forma 3k.

[48] Inv. Okey, listo.

Gabriela: Entonces verifiqué que el primer término cumpliera eso, y ya entonces el paso
inductivo supongo que se cumple para un k y vamos a probar que el termino k + 1 también
cumpla las proposiciones.

[50] Inv. Okey.
[51] Gabriela: Entonces, empecé desde el k + 1 operé algebraicamente.
[52] Inv. ;Como asi que desde el k + 1?

Gabriela: Si, tomée el término k + 1 y llegué a que efectivamente lo puedo escribir como 3

algo.
[54] Inv. El termino a, 4.
[55] Gabriela: No este (seiala 3(k? + k + 1),donde t = k? + k + 1,t € N).

[56] Inv. Por eso a,41.
[57] Gabriela: Si creo que si, pero sin tomarlo asi, sino en términos de k + 1.
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Figura 48

Paso inductivo de la demostracion de Gabriela

[58] Inv. Si.

150

[59] Gabriela: Y en términos de k + 1 se puede escribir de la forma k algo porque aca también
esta parte es por hipdtesis de induccion ya es 3 por algo.

[60] Inv. Si.

[61] Gabriela: Y ese también lo puedo factorizar por 3 y ya.

[62] Inv. Entonces por hipdtesis de induccion es un 3t.

[63] Gabriela: Si.

[64] Inv. Este es tres por algo (k* + 2k = 3t) més tres por algo (3(k? + k + 1) = 3m).
[65] Gabriela: Si aca podemos factorizar y queda 3 por algo. Y la conclusiéon vemos que por el
principio de induccién matematica los términos son multiplos de tres.

Figura 49

Demostracion de Gabriela

D,: Lasucesion de la forma a,, =
n®+2n,Vn €N

D,:a, =3,a,=12,a; =
33,a, = 72,a5 = 135,

ag = 228,...,a,, = 1020 [HT]
D,: Son multiplos de 3. [9]

R,;: No preguntan cuil es el término
n-ésimo, esta buscando otra cosa.
Fuerte Rp2: (Us6 el criterio de divisibilidad

por 3 en los términos?

/(.'1: Los términos de la sucesién

con multiplos de 3 [15]

R,: Hallé los términos, miré si eran potencias
de un nimero, si eran multiplos entre si y miré
las descomposiciones en factores primos. [15]
R,: Sumar las cifras de los términos. [23]

L: Numérica [HT]
T: Tedrico (Criterio de
divisibilidad por 3)
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Gabriela construyd una demostracion utilizando el principio de induccion matematica,
mostrando un dominio solido de los elementos de la estructura de la demostracion. Definio
claramente la proposicion a demostrar y comprendio la relacion entre los pasos base e inductivo.
Durante el proceso de la demostracion, descompuso los operadores en Rs, R4, Rs, R,
transformando los datos y operadores utilizados en la conjetura en nuevos argumentos para la
demostracion. Validé su demostracion segin la definiciéon del principio de induccién
matematica, haciendo uso de los datos D; y D, para validar el paso base y el proceso de
generalizacion de un caso particular a otro de forma recursiva (D), lo cual permiti6 identificar la
implicacion del paso inductivo y demostrar que su estructura de control era solida.

Gabriela empleo la representacion algebraica (L) en su argumentacion, ya que el principio de
induccidon matemadtica lo requiere tanto en el paso base como en el paso inductivo. Su forma de
argumentacion fue estructurante, mostrando una conviccion de que la demostracién por
inducciéon matematica era el método Optimo para validar la conjetura, convirtiendo asi su
argumento en un hecho. Ademas, La fuerza de su demostracion fue sélida, ya que considero el
uso del método para validar la conjetura y se asegurd de utilizar correctamente la estructura del

principio de inducciéon matematica.
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Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva
Tabla 18

Comparacion del sistema de referencia de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
Ci: Los términos de la sucesion con multiplos C;: Vn € N, el término a,, = n® + 2n es de la
de 3 forma 3k, k € N
OPERADORES OPERADORES

R;: Hallé los términos, miré si eran potencias Rg: Utilicé el principio de induccion
de un ntimero, si eran multiplos entre si y miré matematica.
las descomposiciones en factores primos. R,4: Verificamos que la proposicion se cumpla
R,: Sumar las cifras de los términos. paran=1,a;, = 13+ 2(1) =3 = 3(1).
Rs: Supongamos se cumple para n =k, es
decir que k3 + 2k =3t y veamos que se
cumpla para n =k + 1, es decir que (k+
D3+2(k+1)=k3+3k?*+3k+1+2k+
2=k3+2k+3k*+3k+3
= k3 + 2k + 3(k? + k + 1),donde k3 +
2k=3t(HI), y, t=k*+k+1, e un
natural.
Rg: Luego vemos que por el PIM los a, =
n3 + 2n son multiplos de 3.

REPRESENTACION REPRESENTACION

L: Numérica L: Algebraica

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
X,: Teorico (Criterio de divisibilidad por 3) X: Teorico (Induccidon matematica)

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Tabla 19

Comparacion del sistema estructural de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Argumentacion Deductiva Demostracion por induccion

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Gabriela propuso su propia conjetura en el problema de las propiedades de una sucesion. Este
problema promovio la necesidad de replantear las estrategias empleadas en los problemas

anteriores, también foment6 el andlisis de la representacion algebraica y las propiedades de los
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términos, y resaltd la importancia de demostrar la conjetura utilizando el Principio de Induccion
Matematica (PIM) o validar si se podian usar otros métodos de demostracion. Los operadores
utilizados en la demostracion fueron distintos de aquellos que Gabriela empled al plantear la
conjetura. Los operadores de la demostracion se basaron en la estructura del PIM, por lo tanto, se
produjo una ruptura referencial. Sin embargo, las formas en que Gabriela describido sus
argumentos mantuvieron la misma representacion y estructuras de control, lo que genero
continuidad estructural. Se destaca que los primeros casos particulares, vistos como ejemplos de
prueba para la conjetura, solo se utilizaron como datos para la demostracién del paso base y no
como su demostracion. Dado su entendimiento del problema, Gabriela argumenté de manera
deductiva. Se puede precisar que en la aplicacion de los nucleos conceptuales Gabriela ha
propiciado sus conocimientos sobre el PIM y el proceso de plantear conjeturas, esto se identifica

por las dificultades que present6 entre el nucleo 1 y nucleo 4.

Analisis del problema 2 para Jesus

A continuacion, se presenta el andalisis del problema 2, fue abordado por Jesus.

Luego de mostrarles la hoja de trabajo, se indico trabajar el planteamiento de la conjetura y
pasado un tiempo, discutir y preguntar dudas o conjeturas encontradas. En su hoja de trabajo
respondieron los items del problema en el orden que desearan. El investigador interviene

preguntando si abordé todos los incisos y comenzar la discusion de todo el problema.
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Figura 50
Enunciado del Problema 2-Nucleo 4

Considere la sucesién a, en orden creciente, donde los términos se definen como el
producto de n,n + 1,n + 2, nimeros naturales consecutivo.

1) Explorando conjeturas

a) Describa los primero diez términos de la sucesién y experimente con las
propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Justifique su
respuesta.

b) Qué patrén de recurrencia o regularidad identifica en comtn de los primeros
diez términos. Justifique su respuesta.

c) ¢(El patrén de recurrencia identificado se mantiene en el término n — ésimo de
la sucesién? Justifique su respuesta.

Planteamiento de conjetura

[1] Jesus: Aqui lo que dice es que asi estan definidos los a,,.

[2] Inv. Si sefior, dice como estan definidos los a,,.

15 minutos después.

[3] Inv. ;Necesita mas tiempo o avanzamos?

[4] Jesus: Yo estaba mirando y encontré las regularidades, a, seria (1)(1+ 1)(1+2) =6,a, =
2)2+1)2+2)=24,a;=3)(B+1)3+2)=060. ;yo podria decir que para hallar este
valor de aca simplemente es el anterior partido por el anterior?

“el estudiante se centro en identificar la regularidad de la sucesion, sin contemplar que ya la

regularidad estd definida como el producto de 3 numeros consecutivos es decir n(n+ 1)(n +
2)',

[5] Inv. ;Para hallar qué valor?
[6] Jests: Para cualquiera, por ejemplo, para a,, seria igual al anterior que seria aq sobre n — 1.
[7] Inv. Halle el término a4,y como lo estd pensando.
[8] Jesus: Debo tener el anterior.
[9] Inv. ;Cuanto vale el anterior?
[10] Jests: No s¢€, porque todavia no he llegado al n-ésimo término.
[11] Inv. El n-ésimo término ya lo tiene. No estamos buscando a,, porque ya lo da el enunciado.
[12] Jests: Si, a, ya me lo dio, porque es consecutivo. Tengo que hallar el n-€simo término.
[13] Inv. ;Para qué lo va a hallar?
[14] Jests: Para hallar cualquiera, digamos halle a4 ,.
[15] Inv. El término es a5 = 100( 100 + 1)(100 + 2).
[16] Jesus: Es eso.
[17] Inv. Si, no le estoy pidiendo el n-ésimo termino, mire el enunciado del problema.
[18] Jests: ;Qué patréon de recurrencia o regularidad identifica en comun de los primeros 10
términos?
[20] Inv. Pero eso seria eso que borrd, el patron de recurrencia es la diferencia entre dos términos
consecutivos, mas no es, si escribimos eso algebraicamente.
Figura 51

Proceso de Jesus para encontrar la conjetura
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[21] Jesus: jYa entendi! Por ejemplo 24 menos 6 es igual a 18, asi encuentro las regularidades,
60 menos 24 me tiene que dar la tercera parte de esto.
[22] Inv. Recuerde que usted escribid los primeros 10 términos de la sucesion; experimente con
las propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Cuando uno dice propiedades
o caracteristicas ;Que intenta buscar?

Jesus: Encontré que los términos son divisibles por 3, por 6 y por 2.
[24] Inv. ;Por qué son divisible por 3, 6 y 2?

Jesus: Verifiqué que hasta a;y son divisibles por 6.
[26] Inv. ;Hizo las divisiones?

Jesus: Si, hice las divisiones por 6; también, son divisibles por 3 porque 6 = 3 * 2, si es
divisible por 6 entonces es divisible por 3 y por 2.
[28] Inv. Bien, si hace los 2000 primeros términos ¢son divisibles por 6?
[29] Jesus: Si.
[30] Inv. ;Por qué?
[31] Jesus: Yo los pruebo acd, este es n — 1 este es n + 1, si empezamos con uno par.

Figura 52

Justificacion de la conjetura de Jesus
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[32] Inv. ;Con uno par?
[33] Jests: Cuando yo opere esto, va a ser divisible por 6. (Sefiala los cdlculos de los registros de
los primeros términos)
[34] Inv. Si, justifique por qué.
Jesus: Ah ya la hice, pero le voy a poner que es divisible por 2 para irme mas rapido.
(El estudiante tenia un compromiso, queria terminar rapido)
[36] Jesus: Si pues si es divisible por 6, pues es divisible por los otros dos.
[37] Inv. Pues si es divisible por 2 y por 3 es divisible por 6, pero escribalo.
[38] Jesus: Uso el algoritmo de la division.
[39] Inv. ;Cual es su conjetura en este caso?
[40] Jesus: Que a,, es divisible por 6 para cualquier n.
[41] Inv. Esa es su conjetura, por favor plantee y justifique como llego a eso.
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[42] Jesus: Si, a partir de los primeros 10 registros yo pude ver que los nimeros se podrian
escribir como, eran divisibles por 6, pero también puedo decir que, si pongo los n, por ejemplo,
yo s€ que ese n tiene que ser par o impar alguno de los dos casos, y hacer esta operacion a ver
que me da, arbitrario es trabajar con arbitrarios.

[43] Inv. Bueno escriba eso.

[44] Jesus: (Es una justificacion valida?

[45] Inv. Escriba lo que le parezca valido.

[46] Jesus: Si.

[47] Inv. Ahora después de que plantee su conjetura, debe demostrarla.

Figura 53

Planteamiento de la conjetura de Jesus

R, : No estamos buscando a,,
porque ya lo da el enunciado.
R;2: No le piden el n-ésimo

Probable termino.
D;:Vn€N,a, =n(n+1)(n+ 2) / C,: Los términos de la sucesién son
[4].[HT] divisibles por 6,3 y 2. [23]
Dy:a; = 6,a; = 24,a; = 60,a4 = C,: Los términos de la sucesion son
120, ... a;p = 1320 [20],[HT] divisibles por 2. [35]

R,: Probé que hasta a, son divisibles por 6. (Usé calculadora) [25]
R,: Si es divisible por 6 entonces es divisible por 3 y por 2. [27]

R3: a, es el producto de tres nimeros consecutivos, luego el
producto de dos consecutivos es par y un nimero par multiplicado
por cualquier otro sigue siendo par en Z. [HT]

1
L: Numérica [HT]
21: R1= X?_: RZ

Dada la estructura inductiva del problema planteado, Jests logrd plantear su propia conjetura,
la forma de argumentacion de Jests fue constructivo producto del proceso de calcular los
primeros diez términos de la sucesion como se indicaba en el enunciado del problema, en el
proceso Jesus encontr6 tres conjeturas: La sucesion a, =n(n+1)(n+2),Vv=n €N es
divisible por 2, 3, o 6 a cudl Jesis optd solo por demostrar una de las conjeturas. Los
procedimientos de célculo realizados para encontrar los primeros términos hasta aqq

contribuyeron a la construccion del término n-ésimo, una vez entendido el patron de la estrategia
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de solucién del juego para cualquier término, los operadores Ry, R, son a su vez estructura de

control pues usa directamente una regla matematica para plantear una conjetura.

Jesus utilizo6 la estructura de control (X;) para verificar la conjetura (C;). La representacion
utilizada por Jestis fue numérica (L), ya que se baso en el célculo de la division los primeros diez

términos y en sus conocimientos previos sobre criterios de divisibilidad.

Demostracion

[48] Jests: So6lo Lo hice para dos (los términos de la sucesion son divisibles por 2).
[49] Inv. Bueno, pero justifique bien si lo hace solo para dos ;lo puse dificil?
[50] Jesus: No, esté facil, yo ya habia hecho algo parecido.
[51] Inv. ;Estd muy parecido a lo visto en clase?
[52] Jesus: Si, hice algo parecido en niimeros.
[53] Inv. ;Por qué eligi6 esa conjetura?, ;Por qué desistio de la otra?
[54] Jesus: porque me demoro menos haciéndola, es que creo que voy a tener confusiones
cuando la vaya a hacer por 3, bueno no necesariamente, es que es aplicar el algoritmo de la
divisiéon y entonces mirar que formas adquiere n, y mirar que eso sea un entero y ya. Pero puedo
utilizar otras cosas.
[55] Inv. Ahora ahi es donde estoy interesado saber qué le beneficia utilizar, induccién o el
algoritmo de la division. ;Para usted qué método es mejor?
[56] Jesus: Algoritmo de la division.
[57] Inv. ;Cual es la ventaja de usar el algoritmo de division respecto a induccion y viceversa?
[58] Jesus: Ya me di cuenta de algo.
[59] Inv. ;{Qué?
[60] Jesus: Que era més sencillo por induccién.
[61] Inv. ;Por qué?
[62] Jesus: Porque no tengo que hacer todos esos casos para...
[63] Inv. ;Para que?
[64] Jesus: Para la forma que tienen esos n cuando utilizo el algoritmo.
(Usando el algoritmo de la division para demostrar divisibilidad por 6, requiere seis casos,
demostrar divisibilidad por 2 requiere dos casos)
[65] Inv. Pues depende, si usted esta haciéndolo para 6 o para 2.
[66] Jesus: Para 2.
[67] Inv. Okey, entiendo por qué eligido para 2, ya se dio cuenta que la conjetura se puede
demostrar por dos métodos, ;Por qué elige uno por encima del otro?
[68] Jesus: Es por comodidad, por tiempo, o tal vez el otro método también, no se ahorita,
esperemos a ver.
10 minutos después
[69] Jesus: Yo creo que ya, la parte de induccidn tuve problemas.
[70] Inv. ; Ya termino?
Jesus: Si, lo demostré por algoritmo de la division, en la parte de demostrar por induccion
tuve problemas en el ay, 1.
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[72] Jests: Por induccion tuve problemas no fui capaz, dije: “lo intento para el primero, luego
para el segundo y luego lo pruebo para el k + 1. Pero en k + 1 tuve problemas expresar y
encontrar, por ejemplo, que (k)(k + 1)(k + 2) que era el que suponia, la hipotesis, resolver ese
(distribuir la expresion) y en el k + 1 pues lo hallaba, pero me quedaban la expresion 3k? +
9k + 6. Y ahi no podia factorizar por 2, o sea no podia decir que es divisible por 2.

[73] Inv. Pero si se pueden mirar valores de k para 3k? + 9k + 6 y usar el mismo criterio.

[74] Jesus: El mismo argumento si, pero pensé que tal vez me demoraba un poco mas.

[75] Inv. Bueno, muestre la primera parte, usted dice que lo hizo por induccion, pero no le dio.
|76] Jests: si, a; = 6y esigual a2 por 3.

Figura 54

Conjetura y Paso base de la demostracion de Jesus
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Supongamos que aqui hay que tener claro, que como un conocimiento previo, ya conozco de
divisibilidad. Bueno para el a; = (k)(k + 1)(k + 2) = k3 + 3k? + 2k. Que a;, = 2q.

Figura 55

Paso inductivo de la demostracion de Jesiis
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[77] Inv. ;Y qué significa eso?
| 78] Jesus: Que existe un entero tal que al yo multiplicarlo por 2, ese a; tiene que ser entero.

Veamos que a;,, pertenece a S entonces ay,q = (k+ 1)(k + 2)(k + 3). Cuando hice la
operacion esta parte.
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Figura 56

Paso inductivo incompleto de la demostracion de Jesus
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Aqui podria ver mi hipétesis de induccién: a; = k3 +

3k? + 2k = 2q, ya podria decir que es

2q. Pero en esta parte 3k? + 9k + 6, ;Como factorizo la expresion?, Ahi tengo un problema. Lo
de expresarlo como 3(k? + 3k + 2) = 2q. Bueno ahi fue donde me quedé.
[79] Inv. No logro identificar esa expresion.

[80] Jestis: Eso me tiene que dar.
[81] Inv. Okey.

[82] Jesus: Si tuve problemas, entonces yo decidi, como ya sabia que tambien lo podia hacer por
algoritmo de la division antes de pasar a la parte de demostracion, pues mi pensado era, si tengo
problemas con induccidn, lo demuestro por algoritmo de la division y ya.

(Jesus realizo la demostracion de la conjetura usando el algoritmo de la division)

Figura 57

Esquema de la Demostracion de Jesus

Ry : (Por qué eligié esa conjetura?
R;,: (Para usted qué método es mejor?
Rp3: (Qué conjetura demostr6?

R,4: pueden mirar valores de k para 3k* +
9k + 6 y usar el mismo criterio
Rps: (Y qué significa eso?

Probable
D, : Todos los términos de la No logré culminar la
sucesion son divisibles por 2. demostracion.

R,: Usé el algoritmo de la divisidn, tuve problemas parar demostrar
el paso inductivo. [71]

Rs:a; =6=(2)(3).a; = (k)(k+ 1)(k + 2) = k3 + 3k + 2k, es
divisible por 2, es decir que a; = 2q. [76]

Rg: Veamos que a4y € S entonces a4y = (k + 1)(k + 2)(k + 3).
Distribuyo, hipétesis de induccién: a; = k* + 3k? + 2k = 2q. Pero
en esta parte 3k2 + 9k + 6, no sé cémo 3(k? + 3k + 2) = 2q.[78]

|
L: Algebraica [HT]
T,:Teérico [HT]
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Jestis abord6 la conjetura que afirmaba que todos los términos de la sucesion eran divisibles
por 2, con la proposicion Vn € N, a, = n(n + 1)(n + 2). Inicialmente, intentd6 demostrarlo
utilizando el Principio de Induccion Matemadtica, pero no logré alcanzar una demostracion
satisfactoria pues encontrd dificultades en el paso inductivo al intentar factorizar el término
an+1. Ante esta dificultad, decidié recurrir al algoritmo de la division como alternativa. Sin
embargo, Jesus también enfrentd dificultades similares a los mencionados anteriormente en el
caso de Gabriela y David al momento de comprender los objetivos del problema. Esto muestra
que se debe mejorar el enunciado de este tipo de problemas para generar en el estudiante la

necesidad de usar el PIM.

En la discusiéon de la demostracion, el investigador intervino para aclarar la situacion y
proporcionar orientacion. Jesus recibio instrucciones especificas para superar las dificultades
encontradas en el paso inductivo. La representacion utilizada por Jesus en su demostracion fue
algebraica, y su estructura de control se mantuvo en el dmbito tedrico. Por tanto, la forma de
argumentacion fue estructuran ya que, aunque no demostrd usando el PIM, fue recurrié a un

método de demostracion como medio para validar la conjetura.
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Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva

Tabla 20

Comparacion del sistema de referencia de Jesus

PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
C;: Los términos de la sucesion son divisibles No logré culminar la demostracion.

por 6,3y 2.
C,: Los términos de la sucesion son divisibles
por 2.

OPERADORES
R;: Probé que hasta a;q son divisibles por 6.
(Uso calculadora)
R,: Si es divisible por 6 entonces es divisible
por 3 y por 2.
R;: a, es el producto de tres numeros
consecutivos, luego el producto de dos
consecutivos es par y un nuamero par
multiplicado por cualquier otro sigue siendo
par en Z.

OPERADORES
Ry4: Lo demostré por algoritmo de la division,
en la parte de demostrar por inducciéon tuve
problemas en el a 1.
Rs:a; =6 y es igual a 2 por 3. Un
conocimiento  previo ya conozco de
divisibilidad es: para el a; = (k)(k + 1)(k +
2) = k3 + 3k? + 2k. Es decir que a;, = 2q.
Rg: Veamos que ap,q pertenece a S entonces
g1 = (k+1)(k + 2)(k + 3). Distribuyo y
sale la hipotesis de inducciéon: a = k3 +
3k% + 2k = 2q. Pero en esta parte 3k%+
9k + 6, {Como lo factorizo?, Ahi Tengo un
problema Lo de expresarlo como 3(k? + 3k +
2) = 2q. Bueno ahi fue donde me quedé.

REPRESENTACION REPRESENTACION

L: Numérica L: Algebraica

ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
21:R;1 25: Ry X: Teoérico (Induccidon matematica)

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA
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Tabla 21

Comparacion del sistema estructural de Jesus

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION

Inductiva por generalizacion sobre el proceso Demostracion por directa (Deductiva)

RUPTURA ESTRUCTURAL

Jestis propone su propia conjetura, los operadores para hallar la conjetura se centraron en el
calculo de casos particulares hasta encontrar una regularidad, los operadores usados en la
demostracion son distintos a los usados cuando plante6 la conjetura ya que uso el algoritmo de la
division (método de demostracion deductivo), por tanto, en este proceso de argumentacion de
conjetura y de demostracion se verifica una ruptura cognitiva dada la ruptura referencial y
estructural.

Aunque provocoé la ruptura para propiciar la construccion de significado del PIM, pero se
identificd la dificultad (J;,/4) en el proceso de la demostracion, dado que Jesus no logrd
completar la demostracion usando el PIM, esto se origind por errores algebraicos al momento de
identificar la hipdtesis de induccion en el paso inductivo.

Con el objetivo de propiciar la construccion de significado del PIM al estudiante, en el
momento de discusién para la demostracion se realizd una intervencion para visibilizar la
dificultad referente a la demostracion del paso inductivo (J3, J,) y mitigar esta dificultad en
posteriores problemas.

En resumen, de este nucleo conceptual, el tipo de problemas puede aportar al desarrollo del
proceso de plantear conjeturas, en donde el estudiante que se enfrenta a un problema no solo
mira regularidades de una secuencia si no también en propiedades presentes en todos los

términos o los alcances que las conjeturas tienen al momento de usarlas para proponer conjeturas
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nuevas. Sin embargo, se debe modificar su enunciado de modo que no tienda a confundir al
estudiante. Se puede afirmar con base a esto, que este tipo de problemas no propicié el PIM en

comparacion a los anteriores nticleos conceptuales.

6.5. Analisis del Nucleo 5: Teoremas
A continuacion, se presenta el andlisis del Segundo de los tres problemas de demostracion del
Nucleo 5, los cuales fueron abordados por los estudiantes David y Gabriela de manera individual

y conjunta.

Luego de presentarles la hoja de trabajo, se indico trabajar inicialmente de manera individual
y pasado un tiempo, discutir dudas o conjeturas encontradas. Cada estudiante en su hoja de
trabajo responde a los incisos en el orden que vea mdas asequible. El investigador interviene

preguntando si abordaron el problema y comienza la discusion.

Figura 58

Enunciado problema 2-Nucleo 5

Problema 2:

Un estudiante plantea una demostracién a la siguiente conjetura:
“Para todo natural 2" > n?”

(Demostracion por induccion matematica):

SeaA = {n € N|2" > n?}, se probard que A = N.

Paso base: 1 € A, se tiene porque 2* > 12,

Paso inductivo: supongamos que k € A. Es decir, 2¥ > k2, para algin k € N. Se debe
probar que k + 1 € A, esto es, 2¥*1 > (k + 1)2, k + 1 € N.

Por hipétesis de induccién
2k > k2
22285 22
2K+ 5 k2 4 k2
251 5 12 + k2 >kt 241
2K+ 5 (K +1)2

Asi k + 1 € A. Portanto, 2" > n?%, ¥n € N.
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Analisis del problema 2 para Gabriela

Planteamiento de conjetura

[1] Inv. Cuando planteen la conjetura hablamos de eso y ahi si demuestren, ;Listo?
Silencio, Gabriela y David continuan con la solucion del problema (10 minutos)
[2] Inv. ;Qué paso? ;Tienen inconvenientes con el problema dos?

Gabriela: Pues yo dije que la conjetura deberia anadirse como una condicion mas.
[4] Inv. ;Quiere empezar?
[5] Gabriela: Si.
[6] Inv. Explique desde el comienzo; desde que leyo el problema, ;qué mir6?, ;se dio cuenta de
algo?
|'7] Gabriela: Eh... Pues... lo revisé y decia algo como, qué posibles errores encontraba o sea
dije tal vez tiene un error; entonces cuando vi el paso base yo pensé, que pasaria con el n = 2;
de esto me di cuenta... deberia ser mayor o igual; entonces segui revisando; revisé cuando n = 3
porque también en mi cabeza dije esos calculos tampoco dan, entonces bueno n = 3 tampoco
da, cuando llegue a n = 4 de ahi en adelante si se cumple, entonces es como la condicion que
se le deberia agregar la conjetura. Yo puse para todo n que pertenece a los naturales » mayor o
igual a 4, se tiene que 2% > k2.
[8] Inv. Okey, (Qué no le cuadraba?
|9] Gabriela: Pues que uno mas o menos maneja esos calculos en la mente, como 2% > k? Las
potencias de dos que uno se sabe; pero cuando pensé 2% y 22 es igual, entonces este no, y luego
23 = 8yelotro 3% = 9 entonces ahi estd mal, eso era lo que no me cuadraba.

[10] Inv. ;Uso alguna calculadora, graficadora o herramienta?
[11] Gabriela: Eh.... No.

Figura 59

Esquema del Planteamiento de la conjetura de Gabriela

Rp1: ¢Qué no le cuadraba?
Fuerte R;5: (Us6 alguna calculadora,

D, Vn € N, 2" > n? [Taller] graficadora o herramienta?
D,: Qué procesos debe /

considerar, modificar o cambiar

en la demostracién. [Taller]
D;:22=4,23=8, 32=9

C;:Vn € N,n =>4,2" > n?[7]

R,: Analicé el paso base, ;para n = 2 se cumple? ...
No, deberia ser mayor o igual [7]

R,: Paran = 3, los calculos no cumplen, paran = 4
st se cumple. [7]

R,: Realicé cilculos de 2% > k2, comparé las
potencias de dos. [9]

1
L: Algebraica [HT]
3: Teérico (verifica la
demostracion)




PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 165

El tipo de problema del ntcleo 5 se centrd en plantear una conjetura a partir de un hecho o
redefinir una conjetura falsa. Dado el tipo de problema planteado, Gabriela logré plantear su
propia conjetura, al abordar un problema algebraico donde los datos y las reglas matematicas se
presentan de forma explicita en comparacion de los problemas anteriores, los argumentos de
Gabriela son estructurantes pues se presentan como un hecho al verificar o corregir la conjetura
falsa con nuevas condiciones. Al redefinir la conjetura, la estructural de control es la
demostracion de la conjetura expuesta en el enunciado, lo que cataloga el control como teorico.
La representacion no cambia ya que solo redefine la conjetura y la fuerza de conviccion es solida
dado que no usa la misma demostracion. Las refutaciones potenciales se centran en validar si
Gabriela comprendi6 si los nuevos cambios que la conjetura sea verdadera.

Demostracion

[12] Inv. Okey, ahora ;Us6 la misma demostracion para demostrar su conjetura?

Gabriela: Pues yo pienso que si, es que la verdad yo las demostraciones de esas
desigualdades, yo no las manejo bien, entonces yo elegi esa conjetura y pues debe ser esa.
[14] Inv. La conjetura que disefio plantea una condiciéon n > 4.
[15] Gabriela: Si.
[16] Inv. Entonces en ese caso cumple, ;Serd que esa nueva condicion influye en el
procedimiento del paso inductivo?

Gabriela: Si claro, porque el paso inductivo ya no es con n > 1 sino con n > 4.
[18] Inv. Si, pero me refiero dentro del proceso; por ejemplo: supongamos que utilizo la
demostracion escrita en el enunciado.
Figura 60

Parte de la demostracion escrita en el enunciado del problema

IT J2
22K > 2% k2
2k+1 >k2+k2

2K+l 5 k2 4 k2S5 k2 42k + 1

241 > (k + 1)?

[19] Inv. ;Sera que esa condicion influye en ese procedimiento?, David también puede decir o
preguntar.
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[20] David: Tomé un rumbo diferente supongo, no me fijé tanto en el inicio yo me fui directo al
paso inductivo para ver que se hacia en el paso inductivo y me parecié raro; como se asumia
2k > K2, pero, primero, eso estd demostrado y segundo, no cumple para todo m porque si
tomamos por ejemplo n = 2 eso ya no se cumple.
[21] Inv. Entonces usted si esta usando el mismo razonamiento que Gabriela.
[22] David: Pues si, estoy probando con un caso para decir que lo que ¢l dice no es cierto.
[23] Inv. Interesante, ;Qué tiene que decirle a Gabriela de lo que ella hizo?
[24] David: Que estd bien, yo no lo habia visto desde ese punto, supuse que la proposicion
original iba a ser cierta, ;Por qué suponer que es falsa?
[25] Inv. ¢ La proposicién que dio Gabriela o la que esta escrita en el problema?
[26] David: La del problema en si, al demostrar puse que era cierto, pero no me fije en ello.
[27] Inv. Okey, O sea, al inicio penso6 que eso era verdadero.
[28] David: Si, o sea asumi que era verdadero, no demostré que para n = 2 era mayor o igual.
[29] Inv. En qué momento se dio cuenta que no era verdadero.
[30] David: Realmente en ninguno en si, porque cuando continue, no le iba a dar lugar a eso,
simplemente a que la demostracion que se estaba realizando fuera correcta. No sé¢ como
decirlo... asumia que era verdadero estando mal la demostracion y llegué a que la demostracion
no era correcta.
[31] Inv. ;Donde no se cumplia?
[32] David: Un contragjemplo para decir que la desigualdad que estd en medio del paso
inductivo no se cumplia, yo no estaba hablando de la base.
[33] Inv. Pero eso es lo mismo que 2¥*1 > (k + 1)?

David: No, porque yo estoy mirando es que 2*k? no es mayor para todos los casos, que
(k + 1)2, eso es lo que yo lo tinico que yo vi mal en la demostracion en ese momento.
[35] Gabriela: ;Qué fue lo que veia mal?, perdon, no escuché.

David: Que 2*k? y (k + 1)? no siempre se cumple la desigualdad.
[37] Inv. Pues miremos, lo que usted estd comparando son estas dos cosas k? + k? > k? +
2k + 1. Ahi es donde debe utilizar la condicion de Gabriela en la demostracion "k > 4".
[38] David: Si sefor.
[39] Inv. Ahi vuelvo con Gabriela, justo en este momento de la demostracion, donde quiero
demostrar, es donde busco la nueva condicion, y esa es la pregunta Gabriela ;serd que eso lo
considero? ;Considerd la nueva condicion?

Gabriela: No, yo solo cambié el paso base, lo inico que hice fue agregar “n > 4”
entonces el resto lo escribi con =, nada mas.
[41] Inv. Pues de hecho con la nueva condicion, la expresion k? + k? > k* + 2k + 1; se
vuelve mayor estricto.
[42] David: Pero eso no pasa con el 2k,
[43] Inv. Claro, eso no pasa con el 2% | el 2% me dice quién es mayor estricto, la desigualdad por
un lado es mayor o igual y el otro es mayor estricto por transitividad el orden que queda es
mayor estricto.
[44] David: No, pero para el k = 3, el 2% no se cumple, no es mayor estricto.
[45] Inv. Si, eso es lo que discutimos, para el caso k = 3 es falso, debe ser para mayores o
iguales a 4.
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Figura 61

Esquema de la Demostracion de Jesus

Ry;: (Us6 la misma demostracion para
demostrar su conjetura?

Ry2: (Sera que esa nueva condicion influye
en el procedimiento del paso inductivo?
Rp3: (Sera que esa condicién influye en

ese procedimiento?
Rp4: Nueva condicion k = 4
| Fuerte I Rys: (Consideré la nueva condicién?

D;:Vn€EN,n > 4,2" >n?[7] / C;:Vn € N,n = 4,2" > n? [HT]
D,: La conjetura es falsa para C,: David: Que 2*k? y (k+ 1)% no
n=2n=3[7] siempre se cumple la desigualdad. [36]

R4: Utilicé la misma demostracion del enunciado. [13]

Rs: Porque el paso inductivo yano es conn = 1 sinoconn = 4. [17]
Rg: Solo cambié el paso base, lo unico que hice fue agregar “=>". [40]
|
L: Algebraica [HT]
3: Teérico (verifica
la demostracién)

Los elementos que se explicitan en el esquema son procesos extraidos del enunciado del
problema por lo que los operadores y los argumentos de la demostracion son correcciones del
problema.

Constructo de Unidad o Ruptura cognitiva

Tabla 22
Comparacion del sistema de referencia de Gabriela
PLANTEAMIENTO DE LA CONJETURA DEMOSTRACION
CONCLUSION CONCLUSION
C;:C;:Vn € N,n > 4,2" > n? Ci:Vn € N,n > 4,2" > n?
Cy: David: Que 2*k?* y (k + 1)? no siempre se
cumple la desigualdad.
OPERADORES OPERADORES
Ri: Analicé el paso base, épara n =2 se R4: Utilicé la misma demostracion del
cumple? ... No, deberia ser mayor o igual. enunciado.

R,: Para n = 3, los calculos no cumplen, Rs: Porque el paso inductivo ya no es con n >

para n > 4 si se cumple. Ilas‘iréo lcon n 541 base. lo tni i
R;: Realicé calculos de 2k > k2, comparé .° 070 C4mPIC €1 paso base, 1o uico que fice

. fue agregar “=".
las potencias de dos. greg

REPRESENTACION REPRESENTACION
L: Algebraica L: Algebraica
ESTRUCTURA DE CONTROL ESTRUCTURA DE CONTROL
X1: Teoérico (Verifica la demostracion) X: Teoérico (Induccidn matematica)

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA
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Tabla 23

Comparacion del sistema estructural de Gabriela

PLANTEAMIENTO DE CONJETURA DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION FORMA DE ARGUMENTACION
Estructurante Estructurante
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Argumentacién Deductiva Demostracion por induccion

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Aunque no hubo un proceso en que Gabriela construya su propia demostracion, este tipo
de problemas también brindan informacién sobre la compresion del método. Como los
argumentos no se movilizan del paso del planteamiento de conjetura a la demostracion, entonces,
se preserva una continuidad referencial y estructural. El tipo de problema no visibiliza un
proceso para plantear una conjetura, pero si muestra qué las dificultades que presentan los
estudiantes al demostrar usando el PIM. Gabriela a pesar de identificar por qué la conjetura era
falsa, no tuvo presente sus aportes al momento de demostrar el paso inductivo, es decir, no uso la

hipétesis que redefini6 (n = 4, 2" > n?).

6.6. Resumen del analisis de los nticleos conceptuales

Resumen del analisis del proceso de argumentacion

En la siguiente tabla se sintetizan el proceso de argumentacion analizado a lo largo de este
capitulo. Se sintetiza el tipo de argumentacion y la existencia de unidad o ruptura cognitiva
considerando la caracterizacion de Pedemonte (2002) y Fiallo (2011), los resultados son parte la base

de las conclusiones de este estudio.
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Tabla 24

169

Estructura de la argumentacion y comparacion entre el planteamiento de conjetura y

construccion de demostracion

Nicleo
Conceptual

Problema Estudiante

Estructura de la Argumentacion
en la conjetura y demostracion

Constructo de Unidad
o Ruptura cognitiva

Inductiva por generalizacion sobre
el proceso

Ruptura del sistema de
referencia

Jesiis - =
Demostracion por Induccion
(o Ruptura estructural
, matematica
Niucleo 1 P1 — -
) . Continuidad del sistema
Inductiva por recurrencia .
. de referencia
David - =
Demostracion por Induccion
i, Ruptura estructural
matematica
) . Ruptura del sistema de
Inductiva por recurrencia .
. referencia
P1 Gabriela - —
Demostracion por Induccion
(o Ruptura estructural
matematica
Inductiva por generalizacion sobre Ruptura del sistema de
, . el proceso referencia
Nucleo 2 P2 Gabriela D > =
Demostracion por Induccion
(o Ruptura estructural
matematica
Inductiva por generalizacion sobre  Ruptura del sistema de
. el proceso referencia
P3 Gabriela P - —
Demostracion por Induccion
(o Ruptura estructural
matematica
Inductiva por generalizacion de Ruptura del sistema de
. casos particulares referencia
P1 Gabriela paric - =
Demostracion por Induccion
i, Ruptura estructural
, matematica
Nucleo 3 -
. Ruptura del sistema de
Deductiva .
, referencia
P2 Jesiis Demostracion or Induccion
. p Continuidad Estructural
matematica
) Ruptura del sistema de
Deductiva refgrencia
P1 Gabriela — —
Demostracion  por  Inducciéon o
, s Continuidad estructural
Nucleo 4 matematica
Inductiva por generalizacion sobre Ruptura del sistema de
P2 Jesiis el proceso referencia
Demostracion deductiva Ruptura estructural
. Continuidad del sistema
. de referencia
Nucleo 5 P2 Gabriela

Demostracion  por  Induccion

matematica

Continuidad Estructural

Los resultados en la ta



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 170

Resumen de las Dificultades de los estudiantes

En las siguientes tres tablas se sintetizan las dificultades emergentes que impidieron el
tratamiento de los problemas de forma adecuada, cada tabla corresponde a un estudiante. Los
resultados de la tabla permiten valorar la unidad de ensefianza e identificar el desarrollo de los
estudiantes sobre la demostracion por el PIM. Se marca con una “X” la dificultad identificada.

Tabla 25
Tabla de dificultades para Gabriela

Dificultades de Niicleo 1 Nicleo 2 Nicleo 3 Niicleo 4 Niicleo 5
aprendizaje del
principio de
induccion
matematica
Errores numéricos y
algebraicos (J1) X X X X X
Argumentar la
demostracién del X X X
paso base (J,)

P2 Pl P2 P3 P1 P2 P3 PI P4 P2 P3

Identificar la esencia
del paso inductivo
Js)
Identificar cuando es
aplicable la induccién X
matematica (J,)

Identificar la

proposicion a X X X X X X

demostrar (J5)

Entender la relacion

entre el paso base y el X X X X
paso inductivo (J¢)
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Tabla 26
Tabla de dificultades para Jesiis

Dificultades de Nucleo 1 Nucleo 2 Nucleo 3 Nucleo 4 Nucleo 5
aprendizaje del
principio de Pl P2 Pl Pl P2 P3 P2 No participd

induccion matematica

Errores numéricos y
algebraicos (J;)
Argumentar la

demostracion del paso X
base (J,)

Identificar la esencia
del paso inductivo (J3)

X X X X X

Identificar cuando es
aplicable la induccion X
matematica (J,)

Identificar la
proposicion a X
demostrar (J5)

Entender la relacion
entre el paso baseyel X X X
paso inductivo (Jg)

Durante el proceso de aprendizaje de Jests en esta implementacion, su aprendizaje que se vio
beneficiado por la resolucidon de problemas en la unidad de ensefianza, lo que le permitio
comprender el PIM. En el primer nucleo de la unidad, se identificaron todas las dificultades que
tenia al concebir la demostracion como un proceso mecanico en tres partes separadas, tal y como
Crespo (2016) senala. Sin embargo, una de las fortalezas de Jesus fue su habilidad para asociar el
proceso de contar unidades con elementos del conjunto de los nimeros naturales, lo que le

permitio abordar la demostracion de su conjetura desde el PIM.

En el primer problema del nucleo 1, se observd que Jesus desconocia algunos términos clave,
como recurrencia, patron de recurrencia y conjetura, por lo que necesité ayuda para entender su
significado y como utilizarlos en la demostracion. En las discusiones se aclaraban sus errores

algebraicos y sus concepciones erroneas sobre la importancia del paso base y la estructura del

PIM.
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En el segundo problema del ntcleo 1, se pudo observar que la discusion del problema
anterior fue util para que Jesus comprendiera la importancia del patron de recurrencia en la
demostracion. Ademas, logro justificar los pasos de su demostracion basandose en la estructura
del PIM y utilizando el patron de recurrencia y los registros calculados en la primera etapa. Este

resultado muestra que el enfoque de la unidad de ensefianza cumple con su objetivo.

En los nucleos 2 y 3, Jests presentd dificultades al escribir sus conjeturas en notacion
matematica, pero se pudo notar que su razonamiento era deductivo. Durante la fase de discusion
se trabajo en la correccion de algunos términos, como la escritura de una sucesion o el simbolo
para todo (V). Los problemas del nticleo 3 permitieron a Jesus transformar los datos del juego en

proposiciones escritas algebraicamente, lo que gener6 la necesidad de demostrar sus conjeturas.

En el problema 2 del nucleo 4, Jesus logrd razonar deductivamente y comprender el camino
que debia recorrer para construir la demostracion utilizando el PIM. Sin embargo, presentd
dificultades de tipo algebraico al escribir el paso inductivo. En la etapa de discusion, Jesus
mencionod que no logro extraer el factor de divisibilidad de su conjetura (demostrar que el
término a, = n(n + 1)(n + 2) es divisible por 2), por lo que decidié abandonar ese proceso de

demostracion y utilizar otro método de demostracion, en este caso el algoritmo de la division.

Basados los resultados de la tabla 27 y en lo que se define como significado de Wenger
(1998), se pudo observar que Jesus utilizaba un razonamiento inductivo para plantear sus
conjeturas, pero una vez definidas estas conjeturas de forma algebraica, resultaba mas sencillo
construir una demostracion deductiva, pero ain desconoce los elementos en la demostracion, en

consecuencia, la unidad de ensefianza no propici6 construccion de significado del PIM.
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Tabla 27
Tabla de dificultades para David

Dificultades de Nucleo 1 Nucleo 2 Nucleo 3 Nucleo 4 Nucleo 5
aprendizaje del
principio de No
induccién Pl P2 P1 P2 participd
matematica

P1 P4 P1 P2 P3

Errores numéricos y
algebraicos (J;) X X
Argumentar la
demostracion del X X X
paso base (J,)
Identificar la esencia
del paso inductivo X X X
J3)
Identificar cuando es
aplicable la induccién X X
matematica (J,)
Identificar la
proposicion a X X X
demostrar (Jz)

Entender la relacion
entre el paso baseyel X X X X
paso inductivo (Jg)

Desde el inicio de la implementacion de la unidad, David mostr6 un acercamiento al
razonamiento deductivo, buscaba métodos de demostracion para justificar los items de los
problemas, cuestionaba el planteamiento de los problemas y las conjeturas de sus compafieros
usando contraejemplos. Sin embargo, los problemas con previo planteamiento de conjeturas
fueron novedosos para €l, lo cual implico6 mas tiempo para abordarlos por completo. David
asocio el PIM desde el primer problema como método de demostracion principal para la etapa de
demostracion, presento fortalezas en la ejecucion de los problemas para extraer informacion que
le sea util posteriormente; en la etapa de discusion formulaba ideas a sus compafieros para

esclarecer la conjetura o cuestionaba algunos pasos de sus compaiieros para plantear la conjetura.

En el problema 1 del nucleo 1, presento fortalezas para el planteamiento de la conjetura, ya

que comprendia rapidamente el objetivo del problema, pero presento dificultades en la notacion



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 174

algebraica definida para demostrar usando el PIM; luego, en el problema 2 no presento las
dificultades, esto se debe a su vez a las discusiones promovidas, pues las preguntas realizadas

generaron un cambio en el tipo de razonamiento usar en el planteamiento de conjeturas.

En el ntcleo 2, David requirié de mucho tiempo para avanzar en el orden de los problemas
pues empleaba la solucion en célculos de muchos casos que corroboraron su conjetura; esto,
aunque fue la una idea importante en la discusion de los problemas, también fue un foco de
dificultades al momento de demostrar, puesto que describia al paso base del PIM como un paso
de verificacion de un calculo o una regla. Esta dificultad se present6 hasta el ntcleo 5, en donde

los problemas estan enfocados a mitigarla visibilizando el uso del paso base en el paso inductivo.

En el nucleo 4 uso herramientas aprendidas anteriormente para plantear conjeturas, pero estas
fueron a su vez un obstaculo, ya que la metodologia de estos problemas son diferentes y el
objetivo de los mismo también, requirid intervenir al investigador realizando preguntas que
orientaran al David al planteamiento de conjeturas. Dichas preguntas se enfocaron en leer el

enunciado del problema y en recurrir al uso de patrones entre los términos de las sucesiones.

Basados los resultados de la tabla 27 y en lo que se define como significado de Wenger
(1998), David present6 construccion del significado del PIM por medio de la implementacion de
la Unidad de ensefianza, esto se debe a su vez porque ya el estudiante pensaba deductivamente,
en la mayoria de los problemas se centrd en realizar un procedimiento 16gico basado en reglas
tedricas o propiedades por lo que, para estos problemas resultaba mas dificil plantear la conjetura

que construir la demostracion.
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7. Analisis retrospectivo de la Unidad de Ensefianza

La unidad de ensefanza estd conformada por cinco ntcleos conceptuales que representan
diferentes tipos de problemas en los que se puede usar el PIM, cada problema contiene una serie
de actividades que el estudiante debe recorrer. De modo que, para la evaluacioén de la unidad de
enseflanza se analizaron dichas actividades, se estudiaron las ventajas o desventajas que se
presentaron al incluir los problemas en cada nucleo, por ultimo, se analizaron las dificultades
identificadas en el proceso de planteamiento de conjeturas y en el desarrollo de la argumentacion
en la demostracion por el PIM. En ese sentido, se analiza la secuencia de los nucleos, la
metodologia de los problemas, los alcances y aportes de la unidad de ensefianza, las correcciones
a la unidad y la formulacidén de otros problemas. Cabe resaltar que en este analisis se tiene en
cuenta el trabajo realizado por los 3 estudiantes (Gabriela, David y Jesus) quienes resolvieron los

problemas y los siguientes subapartados son el analisis de la unidad de ensefianza.

Secuencia de los nucleos: La unidad de ensefianza estd estructurada por 5 nucleos
conceptuales (nucleo 1: progresiones, nucleo 2: Recursividades, nucleo 3: situaciones
hipotéticas, nucleo 4: divisibilidad, nucleo 5: Teoremas), debido a que cada uno de ellos se
enfoca en un contexto distinto donde es necesario realizar demostraciones utilizando el PIM. Los
nucleos conceptuales estdn organizados donde el grado de dificultad y la necesidad de
preconceptos aumenten. Teniendo en cuenta la asignatura o semestre académico de los
estudiantes (se hace referencia a estudiantes universitarios), se pueden implementar los nucleos
que estén relacionados con el plan de la asignatura; por ejemplo, la asignatura Teoria de nameros
brindada en la Universidad Industrial de Santander, todos los nticleos son aplicables, en un curso

de fundamentos de matematicas enfocado en la ensefianza de los métodos de demostracién puede
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implementar los que el profesor delibere necesarios para propiciar la construccion del significado

del PIM.

En Cada nucleo, el grado de dificultad aumenta conforme se desarrollan problemas. El
ultimo problema se llama el problema retador, puede resultar més dificil o puede completar el
aprendizaje del PIM en el tipo de problemas. Debido a que el PIM es un método de
demostracion, la unidad de ensefianza no necesariamente tiene una secuencia unidireccional, los

nucleos representan el uso en el que es aplicable el PIM.

Metodologia del problema: Los problemas de la unidad de ensehanza se disefaron con
base en los dos momentos que definen el constructo de unidad o ruptura cognitiva de un teorema
planteado por Boero et al, (1996). La primera fase del problema consiste en la produccion de
conjeturas, donde el estudiante elabora su enunciado por medio de una previa exploracion de
ejemplos, casos particulares o ejercicios analogos; la segunda fase estd conformada por la
demostracion de conjeturas, donde el estudiante relaciona por medio de una cadena logica, los
argumentos producidos en la primera fase o nuevos argumentos producto de la generalizacion de

un patrén y de sus concepciones sobre la estructura del PIM.

Lo anterior fundamento las bases para el disefio de la unidad de ensefianza a partir de la

ruptura cognitiva, elemento que hace parte del objetivo del presente estudio.

Los incisos propuestos en los problemas son similares, estan basados en la hipotesis de
Mariotti (2006) y su objetivo es generalizar patrones, por tanto, se buscaba que la produccion de
conjeturas se centrara en estudiar los primeros casos del enunciado, identificar regularidades

entre ellos y generalizarlas.
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Alcances de la unidad de ensenianza: el tema de induccion matematica no se limita a una
asignatura o un tipo de problemas, bajo el enfoque de generar la ruptura cognitiva Mariotti
(2006), el enfoque de los problemas puede usarse en otras areas de matematicas, por ejemplo,
Trigonometria (Fiallo, 2011), Calculo (Lopez, 2017) o Cursos de refuerzo en matematicas
(Gonzales, 2022). Sera un reto plantear problemas bajo el enfoque la unidad de ensefianza pues,
basados en los resultados del analisis de la implementacion, poco se ha promovido el desarrollo

de planteamiento de conjeturas en anteriores cursos de matematicas.

Aportes de esta unidad: Con el fin de propiciar el aprendizaje del método PIM y segun
los resultados obtenidos en el andlisis, se sugiere dos tareas: (1) explorar los datos dados en el
enunciado del problema, para poder definir el patron de recurrencia, pues esto facilita el
desarrollo del paso inductivo; (2) antes de realizar el paso inductivo para un caso genérico, es
importante utilizarlo para un caso particular ya que los calculos o los pasos logicos puedan

visibilizar el proceso de la demostracion.

El enfoque de los problemas fue novedoso para los estudiantes al momento de plantear
conjeturas, comprender que lo aprendido en un problema anterior podria extenderse a problemas
de otros nucleos y a relacionar el uso del PIM en diferentes temas en matematicas. La etapa de
exploracion de conjeturas admite el uso de preconceptos que sirvieron para generar inquietud
sobre la necesidad de aprender nuevos conceptos y detectar avances o dificultades en el

aprendizaje.

Cabe resaltar que la unidad de ensefianza promueve el uso de juegos para desarrollar
generalizaciones de patrones que sirven como herramienta en la produccion de conjeturas y la
construccion de la demostracion; pues el Nucleo 3 se trabajé en juego del salto de la rana, las

torres de Hanoi, el juego de los billetes.
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Correcciones a los nucleos: Una correccion general de la unidad es la escritura de los
items de los problemas, pues, durante el transcurso de la implementacidon, en la fase explorando
conjeturas, hubo confusiones sobre el inciso que solicitaba verificar el patrén de recurrencia en
la conjetura planteada por los estudiantes, por ejemplo, ;/E! patron de recurrencia del inciso c)
cumple la expresion enunciada en el inciso anterior? El objetivo del inciso es validar que el
patron de recurrencia esté bien definido. Este item se puede omitir ya que no aporta a la

construccion de la demostracion y genera confusiones en la implementacion.

Grieser (2018) sugiere que en la produccion de conjeturas se usen técnicas de recursion
para encontrar relaciones de recurrencia (Dirigirse a la seccion 4.3.2), de modo que, en el disefio
de los nucleos conceptuales y en su implementacion se definio Patron de Recurrencia (PR)
como: Una ecuacion que expresa cualquiera sucesion a,, en términos de la diferencia entre a,, y
a,_1, s€ convierte asi en un caso particular de Relacion de recurrencia que Grieser (2018) define
como: “‘una ecuacion que expresa cualquier a, en términos de a,_q,Qan_5,an_3,...,a; . Estas
definiciones fueron utilizadas en la implementacion, los estudiantes identificaron la importancia
del PR en la demostracion del paso inductivo. Se sugiere para proximas implementaciones,
definir el PR en la primera implementacion y escribirlo en su hoja de trabajo. Se sugiere a
menudo realizar intervenciones recordando su definicion, con base en el analisis de resultados, se
tiene que estas intervenciones son apropiadas para mitigar dificultades al realizar una

demostracion por el PIM.

Basados en las respuestas de los estudiantes en la implementacion del ntcleo 5, algunos
items del problema 2 y 3 necesitan reescribirse, el objetivo de los problemas es identificar el

error en el enunciado, el estudiante debe identificar el error y replantear la conjetura y después
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escribir la demostracion, pero el estudiante tiende a confundir el objetivo del problema cuando

abordan los items b) y c¢) del planteamiento de conjeturas.

Formulacion de nuevos problemas a partir de otros ya definidos: segun la metodologia
del problema y el analisis de los resultados obtenidos en la implementacion, con el objetivo de
fomentar estos procesos de razonamientos y demostracion, se definen otros problemas que
pueden usarse en una nueva implementacion o en la practica en clase de matematicas. Estos
problemas fueron extraidos y adaptados para fines del presente estudio de los libros de texto:

Exploring Mathematics: Problem-Solving and Proof. Grieser, D. (2018).

Problema 1: Defina en términos n, la sucesion a,, Vn € N, si se conoce que a; =1y
que, para todo natural n > 2, a,, = na,_;.
a) Plantee una conjetura para a,, y demuéstrela.

Problema 2: Considere la funcién proposicional p(n):n? + n + 17 es un niimero primo.
a) Demuestre que p(n) es verdaderaparan =0,1,2,3,4,5y6.
b) (Es p(n) verdadero para todo nimero natural n?

Problema 3: Considere la funcién proposicional p(n):n? + 5n + 1 es par.
a) Demuestre que si p(n) es verdadera, entonces p(n + 1) es verdadera para todo n natural y
saque conclusiones.
b) ;Para qué valores de n es p(n) realmente cierto?

Segtn lo mencionado anteriormente, la unidad de ensefianza aporta al aprendizaje del
PIM y a la investigacion en Didactica de las Matematicas, pero se necesita realizar nuevas
implementaciones ya que es necesario reducir los incisos de los problemas propuestos, en

algunos casos se vuelven repetitivos y aumentan el tiempo para desarrollar la demostracion.
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8. Conclusiones
Teniendo en cuenta la fundamentacion tedrica, metodologica y el andlisis de los datos
obtenidos en la implementacién de la unidad de ensefianza, en este capitulo se presentan aspectos
que permiten propiciar la construccion de significado del PIM y se consolidaron a partir del

disefo, implementacion y analisis retrospectivo de la unidad de ensefianza.

Las conclusiones estan organizadas en tres apartados, en la primera seccion responde la
pregunta de investigacion ;Coémo propiciar la construccion de significado del Principio de
Induccion Matematica a partir de la ruptura cognitiva entre, el proceso de argumentacion para el
planteamiento de una conjetura y el proceso de argumentacion para la construccion de una
demostracion?, en la segunda seccion se exponen unas reflexiones generales del trabajo de
investigacion, entre ellas validar la hipdtesis de investigacion; y en la tercera seccion, se
menciona futuras investigaciones que pueden emerger de la problematica y el andlisis de

resultados.

8.1. Como propiciar la construccion de significado del Principio de Induccion Matematica
En este apartado se presentan aspectos que orientan a responder la pregunta de
investigacion: (1) El orden por el cual se debe transitar para propiciar la construccion de
significado del PIM, (2) Las caracteristicas o el tipo de problemas que permiten propiciar la
construccion de significado del PIM, y (3) Observaciones sobre la implementacion del tipo de

problemas de los nucleos conceptuales.

El orden de la unidad de ensefianza se divide en diferentes temas en el que se aplica el
PIM. A través del andlisis retrospectivo de la implementacion, se ha determinado que para
propiciar la construccion de significado del PIM al trabajar con el tipo de problemas de la unidad

de ensefianza, es necesario que el estudiante resuelva problemas siguiendo el siguiente orden:
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1. Generalizar una expresion algebraica que represente todos los casos a partir de una

lista de datos o casos particulares.

2. Generalizar una expresion algebraica que represente todos los casos a partir del
descubrimiento del patron de recurrencia, entendido como la diferencia entre cualquier par de

términos de una sucesion.

3. Generalizar una expresion algebraica que represente todos los casos a partir de datos

calculados mediante una herramienta o soporte que permita extraerlos o confirmarlos.

4. Analizar las propiedades de una conjetura y crear nuevas conjeturas a partir de los

datos o del cambio de condiciones.

Se ha observado que los estudiantes lograron mejorar sus demostraciones a medida que
exploraban regularidades, definiciones y teoremas, lo cual impulso6 su actividad argumentativa y
enriquecié la produccion de significado, segun la conceptualizaciéon propuesta por Wenger
(1998) en el capitulo de aspectos teoricos y conceptuales. Ademas, los resultados de las Tablas
25, 26 y 27, que identifican las dificultades encontradas en el PIM, confirman que el enfoque de
ensefianza implementado en esta unidad permitio mitigar dichas dificultades y, en consecuencia,
fomentar la construccion de significado del PIM. El proceso seguido por los estudiantes, descrito

anteriormente, ha demostrado ser efectivo en este contexto de estudio.

Ademas, los problemas de todos los nucleos de la unidad de ensefanza involucraron
cantidades numerables, ya que uno de los procesos que realiza el estudiante es contar. Por lo
tanto, las conjeturas planteadas por los estudiantes se definieron en el conjunto de los nimeros
naturales (N). Asi mismo, al realizar una breve buisqueda sobre el origen del PIM (ver seccion

3.2) y al definir el PIM como un método de demostracion (ver seccion 4.3.1), se descubrioé que
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las demostraciones que involucran el conjunto de los niumeros naturales (N) estdn asociadas al
uso del PIM. Por esta razén, es frecuente que los estudiantes utilicen el PIM en este tipo de
problemas de la unidad de ensefanza, ya que incitan a pensar y definir patrones de recurrencia en
el conjunto de los nimeros naturales (N). Esta relacion entre la unidad de ensefianza y el PIM se
evidencid en el andlisis del proceso de argumentacion de los estudiantes (Ver capitulo 6, mas
atras). Esto demuestra como, en términos de Pedemonte (2008), es posible generar una ruptura

estructural en estos problemas.

El segundo aspecto se centra en el tipo de problemas de la unidad de ensefianza. Estos se
disefiaron de modo que en las dos primeras etapas del problema (Explorando conjeturas y
Discusion de conjeturas obtenidas), el estudiante explore primeros casos particulares del
enunciado, encuentre regularidades y generalice patrones de recurrencia; este primer momento
permite plantear y discutir conjeturas basados en un proceso de argumentacion inductivo, como
lo menciona Pedemonte (2002); en la tercer y cuarta etapa (Demostrando y Discusion de las
demostraciones) de los problemas, se requiere demostrar la conjetura planteada en las dos
primeras etapas. Este enfoque destaca como la unidad de ensefianza guia al estudiante para

emplear un proceso de argumentacion basado en razonamientos 16gicos o teoremas matematicos.

En el nucleo 1 los estudiantes se enfrentaron por primera vez a problemas donde no es
explicita la conjetura y la demostracion de la conjetura se centrd en validar que la sucesion esta
bien definida para todos casos, por tanto, el tipo de problemas propicié que el estudiante aprenda
que el PIM esta asociado al conjunto de los naturales e identifique donde se explicita la

implicacion del paso inductivo.

En el nucleo 2 ayudo6 al estudiante a entender que, el PIM esté estructurado en dos pasos

que no estan desligados y por tanto se debe tener presente el paso base en el paso inductivo, esto
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identificé al momento de concluir las demostraciones por el PIM. El disefio de encontrar las
representaciones algebraicas de una sucesion recursiva es un tipo de problema poco usado en el
aula de clase, esto puede favorecer el proceso de identificar patrones, cambiar de representacion

algebraica a recursiva.

En el ntcleo 3 el tipo de problemas basado en un juego favorecié el proceso de
generalizacion para que los estudiantes plantearan sus propias conjeturas proceso que
transformaron reglas tedricas en la construccion de la demostracion, asi, el papel del juego se
situd solo en una herramienta para corroborar y el PIM en el soporte para validar la conjetura.
Todos los problemas del niicleo 3 cumplieron lo mencionado y por tanto favorecieron la eleccion

de la hipotesis de induccion y en qué momento de la demostracion se usa.

En el nacleo 4 el planteamiento de los problemas no propicidé la construccion de

significado del PIM, se profundizard mas adelante.

En el nacleo 5 este tipo de problemas favorecié al estudiante a comprender que se debe
tener en cuenta las condiciones y resultados demostrados en el paso base en la demostracion del
paso inductivo del PIM. Ademas, permiti6 generar el planteamiento de conjeturas a partir de

reglas matematicas ya validadas.

El tercer aspecto se centrd en mencionar algunos resultados del andlisis retrospectivo de
la unidad en miras de corregir y mejorarla. Como se menciond en el capitulo seis, hubo
dificultades por parte de los estudiantes en la implementacion del nucleo 4, al no visibilizar el
objetivo del problema. Este hecho no permitié que los estudiantes plantearan sin ayudas sus
propias conjeturas, fue necesario una intervencion que tampoco favorecid la construccion de

significado del PIM, dado que los estudiantes preferian otro método de demostracion que



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 184

consideraron se adaptdé mejor al tema matematico de los problemas, se sugiere dos cambios para
posteriores implementaciones: (1) retirar el nucleo por otro tema en matematicas en el que es
aplicable el PIM como lo son, el teorema del binomio, combinatorias y permutaciones, (2)

cambiar el enunciado de los incisos de la etapa de plantear conjeturas de la siguiente manera:

1) Explorando conjeturas
a) Describa los primero diez términos de la sucesion definida verbalmente y deduzca

propiedades o caracteristicas con relacion a divisibilidad. Justifique su respuesta.

b) Qué patron de recurrencia o regularidad identifica en comun de los primeros diez
términos, /el patron de recurrencia identificado se mantiene en cualquier término de la
sucesion? Justifique su respuesta.

Este cambio, debe ir en conjunto de la intervencion “No se busca definir algebraicamente
la sucesion, esto lo brinda el enunciado verbalmente” e intervenir con contra preguntas como
refutaciones potenciales; por ejemplo, ;Esta sucesion no estd definida en el enunciado? Cuando

el estudiante defina que su conjetura es la representacion algebraica de la sucesion.

Por otro lado, para el disefio de otros conjuntos de problemas que permitan formular
conjeturas y construir demostraciones. Deben seleccionarse o formularse cuidadosamente,
teniendo en cuenta la dificultad, la variedad de formas de plantear el problema y su pertinencia

en relacion con el objetivo de la unidad de ensefianza, estos aspectos son los siguientes:

v Un disefio de problemas donde no se explicite la proposicion a demostrar si no que,
en el desarrollo permita plantear conjeturas y su respectiva demostracion; este
enfoque genera que el estudiante plantee sus propios argumentos como producto de la
exploracion de los datos extraidos del enunciado.

v" Brindar un tiempo para que el estudiante explore por si solo los datos del enunciado,
esto permite que plantee conjeturas y tenga la necesidad de convencerse a partir de

una demostracion.
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v Promover la generalizacion de un patron de recurrencia y entender su importancia en
la demostracion.
v’ Realizar intervenciones que permitan al estudiante entender que el PIM es una cadena

de implicaciones logicas.

Una recomendacion para favorecer la construccion de significado del PIM mediante la
aplicacion de la unidad de ensefianza es capacitar a los profesores para utilizar las refutaciones
potenciales como herramienta didactica. Para ello, resulta util estudiar el Modelo de Pedemonte,
el cual brinda herramientas claras sobre como realizar intervenciones que permitan visibilizar la
actividad argumentativa de los estudiantes y ayudarles a comprender el PIM. En particular, el
Modelo de Pedemonte permite plantear preguntas que permiten al estudiante reconocer sus

falencias y avanzar en la construccion de significado del PIM.

Con base en los tres aspectos explicados anteriormente, se tiene que la unidad de
ensenanza induce a que se produzca la ruptura cognitiva entre el proceso de argumentacion para
el planteamiento de una conjetura y la construccion de una demostracion por induccion

matematica.

A continuacioén, se presentan el resumen de resultados de los problemas analizados en el

capitulo 6, para determinar si se produjo unidad o ruptura cognitiva.

Con base en el resumen del analisis de resultados (Ver Tabla 24 en Resumen del analisis
de los ntcleos conceptuales), en la siguiente tabla se presenta las veces que presentd la unidad o

ruptura cognitiva en el sistema de referencia y en la estructura.
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Tabla 28

Resultados de las categorias emergentes

Constructo de Unidad o
Ruptura cognitiva
Ruptura del sistema de referencia

— Ruptura estructural
Unidad del sistema de referencia
— Ruptura estructural
Ruptura del sistema de referencia
— Unidad estructural
Unidad del sistema de referencia
— Unidad estructural

Cantidad

Las primeras tres categorias (Ruptura del sistema de referencia — Ruptura estructural,
Unidad del sistema de referencia — Ruptura estructural y Ruptura del sistema de referencia —
Unidad estructural) son rupturas cognitivas puesto que las generalizaciones que realizaron los
estudiantes corresponden al proceso de generalizacion de un patron de recurrencia, logrando
transformar los operadores y controles perceptivos de los primeros casos, en propiedades
matematicas y controles teoricos en la construccion de la demostracion (uso del PIM). Utilizaron
argumentos basados en la estructura del PIM, y transformaban los operadores de la conjetura
(registros de casos particulares, regularidades, patrones) en datos o nuevos operadores en la
construccion de la demostracion. La categoria Unidad del sistema de referencia — Ruptura
estructural ya esta definida en Fiallo (2011) como unidad referencial — argumentacion inductiva
— demostracion deductiva falsa, salvo que en este estudio el planteamiento de la conjetura por
medio de analogias (Polya, 1966) con relaciones, procesos y procedimientos realizados en
actividades anteriores, sin ningun proceso de exploracion, se garantizo la construccion de una
demostracion deductiva, caracterizada por el cambio de una forma de razonamiento inductivo a

una forma de razonamiento deductivo (Fiallo, 2011, p. 263).
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La categoria Unidad del sistema de referencia — Unidad estructural es una unidad
cognitiva, porque se mantiene un proceso de razonamiento deductivo en el planteamiento de la
conjetura y en la demostracion, el cual se basod en las regularidades del problema, propiedades
que cumplen todos los datos del enunciado y operaciones mentales que apuntan a validar la
conjetura. En este caso la conjetura fue producto de un proceso de exploracion que conllevo al
planteamiento de argumentos deductivos que facilitaron la demostracion usando el PIM. En

Fiallo (2011), se declara esta categoria como Unidad cognitiva deductiva.

8.2. Reflexiones generales del estudio

En esta seccion, se expondran algunas reflexiones relevantes en torno al estudio
realizado. En primer lugar, se discutira la utilidad del marco tedrico/conceptual en la elaboracion
de la unidad de ensefanza, asi como su impacto en el analisis de los resultados obtenidos.
Asimismo, se abordara el alcance de la unidad de ensefianza y su relacion con la hipdtesis de
investigacion que se planted en el estudio. También se definiran los diferentes tipos de unidad o
ruptura cognitiva reportados por la investigacion y las rupturas cognitivas identificadas en el

analisis de resultados en conjunto con su importancia en el desarrollo de la investigacion:

e Aunque este estudio es de disefio, los elementos tedricos utilizados tuvieron un papel
importante en el analisis de los datos. El modelo de Pedemonte fue util para identificar los
elementos clave de la argumentacion y esquematizar los datos obtenidos en las sesiones. En
particular, el modelo permitié examinar si los soportes, operadores de la concepcion o
representacion cambiaban o se mantenian en el proceso de pasar de la conjetura a la
demostracion. Se encontré que, en la mayoria de los problemas analizados, las refutaciones

potenciales (es decir, preguntas o afirmaciones que desafian la conjetura del estudiante)



PROCESO DE ARGUMENTACION EN INDUCCION MATEMATICA 188

resultaron utiles para provocar una ruptura cognitiva que permitio visibilizar otros elementos del

modelo, especialmente las estructuras de control.

Junto con las dificultades identificadas en investigaciones previas, el modelo permitid
describir las dificultades especificas que los estudiantes enfrentan al demostrar a través del PIM,

las cuales se presentan en los operadores o permiso de inferir y en el enunciado/conclusion.

¢ Aunque la eleccion del area de matematicas se baso en la variedad de situaciones en las
que se puede aplicar el PIM, también se considerd el nivel de conocimiento previo que los
estudiantes poseen para abordar problemas de planteamiento de conjeturas y construccion de
demostraciones. En muchos casos, los estudiantes pueden asociar algunos datos del problema y
aplicar reglas matematicas que ya han sido validadas en clase, lo que facilita la formulacion de

conjeturas y la construccion de demostraciones.

Una limitacion de la unidad de ensefanza puede estar relacionada con el tiempo que se
emplea para resolver un problema. Sin embargo, es importante considerar que los estudiantes
solo se enfrentan al planteamiento de conjeturas, un proceso que puede resultar mas dificil que la
demostracion en si misma. Esta metodologia de resolucion de problemas exige que el profesor dé
un nuevo significado a su labor en el aula, lo cual incluye el reconocimiento de los esfuerzos de
los estudiantes como oportunidades para aprender. Este enfoque fue evidente en el analisis de los
ultimos nticleos, donde los estudiantes se esforzaron por utilizar mas que solo ejemplos para
validar sus conjeturas, lo que representa una oportunidad para que el profesor pueda aprovechar
al maximo el potencial de aprendizaje de sus estudiantes. Un ejemplo de esto se evidencio en el
nucleo 4, donde Jests, al no poder avanzar con un método de demostracion, optd por abordar el

problema desde otra perspectiva.
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Durante los nucleos, se enfatiza la importancia de la socializacion como estrategia clave
de la clase. Sin embargo, es importante tener en cuenta como el profesor construye este espacio,
en particular, las preguntas que formula para ayudar a los estudiantes a realizar conexiones entre
los conceptos clave del nucleo y de la unidad en si misma. En ocasiones, este espacio puede
convertirse en un lugar para mostrar lo que se ha hecho sin un sentido matematico que oriente la
discusion. Por lo tanto, el profesor debe estar atento a como se desarrolla la socializacion y

asegurarse de que se enfoque en el proceso de argumentacion del problema en cuestion.

o Confrontacion de la Hipotesis de investigacion: tras analizar los resultados obtenidos en
la aplicacion de problemas disefiados para promover el proceso inductivo de generalizacion de
patrones en términos o procesos para obtener un término y su siguiente, se observo que los
estudiantes lograron generalizar reglas que luego utilizaron en el paso inductivo del PIM,
principalmente a través del patron de recurrencia y, en algunos casos, mediante la identificacion
de una recurrencia de términos. Ademas, cuando los problemas no permitian validar una
definicion algebraica o una propiedad de los términos de la sucesion, el proceso inductivo de
estudiar una demostracion o argumento falso resulto ttil para replantear la conjetura y facilitar la
escritura de la demostraciéon, como en el ntcleo 5. Estos hallazgos respaldan la hipotesis de
investigacion de Mariotti (2006) y sugieren la necesidad de explorar esta estrategia en otros
contextos o niveles educativos.

o Tipos de Ruptura cognitiva identificadas en el presente estudio.

Fiallo (2011) plantea cinco categorias de unidad o ruptura cognitiva, las cuales agrupan
los diferentes logros o dificultades detectados para el aprendizaje de la demostracion, las

categorias son las siguientes:
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- Unidad cognitiva empirica, la cual no favorece la construccion de demostraciones deductivas, se
presenta cuando hay continuidad del sistema de referencia y continuidad estructural.

- Ruptura referencial — continuidad estructural inductiva, si se logra la ruptura del sistema de
referencia, sin la ruptura estructural, tampoco se llega a la construccion de demostraciones
deductivas.

- Ruptura referencial — argumentacion inductiva — demostracion genérica intelectual si la ruptura
cognitiva es causada por la ruptura del sistema de referencia y se construye una demostracion
inductiva, hay mas posibilidades de una ruptura estructural que conlleve a la construccion de una
demostracidon deductiva, puesto que las generalizaciones que hacen los estudiantes corresponden
a una generalizacion del proceso, en donde se logra transformar los operadores y controles
perceptivos en propiedades matematicas y controles teoricos.

- Unidad referencial — argumentacion inductiva — demostracion deductiva falsa, si la conjetura se
plantea por analogia (Polya, 1966) con relaciones, procesos y procedimientos realizados en
actividades anteriores, sin ninglin proceso de exploracion, puede que exista unidad del sistema de
referencia y se logre la ruptura cognitiva, caracterizada por el cambio de una forma de
razonamiento inductivo a una forma de razonamiento deductivo.

- Unidad cognitiva deductiva, la unidad cognitiva favorece la construccion de demostraciones
deductivas. Los pasos inductivos que realizan los estudiantes, los utilizan para comprobar la

veracidad de la identidad planteada, pero la demostracion final se basa en propiedades generales.

(Fiallo, 2011, p. 262)

Como contribucion a estas categorias, se identificaron las siguientes rupturas cognitivas,
las cuales agrupan los diferentes progresos o dificultades detectadas. Con esta categorizacion se
plantean aportes al estudio de la unidad cognitiva y se asocian las dificultades para el aprendizaje
de la demostracion que se describieron en el capitulo 6, estas se resumen a continuacion:

» La ruptura cognitiva causada por “Ruptura del sistema de referencia — Ruptura
estructural” conlleva a la construccion de una demostracion deductiva, en este caso usando el
principio de induccién Matematica (PIM), se produce cuando los estudiantes generalizan
patrones o procesos en su planteamiento de una conjetura, transformando los operadores y

controles perceptivos en propiedades matematicas y controles tedricos. Los argumentos se basan
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en propiedades matematicas generales o particulares que se recuerdan de los célculos previos. En
esta categoria, los controles suelen ser tedricos y esto favorece el uso de un razonamiento
deductivo en la construccion de demostraciones.

En cuanto al aporte al campo de la educaciéon matematica, esta categoria contribuye a los
procesos cognitivos que intervienen en la construccion de demostraciones deductivas en
matematicas y destaca la importancia de los controles tedricos en este proceso. Asimismo,
proporciona una herramienta util para la identificacion y tratamiento de las dificultades que

enfrentan los estudiantes al realizar esta tarea.

» La ruptura cognitiva causada por Ruptura del sistema de referencia — Unidad estructural

En un estudio Crespo (2016), se encontraron resultados en los que se indica que los
estudiantes universitarios tienen dificultades para comprender la importancia de los axiomas en
la construccion de demostraciones deductivas en matematicas. De acuerdo con esto, la ruptura
cognitiva descrita en este parrafo es causada por la ruptura del sistema de referencia y
continuidad estructural, si utilizan axiomas, definiciones o teoremas que son suficientes para
construir una demostracién deductiva utilizando el proceso axiomadtico, en este caso, usando el
PIM. No obstante, si los estudiantes no comprenden la importancia de los pasos que conforman
el PIM, no pueden lograr la ruptura cognitiva. Las instrucciones del problema y la aplicacion de
refutaciones potenciales también pueden ayudar a inducir al estudiante a poner en duda sus
argumentos, pero es necesario que tenga la conviccion para declarar que sus argumentos son
verdaderos o falsos.

En cuanto al aporte de la segunda categoria, se destaca la importancia de comprender de

los axiomas en la construccion de demostraciones deductivas en matematicas. Esto es importante
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porque los axiomas proporcionan las bases para la construccion de una demostracion deductiva
y, por lo tanto, es crucial que los estudiantes los comprendan y los utilicen correctamente.

En general, ambas categorias identificadas proporcionan informacion valiosa al campo de
la educacion matematica sobre los procesos cognitivos que intervienen en la construccion de
demostraciones deductivas en matematicas y pueden ayudar a los educadores a identificar o

intervenir ante las dificultades que enfrentan los estudiantes al demostrar.

8.3. Perspectiva de futuras investigaciones

Este estudio disefio una unidad de ensefanza que permite al estudiante propiciar el
aprendizaje del PIM en temas en los que el método es aplicable, y a su vez permite al profesor un
disefio que puede adaptar a su clase de teoria de nimeros. De esta manera, se presenta un primer
acercamiento a la implementacion de este tipo de problemas en el contexto de las demostraciones
en matematicas, que puede ser adaptado, y fortalecido con otras implementaciones u otros
reportes de investigacion a partir de futuras investigaciones.

Este estudio basado en un experimento de ensefianza implica que debe realizarse una
constante comparacion de resultados con la hipotesis de investigacion, debido a limitaciones de
tiempo, solo se llevo a cabo una implementacion, por lo que el estudio abre el paso a que otra
investigacion retome los datos y reformule si es necesario el disefio o la hipotesis.

Este estudio también considera la posibilidad de que futuras investigaciones estudien los
procesos de razonamiento y demostracion utilizando el disefio de la unidad de ensefanza, asi
como otros tipos de problemas relacionados con la construccion de conjeturas y demostraciones
en otros objetos matematicos en el area de teoria de nimeros. Es importante destacar que estos
problemas promueven la autonomia del estudiante para construir sus propias conjeturas, una

habilidad que a menudo se subestima en el aula de matematicas.
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Apéndice
Apendice A Unidad de Enseiianza

Nucleo 1: Progresiones

Problema 1
Considere en orden estrictamente creciente los siguientes enteros positivos 3,7,11, 15, ...

Realice lo que se indica a continuacion:

5) Explorando conjeturas
f) ;Cudl es el décimo término de la progresion? Justifique su respuesta.

g) (Cudl es el centésimo término de la progresion? Justifique su respuesta.

h) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término consecutivo. Justifique su
respuesta.

i) ¢Cudl es el n — ésimo término de la progresiéon? construya una conjetura sobre lo
encontrado. Justifique su respuesta.

J) ¢Elpatrén de recurrencia del inciso ¢) cumple la expresién enunciada en el inciso
anterior? Justifique su respuesta.

6) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

7) Demostrando
¢) Una conjetura puede ser cierta en muchos casos particulares y sin embargo no ser
verdadera en general. Es imposible analizar todos los casos particulares. ;Como
podemos saber, si la conjetura planteada es cierta para todo natural?

d) Construya una demostraciéon para cada conjetura planteada en 1) d), teniendo en
cuenta los resultados obtenidos anteriormente.
8) Discusion y comunicacién de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema 2
1) Explorando conjeturas

Considere el problema anterior de la progresién de términos 3, 7, 11, 15, ...

a) ;/Qué valores resultara de sumar uno, dos o tres primeros términos? Justifique su
respuesta.

b) ¢Cudl es la suma de los primeros doce términos? Justifique su respuesta.

¢) ¢(Qué patréon de recurrencia identifica entre cada suma consecutiva? Justifique su
respuesta.

d) ;Usando la informacion y propiedades que identificé de los incisos anteriores, halle
la suma de los n primeros numeros, donde n € N. Justifique su respuesta.

2) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y profesor, escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

3) Demostrando

Construya una demostracion para la conjetura planteada en 1) d).

4) Discusién y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y profesor, escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema 3

. . . ’ s 11
Considere en orden creciente los sigulentes numeros positivos E'E’ E, %, E'

Realice lo que se indica a continuacion:

1) Explorando conjeturas
a) (Cudl es el décimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.

b) (Cudl es el centésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.

¢) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término consecutivo. Justifique su
respuesta.

d) ;Cuél eseln — ésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.

e) (El patron de recurrencia del inciso c¢) cumple la expresidn enunciada en el inciso
anterior? Justifique su respuesta.

2) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

3) Demostrando
a) Construya una demostraciéon para la conjetura planteada en 1) d), teniendo en
cuenta los resultados obtenidos anteriormente.
4) Discusién y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema Retador:

Considere en orden creciente los siguientes nimeros positivos %,%, 57030
1) Explorando conjeturas
a) (;Qué valores resultara de sumar, uno, dos o tres primeros términos? Justifique su
respuesta.
b) (Cuadl es la suma de los primeros doce términos? Justifique su respuesta.
¢) (Qué patréon de recurrencia identifica entre cada suma consecutiva? Justifique su
respuesta.
d) ;Usando la informacion y propiedades que identificé de los incisos anteriores, halle
la suma de los n primeros ndmeros impares, donde n € N. Justifique su respuesta.
e) ¢(El patrén de recurrencia del inciso ¢) cumple la expresiéon enunciada en el inciso
anterior? Justifique su respuesta.

2) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados obtenidos con sus compafieros y su profesor. Escriba
sus conclusiones en el siguiente recuadro.

3) Demostrando

;(Como podemos saber, si la conjetura planteada es cierta en general para todo n € N?
Construya una demostracion para la conjetura planteada en 1) d), teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

4) Discusién y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados obtenidos con sus compafieros y su profesor. Escriba
sus conclusiones en el siguiente recuadro.
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Nucleo 2: Recursividades

Problema 1:
Hallar a,, si se conoce que a, = 1y que, para todo natural, a,, = 2a,_; + 3

5) Explorando conjeturas

f) (Cudl es el décimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
g) (Cudl es el centésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
h) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término. Justifique su respuesta.

i) ¢(Cudl es la representacion algebraica del n —ésimo término de la sucesién?
Justifique su respuesta.

j) ¢El patron de recurrencia del inciso ¢) cumple la expresién enunciada en el inciso
anterior? Justifique su respuesta.

6) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

7) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

8) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema 2:
Hallar a,, si se conoce que a, = 2, a; = 3 y que para todo natural n > 2,
a, =3a,-1 —2a,_»
5) Explorando conjeturas
a) ;Cual es el décimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
b) ;Cudl es el centésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
¢) Qué patron de recurrencia identifica entre cada término. Justifique su respuesta.

d) ;Cudl es la representacion algebraica del n —ésimo término de la sucesién?
Justifique su respuesta.

e) (El patrén de recurrencia del inciso c) cumple la expresién enunciada en el inciso
anterior? Justifique su respuesta.

6) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

7) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

8) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema retador:
Hallar a,, si se conoce que a; = 2, a, = 8 y que para todo natural n > 3,
ap = 4(ap_1 — an_3)

1) Explorando conjeturas

a) (Cudl es el décimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
b) (Cudl es el centésimo término de la sucesion? Justifique su respuesta.
c) Qué patrén de recurrencia identifica entre cada término. Justifique su respuesta.

d) (Cudl es la representacién algebraica del n —ésimo término de la sucesién?
Justifique su respuesta.

e) (El patrén de recurrencia del inciso c) cumple la expresién enunciada en el inciso
anterior? Justifique su respuesta.

2) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

3) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

4) Discusion y comunicacion de resultados

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Nucleo 3: Situaciones hipotéticas

Problema 1: El salto de la rana
El juego esta conformado por dos grupos de n ranas de distinto color, por ejemplo, como
se presenta a continuacion para grupos de 2 ranas:

El objetivo es intercambiar la posicién que ocupan las ranas en sus posiciones. Las ranas
verdes deben ocupar el lugar de las rojas y las rojas el lugar de las verdes. Los movimientos
de las ranas se efectuardn de acuerdo con las siguientes Reglas:

- Unarana puede saltar a la posicién adyacente si éste se encuentra vacio

- Una rana puede saltar por encima de otra de diferente color si inmediatamente
detras de ésta hay una posicion vacia.

- En una posicion no pueden estar dos ranas

- Lasranas no pueden retroceder

9) Explorando conjeturas

a) Realice el juego para grupos de una, dos tres o cuatro ranas, describa cuantos
movimientos se necesitan para finalizar el juego. Justifique su respuesta.

b) Busque estrategias para finalizar el juego en el menor nimero de movimientos
posibles ;Qué regularidad se identifica sobre el menor nimero de movimientos?
Justifique su respuesta.

c) ¢/Qué relacion hay entre la cantidad de ranas de un grupo y el nimero de
movimientos para finalizar el juego? Justifique su respuesta.

d) ¢(Qué relacion hay entre los movimientos de un grupo de n — ranas y
n + 1 — ranas? Justifique su respuesta.

10) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

11) Demostrando
a) Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente. Justifique su respuesta.
12) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema 2: El juego de las torres de Hanoi

El juego esta conformado por tres torres y una cantidad de n-discos de distinto tamafio.
Inicialmente los discos estan agrupados de forma decreciente en una de las torres, por
ejemplo, como se muestra en la siguiente figura:

El juego consiste en pasar todos los discos de la torre ocupada, es decir, la torre que posee
los discos, a una de las torres vacias en el mismo orden inicial, pero teniendo en cuenta las
siguientes reglas de juego:
- So6lo se puede mover un disco cada vez.
- Un disco de mayor tamafio no puede descansar sobre uno mas pequefio que él
mismo.
- Solo puedes desplazar el disco que se encuentre arriba en cada torre.

9) Explorando conjeturas

f) Realiza varios intentos para distintas cantidades de discos y encuentra estrategias
para finalizar el juego en el menor nimero de movimientos. Justifique su respuesta.

g) Escribe el menor nimero de movimientos para partidas de dos, tres, cuatro, y cinco
discos. Justifique su respuesta.

h) Qué regularidad o patrén de recurrencia identifica en el proceso de los casos
jugados del inciso anterior. Justifique su respuesta.

i) ¢/Qué patron de recurrencia identifica entre el menor nimeros de movimientos para
dos, tres, cuatro o cinco discos y el nimero de discos respectivamente? Justifique su
respuesta.

j) ¢El patrén de recurrencia identificado se mantiene para n-discos? Justifique su
respuesta.

10) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

11) Demostrando

b) Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente. Justifique su respuesta.

12)  Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus

conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema retador: El problema de los billetes Colombianos

Colombia distribuye billetes “sencillos”, dichos billetes son cinco mil (5000), dos mil
(2000) y mil pesos (1000), el billete de mil pesos no se tendra en cuenta puesto que ha sido
reemplazada por la moneda de mil pesos. El problema consiste en descomponer una suma
de dinero, multiplo de mil pesos y mayor o igual a cinco mil pesos (5000), en billetes
sencillos.

1) Explorando conjeturas

a) Realice descomposiciones de varias sumas de dinero, estas pueden (o no) ser
consecutivas y anote todas las posibilidades en las que se puede descomponer.
Justifique su respuesta.

b) ;Qué propiedades o caracteristicas se identifica entre los casos realizados en el
inciso anterior? Justifique su respuesta.

c) Describa (si lo hay) un patrén de recurrencia o regularidad en las sumas de dinero
elegidas en el inciso a), ;Se mantiene para cualquier suma de dinero? Justifique su
respuesta.

2) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

3) Demostrando

a) Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente. Justifique su respuesta.
4) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Nucleo 4: Aritmética y divisibilidad
Problema 1:

Considere la sucesion a,, en orden creciente, donde los términos se definen como el cubo
del nimero n mas el doble del niimero n.

13) Explorando conjeturas

k) Describa los primero diez términos de la sucesiéon definida y experimente con las
propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Justifique su
respuesta.

/) Qué patrén de recurrencia o regularidad identifica en comin de los primeros diez
términos. Justifique su respuesta.

m) ;El patrén de recurrencia identificado se mantiene en el término n — ésimo de la
sucesion? Justifique su respuesta.

14) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

15) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

16) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema 2

Considere la sucesion a, en orden creciente, donde los términos se definen como el
producto de n,n + 1,n + 2, nimeros naturales consecutivo.

13) Explorando conjeturas

a) Describa los primero diez términos de la sucesion definida y experimente con las
propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Justifique su
respuesta.

b) Qué patréon de recurrencia o regularidad identifica en comun de los primeros diez
términos. Justifique su respuesta.

c) (El patréon de recurrencia identificado se mantiene en el término n — ésimo de la
sucesion? Justifique su respuesta.

14) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

15) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente. Justifique su respuesta.

16) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compaifieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema 3

Considere la sucesion a,, en orden creciente, donde los términos se definen como la suma
entre las potencias de 3 de la forma (33"*1) y las potencias de 2 de la forma (27*1)

1) Explorando conjeturas

a) Describa los primero diez términos de la sucesién y experimente con las
propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Justifique su
respuesta.

b) Qué patrén de recurrencia o regularidad identifica en comudn de los primeros diez
términos. Justifique su respuesta.

c) (El patrén de recurrencia identificado se mantiene en el término n — ésimo de la
sucesion? Justifique su respuesta.

2) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

3) Demostrando

Construya una demostracién para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente. Justifique su respuesta.

4) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compaifieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema retador

Considere la sucesion a,, en orden creciente, donde los términos se definen como la suma
entre las potencias de 4 de la forma (4™*1) y las potencias de 5 de la forma (5%"1)

1) Explorando conjeturas
a) Describa los primero diez términos de la sucesién y experimente con las
propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Justifique su
respuesta.
b) Qué patrén de recurrencia o regularidad identifica en comudn de los primeros diez
términos. Justifique su respuesta.
c) (El patrén de recurrencia identificado se mantiene en el término n — ésimo de la
sucesion? Justifique su respuesta.
2) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

3) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente. Justifique su respuesta.

4) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Nucleo 5: Teoremas en teoria de numeros

Problema 1

Sea la sucesion {a,} definida por: a, =a,_1 +a,_,sin = 3,a; = a, = 1. Esta sucesién
es conocida como la sucesién de Fibonacci y la aparicién de la misma brota por doquier. Es
decir, esta en infinidad de ejemplos: tanto en las plantas, como en los animales, en la Fisica,
en la Matematica, etc.

17)  Explorando conjeturas

n) Escriba por lo menos los diez términos de la sucesién de Fibonacci y experimente con
las propiedades o caracteristicas que identifica en dichos términos. Justifique su
respuesta.

0) ;Cudles términos de la sucesion de Fibonacci son pares? Justifique su respuesta.

p) (Cudles términos de la sucesion de Fibonacci son multiplos de 3? Justifique su
respuesta.

g) Basados en lo realizado en a), b) y c) analice la sucesién de Fibonacci y plantee una
conjetura sobre regularidades o propiedades de sus términos. Justifique su respuesta.

18) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

19) Demostrando

Construya una demostracion para una conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

20) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema 2:

Un estudiante plantea una demostracién a la siguiente conjetura:
“Para todo natural 2™ > n?”

(Demostracion por induccion matemadtica):

Sea A = {n € N|2™ > n?}, se probara que A = N.

Paso base: 1 € A, se tiene porque 21 > 12,

Paso inductivo: supongamos que k € A. Es decir, 2% > k2, para algtn k € N. Se debe
probar que k + 1 € A, estoes, 2¥*1 > (k + 1), k + 1 € N.

Por hipétesis de induccion
2K > k2
2% 2K > 2 % k2
2k+1 > kZ + kZ
2K > |2 4 k2> K2+ 2k + 1
261 > (k + 1)2
Asi k + 1 € A. Por tanto, 2™ > n?, ¥n € N.

17)  Explorando conjeturas

d) Analiza la demostracion del estudiante y plantea qué procesos debe considerar,
modificar o cambiar en la demostracion. Justifique su respuesta.

e) Analiza los términos de la desigualdad que se estd demostrando, verifica la
veracidad de la proposicion demostrada y deduzca conjeturas consecuentes.
Justifique su respuesta.

f) ¢Qué procesos o regularidades se mantienen en las conjeturas planteadas? Justifique
su respuesta.

18) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

19) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

20) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.
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Problema Retador:

Paratodon € Nconn > 1 se cumple que en todo conjunto de n caballos todos los caballos
son del mismo color.

Demostracion: La demostracion se hara por induccién. Es claro que, en un conjunto con un
solo caballo, todos los caballos de ese conjunto son del mismo color. Supongamos que la
afirmacién se cumple para k y lo mostraremos para k + 1. Sea A un conjunto de k + 1
caballos. Elija uno de ellos cualquiera y considere el conjunto B de k caballos que se obtiene
sacando el caballo escogido. Por hipdtesis inductiva, todos los caballos de B tienen el
mismo color. Como esto es valido para cualquier caballo que escojamos, es claro que todos
los caballos de A tienen el mismo color.

5) Explorando conjeturas
a) Analiza la demostracion del estudiante y plantea qué procesos debe considerar,
modificar o cambiar en la demostracion. Justifique su respuesta.
b) Analiza los términos de la ecuacion, verifica la veracidad de la conjetura y deduzca
conjeturas consecuentes. Justifique su respuesta.
c) ¢(Qué procesos o regularidades se mantienen en las conjeturas planteadas? Justifique
su respuesta.

6) Discusion de conjeturas obtenidas

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.

7) Demostrando

Construya una demostracion para cada conjetura planteada, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos anteriormente.

8) Discusion de las demostraciones

Discuta y comunique los resultados con sus compafieros y su profesor. Escriba sus
conclusiones en el siguiente recuadro.



