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Resumen

Titulo: Unaintroduccion a la ecuacion Benjamin-O
Autor: José Camilo Rueda Niﬁ
Palabras Clave: Ondas Viajeras, Problema de Cauchy, Ecuacion Diferenamaid, Buen Planteamiento.

Descripcién: La ecuacion Benjamin-Ono es una ecuacion diferencial glanci lineal dispersiva que posee impor-
tancia en el estudio de fenémenos que estan relacionadamdas de agua, y el andlisis matemético, no solo eso,
también esta ecuacion ha permitido desarrollar diversatetos y es utilizada en diversos campos.

El presente trabajo tiene como objetivo mostrar alguna&nes histéricas acerca del estudio de ondas estacionarias
que dieron origen a la ecuacion Benjamin-Ono, describi¢eglobservaciones de Russell que fueron la base para el
planteamiento de la ecuacién KdV que sirvié como inspirapidra Benjamin al plantear su modelo, que luego seria
estudiado por Ono. Por consiguiente, se mostrara el pralgededuccion para la ecuacion Benjamin-Ono.
Adicionalmente, con base en los problemas de Cauchy plimdq#or lorio para la ecuacion Benjamin-Ono en José
I6rio (1986); 16rio Jr (1991) se estudiara el buen plantestoi para uno de los problemas en los espadiR),

tal quesc Ry .% = H'(R)NLZ(R), conr = 0,1,2, mientras que para el otro problema de Cauchy se mostrara qu
existe un unico elementa, tal que pertenece @([0, Ts|;HS(R)) y su derivada con respecto al tiempo pertenece a

C([0,Tg;HS2(R)) tal que satisface dicho problema de Cauchy.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directtive®d Arenas Diaz, Doctor en Ciencias Matematicas.
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Abstract

Title: An introduction to Benjamin-Ono equaticHw
Author: José Camilo Rueda Niﬁ
Keywords: Travelling wave, Cauchy problem, Partial Differential BEdjon, Well posedness.

Description: The Benjamin-Ono equation is a nonlinear dispersive dattferencial equation highly important in
the study of standing waves and mathematical analysis, #il®equation has allowed the development of many

models and it is used in many fields of knowledge.

this work has as purpose show some historical notions ath@ustanding waves study which gave origin to te
benjamin-ono equation, describing Russell’s observatibat were the foundation for the planning of the KdV equa-
tion that were an inspiration to benjamin to plan his modeki studied by Ono. Also the deduction process for this

equation will be shown.

Furthermore, based on Cauchy problems presented by lodosé 16rib|(1986); [6rio Ui (1991) ) we will study it's
well-posed for one of the problems in the spadé€R), such thas € R and.% = H'(R)NLZ(R), whitr =0,1,2, whi-
le for the other cauchy problem it will be shown that existsiaigue elementy, such that belows t6 ([0, Ts|; H3(R))

and its derivate with respect to time belows¢[0, Ts|; HS"2(R)) such that it satisfies said cauchy problem.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directtive®d Arenas Diaz, Doctor en Ciencias Matematicas.
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Introduccion

Desde mediados del siglo XIX ha habido un enorme y crecienéeds por parte de ma-
tematicos y fisicos en estudiar las soluciones mas simplesyn modelo dispersivo, conocidas
hoy como ondas viajeras (ondas permanentes). Las ondasagiaxisten como consecuencia de
un equilibrio entre los efectos de tipo dispersivo y los &fecle tipo no lineal presentes en un sis-
tema; estas ondas viajan con una velocidad constante gjanmarevolucion temporal en forma o
tamano cuando el marco de referencia se mueve con la mispw@daad de la onda. Las investiga-
ciones han demostrado que este tipo de soluciones espea@recen en diversos campos, Como
la mecanica de fluidos, la acustica, la Optica, la oceaniagraitre otros, ver Ferri etial. (2020);
Bauza et al. (2005); Chen et al. (2014); Levario-Diaz et202()). Las ondas viajeras estan pre-
sentes en liquidos, soélidos, gases, corrientes eléctdaagos electromagnéticos, atmésferas de
planetas, cristales, plasmas, incluso en el cuerpo deltrjde al sistema genético de nuestro orga-
nismo también opera en niveles de ondas las cuales ayuddraadéerencia de datos a travées de
ondas electromagnéticas y acusticas.

Debido a las caracteristicas que poseen las ondas visgdessforman una clase especial
de soluciones a algunas ecuaciones diferenciales parclepersivas no lineales, determinar la
existencia y propiedades de tales soluciones es un prollempan interés tanto para matematicos
puros como aplicados.

Dos de las ecuaciones diferenciales parciales dispersiviiseales mas relevantes son: la

ecuacion Korteweg de-Vries (KdV) que surge en el estudiondiae de agua de gran elongacion y
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de pequefia amplitud, y la ecuacién Benjamin-Ono (BO) qugesem el estudio de ondas internas
en fluidos estratificados en aguas profundas. La relevarastds modelos se debe, no solo a la
teoria matematica que involucra su estudio y el nUmero daeemtas abiertos asociados que aun
persisten, sino a lo sugestivas que ellas resultan a la leabatdar problemas relacionados.

Sin embargo, cuando se acude a la literatura, se observase, mayoria, el material
relativo al estudio de estas ecuaciones, tiene un enfoquertenido tedrico muy abstracto y
avanzado. Esto motivo a plantear el presente trabajo dealigm, que tiene como propésito rea-
lizar un estudio de la ecuacién Benjamin-Ono, que aunquedattorio, permita realizar un primer
acercamiento teérico formal, de manera tal que un lect@regté en sus inicios en el estudio de
la ecuacion Benjamin-Ono, pueda tener una primera radiagta lo que es el modelo, los aspec-
tos mas relevantes detras de su origen, el espectro de stecapies, y el tipo de herramientas
matematicas necesarias para el analisis de existencidLaéso

El presente trabajo se ha organizado de la siguiente formal grimer capitulo, se reali-
zara una revision a algunos conceptos y resultados rets/gaoe seran de utilidad a lo largo del
trabajo. Se iniciara revisando el concepto de la transfdengi Hilbert, junto algunas de sus pro-
piedades basicas, para posteriormente mostrar una caacién de la transformada de Hilbert
mediante la ecuacion de Laplace. A continuacion se reatizarevision de los espacia$(R);
ademas se revisa la definicion de la transformada de Fousfieomo de la transformada inversa,
adicionalmente se muestra un resultado acerca la trarefiarote Fourier en los espacidqR).
Luego de esto, se introduce el espacio de Schw#ity el espacio de las distribuciones tempe-

radas¥”’ como dual topolégico de. También, se define los espacios de Sobolev delfif&),
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que se denotan usualmente corf@RR"), por medio del espacio de las distribuciones temperadas,
adicionalmente se mencionan algunos resultados de ep@s@sy para finalizar esta seccion se
definen los espacids’(Q) y .% = H3(R) N LZ(R) junto a un resultado que sera de utilidad. Por
ultimo, se introducen ciertas nociones basicas de senagrup

En el segundo capitulo, se presentaran algunas nocionésdas acerca del origen de las
ondas viajeras, como los experimentos realizados por Jobth Bussel, asi como un repaso a las
ideas que dieron origen a una ecuacion que modele este tippd#es, dicha ecuaciéon conocida
como la ecuacion KdV, luego se muestran algunas de las ideage@adas por Benjamin y ono
en Benjamini(1966); Ono (1975) que permitieron llegar a leae®n Benjamin-Ono. Seguido de
esto, basados en estos trabajos se mostrara la deduccigrodelo a partir de lo realizado por
Benjamin y Ono.

Por altimo, se estudiara un problema de Cauchy planteadimporen/ José 16rio (1986)

2 2
M T 20 (A (W), w0 =0 )

dondeu > 0. Para el estudio del buen planteamiento en los esp&ti®R), tal quese R y
Fr =H"(R)NL?(R), conr = 0,1, 2. Adicionalmente, se estudiara el siguiente problema deiGa

0U“_ 0Uu 7] 2 au“ _
(e (5)) wose “

dondepu > 0, donde mostraremos que existe un unico elemapttal que pertenece a
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C([0,Tg;HS(R)) y su derivada con respecto al tiempo pertene@ (@, Tg); HS 2(R)) tal que
satisface el problema de Cauchy anterior.

1. Resultados preliminares

Para comodidad del lector, en esta seccion se incluiramasgdefiniciones, notaciones

estandares y resultados importantes que se empleararnrgdalil trabajo.
1.1. Transformada de Hilbert y algunas de sus propiedades
Definicion 1.1. La transformada de Hilbert de una funcio6rit, la cual se denotaZ’(f)(t), se
define de la siguiente forma para tode (R

%(f)(t):lp.v./igdr, @3)

siempre que exista dicha integral. La exprespn. [ indica que la integral es en el sentido del

valor principal

El propésito de tomar la integral en el sentido del valor @gal es para ampliar la clase

1 Seadla,b] unintervalo de nimeros realesf yina funcién en los complejos definida sofad)]. Si f es no acotada
cerca a un punto interidy del intervalo[a, b], la integral def sobre[a,b] no existe siempre. Pero en cierto caso

puede ocurrir que
&—¢€ b
lim f(x)dxy lim f(x)dx,

e—0J/a -0, E+e

existan, por lo tanto la suma de estos dos limites es conoaida la integral impropia dé sobre[a, b]. En caso
de que estos dos limites no existan puede ocurrir que eélsmtétrico exista, dicho limite puede escribirse de la

siguiente forma
&—¢€ b
lim (/ F(x)dx+ f(x)dx) :

£—0t a JE+e

en caso tal que exista, es llamado como la integral en ebeedéi valor principal.
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f(1)

de funciones para las cuales la integral esta definida, dabjblo que presentta—r drent=r.

Teorema 1.2.Sean £X),g(x), f’(x) funciones tales que su transformada de Hilbert exista,rento

ces

a. Latransformada de Hilbert es lineal, es decir,

H (e f +c20)(t) = () (1) +C2°(9) (V).

b. La derivada de la transformada de Hilbert es la transfodaae la derivada, es decir,

c. Sise le aplica la transformada de Hilbert dos veces a unaifin real nos genera la misma

funcion pero con signo contrario, es deci”? = —1. En general se tiene que

AN(F)() = (isgnD)"f (7).

Demostracién. a. En primer lugar se considera la transformada de Hilbert fle- c,g

b

T)+Cog(T) Epv/ cuf(r) | C0(1) 4,

cef(t
H(crf +co0)(t ——IO/ : t_1 dT:n",mt—r t—1

_1 © f(1) ® g(1)
_7—T<clp.v/wt_ dr+cop.v. 00;dr ,
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esto ultimo se tiene debido a que la transformada Hilbert gey existen, por lo tanto se

puede concluir que

A (crf +c20)(t) = cr () () + 2 (9)(t)

lo cual es lo que se queria probar.

b. En primer lugar, se considera lo siguiente

d 1 od e, 1 d (T4
dtﬁﬂ(fﬂt)_np'v'dt/mr—tdr_np'v'dt/m T dr,

bastaria aplicar la regla de Leitgizara integrales para obtener que

%%(f)(t) — %p.v./_c: fl(TTth)dr - 7—1Tp.v./_°:0 frl(_rt)dr — #(F)(),

dondef’(t) es la derivada dé(t) con respecto &

c. La prueba para este item puede verse en Johansson (1999).

2 Seaf(x,t) una funcién diferenciable sobfa, b], entonces

%( (/abf(x,t)dt) :/abj—xf(x,t)dt-
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Observacion 1.3.También existe una caracterizacion de la transformada dledti por medio de

la ecuacion de Laplace

OV (X,y,T,8) 0NV(X,y,T,¢)
X2 dy?

=0(e?),

dotada por las siguientes condiciones

V(X,y,T,6) —»0 cuando y-— 4o

V(X,Y,T75> :VO(X7T7£) para y= hO

donde ¥ es una funcion dada. Este problema tiene como solucién Edan

1 * y— h0 /
V(X,y,T,&) = —p.v./ Vo (X', 1,¢ dx’. (4)
: . : of(&,1) .
Si en esta expresion se considegX/, T,&) = — 3¢ y se deriva con respecto a 'y se

puede afirmar que
oV (X,ho,T,6) 1 9% = f(&,1)

dy I—Tp.v.a&,2 iy 2 dé’.

Por ultimo si se toma z &’ se puede afirmar afirmar que la expresion anterior es iguad f (z) }.

Este resultado se puede verlen Ono (1975).

En caso tal de que se quiera profundizar los conceptos nm&uns en esta seccion se

puede revisar Johansson (1999).
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1.2. Espacios de funciones
En esta seccion se hablara de ciertos espacios de funcioaeserpn de utilidad a lo largo del
documento, para esto se comenzara dando la definicibn depasies de Lebesgue. S@aun

conjunto abierto d&". Para 1< p < « se define el espacld®(Q) de la siguiente forma
LP(Q) := {f Q- R"|fes medibley/ | f(x)|Pdx < oo},
Q

con norma definida como

HErE (/Qlf(x)lpdx)%.

En el caso de qup = » se definir4 el espacid”(Q) de la siguiente forma
L®(Q) := {f :Q — R"| f es medible Y| ..o < oo} ,
donde su norma esta definida como

[fllL=(q) = supessf(x)].

xXeQ

Otra definicion de importancia es la transformada de Fqupiar lo tanto, se define la

transformada de Fourier de una funcifx) € L*(R") como

f(E):/ f(x)e" 28 dx,  paratodof € R",
Rn
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donde(x- &) es el producto punto usual, es dgoir§) = X181+ X2&2+ - - - + X én. Usualmente es

denotada comcZ (f(£)) o f(&).

— —

Proposicion 1.4.Sea 1x), f(x) € LY(R"). Entonces f(x))" = fmx) = f(x) ctp; donde ¥

denota la transformada inversa de Fourier definida como

o~

0= [ emIF(g)dé. (5)

Rn
Proposicion 1.5.Sea fe L1(R")NL2(R"). Entoncesf € L2(R"), mas aln
1Fllzny = 11 fllL2grn)-

La demostracion de las dos proposiciones anteriores pusde en_Linares and Ponce
(2014). Un espacio que serd de interés en el documento epadi@sle Schwartz por lo tanto

consideremos lo siguiente, para cada par de multi-l'rQiicﬁsse define la siguiente seminorma

1 fllvp) =

X0t HL‘”(Q) ’

3 Un multi-indicea es unan-tupla de nimeros enteros, es deair= (ai,...,an) € N". La norma dea, |al, es
definida comga| = a1+ a2+ -+ + an.
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con esta seminorma en mente, se puede definir el espacio darscte la siguiente forma
7 (R") ={¢ €C”(R") : ||§]|(yp) <  para todov, B} .

Teniendo en cuenta la definicién del espacio de Schwartztadiasi el espacio de las

funciones temperadas para mostrar una caracterizaci@s @spacios de Sobolev.

Definicion 1.6. Sea f: . (R") — C se dice que pertenece al espacio de distribuciones tempe-

radas, es decir, al dual topologico del espacio de Schwartge satisface que
1. feslineal.

2. f es continua, es decir, se{apj} una sucesion e (R") tal que ¢; — 0 cuando j— o,

entonces {¢;) — 0 cuando j— .

Definicion 1.7. Sea sz R. Definimos el espacio de Sobolev de tiggR"), HS(R"), como

s/2

o) = {1 e (R 200 = (141672 7(6) 0 < L2 |

con norma definida como
1 {lHs@n) = AT L2gn) -

. N 3 : : ,
Teorema 1.8.Sis> 5 +k, entonces Fi(R") esta continuamente inmerso e R"), el espacio de

las funciones con k derivadas continuas tal que se anulanferito. Esto implica que & CX (R")



UNA INTRODUCCION A LA ECUACION BENJAMIN-ONO 18

ademas

[ Fllcx mny < G| flls(rn).

donde G es una constante que depende de s

Teorema 1.9.f € H™(R"),m N siy solo sid? f € L?(R") dondea = (a,dy,---,dn) €S un

multi-indice tal quea|=a1+az2+---+an <m.

Teorema 1.10.Si se (0,n/2), entonces H(R") esta continuamente inmerso eh(R") con p=

2n/(n—2s). Esto implica que £ H®(R"), se (0,n/2),
If{lLpny < CnslID¥F([ 20y < Cl| fllHs@n).
donde g s es una constante que depende de ny s ademas
DSf — (—A)¥2f — ((2n|f|)5?)v.

La demostracion de estos tres teoremas puede encontrdrseess and Ponce (2014).
Se sabe que un algebra es un espacio vectorial, donde soesegectmplen con la propiedad
asociativa, distributiva en el espacio y la distributivgpba multiplicacién por escalar, mas aln
diremos que un espacio es un algebra de Banach si paratp@dm el espacio se cumple que
Ixyll < |IX/||lyll, ademé&s debe poseer un elemento identidad tal que su norrgaaka uno. Los
espacios de Sobolev de tipé en general cumplen con las propiedades de algebra de manera s

cilla, pero esta ultima desigualdad requerida para sergebéh de Banach no es nada trivial, asi
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gue a continuacién se mostrara esta prueba. Para dichameeitilizaran las siguientes desigual-

dades.

Teorema 1.11(Desigualdad de YoungSea fc LP(R"), 1< p < o, y g€ LY (RM). Entonces,
fxge LP(R") y ademés

[ f9llLpny < [ fllLp@m |91 (mn)-
La demostracion de este resultado puede encontrarse ere$ gnad Ponce (2014).

_ . N ,
Teorema 1.12(Linares and Ponce (2014)%i s> > entonces H(R") es una &lgebra con respecto

al producto de funciones. Esto es, sg& H®(R") entonces fg H3(R") y ademas
[ F9llsrn) < sl FllHsrn 19]lHs(gn)-

Demostracion.En primer se verificara la siguiente desigualdad

(141827 <2[(1+16-n®)*+ @+ 1nP)7*], véner (6)

Obsérvese que

A+|EP) = A+|E+n-nP) < Q+]E—nf)+2+|nf?), (7)
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. .S . 3} :
por lo tanto, si se con&derzaz 1y se usa la desigualdad de Hol;Leuponlendo queS + (_1 =1

se puede reescribirl(7) de la siguiente forma

0N

Jasnh, @

(418 -0+ (4P < (@18 P E + @+ nP) D)

2 1 S s : .
comog +— =1entonces— = 5~ 1, por lo tanto, si elevamois|(8) agase tendra

(A+|E—n)+1+n?)

Sise tomag =0, se obtiene de manera trivial la desigualdad (6).6i§)< 1, supongamos

sin pérdida de generalidad q(e+ |& — n|?) > (14 |n|?) entonces

Lo cual verifical(6).

4 Desigualdad de HolderSeap,q > 0 tal queB + q =1 entonces

n n p %’ n q %
laby| < | |y
2, 2, 2,

paratodqay,...,an), (b,...,by) € R".
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Usando la desigualdad (6) y teniendo en cuenta(@)_{f) = fA(é) xg(&) (verLinares and Ponce

(2014)) se puede afirmar que

AS(tg) = (1+1E)7* (Fo)(&)

— (1167 [ T(&-matmen|

<2 [ [(a+1g-nP)IfE - mam)+ 2+ 103" F& ~ )] dn

2\ S/2

<2 [ (1+g-nP)**fE-mamdn+ [ (L+In?) 17 - ngiman.

Si realizamos un cambio de variable para el segundo térn@na desigualdad y usamos la defi-

nicion deASf vamos a obtener

~

N(tgl <2 [ (1+lE—n®)7*IfE—mgmldn+ [ (1+1€=nP)** TmaE —man

§25</Ts\f*gA

+[Feng))

asi, si se toma la norma dg en H3(R"), luego de esto se aplica la desigualdad anterior y la

desigualdad de Young para tener

1f9llHs@n) = [A(FO)l 2gn) < C(H/\SfHLZ(R”) 18112y + 1 Fll 2 ey H/\SgHLZ(R”)) ~



UNA INTRODUCCION A LA ECUACION BENJAMIN-ONO 22

Finalmente, teniendo en cuenta la siguiente desigualdateada para probar el Teoremal1.8

¥l agmn) < Csll Fllsrn),

dondef € LY(R"), f € HS(RM) y k> O tal ques > g +k, se podra concluir que

[ fallHsmn) < s <|| fllsrm 1912 + ] F||1||9||HS(R”)>

< s (111 sy e + 11 e e )

por lo tanto si se se toma= s se tendra

1 FallHsrn) < Csll FllHs@n 19l Hsrn)

lo cual es lo que se queria probar. O

Teorema 1.13.Sea fe H3(R), tal que s R entonce®? f € HS 9(R), y ademas se cumple que

107 Fllns-ar) < Il Fllsew) -

La demostracién de este teorema puede encontrarse en daditorio (2001).

Definicion 1.14. SeaQ un conjunto abierto d&". L?(Q) denota el espacio de todas las funciones

medibles tales que

1112y = /Q (1453) | F(x)Pdx < o.
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Definicion 1.15.Se define al espaci@; = H'(R)NLZ(R), con re N donde su norma esta definida

como

16115, = 1 E IE2m) + 11l ey -

Proposicion 1.16.El espacio.%; es la completacién del espacio de Schwartz con respecto a la
norma dada en la definicion anterior. Ademas, st {7, entonces &3¢ f € L?(R), cona,

enteros tales qué < a + 3 <ry C, g una constante que depende de ellos, tal que

Hxﬂaxaf

S Caﬁ

ogm < Casl Tl

Demostracién.Puede verse la prueba en el apéndice A de José 16riol (1986). O

Si se desea profundizar acerca de la transformada de Fasjecios de Sobolev y los
espacios de Schwartz puede remitirse a Linares and Pont£)(20
1.3. Semigrupos
Definicion 1.17. Sea X un espacio de Banach. Un semigrupo fuertemente comimk, o senci-

llamente semigrupog; es un operador Tt) tal que

= paratodo tt’ en el espacio de Banach se tiene queFt’) = T(t)T(t),

= paratodo x en el espacio de Banacfktx — x cuando t— 0*.

Si en vez de cumplir con la Ultima propiedad cumple (jju&)|| < 1, para todat, diremos

gue es un semigrupo de contraccion.
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Definicion 1.18.Sean X y Y espacios de Banach complejos. Un operador line@ladeY es una

funcion A: Z(A) C X — Y tal que

= Z(A) es un subconjunto de X tal que la combinacion lineal de elémsate” (A) esta en si

mismo;
= A(at+Bt') =aAt)+BA{M) Vi, t' e X ya,B e C.
Definicion 1.19. Sean X un espacio de Banach {t Jun G semigrupo en X. El generador infini-

tesimal de T es el operador lineal definido de la siguientenfor

Ap = lim THe—9
t—0 t

Voe 2(A),

y el dominio de A esta definido de la siguiente forma

P(A) = {go eX: tIir(r)1+ T(ti — l(p existe en la topologia definida por la norma d%x
_)

Teorema 1.20.Sea A el generador infinitesimal de ug €&migrupo. Entonce®(A) es denso en

X'y cerrado.

Teorema 1.21.Sea X un espacio de Banach y A el generador infinitesimal deyweqigrupo

T(x), tal que xe X. Entonces

» Paratodo xe X,

i 1 st+h q
hl—%ﬁ/t T(s)xds=T(t)x
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= Paratodo xe X yt> 0se tiene que
t t
/ T(9xdsc D(A) vy A(/ T(s)xds) — T()x—x
0 0

» Para todo xe Z(A), se tiene que Tt)x € Z(A). Ademas, se tiene que la funcioret

[0,00) — T (t)x € X es diferenciable y la derivada esta dada por

%T (tH)x=AT(t)x=T(t)Ax

= Paratodo xe Z(A),

T(O)x—T(x = / T (1)Axdr — / AT(1)xdr.

Las demostraciones de estos resultados se pueden enamtRazy (2012). El lector
interesado en profundizar acerca de semigrupos pueddérshrig Junior and lorio (2001); Pazy
(2012). A continuaciéon se dara un vistazo a un par de teorelmaminto fijo los cuales servi-
ran para el estudio que se realizara a lo largo de la monagaifa esto se presentaran algunas

definiciones que seran de utilidad.

Definicion 1.22.Sea X un espacio de Banachy ,T) — X, para algun Te (0, ). Se dira que
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u: (0,T) — X es una solucion suave del problema de Cauchy

du_

du _ _.0

si u es continua bajo la topologia de X y ademas

u(t) = u(t) + [ F(s)ds

ta

paratodo §,to € (0, T).

SeanX un espacio de BanachFy: A C X — X un operador lineal, para todo € C se
defineT, =T — Al, dondel es el operador identidad. Se dice ques un valor regular si), es
inyectiva, es decir, posee imagen inversa, denotada usngmpomR(A, T), tal que es un operador
acotado y se define sobre un subespacio denso. Ademas, sedafieit el conjunto solucién de

T de la siguiente forma

p(T)={A € C: A esunvalor regular dé}.
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Teorema 1.23.Sea A un operador cerragcen X. Para el problema de Cauchy

u'(t) = Au(t), u(0)=x, 9)

se tiene que las siguientes implicaciones son equivalentes
= Paratodo xe X el problema de Cauch(@) tiene Unica solucién suave.
= El operador A es un generador infinitesimal de un semigrupaémente continuo.

= El conjunto solucion de A es no vacio y para todo x que perteabdominio del operador
existe una Unica solucién clasica del problema de Ca@hyse entendera como una solu-
cion clasica a una funcién @ Ct (R, X) tal que Ut) € 2(A) para todo t> 0y que cumpla

el problema de Cauch§®).
La demostracion de este teorema podemos encontrarla ediAI&87).

Teorema 1.24.Sean X un espacio métrico comp@yof : X — X una aplicacion contractiva. Se

denota como f)(x) = (fo...o f)(x) para xe X. Entonces:

= Existe un Unico punto ® X de manera que (k) = x. Denotaremos este punto fijo pof x

lo llamaremos punto fijo de f.

5 Operador cerrado. SeaA : Da — X un operador lineal. Se dice qéees un operador cerrado si y solo si para
toda sucesiom, € Da tal quex, — Xy Ax; — y entoncex € Da y Ax=Y.

6 Espacio métrico completo.Un espacio métricX se dice que es completo si todo sucesion de Cauchy en
converge a un elemento &e
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= Paratodo xe X se tiene quédim (M (x) = x*.

n—-o0
La demostracién de este teorema podemos encontrérla eal [2OR0).
2. Acerca de los origenes de la ecuacion Benjamin-Ono
2.1. Historia y origen del modelo

En esta seccion se quieren abordar los detalles histénimkayaron a diversos cientificos
a plantear y abordar el tema de ondas viajeras, el cual dedemé en la deduccion de diversos
modelos matematicos que poseen como solucién este tipodds,oademas se dara un repaso
historico de como se llegdé al modelo en el que se centrardresigo. Se presenta también la
deduccion del modelo de la ecuaciéon Benjamin-Ono.

Si se quiere hablar de ondas viajeras se debe hablar de JotirRBssel (1808-1882),
qguien fue un ingeniero escocés el cual es conocido por sassdw trabajos acerca de ondas, asi
como por ser el primero en observar experimentalmente etcef@oppler utilizando las ondas
sonoras producidas al pasar un tren. Se le conoce tambiétigedrar un sistema para la cons-
truccion de cascos de barcos, el cual generd un importapiecio en la ingenieria naval del siglo
XIX, entre otras cosas como la reorganizacion de la Soci®#ad de Artes o la fundacion de la
institucion de arquitectos navales. En el campo de las n#iteas es conocido por ser el primero
en escribir acerca de las ondas viajeras (ondas de trasjacio

En 1834, mientras se realizaba un experimento para mejbchsefio de los barcos, el
cual consistia en remolcar una barcaza a través de un camalaisaballos, Russel observo un
fendmeno el cual llamo6 como ondas de traslacion, las cualgslia en dinamica de fluidos se

conocen como ondas solitarias u ondas viajeras. Russelionaba en sus articulos que en el
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momento en que la barcaza se detuvo se alzé una masa de agledlairde la proa del barco.

En la figurall podemos observar lo descrito por Russel, didsarde agua él la definia como
suave, esta siguio por el canal sin ningin cambio en su foraeotidad. El siguié dicha onda

por varios kildbmetros, pero su altura disminuyé graduabmehnasta que en cierto punto por las
diversas curvas del canal perdi6 a la onda. Al observar assedRdecide estudiar este fendmeno
construyendo diversos canales, de manera que él pudigemardas condiciones que se debian
tener para que estas ondas se manifestaran. Estos expgesmamalisis hechos por Russel se

pueden encontrar en Russell (1845).

1/ | barco

canal h

& ‘ .
u i c? = g(h+ a) l q
onda solitaria

Figura 1. Experimentos John Scott Russel. Adaptado de R(E345)

Russel tuvo algunos detractores con respecto a su nuevddipadas, uno de estos fue
AiryH, una figura de suma importancia en ondas el cual mencionargr{845), que no estaba
dispuesto a reconocer este nuevo tipo de ondas plantead&uggel como una nueva clase de

onda importante, ya que él consideraba que estas ondasrestjidas por la teoria conocida

7 George Biddell Airy, 1801-1892, matematico y astronomdéagonocido por sus diversos tratados relacionados
con la astronomia y ondas.
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como ondas de gran longitud, mas aun mencionaba que se bagjdda siguiente ecuacién

92X 92X

Fa = QKW, (10)

asi que afirmaba que este tipo de ondas ya eran conocidasa8dairy en_Airy (1845) men-
ciona que es posible que Russel no estuviera convencidodizicbn sus experimentos, ya que
segun Airy, por este motivo decidié no incluir ciertos expemtos en su introducciéon. Algunos
historiadores indican que Airy fue el primero en mencionae tas ondas en un canal con sec-
cion trasversal rectangular deben necesariamente caswbiarma a medida que van avanzando,
tomando una forma mas inclinada hacia el frente y menos exd@ian su parte trasera, esta de-
claracién fue apoyada por diversas figuras importantes &umsset. Por otro lado, Sto&mirma
en Stokes (1846), que la Unica onda permanente no debiassoisial.

En contra posicion, Stokes menciona en Stokes (1847) quasende que este nuevo tipo
de ondas fuese cierta quedaba por discutir su modelo. Egtasédn que las modela fue dada
en primer lugar en 1871 por Boussir@sm Boussinesq (1871, 1872, 1877), y tiempo después

en 1876 Lord Rayleig@ en Rayleighl(1876), también plantea un modelo para estelémmdas.

8 Sir George Gabriel Stokes, Irlanda 1819- Inglaterra 1988;d y matematico destacado por sus grandes avances
en la mecéanica de fluidos y Gptica, ademas por sus trabajasmeimportancia en polarizaciéon y fluorescencia.

9 Joseph Valentin Boussinesq, 1842-1929, matematico pff@ncés el cual es una figura de suma importancia en
la mecénica de fluidos e hidraulica.

10" Jhon William Strutt, tercer Barén de Rayleigh, 1842-1918¢6 francés el cual realizé importantes contribuciones
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Veamos el planteamiento dado por Rayleigh. Como se menaimiediormente Airy menciona que
las ondas viajeras estan dadas por la ecuaktidn (10), doadd que es la profundidad del canal
y g es la gravedad. Ademas la velocidad de onda esta dadgggresto se tiene por un resultado
previo dado por Lagrange en 1786. Pero hay que tener en apgmeste resultado es solo valido
para aproximaciones de primer orden doé_}pee pueda despreciar, esto ultimo fue mencionado
por Rayleigh diciendo ademas que es imposible encontrasnoteagque no cumpla con esto ultimo
y posea velocidad de ond@gK y ademas pueda propagarse sin deformaciones. Partiendtede e
premisay de los resultados experimentales de Russel,iRaylepone buscar una aproximacion
mas precisa de la velocidad de onda, para esto él asume taneidsde una onda estacionaria la
cual desaparece en infinito y agrega al fluido una velocidad banstante aun desconocida y la
cual es opuesta al de la onda, gracias a esto se puede ondigipdsmdencia del tiempo. Debido
a que el flujo esta libre de rotaciones y es incompresibldesxis potencial de velocidad y una
funcion de flujo, las cuales se rigen bajo la ecuacién de kapldunto a esto y usando una serie
de expansiones para la velocidad horizontal y verticalpd@tue usara mas adelante Ono para

su analisis, logra plantear su modelo

dh\? 3,
(G) -t =0

a la dinamica de fluidos, éptica, electromagnetismo y fuargahado con el nobel de fisica por su estudio de
diversos gases y a su vez por el descubrimiento del argon.
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ademas Rayleigh menciona que el resultado obtenido esasahdbtenido por Boussinesq en uno
de sus estudios de ondas solitarias.

En 1895 con el proposito de aclarar ciertas dudas sobre steagia de estas ondas so-
litarias D.J. Korteweg y G. de Vries, en Korteweg and De V(E95), plantean un modelo que
describe como se comportan estas ondas viajeras. Estearsadieaso, de igual forma, en la su-
posicion de que la profundidad del agua es pequefia si la egampa con el ancho de la onda,
ademas relaciona la amplitud de la misma con su variaciémh teengpo. Este modelo dispersivo
es uno de los mas importantes en el estudio de ondas de agu#g&sade basarse en los modelos
previos de Rayleigh y Boussinesq, usando métodos de dédusichilares a los empleados por
ellos.

En 1966 Thomas Brooke Benjamin en Benjamin (1966), bas&eimdo hecho previa-
mente por Korter y G. de Vrie@ plantea un andlisis tedrico para una nueva clase de onda
estacionaria, la cual posee una amplitud finita. Dichas ®pdaesentan una propiedad comun, y
es que ellas se presentan en aquellos sistemas donde ldadewaria en una sola de sus capas
cuyo espesor es finito contrario a como consideramos lamuiafad total, que se plantea infinita.
También es importante saber que la altura de esta capa égilaescala fundamental con la cual

se medird la longitud y amplitud de la onda. Estas ondas egagincipalmente en la naturaleza

11 Diederik Johannes Korteweg, 1848-1941, matematico hémndnocido principalmente por su formulacion de
la ecuacion KdV.

12 Gustav de Vries, 1866-1934, matematico neerlandés comgpcidcipalmente por su formulacion de la ecuacion
KdV.
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gracias a la termoclina oceanica, es decir, la capa que semna entre la parte superficial ocea-
nica donde la temperatura es un poco mas alta debido al tomac la luz solar y la segunda
capa la cual esta una decena de metros mas abajo en dondeéaigma desciende, la estructura
gue tiene la termoclina oceanica queda representada eguel. Aunque Benjamin plantea que
este tipo de ondas también tienen un posible uso en los estatihosféricos Yang etial. (2019);
Romanova!(1981). Benjan@ se plantea usar un par de fluidos incompresibles con ditsent
densidades, ademas plantea diferentes distribucionesrdgdddes y diferentes alturas entre los
fluidos, donde él plantea que la longitud de la onda es mayolegongitud media de la capa fini-
ta del fluido. Junto a estos experimentos usando las leyesderwacion y ecuacion Kortweg-de

Vries, KdV, logra plantear un primer modelo que rige a egte tie ondas estacionarias.

superficie libre Z = hy + 71 (X, )

densidad p; 1 |
campo de velocidades : s
| . .35

|

m

v
| campo de velocidades

il

densidad p termoclina Z = 7(x, T)

|
|
I
I
I
I
| h
:
|
I
I
I
I
I

Figura 2. Termoclina oceanica.

13 Thomas Brooke Benjamin, 1929-1995, matematico y fisictémgonocido por sus importantes trabajos en anéa-
lisis matematico y dinamica de fluidos.
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Posteriormente en 1975, Hiroaki Onolen Ono (1975), basénelotos trabajos previos de
algunos autores como Benjamin, David y Acrivos en Davis aadvAs (1967a/b), busca estudiar
y determinar cuando el tipo de ondas estacionarias plastqau Benjamin se pueden considerar
solitones y bajo qué condiciones sucede esto. Para esthoe€mio se baso en los experimentos
planteados por Benjamin y Acrivo, al igual que estos de@det un sistema de fluidos estratifica-
dos, pero Ono toma una distribucion de densidades diferentesldm de simplificar el analisis,
pero también él aclara que el andlisis hecho para estabdisitin es posible realizarlo para otras
distribuciones de densidades. Las distribuciones de dizthss tomadas se reflejan en la figdra 3
donde la densidad descrita en la segunda gréafica fue tomadangoy las dos restantes son las
tomadas por Benjamin. Junto a esto Ono usa las ecuacionesgokes de los fluidos estratifica-
dos, las leyes de conservacion de la ecuacion KdV, para dst ptantear su modelo, el cual es

conocido como la ecuacion Benjamin-Ono.

]

superficie libre

po(y) Y

ho fpemm=——— fondo rigido

.

1 h
0 £0 po(y) ¢

poly)

Figura 3. Distribucién de densidades. Adaptado de Ono (1975

14 Un fluido estratificado puede definirse como aquel fluido qesenta variaciones de densidad en la direccion
vertical, un ejemplo podria ser el agua y aire, ambos se@erssi fluidos y si se consideran juntos se pueden ver
como un sistema de fluidos estratificados.
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2.2. Deduccion de la ecuacién Benjamin-Ono

El proposito de esta seccion es mostrar la deduccion de EcigcuBenjamin-Ono, ba-
sandonos en lo realizado por Ono en Cno (1975), empleandosdy métodos para abordar este
problema. Es de recordar que la ecuacion Benjamin-Ono mdaebndas internas generadas en
un sistema que posee dos capas de fluidos estratificadospresibles, donde dicho sistema po-
see una distribuciéon de densidades adecuada, con la démida capa superior mayor que la
densidad en la capa inferior, y ademas se considera queia dé la capa inferior es mayor que la
presente en la capa superior. Para realizar la deducci@edeacion se considera el siguiente sis-
tema bidimensional que modela el movimiento de un fluidonmme@sible estratificado de manera
estable a lo largo del eje Dicho sistema se obtiene a través de las ecuaciones de(E8He€4),
la ecuacién de continuidad (11) y teniendo en cuenta queabaj&r con fluidos incompresibles

tenemos la condicion dada por la ecuaclon (12), este sidteesaribiremos de la siguiente forma

ap op op
EJFUWJFVd_y = 0, (11)
Ju ov
_dx+_dy = 0, (12)
Ju Jdu Jdu oP
p(ﬁ*“&”a—y) T (13)

ov ov ov oP
p<—+u—x+v—) = oy P9 (14)



UNA INTRODUCCION A LA ECUACION BENJAMIN-ONO 36

donde en el sistemay y representan las variables espacialgsy la velocidad horizontal y vertical
respectivamentd? describe la presiomg es la gravedad, y por ultimo la densidad. Siendo esta
Gltima constante en la capa superior del fluiglo> hg) y po(y) si nos ubicamos en la capa inferior
del fluido (0 <y < hg). Teniendo en cuenta esto podemos ver que el modelo podrésegparse

de la siguiente forma

capa superior y > hy
|

densidad pg v ‘I\

v '
| campo de velocidades . ’:

- |

|

densidad pp(y)

I
| §
|
|
|
| : ;
y | capa inferior 0 < y < hg
|v-___/
|
|
|
I
|
|
|

Figura 4. Modelo de las ondas internas.

Con esto ultimo en mente se sabe que se debe realizar uncepturdi cada fluido, uno
gue genere una ecuacion para la capa inferior y estableasacondiciones de contorno para esta
capa y otro estudio analogo para la capa superior pero timemcuenta que las condiciones de
contorno para la capa superior deben coincidir con lasdwslan la capa inferior.

Para estudiar la capa inferior se debe considerar el pra@bl@nlineal, por lo tanto se
plantea el estudio de la interaccion entre los efectos disgeersividad y de la no linealidad, para

esto se tomara el movimiento de la onda con la escala espacateristica del mismo orden de
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no linealidad. Se denotard esta medida comUn con@on esto, el orden de la variacion temporal
dada por la interaccion debe ser elegida de tal forma qu@@@acon referencia a la velocidad de
onda lineal direccionaly, este valor es constante. De acuerdo con esto se hara usfatnaacion

adecuada con el fin de introducir esta escala.

& =¢e(x—Ccot)
I =2t para 0<y< hg
y=y,

ahora, se expandanv, p y P en términos de estas variables que representan un estathmexc

del estado fundamental:

u= i SnUn(aT,Y% V= i 5n+1Vn(E,T7Y)7
n=1 n=1
p=poly)+ ) €'on(&,T.Y), P=PRo(y)+ ) €"P(&,T.y).
n=1 n=1

Esto para & y < hg. Se vera qué forma tienen las ecuaciohes (11)-(14) teniemdaenta
las expansiones anteriores y tomando orden de aproximegi®tara esto, en primer lugar se vera

el proceso de sustitucion para la ecuacion (11). Note que



UNA INTRODUCCION A LA ECUACION BENJAMIN-ONO 38

op doo  9p1 0P2£2

gy ~ dy "oyt oy
9p _ 9p108 _0p1 ;
ox & dx 9&
dp  dtdp_ 0E0p1_ dp1 3  Op1 o,  Op1o
ot ator et oEtT art gt T et
ué,T,y) = eup+ €Uy,
v, Ty) = €y,

si se reemplazan estas derivadag eh (11) y posteriormestistiielyeu y v por sus respec-

tivas expansiones se obtiene

op1 » 0p1 5 doo  dp1 0P2£2)

—Coﬁe +ufe +v( dy+ dy£+ dy = 0,
0P P P10 | 0P P2
CanE +ulage +U20€8 +V1 dyE +V1(9y8 +Vv 0}/8 = 0

Teniendo en cuenta el orden de aproximacion, se podriariigies expresion anterior de

la siguiente forma
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Se seguira el proceso de sustitucién para la ecudciéon @&judl forma note que

ou _ ofou  0Fdu, Ou,
X ox 9& ox 0§~ 9& 7

o V1o
oy oy

llevando estas derivadasal(12) se tendra lo siguiente

ou p, V1 5
0¢& oy

dV]_ dU]_
ay "ot

Ahora se seguira con el proceso de sustitucion para la €u@i), en la cual se utilizaran

las siguientes derivadas

ou  Odup  L0u

ay ~ fay oy

ou  dupdé 20Up 0& oup 0t oup 20U
ot = %okt Faytat Farar . ©Far 9 e
ok _ oh

ox 0&’

reemplazando estas expresiones junto a las expansioneg deen (13) se obtendra lo
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siguiente
c?ul 20U2 2 c?ul 2 2 0U1 2(9U2 . 0P1
p(Cog Iz CoE T + (U1 + €°Up) 3% E°+e“vyi(e Jy +€ d—y>) = ef,
oup 20Uy ou; 5 oup 4 3 Oup 4 OUp, P,
p(cosdé Co€ T +u10€£ +u26££ +€ Vldy + £ Vldy) = gdé’
dul o dP]_
PO(Y)COW = ﬁ,

esto ultimo se tiene gracias al orden de aproximacion questsetemando. El proceso
de sustitucion que se sigue paral(14), es analogo al realematériormente para (113) solo basta

cambiaru poryv, por lo tanto al realizarlo se obtendra la siguiente expresi

0Py
0= _d—y — P10

Teniendo en cuenta lo realizado hasta el momento, se olgisiguiente sistema

_CO%_‘?Hldd_pyO ) (15)
‘2—\;1#2—? ) (16)
coroly) 5 = T a7)
-2 pg - 0 (18)

Ahora, se busca reescribir en términos de una ecuacioreddil parcial el sistema anterior. Para
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ello, se despeja dé_({16) uno de los términos y se sustituya eculacion(17), luego de esto a la

ecuacion resultante se deriva con respecto a

ou v
& oy’
ovq B P,
0 ovq B 02P1
COE/ <p0(y>c9—y> = —(?y—aga (19)

ahora, se deriva la ecuacidn {(18) con respedq ae sustituye el resultado en la ecuacién (19)

R _ 9P
ooy ez
d (?Vl . dpl

después de hacer esto, se reescribe la ecuacibn (15) y iseysush (20)

vidpo(y) _ dps

Co dy o0&’
0 dvl) g dpo(y)
—_ _ = — V ,
Cody (PO(Y) ay o dy 1

solo basta despejar para obtener la ecuacion diferenc@bpque se buscaba

Y ovi\ gdpo(y)
3y (pO(y>d—y) "2 dy vy =0. (21)
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Teniendo la ecuacién (P1) se le aplica separacién de vasavl, suponiendo que

0f(&,1)

@(y). (22)

Ahora, se reescribira la ecuaciénl(21) teniendo en cue@agar lo tanto considere

S (oo 30 )+ SERN T gty — 0
5 (5000 - 3% ay) = 0

por lo tanto se tendra una ecuacion diferencial en térmia@gy) que tiene la siguiente forma

diy(pow)d“’—(y)) —%d"(’(” oly) = . (23)

Ahora, se busca escrihig, P; y p1 en términos dd (&, 1) y @(y). Para esto en primer lugar

se derivav; con respecto g luego el resultado se reemplazalen (16) y a la expresiortaaseike

integra con respecto&a
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ovi _ 0f(§,1)de(y)
oy 0& dy ’
dup  df(§,1)de(y)

9& 9 dy '

up = f(é,r)dqg—;y).

Jdu .
Por otro lado, se reemplazg\g1 en (17) y se integra con respectd a

P df(&,1)do(y)
do(y)

PL = copo(y) f(&,T) y

Por ultimo, se reemplaza en [15%) y se integra nuevamente respecfo a

op1 _ @ df(&,1)dpo(y)

98 o 0& dy
0 dpo(y)
pPL = af(€7r) dy :

43
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Por lo tanto las expresiones resultantes en términdg&ler) y ¢(y) son las siguientes

w = 10 ey, (24)

P — copo<y>f<f,r>d“’—y<y>, (25)
) dpo(y)

pr = 2rEn Y, (26)

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, se busaadexgl sistema al siguiente or-
den deg, es decir, se manejaran Unicamente aquellos términos og@rtédasta la tercera potencia
dee€. Los procedimientos para realizar estas expansiones sdogas a los realizados para obte-
ner (1%)4(18). Ahora se vera como queda la ecuacioh (113, i se consideran las siguientes

derivadas donde la comilla denotara la derivada con resjppgct
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ap / apl 0p2 2 / <(P /)/ apZ 2
50 = +—E+ €& =p0 +€&( f+—--¢€7,
ay Po dy dy Po Copo dy
dp  _0p1d&  ,0p208 Opr o, 39p2 @ ,0f 5, S0p2
ox  faroax T arax o9t tEar T Pasf tE o
op  01dp1_ 0&dpy_  0T1dpx ,  0E0p2 5
N A A Y R
_ 93 9P Op2a  OP25 0Pz 3 1 Of 5 Of , 5.
B L I T T T T TR & T T Ia
u&,ty) = eup+&2up=efg + &%y + e3us,
2 3 Zaf 3
V(E,T,y) = €Vi+€EVo=—¢ ﬁcp—i—s V.

Ahora se reemplaza estas derivadas en la ecudcidn (119, dieegsto se reemplazary v

por sus respectivas expansiones

d_f
o1

op2 3 1
P —s R
CO(?E CO(P

of ¢ _,0f Ip2
'e3 — p—phe? + (ef @ + %up+ €3u (— ’—£2+s3—)+
N T (efg > 3) oy b

of o \. dp
_g2Y 3 / AP Y2 _
( € d€(p+s vz) (po +£<Copo) f+ dyg) 0,

bastaria operar esto ultimo teniendo en cuenta que el olaprdximacion que se esta
manejando para obtener lo siguiente
Jp2 doo 1 of /

~Cogg tVagy = apé(y)qoﬁ + é (Po(Y) 99 — (0o (Y)®)') fﬁ-
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El proceso para la expansion de orden para las ecuacioneqIa2son analogos a los
procesos realizados para obtener las ecuacibnks (16) se§i#ctivamente. Asi que se vera como

queda la ecuacion (1L3), para ello se consideran las sigsierpresiones

Ju oup oup 5

Jdu
— = lep T 22 fgle+ T2

oy oy oy oy
= % S—Co(;—?sz—i-%s“— i—?sszgfp’ss—%%wz—%i—?ss,
% = g—i%—? +‘;—i3—§252:Z—?serZ—iss:copOZ—;querg—iss,
u(&,T,y) = eui+ &%y,
V&, Ty) = v,

P(E,T,Y) = Po-+ i€+ pPog?.

Reemplazando estos términos en la ecuacidn (13) se obtiene

of of
(Po+ p1€ + p2£7) (Ecp@—%—cpsz—

3¢ Co55 &+ (eur+€°Up) (afde + o€

0¢& 0¢

Ju of 0¢
2 ' ow2 2 _ vl 4.2 YS 3
+€ v1<fq0/e+ dy8)>_ cOpodégos &
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Bastaria ahora operar esto ultimo teniendo en cuenta eh dielaproximacion que se manejando,

para obtener la siguiente expresion

ouy 0P of

~Poy)Co g5 55 = PP 5~ (Po(Y)(¢)? — Po@g” + PH(Y) 99 ) fg—;

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones resultante de la €¥paa siguiente orden dees

el siguiente

_Coﬁ—i_vzd—y = Gy, (27)
‘Z—\;f+‘;—“; — 0 (28)
—pO(Y)CO‘j?—u;‘i‘i—F;Z = Gy, (29)
22 g = 0 (30)

La forma de los término&; y G, donde la comilla denotara la derivada con respegto a

es dada por
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1 af 1 of
Gy = gpé(yﬁp T (p (V)09 — o(po(Y)9)') fﬁ,

df /\ 2 // / d
G2 =—po(y)¢ YT (Po(Y)(¢)” — po” + po(y) @) f oF

De igual forma que el sistema (1% 4 18), se buscara formaralaa@&suacion pero esta vez
con el sistemad (27 E_B0), la cual es posible hallar realizatdoismo procedimiento hecho en

(24), que genera como resultado la siguiente expresion

(1,00 = - {52} - S, (31)
donde
31,90 =~ 2 {po) Y 57— < [3{o)92) ~200()9'9 ~2{po(y)09"} | 155

Para garantizar que la ecuaciénl(31) tenga solucion difegela trivial, se dird que = 0 cuando

y =0, pero esto es equivalente a tener gyifg 7,0) = v4(&,1,0) +Vv2(&, 1,0) lo cual implica que

f(¢, 1)

vi1(&,1,0) =0y v = (&,1,0), pero la primera se puede reescribir comeiqo( )=0Ilo

¢

cual implica quep(0) = 0, por lo tanto juntando estos dos resultados se tendriasigagentes
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condiciones de contorno
p(y)=0 y (¢,1,y)=0 cuando y=0. (32)

Multiplicando la igualdad (31) pap e integrando a ambos lados con respegtosa obtiene

ho
/ I @)ody = / L?y{ 0\;,2} gpé(Y)Vz} Qdy, (33)
0

ahora, se buscara simplificar esta expresion, para esdiza gtie

fp% [po(y%‘;—ﬂ = —<p’[ <>‘Zﬂ+§y[¢po<y>‘;—ﬂ,

ho ho [ 9 Vo Vo g
If.Qody — / / N2l 9 ]d,
A (f, @) qpdy A { dy [cppo(w c?y} [0 {po(w ay} C%po(szcp .

luego de esto, agrupando términos y separandolos en dgsale®, se tiene

/OhOJ(f,(P)(de = /Oho L;?y [fppo(Y) (;\;ZH dY—/OhO [CP/ [PO(Y) ?ﬂ +%p6(y)vz(p} dy,

ahora, si se tiene en cuenta la siguiente sustitucion seepeedcribir la integral de la siguiente

forma

do Ny 9 do] [ 99
o) 52 = 5 oyt | e [0 5E]
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/OhOJ<f,co><0dy= /Oho {;y {qopo(y) %\;ZH dy

- /0 v {% {po(y) ijiﬂ ;y {po<y)§ﬂ+%pé(y)wdy}

De forma analoga separando el segundo término en dos ilgggra

/OhO J(f, @) pdy = /hol {cppo(y)‘?;fde

- /Oho { ;y {po(w zq;H dy+ / v {— 2 dy [po(y)dﬂ cpo( y)V (p} dy.

Después de aplicar el teorema fundamental del célculo pegrales junto a las condicio-

nes de contorn@ (82), se obtiene

ho dvz(ho) de(ho)
J(f. @)ody = o(h — h
/O (f,@)edy = @(ho)po Jy pov2(ho) dy

- /0 ho[ ;y {m(y)gﬂ %pé(y)vwdy}-

A continuacioén, se multiplicd (23) pep al despejar el resultado se reemplaza en la ecua-

cion anterior para obtener lo siguiente:
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ho ovo(h de(h
[Fat.000y = o) 2 pr ) AT
0 ay dy

_/Oho [vz;—y [PO(Y)Z—(;} _Vzd% <p0(y)d(g—(yy)”

ho
/o IF @)pdy = po lq’(ho)avg(;o)—vz(ho)dq;(:;o)}.

Por ultimo se reemplaz¥ f, @) y se despeja, para obtener:

CoPo {Vz (ho) do(ho) _ ov2 (o) §0(ho)}

/ { ( ) /}/ T
al

+ [ /Oho {3(poy)#?)' - 2009) 99" ~ 2 (Po() 09")'} gody} FAED

Como se habia mencionado, esta primera parte del estuditugeraqui, ya que se lo-
graron obtener unas condiciones de contorno para la cagdoinfpero para obtener la ecuacion
Benjamin-Ono faltaria hallar las condiciones cuagpdehg para@y vo.

Se procedera ahora a hacer el estudio de la capa superialousiasistema (11=-14), para
asi poder obtener las condiciones de contorno adecuadsab&eue el fluido de la capa superior
se excita Unicamente por el movimiento de las ondas del fienda capa inferior, con lo cual no
hay una escala espacial distinguible entre el eje horikgntartical de la capa superior, en este

caso. Para esta capa, se considera un huevo cambio deadalliado teniendo en cuenta lo que
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se acaba de mencionar, el cual seria:

X = X—Cot
r—gd ( paray>ho
y=y

al sustituir este cambio de variable énl(11) Vl (12), se obtien

op  0p  0p OJp
CO&"‘S E+Uﬁ+va—y = O,

u ov
ox oy

estos dos cambios de variable anteriores son directos pdiorde regla de la cadena. Ahora,

reemplazando ef (1L3) iy ([14) se obtiene

du ,0u Jdu du oP
p(—Com- +E° - +Us-+V—) =

ox ot dx o9y %
AP LA UYLV AL L
PiCgy T8 ot Ty TVay) T Ty TPY

teniendo en cuenta la distribucion que de densidades, segs@pargy > hg la densidad

es constante y toma el valor gg que es diferente de 0, con lo cual este par de ecuaciones son de
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la forma

gy Y 0u Gu du  10P
“ox "¢ ot Yax Vay T “podx’
LoV a0V OV ov 1P
“ox F ot Yax Vay T ooy ¥

Por lo tanto el sistema resultante es el siguiente, dpg@s una constante

op  20p Op  Op
Codx+£ dr+udx+vdy = 0, (35)

ou ov
54—@ = 0, (36)
du ,0u Jdu du 1 0P
—Co=— —F+U—+V— = ——— 7
COdX+£ dr+udx+vdy Y (37)
ov ,0v odv ov 10P

Como se menciono anteriormente el movimiento de la capaisuge genera a partir del
movimiento de la capa inferior, asi que esto nos indica quellecidad vertical maxima puede
alcanzar como maximo el orden de aproximacién de la capeanfes decir de segundo orden.
Ademas, debido a la continuidad de la ecuadion (36), seigeqde el orden méaximo de la veloci-
dad horizontal también es de segundo orden. Con esto en septede expresarv, Py p en

lo siguientes términos para esta capa
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u=¢&2u(X,y, T,¢),
v=_¢eV(X,y,T,¢),
paray > hp.

P="PRy(y) +£2P(X,y,T,€),

p=po+ R,y T,€),

Vs

Teniendo en cuenta esto, y siguiendo la linea de pensan@pmiteada en la capa inferior
buscamos convertir el sistema de ecuacionels (35 — 38) enolmaauacion diferencial parcial,

para esto en primer lugar se reemplazara la expansion dhteeil en la ecuacior (36) y luego se

derivara con respectoya

AU 1 9P
e 4 0(e?) = — =2
Coc?x (£ Po O X
92U 1 9%P
_ +0(€?) = —= ,
% 3yax O (&) po 9yax

luego, se realiza un proceso analogo para la ecudcion @4 optener

o2V 1 9%P
+0(e%) = ———"—,
oxXox (%) Po O X3y

—Co
realizando un proceso de igualacion con estas dos ecuaciesdtantes, se obtiene

oV » 0%
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Por ultimo reemplazando las respectivas expansionds gny(88rivando con respecto a

y, ¥ reemplazando lo obtenido en la ecuacion anterior, se tien

0°U oV
—_— = 0,
oyox 9%
azv aY )
ot oz ~ o) (39)

Teniendo en cuenta esta ecuacion, se soluciona la ecuaibapiace con la siguientes

condiciones de contorno

V(X,)y,1,6) =0 cuando y— +w,
(40)

V(X,y,7,6) =W(X,1,6) si y=ho.

En dichas condiciones de contorkig(X,y, T,€) debe coincidir con la solucién hallada
para la capa inferior. La solucion de la ecuacion de Laplacdas condiciones de contorrio (40),

evaluada ey = hp, esta dada por{4)

dx’
X=X

aV(X,ho,T,S) . 190

———pv/ Vo(X,T,8)0——

oy -~ moX (41)

Ahora, se pueden determinas las condiciones donde se éramutncapa superior con la
inferior como las condiciones de contorno de la soluciéradmpa inferior ely = hy. Especifica-

mente se necesita que la solucion de la capa inferior ca@irood la superior para(@3) a través
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dey = hg como también su derivada de primer orden. Con esto en mestbeajue

g2y (E,ho, T) +&%v2 (&, ho, T) = &2V (X,ho,T,€), (42)
ov oV oV

20Vl 30vVv2 _ g2

5y (&, ho, T)+¢€ 3y (&,ho,T) € ay<><,ho,r,s>. (43)

Ahora, supongamos sin pérdida de generalidad que

of(&,1)
98

Vo(X,T,6) = —
Con lo cual, reemplazando esto en|(41) se obtiene lo siguient

oV (X,hg,7,6) 1 0% = f(&1) .,
Jy _57—Tp.v. ez oo dé’. (44)

Teniendo en cuenta las ecuaciores (42 —43) se buscarégpl@asteondiciones de contorno
restantes. En primer lugar si de la ecuacion (43) tomamoallaguiérminos que posean potencia

€ cubo, se obtiene

vy (& o) 192 o f(ET)
oy nVesl.Eiog %

Con esta misma ecuacion, si se toman los términos que temganciae cuadrado y se

tiene en cuenta la ecuacidn{22) se obtiene
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vy _ 0f(&,1)do(hg)
By (&,ho, T) = — T dy =0,
do(ho)
dy =0.

Por otro lado, si igualamos aquellos términos que tengaenpie cubo de la ecuacion (42) se

tiene

V2 (57 h07 T) =0.

Ademas, tomando ahora aquellos términos que tengan patogadrado se obtiene que

of(&,1) _
aE (p( O>__ 0E )

@(ho) = 1.

Juntando estos resultados se tendrian las siguientesuoreti de contorno:

@(ho) =1, v2(&,ho, T)=0,

do (ho) ov2(&,hoT) 1 9% = f(&1)
dy oy  nVeer) . E-¢

(45)
dé’

=0,

Haciendo uso de estas condiciones de contorno y de la eau@dpbuscaremos llegar a

la deduccioén de la ecuacién Benjamin-Ono. Para esto usarsisstitucioré’ = zen la condicion
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de contornol(44), se tendra

ovo (&,hg,T) 1 0% [® f(z1)

Jy _Ep‘v'a52 » E—zdz'

Sustituyendo esta Ultima ecuacion Jugfgd(y—()) =0, ¢(ho) =1 en[34) se obtiene

1 02 ®f(z1) | ho N of
—Copo{7—TIO~V- 5e2) . T2 dZ} = {2/0 {Po(V)¢'} cody} 37
of

" Uoh {3(pon)9?)' = 200() 99" ~ 2 (po(y)09")'} wdy} for

Se sabe por la Definicidn 1.1, que

52 12 i)
0—52%“(6)} = ﬁp'v'a—EZ wE—z dz,
entonces, se tiene que
92 ho / of
~copo{ gea 11N | = [2 [ {eul)e) o] 57
ho ’ /
+ [ {2 ot002) - 2000000 - 2ot | o] 15 a0

Ahora, se buscaran hacer algunas sustituciones con el fiegde & la ecuacion deseada, para ello
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se usa que

(PY)E W) @(y) = (o) @ (V) @(y)) — po(y) @A(y).

Estas expresiones se sustituiran en

2| [ (ot} o0y| 2| [ (oo)0 )09~ poly) 251

2 [(pomo)cd(ho)cp(ho)) ~ ((0)9(0)9(0)) - [ hopo<y>rp'2<y>dy] .

Utilizando quegp(0) = 0 y ademas que’(hg) = 0 se obtiene

2| N {po#} ooy| =2 | hopo<y><d2<y>dy} |

Ahora, tiendo en cuenta el siguiente par de sustitucionkEvgrdolas a la ecuaciéon ante-

rior, se obtiene

(Po(Y)@Z() 0(y) = (po)@*(Y)0(Y)) — po(y)@>(y)

(Lo oY) @' () oy) = (po(y)e(y)@"(Y)e(y)) —poly)@(y)@" ()¢ (y)
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" {3(000)9%)' 200099 ~2(po)09") s oty = [ 3(00() 97 ) ey))

—3po(Y)@3(y) — 200(y) @ (V)@ (¥) @(y) — 2(0o(y) (¥) @ (Y) @(y))’ + 2p0(y) @(y) ¢ (y) @' (y)dly.

Ahora se buscara simplificar la expresiéon anterior usandeetema Fundamental del

Célcul@

[ {3(009)9%) ~2009)0 9" 2 (00(5)99")'} 8y = 3(p0(0) (o) (1)

—3(po(0)¢*(0)(0)) -3 /0 v Po(y)@(y)dy— 2p0(ho) @(ho) ¢’ (ho) @(ho) +200(0) 9(0) @ (0) (0).

Usando que'(hg) =0, ¢(0) =0, y ademas teniendo en cuenta la forma como se define la ddnsid

Po y > ho,
po(y) =

po(y) 0<y< ho,

se tendra qu@y(hg) = 0, esto junto con la ecuacioh {23) se tiene qiby)” = 0 por lo

tanto se podra reescribir la igualdad anterior de la sigeitmrma

15 Teorema Fundamental del CalculoSeaf continua erfa,b] y f = g entonces

[ = gib) - g(a)
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[ {3(009)9%) ~2009)09 2 (0o0)06) } py =3 [ " o) )y

Llevando estas dos formas de reescribir estas integrafi agmos a obtener:

~com{ T (1O} = 2| [ o] I [3 [ o] 12

Por ultimo, se puede reescribir esta Ultima expresion diglaesnte forma

~om{ g t1(60 ) 2| [ o] 5+ [3 [ soinePay] 157 =0

Luego se divide a ambos lados de la igualdad por el coefidmﬁacompaﬁa%% y teniendo en

cuenta que

_ 3/5°po(y)¢° dy , g____ %o
2 o po(y) @2 dy 2 po(y) @2 dy’

se obtiene la ecuacion Benjamin-Ono

df df 92

i i Bd€2

S (f)=0. 47)
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3. Problema de Cauchy
A lo largo de esta seccidn se estudiara el problema de Cauwcltyado con la ecuacion
Benjamin-Ono

ou,  0%uy 92

5t —H 2 252 (W), w0 =g, (48)

dondeu > 0, bajo ciertas restricciones que favoreceran su estuidioo gproblema fue abordado
por 16rio enl José 16ria (1986). Se analizara el buen plantam del problema en los espacios
HS(R) conse Ry .% = H'(R)NL?(R) conr = 0,1,2. Para este estudio se emplearan algunos

operadores recurrentes los cuales se definen a continuaciéon

Seanu >0,& eRy f € L?(R) entonces, se definen los siguientes operadores:

Qu = —(n-22)0, (49)
Fu(t,§) = g t(u-2 Sg"(f))fz’ (50)
Ex)f = (Fut,)f)". (51)

Basandose en el problema de Cauchy asociado a la Ecuaciéhmdeldger lineal (ver Janior and lorio

(2001))

gu(t) =Au(t) € HS2 (R") u(0)=@ecH*R") ueC([0,0);H3(R")), (52)
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I6rio defineE,(t)f de tal forma que generaliza dicha solucion para adaptapacdlema[(4B).
Es conocido que el problema {52) esta bien puesta (ver Jandforio (2001)), y ademas posee

Unica solucién, definida de la siguiente forma
ut)=e®gq,  donde ¢@cHS(R".

Es posible encontrar un operador simildt,gt) f como solucion al problema de Cauchy asociado

con la ecuacién de Schrodinger no lineal
au(t) +iq(D)u(t) = uagu(t), u(0) =@ eHR), ueC([0,®);H%R)), (53)

dondeL (t)f = (et(*“(Z)Z*iq“») f(&), conf € HS(R), considerando la funciém: (0,0) — L(t)f

cont — L(t)f, se puede demostrar que es la Unica solucion del problemauchZ[58). Para

profundizar sobre este problema se recomienda al lectefdeencia Junior and lorio (2001).
Teniendo en cuenta lo anterior, se demostrara que el opegd f es solucion del pro-

blema de Cauchy asociado a la ecuaciéon Benjamin-Omo (48).
Teorema 3.1.Seal € [0,«), entonces:

a) Para todo t> 0y sc R se tiene que Ft) € B(HS(R),HS™ (R)). Ademas, para todo

16 El conjunto de todas las transformaciones lineales que v@HYR) a HS**(R) es denotado como
B(HS(R),HS* (R)). Los elementos dB(HS(R),HS™* (R)) son llamados generalmente operadores lineales aco-
tados.
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¢ € HS(R),

B8 ers gy < K [15 20 2H] 77 9. (54)

donde K, es una constante que dependeXeMas aun, como consecuencia de esto se

obtiene que E(t)¢ es continuo, para todo t, bajo la topologia usual dEM(R).
b) Ademas, se tiene qug EH3(R) — HS(R) es un semigrupo de contraccion.

Demostraciéon.En primer lugar, si se toma = 0 la desigualdad (54) surge a partir de la ecuacién
(56). Ahora, se demostrara el caso> 0. Teniendo en cuenta la definicion del operadpft) f y

usando la definicion de la norma del espddip se puede decir que

B0y = [ 1+ |Z(Fut. )8(E)") e = [ (1+83)77 [Fult. £)(&)de.

Teniendo en cuenta la definicion de la funcigyit, £ ), la definicion de la norma dr®(R) y el he-
cho que la funcién exponencial eéqaZtuEz) decrece mas rapidamente que cualquier polinomio

obtenemos que

f @+ Rt 006 Pae = [ (146" [Fue.6)F (1+€9)°lo(0) e
= [ (1+8 " exp(-2ue?) (1+£2)%19(5)dé

A s 2
gs?p((lJrEZ) exp(—2tu€2)>/R(1+52) [§(&)[7d&

< <1+S?DGA (5)32[“> ||¢||ﬁ|$(]1<<)v (55)
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dondeq, (£) = E2 e 24t€% Notése que la Gltima desigualdad se tiene dado que e(gapr- £2)” exp(—2tué?
£

\
/
esAr e (2tu) A e®H, mientras qud 1+sup: a, (§)e2H ) esAte? (2tp) A eH 4 1.

23

Veamos ahora que
ap (&) = EPe 2 < Ahe (2ut)

En efecto, obsérvese que la relacion se satifade=si0. Consideremos ahora el caso en el cual
& #0. Notese que < €1 para todo € R. Esto implica que < )—1(eX en particular, para=9/A,

cond = 2uté? > 0. Asi, si se toma > 0, entonces

AN ) 2
e < (5) e = <3e5“> — ed<Ae? (5,
reemplazandd = 2uté&?, se obtiene

e 2HtE? <y Ag A (2ut€?) = (&) = EPe & < Ahe? (out) ™,

como se queria demostrar. Ahora, reemplazando la desagligice se acaba de demostrarfen (55)
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se tiene que

m
=
=
=
=
g
>:
A

<1+supa,\ )@H) 101z,
< (1427 2ut) ) [9]ege)
K

(1 2ut) ) 16 e

dondek? > max{ 1L, e } lo cual demuestra la desigualdad](54).
Demostremos ahora la continuidad Bg(t)¢. Sin pérdida de generalidad, considérese

t > 1y acotemos la siguiente diferencia teniendo en cuentdg(ieé ) esta acotada

[Eu(®)9 —Eu(T)0[Feon gy = | (Eu®) — Eu(D) 9[[Foun
= [ @+ |(Rult. &)~ Fu(r.8) 6(&)[Pa
- [ @ IR R -tE) - P18 i

< sgp(\F“(r—t,é) —1}2> /R (1+52)A+S}Fu(t,f)\2\‘5(5)\2 dé.

Ahora, teniendo en cuenta la desigualdad (54) se obtiene que

|Eu(t)d —Epu(T ¢HHS+A < K2 [1+(2ut) Al ||¢||Hs sup(\F“ (1—t,&) 1\2),

si se considera a= T, una sucesion que tiendd gor derecha, se obtiene qbg(Th, —t,&) — 1
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con lo cual

M [|Ex (1) — En()@[5or ) = O,

n—oo

lo cual implica queE (t)¢ es continuo. Con esto queda demostrada la @arte
Ahora, sea = 0y demostremos qug,, : H%(R) — H%(IR) es una contraccion. En efecto,
por definicion de, se tiene qu¢F,1 (t,é)\ <1 paratodd >0y ¢ € R. Asi, por la definicion de

la norma erH3(R), se tiene que

HEu(t>¢HﬁS(R):/R(1+62)S}Fu<t,é>¢<é>\2dzs/R(HEZ)Sm(f)FdE:||¢||ﬁs<R), (56)

lo cual implica queE,, es una contraccion dd®(R) en H3(R). Bastaria probar las dos

propiedades restantes de semigrupo. En primer lugar sedisn
Eu(0) = —0(u—2i sgn(£))&? _ 0 _ 1
Por ultimo, seamy,t; € (0,) entonces
Eu(ty+1tp) = o (titt) (U—2i sgn(§))&? _ o-ta(u—2i sgn(§))&>oto(u—20 sgn(§))&? _ Eu(t1)Ep(ty).

Con lo cual hemos concluido la demostracion de fue HS(R) — HS(R) es un semigrupo de

contraccion. O

Como consecuencia de este resultado y haciendo uso dehi@&dr@4 se obtiene el si-
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guiente corolario.

Corolario 3.2. Seap € H5(R). Entonces, = E,(t)@ € C([0,); HS(R)) es la Gnica solucién de

duy, 0%u, 92
Tt~ Fae 2ge W)

El siguiente resultado describe la forma que tienen la ddas parciales con respecté a

del operadoFy(t,¢).

Lema 3.3. Sea [;(t, &) la funcién definida eif50d). Entonces

0:Fy(t,8) = —2t&(u—2isgn(&))Fu(t,&),
OFFu(t,€) = —2t(u—2isg(&))Fu(t, &)+ (—2t)%%(u — 2ih)Fy(t, ), (57)
OFFu(t.E) = —4itd+3(—20)%8 (u—2isgn(&))2Fy(t, &)+ (—2t)3€3(u — 2isgn(€))3Fu(t, €).

Mas aln, para > 3 la n-ésima derivada deKt, &) con respecto & esta definida de la siguiente

forma

n—3 n
OPF(t,F) = —4it 5" 2 + Z) ()3 + 5 a(t)se(§) (1 — 2ih) Fu(t, §), (58)
K= K=0
donde,d es la funcién delta de Dirac, ykft), ok(Y) Y %(&) son polinomios tales que el grado de

pk(t) es menor o igual a k y ademas el grado gé i s¢(&) es k.
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Demostracién.La demostracion se realizard usando induccién. Paraiin@iga en cuenta que
Og (11— 2i sgn(€))* = 5(&)Cy, (59)

dondeCy es una constante que solo dependgidek. Sin pérdida de generalidad supdngase que
k es par. Para probdr (59), en primer lugar se le aplica elreotel binomio g u — 2i sgn(&))k

teniendo en cuenta que $g&) = 1 cuandm es par, y que sdiié) = sgn &) cuandon es impar

K 7k . :
Or (1 —2i & k:a< Sl (—2isgn(& J>,
¢ (11— 20 sgr(E)) = 5 j;(l)u (—2isgr(€))

Oe (11~ sr€) = 0 ( (o) (-5t () < (-2isari&))* +
bt (8 st () -2n@)K)

Oe (11~ 2 sqrt€) = 0 ( )+ () (-2 same)

b (S 2 tsane) + () -2,

finalmente si se aplica la derivada parcial con respedoyase usa qud; sgné) = 26(¢), se

tiene que todos aquellos términos que tengan potencia pagrjé) se anulan debido a que
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g sgrf(&) = dz 1 =0, por lo tanto se tiene

Oe (1~ 2 s = () H(-2)28(6)+

donde

Ci= 2(3 pt (=2 4+ 2<kf 3) pd (=23 + 2<kf 1) pt(—2i)< 1,

Por lo tanto se puede concluir qag(u — 2i sgn&))k = 6(&)Cx.
Se demuestra ahora la validez de la igual@atl (58) a travésldedion matematica.
Obsérvese gue se tiene la validez de la igualdad para cuandb, 2, 3:

OsFu(t,§) = —2&(p—2isgn&))Fu(t, <),

OFFu(t,&) = —2t(u—2isgn(&))Fu(t,&) +(~2t)%E2(n—2ih)?Fy(t,§),

OFFu(t.E) = —4itd+3(—20)28 (u—2isgn(&))2Fy(t, &)+ (—2t)3E3(u — 2isgn(€))3Fu(t, €).
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Ahora, supdngase que la igualdad|(58) es valida para cealqimero naturah = n:

n-3 n

OpFu(t,F) = —4itd"™ 2 + 5 pe(1)3% + 3 ak(t)s(&) (1 —2h)Fu(t,€),  (60)
k=0 k=0

y demostremos que se tiene la validez de la igualdad parsehta n+ 1:

n—-2 n+1
TRy (t,€) = —4ita™ Y +kz pe(t)s™ +kz k() Se(&) (1 — 2ih) Ry t, €).
=0 =0

Para esto se deriva con respectpala ecuacion (60):

n—3 n
O IFu(t.€) = 0 (At ") +0¢ (kZ pk<t>5<k>> +0 (kz (t)Sc(€) (1 —2ih)kFu(t,E)> |
—0 —0
(61)
Observese por separado la forma de cada uno de los tres®8rdgna ecuacion anterior:

95 (—4it6™) = —4it 5™, (62)

n—-3
0 | 3 p®)3Y ) =g (po(t)3® + pa(t)8® + -+ py 2()51%)
=0
= po(t)8Y + p1(t)5@ + -+ pj_(t)81 -2
n-2
=Y pealt)sl. (63)

Para el ultimo término se sabe por hipétesis que el graditilees igual &, asi que notaremos

comosi(t) al polinomios(t)k sin su término independiengg, es decirs(t)x = &(t) + a, por lo
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tanto se obtiene
Og (i Ok(t)Se(€) (1 — 2ih) Fu t, E)) =0; (kiOCIk(t)(ak‘i‘é‘k(E))(U —2ih)*Fy(t, E))
= 0s (Z ak(t)ax(p — 2ih)¥Fy (t, é)) +0¢ (i Ok(t)S(&) (1 — 2ih)kF“(t,E)> . (64)
k=0

Ahora se vera como seran cada una de estas dos derivadas

O (k;qk(t)w )(1— 2ih kFut5> %qk (1 —2ih)*Fu(t, &)

Se puede notar que es posible juntar estas dos sumatoridemasa se sabe qt:ng{f)f es un
polinomio de gradd+ 1 al igual quegk(t)(—2ti), por lo tanto la sumatoria se puede reescribir de

la siguiente forma

n+1

Os (k;qk(t)ék( (u —2ih) kFutE> %qk ) (1 — 2ih)*Fy(t, ). (65)

Por otro lado, el término restante del(64) da como resultado

05 <k;qk(t) ay (1 — 2ih)¥Fy (t, &) ) %qk (66)
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Si se sumd (83) con (66), se obtiene

n n-3 n n—-2
O (z (t) (1 — 2ih) F t, s>> + 9% ( > pk<t>6<k>> =3 &(t)d+ Y pea(t)s
k=0 k=0 k=1

por lo tanto, reemplazandio (62), {65)y{67) en la ecuadidly, & obtiene

n—-2 n+1
TRy (t,€) = —4ita™ Y +kz pe(t)s™ +kz k() 5(&) (1 — 2ih) Ry (t, €).
=0 =0

Con esto termina la prueba por induccién y se puede conaleitajecuacior (58) se cumple para

todon natural. O

—_—

Ahora, si se considereE,(t)p)(&) = Fu(t,f)&)(f), tal queg € L3(R), sabemos que la

primera derivada de este operador con respeétteadra la siguiente forma

— A

¢ (Eu(t)9)(&) = g (Fu(t,§)@(&)) = (9eFu(t,&)) (&) + Fu(t,§)dg @(&),

donde(d: Fy(t, &)) esta dada por la expresién generada en el I[Lemha 3.3. Queremﬁgs(mgo) (&) e
L2(R), esto pasa, siy solo s ®(&) € L2(R) esto Gltimo se obtiene si y sologic H(R). Esto
implicaria quep € .#1. Para las derivadas de orden superior se puede garante@ra¥, usan-
do un argumento analogo al anterior. En este sentido se paedeostrar los siguientes resultados

(ver/José 16riol (1986)).
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Teorema 3.4.Seayu fijo. Entonces,

a) E,: % — %, r=0,12esunsemigrupody satisface que

[Ex(®)@] - <P®l¢ll7,

para todog € .%;, y donde Rt) es un polinomio de grado r con coeficientes positivos que

solo dependendey r

b) Sir>3y@e %, lafuncion E,(t)p pertenece a 0, »),.%;) si y solo si

HEPN

agqo(O):o, j=0,1,2,....r—2.

Ademas, en este caso la desigualdad en a) (ver Tedrerna 3rigreene.

Corolario 3.5. Seanu fijoy ¢ € .%;. Sir=0,1,2 la Gnica solucién de la ecuaciof8) en.%;
viene dada por y(t) = E,(t)@. Por otro lado, si r> 3 entonceg48) tiene solucion e, siy solo
si se cumple el inciso b) del teorema anterior. Es mas, en la solucion es Unica y viene

dada por y,(t) = E4(t) .

A continuacién se abordara el problema de Cauchy planteadidpo eni16rio Jri(1991)

% % 0
&:_u&_%@ﬁu%(%)), uu(0) = @, (68)

dondeu > 0. En este caso se demostrara que existe un apital que pertenece@([0, Tg]; H3(R)),
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su derivada con respecto al tiempo perteneC¢[@, Ts| ; HS2(R)) y tal que satisface el problema
de Cauchy[(68). Al igual que como se procedi6 en el problem@alechy [(48), se recurrira al

operadoiE (t) f.

n 1 . .
Teorema 3.6.Seau > 0fijoy @ € HS(R) con s> > Entonces existen; > 0 que depende Unica-

mente de s||@||ysw), 4 Y una unica funcion g€ C([0,T¢|;HS(R)) tal que satisface la ecuacion

integral
u(t) = Eu ()@ /0t By (t—t') aua(f(/)zdt’ (69)
donde E (t)@ es el operador definido €f1).
Demostracion.Considere la funcion
Af = Eu(t)(p—/t Eu(t—t) al (t/>2dt’, (70)
0 ox

definida en el espacio métrico completo,

Js= {f € C([O,T];HSOR)) : Hf(t) _Eﬂ(t)q)HHs(R) < HQOHHS(R)?t € [O7T]}v

dondeT > 0 y Js tiene la topologia definida por la norma del supremo. Se gpesbar que
para algunr suficientemente pequefio la funcidri es una contraccion €. Notese qUAT €

C ([0, T];HS(R)) para cualquieT fijo. En efecto, dado que el Teoremal3.1 garantizaijues un
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semigrupo de contraccion y qdec Js, es suficiente demostrar que

/Eu t—t) ) dt' € C([0,T];H3(R)). (71)
En este sentido, si se hace el cambio de variabld —t’, se obtiene

0ft—r
/XOT JEu(T (a )dr, (72)

dondexo.1)(T) es la funcion caracteristica o funcion indicatriz. Tenefelecuacion(72) la con-
tinuidad se obtiene de forma analoga al proceso realizagbBorema 3]1 parte).

Notese que sf € Jsy tenemos en cuenta la desigualdad (56), se obtiene que

IO lhsr) < [11(t) = Ep() @llnsr) + [Eu (O @llnsr) < 2/ @llnsr), t€[0,T].  (73)

Considérese ahora la siguiente diferencia:

t af (t')?
[AT(t) — Eu() @]y = H / Eu(t—t) #dt’

0 X
HS(R)

t af (t')?

/ /
g/o By (=) = dt'. (74)

HS(R)

s 1 .
Por hipétesis se sabe qfie H3(R), por lo tanto comd13(R), cons > > es un algebra de Banach

(Teorema 1.12) se sabe gfrec HS(R). Entonces utilizando el Teorema1.13 se puede afirmar que
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af (t')?
ox
af (t')?
oXx

€ HS"L(R). Por lo tanto si se aplica el Teoremal3.1, en el ssd, A = 1 y tomando

c HS"1(R), se obtiene

af (t')?

/
Ee dt,

t 2
AT~ Bu e < [ K [1+ (2200 2"
0 HS-1(R)

usando el Teorema 1J13 se obtiene

|Af(t) - E“(t)q;HHS(R) < /Ot K[1+ (2u(t —t)te?H] 1/2 H f (t/)Z‘ dt’.

HS(R)

Por Gltimo, dado qué? € HS(R), podemos usar la desigualdad](73) para obtener que

t N\—12ut 1/2 /
[AF®) ~ Eu®)@]sn) < [ 2K [1+ @ =1) 2] 2 @lsmydt.  (75)

Siguiendo de forma andloga la demostracion hecha paraaebtemesigualdad (75) se

puede obtener
t
AN - (Aol < Kol —all [ [1+ (2u(t-t) )T ar. o)

dondeg € Js. Las desigualdadels ([75)[y (76) muestran que se puede escofier 0 tal que [(7D)

sea una contraccion €1, lo cual finaliza la demostracion. O

. . 1 L, :
Corolario 3.7. Seau > 0fijoy ¢ € H3(R) con s> > Entonces la funcion(t) construida en el

Teoremd 36 es el Unico elemento dg@ Ty ; H3(R)) tal que% €C([0,Tg);HS%(R)) y cumple
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con el problema de Cauchg8).

Demostracion.Considerey(t) como la funcién definida e (71) donde se considefatéuy, es

decir

— Buy(t) /E,J (t—t) ( Vv

Con esto en mente se puede reescﬁw de la siguiente forma

V(t+€) —v(t) /t+s = (t+e¢ —t’) du“ <t/)2dt/ B /t = (t —t/) duu (t/)zdt/
0 0

£ £ ox £ ox
_ [YEu(e) / 5“#("’)2 ;o [TTEEu(E) ' duu(t')z ,
_/0 . Eu(t—t) I dt+/t . Ey(t—t) 5t
- /t By (t—t) Quu (V)°
£ oXx
~ [M(Eu(e)-1) N OUL () e EL(e) A OU ()
_/OfE,J(t—t) o dt+/t . Eu(t—t') Fva

aplicando el teorema del valor medio para lnteglaissegundo término de la parte derecha del

igual, donde se tomig como el valor medio, se obtiene

_ B n2 %) 2
V—(t’“gg vit) _ /Ot (Eu(e)=1) (5; Ve, (t-1) du’;g) dt' + Ey (€) Ey (t_t*)idu“ﬁ(y |

17 Teorema del valor medio para integrales Seaf (x) continua sobréa, b]. Entonces existe € (a, b) tal que

c)(b—a):/:f(x)dx
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Si se aplica el limite cuando— 0, se puede afirmar que

0 t »duy ()2 duy (t)?
a—\t/:—QuEu(O)/o Ey(t—t') ‘;E() dt'+ E, (0)E, (0) S)(() ,
t ouy (12, duy (t)?
:—Q“/O Eu (t—t)) u;i) dt’ + ug)(() : (77)

esto se tiene para tode [0, Tg|. Por lo tanto si se reemplaZa{77) énl(68) se tendré la exiatenc
Para probar la unicidad, considere C([0, Ts| : H3(R) una solucién d€(68). Entonces siguiendo
una prueba anédloga a la realizada para el Teorema 3.6 segaraaizar que (69) se mantiene en
[0, Ty y como igualdad eiiS~2(RR). Por lo tanto, debido a la parte a) del Teoréma 3.1 la igualdad

pertenece &5(R) para todd € [0, Ts| y esto completa la demostracion. O

4. Conclusiones
= Se realiz0 una resefia historica sobre los aspectos redsvgné llevaron al planteamiento

de la ecuacién Benjamin-Ono.
= Se realiz6 la deduccion de la ecuacion Benjamin-Ono.

= Se estudid el buen planteamiento de dos problemas de Casobi@os con la ecuacion

Benjamin-Ono en los espacib$(R) consc Ry .% = H"(R)NLZ(R) conr = 0,1,2.
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