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Notación

Se presenta aquí la notación que va a ser usada a lo largo del presente trabajo.

Lp(Ω) :=
{

f : Ω → C medible : ‖ f‖p := (
∫

Ω | f (x)|pdx)1/p < ∞
}

L∞(Ω) :=

{
f : Ω →C medible : ‖ f‖∞ := supess

x∈Ω
| f (x)|< ∞

}

Para f ∈ Lp (Rn) , p = 1,2, se define

F ( f (ξ )) = f̂ (ξ ) := (2π)−n/2
∫

Rn
e−x·ξ f (x)dx, ξ ∈ R

n

S (Rn)=
{

f ∈C∞ (Rn) : lı́m|x|→∞

∣∣∣xβ Dα f (x)
∣∣∣= 0 para todo par de multi-índices α y β

}
,

Hs (Rn) =

{
f ∈ S ′ (Rn) : Js f (x) =

((
1+ |ξ |2

)s/2
f̂ (ξ )

)∨
(x) ∈ L2 (Rn)

}

B(Y,X) es el conjunto de todos los operadores lineales acotados de Y en X ;X ,Y espacios de

Banach con norma ‖ · ‖Y,X la cual se escribirá simplemente como ‖ · ‖. Si X = Y se escribe

B(X ,X) = B(X).

G(X ,M,β ) es la colección de todos los operadores A tales que −A es el generador infinite-

simal de un C0 semigrupo T (t), el cual satisface ‖T (t)‖ ≤ Meβ t .
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Introducción

Desde mediados del siglo XIX ha surgido un enorme y creciente interés por parte de matemáticos

y físicos por estudiar las soluciones más simples para un modelo dispersivo, dichas soluciones son

conocidas hoy como ondas viajeras. Las ondas viajeras existen como consecuencia de un equilibrio

entre los efectos dispersivos y los no lineales presentes en un sistema. Estas ondas viajan con

una velocidad constante, sin ninguna evolución temporal en forma o tamaño, cuando el marco de

referencia se mueve con la misma velocidad de la onda. Las investigaciones han demostrado que

este tipo de soluciones especiales aparecen en diversos campos, como la mecánica de fluidos, la

acústica (ver Levario-Diaz and Bhaskar (2020)), la óptica (ver Ferri et al. (2020)), la oceanografía

(ver Shearman (1983)), entre otros. Las ondas viajeras están presentes en líquidos, sólidos, gases,

corrientes eléctricas, campos electromagnéticos (ver Bogerd et al. (1998)), atmósferas de planetas

(ver Salby (1984)), cristales, plasmas, incluso en nuestro propio cuerpo como se evidencia en el

trabajo de Cascaval (2003)), el cual muestra una modelo dispersivo que describe el comportamiento

de la sangre en las venas.

Debido a las características particulares que poseen este tipo de ondas viajeras, forman una

clase especial de soluciones de algunas ecuaciones diferenciales parciales dispersivas no lineales.

Determinar la existencia y propiedades de tales soluciones es un problema de gran interés tanto

para matemáticos puros como aplicados.

La ecuación Korteweg de Vries (KdV) es un modelo matemático que describe el compor-

tamiento de las ondas viajeras unidimensionales. Las ondas viajeras evidenciadas en el articulo
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de Russel (1845) 1, done son descritas por él como una masa de agua suave que no presenta nin-

gún cambio en su forma o velocidad a lo largo de su recorrido. El primer modelo para este nuevo

tipo de ondas fue dado por Boussinesq (1871) 2. Posteriormente, en 1895 con el propósito de

aclarar ciertas dudas sobre la existencia de estas ondas solitarias D.J. Korteweg y G. de Vries, en

Korteweg and De Vries (1895), plantean un nuevo modelo que describe cómo se comportan estas

ondas viajeras. Dicho modelo se basó en la suposición de que la profundidad del agua es peque-

ña si la comparamos con el ancho de la onda, además relaciona la amplitud de la misma con su

variación en el tiempo.

La ecuación KdV es una de las ecuaciones diferenciales parciales dispersivas cuasilineales

más conocidas. La relevancia de este modelo se debe, no solo, a la teoría matemática que involucra

su estudio y el número de problemas abiertos asociados que aún persisten, sino a lo sugestiva que

resulta a la hora de abordar problemas relacionados.

Un problema interesante asociado al estudio de la ecuación KdV, es el caso donde se consi-

deran los coeficientes de la ecuación KdV variables. Entre los artículos que estudian la deducción

de este modelos podemos encontrarnos con lo planteado por Johnson (1973), donde desarrolla un

estudio para las ondas solitarias que se mueven en una región que cambia de profundidad len-

1 John Scott Russel (1808-1882), ingeniero escocés, quien fue el primero en escribir acerca de las ondas viajeras, así

como por ser el primero en observar experimentalmente el efecto Doppler utilizando las ondas sonoras producidas

al pasar un tren.

2 Joseph Valentin Boussinesq, 1842-1929, matemático y físico francés el cual es una figura de suma importancia en

la mecánica de fluidos e hidráulica.
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tamente, este estudio desemboca en la derivación de la ecuación KdV con coeficientes variables

válidos en donde la profundidad cambia lentamente. Dicho modelo es el siguiente

ut +
3

2
d− 7

4 uuξ +
1

6
d

1
2 uξξξ = 0,

donde u es el perfil de la onda y d es una función que describe el cambio de profundidad, esta

función depende del tiempo y del cambio de profundidad. A su vez, en (Ablowitz, 2011, Sec. 5.4)

muestra el proceso de deducción de la ecuación KdV donde sus coeficientes dependen de la altura,

la densidad del fluido y la tensión superficial. En este caso el modelo tiene la siguiente forma

1

c0
ut +ux + γuxxx +

3

2h
uux = 0,

donde u es el perfil de la onda, h es la profundidad del fluido, c0 es un valor que depende de la altura

del fluido y la gravedad, además γ depende de la constante gravitacional, la altura, la densidad y la

tensión superficial del fluido.

Por otra parte, en Cascaval (2003) se muestra el proceso de deducción de un modelo que

describe el movimiento de ondas a través de tubos con paredes elásticas llenos de líquido, dicho

modelo coincide con la ecuación KdV con coeficientes variables. El modelo planteado por Casca-

val es

uτ −
3

4

roτ(τ)

ro(τ)
u+

5

2ro(τ)1/2
uuξ +

k

2
ro(τ)

5/2

(
γ +

ro(τ)

4

)
uξξξ = 0,

donde roτ(τ) es el radio del tubo que depende del tiempo y γ es un valor constante definido por
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el grosor del tubo y es el radio típico de una sección trasversal del tubo. En este mismo artículo

Cascaval presenta un estudio teórico para un problema con condiciones de contorno para esta

ecuación.

En Ji et al. (2019) podemos ver un estudio de ondas solitarias excitadas por la topografía

con coeficientes dependientes del tiempo. El resultado de este estudio es la deducción de una

ecuación KdV con término de forzamiento topográfico con coeficientes dependientes del tiempo,

dicha ecuación posee la siguiente forma

ut +a1(t)uuξ +a2(t)uξξξ +a3(t)u = a4(t)
∂H1

∂ξ
,

donde a1, a2, a3 y a4 son funciones arbitrarias que dependen del tiempo y ∂H1

∂ξ
es el término de

forzamiento topográfico.

En los artículos citados con anterioridad, así como en sus referencias, podemos encontrar

distintas versiones de la ecuación KdV con coeficientes variables. Es importante mencionar que

todos los trabajos previos enfocados en el estudio del problema de Cauchy asociado a la ecuación

KdV con coeficientes dependientes del tiempo, que encontramos en nuestra consulta bibliográfica,

se centran en encontrar soluciones exactas de la ecuación como se puede evidenciar en los trabajos

de Bao and Bao (2014), Zhang (2008), Vlieg-Hulstman and Halford (1995) y Zuo-Nong (1995) o

por medio del análisis numérico de las soluciones como se ve en los trabajos de Zhou et al. (2003)

y Han et al. (2021), respectivamente. Esto motivó a plantear el presente trabajo de investigación,

que tiene como propósito realizar un estudio acerca de la buena colocación local del problema de



Análisis teórico de la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo 12

Cauchy asociado a la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo.

Por otra parte, es de resaltar la gran cantidad de trabajos dedicados a estudiar la buena

colocación de la ecuación KdV con coeficientes constantes, en este caso vale la pena mencionar

los trabajos de Iorio and Nunes (1991), Pazy (2012) y Rojas (2018), respectivamente.

El presente trabajo se ha organizado de la siguiente forma: En el primer capítulo, se presenta

el marco teórico. Se iniciará en la sección 2.1 definiendo los espacios Lp(R); además se revisa la

definición de la transformada de Fourier, así como de la transformada inversa, junto con algunas de

sus propiedades. A su vez, se mostrará la definición de el espacio de Schwartz S , y el espacio de

las distribuciones temperadas S ′ como dual topológico de S . Posteriormente en la sección 2.2,

se definen los espacios de Sobolev de tipo L2(Rn), que se denotan usualmente como Hs(Rn).

Por medio del espacio de las distribuciones temperadas, adicionalmente se mencionan algunos

resultados de estos espacios. Más adelante en la sección 2.3, se introducen ciertas nociones básicas

de semigrupos, operadores disipativos y un par de resultados útiles relacionados con la teoría de

semigrupos. Por último, en la sección 2.4, se presentará un resumen de la teoría cuasilineal de

Kato.

En el capítulo dos, se desarrollan los resultados principales de este trabajo. Se considera

aquí el problema de Cauchy asociado a la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo





ut +α(t)uux+β (t)∂ 3
x u = 0,

u(x,0) = u0(x),

(1)
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donde u es una función con valor real, t ∈ [0,T ] y α(t) y β (t) son funciones tales que

α(t) ≥ α0 > 0; β (t) ≥ 1, para todo t ∈ [0,T ]. Para este problema de Cauchy se demuestran su

buena colocación local y tres leyes de conservación. En la último capítulo del trabajo se presentan

las conclusiones.



Análisis teórico de la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo 14

1. Objetivos

Objetivo general

Analizar teóricamente el problema del valor inicial asociada a la ecuación KdV con coefi-

cientes dependientes del tiempo, desde el punto de vista de la existencia y/o unicidad de

soluciones vía la teoría cuasilineal de Kato.

Objetivos específicos

Realizar un estudio introductorio sobre la teoría de semigrupos;

Hacer un estudio sobre la teoría cuasilineal de Kato;

Comprender los resultados clásicos sobre buena colocación del problema de Cauchy asocia-

do a la ecuación KdV;

Usar las teorías estudiadas para establecer resultados asociados con la buena colocación del

problema de Cauchy asociado a la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo



Análisis teórico de la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo 15

2. Resultados preliminares

Por compacidad del documento este capítulo se centrará en incluir algunas definiciones, notaciones

estándares y resultados importantes que se emplearán a lo largo del trabajo.

2.1. Transformada de Fourier

En esta sección se dará la definición y algunas propiedades asociadas a la transformada

de Fourier. Todos los resultados de esta sección son tomados de Iorio Iorio and Iorio (2001), Se-

rov Serov et al. (2017) y Kesavan ?. Antes de definir la transformada de Fourier recordemos la

definición de los espacios de Lebesgue. Sea Ω un conjunto abierto de Rn. Para 1 ≤ p < ∞ se define

Lp(Ω) :=

{
f : Ω → R

n | f es medible y

∫

Ω
| f (x)|pdx < ∞

}
,

con norma definida como

‖ f‖Lp(Ω) =

(∫

Ω
| f (x)|pdx

) 1
p

.

En el caso de que p = ∞ se definirá el espacio L∞(Ω) de la siguiente forma

L∞(Ω) :=
{

f : Ω → R
n | f es medible y ‖ f‖

L∞(Ω)
< ∞

}
,

donde su norma esta definida como

‖ f‖L∞(Ω) = supess
x∈Ω

| f (x)|.
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Teniendo clara la definición de los espacios de Lebesgue se definirá la transformada de

Fourier de una función en L1 (Rn) .

Definición 2.1. Sea f ∈ L1 (Rn). La transformada de Fourier de f , denotada por f̂ o F ( f ), es

una función definida en Rn como

F ( f )(ξ ) = f̂ (ξ ) = (2π)−n/2
∫

Rn
f (x)e−iξ ·xdx, (2)

donde x = (x1,x2, . . . ,xn), ξ = (ξ1,ξ2, . . . ,ξn) ∈ Rn y ξ · x = ∑n
j=1 x jξ j es el producto interno en

Rn.

Debido a que f ∈ L1 (Rn), se tiene de forma inmediata que f̂ esta bien definida para todo

ξ ∈ Rn. Además,

∣∣ f̂
∣∣≤ (2π)−n/2

∫

Rn
| f (x)|dx = (2π)−n/2 ‖ f‖L1(Rn) , (3)

para todo ξ . Por lo tanto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2. La transformada de Fourier de f ∈ L1(Rn) es una función continúa, acotada y

satisface la siguiente desigualdad

‖ f̂‖L∞ ≤ (2π)−n/2‖ f‖L1(Rn).

La demostración de este resultado se sigue de la desigualdad (3). El siguiente resultado nos

brinda algunas propiedades de la transformada de Fourier.
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Teorema 2.3. Sea f ∈ L1 (Rn). Entonces

1. f̂ es continua.

2. f̂ (ξ )→ 0 cuando |ξ | → ∞ (Riemann-Lebesgue).

Observación 2.4. Note que estamos considerando f̂ como función, no como operador.

Demostración. 1. Note que

f̂ (ξ +h)− f̂ (ξ ) = (2π)−n/2
∫

Rn
f (x)e−iξ ·(x+h)dx− (2π)−n/2

∫

Rn
f (x)e−iξ ·xdx

= (2π)−n/2
∫

Rn
eix·ξ

[
eix·h −1

]
f (x)dx.

Sean (hk)k∈N una sucesión de elementos de Rn tal que hk → 0 y gk una sucesión de funciones

que tiende a 0 definida por

gk(x) = eix·ξ
[
eix·hk −1

]
f (x).

Obsérvese que esta función se puede acotar, en efecto,

|gk(x)|=
∣∣∣eix·ξ

[
eix·hk −1

]
f (x)

∣∣∣≤ 2| f (x)|,

para f ∈ L1(Rn). Por medio del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene

que

lı́m
k→∞

∫

Rn
gk(x)dx =

∫

Rn
lı́m
k→∞

gk(x)dx = 0.
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Por lo tanto, se puede afirmar que lı́mh→0 f̂ (ξ + h) = f̂ (ξ ) para toda sucesión (hk)k∈N de

elementos de R
n tal que hk → 0. Lo cual indica que f̂ es una función continua y acotada de

Rn en C.

2. Defina (ρ(t) f )(x)= f (x− t). Considere la transformada de Fourier de f junto con el cambio

de variable x = y−α(ξ )

f̂ (ξ ) = (2π)−n/2
∫

Rn
eix·ξ f (x)dx,

= (2π)−n/2
∫

Rn
ei(y−α(ξ ))·ξ f (y−α(ξ ))dy

= (2π)−n/2
∫

Rn
eiy·ξ · e−α(ξ )·ξ (ρ(α(ξ )) f )(y)dy.

Si se considera que α(ξ ) · ξ = 1 entonces es posible afirmar que α(ξ ) =
ξ

‖ξ‖2
, y por lo

tanto

f̂ (ξ ) = (2π)−n/2
∫

Rn
eiy·ξ · e−α(ξ )·ξ (ρ(α(ξ )) f )(y)dy.

=−(2π)−n/2
∫

Rn
eiy·ξ

(
ρ

(
ξ

‖ξ‖2

)
f

)
(y)dy.

(4)

Usando la ecuación (4) se puede afirmar que

2 f̂ (ξ ) =−(2π)−n/2
∫

Rn

[
eiy·ξ f (y)− eiy·ξ

(
ρ

(
ξ

2‖ξ‖2

)
f

)
(y)

]
dy

=−(2π)−n/2
∫

Rn
eiy·ξ

[
f (y)−

(
ρ

(
ξ

2‖ξ‖2

)
f

)
(y)

]
dy.
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Sea (ξk)k∈N una sucesión de elementos de Rn tal que ‖ξk‖→ ∞, entonces

gk(y) = f (y)−
(

ρ

(
ξ

2‖ξ‖2

)
f

)
(y) = f (y)− f

(
y− ξk

2‖ξk‖2

)
→ 0.

Si se utiliza el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que

lı́m
k→∞

∫

Rn
gk(y)dy =

∫

Rn
lı́m
k→∞

gk(y)dy = 0,

En consecuencia

2| f̂ (ξ )| ≤
∫

Rn

∣∣∣∣e−2πiy·ξ
[

f (y)−
(

ρ

(
ξ

2‖ξ‖2

)
f

)
(y)

]∣∣∣∣dy

=
∫

Rn

∣∣∣∣∣ f (y)− f

(
y− ξk

2‖ξk‖2

)∣∣∣∣∣dy −→ 0,

cuando ‖ξ‖→ ∞. Por lo tanto lı́m‖ξ‖→∞ f̂ (ξ ) = 0.

Ejemplo 2.5. Considere n = 1 y

f (x) = χ[−k,k](x) =





1, x ∈ [−k,k],

0, x /∈ (−k,k),

entonces,
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f̂ (ξ ) =
1√
2π

∫

R

χ[−k,k](t)e
ixξ dξ =

1√
2π

∫ k

−k
eixξ dξ

=
eikx − e−ikx

√
2πix

=

√
2

π

sinkx

x
.

Antes de dar algunas propiedades acerca de la transformada de Fourier recordemos la defi-

nición de la convolución entre dos funciones.

Definición 2.6. Sean f ,g ∈ L1(Rn). La convolución de f y g, denotada por f ∗ g, es una función

en Rn definida por

( f ∗g)(x) =
∫

Rn
f (x− y)g(y)dy.

Observación 2.7. Directamente de la definición es sencillo ver que f ∗g ∈ L1(Rn).

Teorema 2.8. 1. (Desigualdad de Young) Sean p,q,r ∈ [1,∞] tales que p−1 + q−1 = 1+ r−1.

Entonces, si f ∈ Lp (Rn) y g ∈ Lq (Rn), la convolución f ∗ g esta bien definida y pertenece

Lr (Rn) . Adicionalmente, se tiene la siguiente desigualdad

‖ f ∗g‖Lr(Rn) ≤ ‖ f‖Lp(Rn)‖g‖Lq(Rn).

2. Si f ,g ∈ L1 (Rn) entonces

F ( f ∗g)(ξ ) = (2π)n/2 f̂ (ξ )ĝ(ξ ), ξ ∈ R
n.
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Demostración. 1. De la definición 2.6 se tiene que

|( f ∗g)(x)| ≤
∫

| f (x− y)| · |g(y)|dy

=

∫
| f (x− y)|1+p/r−p/r · |g(y)|1+q/r−q/r dy

=
∫

| f (x− y)|p/r · |g(y)|q/r · | f (x− y)|1−p/r · |g(y)|1−q/r dy

=

∫
(| f (x− y)|p · |g(y)|q)1/r · | f (x− y)|(r−p)/r · |g(y)|(r−q)/r dy.

Dado que f ∈ Lp (Rn) y g ∈ Lq (Rn), directamente de la definición se puede ver que

| f (x− y)|(r−p)/r ∈ L
pr

r−p (Rn) ,

|g(y)|(r−q)/r ∈ L
qr

r−p (Rn) ,

(| f (x− y)|p · |g(y)|q)1/r ∈ Lr (Rn) .

Teniendo en cuenta que

1

r
+

r− p

pr
+

r−q

qr
=

1

r
+

1

p
− 1

r
+

1

q
− 1

r
= 1,

al aplicar desigualdad de Hölder se obtiene

|( f ∗g)(x)| ≤
∥∥∥(| f (x− y)|p · |g(y)|q)1/r

∥∥∥
Lr(Rn)

·
∥∥∥| f (x− y)|(r−p)/r

∥∥∥
L

pr
r−p (Rn)

·
∥∥∥|g(y)|(r−q)/r

∥∥∥
L

qr
r−q (Rn)

. (5)
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Usando la definición de la norma en los espacios de Lebesgue se puede afirmar que

∥∥∥| f (x− y)|(r−p)/r
∥∥∥

L
pr

r−p (Rn)
=
(
‖ f‖Lp(Rn)

)(r−p)/r

∥∥∥|g(y)|(r−q)/r
∥∥∥

L
qr

r−q (Rn)
=
(
‖g‖Lq(Rn)

)(r−q)/r
.

Teniendo presente esto y usando (5) se tiene

(
‖ f ∗g‖Lr(Rn)

)r
=

∫
|( f ∗g)(x)|r dx

≤
∫ (∫

(| f (x− y)|p · |g(y)|q)1/r · | f (x− y)|(r−p)/r · |g(y)|(r−q)/r dy

)r

dx

=
∫ ((∫

(| f (x− y)|p · |g(y)|q)dy

)1/r

·
(
‖ f‖Lp(Rn)

)(r−p)/r ·
(
‖g‖Lq(Rn)

)(r−q)/r

)r

dx

=
∫ (∫

(| f (x− y)|p · |g(y)|q)dy

)
·
(
‖ f‖Lp(Rn)

)(r−p) ·
(
‖g‖Lq(Rn)

)(r−q)
dx.

Finalmente el teorema de Fubini implica que

(
‖ f ∗g‖Lr(Rn)

)r ≤
(
‖ f‖Lp(Rn)

)r−p (‖g‖Lq(Rn)

)r−q
∫

|g(y)|q
(∫

| f (x− y)|p dx

)
dy

=
(
‖ f‖Lp(Rn)

)r−p (‖g‖Lq(Rn)

)r−q
∫

|g(y)|q dy

∫
| f (x)|p dx

=
(
‖ f‖Lp(Rn)

)r−p (‖g‖Lq(Rn)

)r−q (‖g‖Lq(Rn)

)q (‖ f‖Lp(Rn)

)p

=
(
‖g‖Lq(Rn)

)r (‖ f‖Lp(Rn)

)r

En consecuencia, se puede concluir que ‖ f ∗g‖Lr(Rn) ≤ ‖ f‖Lp(Rn)‖g‖Lq(Rn).
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2. De las definiciones 2.1 y 2.6 se sigue que

F ( f ∗g)(ξ ) = (2π)−n/2
∫

Rn
( f ∗g)(x)e−iξ ·xdx

= (2π)−n/2
∫

Rn
e−iξ ·x

(∫

Rn
f (x− y)g(y)dy

)
dx, (6)

al aplicar el teorema de Fubini a la ecuación (6) se tiene que

F ( f ∗g)(ξ ) = (2π)−n/2
∫

Rn
g(y)

(∫

Rn
f (x− y)e−iξ ·xdx

)
dy.

Si se realiza el cambio de variable u = x− y se puede ver que

F ( f ∗g)(ξ ) = (2π)−n/2
∫

Rn
g(y)

(∫

Rn
f (u)e−iξ ·(u+y)du

)
dy

= (2π)−n/2
∫

Rn
g(y)

(∫

Rn
f (u)e−iξ ·ue−iξ ·ydu

)
dy

= (2π)−n/2
∫

Rn
g(y)e−iξ ·y

(∫

Rn
f (u)e−iξ ·udu

)
dy

= (2π)−n/2
∫

Rn
g(y)e−iξ ·y dy

∫

Rn
f (u)e−iξ ·u du

= (2π)n/2 f̂ (ξ )ĝ(ξ ).

Por lo tanto, F ( f ∗g)(ξ ) = (2π)n/2 f̂ (ξ )ĝ(ξ ).

El espacio de Schwartz está definido como el espacio de todas las funciones C∞ tales que
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decrecen más rápido que un polinomio, es decir,

S (Rn) =

{
f ∈C∞ (Rn) : lı́m

|x|→∞
|xβ Dα f (x) |= 0 para todo par de multi-índicesα y β

}
,

donde su norma está definida por ‖ f‖α,β = sup
x∈Rn

∣∣∣xα∂
β
x f (x)

∣∣∣ < ∞, para todo par de multi-índices3

α y β . El siguiente resultado garantiza la densidad del espacio de Schwartz en los espacios Lp(Rn),

para 1 ≤ p < ∞.

Teorema 2.9. El espacio de Schwartz S (Rn) es denso en Lp(Rn), con 1 ≤ p < ∞.

Es necesario mencionar algunos resultados adicionales para realizar la demostración de este

teorema. Sea f : Rn → R. Se define el soporte de la función como

supp f (x) := {x ∈ Rn : f (x) 6= 0}.

El espacio de funciones C∞
0 (R

n) es el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables

que tienen soporte compacto. Además, se tiene que C∞
0 (Rn)⊂ S (Rn)⊂ Lp (R

n) ,1 ≤ p <+∞. Por

último, un resultado fundamental en la demostración es que el espacio C∞
0 (R

n) es denso en Lp(Rn),

con 1 ≤ p < ∞, una demostración de este resultado puede encontrarse en Kesavan (?, Sec. 1.5, Teo.

1.5.6).

3 Un multi-índice α es una n-tupla de números naturales donde α = (α1, . . . ,αn), y se definen las siguien-

tes notaciones para esta xα = xα
1 · · ·xαn

n , ∂ α
x = ∂ α1

x1
· · ·∂ αn

x2
. Además, el orden del multi-índice viene dado por

|α|= α1 +α2 + · · ·+αn.
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La demostración del teorema se tiene del siguiente resultado de topología, sean A, B con-

juntos no vacíos contenidos en cierto espacio métrico M , tales que A ⊂ B. Luego, si A es denso en

M , entonces B es denso en M .

Teniendo presente lo anterior podemos pensar en las siguientes propiedades de la transfor-

mada de Fourier en el espacio de Schwartz,

Teorema 2.10. Para toda f ∈ S (Rn).

1. f̂ ∈ S (Rn), además

(−i)|α|
F (∂ α f )(ξ ) = ξ α f̂ (ξ ),

y

(
∂ α f̂

)
(ξ ) = (−i)|α|

F (xα f )(ξ ).

2. Se tiene que

f (x) = (2π)−n/2
∫

Rn
f̂ (ξ )eiξ ·xdξ .

3. La transformada de Fourier inversa esta definida por

F
−1 ( f )(x) = f̌ (x) = (2π)−n/2

∫

Rn
f (ξ )eiξ ·xdξ .

Adicionalmente, se cumple que

F
−1(F ( f )) = f = F (F−1( f )).
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Una demostración de este resultado puede encontrarse en Kesavan (Serov et al., 2017, Obs.

16.6, Teo. 16.10). Hasta el momento se ha definido la transformada de Fourier en L1(Rn), el si-

guiente resultado define la transformada de Fourier en L2(Rn) y garantiza que es una isometría en

dicho espacio. Esta extensión de la definición de la transformada de Fourier de L1(Rn) a L2(Rn)

es posible por el Teorema 2.9.

Teorema 2.11. La transformada de Fourier es una isometría en L2, cumpliando así la identidad

de Parseval ‖ f‖L2 = ‖ f̂‖L2.

La demostración de este teorema puede encontrarse en Kesavan (?, Sec. 1.10, Teo. 1.10.2).

Ahora, considere S ′ (Rn) el espacio de las distribuciones temperadas, es decir, el conjunto de

todos los funcionales lineales definidos de S (Rn) en C. Se denotará, como es usual, el valor de

f ∈ S ′ (Rn) evaluado en ϕ ∈ S (Rn) por la expresión 〈 f ,ϕ〉. En este espacio, la α-ésima derivada

de f ∈ S ′ (Rn) está definida como

〈∂ α f ,ϕ〉= (−1)|α| 〈 f ,∂ αϕ〉 .

Por otro lado, la transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa de f ∈ S (Rn) está

definida de la siguiente forma,

〈 f̂ ,ϕ〉= 〈 f , ϕ̂〉 y 〈 f̌ ,ϕ〉= 〈 f , ϕ̌〉.
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Teorema 2.12. Sea f ∈ S ′ (Rn) entonces

ξ α f̂ = (−i)|α|
F (∂ α f ) y ∂ α f̂ = (−i)|α|

F (xα f ) .

La demostración de este teorema puede verse en Iorio (Iorio and Iorio, 2001, Cap. 7, Teo.

7.39).

2.2. Espacios de Sobolev

En la sección anterior se introdujo la definición de la transformada de Fourier y del espacio

de las distribuciones temperadas. En este apartado por medio de dichas definiciones previas se

presentarán los espacios de Sobolev y algunas de sus propiedades. A lo largo del documento se

denotará la norma de un elemento en el espacio de Sobolev como ‖·‖s y la norma de un elemento

en el espacio L2 como ‖·‖0 .

Definición 2.13. Sea s ∈ R. Definimos el espacio de Sobolev de tipo L2(Rn), Hs (Rn), como

Hs (Rn) =

{
f ∈ S

′ (Rn) : Js f (x) =
((

1+ |ξ |2
)s/2

f̂ (ξ )
)∨

(x) ∈ L2 (Rn)

}
,

con norma definida como

‖ f‖s = ‖Js f‖0 .

El siguiente resultado nos brinda una caracterización de los elementos de los espacios de

Sobolev
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Teorema 2.14. f ∈ Hm (Rn) , m ∈ N si y solo si ∂ α f ∈ L2 (Rn) donde α = (α1,α2, · · · ,αn) es un

multi-índice tal que |α|= α1 +α2 + · · ·+αn ≤ m.

La demostración de este teorema puede encontrar en Linares (Linares and Ponce, 2014,

Cap. 3, Teo. 3.1). Defina sobre Hs(Rn), el operador Su =
(
1−∂ 2

x

)s/2
u para toda u ∈ Hs(Rn). De

esta forma se tiene para u ∈ Hs(Rn) que

Λs = Ŝu(ξ ) =
(
1+ξ 2

)s/2
û(ξ )

Teniendo en cuenta lo anterior, el siguiente resultado nos garantiza que S es un isomorfismo

isométrico de Hs(Rn) en L2(Rn)

Teorema 2.15. S ∈ L (Hs(Rn),L2(Rn)) es un isomorfismo isométrico.

Demostración. Por como ha sido definido S sabemos que es un operador lineal. Considere u ∈

Hs(Rn), entonces

‖Su‖2
0 =

∥∥∥Λ̂su

∥∥∥
2

0
=

∫

R

(
1+ξ 2

)s/2 |û(ξ )|2dξ = ‖u‖2
s = ‖u‖2

s ,

por lo tanto S : Hs(Rn) → L2(Rn) es un operador lineal isométrico, en consecuencia in-

yectivo y por lo tanto existe S−1 : Im(S) → Hs(Rn) el operador inverso de S. Basta ver que

Im(S) = L2(Rn), tome v ∈ L2(Rn) y defina u = Λ−sv, note que

Su = Js
(
J−sv

)
= J0(v) = v,
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más aún

‖u‖0 =
∥∥Λ−sv

∥∥
s
=
∥∥Λs

(
Λ−sv

)∥∥
0
= ‖v‖0,

y por lo tanto u ∈ Hs(Rn), teniendo así que Im(S) = L2(Rn).

El siguiente resultado nos brindará algunas propiedades de los espacios de Sobolev.

Teorema 2.16. 1. Para t ≥ s, se tiene que Hs(R) ⊃ Ht(R). Es más, para u ∈ Ht(R) se tiene

que

‖u‖t ≥ ‖u‖s

2. Para s >
1

2
, se tiene que Hs(R)⊂C(R) y para u ∈ Hs(R) se tiene

‖u‖∞ ≤C‖u‖s,

donde ‖u‖∞ = sup{|u(x)| : x ∈ R}.

La demostración de este teorema se puede encontrar en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 8.5, Teo.

5.1).

Se sabe que un álgebra es un espacio vectorial, donde sus vectores cumplen con la propiedad

asociativa, distributiva entre los elemento del espacio y la distributiva bajo la multiplicación por

escalar, más aún diremos que un espacio es un álgebra de Banach si para todo x,y en el espacio se

cumple que ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖, además debe poseer un elemento identidad tal que su norma sea igual

a uno. Los espacios de Sobolev de tipo L2 en general cumplen con las propiedades de álgebra de
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manera sencilla, pero esta última desigualdad requerida para ser un álgebra de Banach no es nada

trivial, así que el siguiente resultado que podemos encontrar en Linares (Linares and Ponce, 2014,

Cap. 3, Teo. 3.5) nos garantiza que los espacios Hs(R), con s ∈ R, cumple con esta desigualdad.

Teorema 2.17. Si s >
n

2
, entonces Hs (Rn) es una álgebra con respecto al producto de funciones.

Esto es, si f ,g ∈ Hs (Rn) entonces f g ∈ Hs (Rn) y además

‖ f g‖Hs(Rn) ≤ cs‖ f‖Hs(Rn)‖g‖Hs(Rn).

Por último, el siguiente teorema muestra una propiedad que cumplen las derivadas de los

elementos de los espacios de Sobolev de tipo L2(R)

Teorema 2.18. Sea f ∈ Hs(R), tal que s ∈ R entonces ∂ α f ∈ Hs−α(R), y además se cumple que

‖∂ α f‖Hs−α (R) ≤ ‖ f‖Hs(R) .

La demostración de este teorema puede encontrarse en Iorio (Iorio and Iorio, 2001, Sec.

7.4, Teo. 7.75).

2.3. Teoría de semigrupos

En esta sección se presentará la teoría de semigrupos necesaria para introducir la teoría

cuasilineal de Kato. Los resultados que se presentarán a continuación son tomados de Pazy Pazy

(2012) y Linares Linares and Ponce (2014). Se notará como B(X ,Y ) el conjunto de los operadores
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lineales acotados de X en Y . Diremos que un operador lineal A es acotado si

sup
f∈X

‖ f ‖=1

‖A f‖< ∞,

en cuyo caso escribiremos ‖A‖ := sup
f∈X

‖ f ‖=1

‖A f‖. Ahora, se definirán los semigrupos uniparamétricos

de operadores acotados.

Definición 2.19. Una familia {T (t)}t≥0 ⊆ B(X ,X) es un semigrupo uniparamétrico de operado-

res acotados (o simplemente semigrupo) si:

i) T (0) = I.

ii) ∀s, t ≥ 0, T (s+ t) = T (s)T (t).

Si un semigrupo {T (t)}t≥0 satisface además

iii) ∀x ∈ X se tiene que lı́m
t→0+

T (t)x = x.

decimos que es un semigrupo fuertemente continuo o un C0-semigrupo.

Definición 2.20. Sea {T (t)}t≥0 un semigrupo fuertemente continuo. El generador infinitesimal de

T (t) es el operador A : D(A)→ X, definido por

Ax = lı́m
t→0+

T (t)x− x

t
=:

d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

, para x ∈ D(A)
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donde su dominio está dado por

D(A) =

{
x ∈ X : ∃ lı́m

t→0+

T (t)x− x

t

}
.

Ejemplo 2.21. Sea T : [0,∞)−→ L
(
L2(R)

)
, definido por

(T (t) f )(s) := f (s+ t), f ∈ L(Rn), t ≥ 0.

Note que (T (0) f )(s) = f (s), por lo tanto T (0) = I. Además,

(T (t +h) f )(s) = f (t +h+ s) = (T (t)T(h) f )(s).

En consecuencia (T (t))t≥0 satisface las propiedades de semigrupo. Además,

lı́m
t→0+

(T (t) f )(s) = lı́m
t→0+

f (t + s) = f (s),

de esta forma (T (t))t≥0 es un C0-semigrupo. Para hallar su generador

lı́m
t→0+

(T (t) f )(s)− f (s)

t
= lı́m

t→0+

f (s+ t)− f (s)

t
= f ′+(s).

Por lo tanto, su dominio está dado por

D(A) =
{

f ∈ L(Rn) : f ′+ existe y f ′+ ∈ L(Rn)
}
,
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además A f = f ′+.

Teorema 2.22. Sea T (t) un C0 semigrupo. Entonces existen constantes ω ≥ 0 y M ≥ 1 tales que

‖T (t)‖ ≤ Meωt para 0 ≤ t < ∞

La demostración de este teorema puede verse en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 1.2, Teo. 2.2).

Si ω = 0 y M = 1, se dice que es un semigrupo de contracciones o contractivo.

Observación 2.23. Se denotará a partir de ahora G(X ,M,β ) a la colección de todos los ope-

radores A tales que −A es el generador infinitesimal de un C0 semigrupo T (t), el cual satisface

‖T (t)‖ ≤ Meβ t . Si A ∈ G(X ,1,0), esto es, −A genera un semigrupo de contracción, se dice que A

es un operador acretivo maximal o m-acretivo. Si A ∈ G(X ,1,β ), esto es, ‖T (t)‖ ≤ etβ , para todo

t ∈ [0,∞), se dice que A es cuasi-acretivo maximal o cuasi-m-acretivo.

Para ver la definición de un operador disipativo, es necesario definir el siguiente conjunto.

Sea X un espacio de Banach y X∗ su dual. El valor de x∗ ∈ X∗ en x ∈ X se denota por 〈x∗,x〉 o

por 〈x,x∗〉, donde 〈·, ·〉 denota la dualidad entre X y X∗. Para cada x ∈ X se define el conjunto de

dualidad por

F(x) =
{

x∗ ∈ X∗ : 〈x∗,x〉= ‖x‖2 = ‖x∗‖2
}
⊆ X∗.

Definición 2.24. Un operador lineal A es disipativo si para cada x ∈ D(A), existe un x∗ ∈ F(x) tal

que ℜ〈Ax,x∗〉 ≤ 0.

En la definición anterior y en los resultados posteriores, ℜz representa la parte real del
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número complejo z.A continuación veremos el ejemplo de un operador disipativo.

Ejemplo 2.25. Sea A ∈ Mn×n(R), con A = diag(λ1,λ2, . . . ,λn). Si λ j ≤ 0, j = 1, . . . ,n entonces

x → Ax es un operador disipativo puesto que 〈Ax,x〉 = (Ax,x) = ∑n
i=1 λix

2
i ≤ 0, donde (·, ·) es el

producto escalar usual de R
n.

El siguiente teorema debido a Stone será fundamental en la demostración de buena coloca-

ción local del resultado considerado en el presente trabajo.

Teorema 2.26 (Stone). Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo de

operadores unitarios en un espacio de Hilbert H si, y solo si, el operador iA es autoadjunto.

La demostración de este resultado puede encontrarse en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 1.10, Teo.

10.8). Por último, el siguiente resultado mostrará que si A es el generador infinitesimal de un C0 se-

migrupo de contracciones, entonces a partir de A, es posible generar otros semigrupos perturbando

el operador inicial.

Teorema 2.27. Sea A el generador infinitesimal de un C0-semigrupo de contracciones. Suponga

que B es un operador lineal disipativo, D(A)⊂ D(B) y

‖Bx‖ ≤ α‖Ax‖+β‖x‖, para x ∈ D(A),

donde 0 ≤ α < 1 y β ≥ 0. Entonces A+B es el generador de un C0-semigrupo de contracciones.

La demostración de este resultado puede encontrarse en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 3.3, Cor.

3.3).
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2.4. Teoría de ecuaciones diferenciales cuasilineales

En esta sección se mostrará de forma breve la teoría de ecuaciones diferenciales cuasilinea-

les de Kato, ver Kato Kato (1975), Iorio (Iorio and Nunes, 1991, Cap. III, 3), Pazy (Pazy, 2012,

Sec. 6.4). Lo mostrado en esta sección será clave para nuestro estudio de la buena colocación del

problema de Cauchy asociado a la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo.

Considere la ecuación de evolución cuasilineal





ut +A(t,u)u = 0,

u(x,0) = u0(x),

(7)

donde A(t,u) es un operador no lineal de Y en X , para t ∈ [0,T ] y todo u, donde X e Y son

espacios de Banach con inclusión densa y continua4, con normas ‖ · ‖X y ‖ · ‖Y respectivamente.

La idea principal planteada por Kato y aplicada por Iorio Iorio and Nunes (1991) y Ro-

jas Rojas (2018) para abordar problemas como (7), es la siguiente. Para cada v ∈ C([0,T ] : X),

4 Es decir, Y es un subespacio denso en X y existe una constante C tal que

‖w‖X ≤C‖w‖Y .
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considere el problema de Cauchy





ut +A(t,v(t))u= 0,

u(x,0) = u0(x).

(8)

Para cada v fijo, se busca una solución integral u ∈ C([0,T ] : X) del problema de Cauchy

(8). Teniendo estas soluciones se define la aplicación Φ : C([0,T ] : X) → C([0,T ] : X) dada por

Φ(v) = u. Posteriormente, se busca un punto fijo de Φ que corresponderá con la solución integral

del problema de Cauchy (7). Para realizar esto, se suponen sobre el problema de Cauchy (7) las

siguientes condiciones.

(H1) Existe una isometría sobreyectiva S : Y → X .

(H2) Sea A una función de [0,T ]×W en G(X ,1,β ), donde W es una bola abierta en Y , centrada

en u0,β es un número real positivo, tal que −A(t,v) es el generador infinitesimal de un

C0-semigrupo en X el cual satisface,

∥∥∥e−sA(t,v)
∥∥∥

X
≤ eβ s, s ≥ 0, t ∈ [0,T ], v ∈W.

(H3) Para todo (t,v) ∈ [0,T ]×W , el operador,

B(t,v) := SA(t,v)S−1−A(t,v) ∈ B(X ,X),



Análisis teórico de la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo 37

esto es, existe λ1 tal que ‖B(t,v)‖B(X ,X) ≤ λ1, donde λ1 es una constante.

(H4) Para todo (t,v)∈ [0,T ]×W , se tiene que A(t,v)∈B(Y,X)(Y ⊂D(A(t,v)) y A(t,v)|Y ∈ B(Y,X)).

Para todo v ∈W , la aplicación t 7→ A(t,v) : [0,T ]→B(Y,X) es continua. Para todo t ∈ [0,T ],

la aplicación v 7→ A(t,v) es Lipschitz continua, es decir,

‖A(t,v1)−A(t,v2)‖B(Y,X) ≤ µ ‖v1 − v2‖

donde µ es una constante positiva.

(H5) Sea u0 el centro de la bola W . Entonces A(t,v)u0 ∈ Y , para todo (t,v)∈ [0,T ]×W . Además,

‖A(t,v)u0‖Y ≤ λ2, t ∈ [0,T ], v ∈W,

donde λ2 es una constante positiva.

Teniendo establecidas estas hipótesis podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 2.28. Si se satisfacen las hipotesis (H1)-(H5), y u0 ∈ Y , entonces existe 0 < T ′ < T tal

que el problema de Cauchy (7) tiene una única solución clásica u ∈C ([0,T ′] ;Y )∩ C1 ([0,T ′] ;X).

Para ver una demostración de este teorema ver Iorio (Iorio and Nunes, 1991, Cap. III, 3),
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Pazy (Pazy, 2012, Sec. 6.4, Teo. 4.5).

3. Buena colocación local para la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo

3.1. Buena colocación local del problema de Cauchy

En esta sección se desarrollarán algunos resultados auxiliares con el fin de verificar las hi-

pótesis (H1)-(H5), Sección 2.4, y así demostrar un resultado de buena colocación para el problema

empleando el Teorema 2.28. Considere el siguiente problema de Cauchy asociado a la ecuación

KdV con coeficientes dependientes del tiempo





ut +α(t)uux+β (t)∂ 3
x u = 0,

u(x,0) = u0(x),

(9)

donde u es una función con valor real, t ∈ [0,T ] y α(t) y β (t) son funciones tales que

α(t) > 0; β (t) ≥ 1, para todo t ∈ [0,T ]. Defina los siguientes operadores con el propósito de

reescribir el problema (9) de tal forma que sea posible aplicar la teoría de Kato:

A0(t)u := β (t)∂ 3
x u.

A1(t,v)u := α(t)v∂xu.

A(t,v)u := A0(t)u+A1(t,v)u.
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Así el problema de Cauchy (9) se reescribe en la forma





ut +A(t,u)u = 0,

u(x,0) = u0(x).

(10)

En lo que sigue del capítulo se buscará comprobar las hipótesis del teorema Kato con X = L2(R),

Y = Hs(R) con s ≥ 3 y W = {v ∈ Hs(R)) : ‖v‖s < r} con r > 0. Note que el operador A0 así

definido satisface,

A0(t) := D(A0(t))⊂ X → L2(R).

Mientras que el operador A1 cumple,

A1(t) := D(A0(t))⊆ D(A1(t,v))→ L2(R).

Por lo tanto, se puede afirmar que el operador A satisface

A(t) := D(A(t,v))⊂ L2(R)→ L2(R).

En el siguiente lema se demostrará que A0 es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo

de isometrías, este resultado será de utilidad para demostrar hipótesis (H2),

Lema 3.1. El operador A0 es el generador de un C0-semigrupo de isometrías en L2(R).
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Demostración. Sea u ∈ D(A0(t)), t ∈ [0,T ]. Entonces,

(A0(t)u,u)0 =

∫

R

β (t)(∂ 3
x u)udx =−

∫

R

β (t)(∂ 2
x u)(∂xu)dx

=

∫

R

β (t)(∂xu)(∂ 2
x u)dx =−

∫

R

uβ (t)(∂ 3
x u)dx

=−(u,A0(t)u)0 , (11)

Estas últimas igualdades son obtenidas al aplicar integración por partes. Debido a que las

igualdades (11) muestran que A0 es antisimétrico es posible usar el Teorema 2.26. Teniendo así

que el operador A0 es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo de isometrías.

A continuación se demostrará la hipótesis (H2) del Teorema 2.28, utilizando el Lema 3.1

junto con un resultado de perturbaciones.

Lema 3.2. Sea s ≥ 3. Para todo v ∈ Y , el operador −A(t,v)u :=−(A0(t)u+A1(t,v)u) es el gene-

rador infinitesimal de un C0-semigrupo en X tal que,

∥∥∥e−sA(t,v)
∥∥∥≤ eεs,s ≥ 0,

con t ∈ [0,T ] y v ∈W, donde W es una bola abierta alrededor de u0, para todo ε ≥ ε0 = cs ‖v‖s

Demostración. Sea v ∈ Hs(R) entonces ∂xv ∈ Hs−1(R), dado que s ≥ 3 al usar el Teorema 2.16 se
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tiene ∂xv ∈ L∞(R) junto con el estimativo

‖∂xv‖∞ ≤C‖∂xv‖s−1 ≤Cs‖v‖s .

Ahora, sean v ∈ Y y u ∈ D(A1).

(A1(t,v)u,u)0 =

∫

R

α(t)v∂xuudx =
1

2

∫

R

α(t)v∂xu2 dx =−1

2

∫

R

α(t)∂xvu2 dx

≥−1

2
|α|∞

∫

R

sup |∂xv| u2 dx

≥−1

2
|α|∞ ‖∂xv‖∞‖u‖2

0

≥−cs ‖v‖s‖u‖2
0 . (12)

Note que la norma ‖·‖∞ está calculada en las variables espaciales, mientras que la norma |·|∞ se

calcula en la variable temporal. Teniendo en cuenta (12), si ε ≥ ε0 = cs ‖v‖s, entonces

((A1(t,v)+ εI)u,u)0 ≥ (−cs ‖v‖s + ε)‖u‖2
0 ≥ 0.

Por lo tanto,

(−(A1(t,v)+ εI)u,u)0 ≤ 0,

y en consecuencia A1(t,v)+εI es un operador disipativo para ε ≥ ε0(v) = cs ‖v‖s en L2(R). Dado

que iA0 es autoadjunto, Lema 3.1, entonces A0(t)+A1(t,v)+ εI también es disipativo para ε ≥
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ε0(v). Más aún, sea u ∈ D(A0) entonces,

‖−(A1(t,v)+ εI)u‖ ≤ |α|∞ ‖v‖∞‖∂xu‖0 + ε ‖u‖0 (13)

Por otro lado, note

‖∂xu‖2
0 =

∥∥∥∂̂xu

∥∥∥
2

0
=

∫

R

(∂̂xu)2dx =

∫

R

|ξ |2 |û|2 dx =

∫

R

|ξ |2 |û|2/3 |û|4/3
dx

≤
(∫

R

(|û|4/3)3/2dx

)2/3(∫

R

(|ξ |2 |û|2/3)3dx

)1/3

≤
(∫

R

|û|2 dx

)2/3(∫

R

|ξ |6 |û|2 dx

)1/3

≤
(∥∥∂ 3

x u
∥∥2

0

)1/3

‖u‖4/3

0 ,

es decir ‖∂xu‖ ≤
∥∥∂ 3

x u
∥∥1/3

0
‖u‖2/3

0 , usando la desigualdad de Young se obtiene

‖∂xu‖0 ≤ ε1/3
∥∥∂ 3

x u
∥∥1/3

0

‖u‖2/3
0

ε1/3
≤

(
(ε
∥∥∂ 3

x u
∥∥

0
)1/3
)3

3
+

(
ε−1/3 ‖u‖2/3

0

)3/2

3/2

≤ ε

3

∥∥∂ 3
x u
∥∥

0
+Cε ‖u‖0 . (14)

Teniendo en cuenta que β (t) ≥ 1, para todo t ∈ [0,T ], se puede afirmar que
∥∥∂ 3

x u
∥∥

0
≤

‖A0(t)u‖0 , por lo tanto (14) se puede reescribir de la siguiente forma

‖∂xu‖0 ≤
ε

3
‖A0(t)u‖0 +Cε ‖u‖0 . (15)
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Juntando las desigualdades (13) y (15)

‖−(A1(t,v)+ εI)u‖ ≤ |α|∞‖v‖∞

(ε

3
‖A0(t)u‖0 +Cε ‖u‖0

)
+ ε ‖u‖0

≤ ε

3
|α|∞‖v‖∞‖A0(t)u‖0 +(CCε ‖v‖0 + ε)‖u‖0 .

Considere ε > 0 tal que ε
3
|α|∞ ‖v‖∞ = 1

2
, entonces

‖−(A1(t,v)+ εI)u‖ ≤ 1

2
‖A0(t)u‖0 +(CCε ‖v‖0 + ε)‖u‖0 .

Si se usa ahora, el Teorema 2.27 se concluye que, para todo ε ≥ ε0 = cs ‖v‖s, −(A(t,v)+ εI) es el

generador infinitesimal de un C0-semigrupo de contracciones en X . Teniendo así que −A(t,v) es

el generador infinitesimal de un C0-semigrupo tal que

∥∥∥e−sA(t,v)
∥∥∥≤ eεs,s ≥ 0.

El siguiente resultado es un Lemma auxiliar que nos ayudará a garantizar la hipótesis (H3),

en él se considera para f ∈ L2(R) el operador denotado como M f definido como la multiplicación

por f , es decir, M f u = f u. Adicionalmente, note que F (M f u) = ( f̂ ∗ û)(ξ ).

Lema 3.3. Sea f ∈ Hs(R), s > 3
2

y sea T =
(
ΛsM f −M f Λs

)
Λ1−s. Entonces T es un operador
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acotado en X = L2(R) y

‖T‖ ≤C‖grad f‖s−1 . (16)

Demostración. Sea u ∈ Hs(R), entonces

F (
(
ΛsM f −M f Λ

s
)

Λ1−su)(ξ ) =
(
1+ξ 2

) s
2 ( f̂ ∗ F (Λ1−su))(ξ )− ( f̂ ∗ F (ΛsΛ1−su))(ξ )

=

∫

R

(
1+ξ 2

) s
2 f̂ (ξ −η)(1+η2)

1−s
2 û(η)− f̂ (ξ −η)

(
1+η2

) s
2 (1+η2)

1−s
2 û(η)dη

=
∫

R

[(
1+ξ 2

) s
2 −
(
1+η2

) s
2

]
f̂ (ξ −η)(1+η2)

1−s
2 û(η)dη. (17)

Aplicando teorema del valor medio a la función f (x) = (1+ x2)
s
2 en el intervalo con extre-

mos ξ y η , se tiene

∣∣∣
(
1+ξ 2

) s
2 −
(
1+η2

) s
2

∣∣∣= s |θ |
(
1+θ 2

) s
2−1 |ξ −η| ,

para algún θ en el intervalo con extremos ξ y η . Así

∣∣∣
(
1+ξ 2

) s
2 −
(
1+η2

) s
2

∣∣∣≤ s |θ |
(
1+θ 2

) s−1
2 |ξ −η| . (18)

Teniendo en cuenta que g(x) = (1+ x2)
s−1

2 es convexa, se puede afirmar para ζ ∈ [0,1] tal

que θ = (1−ζ )ξ +ζ η se tiene que

(1+θ 2)
s−1

2 ≤ (1−ζ )(1+ξ 2)
s−1

2 +ζ (1+η2)
s−1

2
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≤ c((1+ξ 2)
s−1

2 +(1+η2)
s−1

2 ), (19)

con c = max(ζ ,1−ζ ). Por lo tanto, si se junta (18) y (19) se puede afirmar

∣∣∣
(
1+ξ 2

) s
2 −
(
1+η2

) s
2

∣∣∣≤C |ξ −η| ((1+ξ 2)
s−1

2 +(1+η2)
s−1

2 ). (20)

Ahora, teniendo en cuenta (17) y (20) se obtiene

∣∣F (
(
ΛsM f −M f Λs

)
Λ1−su)(ξ )

∣∣

≤C

∫

R

[
(1+ξ 2)

s−1
2 +(1+η2)

s−1
2

]
|ξ −η| f̂ (ξ −η)(1+η2)

1−s
2 û(η)dη

≤C

[∫

R

(1+ξ 2)
s−1

2 |ξ −η| f̂ (ξ −η)(1+η2)
1−s

2 û(η)dη +

∫

R

|ξ −η| f̂ (ξ −η)(û(η)dη

]
. (21)

Considere los operadores F (I1(ξ )u) y F (I2(ξ )u) que corresponden a las dos integrales de

la ecuación (21)

F (I1(ξ )u) =
∫

R

(1+ξ 2)
s−1

2 |ξ −η| f̂ (ξ −η)(1+η2)
1−s

2 û(η)dη, (22)

F (I2(ξ )u) =
∫

R

|ξ −η| f̂ (ξ −η) û(η)dη. (23)

Note que para obtener la desigualdad (16) basta encontrar estimaciones para (22) y (23).

En primer lugar, se aplica transformada de Fourier inversa a (22) se tiene que I1 u = Λs−1MgΛ1−su

donde Mg es el operador multiplicación por la función g la cual satisface que ĝ(ξ ) = |ξ | f̂ (ξ ).
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Dado que s−1 > 1
2

entonces,

‖I1u‖0 =
∥∥Λs−1MgΛ1−su

∥∥
0
=
∥∥MgΛ1−su

∥∥
s−1

≤ ‖g‖s−1

∥∥Λ1−su
∥∥

s−1

≤ ‖g‖s−1 ‖u‖0

≤C‖grad f‖s ‖u‖0 . (24)

Por otro lado, aplicando transformada de Fourier inversa a (23) se tiene que I2 u = Mgu

‖I2u‖= ‖gu‖ ≤ ‖g‖∞ ‖u‖0 ≤C‖grad f‖s‖u‖0 . (25)

Teniendo en cuenta (24) y (25) se puede reescribir (21) de la siguiente forma

∥∥(ΛsM f −M f Λs
)

Λ1−su
∥∥≤C‖grad f‖s‖u‖0 .

Obteniendo así la acotación ‖T‖ ≤C‖grad f‖s−1 .

En el siguiente lema se buscan probar las hipótesis (H1) y (H3). En primer lugar se demos-

trará que el operador B(t,v) = SA(t,v)S−1−A(t,v) está bien definido, luego se usará el Lema 3.3

para garantizar que es un operador acotado.

Lema 3.4. Sea s ≥ 3 y considere S = (1−∆)s/2
: Y → X . Entonces S es un isomorfismo de Y en

X , y el operador B(t,v) = SA(t,v)S−1−A(t,v) ∈ B(X) para t ∈ [0,T ], y todo v ∈W.
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Demostración. Veamos que el operador B(t,v) está bien definido. Para esto, basta ver que SA(t,v)S−1 =

S(A0(t)+A1(t,v))S
−1 lo esta. En efecto, note que si u ∈ D(A0(t)) entonces

∂ k
x Su = S∂ k

x u,

Por lo tanto S(A0(t))S
−1 = A0, y en consecuencia esta bien definido. Por otro lado, dado

que S es un isomorfismo, Teorema 2.15, si u ∈ Hs(R) existe φ ∈ L2(R) tal que u = (1−∂ 2
x )

−s/2φ .

Por lo tanto

A1(t,v)S
−1u = α(t)v∂xS−1 u = α(t)v∂xS−1 (1−∂ 2

x )
−s/2φ = α(t)v∂x(1−∂ 2

x )
−sφ .

Puesto que φ ∈ L2(R) entonces

(1−∂ 2
x )

−sφ ∈ H2s(R),

con s ≥ 3. En consecuencia

∂x(1−∂ 2
x )

−sφ ∈ H2s−1(R),

por lo tanto ∂x(1−∂ 2
x )

−sφ ∈ Hs(R).
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Dado que v ∈ Hs(R) se tiene v∂x(1−∂ 2
x )

−sφ ∈ Hs(R), por lo tanto

β (t)v∂x(1−∂ 2
x )

−sφ ∈ Hs(R).

Así A1(t,v)S
−1 ∈ Hs(R), teniendo que el operador SA(t,v)S−1 está bien definido. Ahora se verá

que B(t,v) = SA(t,v)S−1−A(t,v) ∈ B(X). Sea u,v ∈ Y entonces

(
SA(t,v)S−1−A(t,v)

)
u = S

(
β (t)∂ 3

x +α(t)v∂x

)
S−1 u−β (t)∂ 3

x u−α(t)v∂xu

= S
(
β (t)∂ 3

x

)
S−1 u+S (α(t)v∂x)S−1 u−β (t)∂ 3

x u−α(t)v∂xu

=
(
β (t)∂ 3

x

)
SS−1 u+S (α(t)v∂xu)S−1 u−β (t)∂ 3

x u−α(t)v∂xu

=
(
Sα(t)v∂x S−1 −α(t)v∂x

)
u

= α(t)
(
Sv∂x S−1 − vSS−1∂x

)
u

= α(t)(Sv− vS)S−1 ∂x u, (26)

De la ecuación (26) y el Lema 3.3 se tiene

∥∥(SA(t,v)S−1−A(t,v)
)

u
∥∥

0
=
∥∥α(t)(Sv− vS)S−1 ∂x u

∥∥
0

≤ |α|∞
∥∥(Λs v− vΛs)Λ−sΛ−1Λ1 ∂x u

∥∥
0

≤ |α|∞
∥∥(Λs v− vΛs)Λ1−s

∥∥∥∥Λ−1 ∂x u
∥∥

0

≤C‖grad v‖s−1‖u‖0

≤C‖v‖s‖u‖0 .
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De lo anterior se concluye que

‖B(t,v)u‖0 ≤C‖v‖s‖u‖0 .

Por lo tanto B(t,v) ∈ B(X). Dado que v ∈W , se obtiene

‖B(t,v)‖B(X) ≤ λ (r),

donde λ (r) es un valor constante que depende de r, dicho valor r es el radio de W .

A continuación, se demostrará que el operador A(t,v) satisface la hipótesis (H4).

Lema 3.5. Sean s≥ 3, u ∈Y y (t,v)∈ [0,T ]×W . Entonces, Y ⊆D(A(t,v)), A(t,v)

∣∣∣∣∣
Y

∈B(Y,X),

y para cada v ∈W la aplicación A(·,v) : [0,T ]→B(Y,X) es fuertemente continua. Adicionalmen-

te, para cada t ∈ [0,T ] la aplicación A(t, ·) : W → B(Y,X) es uniformemente Lipschitz en W, es

decir,

‖A(t,v1)−A(t,v2)‖B(Y,X) ≤C(r)‖v1 − v2‖s

para todo v1,v2 ∈ Y.

Demostración. Note que Y ⊆ D(A0(t)) = D(A(t,v)). Ahora, sean u ∈ Y , t ∈ [0,T ] entonces

‖A(t,v)u‖0 ≤ ‖A0(t)u‖0 +‖A1(t,v)u‖0 .
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Por otro lado, se tiene

‖A1(t,v)u‖0 ≤ |α|∞ ‖v‖∞ ‖∂xu‖0 ≤C |α|∞ ‖v‖s‖u‖1 ≤C′‖v‖s‖u‖s .

Teniendo en cuenta que A0(t) es el generador infinitesimal de un C0−semigrupo de con-

tracciones, se concluye que

‖A(t,v)u‖0 ≤C2(1+‖v‖s)‖u‖s ,

con lo cual A(t,v) ∈ B(Y,X). Sea v1,v2 ∈W y u ∈ Y , entonces

‖(A(t,v1)−A(t,v2))u‖0 = ‖(A0(t)+A1(t,v1)−A0(t)−A1(t,v2))u‖0

= ‖α(t)v1∂xu−α(t)v2∂xu‖0

= ‖α(t)(v1 − v2)∂xu‖0

≤ |α|∞ ‖v1 − v2‖0 ‖∂xu‖∞

≤Cs‖v1 − v2‖0‖∂xu‖s−1

≤Cs‖v1 − v2‖0‖u‖s ,

por lo tanto, ‖A(t,v1)−A(t,v2)‖B(Y,X) ≤C(r)‖v1 − v2‖s. Por último, sean t1, t2 ∈ [0,T ], y v,w∈W

entonces

‖(A(t1,v)−A(t2,v))w‖0 = ‖(A0(t1)+A1(t1,v1)−A0(t2)−A1(t2,v))w‖0
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=
∥∥(β (t1)−β (t2)∂ 3

x w+(α(t1)−α(t2))v∂w
)∥∥

0

≤ |β (t1)−β (t2)|∞
∥∥∂ 3

x w
∥∥

0
+ |α(t1)−α(t2)|∞ ‖v∂w‖0 . (27)

Teniendo en cuenta la continuidad de α(t) y β (t), además de la cota obtenida en la des-

igualdad (27), si hacemos que t1 7→ t2 se obtiene la continuidad uniforme.

De la demostración del Lema 3.5, se tiene para (t,v) ∈ [0,T ]×W , la siguiente acotación

‖A(t,v)u0‖ ≤C(1+‖v‖s)‖u0‖s ≤C(1+ sup
v∈W

‖v‖s)‖u0‖s ≤ λ (r),

teniendo así que el operador A(t,v) satisface la hipótesis (H5). Teniendo demostradas las

hipótesis (H1)- (H5), utilizando el teorema 2.28 se puede afirmar el siguiente resultado

Teorema 3.6. Para todo u0 ∈ Hs(R), s ≥ 3, existe T ′, 0 < T ′ < T , tal que (9) tiene única solución

clásica u ∈C ([0,T ′];Hs (R))∩C1
(
[0,T ′];L2 (R)

)
.

3.2. Leyes de conservación

Las leyes de conservación establecen que cierta propiedad física (como por ejemplo la masa,

la energía, el momento, el momento angular) no cambia en el transcurso del tiempo, siempre y

cuando estemos trabajando en un sistema físico aislado. El estudio de las leyes de conservación

es importante debido a que permiten predecir el comportamiento macroscópico de un sistema sin

necesidad de considerar los detalles microscópicos de un proceso físico.
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A continuación se muestra que la solución u del problema de Cauchy (9), obtenida en la

sección anterior, satisface tres de las leyes de conservación de la ecuación KdV, en primer lugar se

demostrará la ley conservación de la masa.

Teorema 3.7. Sean u0(x) ∈ L2(R) y u(x, t) la solución del problema de Cauchy (9). Entonces u

satisface

E1(t) =

∫

R

u(x, t)dx =

∫

R

u0(x)dx = E1(0)

Demostración. En primer lugar considere la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiem-

po

ut +α(t)uux+β (t)∂ 3
x u = 0.

Reescribiendo esta ecuación de forma adecuada se obtiene,

ut +∂x

(
α(t)

2
u2 +β (t)∂ 2

x u

)
= 0.

Ahora se procede a integrar sobre R la ecuación anterior

∫

R

ut dx+

∫

R

∂x

(
α(t)

2
u2 +β (t)∂ 2

x u

)
dx = 0.

Teniendo en cuenta que u ∈ Hs(R), con s ≥ 3, entonces u,∂ 2
x u → 0 cuando |x| → ∞. En

consecuencia

∫

R

ut dx = 0,
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por lo, tanto E(t) es constante.

Ahora, se demostrará que dicha solución u del problema de Cauchy (9) satisface la ley de

conservación de la energía.

Teorema 3.8. Sean u0(x) ∈ L2(R) y u(x, t) la solución del problema de Cauchy (9). Entonces u

satisface

E2(t) =
∫

R

u2(x, t)dx =
∫

R

u2
0(x)dx = E2(0)

Demostración. En primer lugar multiplique la ecuación KdV con coeficientes dependientes del

tiempo por 2u(x, t)

ut +α(t)uux+β (t)∂ 3
x u = 0,

2uut +2α(t)u2ux +2β (t)u∂ 3
x u = 0.

A continuación reescriba la ecuación anterior

u2
t +

2α(t)

3
∂x

(
u3
)
+2β (t)u∂ 3

x u = 0,

se suma y se resta 2β (t)∂xu∂ 2
x u

u2
t +

2α(t)

3
∂x

(
u3
)
+2β (t)∂xu∂ 2

x u−2β (t)∂xu∂ 2
x u+2β (t)u∂ 3

x u = 0. (28)
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Teniendo en cuenta las siguientes igualdades

∂x

(
β (t)(∂xu)2

)
= 2β (t)∂xu∂ 2

x u,

∂x

(
2β (t)u∂ 2

x u
)
= 2β (t)∂xu∂ 2

x u+2β (t)u∂ 3
x u,

se puede reescribir la ecuación (28) como

u2
t +∂x

(
2α(t)

3
u3 +2β (t)u∂ 2

x u−β (t)(∂xu)2

)
= 0. (29)

Ahora se procede a integrar sobre R la ecuación (29), obteniendo

∫

R

u2
t dx+

∫

R

∂x

(
2α(t)

3
u3 +2β (t)u∂ 2

x u−β (t)(∂xu)2

)
dx = 0,

teniendo en cuenta que u ∈ Hs(R), con s ≥ 3, entonces u,∂ 2
x u → 0 cuando |x| → ∞. En consecuen-

cia

∫

R

u2
t dx = 0,

por lo tanto, E(t) es constante.

Veremos que bajo ciertas condiciones para α(t) y β (t) es posible probar una última ley de

conservación

Teorema 3.9. Sean u0(x)∈ L2(R) y u(x, t) la solución del problema de Cauchy (9), si α(t)= β (t).
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Entonces u satisface

E3(t) =

∫

R

(
(u(x, t))2

x −
u3(x, t)

3

)
dx =

∫

R

(
(u0(x))

2
x −

u3
0(x)

3

)
dx = E3(0).

Demostración. En efecto, considere la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo

multiplicada por −uxx −u2

ut +α(t)uux+β (t)∂ 3
x u = 0,

(
−uxx −u2

)
ut +

(
−uxx −u2

)(
α(t)uux+β (t)∂ 3

x u
)
= 0.

A continuación se reescribe la ecuación anterior,

−uxxut −u2ut −α(t)uuxuxx −β (t)uxx∂ 3
x u−α(t)u3ux −β (t)−u2∂ 3

x u = 0,

−uxxut −u2ut −α(t)uuxuxx −
β (t)

2
∂x(uxx)

2 − α(t)

4
(u4)x −β (t)u2∂ 3

x u = 0. (30)

Integrando sobre R la ecuación (30), se obtiene

∫

R

(
−uxxut −u2ut

)
dx−

∫

R

α(t)uuxuxxdx

−
∫

R

β (t)

2
∂x(uxx)

2dx−
∫

R

α(t)

4
(u4)xdx−

∫

R

β (t)u2∂ 3
x udx = 0. (31)

En primer lugar, teniendo en cuenta la siguiente igualdad
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∫

R

−uxxut −u2utdx =−
∫

R

uxxutdx−
∫

R

u2utdx,

integrando por partes la primera integral del lado derecho se tiene

∫

R

−uxxut −u2utdx =
∫

R

uxuxtdx−
∫

R

u2utdx =
∫

R

∂t

(
u2

x −
u3

3

)
dx (32)

Además, puesto que u ∈ Hs(R), con s ≥ 3, entonces u,∂ 2
x u → 0 cuando |x| → ∞. En consecuencia,

∫

R

β (t)

2
∂x(uxx)

2dx = 0, (33)

∫

R

α(t)

4
(u4)xdx = 0. (34)

Por último, usando integración por parte se tiene

−
∫

R

β (t)u2∂ 3
x u =

∫

R

β (t)uux∂ 3
x u. (35)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (31),(32),(33),(34),(35), se concluye que

∫

R

∂t

(
u2

x −
u3

3

)
dx−

∫

R

α(t)uuxuxxdx+
∫

R

β (t)uux∂ 3
x u = 0.
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Dado que α(t) = β (t), entonces

∫

R

∂t

(
u2

x −
u3

3

)
dx = 0,

teniendo así que E3(t) es constante.

4. Conclusiones y trabajos futuros

El objetivo principal de este proyecto de investigación era obtener un resultado de buena

colocación local del problema de Cauchy, asociado a la ecuación KdV con coeficientes dependien-

tes del tiempo. El resultado obtenido es una generalización de los trabajos de Pazy Pazy (2012)

y Iorio Iorio and Nunes (1991), donde se aborda la buena colocación del problema de Cauchy

asociado a la ecuación KdV. Para profundizar en los resultados presentes en ambos artículos se

debió hacer un estudio previo acerca de la teoría de Semigrupos y la teoría cuasilineal de Kato.

Es importante resaltar lo realizado en la sección 3.1 no fue encontrado en ninguna de las refe-

rencias bibliográficas consultadas, se encontró que en la mayoría de los trabajos previos para la

ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo se centraban en calcular explícitamente

soluciones de la ecuación, mediante distintos métodos analíticos. Adicionalmente, en la sección

3.2 se realizó un estudio adicional demostrando tres leyes de conservación para la ecuación. Por

lo tanto, consideramos que estos resultados son las principales contribuciones de nuestro trabajo

de investigación. Como trabajos futuros, sería interesante abordar el problema de Cauchy desde el

punto de vista del análisis número utilizando el método de elementos finitos. Otro posible trabajo,

enfocado en el análisis teórico, sería estudiar la posibilidad de adaptar los resultados de Kato en ?
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para el problema de Cauchy asociado a la ecuación KdV en espacios de Sobolev con s > 3/2.
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