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Notacion

Se presenta aqui la notacion que va a ser usada a lo largo del presente trabajo.
.zr@n;:{f:g-+chmMe4um¢:(Lﬂfunmuﬂm<:m}
n L7(Q):= {f : Q — C medible : || f]| := supess|f(x)]| < oo}
xeQ

» Para f € L” (R"),p = 1,2, se define

F(FE) = F(E) = m) "2 | e f(wdx, Eer”

n

n S (R") = {f € C™(R") : limyy e ’xﬁD“f(x)’ =0 para todo par de multi-indices o y [3} ,
e @)= {7 e @) 200 = (41D TE) 0 22 )

= A(Y,X) es el conjunto de todos los operadores lineales acotados de Y en X; X, Y espacios de

Banach con norma || - ||y x la cual se escribird simplemente como || - ||. Si X =Y se escribe

B(X,X) = B(X).

s G(X,M,B) es la coleccion de todos los operadores A tales que —A es el generador infinite-

simal de un Cy semigrupo 7'(z), el cual satisface ||T'()|| < MeP!.
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Resumen

Titulo: Anélisis teérico de la ecuacién KdV con coeficientes dependientes del tiempo
Autor: José Camilo Rueda Nifio

Palabras Clave: Ecuaién Korteweg de Vries; Buena colocacion local; Ecuacién cuasi-lineal; Espacio de Sobolev;

Problema de Cauchy.

Descripcion: El presente proyecto de investigacién se enmarca en la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales
dispersivas no lineales y la teoria cuasilineal de Kato. Se considera una ecuacién KdV unidimensional con coefi-
cientes dependientes del tiempo y se demuestra, considerando condiciones generales sobre los coeficientes, la buena
colocacién local del problema de Cauchy. Adicionalmente, para este mismo problema, se logran probar tres leyes de

conservacion.
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Abstract

Title: Theoretical analysis for a KdV equation with time-dependent coefficients
Author: José Camilo Rueda Nifio

Keywords: Korteweg de Vries equation; Local well-posedness; Quasilinear Equation; Sobolev space; Cauchy pro-

blem.

Description: This paper is framed in the theory of nonlinear dispersive partial differential equations and Kato’s
quasilinear theory. Our aim is to analyze, from a theoretical standpoint, the local existence of solutions to the Cauchy

problem associated with the Korteweg-de Vries equation with time-dependent coefficients.
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Introduccion

Desde mediados del siglo XIX ha surgido un enorme y creciente interés por parte de matematicos
y fisicos por estudiar las soluciones mds simples para un modelo dispersivo, dichas soluciones son
conocidas hoy como ondas viajeras. Las ondas viajeras existen como consecuencia de un equilibrio
entre los efectos dispersivos y los no lineales presentes en un sistema. Estas ondas viajan con
una velocidad constante, sin ninguna evolucién temporal en forma o tamafio, cuando el marco de
referencia se mueve con la misma velocidad de la onda. Las investigaciones han demostrado que
este tipo de soluciones especiales aparecen en diversos campos, como la mecdnica de fluidos, la
acustica (ver Levario-Diaz and Bhaskar (2020)), la 6ptica (ver Ferri et al. (2020)), la oceanografia
(ver Shearman (1983)), entre otros. Las ondas viajeras estdn presentes en liquidos, sélidos, gases,
corrientes eléctricas, campos electromagnéticos (ver Bogerd et al. (1998)), atmdsferas de planetas
(ver Salby (1984)), cristales, plasmas, incluso en nuestro propio cuerpo como se evidencia en el
trabajo de Cascaval (2003)), el cual muestra una modelo dispersivo que describe el comportamiento
de la sangre en las venas.

Debido a las caracteristicas particulares que poseen este tipo de ondas viajeras, forman una
clase especial de soluciones de algunas ecuaciones diferenciales parciales dispersivas no lineales.
Determinar la existencia y propiedades de tales soluciones es un problema de gran interés tanto
para mateméticos puros como aplicados.

La ecuacién Korteweg de Vries (KdV) es un modelo matematico que describe el compor-

tamiento de las ondas viajeras unidimensionales. Las ondas viajeras evidenciadas en el articulo
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de Russel (1845) !, done son descritas por él como una masa de agua suave que no presenta nin-
gun cambio en su forma o velocidad a lo largo de su recorrido. El primer modelo para este nuevo
tipo de ondas fue dado por Boussinesq (1871) 2. Posteriormente, en 1895 con el propésito de
aclarar ciertas dudas sobre la existencia de estas ondas solitarias D.J. Korteweg y G. de Vries, en
Korteweg and De Vries (1895), plantean un nuevo modelo que describe como se comportan estas
ondas viajeras. Dicho modelo se basé en la suposicién de que la profundidad del agua es peque-
fa si la comparamos con el ancho de la onda, ademads relaciona la amplitud de la misma con su
variacion en el tiempo.

La ecuacion KdV es una de las ecuaciones diferenciales parciales dispersivas cuasilineales
mads conocidas. La relevancia de este modelo se debe, no solo, a la teoria matematica que involucra
su estudio y el nimero de problemas abiertos asociados que aun persisten, sino a lo sugestiva que
resulta a la hora de abordar problemas relacionados.

Un problema interesante asociado al estudio de la ecuacion KdV, es el caso donde se consi-
deran los coeficientes de la ecuacion KdV variables. Entre los articulos que estudian la deduccion
de este modelos podemos encontrarnos con lo planteado por Johnson (1973), donde desarrolla un

estudio para las ondas solitarias que se mueven en una regién que cambia de profundidad len-

John Scott Russel (1808-1882), ingeniero escocés, quien fue el primero en escribir acerca de las ondas viajeras, asi
como por ser el primero en observar experimentalmente el efecto Doppler utilizando las ondas sonoras producidas
al pasar un tren.

Joseph Valentin Boussinesq, 1842-1929, matemdtico y fisico francés el cual es una figura de suma importancia en
la mecdnica de fluidos e hidraulica.
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tamente, este estudio desemboca en la derivacidn de la ecuacién KdV con coeficientes variables

validos en donde la profundidad cambia lentamente. Dicho modelo es el siguiente
3.1 11
Us + Ed fuug + gdzuééé =0,

donde u es el perfil de la onda y d es una funciéon que describe el cambio de profundidad, esta
funcién depende del tiempo y del cambio de profundidad. A su vez, en (Ablowitz, 2011, Sec. 5.4)
muestra el proceso de deduccion de la ecuaciéon KdV donde sus coeficientes dependen de la altura,
la densidad del fluido y la tensién superficial. En este caso el modelo tiene la siguiente forma

1 3
C_()ut + Uy + Yy + Euux =0,

donde u es el perfil de la onda, & es la profundidad del fluido, c¢( es un valor que depende de la altura
del fluido y la gravedad, ademds y depende de la constante gravitacional, la altura, la densidad y la
tension superficial del fluido.

Por otra parte, en Cascaval (2003) se muestra el proceso de deducciéon de un modelo que
describe el movimiento de ondas a través de tubos con paredes elasticas llenos de liquido, dicho
modelo coincide con la ecuacién KdV con coeficientes variables. El modelo planteado por Casca-

val es

3 I’Of(T) 5 k 5/2 I’O(’L')
e iy T Ty T o0 (YT g =0,

donde ry¢(7) es el radio del tubo que depende del tiempo y ¥ es un valor constante definido por
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el grosor del tubo y es el radio tipico de una seccidn trasversal del tubo. En este mismo articulo
Cascaval presenta un estudio tedrico para un problema con condiciones de contorno para esta
ecuacion.

En Jietal. (2019) podemos ver un estudio de ondas solitarias excitadas por la topografia
con coeficientes dependientes del tiempo. El resultado de este estudio es la deduccién de una
ecuacion KdV con término de forzamiento topogréifico con coeficientes dependientes del tiempo,

dicha ecuacién posee la siguiente forma

JdH,

Uy +a1(t)uu5 +612(I)u555 +az(t)u= cm(t)W,

donde ay, aj, a3 y a4 son funciones arbitrarias que dependen del tiempo y aa—? es el término de
forzamiento topografico.

En los articulos citados con anterioridad, asi como en sus referencias, podemos encontrar
distintas versiones de la ecuacién KdV con coeficientes variables. Es importante mencionar que
todos los trabajos previos enfocados en el estudio del problema de Cauchy asociado a la ecuaciéon
KdV con coeficientes dependientes del tiempo, que encontramos en nuestra consulta bibliogréfica,
se centran en encontrar soluciones exactas de la ecuacion como se puede evidenciar en los trabajos
de Bao and Bao (2014), Zhang (2008), Vlieg-Hulstman and Halford (1995) y Zuo-Nong (1995) o
por medio del anélisis numérico de las soluciones como se ve en los trabajos de Zhou et al. (2003)
y Han et al. (2021), respectivamente. Esto motiv a plantear el presente trabajo de investigacion,

que tiene como propdsito realizar un estudio acerca de la buena colocacién local del problema de
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Cauchy asociado a la ecuaciéon KdV con coeficientes dependientes del tiempo.

Por otra parte, es de resaltar la gran cantidad de trabajos dedicados a estudiar la buena
colocacién de la ecuacion KdV con coeficientes constantes, en este caso vale la pena mencionar
los trabajos de Iorio and Nunes (1991), Pazy (2012) y Rojas (2018), respectivamente.

El presente trabajo se ha organizado de la siguiente forma: En el primer capitulo, se presenta
el marco tedrico. Se iniciard en la seccion 2.1 definiendo los espacios L”(R); ademas se revisa la
definicion de la transformada de Fourier, asi como de la transformada inversa, junto con algunas de
sus propiedades. A su vez, se mostrard la definicion de el espacio de Schwartz ., y el espacio de
las distribuciones temperadas .’ como dual topoldgico de .. Posteriormente en la seccién 2.2,
se definen los espacios de Sobolev de tipo L?(R"), que se denotan usualmente como H*(R").
Por medio del espacio de las distribuciones temperadas, adicionalmente se mencionan algunos
resultados de estos espacios. Mds adelante en la seccion 2.3, se introducen ciertas nociones basicas
de semigrupos, operadores disipativos y un par de resultados ttiles relacionados con la teoria de
semigrupos. Por ultimo, en la seccion 2.4, se presentard un resumen de la teoria cuasilineal de
Kato.

En el capitulo dos, se desarrollan los resultados principales de este trabajo. Se considera

aqui el problema de Cauchy asociado a la ecuacién KdV con coeficientes dependientes del tiempo

w4 o (¢ )uuy + B (1) d2u =0,
(1)

u(x,0) = up(x),
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donde u es una funcién con valor real, 7 € [0,7] y a(r) y B(¢) son funciones tales que
o(t) > ayg > 0; B(t) > 1, para todo t € [0,T]. Para este problema de Cauchy se demuestran su
buena colocacion local y tres leyes de conservacion. En la tltimo capitulo del trabajo se presentan

las conclusiones.
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1. Objetivos
Objetivo general
Analizar teéricamente el problema del valor inicial asociada a la ecuaciéon KdV con coefi-
cientes dependientes del tiempo, desde el punto de vista de la existencia y/o unicidad de

soluciones via la teoria cuasilineal de Kato.

Objetivos especificos

Realizar un estudio introductorio sobre la teoria de semigrupos;

Hacer un estudio sobre la teoria cuasilineal de Kato;

Comprender los resultados clasicos sobre buena colocacién del problema de Cauchy asocia-

do a la ecuacion KdV;

Usar las teorias estudiadas para establecer resultados asociados con la buena colocacién del

problema de Cauchy asociado a la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo
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2. Resultados preliminares
Por compacidad del documento este capitulo se centrara en incluir algunas definiciones, notaciones
estdndares y resultados importantes que se empleardn a lo largo del trabajo.
2.1. Transformada de Fourier
En esta seccion se dard la definicién y algunas propiedades asociadas a la transformada
de Fourier. Todos los resultados de esta seccidén son tomados de Iorio Iorio and Iorio (2001), Se-
rov Serov et al. (2017) y Kesavan ?. Antes de definir la transformada de Fourier recordemos la

definicion de los espacios de Lebesgue. Sea Q2 un conjunto abierto de R". Para 1 < p < oo se define

LP(Q):= {f:Q—>R”|fesmedibley /Q|f(x)|pdx<oo},

con norma definida como

Ve = ([ 1rras)

En el caso de que p = oo se definird el espacio L*(Q) de la siguiente forma
L>(Q):= {f 1 Q= R"| fesmedibley || f|| =g < oo},
donde su norma esta definida como

1£ll=() = supess|f(x)].
xeQ
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Teniendo clara la definicion de los espacios de Lebesgue se definird la transformada de

Fourier de una funcién en L' (R").

Definicién 2.1. Sea f € L' (R"). La transformada de Fourier de f, denotada por f o F(f), es

una funcion definida en R" como

Z (&) =7&) = @m "2 [ e ar, @
donde x = (x1,%2,...,%n), & = (81,82,...,82) €R" y & -x=}"_ x;&; es el producto interno en
R™.

Debido a que f € L' (R"), se tiene de forma inmediata que f esta bien definida para todo

& € R". Ademds,

7l <@my ™ [ 1feldx= x) "l 3)
para todo &. Por lo tanto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2. La transformada de Fourier de f € L! (R") es una funcién continiia, acotada y

satisface la siguiente desigualdad

1Fllz= < @) "2 £llps (-

La demostracién de este resultado se sigue de la desigualdad (3). El siguiente resultado nos

brinda algunas propiedades de la transformada de Fourier.
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Teorema 2.3. Sea f € L' (R"). Entonces
1. f es continua.
2. f(E) = 0 cuando |E| — oo (Riemann-Lebesgue).
Observacion 2.4. Note que estamos considerando f como funcién, no como operador.

Demostracion. 1. Note que

FE+m) = 7&) = m) 2 [ fle s ar— @m) 2 [ pie ey

n

= (2%)"/2/neix'§ [eix'h— 1] f(x)dx.

Sean (/1)< una sucesion de elementos de R” tal que /i — 0y g una sucesién de funciones

que tiende a 0 definida por

ge(@) = e [ —1] £ (x).

Obsérvese que esta funcion se puede acotar, en efecto,

gk (x)] =

orE [eix~hk _ 1] f(x)) <2|f(x)],

para f € L' (R"). Por medio del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene
que

lim gr(x dx—/ lim g (x)dx = 0.
Rn

k—ro0 n k—soo
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Por lo tanto, se puede afirmar que limy,_o f(& +h) = f(&) para toda sucesién (7). de

elementos de R” tal que iz — 0. Lo cual indica que f es una funcién continua y acotada de

R" en C.

2. Defina (p(z)f)(x) = f(x—t). Considere la transformada de Fourier de f junto con el cambio

de variable x =y — o/(&)

7(&) = @m) 2 [
= (m) " [ OOy o))y

= m) " [ e O (p(a(8)) ) ().

Si se considera que a(§)-& = 1 entonces es posible afirmar que o(&) = —2—, y por lo

)y
15112

tanto

7&) =@y [ e @S (o)) )y

n

- —(27r)"/2/ne"y'g (P <H§W) f) (v)dy.

Usando la ecuacion (4) se puede afirmar que

“)
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Sea (&) ey una sucesion de elementos de R” tal que ||| — oo, entonces

_ B 3 _ B &
a0) =100~ (p (57572) £) )= 109 f( 2||5k”2>%

Si se utiliza el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que

Iim | gi(y)dy = / Iim g (y)dy = 0,
k—oo JIRR Rn k—oo

En consecuencia

-yl

& N
V) f( 2||5k||2>

y—>07

cuando ||&|| — 0. Por lo tanto limuéHﬂoof(&) =0. O

Ejemplo 2.5. Consideren =1y

1,x € [—kK],
f(x) = Xrp(x) =
0,x ¢ (—k,k),

entonces,
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A

1 X 1 k ix
f(é):\/T—n/Rl[k,k](f)e SdE :\/T_n:/—ke SdE
B e'kx _ o= ikx B \/Zsinkx
B V2mix Vo ox

Antes de dar algunas propiedades acerca de la transformada de Fourier recordemos la defi-

nicion de la convolucion entre dos funciones.

Definicion 2.6. Sean f,g € L! (R™). La convolucion de f'y g, denotada por f x g, es una funcion
en R" definida por

(r9)® = [ fa=y)g0)dy
Observacién 2.7. Directamente de la definicion es sencillo ver que f x g € L' (R").

Teorema 2.8.  I. (Desigualdad de Young) Sean p,q,r € [1,%] tales que p~' +q~' = 1+r"1,
Entonces, si f € LP (R") y g € L1(R"), la convolucion f * g esta bien definida y pertenece

L" (R"). Adicionalmente, se tiene la siguiente desigualdad
1f*gllr@ry < e e I8l awn)-
2. Si f,g € L' (R") entonces

F(f8)(§) = 2n)"?f(§)4(§), & eR"
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Demostracion. 1. De la definicién 2.6 se tiene que

()01 < [ 17G=2)]- )1y
= [ 17y I g )0 gy
= [ L=l g f =)' PI7 g dy

- / (£ Ce=2)IP - |87 (e =) 7P g ()97 dy.

Dado que f € L? (R") y g € L1 (R"), directamente de la definici6n se puede ver que

f(x=y)|P)/" e L5 (R,
()9 e L% (RY),

(f =P lgmID"" e L (R").

Teniendo en cuenta que

I r—p r—q 1 1 1 1 1
IR O

- =—4———-+4+-——=1
r pr qr r p r q r ’
al aplicar desigualdad de Holder se obtiene
< —_v)IP. q\1/r
()0 < [[ =1 10D| , o
: )| =)/, . (r=a)/r|| . ‘
[EEY] L g g O
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Usando la definicion de la norma en los espacios de Lebesgue se puede afirmar que

r— r (”* )/”
1G] = (U lr)
s~ g = Clglien) "

Teniendo presente esto y usando (5) se tiene

(1F *8llern)” = [ 10F+ )@ dx

</ (/ (=17 [G)) " =) [P g )= dy) dx

1/r p
-/ <(/ =217 |80 >|Q>dy) (A (||g||LqR,,)<w>/r> o
-/ (/ =917 |80 >|Q>dy)-<||f||m(w>)<’f’>-<||g||Lq(Rn))<w> .

Finalmente el teorema de Fubini implica que

(1 el < ()™ (el ™ [1600 ([ 1=l ax) ey
= (Ufllere))”" (lellzsa)”™ [ 120)17 0 [ 117 dv
= (Ifleren) " (lellzageny) ™ (lgllan)? (1 Lo @) ”

= (HgHL’I(]R”))r (HfHLP(R”))r

En consecuencia, se puede concluir que || f* g|[zrre) < || fll 2o @) |8l 2a(rn)-

22



Andlisis tedrico de la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo

2. De las definiciones 2.1 y 2.6 se sigue que

F(f+8) (&) = )2 [ (Frg)we dx
—m 2 [ e ([ eyt ax

al aplicar el teorema de Fubini a la ecuacion (6) se tiene que
F (9@ = a2 [ o) ([ rx-yeEra) ay
Si se realiza el cambio de variable u = x — y se puede ver que

()@= a2 [ o) ([ e E ) a
=02 [ 0) ( /Rnf<u>e-ff'"e-lf"ydu) dy
=) [ e ® ([ e ) a
=2 [ g0e vy [ e du

= (21)"2f(£)8(8)-

Por lo tanto, Z (fxg) (€) = (21)"/2F()8(&).

23

(6)

O

El espacio de Schwartz estd definido como el espacio de todas las funciones C* tales que
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decrecen mas rdpido que un polinomio, es decir,

L (R") = {f e C”(R"): ‘)}‘iinoo IXPD%f(x) |=0 para todo par de multi-indices o y ﬁ} ,

donde su norma estd definida por || f| o g = sup %P f (x)’ < oo, para todo par de multi-indices?
R

xeR?

oy B. El siguiente resultado garantiza la densidad del espacio de Schwartz en los espacios L” (R"),

paral < p < co.
Teorema 2.9. El espacio de Schwartz . (R") es denso en LP(R"), con 1 < p < eo.

Es necesario mencionar algunos resultados adicionales para realizar la demostracién de este

teorema. Sea f : R” — R. Se define el soporte de la funcién como

supp f(x) :={x € R": f(x) # 0}

El espacio de funciones Cj’(R") es el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables
que tienen soporte compacto. Ademds, se tiene que Cy’ (R”) C S(R") C L, (R"),1 < p < 4o, Por
tltimo, un resultado fundamental en la demostracién es que el espacio C’ (R”) es denso en L”(R"),
con 1 < p < oo, una demostracion de este resultado puede encontrarse en Kesavan (?, Sec. 1.5, Teo.

1.5.6).

3 Un multi-indice & es una n-tupla de nimeros naturales donde & = (o,..., ), y se definen las siguien-

tes notaciones para esta x* = x{---xy", 9% = c%ff‘ ~~~8)f2‘". Ademds, el orden del multi-indice viene dado por
laf = o +op 4+
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La demostracion del teorema se tiene del siguiente resultado de topologia, sean A, B con-
juntos no vacios contenidos en cierto espacio métrico .7, tales que A C B. Luego, si A es denso en
A , entonces B es denso en ./ .

Teniendo presente lo anterior podemos pensar en las siguientes propiedades de la transfor-

mada de Fourier en el espacio de Schwartz,
Teorema 2.10. Para toda f € . (R").

1. fe.Z(R"), ademds

(=) .7 (9£) (§) = E* (&),

A

(9%7) (&) = (=) U7 (x*£) (£).

2. Se tiene que

10 =@ [ jE)esa.

3. La transformada de Fourier inversa esta definida por
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Una demostracion de este resultado puede encontrarse en Kesavan (Serov et al., 2017, Obs.
16.6, Teo. 16.10). Hasta el momento se ha definido la transformada de Fourier en L' (R"), el si-
guiente resultado define la transformada de Fourier en L?(R") y garantiza que es una isometria en
dicho espacio. Esta extension de la definicién de la transformada de Fourier de L' (R") a L?>(R")

es posible por el Teorema 2.9.

Teorema 2.11. La transformada de Fourier es una isometria en L*, cumpliando asi la identidad

de Parseval ||f||;2 = || Il 2-

La demostracién de este teorema puede encontrarse en Kesavan (?, Sec. 1.10, Teo. 1.10.2).
Ahora, considere .’ (R") el espacio de las distribuciones temperadas, es decir, el conjunto de
todos los funcionales lineales definidos de . (R") en C. Se denotard, como es usual, el valor de
f € (R") evaluado en @ € S(R") por la expresién (f, ¢). En este espacio, la a-ésima derivada

de f € . (R") estd definida como

(0%f,0) = (—1)1%/(f,0%).

Por otro lado, la transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa de f € . (R") esta

definida de la siguiente forma,
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Teorema 2.12. Sea f € .’ (R") entonces
E4f = (=) .7 (9%f) y 9%F = (—) U7 (x*).

La demostracion de este teorema puede verse en lorio (Iorio and Iorio, 2001, Cap. 7, Teo.
7.39).
2.2. Espacios de Sobolev

En la seccién anterior se introdujo la definicién de la transformada de Fourier y del espacio
de las distribuciones temperadas. En este apartado por medio de dichas definiciones previas se
presentaran los espacios de Sobolev y algunas de sus propiedades. A lo largo del documento se
denotard la norma de un elemento en el espacio de Sobolev como ||-||; y la norma de un elemento

en el espacio L? como ||-|, -

Definicién 2.13. Sea s € R. Definimos el espacio de Sobolev de tipo L*(R"), H* (R"), como

s/2

H' (R") = {f e 7 @)1 f() = (14127 @) () e 12 <R">},

con norma definida como

£ lls = 11 flo-

El siguiente resultado nos brinda una caracterizacion de los elementos de los espacios de

Sobolev
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Teorema 2.14. f € H™ (R"), m € N si y solo si d*f € L> (R") donde o0 = (11,0, - , &) es un

multi-indice tal que |a| = ay + 0 + -+ @, < m.

La demostracién de este teorema puede encontrar en Linares (Linares and Ponce, 2014,
Cap. 3, Teo. 3.1). Defina sobre H*(R"), el operador Su = (1 — 3)?)‘Y/2u para toda u € H*(R"). De

esta forma se tiene para u € H*(R") que

A =5Su(E) = (1+€2)2a(g)

Teniendo en cuenta lo anterior, el siguiente resultado nos garantiza que S es un isomorfismo

isométrico de H*(R") en L*(R")
Teorema 2.15. S € .Z(H*(R"),L*(R")) es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. Por como ha sido definido S sabemos que es un operador lineal. Considere u €

H*(R"), entonces

Isuld = &%l = [ (1+&)" (&) Pag = ful} = ful?

2
0

por lo tanto S : H*(R") — L*(R") es un operador lineal isométrico, en consecuencia in-
yectivo y por lo tanto existe S~! : Im(S) — H*(R") el operador inverso de S. Basta ver que

Im(S) = L*(R"), tome v € L?>(R") y defina u = A~*v, note que

Su=J*(J"%) = )=,
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mas adn

lullo = [[A™vl = [[A* (A7)l = IV]o,

y por lo tanto u € H*(R"), teniendo asi que Im(S) = L*(R"). O
El siguiente resultado nos brindara algunas propiedades de los espacios de Sobolev.

Teorema 2.16.  [. Parat > s, se tiene que H*(R) D H'(R). Es mds, para u € H'(R) se tiene
que

eall = [Jull

1 , ,
2. Paras > 5 %€ tiene que H°(R) C C(R) y para u € H*(R) se tiene
[[etlleo < Clluel]s,

donde ||u||« = sup{|u(x)| : x € R}.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 8.5, Teo.
5.1).

Se sabe que un dlgebra es un espacio vectorial, donde sus vectores cumplen con la propiedad
asociativa, distributiva entre los elemento del espacio y la distributiva bajo la multiplicacién por
escalar, mas atin diremos que un espacio es un dlgebra de Banach si para todo x, y en el espacio se
cumple que ||xy|| < ||x]|||y||, ademds debe poseer un elemento identidad tal que su norma sea igual

a uno. Los espacios de Sobolev de tipo L? en general cumplen con las propiedades de dlgebra de
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manera sencilla, pero esta dltima desigualdad requerida para ser un dlgebra de Banach no es nada
trivial, asi que el siguiente resultado que podemos encontrar en Linares (Linares and Ponce, 2014,

Cap. 3, Teo. 3.5) nos garantiza que los espacios H*(R), con s € R, cumple con esta desigualdad.

n
Teorema 2.17. Si s > > entonces H* (R") es una dlgebra con respecto al producto de funciones.

Esto es, si f,g € H* (R") entonces fg € H* (R") y ademds

1 £8 s rry < sl f Il sy I8 I s () -

Por ultimo, el siguiente teorema muestra una propiedad que cumplen las derivadas de los

elementos de los espacios de Sobolev de tipo L*(RR)

Teorema 2.18. Sea f € H*(R), tal que s € R entonces d*f € H*~*(R), y ademds se cumple que

10% Fll sy < 1 sy -

La demostracion de este teorema puede encontrarse en Iorio (Iorio and lorio, 2001, Sec.
7.4, Teo. 7.75).
2.3. Teoria de semigrupos

En esta seccion se presentard la teoria de semigrupos necesaria para introducir la teoria
cuasilineal de Kato. Los resultados que se presentardn a continuacion son tomados de Pazy Pazy

(2012) y Linares Linares and Ponce (2014). Se notard como (X, Y ) el conjunto de los operadores
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lineales acotados de X en Y. Diremos que un operador lineal A es acotado si

sup [[Af]| < oo,
fex
I£1=1
en cuyo caso escribiremos ||A|| := sup ||Af]|. Ahora, se definirdn los semigrupos uniparamétricos
fex
I1£1=1

de operadores acotados.

Definicién 2.19. Una familia {T (t)};>0 C B(X,X) es un semigrupo uniparamétrico de operado-

res acotados (o simplemente semigrupo) si:
i) T(0)=1.
ii) ¥s,t >0, T(s+1)=T(s)T(1).
Si un semigrupo {T (t) };>0 satisface ademds
iii) Vx € X se tiene que tgr(% T(t)x=x.

decimos que es un semigrupo fuertemente continuo o un Co-semigrupo.

Definicion 2.20. Sea {T (t)};>0 un semigrupo fuertemente continuo. El generador infinitesimal de

T(t) es el operador A : D(A) — X, definido por

T — T
Ar— lim (t)x x::d (t)x

, ara x&€D(A
t—0t t dt =0 p ( )
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donde su dominio estd dado por

D(A):{xeX:ah'mM}.

t—0t t

Ejemplo 2.21. Sea T : [0,00) — . (L*(R)), definido por
(T(0)f)(s):=f(s+1), feLR"), 1=0.
Note que (T(0)f)(s) = f(s), por lo tanto T(0) = 1. Ademds,
(T(t+h)f)(s) = flt+h+s) = (T(OT(R)f)(s).

En consecuencia (T (t)),;>0 satisface las propiedades de semigrupo. Ademds,

im (T(2)f)(s) = lim f(z+s) = f(s),

t—0t t—0t

de esta forma (T (t));>0 es un Cy-semigrupo. Para hallar su generador

(T f)s)—=f(s) o fls+1)=f(s) _
;5%5 t —tlir(% t —f+(S)

Por lo tanto, su dominio estd dado por

D(A) = {f € L(R") :ﬂr existey [y € L(R”)},

32
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ademds Af = f.

Teorema 2.22. Sea T (t) un Cy semigrupo. Entonces existen constantes @ > 0y M > 1 tales que

IT(t)|| <Me® para 0<t<o

La demostracién de este teorema puede verse en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 1.2, Teo. 2.2).

Si =0y M =1, se dice que es un semigrupo de contracciones o contractivo.

Observacion 2.23. Se denotard a partir de ahora G(X,M, ) a la coleccion de todos los ope-
radores A tales que —A es el generador infinitesimal de un Cy semigrupo T (t), el cual satisface
|T(r)|| < MeP. Si A € G(X,1,0), esto es, —A genera un semigrupo de contraccion, se dice que A

T(1)|| < B, para todo

es un operador acretivo maximal o m-acretivo. Si A € G(X, 1, ), esto es,

t € ]0,00), se dice que A es cuasi-acretivo maximal o cuasi-m-acretivo.

Para ver la definicién de un operador disipativo, es necesario definir el siguiente conjunto.
Sea X un espacio de Banach y X* su dual. El valor de x* € X* en x € X se denota por (x*,x) o
por (x,x*), donde (-,-) denota la dualidad entre X y X*. Para cada x € X se define el conjunto de
dualidad por

F) = {x" e X" ("2 = |l = |")|*} € x*.

Definicion 2.24. Un operador lineal A es disipativo si para cada x € D(A), existe un x* € F(x) tal

que R (Ax,x*) <O0.

En la definicién anterior y en los resultados posteriores, Rz representa la parte real del
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nimero complejo z.A continuacién veremos el ejemplo de un operador disipativo.

Ejemplo 2.25. Sea A € M,;x,(R), con A = diag (A1,A2,...,A,). Si A; <0, j=1,...,n entonces
x — Ax es un operador disipativo puesto que (Ax,x) = (Ax,x) = Y, Lix? <0, donde (-,-) es el

producto escalar usual de R".

El siguiente teorema debido a Stone serd fundamental en la demostracion de buena coloca-

cion local del resultado considerado en el presente trabajo.

Teorema 2.26 (Stone). Un operador lineal A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo de

operadores unitarios en un espacio de Hilbert H si, y solo si, el operador iA es autoadjunto.

La demostracion de este resultado puede encontrarse en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 1.10, Teo.
10.8). Por tltimo, el siguiente resultado mostrara que si A es el generador infinitesimal de un Cy se-
migrupo de contracciones, entonces a partir de A, es posible generar otros semigrupos perturbando

el operador inicial.

Teorema 2.27. Sea A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo de contracciones. Suponga

que B es un operador lineal disipativo, D(A) C D(B) y

1Bx[| < arl|Ax|| + Bllx]l,  para  x € D(A),

donde 0 < o < 1y B > 0. Entonces A+ B es el generador de un Cy-semigrupo de contracciones.

La demostracién de este resultado puede encontrarse en Pazy (Pazy, 2012, Sec. 3.3, Cor.

3.3).
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2.4. Teoria de ecuaciones diferenciales cuasilineales

En esta seccion se mostrara de forma breve la teoria de ecuaciones diferenciales cuasilinea-
les de Kato, ver Kato Kato (1975), Iorio (Iorio and Nunes, 1991, Cap. 111, 3), Pazy (Pazy, 2012,
Sec. 6.4). Lo mostrado en esta seccion serd clave para nuestro estudio de la buena colocacion del
problema de Cauchy asociado a la ecuacién KdV con coeficientes dependientes del tiempo.

Considere la ecuacidn de evolucion cuasilineal

u+A(t,u)u=0,
(N

u(x,0) = up(x),

donde A(t,u) es un operador no lineal de Y en X, parat € [0,T] y todo u, donde X e Y son
espacios de Banach con inclusién densa y continua®, con normas || - ||x y || - ||y respectivamente.

La idea principal planteada por Kato y aplicada por lorio Iorio and Nunes (1991) y Ro-

jas Rojas (2018) para abordar problemas como (7), es la siguiente. Para cada v € C([0,7T] : X),

4 Es decir, Y es un subespacio denso en X y existe una constante C tal que

Iwllx < Cliwlly.
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considere el problema de Cauchy

ur+A(t,v(t))u=0,
®)

u(x,0) = up(x).

Para cada v fijo, se busca una solucién integral u € C([0,T] : X) del problema de Cauchy
(8). Teniendo estas soluciones se define la aplicaciéon ® : C([0,7] : X) — C([0,7] : X) dada por
®(v) = u. Posteriormente, se busca un punto fijo de @ que correspondera con la solucién integral
del problema de Cauchy (7). Para realizar esto, se suponen sobre el problema de Cauchy (7) las

siguientes condiciones.

(Hp) Existe una isometria sobreyectiva S :Y — X.

(H,) Sea A una funcién de [0,T] x W en G(X,1,f), donde W es una bola abierta en Y, centrada
en up, B es un nimero real positivo, tal que —A(z,v) es el generador infinitesimal de un

Co-semigrupo en X el cual satisface,

He_sA(z,v) <P s>0, 1€)0,T], vew.

X

(H3) Paratodo (z,v) € [0,T] x W, el operador,

B(t,v) :=SA(t,v)S 1 —A(r,v) € B(X ,X),
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esto es, existe A; tal que ||B(#,v)|| (x x) < A1, donde A, es una constante.

(H4) Paratodo (¢,v) € [0,T] xW,setiene que A(t,v) € B(Y,X)(Y C D(A(t,v))y A(t,v)|y € B(Y,X)).
Para todo v € W, la aplicacién t — A(r,v) : [0,T] — ZA(Y,X) es continua. Para todot € [0, 7],

la aplicacién v — A(t,v) es Lipschitz continua, es decir,

1A (#,v1) —A(1,v2) |y x) < B lIvi— v

donde u es una constante positiva.

(Hs) Sea ug el centro de la bola W. Entonces A(t,v)ug € Y, para todo (¢,v) € [0,T] x W. Ademis,

|A(t,v)uplly < A2, t€][0,T], veW,

donde A, es una constante positiva.

Teniendo establecidas estas hipdtesis podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 2.28. Si se satisfacen las hipotesis (Hy)-(Hs), y ug € Y, entonces existe 0 < T' < T tal

que el problema de Cauchy (7) tiene una tinica solucion cldasica u € C([0,T'];Y)N C' ([0,T']; X).

Para ver una demostracion de este teorema ver lorio (Iorio and Nunes, 1991, Cap. 111, 3),
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Pazy (Pazy, 2012, Sec. 6.4, Teo. 4.5).
3. Buena colocacion local para la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo
3.1. Buena colocacion local del problema de Cauchy
En esta seccidn se desarrollardn algunos resultados auxiliares con el fin de verificar las hi-
potesis (H)-(Hs), Seccion 2.4, y asi demostrar un resultado de buena colocacion para el problema
empleando el Teorema 2.28. Considere el siguiente problema de Cauchy asociado a la ecuaciéon

KdV con coeficientes dependientes del tiempo

w4 o (¢ )uuy + B (1) d3u =0,
)
u(x,0) = up(x),

donde u es una funcién con valor real, r € [0,7] y a(r) y B(z) son funciones tales que
o(t) > 0; B(r) > 1, para todo ¢ € [0,T]. Defina los siguientes operadores con el propdsito de

reescribir el problema (9) de tal forma que sea posible aplicar la teoria de Kato:

Ao(t)u:= B(t)d3u.
Ap(t,v)u:= o(t)vou.

A(t,v)u:=Ao(t)u+A(t,v)u.
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Asi el problema de Cauchy (9) se reescribe en la forma

u+A(t,u)u=0,
(10)

u(x,0) = up(x).

En lo que sigue del capitulo se buscarda comprobar las hipétesis del teorema Kato con X = LZ(R),
Y=H'R)cons >3y W={veH(R)): ||v]|, <r} con r > 0. Note que el operador Ay asi
definido satisface,

Ao(1) := D(Ao(r)) € X — L*(R).

Mientras que el operador A| cumple,

A((1) :=D(Ao(1)) € D(A,(t,v)) = L*(R).

Por lo tanto, se puede afirmar que el operador A satisface

A(t) :=D(A(r,v)) C L*(R) — L*(R).

En el siguiente lema se demostrara que A es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo

de isometrias, este resultado serd de utilidad para demostrar hipétesis (H»),

Lema 3.1. El operador Ay es el generador de un Co-semigrupo de isometrias en L*(R).
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Demostracion. Seau € D(Ao(t)),t € [0,T]. Entonces,

(Ao(t)u,i)y = | BO)(@Fwud =~ [ B(r)(32u) (0 d
— [ B @) @20y dx =~ [ up(r)(2u)dx

= — (u,Ao(t)u), 1D

Estas dltimas igualdades son obtenidas al aplicar integracion por partes. Debido a que las
igualdades (11) muestran que Ag es antisimétrico es posible usar el Teorema 2.26. Teniendo asi

que el operador Ag es el generador infinitesimal de un Cp-semigrupo de isometrias.

O

A continuacién se demostrard la hipétesis (H,) del Teorema 2.28, utilizando el Lema 3.1

junto con un resultado de perturbaciones.

Lema 3.2. Sea s > 3. Para todo v €Y, el operador —A(t,v)u := —(Ao(t)u+A(t,v)u) es el gene-

rador infinitesimal de un Cy-semigrupo en X tal que,

cont €[0,T]yveW, donde W es una bola abierta alrededor de ug, para todo € > & = c; ||v||

Demostracion. Sea v € H*(R) entonces dyv € H*~!(R), dado que s > 3 al usar el Teorema 2.16 se



Andlisis tedrico de la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo 41

tiene d,v € L(R) junto con el estimativo
10wVl < Cllev]ly—y < Csllvlly-
Ahora, seanv €Y yu € D(Aj).

o(t)vowmudx = %/

2 _ _l 2
IRoc(t)vé?xu dx = 2/ o(t)dyvu” dx

R

(AI(I,V)M,M)OZ/
R
1 2
> ——|O£|O°/sup|8xv| u”dx

2 R

1 2
Z—ﬂakWMkW%

> —cy |||l lullg - (12)

Note que la norma ||-||., estd calculada en las variables espaciales, mientras que la norma |-|_, se

calcula en la variable temporal. Teniendo en cuenta (12), si € > & = ¢, ||v||,, entonces
((A1(1,v) + D))y > (= [Vl + ) Jullg > 0.

Por lo tanto,

(—(A1(t,v) +elu,u)y <0,

y en consecuencia A (t,v) + €l es un operador disipativo para € > &y(v) = ¢, ||v||, en L*(R). Dado

que iAp es autoadjunto, Lema 3.1, entonces Ag(t) + A (t,v) + €I también es disipativo para € >
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€y(v). Mas aun, sea u € D(Ag) entonces,

|=(A1 (2, v) + eDul| < ol [[V]|o. [| el + € [lullg (13)

Por otro lado, note

[

_/(a/)-c\l/‘)zdx:/R|é|2|m2dX:/R|§|2|ﬁ|2/3|ﬁ|4/3dx
< ([ 3/2dx)2/3 (/ <\é|2|m2/3>3dx)” 3
(/ a dx)2/3 (/ |§|6|ﬁ|2dx>l/3

< (Jla3ul2) " jul

1/3 2/3

es decir || du|| < ||0ul],"” [lully”” , usando la desigualdad de Young se obtiene

3 3/2
3.0 \1/3 —1312/3
13 Jlullg <(3H3x”Ho) ) (8 laellg )
|9xully < &' [[0ul, 1?3 < 3 + 7

8
< 3 [19Full + Ce lllo- (14)

Teniendo en cuenta que B(r) > 1, para todo ¢ € [0,7], se puede afirmar que ||9; ul| 0 <

|Ao()ully, por lo tanto (14) se puede reescribir de la siguiente forma

€
19xullg < 5 Ao (t)ully +Ce fJully (15)
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Juntando las desigualdades (13) y (15)

&
=1 (r,9) + eDyull < [l V] (5 o)l + Ce lulg) + €l

< s lela [Vl 1A (0)ullo + (CCe [Vl +€) [lullo -

W M

Considere &€ > 0 tal que £ |al,, [|v]., = 3, entonces
1
1= (A1(t,v) +eDul| < 5 [lAo(t)ullg + (CCe[|vllo + €) [lully

Si se usa ahora, el Teorema 2.27 se concluye que, para todo € > & = ¢, ||v||;, —(A(¢,v) +€I) es el
generador infinitesimal de un Cp-semigrupo de contracciones en X. Teniendo asi que —A(z,v) es

el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo tal que

O

El siguiente resultado es un Lemma auxiliar que nos ayudara a garantizar la hipétesis (H3),
en él se considera para f € L?(R) el operador denotado como M + definido como la multiplicacion

por f, es decir, My u = fu. Adicionalmente, note que .% (M u) = (f* u)(&).

Lema 3.3. Sea f € H*(R), s > % yseaT = (A“Mf—MfA“) A=, Entonces T es un operador
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acotado en X = L*(R) y

IT| < Cligrad fll;-, - (16)

Demostracion. Seau € H*(R), entonces

F((AMy = MA) N =u)(E) = (1483)7 (F o F(A ) (E) - (Fx F(NA 7)) (E)

s

= [+ FE—m+nd) T am) ~ & —m) (1+1%)F (1407 am)an

©

= [Ja+e)i- 1+n)%}f<s—n><1+n2>%<n>dn. (17)

Aplicando teorema del valor medio a la funcién f(x) = (1+x2)2 en el intervalo con extre-

mos & y 1, se tiene

(1+82) = (1477 =56l (1+6%) ' g —n],

para algiin 0 en el intervalo con extremos & y 1. Asi

(14827 = (1+7%)? <s]6](1+6%)7 |E—n]. (18)

Teniendo en cuenta que g(x) = (1 —l—xz)% es convexa, se puede afirmar para § € [0, 1] tal

que 0 = (1 —§)E + &n se tiene que

(14627 <(1-0O)(1+E)7 +¢(1+n%)2
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<c(1+8)7T +(1+107)'7), (19)

con ¢ = max(§,1— {). Por lo tanto, si se junta (18) y (19) se puede afirmar

ST

<CIE-n|((1+E)T +(147)7). (20)

‘(1+€ ) = (1402

Abhora, teniendo en cuenta (17) y (20) se obtiene

| F(A°Mp—MpA°) A 5u) (8)]

<c [ [0+ +1+n) " [l nl fE—m)+0?) T atm)an

<c[[oe= i -nlfe -+ aman + [ &~ 7 -m@man] . @1

Considere los operadores .% (I} (& )u) y .7 (I(§ )u) que corresponden a las dos integrales de

la ecuacién (21)

F(n(E) = [ (1+E)7 1= FE-m)(1+n?) Talnyan, 22)

F (&)= [ |&=nlF(E—m) amdn. 3)

Note que para obtener la desigualdad (16) basta encontrar estimaciones para (22) y (23).
En primer lugar, se aplica transformada de Fourier inversa a (22) se tiene que /1 u = A“’lMgAl’Su

donde M, es el operador multiplicacion por la funcién g la cual satisface que g(&) = |§|f(§)
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Dado que s — 1 > % entonces,

Tullg = || A~ MA 7 u| ) = ||MA 0|,

< llglly—y [[A"u],_,

< [lglly—1 lluello

< Cgrad f1], [y (24)

Por otro lado, aplicando transformada de Fourier inversa a (23) se tiene que I, u = Mgu

1T2ue]| = llg ull < [lglles lluello < Cllgrad £ [lullo - (25)

Teniendo en cuenta (24) y (25) se puede reescribir (21) de la siguiente forma

[ (AMp — M A" A u| < C|lgrad £ [|ull, -

Obteniendo asf la acotacién || T'|| < C||grad f]|,_; - O

En el siguiente lema se buscan probar las hipétesis (H1) y (H3). En primer lugar se demos-
trard que el operador B(t,v) = SA(t,v)S~! —A(t,v) esté bien definido, luego se usari el Lema 3.3

para garantizar que es un operador acotado.

Lema 3.4. Sea s > 3 y considere S = (1 —A)S/ .Y — X. Entonces S es un isomorfismo de Y en

X,y el operador B(t,v) = SA(t,v)S~' —A(t,v) € B(X) parat € [0,T],y todo v € W.
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Demostracion. Veamos que el operador B(t,v) estd bien definido. Para esto, basta ver que SA(t,v)S™! =

S(Ao(t) +Aq(t,v))S~! 1o esta. En efecto, note que si u € D (Ag(t)) entonces

okSu = Soku,

Por lo tanto S(A(¢))S~! = A, y en consecuencia esta bien definido. Por otro lado, dado
que S es un isomorfismo, Teorema 2.15, si u € H*(R) existe ¢ € L*(R) tal que u = (1 —92)~*/2¢.

Por lo tanto

At S u=a(t)vdS u=a(t)vdS' (1—-02)""%¢ = a(r)vo(1 —9%) 9.

Puesto que ¢ € L?>(R) entonces

(1-99)~ ¢ e H*(R),

con s > 3. En consecuencia

%h(1-37) 9 e H*|(R),

por lo tanto d, (1 — d2) ¢ € H*(R).
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Dado que v € H*(R) se tiene vd, (1 — %) ¢ € H*(R), por lo tanto

B(1)vou(1—97) "¢ € H'(R).

Asi Ay (t,v)S~! € H*(R), teniendo que el operador SA(¢,v)S~! estd bien definido. Ahora se vera

que B(t,v) = SA(t,v)S~!' —A(t,v) € B(X). Sea u,v € Y entonces

(SA(t,v)S ™ = A(t,v)) u=S (B(t)d} + a(t)vdy) S~ u—B(£)d} u— a(t)vou
=S (B(1)97) S~ u+S(o(t)vdr) S~ u—B(1)d; u— ox(t)voru

= (B(1)37) S~ u+S (0x(t)vue) S~ uu— B ()05 u— ox(t)vou

= (Sa(t)voS' —a(t)vo u

=a(t) (Svdy S —vSS 1o u

=at)(Sv—vS)S ! o,u, (26)

De la ecuacién (26) y el Lema 3.3 se tiene

| (SA(,v)S™" = A(t,v)) ul|, = ||ee(t) (Sv—vS) S~ dpu|,
<ol | (A v=vA ) ASATTA O,
< Jarl [[(ASy = v A) A [|A Oy
< Cllgradvl|;_ [[ully

< Cwlls [lullo -
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De lo anterior se concluye que

1Bz, v)ullo < Clvlls ullo-

Por lo tanto B(t,v) € #(X). Dado que v € W, se obtiene

1B(:v) || ) < A (1),

donde A (r) es un valor constante que depende de r, dicho valor r es el radio de W. O
A continuacién, se demostrara que el operador A(z,v) satisface la hipdtesis (Hy).

Lema3.5. Seans>3,ucYy (t,v)€[0,T]xW. Entonces,Y C D(A(t,v)), A(t,v)| € AB(Y,X),
Y

yparacadav €W la aplicacion A(-,v) : [0,T| — B(Y,X) es fuertemente continua. Adicionalmen-

te, para cada t € [0,T] la aplicacion A(t,-): W — B(Y,X) es uniformemente Lipschitz en W, es

decir,

||A(t,v1) —A(I,V2>

B(YX) <C(r)[[vi —vally
para todo vi,vy €Y.

Demostracion. Note que Y C D(Ao(t)) = D(A(z,v)). Ahora, sean u € Y, ¢ € [0,T] entonces

1A(z v)ully < [|Ao(2)ull+ [|A1 (2, v)ully-
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Por otro lado, se tiene

141t v)ully < letlos [[V]]oo [102tllg < Clexleg (VI llully < C vl flul -

Teniendo en cuenta que Ag(¢) es el generador infinitesimal de un Cp—semigrupo de con-

tracciones, se concluye que

1A(zv)ully < Co(1+[[vlls) [[ulls

con lo cual A(t,v) € ZA(Y,X). Seavy, vy € Wy u€Y,entonces

[(A(r,v1) —A(t,v2)) ully = [[(Ao(2) + A1 (2, v1) —Ao(t) —Ar(2,v2))ull
= [|a(t)videu — a(t)v2deul|
= [la(r) (vi = v2) Dl
< | [[vi = vallg | O]
< Gsl[vi =vallg [ Dl

< Cs|lvi —vallo [fully,

por lo tanto, ||A(t,vy) — A(t,v2)

2vx) SC(r)|lvi —v2| ;. Por dltimo, sean 1,1, € [0, 7], y v, w € W

entonces

[(A(t1,v) = A(t2,v)) wllg = [[(Ao(t1) + A1 (21,v1) —Ao(r2) — A1 (t2,v)) wllg



Andlisis tedrico de la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo 51

— H (B(11) = B(r2) Rw+(a(h)— a(n))vow) Ho

< |B(11) = B(12)l |2 wly + lex(tr) — () | [vOwllo.  (27)

Teniendo en cuenta la continuidad de a(¢) y B(¢), ademds de la cota obtenida en la des-

igualdad (27), si hacemos que #; — 1, se obtiene la continuidad uniforme.

De la demostracion del Lema 3.5, se tiene para (¢,v) € [0,T] x W, la siguiente acotacion
4G, vjuoll < C(L+v]ls) luoll, < C(1+sup|jvil,) fluoll; < A(r),
ve

teniendo asi que el operador A(z,v) satisface la hipétesis (Hs). Teniendo demostradas las

hipétesis (Hy)- (Hs), utilizando el teorema 2.28 se puede afirmar el siguiente resultado

Teorema 3.6. Para todo ug € H°(R), s > 3, existe T', 0 < T' < T, tal que (9) tiene tinica solucion

clasicau € C([0,T');H* (R))NC' ([0,T"];L* (R)) .

3.2. Leyes de conservacion

Las leyes de conservacion establecen que cierta propiedad fisica (como por ejemplo la masa,
la energia, el momento, el momento angular) no cambia en el transcurso del tiempo, siempre y
cuando estemos trabajando en un sistema fisico aislado. El estudio de las leyes de conservacion
es importante debido a que permiten predecir el comportamiento macroscopico de un sistema sin

necesidad de considerar los detalles microscopicos de un proceso fisico.
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A continuacién se muestra que la solucién u del problema de Cauchy (9), obtenida en la
seccion anterior, satisface tres de las leyes de conservacién de la ecuacién KdV, en primer lugar se

demostrard la ley conservacion de la masa.

Teorema 3.7. Sean ug(x) € L>(R) y u(x,t) la solucién del problema de Cauchy (9). Entonces u

satisface

Ei(f) = /R u(x, 1)dx = /R o (x)dx = E; (0)

Demostracion. En primer lugar considere la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiem-

po

s + ot (1 ) uux + B (1)d3u = 0.

Reescribiendo esta ecuacion de forma adecuada se obtiene,

U + Oy <@u2+ﬁ(t)a§u) =0.

Ahora se procede a integrar sobre R la ecuacién anterior

/Ru,dx-l—/Rax (@uz-l-ﬁ(t)&xzu) dx=0.

Teniendo en cuenta que u € H*(R), con s > 3, entonces u,d>u — 0 cuando |x| — c. En

consecuencia

/ uydx =0,
R
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por lo, tanto E(¢) es constante.

O

Ahora, se demostrard que dicha solucién u del problema de Cauchy (9) satisface la ley de

conservacion de la energia.

Teorema 3.8. Sean ug(x) € L*(R) y u(x,t) la solucién del problema de Cauchy (9). Entonces u

satisface

Ex(1) = /R W2 (x,1)dx — /R W3(x)dx = E»(0)

Demostracion. En primer lugar multiplique la ecuacién KdV con coeficientes dependientes del

tiempo por 2u(x,1)

uy + o () uuy + B(1)du =0,

Quty + 200( )P, + 2B (1) udu = 0.

A continuacion reescriba la ecuacion anterior

200(t
utz-l- 3()

O () +2B(H)ud;ju=0,

se suma y se resta 23 (¢) dyu d2u

u? + ZaT(t)(?x () +2B() D OFu — 2B(t) Oxu dFu+ 2B (t)udju = 0. (28)
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Teniendo en cuenta las siguientes igualdades

0 (B(1) () = 2B(1) w0

o« (2P (t)u&fu) =2B(1)dudu+2B(t)udu,

se puede reescribir la ecuacién (28) como

W2+ 9, (2“7(” 3+ 2B () udu— B (1) (8xu)2> 0. (29)

Ahora se procede a integrar sobre R la ecuacién (29), obteniendo

/R W2 dx + /R P} <20‘3(t ) £ 2B (1) udu— B(1) (3xu)2) dx—0,

teniendo en cuenta que u € H*(R), con s > 3, entonces u, d2u — 0 cuando |x| — 0. En consecuen-

cia
/ ut2 dx =0,
R
por lo tanto, E(¢) es constante. O
Veremos que bajo ciertas condiciones para & (¢) y B(¢) es posible probar una dltima ley de
conservacion

Teorema 3.9. Sean ug(x) € L>(R) y u(x,t) la solucién del problema de Cauchy (9), si o(t) = B(1).
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Entonces u satisface

Demostracion. En efecto, considere la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo

multiplicada por —ut,, — u?

uy + o () uuy + B(1)d3u =0,

(=t — )ty + (—ttxx — *) (Q(t)urtx + B (t)d3u) = 0.

A continuacion se reescribe la ecuacion anterior,

ety — 1Pty — O )ittty — B (1)1 @2u — ()1 uy — B(t) — u?d2u =0,

B(1)
—

o(t)

(uxx)z— T(u4)x—ﬁ(t)u28fu =0. (30)

Uy lly — U Uy — o (1) Uttty —

Integrando sobre R la ecuacion (30), se obtiene

/(—uxxut—uzu,) dx—/ o (1) unytydx
R

R
o ()

[PVt [ A0t ar- [ pencouar=o. a1

En primer lugar, teniendo en cuenta la siguiente igualdad
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/—uxxu,—uzu,dx:—/ uxxutdx—/ uzutdx,
R R R

integrando por partes la primera integral del lado derecho se tiene

3
/ —UxxUy — uzu[dx = / l/lxl/lx[d.x—/ l/lzl/[tdx — / 8[ (u}% _ M_) dx
R R R R 3

56

(32)

Ademis, puesto que u € H*(R), con s > 3, entonces u, d>u — 0 cuando |x| — . En consecuencia,

B() _
/RTax(uxx)zdx =0,
o(r)

T(u4)xdx =0.

e

Por dltimo, usando integracion por parte se tiene

_/Rﬁ(t)uzagu:/Rﬁ(t)uux%?u.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (31),(32),(33),(34),(35), se concluye que

/ o (ui — u_) dx—/ Oc(t)uuxuxxdx—l—/ B(t)ui,d2u = 0.
R 3 R R

(33)

(34)

(35)
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Dado que o(7) = B(t), entonces

3
/ o (ui——)dx:o,
R 3

teniendo asi que E3(¢) es constante. O

4. Conclusiones y trabajos futuros

El objetivo principal de este proyecto de investigacion era obtener un resultado de buena
colocacién local del problema de Cauchy, asociado a la ecuacién KdV con coeficientes dependien-
tes del tiempo. El resultado obtenido es una generalizacion de los trabajos de Pazy Pazy (2012)
y lorio Iorio and Nunes (1991), donde se aborda la buena colocacién del problema de Cauchy
asociado a la ecuacién KdV. Para profundizar en los resultados presentes en ambos articulos se
debid hacer un estudio previo acerca de la teoria de Semigrupos y la teoria cuasilineal de Kato.
Es importante resaltar lo realizado en la seccién 3.1 no fue encontrado en ninguna de las refe-
rencias bibliograficas consultadas, se encontr6 que en la mayoria de los trabajos previos para la
ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo se centraban en calcular explicitamente
soluciones de la ecuacion, mediante distintos métodos analiticos. Adicionalmente, en la seccion
3.2 se realiz6 un estudio adicional demostrando tres leyes de conservacion para la ecuacion. Por
lo tanto, consideramos que estos resultados son las principales contribuciones de nuestro trabajo
de investigacion. Como trabajos futuros, seria interesante abordar el problema de Cauchy desde el
punto de vista del andlisis nimero utilizando el método de elementos finitos. Otro posible trabajo,

enfocado en el andlisis tedrico, seria estudiar la posibilidad de adaptar los resultados de Kato en ?
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para el problema de Cauchy asociado a la ecuacién KdV en espacios de Sobolev con s > 3/2.

58



Andlisis tedrico de la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo 59

Referencias Bibliograficas
Ablowitz, M. (2011). Nonlinear dispersive waves: asymptotic analysis and solitons, volume 47.

Cambridge University Press.

Bao, Y. and Bao, S. (2014). Exact soliton solutions of the variable coefficient KdV equation with
forced term. In Applied Mechanics and Materials, volume 548, pages 1196—1200. Trans Tech

Publ.

Bogerd, J., Tijhuis, A., and Klaasen, J. (1998). Electromagnetic excitation of a thin wire: a

traveling-wave approach. IEEE Transactions on Antennas and Propagation, 46(8):1202—-1211.

Boussinesq, J. (1871). Théorie de lintumescence liquide appelée onde solitaire ou de translation

se propageant dans un canal rectangulaire. CR Acad. Sci. Paris, 72(755-759):1871.

Cascaval, R. (2003). Variable coefficient KdV equations and waves in elastic tubes. Evolution

equations, 234:57-69.

Ferri, F., Garcia, S., Baghdad, M., Reichel, J., and Long, R. (2020). Mapping optical standing-
waves of an open-access Fabry—Perot cavity with a tapered fiber. Review of Scientific Instru-

ments, 91(3):033104.

Han, C., Wang, Y.-L., and Li, Z.-Y. (2021). Numerical solutions of space fractional variable-
coefficient KdV-modified KdV equation by Fourier spectral method. Fractals, 29(8):2150246—

1602.



Andlisis tedrico de la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo 60

Iorio, J. and Iorio, V. (2001). Fourier analysis and partial differential equations. Number 70.

Cambridge University Press.

Iorio, J. and Nunes, W. V. L. (1991). Introducdo as equagéoes de evolugdo ndo lineares. IMPA.

Ji, J., Zhang, L., Wang, L., Wu, S., and Zhang, L. (2019). Variable coefficient KdV equation
with time-dependent variable coefficient topographic forcing term and atmospheric blocking.

Advances in Difference Equations,2019(1):1-18.

Johnson, R. (1973). On the development of a solitary wave moving over an uneven bottom. In
Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, volume 73, pages 183-203.

Cambridge University Press.

Kato, T. (1975). Quasi-linear equations of evolution, with applications to partial differential equa-

tions. In Spectral theory and differential equations, pages 25-70. Springer.

Korteweg, D. J. and De Vries, G. (1895). XIi. on the change of form of long waves advancing in
a rectangular canal, and on a new type of long stationary waves. The London, Edinburgh, and

Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science, 39(240):422-443.

Levario-Diaz, V. and Bhaskar, P. (2020). Effect of acoustic standing waves on cellular viability

and metabolic activity. Scientific reports, 10(1):1-11.

Linares, F. and Ponce, G. (2014). Introduction to nonlinear dispersive equations. Springer.



Andlisis tedrico de la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo 61

Pazy, A. (2012). Semigroups of linear operators and applications to partial differential equations,

volume 44. Springer Science & Business Media.

Rojas, C. L. (2018). Teoria cuasilineal de Kato. Revista de Matemdtica: Teoria y Aplicaciones,

25(2):319-345.

Russel, J. S. (1845). Report on Waves, Made to the Meetings of the British Association in 1842-

1843. R. and J. Taylor.

Salby, M. L. (1984). Survey of planetary-scale traveling waves: The state of theory and observa-

tions. Reviews of Geophysics, 22(2):209-236.

Serov, V. et al. (2017). Fourier series, Fourier transform and their applications to mathematical

physics, volume 197. Springer.

Shearman, E. (1983). Radio science and oceanography. Radio science, 18(3):299-320.

Vlieg-Hulstman, M. and Halford, W. (1995). Exact solutions to KdV equations with variable

coefficients and/or nonuniformities. Computers & Mathematics with Applications, 29(1):39-47.

Zhang, S. (2008). Exact solutions of a KdV equation with variable coefficients via exp-function

method. Nonlinear Dynamics, 52(1):11-17.

Zhou, Y., Wang, M., and Wang, Y. (2003). Periodic wave solutions to a coupled KdV equations

with variable coefficients. Physics Letters A, 308(1):31-36.



Andlisis tedrico de la ecuacion KdV con coeficientes dependientes del tiempo 62

Zuo-Nong, Z. (1995). On the KdV-type equation with variable coefficients. Journal of Physics A:

Mathematical and General, 28(19):5673.



	Introducción
	Objetivos
	Resultados preliminares
	Transformada de Fourier
	Espacios de Sobolev
	Teoría de semigrupos
	Teoría de ecuaciones diferenciales cuasilineales

	Buena colocación local para la ecuación KdV con coeficientes dependientes del tiempo
	Buena colocación local del problema de Cauchy
	Leyes de conservación

	Conclusiones y trabajos futuros
	Referencias Bibliográficas

