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RESUMEN 

 

 

TÍTULO: ANÁLISIS ASINTÓTICO PARA EL FLUJO DE FERROFLUIDO INDUCIDO POR UN 

CAMPO MAGNÉTICO ROTATORIO Y UN GRADIENTE DE PRESIÓN1 

 

AUTOR: SERGIO ALONSO FLÓREZ BARRETO2 

PALABRAS CLAVE: Ferrofluido, Perturbación regular, Ecuaciones ferrohidrodinamicas, campo 

magnético, soluciones numéricas, soluciones asintóticas. 

 

 

Los ferrofluidos son soluciones coloidales que contiene nanopartículas no diluyentes en agua o 
en compuestos orgánicos. Han sido de gran estudio ya que con los avances en la tecnología, con el 
electromagnetismo pueden ser manipuladas variando la intensidad, dirección y tipo de campo 
magnético. Su gran aplicabilidad va en el uso sellos metálicos para discos en computadores y en 
otros dispositivos electrónicos. Están siendo estudiados ya que pueden ser usadas en la medicina 
para detectar canceres, prevenir la ceguera tratando el desprendimiento de retina y en la parte 
automotriz en amortiguadores. Este proyecto de grado fue realizado con el propósito de dar a 
conocer la metodología para trabajar las ecuaciones ferrohidrodinámicas en un sistema coordenado 
cartesiano el cual se le induce un campo magnético rotatorio. El método asintótico que se aplica es 
el de perturbación regular y su solución es válida para bajos campos magnéticos. Ya que las 
ecuaciones a trabajar se vuelven muy complejas a medida que se avanza en el orden de la solución 
del sistema, se usa una herramienta para el cálculo de los perfiles, se trabajó el software de 
MATHEMATICA® 9.0. Usando un parámetro de perturbación obtenido por Chaves et al., se obtienen 
las gráficas resultantes a la solución asintótica del problema y estas son comparadas 
cualitativamente con las soluciones asintóticas obtenidas por Rinaldi et al., y las soluciones 
numéricas obtenidas por Markus Zahn y Donald R. Greer. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 Trabajo de grado  
2 Facultad de Ingenierías Físico Químicas. Escuela de Ingeniería Química. Director Arlex Chaves Guerrero. 



 

11 
 

ABSTRACT 

 

 

TITLE: ASYMPTOTIC ANALYSIS FOR FERROFLUID FLOW INDUCED BY A ROTATING 

MAGNETIC FIELD AND A PRESSURE GRADIENT3 

 
AUTHOR: SERGIO ALONSO FLÓREZ BARRETO4 

KEY WORDS: Ferrofluid, regular perturbation, ferrohydrodinamic equations, magnetic field, 

numerical solutions, asymptotic solutions. 

 

 

Ferrofluids are colloidal solutions containing no diluents nanoparticles in water or organic 

compounds. They have been of great study and that with advances in technology, with 

electromagnetism can be manipulated by varying the intensity, direction and type of magnetic field. 

Its wide applicability goes in the metal seals for use in computer disks and other electronic devices. 

They are being studied because they can be used in medicine to detect cancers, as carriers of drugs, 

trying to prevent blindness and retinal detachment in the auto part on cushions. This degree work 

was made with the purpose of publicizing the work methodology for the ferrohydrodinamics equations 

in a cartesian coordinate system which will induce a rotating magnetic field. The asymptotic method 

used is the regular perturbation and its solution is valid for low magnetic fields. Since working 

equations become very complex as it progresses in the order of the system solution, a tool for the 

calculation of the profiles is used, the working software was MATHEMATICA® 9.0. Using a parameter 

perturbation obtained by Chaves et al., The resulting graphs are obtained the asymptotic solution of 

the problem and these are compared qualitatively with the asymptotic solutions obtained by Rinaldi 

et al., and numerical solutions obtained by Markus Zahn and Donald R. Greer. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
3 Degree work 
4 Faculty of Physical Chemical Engineering. Chemical Engineering School. Director Arlex Chaves Guerrero. 
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INTRODUCCIÓN 

 

Los ferrofluidos o fluidos magnéticos, son suspensiones coloidales de 

nanopartículas magnéticas recubiertas de una capa de surfactante (que previene la 

aglomeración y pérdida de estabilidad) y suspendidas en agua o en compuesto 

orgánico dependiendo del tipo de aplicación en el cual van hacer usados.  

Estos ferrofluidos no se dan de forma natural, es decir deben ser sintetizados y 

tienen como particularidad, que su comportamiento reológico es influenciado por 

fuerzas de polarización magnéticas así como por torques magnéticos que les 

ofrecen un comportamiento reológico particular entre el resto de fluidos. 

Una característica magnetoreológica sobresaliente de los ferrofluidos es la 

posibilidad de generar su flujo por la acción de campos magnéticos rotatorios; como 

fue observado por primera vez por Moskowitz y Ronsenweig en 1967 [1]. En ese 

trabajo ellos describen un experimento donde un ferrofluido es puesto dentro de un 

recipiente cilíndrico el cual a su vez es instalado dentro de un estátor excitado de 

forma adecuada generando un campo magnético rotatorio y espacialmente 

uniforme. Este experimento, suscitó un gran interés por explicar el mecanismo 

generador del flujo llevando a varios investigadores a plantear diferentes teóricas. 

Una de las más importantes teorías, y a la vez una de las más ensayadas, es la 

teoría de Difusión del Momento Angular Interno (DMAI) planteada por Zaitsev y 

Shliomis [2]. Esta teoría se fundamente en el hecho que un campo magnético 

rotatorio genera un torque sobre el momento magnético de las partículas generando 

a su vez la rotación de estas en el fluido. El momento angular de las partículas, es 

entonces transmitido a través del fluido a través de transporte molecular, es decir 

por contacto directo entre elementos de fluidos contiguos. Según esta teoría, el 

momento angular interno y el momento lineal son interconvertidos el uno en el otro 

generando movimiento macroscópico. El transporte difusivo de momento angular 

interno es cuantificado por el coeficiente fenomenológico de “Spin Viscosity” '  en 
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un modo similar a como la viscosidad dinámica   cuantifica el transporte molecular 

de momento lineal en un fluido newtoniano.  No obstante, esta teoría fue descartada 

como mecanismo generador de flujo por dos razones: )i  la teoría no puede explicar 

la contra rotación entre el flujo y el campo magnético observada experimentalmente 

en la interface ferrofluido-aire; y )ii  porque un estimado de '  obtenido a partir de 

un análisis de orden de magnitud por Zaitsev y Shliomis [2] y más recientemente 

por Feng et al., [3] dan su magnitud el orden de 1910  lo cual no podría generar flujo. 

Otra de las teorías planteadas fue propuesta por Glazov [4, 5] quien a partir de un 

análisis de flujo, en el cual tomó ' 0   y una condición de frontera planteada por él, 

concluyó que el flujo observado experimentalmente, es generado por el efecto de 

armónicos espaciales de alto orden 1m   (Ecn. (1.b)) producidos por 

imperfecciones del estátor usado para generar el campo magnético. Por 

consiguiente, campos magnéticos uniformes (generados por un estátor de dos polos 

1m   (Ecn. (1.a)) y modelados por una corriente superficial de la forma, 

      (1.a, ),fj m

zK t Ke



 

  

no pueden generar el flujo de un ferrofluido. Con el fin de verificar la validez de esta  

teoría, Torres-Díaz y Rinaldi [6] demostraron analíticamente que el flujo de un 

ferrofluido es cero si ' 0  , independiente del valor de m . Adicionalmente, ellos 

mostraron que Glazov obtuvo flujo en su análisis con ' 0   como resultado de una 

condición de frontera incorrecta, para el campo de velocidad angular promedio de 

las partículas   en la cual el ángulo fuera de fase entre los vectores de 

magnetización M  y de campo magnético H  incrementa con el valor de m . 

Aproximadamente, dos décadas después, Rosensweig et al., [7] mostraron 

experimentalmente que la dirección de flujo de un ferrofluido puede ser cambiada 

respecto a la dirección de rotación del campo, cambiando la forma de la interface 

ferrofluido aire, es decir: contra rotación entre flujo y campo magnético para una 

interface cóncava y corrotacción para una interfase convexa. Esta observación los 
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llevó a concluir que el flujo es generado por esfuerzos magnéticos superficiales más 

que por efectos volumétricos y que posiblemente no existiría flujo al interior del 

ferrofluido. Otra propuesta de mecanismo fue dada por Shliomis [8] quien sugirió 

que el flujo es generado por la disipación de calor producida por la rotación de las 

partículas en el líquido especialmente a altas frecuencias de rotación del campo .f

Este calor liberado generaría gradientes de temperatura; que a su vez promueven 

gradientes en las propiedades magnéticas del ferrofluido generando fuerzas 

magnéticas de cuerpo que inducirían el flujo en dirección opuesta a la dirección de 

rotación del campo.  Esta teoría fue posteriormente retomada por Pschenichnikov 

et al., [9] quien predijo a partir de una análisis teórico que el flujo se produciría para 

16kHzf   y que para el caso de bajas frecuencias y baja intensidad del campo 

magnético el flujo es generado por los esfuerzos superficiales en la interface 

ferrofluido aire. Posterior a estos trabajos Chaves et al., [10] obtuvo por primera vez 

perfiles de velocidad al interior del ferrofluido con los cuales demostró que existen 

dos mecanismos que participan conjuntamente en la generación del flujo: el primero 

por esfuerzos volumétricos dándose al interior del ferrofluido; y el segundo por 

esfuerzos superficiales operando en la interface ferrofluido-aire. Esta conclusión fue 

obtenida a partir de los perfiles de velocidad que mostraron, que el flujo cerca de la 

interface fluye en la dirección contraria a la dirección de rotación del campo, 

mientras que el fluido al interior del recipiente (lejos de la interface) se mueve en la 

misma dirección del campo magnético conforme predice la teoría de DMAI. El 

experimento fue más allá, al mostrar que suprimiendo la interface ferrofluido-aire 

simplemente colocando una tapa, todo el fluido (lejos de la interface y cerca de esta) 

se movía en la dirección de rotación del campo magnético. Este experimento 

permitió mostrar que la teoría de DMAI estaba siendo evaluada de una manera 

incorrecta, ya que se usaban perfiles de velocidad tomados en la interface 

ferrofluido-aire, donde el flujo es afectado por esfuerzos superficiales para evaluar 

una teoría que aplica al interior del fluido. Posteriormente, a estos experimentos 

Chaves et al., realizaron comparaciones de tipo cualitativo entre perfiles de 



 

15 
 

velocidad y predicciones de la teoría de DMAI para el flujo de un ferrofluido 

confinado en un contendor cilíndrico y entre el espacio anular de dos cilindros 

concéntricos encontrando buen acuerdo. Por otro lado, obtuvieron un estimado del 

valor de '  en un rango de 
8 12 110 10 kg m s     , el cual es aproximadamente 9 

órdenes de magnitud mayor al estimado por Zaitsev y Shliomis desde un análisis 

dimensional. Estos experimentos también mostraron que gradientes de temperatura 

generados por generación de calor de los microvortices no son importantes en la 

generación del flujo ya que tan pronto se somete el ferrofluido a la acción del campo 

magnético el flujo inicia.  

Se puede concluir de esta revisión del estado del arte, que cada una las teorías 

propuestas ha sido evaluada comparando resultados experimentales contra las 

predicciones analítica. Sin embargo, la teoría que mejor predice el comportamiento 

experimental es la teoría de DMAI de Zaitsev y Shliomis. No obstante, esta teoría 

aún requiere de más desarrollo ya que depende de coeficientes de transporte los 

cuales aún no han podido ser determinados como es el caso de parámetro de “spin 

viscosity” '  el cual caracteriza la difusión del momento angular interno y el 

parámetro de “vortex viscosity”    para el cual sólo existe una expresión para 

ferrofluidos en el límite de dilución infinita. Otro objeto de estudio en estos flujos 

ferrohidrodinámicos, es el efecto del término ω×M  de la ecuación de 

magnetización, el cuál ha sido típicamente despreciado en muchos análisis con el 

fin de desacoplar el problema magnético del hidrodinámico y poder obtener una 

solución analítica. Con el objeto de estudiar el efecto de este término, Zahn y Greer 

[11] y posteriormente Rinaldi y Zahn [12] realizaron el análisis de flujo para un 

ferrofluido entre dos placas paralelas infinitamente largas por diferentes medios; los 

primeros resolvieron las ecuaciones ferrohidrodinámicas numéricamente pero bajo 

la presunción que el término 1  mientras los segundos realizaron el análisis 

usando el método de perturbación regular, tomando como parámetro de 

perturbación el producto de la escala de velocidad angular de las partículas y la 

escala de tiempo de relajación magnética del ferrofluido    . No obstante, 
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Rinaldi y Zahn no hacen una definición clara de cuál es la escala de la velocidad 

angular, por lo que ambos análisis son susceptibles de ser mejorados. En este 

sentido, en este trabajo se plantea retomar el mismo análisis planteado en los dos 

trabajos antes mencionados, pero usando el parámetro de perturbación obtenido 

por Chaves et al., [13], el cual es dado por la siguiente expresión: 

 
2

0 ( . ), 1 b
H  




   

donde 
7 -1

0 4 10 H m      es la permeabilidad magnética del vacío,   es la 

susceptibilidad magnética del ferrofluido, H  es la amplitud del campo magnético,  

es el tiempo efectivo de relajación de las partículas y   es el coeficiente 

fenomenológico de “vortex viscosity” del ferrofluido. Por tanto, este trabajo tiene 

como objetivo, obtener una solución para el flujo de ferrofluido entre dos placas 

paralelas infinitamente largas a partir de la teoría de DMAI usando como parámetro 

de perturbación el dado en la Ecn. (1.b) y que permita verificar el efecto del término 

ω×M  sobre el campo de flujo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


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Capítulo 1 

 

MARCO TEÓRICO 

 

1.1 Análisis del sistema 
 

Como se mencionó antes, este análisis busca obtener una solución para el flujo de 

ferrofluido entre dos placas paralelas infinitamente largas separadas por una 

distancia  . En este caso el flujo es generado por el efecto combinado de un 

gradiente de presión en la dirección z , y por un campo magnético uniforme que rota 

sobre el eje y , como es ilustrado en la Figura 1-1. En este trabajo se sigue el 

análisis de Zahn y Greer [11] para modelar el campo magnético, es decir; 

imponiendo un campo magnético en la dirección de z  y se asume que este es 

generado imponiendo un campo magnético zH  y una densidad de flux magnético 

xB  dependientes del tiempo pero espacialmente uniforme. Dichos campos pueden 

ser modelados por las siguientes expresiones: 

   , . (1.1)f fj t j t

z z x xH h e B b e
 

   

En las anteriores ecuaciones,   indica la parte real de la función compleja, zh  es 

la componente compleja del campo magnético en la dirección de z  y xb  es la 

componente compleja del flux magnético en la dirección x ; j  es el número 

imaginario definido como 1j   . Bajo las condiciones de placas infinitamente 

largas, el vector de velocidad lineal y de velocidad angular de las partículas pueden 

ser aproximados como:  z zv xv i   y  y yxω i . 
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Figura 1-1: La ilustración muestra una capa de ferrofluido de espesor  entre dos placas 
infinitamente largas. Los campos de velocidad traslacional v  y de giro de las partículas   

es asumido que depende solo de la coordenada x . El campo magnético es modelado 

imponiendo un campo magnético en z  y una densidad de flux magnético en x  desde 

fuentes externas. Ambos campos son uniformes pero dependientes del tiempo. 

 

1.2 Ecuaciones Ferrohidrodinámicas 
 

El conjunto de ecuaciones ferrohidrodinámicas está constituido por la ecuación de 

continuidad para un fluido incompresible (1.2), la ecuación de momento lineal (1.3) 

y la ecuación de momento angular interno (1.4); ecuaciones que describen la parte 

hidrodinámica del problema. Adicionalmente se incluye para el problema magnético 

la ecuación de magnetización de Shliomis (1.5) y las ecuaciones de Maxwell en el 

límite magneto-cuasiestático (1.6). 

 

 

 
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

     


   

 

 

  

Las condiciones de frontera para el campo magnético son: la continuidad para el 

componente normal de la inducción magnética  o B M H  Ecn. (1.7); y el salto 

𝜔𝑦(𝑥) 

𝑣𝑧(𝑥) 

 
z 

x 

𝛿

= 1 
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en la componente tangencial del campo magnético debido a una distribución de 

corriente superficial K, Ecn. (1.8): 

 
 

 

0, (1.7)

, (1.8)

a b

a b

  

  

n B B

n H H K
 

Por otro lado, las condiciones de frontera para las ecuaciones de balance de 

cantidad de movimiento es la típica condición de no deslizamiento y para el balance 

de momento angular interno se usa una condición generalizada llamada de 

deslizamiento de la velocidad angular de la partícula: 

 
2

1.9s


   v   

En la Ecn. (1.3) el segundo término del lado derecho representa la fuerza de cuerpo 

generada por un gradiente del campo magnético, el cuarto término tiene en cuenta 

la parte antisimétrica del tensor de esfuerzos que surge por la diferencia entre los 

vectores de vorticidad local del fluido 
1

2

 
 
 

× v  y velocidad angular de rotación 

promedio local de las partículas ω  y que es caracterizado por el parámetro 

fenomenológico llamada viscosidad de vórtice  , para el cual Brenner [14] obtuvo 

una expresión para dispersiones coloidales en el límite de dilución infinita: 

  01.5 1.10h    

En la anterior ecuación, h  es la fracción volumétrica de las partículas en 

suspensión y 0  es la viscosidad dinámica del fluido en el cual están suspendidas 

las partículas [15]. En la Ecn. (1.4), el primer término del lado derecho representa la 

densidad de torque magnético de cuerpo (es decir el torque generado por un campo 

externo) actuando sobre el momento magnético m  de las partículas del ferrofluido; 

el segundo término, que también aparece en la ecuación de momento lineal 

demuestra que el esfuerzo antisimétrico es el mecanismo para transformar 
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momento lineal a momento angular interno y viceversa.  Por último, el tercer término 

de la Ecn. (1.4) representa la forma en que el momento angular interno se transporta 

a través de un elemento diferencial de volumen por transporte molecular y que se 

constituye en el fenómeno principal de la teoría de difusión de momento angular 

interno. El parámetro que cuantifica este término es la viscosidad de rotación de las 

partículas o “spin viscosity”  , para el cual sólo hay estimados de su magnitud que 

lo ponen en un orden de 1910 ; y valores obtenidos por comparación de perfiles de 

velocidad experimentales con órdenes de magnitud que van en el orden de 910  a 

12 110 kg m s    y otros más recientes en el orden de 8 110 kg m s   . Esta discrepancia, 

en los valores de '  ha generado mucha controversia de tal forma que la teoría de 

DMAI ha sido rechazada por muchos investigadores entre ellos Shliomis [8], 

Felderhof [16], Rosensweig [7]. 

Con el fin de obtener un parámetro de perturbación   que permita usar el método 

de perturbación regular para la solución de las ecuaciones ferrohidradinámicas, 

Chaves et al., realizaron un análisis de escalas obteniendo como resultado las 

siguientes variables escaladas:  

 

 

 
2 2 2

0 0 0

,       ,       ,       ,       Ω 1.11

,    ,    1.12
Ω Ω Ωδ

f

i

i i i

x
x t t

p
p

K K K


   

  

     

    

  

M H
M H

ω v
ω v

 

 

Donde, f  es la frecuencia adimensional. Usando las escalas (1.11) y (1.12) 

en las Ecns. (1.2) hasta la (1.6), y despreciando los efectos inerciales en las 

ecuaciones de momento lineal y angular interno se obtiene: 
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 

2

2

2

(1.13)

(1.1

2
Ω

4
2 4

Ω

Ω Ω Ω

,     

4)

(1.15)

(1.10 6)

e

e

eq

i

i

p

t

 

 



 

 
 



      


     


     



    

0 M H

M H
0 v

MM
v M ω M M

H 0 M

v

H

   



 





  

Donde, se definió 
2

2 4
,

'
    e

e

 
   

 
   . 
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Capítulo 2 

 

ANÁLISIS DE FLUJO 

 

2.1 Método aplicado a las ecuaciones Ferrohidrodinámicas 
 

Con el fin de usar el método de perturbación regular,  se expanden cada una de las 

variables dependientes del problema por medio de una serie de potencias de la 

forma: 

0

(2.1)n

n

n






θ θ  

donde θ  representa las variables dependientes del problema             v, ω, M, H, B .  

Después de esto se reemplaza cada una de las variables expandidas en cada una 

de las ecuaciones ferrohidrodinámicas y sus condiciones de frontera. 

Posteriormente, se recolectan todos los términos de potencias iguales, obteniendo 

el problema de orden cero, orden uno, etc. En este método, la solución de la 

ecuación perturbada se acerca a la solución de la ecuación no perturbada cuando 

0  . 

 

2.2 Problema de Orden Cero 
 

Usando el método de perturbación regular en las Ecns. (1.13) a (1.16), y agrupando 

los términos multiplicados por potencias de  e
0   se obtienen el problema de orden 

cero: 
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 

2

0 0 0 0 0

2

0 0 0 0 02

0
0 0

0 0 0

(2.2)

(2.3)

(2.

2

Ω

1 4
2 4

4)

(

Ω

Ω

0 2, .5)

e

e

i

p

t

 

 



 



      

      


 



    

0 M H ω v

0 M H v ω ω

M
H M

H 0 M H    

 

2.2.1 Problema magnético de orden cero 

 

La solución al problema magnético fue obtenida por Zahn y Greer, sin embargo 

nosotros la retomamos aquí con el fin de explicar la metodología. Usando las 

escalas definidas en la Ecn. (1.11) en la Ecn. (1.1) se obtiene: 

   
   

, (2.6)

, (2.7)

jt

z z

jt

x x

H t h e

B t b e




 

La dependencia funcional de zH  y xB  con la suposición que la película de fluido es 

infinitamente larga en las direcciones y  y z  satisface las leyes de Ampère y Gauss: 

 

(2.8,  )

(2.9)0,

z
y

i
x

H
i

x

B

x










  




 

H 0

M H





 

Por otro lado la magnetización generada por los campos impuestos hace que zH  y 

xB  dependan de la coordenada x . Estos argumentos  permiten asumir que los 

vectores H , M  y B  tienen la forma funcional: 

    
      

    

0 ,0 ,0

0 ,0 ,0

,0 ,00

, , (2.10)

, , (2.11)

, , (2.12)

jt

x x z z

jt

x x z z

jt
x zx z

x t h x h e

x t m x m x e

x t b b x e

   

   

   

H i i

M i i

B i i
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Donde xm  y zm  son las componentes complejas de magnetización. Reemplazando 

las Ecns. (2.10) y (2.11) en la ecuación de magnetización (2.4), se obtiene el sistema 

algebraico 

,0 ,0 ,0

z,0 z,0 z,0

(2.13)

(2.14)

x x xjm h m

jm h m

  

  
 

cuya solución es, 

 
 

z,0

z,0

(2.15)
1

(2.16)
1

x,0

x,0

h x
m x

j

h
m

j


 


 

 

La componente compleja del campo magnético en dirección x , puede ser obtenida 

usando la expresión adimensional del vector de densidad de flux magnético 

  B M Η , y la Ecn. (2.15) obteniendo: 

 1
(2.17)

1

x,0

x,0

b j
h

j

 


  
 

En conclusión los vectores de campo magnético y de magnetización son uniformes 

para el problema de orden cero. 

2.2.2 Fuerza magnética y densidad de torque magnético para el problema de 

orden cero 

 

De las Ecn. (2.17) es fácil notar que el campo magnético para el orden cero es 

uniforme por tanto el vector de fuerza magnética es cero 0 0 H 0  . No obstante, 

existe la componente y  de la densidad de torque magnético la cual es dada por la 

expresión: 

,0 ,0 ,0 z,0 x,0 (2.18)y x zl H M H M   
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Luego considerando las componentes en las Ecns. (2.10) y (2.11), se reemplazan 

en (2.18), donde se obtiene 

       ,0 ,0 (2.19)jt jt jt jt
y x z,0 z,0 x,0l h e m e h e m e     

Como se puede observar en la ecuación anterior, el torque es dependiente del 

tiempo, mientras que los respectivos términos inerciales de las Ecns (2.2) y (2.3) 

han sido despreciados teniendo en cuenta que el flujo es de bajo número de 

Reynolds y el momento de inercia de las partículas magnéticas es pequeño. Por 

este motivo se usó el promedio en el tiempo de la componente y de la densidad del 

torque magnético para la cual se utilizó la identidad dada por Melcher [17] para el 

obtener el promedio espacial o temporal de dos funciones periódicas escritas en 

forma de funciones complejas:  

     
1

(2.20)
4

j t j tae be ab a b        

donde el superíndice asterisco denota el conjugado de la función compleja. Se 

utiliza también la ecuación de densidad de flux magnético (2.12) para obtener la 

expresión para el torque magnético ,0y
t

l   

    

   

2 * *

,0 ,0 ,0 ,0

,0
22 2

1 1
(2.21)

2 1 1

z x z x

y
t

j j h b j j j h b
l

  



           
  

    
 

 

Tomando 1zh    y  xb j  se obtiene la expresión promediada en el tiempo para 

densidad de torque magnético del problema de orden cero: 

 
    

2

,0
22 2

1
(2.22)

1 1
y

t
l





  


   
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2.2.3 Problema hidrodinámico de orden cero 

 

Teniendo en cuenta las suposiciones anteriormente mencionadas, la componente 

 z  del momento lineal y la componente  y  del momento angular interno son:  

2

2

,0,0

2

2

,0 ,0
,0,02

4 1
2 4

Ω

2
0, (2.23)

0, (2.24)

yze

y z
yy

t
e

dd v dp

dx dx dz

d dv
l

dx dx

 

 









  

  



 

Como se puede observar de la Ecn. (2.23), se asume que el flujo es generado 

también por un gradiente de presión constante actuando en la dirección del flujo. 

Con el fin de resolver el sistema de ecuaciones se integra la ecuación de momento 

lineal obteniendo la siguiente expresión:  

 0

,0 1

,
(2.

2
25)y

e e e

zdv dp
x C

dx dz

  


  

 
   
 

 

La anterior expresión es ahora remplazada en la ecuación (2.24) para obtener una 

ecuación diferencial no homogénea de segundo orden con coeficientes constantes 

para la velocidad angular promedia de las partículas  

 

22 2 2
,0 2

,0

,0 12
(2.2

24 Ω
6

2
)

e

y
ty

yd dp
x C

dx dz

l   
 



 
     

 
  

cuya solución es: 

       1
2

,

,0 3

0

hSin Cos (2.27)h
2 24 Ω

ye
t

y

Cx dp
x C x C x

dz

l
  





 
     

 
 

Introduciendo la Ecn. (2.27) en la Ecn. (2.25) e integrando de nuevo, se obtiene el 

perfil de velocidad translacional en la dirección de z : 
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     
2

3 2 1

,0

,0 4

2
h h

2 2
Sin Cos (2.28

Ω
)

y
t

z

e

x dp
C x C x x C C

d

l
v x

z




 




 
         
 

   

Por último, las constantes de integración 21 3, ,C C C  y 4C , son obtenidas usando las 

condiciones de frontera 

 
,0

,,0

,0

0

(2.290,   0,   0

1,   0,  

)

(2.300 )

z

yz

yx v

x v





  

  
  

en las Ecns (2.27) y (2.28). Las expresiones resultantes para las constantes de 

integración se presentan en el anexo A. 

 

2.3 Problema de Primer orden 
 

Las ecuaciones ferrohidrodinámicas a resolver para el problema de primer orden 

son obtenidas agrupando los términos que tengan como coeficiente el parámetro  

obteniendo: 

 

 

 

 

2

0 1 1 0 1 1 1

2

0 1 1 0 1 1 12

2
01

0 0 0 0 1 1 0

1 1 1

2
0

Ω

1 4
0 2 4

Ω

Ω Ωv

(2.31)

(2.32)

(2.33)
10

(2.34

Ω

, )0

e

e

i

p

t

 

 



 



     

       


     



    

 



M H M H ω v

M H M H v ω ω

HM
M ω M M H H

H 0 M H

    

 



    

  

En las anteriores ecuaciones de nuevo se deprecia los términos inerciales de las 

ecuaciones de balance de momento lineal y angular interno. Adicionalmente aquí 

resaltamos que el último término del lado derecho de la ecuación (2.33) surge de 

expandir la expresión de Langevin a una serie de potencias, con el fin de introducir 

el efecto de campos magnéticos altos conforme aumenta el orden del problema y 

entonces obtener una mejor aproximación. 

1
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2.3.1 Problema magnético de primer orden 
 

Se procede a resolver el problema magnético de primer orden, similarmente como 

se hizo para el orden cero. Para esto asumimos ahora una forma funcional similar 

a la usada para el problema de orden cero, es decir: 

    
      

    

1 ,1 ,1

1 ,1 ,1

,1 ,11

, , (2.35)

, , (2.36)

, , (2.37)

jt

x x z z

jt

x x z z

jt
x zx z

x t h x h e

x t m x m x e

x t b b x e

   

   

   

H i i

M i i

B i i

 

No obstante, cuando se evalúa el último término del lado derecho de la ecuación de 

magnetización de Shliomis (Ecn. (2.33)) se obtienen las siguientes expresiones para 

la componente x : 

 

 
  

          

     
 

         
       

 

2
2 2

,0 ,0 ,0 5
2 2

4 22 2

4 6

5 2 3 2

4 6 8

{

10 1

1 4 8 1 12 4 3 16
Cos 5

24 64 36 5 8 1 2

1 2 1 8 32 15
Sin 5 } (2.38)

5 1 8 11 2 8 21 8 4

x x zH H H

t

t





      

   

     

     

  

 

           
 
        
 

        
 
            

  

Y para la componente z : 

 

 
  

             

          

2
2 2

,0 ,0 ,0 4
2 2

4 2 2 2 6

22 2

10 1

{ 1 2 2 1 2 8 3 4 4 9 Cos 5

4 1 1 2 2 3 Sin 5 } (2.39)

z x zH H H

t

t





      

   

 

 

             
 

        

  

Por tanto este resultado nos dice que se debe tener en cuenta el quinto armónico 

en la forma funcional de los vectores de magnetización y campo magnético. Aunque 
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esto puede hacerse, el problema se torna complicado por lo que se tomará solo el 

primer término de la expansión de serie de potencias haciendo el análisis 

estrictamente valido para intensidades del campo magnético que tienden a cero. 

Teniendo en cuenta lo anterior las componentes x  y z  de la ecuación de 

magnetización son: 

,1

z,0 ,1 ,1

z,1

,0 ,

,

,0 ,1

0

1

, (2.40)

, (2.41)

x

x

x z z

y

y

x

dM
M H M

dt

dM
M H M

dt





   

    

 

Usando las Ecns. (2.10) y (2.11) en las anteriores ecuaciones, se obtiene el 

siguiente sistema algebraico 

,0

,

,1 z,0 ,1 ,1

z,1 0 x,0 z,1 z,1

, (2.42)

, (2.43)y

x xy xjm m m h

jm m m h





   

    
 

del cual se pueden obtener las siguientes expresiones para las componentes de la 

magnetización y del campo magnético para el problema de primer orden:  

 

 
  

  

 
 

  

 
 

  

,

,1

2

1

0

,

,1

,0

0

1 1
(2.44)

1

1 2
(2.45)
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   

 

Para obtener la Ecn (2.46) se usó la expresión ,1 ,1 ,1x x xb m h  . Es de notar que a 

diferencia del orden cero, para el orden uno las componentes de la magnetización 

así como la componente x  del campo magnético son dependientes de la 

coordenada x  como consecuencias que ahora la ecuación de magnetización tiene 

en cuenta el término 0 0ω M . 
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2.3.2 Fuerza Magnética y densidad de torque magnético para el problema de 

primer orden 
 

Teniendo en cuenta que el campo magnético para el orden cero es uniforme, la 

forma vectorial de densidad de fuerza magnética se reduce a 

,1

0 1 ,0 (2.47)
x

x x

dH
M

dx
 M H i   

No obstante, la componente x  de la fuerza no contribuye a la generación de flujo. 

Por otro lado, la densidad de torque magnético está dado ahora por la expresión: 

 1 0 1 1 0 (2.48)   l M H M H  

Aunque no se extenderá en el procedimiento matemático para el cálculo del torque 

ya que es el mismo que se aplicó en el problema de orden cero se da la expresión 

final obtenida para este: 

 ,1 , 00 ,2 (2.49)y y
t t

y xl l     

Donde ,0y
t

l  es el torque para el orden cero definido en la Ecn. (2.22) y   es una 

constante definida como, 

 
 

   

2

22 2

2 2 2Ω Ω

2 1 Ω 1 Ω
(2.50)

 



    

 


 
 

   

Se observa que la Ecn. (2.49) es dependiente del momento angular interno del 

sistema de orden cero, lo que quiere decir que el torque para el primer orden es 

dependiente de la posición. 
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2.3.3 Problema hidrodinámico de primer orden 

 

Considerando que la solución del sistema de primer orden se halla de igual forma 

como se realizó en el orden cero, se omitirán algunos sencillos pasos, pero si se 

nombraran los que tienen importancia en esta solución. 

Considerando que el gradiente de presión del sistema de primer orden es el mismo 

que el de orden cero, se procede a hallar la primera integral de la ecuación de 

momento lineal, 

   ,1

,1 5 (2.51)
2

yy
e e e

z dp
x C

dx dz

dv   


  
     v  

Esta se reemplaza en la ecuación de momento angular interno para obtener la 

siguiente ecuación, 

 

2 22 2
,1 2

, ,11 52
(2.52)

2 2 4 Ω

y
y

t

e
y

dp
C x

dx d

d
l

z

   
 



 
  

 
   

Comparando con la ecuación para el orden cero, vemos que se obtiene la misma 

ecuación diferencial pero con una diferente función de forzamiento. Por tanto la 

solución particular de la ecuación es también la misma de la ecuación (2.26) siendo 

diferente solo en la solución de la parte no homogénea. La solución de la Ecn. (2.52)  

es: 

   

   

 

,1 1 52 2

2 3 7 3

0

2

6

,

1
{ 8 Ω 2 Ω 4 Ω 4 Ω

16 Ω
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16 Ω ()Sinh 53} 2. )

y e e e e

e e e

y
t

e

dp
C C x

dz

C x C C x C x C

l

C x

        


         

 

   

   

 
    

 

    



  

Con el fin de obtener el perfil de velocidad lineal para el problema de orden uno, se 

reemplaza la Ecn. (2.53) en la Ecn. (2.51) y se integra para obtener 
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 
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Con el fin de obtener las constantes 5 6 7, ,C C C  y 8C  usamos las condiciones de 

frontera de no deslizamiento para el problema de orden uno: 

,1

,1

,1

,1

(2.55)0,   0,   0

1,   0,  5  .0 (2 6)

z

z

y

y

x v

x v





  

  
 

Usando el software de MATHEMATICA® 9.0, se obtienen el valor de las constantes 

las cuales dependen también de las de orden cero, y sus valores se presentan en 

el anexo B. 
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Capítulo 3 

 

RESULTADOS Y ANÁLISIS 

 

3.1 Análisis de los perfiles de velocidad lineal y angular 
 

En la Figura 3-1, se presentan los resultados de la soluciones de orden cero y uno 

para los perfiles de velocidad angular de las partículas y de velocidad lineal con 

gradiente de presión igual a cero. Los perfiles fueron obtenidos usando las 

propiedades físicas y magnéticas reportadas por Torres-Díaz et al., [6] para un 

ferrofluido de ferrita cobalto (Tabla 3-1) y un valor de  k =10 y  e = 0.108. 

  

Figura 3-1: Perfiles para la velocidad angular promedio de las partículas y la velocidad 
translacional para los análisis de orden cero, uno y la solución asintótica compuesta 
obtenidas por el método de perturbación regular con  e = 0.108 y  k =10   obtenidas con las 

propiedades de un ferrofluido de ferrito de cobalto en agua. 

Propiedades 
Físicas 

 m Pa s     0 m Pa s      
i    s   nmpD  

WBF-1 1.03 1.02 0.213 0.106 1.67x10-5 14.3 

Tabla 3-1: Propiedades físicas del ferrofluido ferrito cobalto en agua. Obtenida de la 
referencia [6] 
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Como se puede ver de la figura, el análisis predice flujo del ferrofluido por la acción 

del campo magnético rotativo. De ambos perfiles, el angular y lineal, se puede 

observar que la única diferencia entre el orden cero y uno consiste en la magnitud 

de la respectiva velocidad, no obstante las características cualitativas de los perfiles 

se mantiene para cada orden. Adicionalmente el perfil de velocidad combinado 

resulta ser parecido en magnitud al del orden cero en virtud del pequeño valor del 

parámetro de perturbación. Por otro lado, es claro que obtener una solución para el 

problema de segundo orden solo incrementará la magnitud del flujo en un valor de 

magnitud despreciable debido a que el próximo término estaría multiplicado por e
2  

lo que hace innecesario resolver el problema de segundo orden. El hecho de 

solamente necesitar un par de términos para obtener una buena aproximación del 

problema, es una de las principales cualidades del método de perturbación regular.  

En cuanto a las características del flujo, los perfiles de velocidad lineal muestran 

que el flujo se dirige en la dirección positiva de z  para valores de 0 0.5x   y en la 

dirección contraría  para valores de x  entre 0.5 y 1. Este contraflujo generado puede 

ser explicado usado el balance de momento angular interno de la siguiente forma: 

sobre las superficies de las placas la velocidad angular de las partículas es cero 

debido a la condición de frontera usada, por lo que el momento angular interno es 

balaceado por la vorticidad del fluido. Ya que el momento angular interno es positivo, 

la vorticidad es positiva cerca de ambas superficies y la única forma de que esto se 

dé es que la velocidad del fluido sea negativa en la vecindad de x   y positiva en 

los alrededores de 0x  . 

En la Figura 3-2, se muestra el efecto del parámetro adimensional  , el cuál es 

inversamente proporcional al coeficiente de spin viscosity a través de la definición: 

2
2 4

e

 


 



 

Tal parámetro resulta ser de importancia para análisis de flujo de ferrofluido, pues 

como se observa en la Figura 3-2, cuando no existe gradiente de presión, a medida 
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que disminuye el spin viscocity (lo que hace que   aumente) se crea un perfil de 

velocidad de forma senosoidal entre las placas, hasta que se llega a un máximo 

punto en magnitud donde este perfil decae y se encuentra dirigido cada vez más 

cerca hacia las paredes de las placas. Cabe resaltar que cuando el parámetro   

tiende a cero   , no se crea un perfil de velocidad, puesto que la viscosidad 

del fluido es tan grande que no permite que las nanopartículas roten y no se genere 

flujo lo cual va de acuerdo con la teoría de Difusión del Momento Angular Interno 

(DMAI). 

  

Figura 3-2: Perfiles de momento angular de las partículas y velocidad lineal del ferrofluido 

para diferentes valores del parámetro   con 0.5 mT    , 0
dp

dz
  y 150 z H f  . 

En la Figura 3-3, se presenta el perfil de velocidad del sistema compuesto según va 

teniendo en cuenta el efecto del gradiente de presión.  
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Figura 3-3: Perfil de v  compuesta  0 1v v v   obtenidos por el método de perturbación 

regular para diferentes valores de 
dp

dz
 con 0.5 mT    , 10   y 150 Hz    con un 

campo magnético rotatorio. 

De esta figura, se puede observar que el flujo generado por el campo magnético es 

fácilmente opacado por el gradiente de presión, cambiando la forma del perfil de 

velocidad hasta llegar a una forma similar al obtenido por el flujo entre dos placas 

sin campo magnético. 

Se hicieron graficas (Figura 3-4) de los perfiles de velocidad para evaluar el efecto 

de la frecuencia de rotación del campo y del campo magnético sobre el flujo. 

  

Figura 3-4: Perfiles  de  velocidad  para  diferentes  valores  de  )a  frecuencia f  con 

3.3   y H 4mT  y )b amplitud del campo magnético H  con 3.3   y 150Hzf  . 

De las anteriores graficas se puede observar que a medida que aumenta el campo 

magnético o la frecuencia del sistema, también lo hace el perfil de velocidad en 

magnitud puesto que las nanopartiulas se sentirán más susceptibles a estos 

aumentos. 

Por último, se realizó una comparación cualitativa con los perfiles de velocidad 

obtenidos por Zanh y Greer, encontrando buen acuerdo con ellos.  No obstante, un 

estudio del efecto del término  ω×M  no puede ser realizado a cabalidad ya que el 

parámetro de perturbación multiplica este término en la ecuación de magnetización, 
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haciéndolo aún despreciable en comparación a los otros términos de la ecuación. 

Un análisis del efecto de este término solo podría ser llevado a cabo en soluciones 

validas a campos altos donde dicho término es relevante haciendo necesario una 

solución de tipo numérica. Por otro lado, la solución obtenida en este trabajo  diverge 

de la solución obtenida por Rinaldi y Zahn [12] ya que su solución involucra 

funciones de senos y cosenos, mientras las de este análisis y el presentado por 

Zahn y Greer [11] involucran funciones hiperbólicas o exponenciales. Esto último 

posiblemente a las escalas obtenidas en su análisis. 
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Capítulo 4 

 

CONCLUSIONES 
 

 Las soluciones obtenidas en este proyecto fueron realizadas utilizando el 

método de perturbación regular, con el cual se presenta un buen acuerdo 

cualitativo con respecto a la referencia [11]. 

 

 Se obtuvo una solución asintótica para el flujo de ferrofluido entre dos placas 

infinitamente largas inducido por un campo magnético. Los perfiles de 

velocidad lineal predicen contraflujo del ferrofluido situación muy diferente al 

flujo obtenido para un fluido no estructurado movido por un gradiente de 

presión. 

 

 Se confirma una vez más que la teoría de DMAI predice el flujo del ferrofluido 

bajo las condiciones antes descritas. No obstante, la solución obtenida es 

restringida al caso de amplitudes del campo magnético que tiende a cero 

debido a la necesidad de incluir armónicos de alto orden en la forma funcional  

del campo magnético y la magnetización haciendo la solución más compleja. 
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Capítulo 5 

 

RECOMENDACIONES 

 

 Para determinar el efecto del término  ω×M  requeriría obtener más 

términos de la solución asintótica por lo que se recomienda abordar este 

estudio desde una solución numérica. 

 

 Se recomienda realizar un diseño experimental que permita validar las 

predicciones de la teoría de DMAI. 
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ANEXO A 

Por no hacer tan extensas las Constantes, los términos nombrados como ,0y
t

l  y  

zdp

dz
 se nombraran como  ,0yl  y P  respectivamente. 

Constantes de integración de los perfiles de cantidad de movimiento lineal y 

momento angular interno para el orden cero. 
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ANEXO B 

Constantes de integración de los perfiles de cantidad de movimiento lineal y 

momento angular interno para el primer orden. 
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