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Resumen

Titulo: Construccion del concepto de permutacion en estudiantes de matematicas desde la
perspectiva de la Teoria APOE”
Autor: Astrid Carolina Archila Prada™

Palabras Clave: Permutacion, Teoria APOE, Ordenacion, Funcion biyectiva

Descripcion: Esta investigacion se centra en la construccion del concepto de permutacién tanto
en la ordenacion (en relacion con técnicas de conteo) como funcion biyectiva (en el contexto de
Teoria de Grupos y Matematica Discreta) en el curso de Matematica Computacional de la carrera
de Matematicas. Este concepto es esencial para el desarrollo de areas como la Combinatoria, la
Teoria de Grafos, entre otras. Sin embargo, los estudios en educacion matematica han sefialado
que existen dificultades en la ensefianza y aprendizaje del concepto de permutacion, debido a la
falta de aplicabilidad y a su alto grado de abstraccion. Esto implica que los estudiantes no
diferencian la permutacion de otros conceptos de técnicas de conteo aplicando cualquier formula
para la solucion de la tarea, sin distinguir las caracteristicas en cada tarea para identificar el
concepto correcto. Es por ello que se propone disefiar una Descomposicion Genética del concepto
de permutacion que describa las estructuras y mecanismos mentales que construyen estudiantes de

matematicas, fundamentada en el disefio y aplicaciones del Ciclo de investigacion de APOE.

“ Trabajo de Grado

“ Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Maestria en Educacion Matematica. Director:
Solange Roa Fuentes. Doctora en Ciencias en la Especialidad de Matematica Educativa.
Codirector: Javier Camargo Garcia. Doctor en Ciencias Matematicas.
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Abstract

Title: Construction of the concept of permutation in mathematics students from the perspective of
APOS Theory. *
Author(s): Astrid Carolina Archila Prada!

Key Words: Pemutation, APOS Theory, Ordering, Bijective function.

Description: This research focuses on the construction of the concept of permutation in both
sorting (in relation to counting techniques) and bijective function (in the context of Group Theory
and Discrete Mathematics) in the Computational Mathematics course of the Mathematics degree.
This concept is essential for the development of areas such as Combinatorics, Graph Theory,
among others. However, studies in mathematics education have pointed out that there are
difficulties in teaching and learning the concept of permutation, due to the lack of applicability
and its high degree of abstraction. This implies that students do not differentiate permutation from
other concepts of counting techniques by applying any formula for the solution of the task, without
distinguishing the characteristics in each task to identify the correct concept. It is therefore
proposed to design a Genetic Decomposition of the concept of permutation that describes the
mental structures and mechanisms constructed by mathematics students, based on the design and

applications of the APOS Research Cycle.

“ Degree Work

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Maestria en Educacion Matematica. Director:
Solange Roa Fuentes. Doctora en Ciencias en la Especialidad de Matematica Educativa.
Codirector: Javier Camargo Garcia. Doctor en Ciencias Matematicas.
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Introduccion

El concepto de permutacion se desarroll6 bajo el enfoque de los juegos de azar, problemas
de conteo con aplicaciones en la musica, poesia y luego en la Teoria de Grupos; esto permitio al
concepto tomar un rol importante en diferentes areas como: Estadistica, Teoria de Grafos,
Criptografia y Matemaética Discreta, entre otras. Dicho concepto es un ejemplo de la estructura de
Grupo, primera estructura identificada en el desarrollo epistemolégico del algebra abstracta. Como
lo mencionan Teran y De Oleo (2021), dado al alto grado de abstraccion, la comprension del
concepto de permutacion en estudiantes es problemaética; pues es una tarea dificil para los
profesores contextualizar los contenidos y no centrarse en su aspecto puramente matematico, esto
muestra la falta de aplicabilidad con las que son tratadas. Teran y De Oleo (2021) citando a Mufiiz
et al. (2014) plantean que: “Una alternativa para solucionar este problema es crear esos contextos
de aprendizaje por medio de juegos donde se observen caracteristicas que pueden ser explicadas
desde las matematicas” (p.11)

Teniendo en cuenta esta mirada, unos de los principales retos de esta investigacion es dar
una vision aplicada de los conocimientos abstractos matematicos, donde el concepto de
permutacion tiene varias aplicaciones en diferentes contextos, como: en los juegos, los lenguajes
de programacion y los contextos de la vida real; el cual nos centraremos en contextos (juegos o
situaciones de la vida real) para el disefio de tareas y los lenguajes de programacion para la
construccion del concepto de permutacion.

La permutacion en la Teoria de Grupos es de gran utilidad en diferentes areas, ya que como
afirma Felipe y Ortiz (2018) este uso ya no queda confinado solo al ambito de la matematica pura.

Por esta razon, la permutacion como otros conceptos de algebra abstracta desempefian un papel
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importante en diferentes ramas del saber cientifico, como en: quimica, fisica, ciencias de la
computacion, teoria de la informacion, arquitectura e incluso en ciencias humanas y sociales. Sin
embargo, como sefiala Durand et al. (2015), a pesar de que los profesores son conscientes de las
dificultades que entrafian los conceptos de algebra abstracta, donde hace parte el concepto de
permutacion, se han realizado pocos trabajos sobre estas cuestiones. Por lo tanto, se puede decir
que la profundidad y complejidad de la comprension del concepto de permutacion depende de la
capacidad del estudiante para establecer conexiones entre las estructuras mentales que lo
constituyen.

De esta manera, la presente investigacion se centra en la construccion del concepto de
permutacion y sus conceptos derivados (tipos de permutaciones) como k-permutaciones
(permutaciones de un subconjunto) y permutaciones con repeticion (permutaciones de un
multiconjunto), vistos como ordenaciones (arreglos o distribuciones) y como funciones de manera
equivalente. Entender este concepto a partir de la equivalencia entre las ordenaciones y funciones,
permite que el estudiante pueda llegar a concluir que estas concepciones son las mismas para todos
los tipos de permutaciones; todo esto a partir de los elementos que plantea la Teoria APOE (Arnon
et al., 2014). En este sentido, se busca disefiar una Descomposicion Genética (DG) del concepto
de permutacion, mediante la descripcion de las estructuras y mecanismos mentales que evidencian
estudiantes de Matematicas al desarrollar un curso de Matematica Computacional; teniendo en
cuenta las aplicaciones del concepto en diferentes contextos y la utilidad de las herramientas
tecnoldgicas, especialmente los lenguajes de programacion que permiten la reflexion y abstraccion
para la construccion del concepto de permutacion (Asiala et al., 1998).

Este documento esta organizado en siete capitulos. En el capitulo 1 se exponen los

Antecedentes, donde se realiza una revision de diferentes investigaciones sobre el concepto de
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permutacion tanto en la Matematica, con el objetivo de observar las funciones que tiene el concepto
en las diferentes areas, especialmente en las diferentes ramas de las mateméticas. Como en la
Educacion Matemaética, donde se muestra diferentes investigaciones que abordan la ensefianza y
aprendizaje del concepto desde diversas perspectivas tedricas; teniendo en cuenta los desarrollos
en diferentes areas que tiene el concepto.

El capitulo 1 permite mostrar que existen diferentes perspectivas tedricas que abordan el
concepto de permutacion, en particular se muestra como diferentes investigaciones abordan el
concepto de permutacion basadas en la Teoria APOE; es decir, se muestran las conexiones que
son posibles de definir a través de las estructuras y mecanismos mentales que propone la Teoria
APOE, para abordar el concepto en la educacién matematica. De esta manera en el capitulo 2 y 3,
se presenta el Planteamiento del Problemay el Objetivo, donde se problematiza la complejidad del
concepto de permutacion, tanto en la ensefianza como en el aprendizaje, presentando asi, la
pregunta y el objetivo de investigacion.

En el capitulo 4 denominado Marco Tedrico, se describen los principales elementos que
componen la Teoria APOE (Arnon et al., 2014), que fundamenta esta investigaciéon y guia el
proceso metodoldgico que nos permite llegar a responder la pregunta de investigacion y cumplir
con el objetivo. Este proceso metodologico, es presentado en el capitulo 5 denominado
Metodologia, el cual explica el Ciclo de investigacion que propone la Teoria APOE y menciona la
utilizacion de las tres etapas del ciclo mediante una interaccion continua. Como variacion
metodoldgica la aplicacion del ciclo no se realiza una vez, como es comun en las investigaciones
que utilizan la Teoria APOE; sino que la aplicacion del ciclo se hara dos veces, con el fin de llegar

a la validacion de la Descomposicion Genética para responder a la pregunta de investigacion.
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El proceso metodoldgico se realiza en el capitulo 6, el cual consta de dos apartados; en
cada apartado se describe la realizacion de cada aplicacion del ciclo; es decir, como se usa cada
una de las etapas del ciclo en cada aplicacion. Asi, en la primera aplicacion, la primera etapa
denominada Analisis Tedrico permite el disefio de la primera Descomposicién Genética Hipotética
(DGH,), con base en este primer modelo cognitivo se continua con la segunda etapa del ciclo,
Disefio e Implementacion de instrumentos, en esta se disefia una prueba diagnostica y se observa
la clase del curso de Matematica Computacional, los resultados de estos instrumentos se analizan
mediante la tercera etapa denominada Recoleccion y Analisis de datos.

Estos resultados generan un refinamiento del modelo cognitivo y permiten que se continle
aplicando el ciclo llegando asi a la segunda aplicacion de este, donde el segundo Analisis Teorico
describe el segundo modelo cognitivo que se genera a partir del refinamiento de la primera DGH
denominado DG H,, este modelo permite el disefio del Taller 1y la continuacion de la observacion
con base en la DGH, . Los resultados de los analisis del Taller 1 permiten la validacion del modelo
cognitivo refinado y la observacion de la clase analizada bajos las estructuras de la DGH generan
una variacion de este modelo cognitivo, que se propone como un posible disefio para una futura
investigacion.

Finalmente, en el capitulo 7, se presentan las conclusiones y resultados que permiten
responder la pregunta de investigacion y cumplir con el objetivo, el cual se basa en el disefio de
una Descomposicion Genética Validada que describa las estructuras y mecanismos mentales para
la construccion del concepto de permutacion. Ademas, se presentan algunas sugerencias para

futuras investigaciones y posibles contribuciones metodoldgicas.
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1. Antecedentes

En este capitulo, los antecedentes se presentan por medio de dos apartados que buscan
determinar como se desarrolla el concepto de permutacion tanto en las mateméticas como en la
didactica de las matematicas. El primer apartado permite visibilizar una fraccion del inicio y
desarrollo del concepto de permutacion; esto con la idea de mostrar que la permutacién no solo
aparece en los problemas de conteo, sino que también es parte importante en algebra abstracta y
otras areas de las matematicas.

Gracias al desarrollo matematico que se presentan en los antecedentes, se puede evidenciar
que el concepto de permutacion empieza como ordenaciones con ciertas caracteristicas definiendo
la permutacion en diferentes tipos. A medida que se sigue utilizando la permutacion, en especial
la permutacion de un conjunto de n elementos diferentes para atender a diversas necesidades en
otras aplicaciones de las matematicas, se fue consolidando su definicion, como funcién biyectiva
de un conjunto finito sobre si mismo, convirtiéndose en un primer ejemplo de estructura de Grupo;
llegando a tomar un rol importante en lo que actualmente se conoce como Teoria de Grupos. Esto
permite ver que la permutacion es un concepto matematico abstracto, lo que puede generar
dificultades cognitivas en los estudiantes, lo que lleva al segundo apartado de este capitulo, donde
se muestran revisiones que se preocupan en el aprendizaje y la ensefianza del concepto de
permutacion.

Dichas dificultades se ven en diferentes areas de las matematicas y en el transcurso de los
niveles educativos. Una de las dificultades que tienen los estudiantes sobre el concepto, aparece
en los problemas de conteo, al no poder diferenciar cuando en un problema se aplica el concepto

de combinacion o de permutacion; esto puede darse debido a la falta de enfasis en las
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caracteristicas de la permutacion. En otras areas, como el &lgebra abstracta, se presentan
dificultades debido a su complejidad y la poca aplicabilidad con la que es presentado el concepto
de permutacion. Por lo tanto, en este apartado se abordan investigaciones relacionadas con las
dificultades reportadas.

Estas investigaciones abarcan el concepto de permutacion por medio de dos concepciones
aisladas, es decir solo como problemas de conteo viendo la permutacion como ordenacion; o solo
como problemas en algebra abstracta tomando el concepto como funcidn biyectiva de un conjunto
en si mismo; sin mencionar que estas dos concepciones son equivalentes y que a partir de una se
puede entender o construir la otra. Permitiendo entender como funcion y ordenacion las
permutaciones, las k-permutaciones y las permutaciones con repeticion.

Algunas de estas investigaciones utilizan contextos como juegos y herramientas
tecnoldgicas para mejorar la comprension de las permutaciones. Por lo tanto, este trabajo tiene en
cuenta los antecedentes, con el fin de desarrollar una investigacion que describa las estructuras y
mecanismos mentales del concepto de permutacidén que considere las dos concepciones; con el
objetivo de que el estudiante logre establecer una equivalencia del concepto de permutacién como
ordenacion y como funcién, mediante el uso de contextos y los lenguajes de programacion.

1.1 El concepto de Permutacion en Matematicas

Segun Biggs (1979) y Dominguez (2016) el concepto de permutacion se fue desarrollando
simultaneamente junto con el concepto de combinacion, para el uso y la implementacion de
problemas de conteo. Esto permitio que a lo largo de la historia se desarrollara interés por estos
conceptos, definiendo caracteristicas claves para cada uno de estos conceptos. Este desarrollo y su
formalizacion motivo avances en diferentes areas y promovio el desarrollo de nuevas teorias como:

la combinatoria, la probabilidad y estadistica, la teoria de juegos, entre otras.
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El concepto de permutacion comienza como ordenaciones, desarrollandose diversas
caracteristicas de este concepto, definiendo distintos tipos de permutaciones como: las
permutaciones de un subconjunto (k-permutaciones), las permutaciones de un multiconjunto
(permutaciones con repeticion) y la mas conocida como permutacion sin repeticion. Esta ultima
permutacion conocida como permutacion de conjunto de n elementos diferentes es utilizado en
otras areas de las matematicas, esto permitio que el desarrollo de este concepto tomara un valor
muy importante en el algebra abstracta, llegando a definirse como una funcién biyectiva, y asi ser
una de las primeras estructuras algebraicas.

Como lo mencionan Biggs (1979) y Piaget y Garcia (1982) el concepto de permutacion sin
repeticion se presenta como una herramienta para encontrar un método de solucion, por medio de
una sustitucion que permitiera convertir la ecuacion original en una ecuacion “reducida” cuyo
método de solucion fuera conocido. Segun Piaget y Garcia (1982), el concepto de permutacion de
un conjunto finito empieza a tomar una transformacién, ya que Cauchy empieza a considerar la

“permutacion” (A, ) al orden de las letras (ordenacién) y la “sustitucion” como la transicion de una
. . Aq . N
permutacion A, a otra permutacion A, y la representa |, " ). Lo que Cauchy denomina sustitucion,
2

es lo que actualmente se entiende por permutacion como la cantidad de funciones biyectivas de un

f:K->K
A — Ay

conjunto finito en si mismo, denotada:
Este conjunto finito era entendido en esa época como n cantidades diferentes; lo que lleva
a concebir las permutaciones como “funciones de n cantidades”. Esas cantidades ya empiezan a

representarse como cantidades indeterminadas, definiendo la “multiplicacién” de sustituciones

(composicion de permutaciones), la sustitucion idéntica y la sustitucion inversa (la inversa de una
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permutacion); lo que da paso a la constitucién de la primera estructura algebraica, la estructura de
Grupo.

Esta definicion del concepto de permutacion fue de gran ayuda para el desarrollo de lo que
actualmente conocemos como Grupo, asi la permutacion toma un rol central en la Teoria de
Grupos, lo que lleva al desarrollo de otras areas ya mencionadas anteriormente. Esto permite
observar como fue la construccion del concepto de permutacién. Por esta razén, se realiza un
andlisis historico-epistemolégico como elemento del andlisis tedrico que sera mencionado mas
adelante.

En este orden de ideas, este trabajo de investigacion asume un enfoque del concepto de
permutacion no simplemente como ordenacion; sino, ademas como una funcion. Esto permite
comprender el concepto de permutacion de tal manera que se puedan desplegar otros conceptos de
algebra abstracta y aplicaciones en otras areas. Por esta razon, cuando se mencione el concepto de
permutacion se entiende por los distintos tipos de permutacion tanto como ordenaciones y como
funcion.

Un ejemplo de un tipo de permutaciones, como las permutaciones de n elementos finitos
diferentes son los anagramas de palabras, estos son una reordenacion de los elementos de un
conjunto finito; vistos como una funcién biyectiva de un conjunto de letras sobre si mismo. Sea

{a,m, 0,7} el conjunto de 4 letras del abecedario, una permutacion de este conjunto en notacion

amor)
roma’’

matematica de dos pisos es (

En este ejemplo, esta permutacion también se puede ver como funcidn, especificamente
funcidn biyectiva ya que no se repiten los elementos del conjunto. Viéndose de la siguiente manera:
si a cada letra del conjunto finito le asigno una “posicion”, es decir, si a esta en la posicion 1, m

en la posicion 2, y asi respectivamente. Se puede observar que la permutacion permite cambiar las
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letras en diferentes posiciones, teniendo en cuenta que una letra no puede estar en dos posiciones
al mismo tiempo y que cada posicion solo debe tener una letra. Esta permutacion analizandose
como funcién cambia a a que estaba en la posicién 1 a la posicion 4 (f (1) = 4), a m que estaba
en la posicion 2 la cambia a la posicion 3 (f(2) = 3), y asi sucesivamente con todas las palabras
del conjunto.

Con lo dicho anteriormente, y con los ejemplos mostrados se puede ver la equivalencia que
hay entre la ordenacion y la funcién, en las permutaciones. Sin embargo, como el concepto de
permutacion se ha desarrollado a lo largo de la historia en diferentes areas, y se ha definido de
diferentes maneras, puede llegar a existir dificultad en la terminologia usada, lo que ha generado
que se confunda con el concepto de combinacion; como afirma Biggs (1979, Traduccidn propia):

Las palabras "permutacion” y "combinacion” han adquirido significados matematicos precisos,
pero tal precisién no se observa en el uso nativo. La dificultad se agrava, en los estudios histéricos,
por el hecho de que los traductores de obras antiguas tienden a utilizar los significados vagos y
aleatorios, en lugar de los matematicos. Asi, hay que tener en cuenta que una obra que parece tratar
de Permutaciones y Combinaciones puede, en realidad, no tratar de ninguno de estos temas, o de
uno, o de ambos. (p. 111)

Una de las mayores confusiones que hay entre estos dos conceptos aparece en los
problemas de conteo, por falta de distincion en las caracteristicas de estos conceptos, como el
orden, la repeticion, entre otras (Dominguez, 2016; Salgado, 2007). Ademas de esta dificultad se
han observado otras diversas dificultades en la ensefianza y aprendizaje del concepto, que han sido

estudiadas y abordadas desde diferentes investigaciones; a continuacion, se presentan algunas.
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1.2 El concepto de Permutacion en Didactica de las Matematicas

Las permutaciones tienen diversas acepciones o definiciones dependiendo al contexto o el
area donde es utilizado, debido a esto, se encuentran diversas dificultades asociadas a la
comprension del concepto. Al concebir el concepto de permutacion como ordenacion, se tiene
como prioridad el orden, sin embargo, puede suceder que no se comprenda lo que implica dicho
orden ni las caracteristicas que tienen las permutaciones como la repeticion. Una de las dificultades
para los estudiantes es poder distinguir qué problemas de conteo se aborda la permutacién con o
sin repeticion, la permutacion de un subconjunto o la combinacion con o sin repeticion, esto se
debe a no poder identificar el uso de cada concepto; por esta razon, es muy comun que las
permutaciones se entiendan como combinaciones.

Diversos investigadores como Dominguez (2016), Salgado (2007), Cartes et al. (2022),
mencionan que una de las dificultades de los estudiantes desde el bachillerato hasta el nivel
universitario, es diferenciar entre problemas relacionados con las permutaciones y las
combinaciones en areas como estadistica y matematica discreta. Esto se debe a que no se
comprende el concepto como un reordenamiento de un conjunto finito de elementos, es decir, a la
cantidad total de funciones que se establecen entre los conjuntos.

Dominguez (2016) y Salgado (2007) se enfocan en la dificultad que tienen los estudiantes
para aprender los conceptos de permutacién y combinacién, tanto en el area de probabilidad y
estadistica a nivel de bachillerato como en el area de la matematica discreta a nivel universitario.
Aunque estos autores manejan este concepto en dos areas diferentes y lo llaman de diferente
manera (permutacion u ordenacion), se direccionan hacia los problemas de conteo, tomando en
comun la dificultad que tienen los estudiantes en diferenciar las combinaciones de las

permutaciones. En particular dichos autores, muestran que los estudiantes no logran distinguir las
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caracteristicas relevantes del problema, es decir, si el problema es de orden o no y cuél de los dos
conceptos usar. Dominguez (2016) y Salgado (2007) concluyen que los problemas de conteo son
dificiles pues requieren de un andlisis cuidadoso de su estructura para que el problema no se aborde
de forma mecanica.

Por lo tanto, dichas investigaciones con el fin de responder a estas dificultades plantean
propuestas didacticas, para promover la ensefianza y aprendizaje de las permutaciones Yy
combinaciones apoyadas en la Teoria APOE. Esta teoria centra su atencion en las construcciones
mentales necesarias para la construccién de conocimiento matemético. Dominguez (2016) y
Salgado (2007) buscan que los estudiantes logren deducir si en una situacion hay orden y/o
repeticion, desarrollar generalizaciones con base en los procesos realizados sin utilizar formulas y
resolver ejercicios de permutaciones. Por medio de las Descomposiciones Genéticas Validadas y
las propuestas didacticas creadas, se concluye que la construccion de las estructuras y mecanismos
mentales de los conceptos de permutacion y combinacion son una herramienta fundamental para
una mayor comprension de los estudiantes al abordar los problemas de conteo.

Como se ha mencionado, la permutacion de un conjunto de n elementos diferentes también
se puede entender como la cantidad de funciones biyectivas que se establecen de un conjunto finito
en si mismo, y no solo son Utiles en los problemas de conteo, sino en otras areas que abarcan el
algebra abstracta. Asi, por medio de la comprensién del concepto de permutaciébn como
ordenacion, el estudiante puede lograr abstraer una definicion mas amplia del concepto, como una
funcion. Por su parte, Asiala et al. (1998) se enfocan en comprender las construcciones mentales
realizadas por los estudiantes que aprenden permutaciones y simetrias, y como estas

construcciones sirven para promover la comprension de otros conceptos, pero no toma en cuenta
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que puede partir del concepto como una ordenacidn, sino que lo toma como funcion biyectiva, y a
partir de la construccion de funcion, llegar a la construccion del concepto de permutacion.

La investigacion realizada por Asiala et al. (1998) es parte de un programa de investigacion
y desarrollo curricular, disefiado para aumentar la comprension del desarrollo cognitivo de
estudiantes universitarios, a medida que aprenden los conceptos fundamentales de Teoria de
Grupos y Teoria de Anillos. Este modelo del concepto de permutacion como funcion biyectiva,
sirve de apoyo para la construccién del concepto de simetria sustentado en concebir las simetrias
como grupos de permutaciones; y con esto, potenciar otros conceptos de algebra abstracta como:
ciclos, co-clases, subgrupo, subgrupo normal, entre otros. Este estudio fue realizado desde la
perspectiva de la Teoria APOE, a partir de la aplicacion del Ciclo de investigacién, proponiendo
una descripcién de las construcciones mentales especificas que un estudiante puede realizar para
desarrollar la comprension del concepto. Con base en esto se disefia una DG como resultado del
Anélisis teorico de los conceptos de permutaciones y simetrias, teniendo en cuenta la aplicacion
del concepto de funcién.

Asiala et al. (1998) sustentan el disefio e implementacion en su investigacion a través del
desarrollo de clases tradicionales y clases informaticas, en estas utilizan el programa ISETL
(Interactive SET Language) con el fin de fomentar una mayor exploracion de los conceptos,
asignandoles a los estudiantes tareas en este lenguaje de programacion. Este lenguaje se usa con
el objetivo de estimular la reflexion de los conceptos de permutacion y simetrias, buscando abstraer
conceptos que no se habian estudiado formalmente en la clase. La implementacion del software se
propone como una estrategia pedagogica mas acorde con la forma en la que se cree que lo

estudiantes llegan a comprender los conceptos matematicos. Siguiendo este orden de ideas, y de
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acuerdo con Asiala et al. (1998) los lenguajes de programacion son Utiles porque permite que los
estudiantes reflexionen y logren abstraer y construir mejor algunos conceptos matematicos.

A pesar de que, esta herramienta tecnoldgica es de gran ayuda, y permite la reflexion del
concepto, se debe pensar que debido a la abstraccion del concepto es una tarea dificil
contextualizarlo, por eso una de las dificultades es la falta de enfoque de estos contextos. Por lo
tanto, diversas investigaciones (Felipe y Ortiz, 2018; Terdn y De Oleo, 2021; Villareal, 2016;
Carmona, 2013) se centran en abordar el concepto de permutacion, enfocandose en la creacion de
diferentes contextos, que permita observar las aplicaciones que tiene el concepto en el desarrollo
de juegos como el Cubo de Rubik, Puzzle 15, volteo de campanas, entre otros.

Dichas investigaciones, mencionan que una de las principales dificultades del aprendizaje
del concepto de permutacion es su alto grado de abstraccién, esto conlleva que también sea una
tarea dificil para los docentes contextualizar el concepto. Una de las maneras en que se ha abordado
esta dificultad, es a través del estudio y creacion de contextos de aprendizaje por medio de juegos;
asi como promover el uso de herramientas tecnoldgicas, como HTML, JavaScript, CSS, GAP,
entre otros. Por medio de esto, se llega a ver la aplicabilidad del concepto de permutacion en
diferentes areas como: calculo de probabilidades, matematica discreta, criptografia, entre otras;
donde cada investigacion aborda esta dificultad desde diversas areas y niveles de ensefianza.

A continuacién, exponemos algunas de dichas investigaciones destacando los elementos
de cada contexto. Como se ha mencionado anteriormente, el concepto de permutacion se presenta
en diferentes niveles de ensefianza, de esta manera, estas investigaciones se mostraran en el orden
educativo, es decir, empezando a nivel de bachillerato, posteriormente a nivel universitario y

terminando en nivel de posgrado (maestria).
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Villareal (2016) propone un recurso digital llamado “El rescate del Reino”, como una
iniciativa que pretende contribuir significativamente al aprendizaje de las permutaciones sin
repeticion, dado que, para este autor el concepto de permutacion suele ser ensefiado de forma
superficial o simplemente es excluido. El objetivo principal de este trabajo es determinar los
aportes del uso de El rescate del Reino, como recurso educativo digital adaptivo. A partir de esto
se busca mostrar modelos de aprendizaje y herramientas de la educacion adaptiva, potencializando
la ensefianza del concepto. Ademas, Villareal (2016) identifica cuéles son los saberes previos que
necesita un estudiante de grado 11 (16 afios edad promedio) para comprender el concepto de
permutacion sin repeticion.

Uno de los mayores aportes del recurso digital es el favorecimiento de la educacion
inclusiva (educacidn para todos), que reconoce que los seres humanos aprenden de distinta manera
y que en la escuela se debe valorar y abordar los diferentes estilos de aprendizaje. Asi, El rescate
del Reino, se basa en un entorno medieval fantastico donde un pais es amenazado por el resurgir
de unos caballeros negros que en el pasado estuvieron a punto de destruirlo. El usuario debe
encargarse de salvar el reino, a través de la superacién de algunas pruebas asociadas al aprendizaje
y ejercitacion del célculo de permutaciones sin repeticion.

Villareal (2016), inicialmente realiza dos pruebas: primero una prueba diagnéstica, donde
identifica qué presaberes necesita el usuario para el aprendizaje del concepto, a partir de esto, se
le asigna una ruta al usuario hasta nivelar los presaberes requeridos. La segunda prueba, lo clasifica
segun su estilo de aprendizaje, para esto utilizan la clasificacion de Kolb, asignandole un personaje.
Después de nivelar los presaberes necesarios, se empieza a cumplir cada nivel, las elecciones y

respuestas que se van dando en el transcurso de la historia pueden variar su camino.
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Para la recoleccion e interpretacion de los datos Villareal (2016) plantea dos categorias: la
Accion y el Conocimiento. En la primera categoria, la Accién, profundiza sobre aspectos
relacionados con la inclusion. En la segunda categoria, el Conocimiento, analiza el aprendizaje de
las permutaciones sin repeticiones, considerando los siguientes factores: i. Estrategias empleadas
en la ordenacién de elementos, ii. Uso de diferentes sistemas de representacion, iii. Calculo de
permutaciones con o sin subgrupos, y iv. Diferenciacion entre los conceptos de permutacion y
combinacion. Con base en esto, Villareal (2016) crea cuatro instrumentos de recoleccion de datos,
que menciona los presaberes, los problemas trabajados y preguntas para determinar el nivel de
comprension de los estudiantes sobre el concepto después de participar en el juego. Estos
instrumentos fueron:

— Cuestionario sobre presaberes. Se indaga por el uso del simbolo factorial,
evaluacion de funciones, uso de diagramas de arbol, conteo y tablas de doble entrada.

— Cuestionario de problemas. Plantean tres situaciones problema para ser resueltas a
través del calculo de permutaciones béasicas con subgrupos.

— Cuestionario de salida. Proponen una prueba sobre la ordenacién manual de
elementos y el célculo de diferentes permutaciones sin repeticion.

— Entrevista. Proponen las siguientes preguntas: ¢;Qué son las permutaciones sin
repeticion?, ¢En qué se diferencia una permutacién de una combinaciéon?, ;Como se calcula una
permutacion sin repeticion?, ¢De qué otras formas se puede calcular una permutacion sin
repeticion?

Como resultado de la implementacion y el analisis de resultados, Villareal (2016) concluye

que:
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[...] en su mayoria, los estudiantes comprendieron los procedimientos asociados al calculo de
permutaciones desde las distintas representaciones y algoritmos; en especial lo que corresponde a
la ordenacién manual; no obstante, se evidencio que en preguntas indirectas o en ejercicios en los
que el célculo de permutaciones no es solicitado explicitamente mediante expresiones como “de
cuantas maneras”, “de cuantas formas” o “cuantos arreglos se pueden formar” los estudiantes no
utilizaron los métodos aprendidos. (p. 100)

La investigacion desarrollada por Villareal (2016) muestra que es posible lograr el
aprendizaje de las permutaciones sin repeticion, si se atienden a los presaberes necesarios y se
abordan procedimientos a través de las distintas estrategias que los sistemas de representacion
proveen.

El disefio de juegos es considerado un factor potente a la hora de construir nociones
asociadas a la permutacion. Siguiendo la linea del nivel de ensefianza, Teran y De Oleo (2021)
proponen el uso del “Juego del 15” o Taken como una herramienta de motivacion para profundizar
en el aprendizaje de las permutaciones en estudiantes de nivel universitario; estos estudiantes estan
desarrollando un curso de algebra moderna. Debido a la pandemia, se realiza la implementacion
del Juego del 15, por medio de una plataforma virtual, desarrollada con herramientas tecnoldgicas
como HTML, JavaScript y CSS para adaptar el juego a las necesidades pedagodgicas de ese
momento. El uso del juego busca profundizar la ensefianza e incentivar la abstraccion del concepto
de permutacion a través de sus propiedades.

Teran y De Oleo (2021) afirman que el uso del juego permite llegar a distintos niveles de
conocimiento, que pueden ir desde dar la definicidn de los conceptos de permutacion hasta utilizar
algoritmos para determinar el nimero de permutaciones necesarias. El disefio planteado por los

autores incluye instrumentos de evaluacion que deben tener en cuenta: El entendimiento de los
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conceptos matematicos fundamentales con relacion a permutaciones, la eficiencia de los
algoritmos que utiliza para dar solucion al juego, la capacidad para formular hipétesis de manera
clara sobre las permutaciones e identificar las propiedades de las permutaciones inmersas en el
juego.

El disefio incluye un cuestionario que debe ir completdndose a medida que se juega, cuya
funcion es evaluar la ejecucion de movimientos, la interpretacion de la relacion de las
permutaciones con el juego y la identificacion de las propiedades. Teran y De Oleo (2021)
proponen una rabrica de evaluacion que busca cuantificar el conocimiento logrado por los
estudiantes sobre los conceptos tedricos y propiedades de las permutaciones, su habilidad para
establecer algoritmos propios que le ayuden a resolver el juego y que puedan comunicar sus ideas
haciendo uso correcto del lenguaje algebraico.

Siguiendo esta linea a nivel de ensefianza, Felipe y Ortiz (2018) realizan su investigacion
en la asignatura Métodos Algebraicos y sus Aplicaciones; esta asignatura esta orientada en
profundizar en el estudio de las principales estructuras algebraicas tratadas de forma abstracta y
en el conocimiento de una vision mas aplicada de dichas estructuras en ambitos tan diversos como
la criptografia, teoria de codigos, teoria de autdmatas, lenguajes formales, etc. Con el fin de dar
una vision mas aplicada de los conocimientos abstractos matematicos, utilizan juegos como el
Cubo de Rubik y Puzzle 15, donde los diferentes movimientos llevan implicitos el concepto de
permutacion.

Este trabajo tiene dos objetivos en el aula, estos son: modelizar algunos puzzles y
rompecabezas utilizando conceptos basicos de Teoria de Grupos e, ilustrar algunos métodos de
resolucion de estos mediante el uso del software GAP (Groups, Algorithms and Programming),

especializado en la computacion en Teoria de Grupos y Algebra Discreta. Enfocandose en que los
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estudiantes trabajen con aplicaciones reales de la Teoria de Grupos, mediante la formulacion de
problemas cotidianos que les son familiares, poniendo en valor el uso de la abstraccion tedrica y
la modelizacion matematica. Por ejemplo, la resolubilidad del juego de puzzle, les permite motivar
la introduccidn de la paricidad de las permutaciones y los grupos alternados. Para luego plantear
ejercicios con otros juegos como los anillos tricolores de Rubik y el juego To Spin, que pueden
modelizarse de una forma similar aplicando grupos de permutaciones.

Los contextos para abordar la dificultad en el concepto de permutacién no solo son
abordados por medio de juegos y herramientas tecnoldgicas, sino también se han encontrado
situaciones de la vida real. Un ejemplo de ello es el trabajo de Albanese (2014) que realiza una
investigacion desde la Etnomatematica, cuyos objetivos son: describir y contextualizar artesanias
de trenzados y estudiarlas. Esto lo hace por medio de la identificacion de los constructos
matematicos implicitos en ellas; para encontrar el desarrollo de estos constructos, realiza un
analisis del trenzado simple de tres hilos. Este analisis es descrito a traves de una secuencia de dos
permutaciones, cada una constituida por una sola transposicion, lo que permite observar que uno
de los principales constructos matematicos implicitos en el trenzado es el concepto de permutacion
y sus propiedades.

Se pueden observar tres aspectos importantes para lograr la comprensién del concepto de
permutacion, segun los resultados de las investigaciones expuestas: la construccion del concepto
por medio de las estructuras y mecanismos mentales, la aplicabilidad del concepto por medio de
contextos de juegos y la utilizacion de las herramientas tecnologicas para lograr la reflexion y
comprension del concepto. Estas investigaciones abordan la comprension del concepto, mediante

un aspecto de los mencionados anteriormente de manera aislada a los otros aspectos, o0 mediante
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los aspectos de aplicabilidad en los contextos de juegos y la utilizacion de las herramientas
tecnoldgicas; pero ninguna es abordada mediante los tres aspectos al tiempo.

Por lo tanto, estos trabajos serén de utilidad en el proceso de esta investigacion que tomara
el concepto de permutacion como fue mencionado anteriormente. Queriendo lograr que lo
estudiantes construyan las estructuras y mecanismos mentales, de tal manera que puedan percibir
que estas dos concepciones son equivalentes. Por medio de problemas de aplicabilidad que

contengan la utilizacion de herramientas tecnoldgicas, como lo son los lenguajes de programacion.

2. Planteamiento del Problema

Partiendo de los elementos descritos en el capitulo anterior, el concepto de permutacion
comienza a desarrollarse desde el bachillerato, donde segun Villareal (2016) “El estudio de las
permutaciones sin repeticion corresponde a el estandar basico de competencias en matematicas:
resuelvo y planteo problemas usando conceptos basicos de conteo y probabilidad-combinaciones,
permutaciones, espacio muestral, muestreo aleatorio, muestreo con reemplazo” (p.16). Villareal
aclara que estas permutaciones sin repeticion suelen ser ensefiadas de forma superficial o
simplemente son excluidas. Sin embargo, esta relegacién del concepto no es conveniente, pues
este corresponde a un objeto matematico influyente en diversos campos de las matematicas.

El concepto de permutacion aparece a nivel universitario y de posgrado en diferentes areas
de las matematicas, especialmente en Teoria de Grupos, donde es usada la permutacion de un
conjunto con n elementos diferentes, como funcion biyectiva potenciando el desarrollo de la
estructura de Grupo. De alli con la estructura de los grupos de permutaciones se pueden entender

otros conceptos de algebra abstracta, ya que esta estructura aparece de manera natural al considerar
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el conjunto de todas las aplicaciones biyectivas que mantienen una estructura determinada, es decir
los grupos de permutaciones generan una estructura.

Como lo mencionan diferentes autores como Dominguez (2016), Salgado (2007), Villareal
(2016) y Felipe y Ortiz (2018) los estudiantes presentan dificultades en comprender el concepto
de permutacion debido a su alto grado de abstraccion y la falta de aplicabilidad, centrandose en su
aspecto puramente matematico. Esto sucede no solamente con el concepto de permutacion, sino
con lamayoria de los conceptos en el algebra abstracta o Teoria de Grupos, donde se ha encontrado
poca investigacion, pero estas investigaciones en los Ultimos afios han aumentado. Como menciona
Oktag (2016): “Desde 2001 se ha producido un aumento en este tipo de estudios, aunque todavia
se puede afirmar que el nimero de estudios publicados en esta area (algebra abstracta) es escaso
en comparacion con otros a nivel de pregrado” (p.298)

Por ende, se plantea la siguiente pregunta de investigacion: ¢ Qué estructuras y mecanismos
mentales construyen estudiantes de un curso de mateméatica computacional sobre el concepto de
permutacion?

Para dar respuesta a esta pregunta, en el siguiente capitulo se plantea el objetivo que guia

el desarrollo de la presente investigacion.

3. Objetivo

3.1 Objetivo General
Disefiar una Descomposicion Genética Validada del concepto de permutacion que describa
las estructuras y mecanismos mentales que construyen estudiantes de un curso de matematica

computacional.
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Para responder a la pregunta y cumplir con el objetivo planteado en esta investigacion, se
considera como marco tedrico, la Teoria APOE. A continuacion, se presentan los elementos que

se utilizaran para el desarrollo de la investigacion.

4. Marco Teodrico

La Teoria APOE, acronimo de Accion, Proceso, Objeto, Esquema, (Arnon et al., 2014)
tiene como interés estudiar la forma en que se construyen o aprenden los conceptos o nociones
matematicas. Como menciona Salgado (2007) la Teoria APOE da una base tetrica al analisis de
la forma en que las ideas matematicas de los alumnos evolucionan y, al mismo tiempo, encuentra
una manera para ayudar a los alumnos a estructurar las construcciones necesarias para que esta
evolucion tenga lugar y el aprendizaje de los conceptos sea mejor. Esto permite pensar en la teoria
como una herramienta que ayuda a explicar los posibles modelos cognitivos que pueden ser
construidos por un individuo; para asi llegar a sugerir formas de aprendizaje y estrategias para una
mejor comprension de los conceptos 0 nociones matematicas.

Esta teoria tiene como referencia epistemoldgica la Teoria de Piaget, puesto que toma las
ideas Piagetianas sobre la manera de pasar de un estado de conocimiento a otro. Por esto, la Teoria
APOE esta compuesta por estructuras mentales denominadas: Acciones, Procesos, Objetos y
Esquemas. Estas estructuras se construyen y se relacionan por medio de mecanismos mentales

como: interiorizacion, encapsulacion, coordinacion, tematizacion, entre otras.
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4.1 Estructuras y Mecanismos mentales

Las estructuras y mecanismos mentales se organizan y reorganizan gracias a la experiencia
de los estudiantes con nuevas situaciones matematicas. En la Figura , se muestra la forma de
relacionar las estructuras a partir de algunos mecanismos mentales.
Figural

Estructuras y Mecanismos mentales de la Teoria APOE

Esquema
Interiorizacion
Acciones
Procesos
Coordinacién
i Reversion
Objetos
Encapsulaciéon
Des-encapsulacion

Nota. Tomado de APOS theory: A framework for research and curriculum development in
mathematics education (p. 18), por Arnon et al., 2014, Springer.

El proceso de construccion del conocimiento no es lineal, la Figura permite la explicacion
para la posible ruta de construccion de un Esquema mental asociado a un concepto o nocién
matematica. A continuacion, se explica cada una de las estructuras mentales y la forma en que se
relacionan y construyen con los mecanismos mentales, utilizando como ejemplo el concepto de
funcidn, que es de utilidad para esta investigacion, debido a que una manera de definir el concepto

de permutacion es como una funcion.
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Este ejemplo se menciona desde el punto de vista de Asiala et al. (1998), ilustrando cada
estructura a la luz de la comprension que pueden lograr los individuos sobre el concepto de
funcion.

— Accion: Consiste en las transformaciones que un individuo puede realizar sobre
objetos construidos previamente, esto es, cualquier operacién mental repetible que transforma de
alguna manera un objeto. Estas estructuras se manejan por influencias externas que requieren
desarrollarse paso a paso y no implica una reflexion por parte del individuo.

Por ejemplo, para el concepto de funcién, Asiala et al. (1998, Traduccion propia) sefiala
que un estudiante tendra la concepcion de Accion “cuando se requiere que la funcion venga dada
por una expresion que contenga instrucciones completas y explicitas sobre los pasos que hay que
dar para evaluar la funcién en un punto” (p. 16)

— Proceso: Es la interiorizacion de las Acciones a través de una secuencia de
repeticion de la Accion, lo que permite que los individuos sugieran algun tipo de reflexién frente
a algunas situaciones matematicas; es decir, el individuo ha construido un Proceso si es consciente
de la Accion, en lugar de seguir instrucciones externas.

Por lo tanto, segin Asiala et al. (1998, Traduccion propia) el estudiante tendrad la
concepcion Proceso “cuando sea capaz de pensar en una funcidn como si recibiera una o mas
entradas, realizara una 0 mas operaciones con las entradas y devolviera los resultados como salidas
sin necesidad de calcularlos, realmente” (p.16)

— Objeto: Esta estructura es estatica, a diferencia de la Accion y el Proceso que son
dinamicas, ya que se reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un Proceso, toma el Proceso
como una totalidad y se da cuenta de que las transformaciones pueden actuar sobre €l, y es capaz

de construir tales transformaciones. Esto quiere decir, que el individuo encapsula el Proceso en un
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Objeto. Quien tiene una concepcion Objeto logra des-encapsular el Objeto vuelta al Proceso del
que procede con el fin de utilizar sus propiedades.

En el caso de las funciones segun Asiala et. al (1998, Traduccion propia), el estudiante
tiene la concepcion Objeto, “cuando el estudiante logra encapsular y des-encapsular, de tal manera
que logre realizar Acciones o Procesos sobre funciones, como sumar, multiplicar funciones, o
formar conjunto de funciones” (p.16)

- Esquema: Son las estructuras més grandes, que contienen otras estructuras y estan
relacionadas con un concepto matematico especifico. Como afirma Trigueros (2005):

Los Esquemas son colecciones de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas que estan

relacionados consciente e inconscientemente en la mente de un individuo en una estructura

coherente y que puedan ser empleados en la solucion de una situacion problematica que involucre

esa area de las matematicas. (p. 11)

La construccién de estas estructuras y mecanismos mentales permiten crear una
Descomposicion Genética que bajo la teoria es planteada como modelos cognitivos de
construccién de conceptos 0 nociones matematicas.

4.2 Descomposicion Genética

La Descomposicion Genética (DG) es un modelo cognitivo que describe las estructuras y
mecanismos mentales que un individuo realiza para construir un concepto o nocion matematica
especifica. Es decir, tiene como fin la organizacion del conocimiento necesario para la
construccién del concepto o nocion matematica, por medio de una estructuracién que orienta el
aprendizaje de los estudiantes hacia los procesos de comprension del concepto o nocion

matematica.
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Como menciona Asiala et al. (1996) se parte de una Descomposicion Genética Hipotética
(DGH), la cual es considerada como aquella que no ha sido aprobada experimentalmente. Luego
la DGH debe refinarse o validarse con base en los resultados obtenidos, ya sea en la
Implementacion de actividades o en la Recoleccion y Anélisis de datos con el uso de los
instrumentos de recoleccion, y la interaccion continua con el Andlisis Te6rico; que son etapas del
Ciclo de investigacion de la Teoria APOE.

Estas Descomposiciones Genéticas se fundamentan por medio de las experiencias de
ensefianza o aprendizaje, los resultados de investigaciones previas, los analisis de libros de texto
y el desarrollo histérico-epistemoldgico de los conceptos 0 nociones matematicas, entre otros.
Segun Arnon et al. (2014) las Descomposiciones Genéticas de un concepto o nocién matematica
no son unicas, puesto que: “no proporcionan una forma unica en la que todos los estudiantes
construyan un concepto o nocién matematica especifica” (p. 40)

Para obtener una descripcion mas especifica y préxima a la construccién de las estructuras
y mecanismos mentales de los conceptos matematicos que necesita el individuo, la teoria presenta
un Ciclo de investigacion que sirve como herramienta para explicar los posibles modelos
cognitivos.

4.3 Ciclo de investigacion de la Teoria APOE

El Ciclo de investigacion que propone la teoria APOE es una herramienta que puede usarse
para explicar los modelos cognitivos que pueden construir los estudiantes, para la comprension de
algunos conceptos matematicos y asi sugerir formas en que los alumnos puedan aprender estos
conceptos.

La Figura 2, muestra las tres etapas del Ciclo de investigacion que propone la teoria APOE,

este ciclo puede repetirse tantas veces como sea necesario para entender la epistemologia del



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE PERMUTACION 36

concepto y obtener estrategias pedagdgicas efectivas para ayudar a los estudiantes en el
aprendizaje. La primera etapa denominada Anélisis tedrico intenta describir las construcciones
mentales que los estudiantes deben hacer para entender el concepto, en este caso, el concepto de
permutacion. Esta etapa se realiza con base en: analisis epistemologicos, anlisis de libros de texto,
la experiencia de los investigadores y resultados de investigaciones previas, entre otros.

Figura 2

Ciclo de investigacion que propone la Teoria APOE

Andlisis Teérico

Recoleccion y Analisis | —— . | Disefio e Implementacion
de datos —_— de instrumentos

Nota. Tomado de APOS theory: A framework for research and curriculum development in
mathematics education (p. 94), por Arnon et al., 2014, Springer.

El objetivo principal del Andlisis Tebrico consiste en disefiar una DGH del concepto que
determine un camino viable, de tal manera, que un estudiante pueda seguirlo para construir dicho
concepto de manera exitosa. Asi, por medio de este analisis y el disefio de una DGH, se puede
abordar la segunda o la tercera etapa del Ciclo de investigacion. La segunda etapa denominada
Disefio e Implementacion de instrumentos, consta del disefio de tareas, ejemplos de aplicaciones
del concepto que se dan en clase y sirven para ayudar a los estudiantes a construir las estructuras
y mecanismos mentales necesarios para el aprendizaje del concepto y que pueden ser encontradas

también mediante la observacion de la clase.
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Latercera etapa del ciclo: Recoleccion y Analisis de datos, la cual puede ser abordada desde
la primera o segunda etapa del ciclo, tiene como fin el refinamiento o validacion de una DGH, esto
se propone a través del disefio e implementacion de talleres, cuestionarios, entrevistas
semiestructuradas y observaciones que permiten un analisis de la informacion obtenida para llegar

a la formulacion de una Descomposicion Genéetica Validada (DGV).

5. Metodologia

La presente investigacion de corte cualitativo se centra en la descripcion de las estructuras
y mecanismos mentales que evidencian estudiantes de los programas de Matematicas y
Licenciatura en Matematicas de una universidad publica colombiana, cuando abordan la
construccién del concepto de permutacién en un curso de Matematica Computacional.

Esta investigacion utiliza el Ciclo de investigacion que propone la Teoria APOE, tomando
las tres etapas: i. Analisis Teorico, ii. Disefio e implementacion de instrumentos y iii. Recoleccion
y analisis de datos. La metodologia se realiza a partir de la interaccion entre las 3 etapas, como se
ilustraen la jError! No se encuentra el origen de la referencia.; este ciclo se disefiay aplicamasd
e una vez, con el objetivo de refinar una descomposicion genética y alcanzar su mayor grado de
validez (Arnon et al., 2014). En esta investigacion, esto esta determinado por la diversidad de
contextos que son analizados en el curso de Matematicas Computacional sobre el concepto de
permutacion y la vision del profesor y la investigadora, autora de este trabajo, lo que permite que
los estudiantes estructuren el concepto desde diferentes angulos durante el desarrollo de todo el

Curso.
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5.1 Andlisis Tedrico

Esta investigacion inicia con la primera etapa del ciclo que propone la Teoria APOE; es
decir, el Andlisis Tedrico del concepto de permutacion. Esta etapa se desarrolla a través del estudio
de aspectos histdrico-epistemoldgicos, la revision de investigaciones previas, la experiencia de los
investigadores; todos estos, sobre el concepto de permutacion. A continuacion, se explica el
objetivo de cada uno de los elementos que son utilizados para la primera etapa del Ciclo:

- Revision historico-epistemoldgica del concepto de permutacion: Busca identificar
nociones o estructuras previas, desarrollos, retrocesos y obstaculos que dieron origen al concepto.

— Experiencia de los investigadores: Este elemento es de utilidad en el momento del
disefio de la DGH.

— Revision de investigaciones previas: Busca identificar las dificultades en el
aprendizaje y la ensefianza del concepto de permutacién y sus recomendaciones para abordarlos;
esto es muy importante para el disefio de la DGH. Ademas, permite identificar descomposiciones
genéticas del concepto de permutacion o conceptos asociados a él.

Por estas razones, estos elementos son considerados como recursos importantes que
permiten determinar como los estudiantes podrian llegar a comprender el concepto de permutacion
e identificar los conceptos previos y conexiones que intervienen en su construccion. De este modo,
el desarrollo del Analisis Tedrico permite proponer una Descomposicion Genética Hipotética del
concepto de permutacion, el cual se profundiza en la seccion 6.1.1, mostrando el desarrollo de esta
etapa sobre el concepto de permutacion.

5.2 Disefio e implementacion de instrumentos
Esta etapa del ciclo de investigacion se caracteriza por el disefio de instrumentos, como:

cuestionarios, talleres, entrevistas, entre otros, que se basan en el disefio de tareas que permiten
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evidenciar o complementar la formacion de las estructuras y mecanismos mentales descritos en la
Descomposicion Genética Hipotética del concepto de permutacion (Trigueros y Oktag, 2019).
Ademas, en esta etapa se realiza como instrumento de recoleccion y andlisis de datos, la técnica
de observacion directa, ya que segiin Tamayo (2003, p.183) “es aquella en la cual el investigador
puede observar y recoger datos mediante su propia observacion”. En esta investigacion la
observacion es guiada por las estructuras y mecanismos mentales de un modelo cognitivo del
concepto de permutacién dinamico, que evoluciona a través del desarrollo curso; lo que permite
la interpretacion y analisis de los resultados de la observacion a partir de la definicién de los
constructos tedricos de APOE.

Basados en Chamorro (2003) las observaciones de clase se realizan por medio de
grabaciones y transcripciones de estas. De esta manera, en esta investigacion las interacciones
entre las etapas ii. y iii. se definen a través del disefio y analisis de cuatro instrumentos: una prueba
diagndstica, dos talleres de clase, la observacion de las clases y una entrevista semiestructuradas.
Estos instrumentos sirven como medio importante para el analisis y el refinamiento del modelo
cognitivo que permite profundizar sobre la evolucion del razonamiento de un estudiante, con
respecto a su progreso en la constitucion de las estructuras necesarias para la comprension del
concepto de permutacién, asi como de los mecanismos que las promueven.

De tal manera que, la segunda etapa, Disefio e implementacion de instrumentos, no se
realiza de manera lineal. Cada vez que se aplica un instrumento se tiene en cuenta la interaccion
continua con las demas etapas, es decir, los instrumentos de recoleccion y andlisis de datos se

disefian mediante un analisis continuo entre la primera y tercera etapa del ciclo de investigacion.
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5.3 Recoleccién y Analisis de datos

Esta tercera etapa del ciclo de investigacion se mantiene en una interaccion continua entre
las otras etapas del ciclo, que permite ir y volver a cada etapa con la finalidad de lograr el disefio
de una Descomposicion Genética Validada, con el objetivo de describir las estructuras y
mecanismos mentales que necesitan construir estudiantes de un programa de Matemaéticas y
Licenciatura en Matematica para comprender el concepto de permutacion. Esta etapa del ciclo de
investigacion finaliza cuando la evidencia empirica de los estudiantes conduzca hacia las
construcciones mentales de la Descomposicioén Genética Validada. Esta recoleccion y analisis de
datos se realiza en diferentes implementaciones, ya que este modelo cognitivo tiene mas de un
refinamiento para poder llegar a la DGV.

Para llegar a la validacién de la Descomposicidén Genética del concepto de permutacion se
realiza la aplicacion del ciclo dos veces, estas aplicaciones se pueden entender como un espiral
(ver Figura 3), donde el centro de este espiral empieza con el primer Analisis Teorico (AT;), el
cual este compuesto de la revision historico-epistemoldgica, la revision de investigaciones previas
y la experiencia de la investigadora; a partir de este andlisis se disefia el primer modelo cognitivo
(DGH,), el cual es refinado mediante el disefio y andlisis de la Prueba Diagnostica (PD) y las
primeras observaciones de clase (0b,); esto corresponde a el primer Disefio de Instrumentos (D1;)
y la primera Recoleccién de Datos (RD,).

Teniendo en cuenta este modelo cognitivo refinado (DGH,) se disefia el primer taller
(Taller 1) y se continua con la observacion de las clases (Ob,); el analisis de estos instrumentos
por medio del segundo Disefio de Instrumentos (DI,) y la segunda Recoleccién de Datos (RD,),
permite la validacion del modelo cognitivo DGH; y una variacion de este modelo cognitivo

denominado DGH, ;.
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Por lo tanto, este espiral termina con la Descomposicion Genética Validada (DGH,) y la
variacion del modelo validad, debido al analisis de las observaciones de clase; este se denomina
como DGH, ;.

Figura 3

Aplicaciones del ciclo de investigacion propuesto por la Teoria APOE
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6. Aplicaciones del Ciclo de investigacion

Esta investigacion se desarrolla en una universidad pablica de Colombia, durante el primer
periodo académico del afio 2024 (febrero-julio del 2024), con 17 estudiantes (18-25 afios) de
programas de Matematicas y Licenciatura en Matematicas que estan cursando cuarto semestre;
este grupo de estudiantes estan tomando por primera vez el curso de Matematica Computacional.
Basados en el plan de estudio del Programa, esta asignatura se incluye en el cuarto semestre,

teniendo como requisito el curso de Teoria de nimeros; ademas, se desarrolla de manera
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simultanea con las asignaturas: Algebra Moderna | y Estadistica I. Dadas las condiciones de la
malla curricular y las diferentes realidades de los estudiantes, algunos han cursado y aprobado
previamente Algebra Moderna y/o Estadistica I.

El curso de Mateméatica Computacional estd a cargo de un profesor externo a la
investigacion, esto permite a la investigadora participar en las clases como observadora, con el
objetivo de: conocer la estructura del curso, analizar los conceptos definidos por el profesor e
indagar sobre la evolucion de los estudiantes. Esta estrategia de participacion le permite a la
investigadora, identificar y analizar de manera permanente las estructuras y mecanismos mentales
que se ponen en juego en el curso, ya sea porque son promovidas por el discurso del profesor o
por la participacién de los estudiantes. Es importante mencionar que la disposicion del profesor en
esta investigacion es fundamental, ya que inicialmente permite realizar la observacion de todas sus
clases; brinda toda la informacion necesaria sobre los estudiantes, la asignatura y el objetivo del
curso.

La observacion y el disefio del modelo cognitivo propicia una interaccion constante entre
el profesor y la investigadora sobre el disefio y desarrollo de la clase; esta interaccion permite que
se disefien las clases a partir de las estructuras involucradas en el modelo cognitivo hipotético
disefiado por la investigadora. La observacion de las clases permite a la investigadora disefiar los
tipos de tareas teniendo en cuenta el proceso de construccion del concepto y las estructuras que
genera el profesor en los estudiantes en las clases. Este dialogo constante entre profesor e
investigadora logra que el profesor realice énfasis en la relacion que tiene el concepto de
permutacion con las funciones y fortalecer en ellos conceptos previos necesarios para esta
construccién del concepto, como lo son los conceptos de conjunto, funciones, relaciones de

equivalencia.
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El curso de Matematica Computacional tiene como objetivo describir, analizar y disefiar
algoritmos que permitan resolver computacionalmente problemas de diferente indole. Algunos de
los propositos de la asignatura son: explicar la terminologia de la algoritmia y de la matematica
discreta, conocer acerca de las aplicaciones que tiene la matematica computacional en otras ramas
del conocimiento. Por tanto, el contenido inicial del curso disefiado por el profesor se desarrolla
en tres grandes grupos (ver jError! No se encuentra el origen de la referencia.): preliminares, t
écnicas de conteo y aplicaciones.

Tabla 1

Contenido del curso de matematica computacional realizado por el profesor

Preliminares Técnicas de conteo Aplicaciones
Relaciones. Principios combinatorios. Grupos de permutaciones.
Funciones. Permutaciones. Grupo simétrico.
Cardinalidad. Combinaciones. Lema de Burnside.
Induccién y recursion. Principio de inclusién y Teorema de Polya.
Relaciones de orden. exclusion.

Relaciones de equivalencia.

Este curso empieza con las definiciones de conceptos preliminares como el de funcion y
cardinalidad, donde viene implicitamente la nocién de conjunto, la cual es de utilidad en la
construccién y comprension del concepto de permutacion, ya que es una estructura previa
necesaria. Después de abordar los conceptos preliminares, el contenido del curso avanza en los
conceptos de combinatoria para el uso de aplicaciones en areas como: matematica discreta y
algebra abstracta. Uno de los principales conceptos de combinatoria y técnica de conteo para la
investigadora, es el concepto de permutacion; el cual es abordado a partir de las ordenaciones y
funciones, haciendo énfasis en que las permutaciones pueden entenderse como funciones. De esta
manera, se estructura la equivalencia entre las definiciones del concepto de permutacion y funcion;

con el objetivo de comprender los conceptos de técnicas de conteo a partir de sus caracteristicas y
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expandirlas a una abstraccion méas general; lo que permite ampliar el campo de aplicabilidad del

concepto.

A partir de la dinamica y contenidos del curso, en esta investigacion se aplica tres veces el
ciclo de investigacion propuesto por la Teoria APOE, teniendo en cuenta que las tres etapas del
ciclo mantienen una interaccion continua entre ellas, esto permite el refinamiento del modelo
cognitivo hasta llegar a la validacion de este. Por lo tanto, las aplicaciones del ciclo (ver Figura 3)
en el curso de matemética computacional del semestre 2024-2 se organizan de la siguiente manera:

I.  Como primera aplicacion del ciclo, se empieza a desarrollar el primer Analisis teérico

(AT;), con base en una revision epistemoldgica y el estudio de modelos cognitivos sobre

el concepto de permutacion. A partir de este, surge el disefio de la DGH,,, en concordancia

con este modelo cognitivo se disefia el primer instrumento denominado Prueba

Diagnostica; el objetivo de esta Prueba es analizar si los estudiantes evidencian las

estructuras previas necesarias para la construccion del concepto. Ademas, se tiene en

cuenta la observacion directa del curso, con el fin de examinar como se construye el
concepto mediante la interaccién entre los estudiantes, profesor e investigadora. A partir
del analisis de estos instrumentos interesa determinar si los estudiantes reconocen las
permutaciones como funciones biyectivas u ordenaciones, asi como establecer el tipo de

tareas que abordan usando dichos acercamientos al concepto.

Il.  En la segunda aplicacion del ciclo, el Analisis Teorico se refuerza (AT,) mediante la
interaccion entre las tres etapas de la primera aplicacion del ciclo que se realizaron a partir
del anélisis de la Prueba diagnostica, la revisién historico-epistemoldgica consolidada y el

analisis de la observacidn de clase, permitiendo el refinamiento de la DGH,,. Todos estos
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elementos de cada etapa del ciclo fueron analizados en conjunto; lo que permite el disefio
de una segunda DGH denominada DG H; . Para la validacion o refinamiento de este nuevo
modelo cognitivo (DG H,) se aplica de nuevo el ciclo, teniendo en cuenta el AT, se disefia
como instrumento el Taller 1. Este Taller tiene como objetivo fomentar en los estudiantes
la coordinacidn de Procesos que permita construir un Proceso de permutacion, donde se
tiene en cuenta todas las caracteristicas de este concepto (orden, tamafio, repeticion), en
especial los tipos de permutaciones. Dicha coordinacion también se puede fomentar a partir
de la creacién de algoritmos en un lenguaje de programacion; esto lo notamos gracias a la
continuacion de la observacion de las clases, en las cuales el profesor hace uso de
algoritmos en Python para mostrar la equivalencia entre la ordenacion y funcion para el
concepto de permutacion. En esta segunda aplicacién del ciclo, el andlisis del Taller 1y la
observacién permiten la validacion del modelo cognitivo DG H, y la descripcion de una la

variacion del modelo cognitivo validado.

6.1 Primera Aplicacion del ciclo

Al tiempo en el que se realiza el Analisis teorico y el disefio del primer modelo cognitivo
se desarrolla la observacion de clase de las primeras sesiones; es decir, en la primera aplicacion
del ciclo, se observan siete sesiones de las 33 sesiones totales de clase. Cada sesion se llevo a cabo
en un tiempo aproximado de dos horas; en un sal6n de computo lo que permite que las clases sean
practicas y teoricas. En la primera sesion del curso se informa a los estudiantes sobre la
investigacion que se llevara a cabo durante todo el semestre, se explica el rol de la investigadora
como observadora, se menciona la implementacion de talleres durante la clase, las grabaciones de

las clases y la programacion de entrevistas en espacios extraclase.
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Después de la intervencion de la investigadora, el profesor presenta la dindmica del curso,
el contenido de este, enfatizando en los conceptos de técnicas de conteo y el objetivo del curso
para la construccion y aplicacion del concepto de permutacion; finalmente, se muestra el método
de evaluacion el cual consta de retos semanales basados en tareas tanto tradicionales como
informaticas (algoritmos y programacion), la realizacion de trabajos y talleres que son realizados
por la investigadora teniendo en cuenta los temas vistos y el modelo cognitivo disefiado en el
momento. En cada aplicacion del ciclo, se mantendrd una constante comunicacion entre la
investigadora y el profesor con el fin de potenciar la construccion del concepto en los estudiantes,
prevaleciendo los temas importantes para esto.

En las primeras siete sesiones el profesor inicia con las definiciones de los conceptos
previos que son mencionados en la parte de preliminares (ver Tabla 1), esto con el objetivo de
familiarizar a los estudiantes y repasar conceptos como el de funcion, cardinalidad y recursion que
son Utiles e importantes en lo que respecta a las técnicas de conteo y la combinatoria. Ya que
existen situaciones en las que los conceptos de combinatoria, especialmente el de permutacion,
pueden construirse en términos de funciones, teniendo en cuenta la cardinalidad de los conjuntos.
También se definen las relaciones de orden, las relaciones de equivalencia y los conjuntos
ordenados que son Utiles para fomentar la comprension del concepto de permutacion, lo que
permite que el estudiante estructure algoritmos para generar el total de permutaciones; por
ejemplo, la creacion del total de permutaciones a partir del orden lexicografico.

En la cuarta sesion se implementa el primer instrumento denominado Prueba diagndstica
que es disefiado con base en el primer modelo cognitivo y el Analisis Teorico; esto con el objetivo
de determinar si los estudiantes han estructurado los conocimientos previos necesarios para iniciar

la construccion del concepto de permutacion. Este instrumento permite analizar si el estudiante:
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reconoce diferentes representaciones relacionadas con el concepto de permutacion, identifica las
permutaciones como ordenacion o funcion biyectiva, hace uso de las diferentes representaciones
para abordar la tarea y conoce e identifica formulas para las técnicas de conteo correctamente.

En esta primera aplicacion del ciclo se realiza la observacion de clase del curso de
matematica computacional y se describen algunas secciones de clases que fueron relevantes para
la investigacion, ya que en estas secciones de clases se contemplan la construccion de algunas
estructuras y mecanismos mentales del primero modelo cognitivo y cémo el profesor muestra la
equivalencia de la ordenacién y funcion para el concepto de permutacion.

6.1.1 Analisis Teorico uno (AT4)

En este capitulo se desarrolla la primera etapa del Ciclo de investigacion propuesta por la
Teoria APOE. Con el objetivo de describir las estructuras (Acciones, Procesos, Objetos y
Esquemas) y los mecanismos mentales (interiorizacion, encapsulacién, des-encapsulacion, entre
otros) que puede realizar un individuo para construir el concepto de permutacion, viendo la
equivalencia entre ordenacion y funcidn biyectiva para el concepto de permutacion de un conjunto
finito de n elementos diferentes; lo que le permitira encontrar la aplicabilidad de la permutacion
en diversas areas de las matematicas. Con el fin de disefiar un modelo cognitivo llamado
Descomposicion Genética Hipotética del concepto de permutacion que describa las construcciones
mentales necesarias para la comprension del concepto. Por otra parte, se espera que este modelo
cognitivo sirva como punto de referencia para el disefio de actividades y modelos de ensefianza
que involucren la comprensién de la permutacion.

Para el disefio de este modelo cognitivo y en busqueda de la descripcién de las estructuras
y mecanismos mentales que puede realizar un individuo para construir el concepto de permutacion,

se plantean las siguientes preguntas: ;Qué presaberes debe poseer un estudiante para construir el
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concepto de permutacion? ;Qué concepciones tiene un estudiante sobre el concepto de
permutacion? Y finalmente, ;Como estas concepciones pueden promover o no la construccion del
concepto de permutacién como ordenacion y como funcion?

Las preguntas planteadas en el parrafo anterior conducen a profundizar sobre el objeto
matematico, en este caso, el concepto de permutacién. Por esta razén, se presenta una revision
historico-epistemoldgica del concepto y cémo otras investigaciones han abordado este concepto
para la enseflanza y aprendizaje (revisiones de investigaciones previas) lo que permite encontrar
otras descomposiciones genéticas de este concepto tomado como ordenacién o funcién biyectiva
de manera aislada, sin tener en cuenta la equivalencia de estas concepciones para la comprension
del concepto de permutacion.

6.1.1.1 Revision Histérico-Epistemolégica del concepto de Permutacion. La
construccion de este apartado se realiza a partir de la revision de algunas publicaciones, articulos
o libros sobre el concepto de permutacidn, entre ellos estan: Salgado (2007), Biggs (1979), Piaget
y Garcia (1982), Wilson y Watkins (2013) y Chavarria (2014). Siguiendo estos trabajos, se
presenta un recorrido histdrico-epistemolégico de la nocion de permutacién, partiendo del
concepto como ordenacién. A partir de esto, se analiza como se usa el concepto de permutacién
en otras areas como la mdsica, poesia, etc. Particularmente se profundiza en la solucion de
ecuaciones algebraicas, lo que permite que se defina posteriormente la permutacion de un conjunto
finito de n elementos diferentes como una funcion biyectiva de este conjunto en si mismo. Como
se conoce hoy en dia, estas ideas y la definicion del concepto de permutacion como funcién
biyectiva fomentaron una de las primeras estructuras algebraicas que da paso al desarrollo de la

Teoria de Grupos. Como menciona Salgado (2007) citando a Biggs (1979):
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Desde hace muchos afios se habla de permutaciones y combinaciones; sin embargo, las palabras
ordenacion (permutacion) y combinacion han adquirido un significado muy preciso dentro de las
matematicas, pero fuera de ellas no. Esto ocasiona problemas en el estudio del origen de estas
nociones, pues en las traducciones de trabajos antiguos no se hace uso de los términos en el sentido
estrictamente matematico. Asi, en la historia se encuentran trabajos que hablan de permutaciones y

combinaciones cuando en realidad solo manejan una, ambas o ninguna de las nociones. (p. 6)

Estas definiciones se caracterizan por encontrar el nimero de arreglos que se forman a
partir de los elementos de un conjunto dado, respetando ciertas reglas, como: el tamafio, el orden
o la repeticion. A continuacion, definimos los conceptos que se destacan en este recorrido
histdrico-epistemoldgico y que se utilizan a lo largo de este trabajo de investigacion:

Sea N un conjunto finito de n elementos diferentes, entonces:

- Permutacion sin repeticion o Permutacion: Este concepto tendra dos definiciones
que son equivalentes: la definicion intuitiva, entendida como un ordenamiento de los n elementos
del conjunto N y la definicién formal, que se entiende como una funcién biyectiva del conjunto N
en si mismo. El nimero total de permutaciones es B, = n!.

- k-permutaciones o Permutaciones de un subconjunto: Son permutaciones de los

subconjuntos de k elementos del conjunto N con n elementos. El nimero total de las

n!

k —permutaciones con k < nes P} = o
Sea M = {x,x5,...,x,} un multiconjunto finito con multiplicidades m,,m,, ..., m;
respectivamente, es decir x; se repite m; veces, x, se repite m, veces y asi sucesivamente.

Decimos que M tiene tamafio n = my; + m, + --- my, entonces:
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— Permutacion con repeticion o Permutacion de un multiconjunto: Son las

permutaciones de un multiconjunto M. EI nimero total de n-permutaciones con repeticion de k

tipos es P(my, my, ..., my) = y

A continuacion, se muestra un recorrido historico-epistemoldgico del concepto de
permutacion, éste se desarrolla inicialmente a través de las contribuciones de algunas culturas, para
luego centrarse en los desarrollos logrados en el siglo XVII donde el total de ordenaciones
(permutaciones) de un conjunto finito de n elementos diferentes se define a través de n!; esta
definicion formal del nimero total de permutaciones en notacién moderna con el uso del factorial
aparece por primera vez en 1634 en el libro Cursus Mathematicus de Herigonus (Salgado, 2007).

A partir del siglo XV1I realizamos el recorrido histérico-epistemologico sefialando algunas
aplicaciones en diversas areas y contextos donde emergen las permutaciones. Esto permite que se
estructure una concepcién de permutacién como funcion biyectiva de manera equivalente a la
definicion de ordenacion, que mas adelante motiva su estudio como una estructura algebraica.

El concepto de permutacion se desarrolla principalmente en tres culturas, empezando por
la cultura china, en esta cultura el concepto es netamente utilizado para el desarrollo en otras areas
como la astrologia sin enfocarse en el desarrollo o evolucién del concepto de permutacion ni otros
conceptos de la combinatoria. Siguiendo en las utilidades del concepto, la cultura india empieza a
hacer uso de las permutaciones en areas como la musica, poesia, entre otras; ademas de esto, se
empiezan a enfocar en la creacion de algoritmos para hallar el nimero total de permutaciones,
permitiendo realizar mas facilmente estas listas. Estos algoritmos permiten un acercamiento a las

formulas de las permutaciones, y a encontrar y definir las caracteristicas que tienen las
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permutaciones, como el orden, la repeticidn, entre otras; para estos tipos de permutaciones, esta
cultura encuentra formas para calcularas.

Finalmente, en la cultura occidental se hace mas importante el estudio del concepto de
permutacion, sus aplicaciones y la formalizacion de los tipos de permutaciones con sus férmulas
permitiendo evadir las extensas listas para saber el total de las permutaciones. En esta cultura
aparece la definicion de permutacion de un conjunto de n elementos diferentes como funcion
biyectiva siendo una de las primeras estructuras algebraicas, entendiendo n! como el total de
funciones biyectivas de un conjunto de n elementos en si mismo. A continuacion, se muestra este
desarrollo del concepto de permutacion por culturas a mas profundidad.

CHINA: Como menciona Salgado (2007) y Wilson y Watkins (2013), la fuente méas antigua
que habla sisteméaticamente de permutaciones y combinaciones es la cultura China. El interés por
combinar y ordenar dos elementos distintos como n-tuplas empieza aparecer a finales de la dinastia
Zhou (111 a.C.), esto es lo que actualmente se conoce como las variaciones con repeticion: Sea N
un conjunto finito con n objetos o elementos si se toman r elementos del conjunto N, con r < n,
entonces el total de formas posibles de ordenar r elementos es n”.

Como sefialan Wilson y Watkins (2013) este resultado se menciona por primera vez en el
libro chino I Ching (libro de los cambios); este libro es una compilacion de material que data del
siglo VIl a.C. En este libro se encuentra como ejemplo de las variaciones con repeticion un sistema
basado en dos simbolos: el Yang (—) y el yin (— —); estos simbolos los combinan en secuencias

de 3y de 6 elementos. Asi las variaciones con repeticion encontradas son 23 = 8 secuencias de 3
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simbolos denominados trigramas? y 26 = 64 secuencias de 6 simbolos denominados hexagramas®.
Esta disposicion estandar de las 64 posibilidades (ver Figura 4), se denomina orden de King Wen,
porque el texto basico de este libro se ha atribuido tradicionalmente a King Wen (1100 a.C), el
legendario progenitor de la dinastia Zhou.

Figura 4

Lista de los 64 hexagramas de 6 simbolos realizados en el libro | Ching

Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 4), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.

Estas secuencias eran usadas para predecir cosas por medio de la astrologia, por esta razén
los simbolos usados era el Yin (— —) y el Yang (—) donde la secuencia mas usada era la de seis
simbolos, generando una lista de estas secuencias que se pueden observar en la Figura 4, segln
Wilson y Watkins (2013) esta forma de enlistar o generar las secuencia fue al principio de manera
aleatoria, para luego organizarla de manera lexicogréfica y permitiendo encontrar esta secuencia

de 6 simbolos y otras cantidades de simbolos mas eficaz y posiblemente sin errores.

2 En el contexto del libro I Ching un trigrama es una figura compuesta por tres lineas horizontales apiladas,
en la cual cada linea es un Yang o un Yin.

3 En el contexto del libro | Ching un hexagrama es una figura compuesta por seis lineas horizontales apiladas,
en la cual cada linea es un Yang o un Yin.
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Wilson y Watkins (2013) sefialan que mas adelante, hacia 1069, Shao Yung (1011-1077)
introdujo una forma estrictamente légica de ordenar los hexagramas, leyéndose cada hexagrama

de abajo a arriba, lo que procede a un ordenamiento lexicogréfico:

{

~

LI

Ll

1

1

nm

UL
~

~
]
i

~

) )

=}. Se propone que este orden es mas facil de usar que el
orden del rey Wen, ya que ahora se podia encontrar rapidamente un patrén de construccion. Si se
representa el Yang (—) como 1y el Ying (——) como 0, los anteriores hexagramas definen
representaciones de nimeros binarios (leyendo cada hexagrama de abajo hacia arriba), y al tomar
este orden lexicografico, se encuentran los numeros del 0 al 63 de forma binaria (ver Figura 5).
Figura 5

Representacion binaria de los hexagramas

£E = (000000), = 0
=T — (000001), = 1
== (

000010), =2

[

= (111110), = 62

= (111111), = 63

Nota. Elaboracion propia de como se describe cada hexametro en forma binaria

Segun Wilson y Watkins (2013) el estudio de los hexagramas y trigramas sigue siendo de
interés, en particular Chen Houyao (1648-1722) trata sistematicamente los problemas de
permutaciones y combinaciones en temas relacionados con: la adivinacién con trigramas, la
formacion de hexagramas, y las combinaciones de los diez tallos celestes (tiangan) y las doce
ramas terrestres (dizhi) para formar los ciclos astrondmicos sexagesimales, con el objetivo de
mejorar la eficiencia de los algoritmos de sus predecesores. Por ejemplo, en el caso de los

hexagramas, la Figura 6 muestra un método de generar los hexagramas o configuraciones de 6
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lineas a partir de los n-gramas anteriores con 2 < n < 6, es decir que el céalculo de todos los
arreglos posibles con repeticion (ya que el yin y el yang se pueden repetir) puede obtenerse
mediante la multiplicacion sucesiva de las dos posibilidades.

Figura 6

Método para calcular los 64 hexagramas de 6 simbolos a partir de los n-agramas anteriores

number of configurations consisting of 2 lines = 2 x 2 = 4;
number of configurations consisting of 3 lines = 4 x 2 =2§;
number of configurations consisting of 6 lines = 32 x 2 = 64;

Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 71), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.

En la Figura 6 se generan los hexagramas de la siguiente manera: Primero se buscan los
arreglos o configuraciones de 2 lineas, es decir 2-gramas, para este hay 2 x 2 = 4. A partir del
total de 2-gramas que son 4, se generan los 3-gramas (trigramas), donde la posibilidad de colocar
un elemento en cada 2-grama era 2 y como el total de 2-gramas son 4, entonces el total de trigramas
es 4 x 2 = 8. Este proceso se continia de la misma manera para 4 lineas (4-gramas) que €s
8 X 2 = 16, para los de 5 lineas (5-gramas) que es 16 x 2 = 32; hasta llegar a los de 6 lineas (6-
gramas 0 hexagramas) que es 32 X 2 = 64.

Esto muestra una idea de recursion que empieza a ser eficiente para este tipo de problemas,
con estas ideas Chen Houyao usa los juegos de azar, como: el lanzamiento de dados y los juegos
de cartas, como un vehiculo para discutir algoritmos de calculo de arreglos (o variaciones), con o
sin repeticion. Es decir, estos arreglos o variaciones dependiendo a sus caracteristicas en cada
problema o juego, se puede entender como permutaciones 0 combinaciones.

Esto permite mostrar que en China los juegos de azar y los problemas de adivinaciones y

astrologia proporcionaron un marco para el tratamiento matematico de algunos conceptos de
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combinatoria. Pero como menciona Wilson y Watkins (2013) es dudoso que se diera un paso
conceptual para sentar las bases de una teoria matematica de la probabilidad, puesto que estos
autores mencionan que:
Ni el método de Chen, ni los algoritmos posteriores para calcular las combinaciones y
permutaciones, parecieron inspirar ulteriores consideraciones tedricas sobre el azar, al menos a
juzgar por las fuentes matematicas conservadas. En China, la teoria de la probabilidad, que ahora
es una parte importante de la estadistica matematica y un campo que se basa en herramientas
combinatorias, parece haber sido un area matematica totalmente importada de Occidente.

(Traduccién propia de Wilson y Watkins (2013), p. 72-73)

INDIA: La combinatoria, considerada en su sentido general como el conjunto de
manipulaciones y el estudio de configuraciones (o arreglos), aparecié relativamente pronto en
ambitos de la actividad intelectual arabe medieval, en areas como: la astrologia, la lexicografia, la
mausica, la quimica e incluso la filosofia. Tras el resurgimiento de disciplinas tradicionales (como
la geometria, la teoria de nimeros y la astronomia) y el desarrollo de otras nuevas (como el algebra,
el calculo indio y la trigonometria), surgieron entonces nuevas preocupaciones combinatorias,
vinculadas al estudio de cuestiones teoricas (Wilson y Watkins, 2013).

El desarrollo de las formulas para encontrar la solucién numérica a problemas de conteo,
sin tener que enlistar todos los casos, fue un proceso gradual y se llevo a cabo en el transcurso de
un largo periodo de tiempo (que culmina alrededor de 1634). Pero mientras ese proceso se
desarrollaba, por otra parte, se creaban algoritmos o reglas para solucionar problemas de conteo.
Por ejemplo, segln Biggs (1979) en el libro de Lilavati de Bhaskara se encuentra una de las
primeras definiciones para determinar el nimero total de permutaciones, esta es: “la multiplicacién

de la progresion aritmética, comenzando y aumentando por la unidad y continuada hasta el nimero
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de lugares, estas son las variaciones de un numero” (p. 117); esto es similar a la definicion de
factorial para el total de permutaciones (n!) que conocemos hoy. Uno de los ejemplos (#269 del
libro) que menciona Biggs (1979) que se encuentra en el libro de Lilavati de Bhaskara, donde
hacen uso de esta definicion para dar el total de permutaciones; es el siguiente:
Example: How many are the variations of form of the god Shambhu by the exchange of his ten
attributes held reciprocally in his ten attributes held reciprocally in his several hands: namely the
rope, the elephant’s hook, the serpent, the tabor, the skull, the trident, the bedstead, the dagger, the
arrow, and the bow: as those of Hari by the exchange of the mace, the discus, the lotus and the
conch?
Statement: Number of places 10. In the same mode as above shown, the variations of forma

are found [to be] 3628800. So, the variations of form of Hari are 24. (p.117)

Este ejemplo involucra las 10 manos que tiene el dios Sambhu y plantea el problema de
ordenar sus 10 atributos (la cuerda, el anzuelo del elefante, la serpiente, el tambor, la calavera, el
tridente, el marco de la cama, la daga, la flecha y el arco) que aparecen en las distintas manos del
dios. Entonces, se tiene que el nimero de puestos son 10 y 10 son los atributos del dios, asi el
namero total de las variaciones de los dones es 3628800, lo que corresponde a 10!. Una situacién
similar se presenta con los atributos del dios Hari, ya que el posee 4 manos, es decir cuatro lugares
para ordenar los 4 atributos, con un total de 24 variaciones o arreglos, que corresponden a 4!.

Segun Wilson y Watkins (2013) en el transcurso de los siglos XI1'y XIII se reexaminan
problemas que fueron planteados en el siglo V111 por la linguistica arabe, estos se abordan a través
de la ciencia del calculo. A partir de las necesidades de los linguistas se plantearon y resolvieron
problemas utilizando férmulas y razonamientos de caracter combinatorio. Por ejemplo, Ibn Munim

(-1228), matematico de Marrakech, en su tratado Figh al-kisab (ciencia del célculo), en la
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undécima seccion de este libro, titulada “El recuento de palabras que son tales que el ser humano
solo puede expresarse con una de ella” describid su concepcion sobre combinatoria.

En este libro presenta una generalizacion de los célculos realizados anteriormente por al-
Khalil Ibn Ahmad, que le permiten determinar combinaciones sin repeticion de fonemas arabes.
Ibn Munim continda con estos estudios combinatorios teniendo un enfoque basado en la induccion,
como se muestra en la Figura 7, establece formulas relativas a las permutaciones de un conjunto
de n letras (ver (2) y (3) de la Figura 7), esto es equivalente a las formulas para el total de
permutaciones (permutaciones sin repeticion) y permutaciones con repeticion (permutaciones de
un multiconjunto) que usamos hoy.
Figura7

Formulas de combinatoria establecidas por Ibn Munin

Results established by lbn Mun<im

(1) Combinations in the arithmetical triangle:
Cnk)y=Ck—-1k-=1)+---+Cnh—-1,k-1).
(2) The number of permutations in a word of n distinct letters:
Ph=1x2x3x:--xn.

(3) The number of permutations in a word of n letters of which p letters are

repeated (respectively) k1,ky, ..., kp times:
P(n.K) = pn/(Pry X Pry X * =+ X Piy)-
(4) The number of pronunciations of a word, taking note of vowels:

Sn = 4S—1 — 35,3, or equivalently Sy = 35,—1 + 35,-2.

Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 98), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.

Estos planteamientos, resultados y comentarios realizados por Ibn Munin muestran un
contexto mas matematico, estos se pueden reconocer como nuevos resultados, en comparacion con
la tradicion arabe. Como menciona Wilson y Watkins (2013) esta etapa marca el final de las

practicas combinatorias por medio de la enumeracion y creacion de tablas; y sefiala el inicio de
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una nueva etapa, la de la extensién de las formulas y creacion de algoritmos que se extienden a
diferentes aplicaciones.

Wilson y Watkins (2013), mencionan que mas adelante, en una monografia titulada
Ganitakaumundl (El deleite del loto del cdlculo), escrita por narayand pandita (1340-1400) en
1356, aparece el estudio de la generacion de permutaciones en los sutras* donde se definian
algoritmos para enumerar todas las permutaciones de un conjunto de orden colexicogréfico
decreciente. Esto representa una ampliacion de los algoritmos de Sarngadeva para que los
conjuntos multiples generales (conjuntos con elementos repetidos o multiconjunto) pudieran
permutarse facilmente.

Un ejemplo de esto es la organizacion de las permutaciones del conjunto {1,1,2,4} de
manera colexicograficamente decreciente, ver Figura 8; esta organizacion consta de comparar las
permutaciones en el Gltimo nimero en que difieren y colocar el mayor de primero. Por ejemplo, si
tomamos las permutaciones 1124 y 1214, ellas difieren en la segunda y tercera posicion, la tercera
posicién de la primera es 2 y la tercera posicién de la segunda es 1 por lo tanto, 1124 va primero
que 1214. Esta idea de organizar las permutaciones a partir de ciertas condiciones permite la
creacion de algunos algoritmos o reglas para crear la lista de todas las permutaciones; asi, a partir
del siglo XII se genera una evolucién en el concepto de permutacion, aunque no aparece adn la
formalizacidn de la férmula para el total de permutaciones.

Figura 8
Lista de permutaciones de un conjunto de cuatro elementos con elementos repetidos

1124,1214,2114,1142,1412,4112,1241,2141, 1421,4121,2411,4211,

4 Textos en el hinduismo o el budismo que contienen colecciones de aforismos, es decir, colecciones de reglas
o formulas.
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Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 21), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.
OCCIDENTE: La creacion de listas y de algoritmos para encontrar el total de

permutaciones de un conjunto finito, se extendid hacia la cultura occidental. Como sefiala Wilson

y Watkins (2013) una de las primeras tabulaciones en esta cultura, fue la compilada por el médico

italiano Shabbetai Donnolo (913-982 d.C) en su comentario sobre el Sefer Yetsirah cabalistico.

Wilson y Watkins (2013) mencionan que Donnolo realiz6 una lista de las permutaciones de las 5

letras hebreas (ver Figura 9).

Figura 9

Lista del total de permutaciones de 5 letras hebreas

SDYT PIDTT 05T, BIVIT DST , OYSYE 05T VMNT DT AT, UM, 0T
STOT IIWT VT 5T 0T 0N OO U NIV ST, DURT 00N
NI THNS U0, 0TS OB I00 JMI V073 , O3 1T BTV s
JOTIS TN OTI3 WIS MISTS INTS , TIMS SMDS , I0S , TS DT s
AMTY BT IO DIV, WITY 0TY TSN, DT AP 05T TaEN , 3Tn)
ST VIS0 L TONY VDT TRDT , 300 W50 I000 , DTN L OV 0T 1)
LT SEOT 3507 SRBT D3I, DU 95T, I3 10 YD 3T AT
SBTIOTIP O3 TIR 50T, ONTP TI0N TME I090 LN W L
ST U0 TISD IRAN TP, T SVRR L UMD MBI STm D
TIVD L 3TID N THW LI SOTD T TV L TIW L PT0 A 8T

Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 9), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.

Donnolo escribe las 120 permutaciones para las 5 letras hebreas y a partir de esto se
propone encontrar un algoritmo que le permita conocer el nimero total de permutaciones de 6
letras hebreas. Este algoritmo consta en tomar una de las seis letras hebreas y colocarla al inicio
de manera fija y asi permutar las otras cinco letras hebreas, sabiendo que el total de permutaciones
de las cinco letras hebreas es 120. Luego se hace este proceso con cada una de las otras cinco letras
hebreas, es decir, este proceso se realiza seis veces, en cada uno de estos procedimientos encuentra
un total de 120 permutaciones; por lo tanto, Donnolo concluye que el total de permutaciones de 6
letras hebreas es 720, esto es, 6 X 120 = 720. Lo que actualmente se conoce como el total de

permutaciones de seis elementos con la expresion 6! = 720. Aunque Donnolo encontré un
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algoritmo para encontrar el total de permutaciones de seis letras hebreas, no logré usarlo para
generar la lista correcta de las 720 permutaciones.

A partir del siglo XII, los conceptos de combinatoria se extienden por toda Europa, se
destaca el trabajo sobre las aplicaciones y contextos relacionados con la nocion de permutacion.
Esto permitio que en el siglo XVII se estableciera la formula para determinar el total de
permutaciones de un conjunto finito de n elementos diferentes, como n!. De esta manera, este
recorrido historico-epistemolégico ya no sera enfocado en las culturas, sino ahora se centra en las
aplicaciones y contextos que toman una nocion y/o concepto de permutacion; estos contextos se
relacionan con la musica, la poesia, los juegos entre otros. Una de las aplicaciones mas relevantes
del concepto de permutacion es en matematicas, especificamente en el desarrollo del algebra, en
particular al abordar la solucion de ecuaciones algebraicas.

Esto promovio6 una nueva manera de comprender el concepto de permutacion, ahora, como
una funcion biyectiva de un conjunto finito en si mismo. A esta nueva definicién se le asigna unas
caracteristicas que le permite ser una de las primeras estructuras algebraicas, tomando un rol
importante en la Teoria de Grupos. En las aplicaciones en el area de las matematicas se ira
mostrando los aportes que dieron diferentes matematicos al concepto de permutacion y otros,
llegando a consolidar la combinatoria como una rama de las matematicas.

Una de las primeras aplicaciones del concepto de permutacion encontradas en Europa es
en la poesia. Un verso en particular atrajo la atencion de varios matematicos en el siglo XVII, ya
que, al tratar de encontrar el total de permutaciones de las palabras de este verso, se podian
ejemplificar nociones relacionadas con la combinatoria conocidos hasta el momento. Este
problema parte de un verso o tributo de una linea a la Virgen Maria, segun Wilson y Watkins

(2013), un sacerdote jesuita llamado Bernard Bauhuis (1575-1629) compuso un tributo a la Virgen
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Maria en hexadmetro latino (ver Figura 10) que traducido al espafiol dice: Tienes tantas virtudes,
Oh Virgen, como estrellas hay en el cielo.
Figura 10

Tributo de una linea a la Virgen Maria en hexametro latino

Tot tibi sunt dotes, Virgo, quot sidera caelo.
(Thou hast as many virtues, O Virgin, as there are stars in heaven.)

Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 22), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.
Este verso o tributo que se puede tomar como una poesia permutable, fue una fuente de

inspiracion para Erycius Puteanus (1574-1646), profesor de la Universidad de Lovaina, ya que
como menciona Wilson y Watkins (2013), en 1617 escribe un libro titulado: Pietatis Thaumata
(Milagros de la piedad), en el que presenta 1022 permutaciones de las palabras del verso creado
por Bauhuis. En la Figura 11 se presenta algunas de las permutaciones realizadas por Erycius en
su libro, donde el nimero que estd a la izquierda de la imagen indica la numeracion de las
permutaciones. Segun Wilson y Watkins (2013) en este libro no aparecen el total de permutaciones
que se pueden formar con las ocho palabras del verso a la Virgen Maria, ya que como se conoce
actualmente el total de permutaciones de las ocho palabras del verso "Tot tibi sunt dotes, Virgo,
quot sidera calo” es de 8! = 40.320.
Figura 11
Algunas permutaciones de las palabras escritas al tributo de Maria escritas por Erycius

107 Tot dotes tibi, quot czelo sunt sidera, Virgo.

270 Dotes tot, czlo sunt sidera quot, tibi Virgo.

329 Dotes, czelo sunt quot sidera, Virgo tibi tot.

384 Sidera quot czlo, tot sunt Virgo tibi dotes.

725 Quot caelo sunt sidera, tot Virgo tibi dotes.

949 Sunt dotes Virgo, quot sidera, tot tibi calo.
1022 Sunt ceelo tot Virgo tibi, quot sidera, dotes.
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Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 22), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.
Segln Wilson y Watkins (2013) Erycius habia encontrado més permutaciones, pero no
fueron escritas, ya que estas permutaciones no obedecian las estrictas reglas del hexametro
clasico®, siguiendo estas reglas, las ocho palabras del verso de Bauhuis pueden caracterizarse por
los patrones que se muestran en la Figura 12. De esta manera, Erycius realiza estas 1022
permutaciones teniendo en cuenta estas reglas; de aqui surge la idea de construir permutaciones
que obedezcan las reglas del hexdmetro o permutaciones “Utiles” como las etiquetaba Leibniz
(1646-1716). Este enfoque consiste en desarrollar métodos generales para contar todas las
permutaciones que son “Utiles”, en situaciones en las que muchas permutaciones son “inttiles”.
Segun Wilson y Watkins (2013) Leibniz toma la idea del trabajo de Erycius para considerar varios
ejemplos de versos de Proteo, enumerando correctamente algunos de los ejemplos mas sencillos,
pero cometiendo errores cuando las palabras eran mas complicadas.
Figura 12

Las ocho palabras del verso con las dos reglas del hexametro clasico

tot = —, tibi = { } sunt = —, dotes = ——,

Virgo = {_V}, quot = —, sidera = ———, and celo = ——.

Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 23), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.

Segun Wilson y Watkins (2013) en las permutaciones sobre el verso de Bauhuis al tributo
a la Virgen Maria, se sigue estudiando afios mas tarde. Jean Prestet (1648-1690) en su Elémens
des Mathématiques de 1675 llega a la conclusion de que hay exactamente 2.196 permutaciones del

verso de Bauhuis que cumplen las dos reglas del hexdmetro adecuado. Sin embargo, Wilson y

5 Son dos reglas para seguir en el hexdmetro: i) Cada palabra consta de silabas largas (- -) o cortas (U); ii) La
silabas de cada verso pertenecen a uno de los 32 patrones que existen.
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Watkins (2013) mencionan sobre lo realizado por Prestet en el verso de la siguiente manera: “se
dio cuenta de que habia olvidado contar bastantes casos, incluidas las permutaciones nimero: 270,
384 y 725” (p.24); dichas permutaciones se refieren a las permutaciones que aparecen en la Figura
10. Sin embargo, Wilson y Watkins (2013) afirman que Prestet mas adelante se da cuenta de sus
errores y reescribe el material en su obra publicada en 1689 Nouveaux Elémens des
Mathématiques, demostrando que el nimero de permutaciones que cumplian las dos reglas era de
3276.

Segun Wilson y Watkins (2013) este problema es también estudiado por John Wallis
(1616-1703) en su Discurso de las combinaciones, explicando por qué creia que el nimero total
de permutaciones que cumplen las reglas del hexametro era de 3096. Finalmente, como menciona
Wilson y Watkins (2013) Jacob Bernoulli (1655-1705) es quien encuentra el total de
permutaciones que cumplen las reglas del hexametro, un total de 3312 permutaciones, la
demostracion de esta afirmacion aparece en la primera edicion de su obra Ars Conjectandi,
publicada en 1713, ocho afios después de su muerte.

La musica es otro contexto de aplicacion del concepto de permutacién, Wilson y Watkins
(2013), comentan que, Marin Mersenne (1588-1648) expuso las 720 permutaciones de los seis
tonos {ut, re, mi, fa, sol, la} en su Traitez de la Voix et des Chants (Tratado de la voz y el canto),
presentando también estos datos en notacién musical (ver Figura 12). Las permutaciones de las
tablas de Mersenne estaban ordenadas de manera lexicograficas con respecto al ordenut < re <
mi < fa < sol <la, empezando por {ut,re,mi, fa,sol,la} 'y terminando por
{la, sol, fa,mi,re,ut}. Mersenne también prepar6 un manuscrito “grand et immese” que
enumeraba las 40.320 permutaciones de 8 notas en 672 paginas de folio, seguidas de algoritmos

de clasificacion y desclasificacion.
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Figura 13

Lista de permutaciones presentada en notacién musical por Marin Mersenne

I 1 219

3 4 ] 710
EoRrapup W A 7 we—— S . ——— ——

Nota. Tomado de Combinatorics: Ancient & Modern (p. 10), por Wilson y Watkins, 2013, Oxford.

Antes de continuar con las multiples aplicaciones que tiene el concepto y de formalizarse
el niumero total de permutaciones de un conjunto con n elementos diferentes como n!, diferentes
matematicos estudiaron el concepto de permutacion enfocandose en diversas caracteristicas, como
el orden, la repeticion, entre otros. Segun Wilson y Watkins (2013) Cardano (1501-1576) revela
muchos conocimientos combinatorios en al menos cuatro de sus libros: Practica Arithmeticae
(1539), De Subtilitate (1550), Liber de Ludo Aleae escrito hacia 1550 y su Opus Novum de
Proportionibus (1570). A partir de estas ideas de Cardano sobre combinatoria, se empieza a utilizar
sus resultados y a generar férmulas con el uso de la regla del producto para las permutaciones y
combinaciones.

Wilson y Watkins (2013) mencionan que Christoph Clavius (1538-1612) public6 una serie
de libros de texto de matematicas y comentarios sobre escritos antiguos y medievales para la
educacion matematica en los colegios jesuitas; utilizando algunos ejemplos de Cardano
(permutaciones con letras), donde aparecen alin mas expresiones (dicciones) si se pudieran
permutar los elementos en cada conjuncion. Asi pues, concibié la nocion de arreglos
(permutaciones) considerando unicamente las permutaciones sin repeticion de todos los elementos
del conjunto finito (este caso es lo que actualmente se conoce como permutacion de un conjunto

finito de n elementos diferentes), las calculé6 mediante la formula de recursion. Este se considera
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un gran avance y acercamiento a la consolidacion de la formula del total de permutaciones sin
repeticion que es conocida actualmente como B, = n!.

Segun Biggs (1979) en 1634 aparece por primera vez la formalizacion para encontrar el
numero total de permutaciones, con la notacion moderna n! en el libro Cursus Mathematicus de
Pierre Hérigone (1580-1643). En dicha obra aparecen mas construcciones sobre conceptos de la
combinatoria como construcciones similares a lo que actualmente se conoce como el triangulo
aritmético o triangulo de Pascal para el uso de las expansiones binomiales.

Con el establecimiento de la formula para determinar el total de permutaciones, diversos
matematicos hacen uso de ella para seguir formalizando ciertos ejemplos de permutaciones con
algunas caracteristicas, nos referimos a las que se definieron anteriormente como: k-permutacion
y permutaciones con repeticion. Segin Wilson y Watkins (2013) Athanasius Kircher (1602-1680)
desarrolla sus ideas combinatorias con bases en las reglas de Mersenne para las permutaciones de
n elementos (permutacion P,) y las de un subconjunto con k < n elementos (k-permutaciones P¥)
y arreglos con repeticién (también conocidas como variaciones con repeticion).

A pesar de seguir las reglas o ideas de Mersenne, habia una interpretacion sobre las
permutaciones en las que Kircher no estaba de acuerdo, Mersenne explica que sélo hay una
permutacion de n elementos iguales (permutacion con repeticion donde un elemento se repite n
veces), dando el ejemplo que solo hay una permutacién de nueve notas iguales; pero Kircher no
estaba de acuerdo con esto. Kircher interpreta la nocion de mutatio (permutacion) en el sentido
estricto de la palabra, y afirma que no puede haber ninguna permutacion de n elementos iguales,
pero esto contradice la idea que anteriormente mencionamos de Mersenne.

Kircher al no aceptar la permutacion de un conjunto con todos los elementos iguales,

negaba la formula de Mersenne sobre la regla de division de las permutaciones con repeticion (esta
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regla hace referencia a la formula de permutacion de un multiconjunto que se escribid al inicio del

andlisis teorico), ya que al tener un conjunto con n elementos iguales utilizando esta regla se tiene
n! . . . .

que hay — = 1 permutaciones, el cual Kircher menciona que para este caso no hay ninguna
n!

permutacion.

Esta regla de la division que define Mersenne es conocida por diversos matematicos sin
haberse formalizado con la notacion moderna actual, segin Wilson y Watkins (2013) esta regla de
division de las permutaciones ya era conocida por Bhaskara en su libro Lilavati; pero esta regla
aparece en 1636 por Mersenne donde maés tarde es explicada por Wallis en 1685, pero no se es
claro si se es mencionada con la notacion moderna; en una conversacion entre Leibniz y Bernoulli,

se anuncia como una regla para los coeficientes de las potencias de un multinomial, con la férmula

—oa para finalmente ser publicado por Moivre en 1698 como el coeficiente multinomial siendo

de utilidad para el Teorema multinomial y las particiones.

Segun Wilson y Watkins (2013) Kircher piensa en las combinaciones en términos de
permutaciones, donde el conjunto a tratar tiene elementos de dos tipos diferentes. A partir de estas
ideas y la formula de las permutaciones con repeticion o regla de la division, Kircher calcula las
permutaciones con el tipo de repeticion (n — k, k) de n elementos de dos tipos. Esto conduce a lo

que actualmente se conoce como la combinacion de k elementos de un conjunto de n elementos

n! _ n(n-1)(n-2)--(n—k+1) _
n-k)'k! k! =C(nk)

Wilson y Watkins (2013) comentan que Sebastian lzquierdo (1601-1681) sigue con los
estudios realizados por Mersenne y Clavius, escribiendo un tratado general de combinatoria muy

claro y sistematico; sin embargo, no se encuentran demostraciones de los teoremas, sino que se
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encuentran reglas que son ilustradas mediante tablas y ejemplos. Uno de sus aportes en
combinatoria es la distincion de tres grandes grupos de combinaciones:
— Las que difieren por la sustancia: esta hace referencia a las combinaciones sin

repeticion; por ejemplo, sea el conjunto {1,2,3,4}, el total de 2-combinaciones de 4 elementos es

4!
21(4-2)!

=6 y estas son {1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}. Se puede observar que las

combinaciones resultantes todas difieren entre si por la sustancia ya que al compararlas tiene al
menos un elemento diferente.

- Las que difieren por la posicion: esta hace referencia a las permutaciones o
permutaciones sin repeticion ya que el autor toma n elementos diferentes teniendo en cuenta su
posicion es decir el orden importa. Por ejemplo, sea {a, b, c} el conjunto con 4 elementos diferentes
entonces el total de permutaciones sin repeticion es 3! = 6, asi las ordenaciones que difieren por
la posicion son {a, b, c},{a, c,b},{b,a,c},{b,c,a},{c, b,a},{c, a, b}

Segun Wilson y Watkins (2013) estos tres grupos conducen a otros cuatro grupos de
combinaciones:

- Las que difieren por sustancia y posicion: este hace referencia a los arreglos o
variaciones sin repeticion; esto es lo que se conoce también como k-permutaciones, ya que dos
arreglos sin repeticion distintos difieren en al menos un elemento o difieren por el orden de los

elementos. Por ejemplo, sea N = {1,2,3}; el total de permutaciones de 3 elementos (3-

4!

= ':
o = A =24

permutaciones) son

— Las que difieren por sustancia y repeticion: este hace referencia a las
combinaciones con repeticion ya que se tiene en cuenta si difiere en al menos un elemento o

difieren en el nimero de veces que esta repetido un elemento. Por ejemplo, sea el conjunto de
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cuatro nifos {ana, luz, pepe, luis}, entonces el total de formas para repartir 10 caramelos es

(n + k — 1) _ (4 + 10 — 1) _ (13) 13! 13! 13x12x11

k 10 10/ = - = 286

T 10!1(13-10)! ~ 10!3!  3x2x1

- Las que difieren por posicion y repeticion: estas hacen referencia a las
permutaciones con repeticion o permutaciones de un multiconjunto ya que se tiene en cuenta el
orden y de cuéntas veces se repiten los elementos de un multiconjunto. Por ejemplo, sea {1,1,2} el

multiconjunto, donde el 1 se repite dos veces, el 2 se repite una vez; por lo tanto, el nimero total
de formas de organizar estos elementos de 3 tipos es ;—i' = 3 y estas son {1,1,2},{1,2,1},{2,1,1}

ya gue entre estas tres se diferencian por la posicion y repeticion.

- Las que difieren por sustancia, posicion y repeticion: estas hacen referencia a los
arreglos con repeticion ya que al referirse por la sustancia se tiene en cuenta si difiere en al menos
un elemento o difieren en el nimero de veces que estd repetido un elemento, en este caso el
conjunto no tiene elementos repetidos, pero si importan la posicidn u orden y se pueden repetir en
el momento de generar los arreglos. Por ejemplo, sea N = {1,2,3} el conjunto de 3 elementos,
entonces el total de 2 arreglos del conjunto de 3 es 32=9. Estos son:
{1,2},{2,1},{1,3},{3,1},{2,3},{3,2}, {1,1},{2,2},{3,3}.

El interés de la combinatoria en los juegos de azar permitié que los conceptos de
combinatoria llegaran a nuevos métodos y férmulas. Segin Wilson y Watkins (2013) el
matematico francés Bernard Frénicle de Bessy (1605-1675) dejo varios escritos que fueron
publicados posteriormente; entre ellos, un Abrégé des Combinaisons (Sinopsis de las
combinaciones) y un tratado sobre los cuadrados magicos que hace uso de algunas reglas de
Mersenne para el nimero de permutaciones y variaciones sin 0 con repeticion, y para las

combinaciones sin repeticion. Este tratado de Frénicle sobre los cuadrados méagicos trataba de la
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construccion de estos cuadrados cuando el orden es par y sus elementos pueden permutarse;
incluyendo una tabla general con los 880 cuadrados méagicos de 4 x 4. Wilson y Watkins (2013)
afirman que:
Sus ejemplos linguisticos daban lugar a permutaciones sujetas a ciertas restricciones: se permutan
n letras, pero m de ellas no deben escribirse una al lado de la otra, 0 no deben escribirse al principio
o al final, y asi sucesivamente; llegando a explicar que el nimero de permutaciones que no
satisfacen la restriccion debe restarse de n!. Esto es pensar en encontrar la negacion y asi realizar

su complemento para encontrar la solucion. (p. 151)

A continuacion, se muestra que la evolucion de la nocion de permutacion toma un rumbo
definitivo cuando se relaciona con la solucion de las ecuaciones algebraicas y otros problemas y
contextos propios de las matematicas, lo que permite que este concepto no solo se vea Util en la
combinatoria sino en otras areas de las matematicas como la Teoria de Grupos. Esta descripcion
del desarrollo de la nueva definicion equivalente a la ordenacion que se realiza a continuacion es
basada en Salgado (2007), Piaget y Garcia (1982), Wilson y Watkins (2013) y Chavarria (2014),
entre otros.

Chavarria (2014) menciona que uno de los primeros usos de las permutaciones en algebra
aparece con Cardano (1501-1576), para encontrar la solucion de ecuaciones algebraicas. En este
contexto las operaciones que realizaba estaban respaldadas en una relacion que se habia
estructurado entre las raices y los coeficientes de la ecuacion. Al respecto Cardano menciona que:
“De esto es evidente que el coeficiente del cuadrado, en los tres ejemplos en los cuales hay tres
soluciones para la cosa, es siempre la suma de las tres soluciones” (Chavarria, 2014, p.58).

Segun Chavarria (2014) esta relacion entre las raices de grado tres y el coeficiente del

término cuadratico es un resultado que se extiende a los restantes coeficientes de la ecuacion,
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teniendo la idea de lo que actualmente se conoce como polinomios simétricos. Estas relaciones
permiten una forma de entender el problema de resolucion de ecuaciones a partir del uso de sus
coeficientes. Las relaciones entre las raices y los coeficientes de la ecuacién tienen como idea en
permutar estas raices y observar que no cambian su valor. Esto permitié ser de ayuda para la
consolidacién del concepto de polinomios simétricos, donde se hace uso del concepto de
permutacion como ordenaciones.

Vieté (1540-1603) muestra de manera simbolica y formal, las propiedades existentes entre
las raices de un polinomio y sus coeficientes, llegando a definir los polinomios simétricos, los
cuales se caracterizan por ser invariantes bajo cualquier permutacion, es decir un polinomio
simétrico de grado n, p(x4, X5, ..., X,) €S un polinomio tal que al intercambiar o permutar alguna
de las variables sigue siendo el mismo.

Como se ha mencionado anteriormente, los conceptos de permutacion y combinacion eran
atiles en varias areas de las matematicas, una de ellas, el algebra. Segun Stewart (2007) es a partir
del trabajo de Lagrange (1736-1813) que utiliza las permutaciones de las raices para las soluciones
de las ecuaciones de grado menor que cuatro. Lagrange se preocupd en cOmo se comportaban
ciertas expresiones algebraicas especiales formadas a partir de dichas soluciones cuando las
propias soluciones eran “permutadas”, es decir, reordenadas.

El sabia que cualquier expresion completamente simétrica era una expresion que
permaneciera exactamente igual independientemente de como se intercambian las soluciones, asi
esta puede expresarse en terminos de los coeficientes de la ecuacion, haciéndola una cantidad
«conocida». Mas interesantes eran las expresiones gue sélo tomaban unos pocos valores diferentes

cuando las soluciones eran permutadas; estas parecian tener la clave para resolver la ecuacion.
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Lagrange utilizando la misma idea de las funciones «parcialmente» simétricas de las
soluciones le permitian reducir una ecuacion cubica a una cuadréatica. La cuadrética introducia una
raiz cuadraday el proceso de reduccién podia ordenarse utilizando una raiz cibica. Anédlogamente,
cualquier ecuacion cuartica podia reducirse a una cubica, a la que €l llamé la cubica resolvente;
por lo tanto, se podia resolver una cuartica utilizando raices cuadradas y cUbicas para tratar la
cubica resolvente y raices cuartas para relacionar la respuesta con las soluciones buscadas. Asi,
Lagrange llega a la formula para resolver la ecuacion ctbica por medio de radicales, a través del
proceso que hasta hoy se conoce como la resolvente de Lagrange. Pero cuando intenta extender
su método para encontrar la forma de resolver por radicales la ecuacion de quinto grado, se
encuentra con dificultades y no logra llegar a la solucién.

Aunque Lagrange intenta encontrar el método por medio de radicales para resolver la
ecuacion quintica, al finalizar su trabajo coloca en duda su demostracion como cita Chavarria
(2013) a (Lagrange, 1867-1869, p.305): “De nuestro razonamiento vemos que es muy dudoso que
los métodos que hemos considerado pudieran dar una completa solucion a las ecuaciones de quinto
grado” (p.97). En el momento que Lagrange coloca en duda sus procedimientos se genera un
cambio de perspectiva en lo que tiene que ver con la resolucion de ecuaciones de quinto grado o
mayor, pues se empieza a considerar que no es posible encontrar el método por medio de radicales
para resolverlas.

Asi como menciona Stewart (2007), a partir de los resultados de Lagrange, Ruffini (1765-
1822) en su Teoria general de ecuaciones de 1799 presenta una demostracion de que “la solucion
algebraica de ecuaciones generales de grado mayor que 4 es siempre imposible” (p.231). Pero su
demostracion era tan enorme, que nadie estaba dispuesto a comprobarla, especialmente porque

habia rumores de que contenia errores. Mas adelante, Abel (1802-1829) utiliza una estrategia
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similar a la de Ruffini, haciendo uso de las permutaciones y en 1823 encuentra una demostracion
de la imposibilidad de resolver la quintica, siendo esta demostracion totalmente correcta.

La contribucion mas importante de Ruffini consisti6 en darse cuenta de que las
permutaciones pueden ser combinadas unas con otras. Hasta entonces, una permutacion era una
reordenacién de una coleccion de simbolos. Por ejemplo, si numeramos las raices de una quintica
como (12345), entonces estos simbolos pueden ser reordenados como (54321) o (42153) o
(23154) o cualquier otra cosa. Hay 120 ordenaciones posibles. Ruffini comprendi6 que habia otra
manera de ver una ordenacion semejante: como una receta para reordenar cualquier otro conjunto
de cinco simbolos. El truco consistia en comparar el orden estandar (12345) con el orden
reordenado.

A modo de ejemplo, suponga que el orden reordenado era (54321) entonces la regla para
pasar del orden estandar inicial al orden nuevo era simple: “invertir el orden”. Pero se puede
invertir el orden de cualquier secuencia de cinco simbolos. Si los simbolos son (abcde), el inverso
es (edcba); si los simbolos de partida son (23451), entonces su inverso es (15432). Esta nueva
manera de ver una permutacién significa que se podian realizar dos permutaciones una detras de
otra, como una especie de “multiplicacion” de permutaciones. Esta nueva concepcion de las
permutaciones se puede ver que es similar a la de funcion biyectiva, pues se piensa con la idea de
“invertir el orden”, aunque Ruffini tiene esta nueva concepcion de la permutacion no la define
formalmente.

Mas adelante esta idea de Ruffini aparece y se formaliza con Cauchy (1789-1857) que
define de una nueva forma el concepto de permutacién de un conjunto de n elementos diferentes;
como menciona Piaget y Garcia (1982), el concepto de permutacion empieza a tomar una

transformacion, las permutaciones ahora empiezan a ser consideradas como “funciones de n
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cantidades”, pero dichas cantidades empiezan a ser consideradas como letras que representan
cantidades indeterminadas; de esta manera, Cauchy llama permutacion al orden de las letras. Asi,

la transicion de una permutacion A, a otra A, la Ilama Sustitucién y la representa con la notacion

(Al). Luego define la multiplicacion de sustituciones, y la sustitucion idéntica, llegando asi a la
2

. ., L AN /A
introduccion de la sustitucién inversa ( 1) = ( 2).
Ay Aq

Es aqui donde empieza a conocerse el concepto de permutacion sin repeticion

(permutacion) como se conoce actualmente, como funcion biyectiva de un conjunto en si mismo,

K-> K . ., .
Z :A . A partir de esto, Cauchy le da a la permutacion una estructura algebraica que
1 2

denotada
mas adelante se convierte en estructura de Grupo; lo que fue de gran ayuda para demostrar un
cierto numero de teoremas que se pueden considerar como los antecesores de los teoremas
generales sobre los grupos de permutaciones. Permitiendo que el concepto de permutacion
empiece a tomar un rol central en la Teoria de Grupos permitiendo ser de utilidad en otras areas
como la Teoria de Grafos, Matematica discreta, Criptografia entre otras.

Ademas de esta nueva concepcion del concepto de permutacion sin repeticién de n
elementos, las permutaciones se siguen desarrollando, donde aparecen nuevas reglas y
caracteristicas de las permutaciones, como la repeticion en un conjunto o multiconjunto, la
permutacion circular, entre otras. Segun Wilson y Watkins (2013), Leibniz sigue estudiando las
permutaciones y en su obra titulada Dissertatio de Arte Combinatoria (1666) utiliza algo similar

al triangulo de Pascal para encontrar el nUmero de combinaciones de un conjunto de n objetos al

tomarlos de dos, tres, cuatro, etc; ademas, ensefia como obtener el nimero de permutaciones de un



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE PERMUTACION 74

conjunto al tomar todos los objetos y logra determinar correctamente el niUmero de permutaciones
T !
ciclicas de n elementos como % =(n-1L

Maés tarde, tales permutaciones volvieron a aparecer en los estudios de Leibniz sobre
determinantes; por esta razon, la férmula de los determinantes se le atribuye a Leibniz. Pero esta
idea también aparece en el continente asiatico, aunque no se tiene claro si esta idea de los
determinantes con las permutaciones aparece antes o después de la de formula de Leibniz, pero es
importante comentarla. Como menciona Wilson y Watkins (2013), este continente continud con
el estudio del concepto de permutacién y de codmo poder generar todas las permutaciones sin omitir
alguna. Takakazu Seki (1642-1708), un carismatico profesor e investigador que revoluciono el
estudio de las matematicas en el Japén del siglo XVII, mientras estudiaba la eliminacion de
variables de ecuaciones homogéneas simultaneas, llega a expresiones como a,b, —
a,b, y aibyc3 —aibsc, + aybsc; —aybics + azbic, —asb,cq, que es lo que se conoce
actualmente como los determinantes de una matriz 2 X 2 y 3 X 3 respectivamente.

Ademas de esto, en 1683 publicé un folleto sobre este descubrimiento, en el que presentaba
un ingenioso esquema para enumerar todas las permutaciones de forma que la mitad de ellas
estuvieran “vivas” (pares) y la otra mitad “muertas” (impares). Empezando por el caso n = 2,
cuando la permutacion (12) estaba viva y la permutacion (21) muerta, formulé las siguientes
reglas paran > 2:

e Tome cada permutacion viva para n — 1, aumente todos sus elementos en 1 e inserte 1

delante. Esto produce @ “permutaciones basicas” de {1,2, ..., n}.

e A partir de cada permutacion bésica, forma otras 2n mediante rotacion y reflexion:

Az Ap-10Qn, Az *** Ap-1Q0nQq, ***, AnA1Qz *** Apn—1;
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ApQdp—q " A204,01Ap0n_1 " Ap, """, A1 " A2020y.
Sin es impar, los de la primera fila estan vivos y los de la segunda muertos; si n es par, los

de cada fila estan alternativamente vivos, muertos, ..., vivos, muertos. Por ejemplo, paran = 3,

se producen (3_71)' = 1, donde la Unica permutacion béasica es (123). Asi, las permutaciones

(123),(231), (312) estan vivas (son pares), mientras que las permutaciones (321), (132), (213)

estan muertas (son impares), y hemos generado los seis términos de un determinante 3 x 3. Para

n = 4 existen (4_21)! = 3;' = 3 permutaciones basicas que son: (1234), (1342) y (1423), y a partir

de algunas de esas permutaciones béasicas, digamos (1342) se obtiene un conjunto de ocho que es
+1342 — 3421 4+ 4213 — 2134 4+ 2431 — 1243 + 3124 — 4312, estos estan alternativamente
vivos (+) y muertos (—). Por tanto, un determinante 4 X 4 incluye los términos a,bs;c,d, —
asb,c,d, + -+ — aubsc,d,. Esta regla de Seki para la generacion de permutaciones es bastante
bonita, pero lamentablemente tiene un grave problema para n > 4.

Las permutaciones fueron cada vez mas estudiadas e importantes para las matematicas,
donde buscan identificar ciertas caracteristicas, utilidades y férmulas Gtiles en este concepto. En
1685, Wallis (1616-1703) en su obra publicada The Doctrine of Permutations and Combinations,
being an essential and fundamental parto f the Doctrine of Changes (1795) menciona a las
permutaciones como ordenaciones cuando se toman todos los elementos y encuentra todas las
permutaciones de las letras en la palabra roma y en la palabra meses eliminando las palabras que
no cambian al permutar las letras repetidas; lo que actualmente es conocido como permutacion
distinguible.

Ademas, como menciona Wilson y Watkins (2013) en la pagina 110 del libro el Discurso

de las combinaciones, Wallis considera especificamente el caso nulo, donde menciona que la
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combinacion de las m cosas tomando 0 a la vez, de la siguiente manera: “Es evidente que, si no
tomamos ninguna, es decir, si dejamos todas, no puede haber mas que un caso, cualquiera que sea
el nimero de cosas expuestas” (Traduccion propia, p.20).

Wilson y Watkins (2013) menciona que Wallis sabia que €(0,0) = 1, pues mencionaba lo
siguiente: “tomar todo, o dejar todo, no es mas que un mismo caso” (Traduccion propia, p.20). Sin
embargo, cuando dio una tabla de n! para n < 24, no llego a sefialar formalmente que 0! =1, o
que hay exactamente una permutacion del conjunto vacio. Wallis expresé en palabras las reglas
generales para el nUmero de permutaciones de n elementos con y sin repeticion, y las ilustr6
mediante el sonido de veinticuatro campanas y permutando las letras de las palabras o las palabras
de los versos.

Segun Wilson y Watkins (2013) en 1713, es publicada la obra Ars Conjectandi de Jacob
Bernoulli, la cual contiene temas de combinaciones y permutaciones; presentando diferentes tipos
de permutaciones y combinaciones como las permutaciones distinguibles y las combinaciones de
n objetos tomados de r en r; ademas Bernoulli deduce algunos resultados que no habian sido
mostrado por sus antecesores. Estos estudios siguen con Pierre Remond de Montmort (1678-1719)
en su libro Essai d’Analyse sur les Jeux de Hazards, publicado en 1714. Esta obra habla sobre la
teoria de las combinaciones y permutaciones, explica las propiedades del triangulo geométrico de
Pascal y desarrolla muchos ejemplos en los que aplica las permutaciones y combinaciones a
algunos problemas de probabilidad y teoria de juegos.

Como se ha observado el concepto de permutacion empieza a ser Util no solo en las técnicas
de conteo sino en diversas areas como la mausica, poesia, el algebra, la teoria de numeros, la
combinatoria, entre otras. Esta utilizacion del concepto en las diversas areas muestra la evolucion

que tuvo las permutaciones, empezando como ordenacion y definiéndose luego como funcion
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biyectiva; lo que permite observar la equivalencia entre estas dos definiciones. Caracterizando las
permutaciones por sus reglas o propiedades, las cuales también se pueden entender como
ordenacién y funcion, aunque no necesariamente teniendo la biyeccion.

Esto permite observar la evolucion del concepto y entender como han llegado a las
definiciones y uso de todos los tipos de permutaciones, de tal manera que al resolver los problemas
se pueda usar cualquier tipo de permutacién como ordenacién o como funcion, utilizandose la
definicion més util para resolver el problema.

Basados en Wilson y Watkins (2013), a partir del siglo XV1II se empieza a hacer uso de
las permutaciones en diversas aplicaciones y surge una disciplina denominada combinatoria
enumerativa. Como se ha mencionado anteriormente ya se empiezan a reconocer las conexiones
entre ciertos problemas combinatorios y las expansiones algebraicas, pero ahora, esto se explota
méas ampliamente; esto fue de ayuda para que, en el siglo XIX la teoria de grupos se desarrolle
como materia.

En la primera mitad del siglo XX se empieza a reconocer las profundas interrelaciones
entre la Teoria de Grupos, las permutaciones y la combinatoria. Esto fue de utilidad para
aplicaciones en la quimica, ya que entre 1920 y 1930 se logrd un progreso tedrico en el conteo de
moléculas, gracias al uso de las permutaciones y grupos de permutaciones en la Teoria de Grafos;
ya que la teoria de los grupos de permutacion era apropiada para la enumeracion de isémeros, y
sus ideas se desarrollan considerablemente en un articulo fundamental de Pdlya, en el que se
combina el método clasico de generacion de funciones con la idea de un grupo de permutacion
para enumerar grafos y moléculas y muchas otras configuraciones que surgen en matematicas

(Wilson y Watkins, 2013).
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Con base en Wilson y Watkins (2013), después de 1950, la llegada de los ordenadores
electrénicos lo cambio todo, ya que, en el sentido de la combinatoria y las permutaciones, uno de
sus objetivos era generar métodos y crear algoritmos para que los programas realizaran estas listas
y algunos problemas de conteo.

La primera publicacion orientada a los ordenadores sobre métodos de generacion
combinatoria fue una nota de 1956 de C.B. Tompkins, Machine attacks on problems whose
variables are permutations. Asi se fueron generando mas estudios con la programacion en estos
temas; tres libros, en particular, fueron especialmente notables con respecto al establecimiento de
principios generales: Elementos of Combinatorial Computing, de Mark B. Wells, especialmente el
capitulo 5. Combinatorial Algorithms de Albert Nijenhuis y Herbet S. Wilf; luego en 1978 se
publicé una segunda edicion con material adicional, y Wilf escribié posteriormente Combinatorial
Algorithms: An update. Ademas, Robert Sedgewick recopilé el primer estudio exhaustivo de los
métodos de generacion de permutaciones en Computing Surveys.

6.1.1.2 Revisiones de investigaciones previas. En esta seccion se realiza una revision de
las investigaciones que abordan el concepto de permutacion desde la perspectiva de la teoria
APOE. A continuacion, se muestran las descomposiciones genéticas encontradas sobre el
concepto, éstas muestran dos modelos cognitivos con enfoques diferentes: uno como ordenacion
para las técnicas de conteo y otro, como funcion biyectiva para desarrollar otros conceptos de
algebra abstracta, en particular el concepto de simetria. Estas descomposiciones genéticas son
estudiadas porque son de utilidad para el disefio de la primera etapa del ciclo de investigacion; esto
es, el planteamiento de una Descomposicion Genética Hipotética del concepto de permutacion.

Dado que esta investigacion busca que el individuo comprenda dicho concepto a partir de

la construccién de un Proceso de Ordenacion que se coordina con un Proceso de Funcion para dar
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paso al Proceso de Permutacion. Como se muestra en el desarrollo de toda la investigacion, este
modelo permite la construccién del Objeto y da luces sobre la conformacion del Esquema para
este concepto que evoluciona gracias a la experiencia de los individuos con su aplicacién en
diversos contextos.

Descomposicion Genética de Salgado (2007). El disefio de esta Descomposicion Genética
se realiza para estudiantes universitarios con el objetivo, de establecer las construcciones mentales
que deben estructurar para comprender los conceptos de ordenacion (permutacién) y combinacion
dentro de la tematica de conteo en un curso de Matematica Discreta. A partir de este modelo
cognitivo los autores disefian secuencias didacticas con el fin de refinar o validar la DGH a partir
del analisis de las estructuras que evidencian los estudiantes sobre estos conceptos. A continuacion,
presentamos la descripcion de las estructuras refinadas que propone Salgado (2007).

Accion. Los estudiantes tienen una concepcién Accion cuando tienen la necesidad de: i.
comparar distintos problemas con y sin orden para distinguir entre ambos tipos, ii. hacer Acciones
necesarias para desglosar el ejemplo y poder contar fisicamente; al desglosar los problemas son
capaces de notar la diferencia entre un problema con orden de otro sin orden, iii. Usar férmulas de
memoria, es decir, utilizar las formulas de forma automatica sin comprender su significado, lo que
los lleva, frecuentemente, a usarlas incorrectamente, iv. Usar las técnicas de conteo Unicamente
paso a paso, lo que conlleva una incomprension sobre dichas técnicas.

Proceso. Los estudiantes tienen una concepcion Proceso cuando interiorizan las Acciones
de: i. contar o las Acciones involucradas en la aplicacion de formulas en un Proceso que les implica
utilizar formulas y ejecutar las sumas y productos necesarios, sin necesidad de contar fisicamente
y sin utilizar memorizacion en la aplicacion de formulas, ii. desglosa el problema de manera que

les permite reconocer los casos validos y efectuar el producto con los datos relevantes, iii.
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Interioriza la Accion de distinguir un problema sin orden de otro con orden en un Proceso lo que
los lleva a dividir la formula de ordenacion para llegar a la formula de combinacion que usaran
para resolver problemas sin orden.
Objeto. Los estudiantes tienen una concepcion Objeto cuando encapsulan los Procesos anteriores
para construir el Objeto de conteo de combinacion. Es decir, pueden comparar férmulas, usar en
un problema dos férmulas distintas cuando es necesario, distinguir entre diversas situaciones,
distinguir las formulas que deben emplear en cada caso. Ademas, pueden revertir el Objeto al
Proceso o los Procesos que les dieron origen. En este momento podran hacer comparaciones entre

el Objeto ordenacién y el Objeto combinacién. (Salgado, 2007, p.32).

Dado que el objetivo de Salgado (2007) es crear secuencias didacticas a partir del disefio
de la Descomposicidn Genética, la autora puede identificar si los estudiantes logran diferenciar las
permutaciones de las combinaciones. De esta manera, el énfasis de su trabajo se basa en que los
estudiantes comprendan qué implicaciones importa el orden, al construir el concepto de
permutacion y diferenciarlo de la combinacion. Estos elementos en que enfatiza la autora en su
investigacion y el modelo cognitivo refinado sirven de guia para esta investigacion de manera que
las caracteristicas de las permutaciones como el orden y la repeticiéon se puedan estructurar de
manera equivalente como una funcion. Esta vision permite el estudio de diversas aplicaciones de
este concepto en Matematica discreta o Combinatoria y en Algebra abstracta.

Descomposicion Genética de Asiala et al. (1998). EI modelo cognitivo presentado por
Asiala et al. (1998) fue disefiado para explicar las construcciones mentales que pueden desarrollar
los estudiantes cuando comprenden los conceptos de permutacion (como funcion biyectiva) y de
simetria. Esta investigacion contempla el disefio e implementacion de un modelo de clase en un

curso de Algebra Moderna, destinado a ayudar a los estudiantes universitarios a realizar las
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construcciones del concepto de permutacion y simetria, en relacion con otros conceptos tratados
en Algebra Moderna, para esto se apoyan en el uso del lenguaje de programacion ISETL.

El Andlisis Tedrico planteado por Asiala et al. (1998) contempla un analisis epistemologico
de dichos conceptos, teniendo en cuenta su relacion con el concepto de funcion. Asiala et al. (1998)
mencionan que el Esquema de permutacion debe incluir la coordinacion de tres elementos
cognitivos: el concepto de funcion y las propiedades uno a uno y sobreyectiva. A continuacion, se
presenta la interpretacion de este modelo cognitivo propuesto por Asiala et al. (1998):

Esquema de permutacién: El individuo incluye la coordinacion de tres elementos cognitivos: el

concepto de funcion y las propiedades de uno a uno y sobreyectiva.

1. Funcién. Interpreta la permutacion de un conjunto finito mediante el concepto de funcion,

de la siguiente manera:

Accién: Una concepcion Accién muy primitiva de la permutacion podria estar indicada por la
dependencia de un sujeto de una férmula u otra descripcion mecanica para guiar sus Acciones. Por
ejemplo, para una permutacion del conjunto ordenado {1,2,3,4}, la Accion de la permutacion
(2341) podria describirse como “poner 1 a la derecha de 4” o “desplazar a la izquierda y
retroceder”. Una concepcion de la Accidn también puede venir indicada por la necesidad del sujeto
de averiguar todos los detalles de una permutacidn para considerar la descripcién de la accion que
realiza la permutacion.

Proceso: Una concepcion Proceso de la permutacion podria estar indicada por la conciencia de un
individuo de un movimiento mental. Por ejemplo, al decir que “4 va a 17, tal concepcion podria
permitir al estudiante invertir el movimiento para obtener la inversa de la permutacion.

Objeto: Una concepcion Objeto de permutacion podria estar indicada por la capacidad del
individuo para concebir la formacién del conjunto de todas las permutaciones de un conjunto dado,

por ejemplo, como parte de la formacién de un grupo de permutaciones. También podria indicarse
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si un individuo puede pensar en la composicion de dos permutaciones como una funcion gue toma
dos permutaciones y la combina de alguna manera para obtener una tercera.

2. Uno a uno. Se considera que esta propiedad forma parte del Esquema de un individuo para la
permutacion si, a partir de una concepcion Proceso de la permutacion, el individuo puede imaginar
realizar el Proceso dos veces sobre dos objetos diferentes y considerar si es posible obtener la
respuesta.

3. Sobreyectiva. Se considera que esta propiedad forma parte del Esquema de un individuo para la
permutacion si, a partir de una concepcién Proceso de la permutacion, el individuo puede
considerar un elemento del codominio e invertir el Proceso para preguntarse si hay algo en el
dominio que se corresponda con él. A continuacion, esta inversion se interioriza en un Proceso de

modo que el individuo pueda imaginar su aplicacién para cada elemento del codominio. (p.17-18)

El modelo cognitivo descrito tiene como objetivo describir las estructuras mentales
necesarias para la comprension del concepto de permutacion como funcion biyectiva. Este permite
el disefio de una Descomposicién Genética del concepto de simetria a partir del concepto de
permutacion; Asiala et al. (1998) explican que esto se aproxima a una aplicacién del Esquema de
funcién que puede estructurar un individuo.

Este modelo cognitivo permite observar otra manera de construir la permutacion de un
conjunto finito con n elementos diferentes, esto es como: funcion biyectiva; tomando como
elementos cognitivos para coordinar el de funcion, y las propiedades de funcién inyectiva y
sobreyectiva. Pero esta coordinacion de los elementos cognitivos es mostrada de manera aislada,
donde el modelo cognitivo de permutacion esta dentro del Esquema de funcion, pero en este

Esquema no se incluye dentro de las propiedades de las funciones, especificamente la inyectividad



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE PERMUTACION 83

y sobreyectividad; sino que se explican como Esquemas a parte haciendo explicito que son parte
para la concepcion Proceso del concepto de permutacion.

Este modelo cognitivo es de utilidad para esta investigacion, sin embargo, creemos que
dentro del Esquema de funcion estd la clasificacion de ellas, es decir, las propiedades de
inyectividad y sobreyectividad de una funcion. De manera que si un estudiante tiene la concepcion
Proceso del concepto de Funcion logre distinguir, el dominio, codominio e identificar si en la tarea
se hace uso de funciones inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. Permitiendo hacer uso de estas
caracteristicas de las funciones en el uso de las caracteristicas de las permutaciones en las técnicas
de conteo, es decir en términos de las funciones y sus propiedades que implica que se tenga orden,
repeticiéon o no.

6.1.1.3 Estructuras previas para la construccion del concepto de permutacion.
Teniendo en cuenta todos los elementos presentados en este capitulo respecto al concepto de
Permutacion, se considera necesario que un estudiante: construya los conjuntos como entradas y
salidas, entienda la definicién de un multiconjunto de manera que le permita distinguir que existen
elementos repetidos como tipos, por ejemplo, en el multiconjunto {a,a,a,b,b,c} existen 3
elementos de tipo 1, 2 elementos de tipo 2 y 1 elemento de tipo 3. Estas estructuras le permiten al
estudiante identificar si son permutacion con repeticion, sin repeticion o de un subconjunto como
funciones inyectivas, biyectivas, entre otras.

De esta manera, se tiene en cuenta el concepto de conjunto para la estructuracion del
concepto de funcion, con el objetivo de que el individuo logre realizar transformaciones como:
realizar la composicion de funciones, determinar cuando una funcién es invertible y dado el caso

calcular la funcién inversa; esto permite analizar las permutaciones como funciones, ya sean
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inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. Esta forma de concebir el concepto de permutacion requiere
por tanto de la construccion previa de las siguientes estructuras:
Esquema de conjunto: Un individuo tiene la concepcién esquema de conjunto cuando puede
trabajar con diversos tipos de conjuntos en diferentes situaciones matematicas. Es decir, puede
definir funciones que tienen como argumentos de entrada a conjunto, puede identificar qué es y qué
no es un conjunto. (Cabrera, 2022, p.48)
Proceso de funcion: Un individuo con una comprensién de proceso de funcién construye un
proceso mental para una funcion dada, piensa en términos de entradas, posiblemente no
especificadas, y transformaciones de esas entradas para producir salidas. (Dubinsky et al., 2005a,

como se cit6é en Arnon et al., 2014, p. 21)

Encapsulacion del Proceso de funcién: Para el concepto de funcion, la encapsulacion permite
aplicar transformaciones de funciones tales como formar un conjunto de funciones, definiendo
operaciones aritméticas en dicho conjunto, equipandolo con una topologia, etc. (Dubinsky et al.,

2005a, como se citd en Arnon et al., 2014, p. 21)

6.1.1.4 Descomposicién Genética Hipotética (DGH,). El disefio de la DGH, se realiza
con base a un primer andlisis de la revision historica-epistemologica y las descomposiciones
genéticas mencionadas anteriormente. En este primer momento se estructura un modelo cognitivo
de permutacién, basandose en su equivalencia como ordenacion y como funcién biyectiva. Se
parte de una estructura Accion como ordenacion y a partir de ella se promueve la interiorizacion
en un Proceso que permite concebir el concepto de permutacion como funcion biyectiva; este
primer modelo cognitivo tiene en cuenta la permutacion de un conjunto finito de elementos

diferentes.
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Accion: Esta estructura permite que el individuo determine el nimero total de
permutaciones de un conjunto finito mediante la construccién de cada permutacion; esta
construccion estd condicionada por el tipo de representacion (lista, diagrama de arbol, tabla de
contingencia, entre otras) y las estrategias que surgen ante la necesidad de determinar el nimero
total de permutaciones. En esta estructura los individuos pueden hacer uso de férmulas que
recuerden sobre las técnicas de conteo, sin distinguir o diferenciar sus caracteristicas; de manera
que las utilizan mecénicamente sin ningin cuestionamiento, lo que puede llevarlos a utilizar las
férmulas equivocadas sin tener en cuenta las condiciones de la tarea.

El mecanismo de interiorizacion se produce cuando el individuo tiene la necesidad de crear
formas generales de encontrar el niUmero total de permutaciones; esta reflexion le permite al
individuo reconocer las caracteristicas o casos validos en la tarea sin necesidad de enlistarlos uno
a uno o hacer uso de los tipos de representacion. Como resultado de dicha reflexion es posible que
el individuo pueda crear algoritmos que le permita encontrar el nimero total de permutaciones.

Proceso: la interiorizacion de las Acciones le permite al individuo encontrar el nimero
total de permutaciones como un producto; es decir, es posible que determine el total de
permutaciones de un conjunto finito N de n elementos mediante la forma: n x (n — 1) X (n —
2) x .-+ % 1. Estructurar el Proceso como resultado de la interiorizacion de Acciones implica que
el individuo construya el concepto como una funcion biyectiva de un conjunto finito en si mismo,
entendiendo las caracteristicas del orden, tamafio y la no repeticion por medio de la funcion
biyectiva. Esto es resultado de su independencia del tipo de representacién que puede promover
una tarea especifica relacionada con las permutaciones.

La encapsulacion del Proceso se genera cuando el individuo determina que toda funcion

biyectiva definida de un conjunto finito en si mismo es una permutacion del conjunto N con n
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elementos diferentes; es decir, pensar en el total de permutaciones de un conjunto finito N es
equivalente a pensar en el total de funciones biyectivas del conjunto N en si mismo. Esto le permite
analizar este concepto como una estructura algebraica que tiene las mismas propiedades de las
funciones.

Objeto: El encapsulamiento del Proceso le permite al individuo adaptar las propiedades de
funciones hacia las permutaciones, ya que al ver la permutacion de un conjunto de n elementos
diferentes como una funcion; el individuo logra realizar y entender la composicion de
permutaciones, determinar la inversa de una permutacion como otra permutacion, realizar el
soporte de una permutacion logrando caracterizarlas como pares e impares.

6.1.2 Disefio e Implementacion uno (DI4)

En esta segunda etapa de la primera aplicacion del ciclo se disefia como instrumento la
Prueba diagnostica, teniendo en cuenta el modelo cognitivo DGH,; por lo tanto, se realiza un
Analisis a priori que contempla una forma de abordar cada tarea y la descripcion de los objetivos
de cada una de las tareas con base en las estructuras y mecanismos mentales de la DGH,,.

6.1.2.1 Prueba diagndstica. Este instrumento tiene como objetivo estudiar las estructuras
previas necesarias para la construccion del concepto de permutacion; en particular interesa
determinar si el estudiante evidencia una estructura Proceso que le permita identificar la
permutacion de un conjunto de n elementos diferentes como funcion biyectiva. Se propone que
esto le permite comprender las representaciones de dos pisos o ciclicas que son las mas comunes
en algebra abstracta.

Igualmente interesa determinar a través de este instrumento si el estudiante hace uso del
Esquema de conjunto para estructurar las caracteristicas de los elementos del conjunto para las

permutaciones; esto puede permitirle reconocer las distintas representaciones que tiene el
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concepto. Por ejemplo, los diagramas de é&rbol, tablas de contingencia y listas; estas
representaciones son importantes para analizar si el estudiante logra determinar la importancia de
usarlas al resolver problemas relacionados con la permutacion y por tanto describir su comprension
del concepto.

La Prueba diagndstica se desarrolla durante dos horas de clase en un trabajo individual que
consta de tres momentos:

I. Se entrega la primera parte de la prueba que consta de dos tareas cuyo objetivo es analizar
si los estudiantes reconocen la informacion presentada en una tabla de contingencia y un diagrama
de arbol. A partir de estas representaciones se espera que identifique el conjunto utilizado en la
tarea; ademas, interesa determinar el uso que hace de dichas representaciones para responder a las
preguntas, dando como instruccion explicita resolver la tarea por medio de la representacion
indicada.

ii. Se hace entrega de las definiciones de algunos tipos de representaciones Utiles para
abordar problemas sobre permutaciones y ejemplos de codmo se abordan.

iii. Se entregan cuatro tareas con el objetivo de determinar si los estudiantes hacen uso de
las diversas representaciones, que hacen alusién a la estructura Accién y posiblemente a partir de
estas Acciones los estudiantes las interioricen en una estructura Proceso, permitiendo que puedan
determinar el nimero total de permutaciones segun las instrucciones de la tarea mediante formas
o0 algoritmos generales.

6.1.2.1.1 Analisis A priori de la Prueba diagnostica. Con base en la informacion
presentada hasta el momento, en esta seccion se exponen las tareas disefiadas para la Prueba
diagnostica; asi como las estructuras que se espera el estudiante establezca a partir de sus

procedimientos frente a cada tarea.
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En el Andlisis A priori de cada tarea se presenta una solucion normativa para luego
describir las expectativas de cada una de ellas, a la luz de las estructuras y mecanismos mentales
planteados en la DG H,y; aunque es posible abordar las tareas desde diferentes perspectivas, en este
analisis se muestran solo algunos caminos de solucion. En la Tabla 2 se presentan las estructuras
y mecanismos mentales que pueden emerger en la solucion de cada tarea.

Tabla 2

Uso de las estructuras de la DG H,, en cada tarea de la Prueba diagnoéstica

Tareas Estructuras basadas en la DGH,,
Tarea 1l jError! No se encuentrae
| origen de la referencia.y Tarea
2iError! No se encuentrael o
rigen de la referencia.

Esquema de conjunto.

Concepcion Accion.
Tarea 3y Tarea 4 Concepcion Proceso.
Mecanismo de interiorizacion.

Proceso funcion.
Esquema conjunto.
Proceso permutacion.

Tarea5y Tarea 6

Tarea 1 (Adaptada de Villareal, 2016). Una tabla de doble entrada o tabla de contingencia se
usa generalmente, para comparar dos “cosas” respecto a una caracteristica. Por ejemplo, el precio
de tres productos de dos marcas diferentes. La marca 1 vende lapices, esferos y marcadores a $800,
$1.000 y $1.500 respectivamente. Mientras la marca 2 los vende a $750, $1.100 y $1.450
respectivamente. Organiza los datos en una tabla de contingencia y responde las siguientes
preguntas:

a) Desea comprar 1 lapiz, 1 esfero y 1 marcador, ¢(De qué marca compraria cada producto

para ahorrar dinero y por qué?

b) Sise compra un producto de cada marca, ¢En cual marca se ahorré mas dinero?
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Solucién. Una manera de organizar la informacion para resolver las preguntas de la Tarea 1,
es por medio de una tabla de contingencia como se muestra en la Tabla 3; el uso de esta tabla
permite la comparacion de los productos dependiendo de las marcas.

Tabla 3

Tabla de contingencia para la organizacion de los datos de la Tarea 1

Marcal Marca?2

Lépices $ 800 $ 750
Esferos $1.000 $1.100
Marcadores $1.500 $1.450
Total $3.300 $3.300

Para el item a) se compara cada producto con las marcas respectivas; por ejemplo, la

interseccion entre el lapiz y la marca 1 es $800, este valor es comparado con la interseccion entre
el 1apiz y la marca 2 que es $750. Esta comparacion permite concluir que el lapiz de la marca 2 es
mas econdmico, por una diferencia de $50. Este procedimiento se realiza con cada producto, donde
la tabla de contingencia es de gran ayuda, ya que permite comparar los productos de manera mas
efectiva. Reuniendo esta informacion de los productos para responder al item a), es posible analizar
los precios mas econdmicos en estas comparaciones, deduciendo que, para ahorrar dinero se
compra un lapiz de la marca 2, un esfero de la marca 1 y un marcador de la marca 2.

Para el item b) basta con sumar los precios del 1apiz, el esfero y el marcador de cada marca
y compararlo. Esto puede realizarse a través de la tabla de contingencia (ver Tabla 3), analizando
los totales de cada marca, lo que permite concluir que el precio total de un producto de cada marca
es el mismo.

Tarea 2 (Adaptada de Villareal, 2016). Al preguntarle a Camilo por su familia, él nos
cuenta: la mama de mi mama se llama Ana Victoria. Ella tuvo seis hijos: Carlos que es el papa de

Juan, David y Sandra; Enrique que es el papa de Pablo y Miguel; y Alfredo que es padre de
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Carolina y Oscar. También tuvo a Virginia la mama de Fernanda y Susana; a Neyla madre de
Angelay Dianay tuvo a Ibeth, mi madre y de mi hermano Omar. Representa mediante un diagrama
la relacion de parentesco que hay entre los integrantes de la familia de Camilo.

Solucién. Para la informacion presentada en la tarea 2, la mejor manera de representarla es
por medio de un diagrama de &rbol, como se muestra en la Figura 14; esto permite distribuir los
datos de la tarea de manera correcta, sin caer en el error de repetirlos u omitirlos.

Figura 14

Diagrama de arbol que representa la informacion de la Tarea 2

Ana Victoria

Las Tareas 1 y 2 buscan determinar si el estudiante reconoce y hace uso correcto de las
representaciones del concepto de permutacion que se implementa en cada una; tales como: tablas
de contingencia, diagramas de arbol y listas. Dado que mas adelante necesitara utilizarlas en la
solucion de tareas relacionadas con el concepto de permutacion.

Estas representaciones permiten identificar si los estudiantes tienen la estructura previa de
conjunto, ya que para abordar la solucién a la tarea se debe identificar los conjuntos y asi
determinar qué tipo de representacion es mas (til para la solucidn de la tarea. Aunque dichos

conceptos son Utiles para resolver problemas relacionados con el concepto de permutacion, las
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tareas permiten que cualquier estudiante las aborde, independientemente de su experiencia en el
concepto.

Una vez los estudiantes se aproximan a las Tareas 1y 2, se hace entrega de las definiciones
de los diferentes tipos de representaciones del concepto de permutacién y algunos ejemplos de
codmo usar estas representaciones para resolver tareas; estas definiciones y ejemplos se pueden ver
en el Anexo 1. Luego, se hace entrega de las Tareas 3, 4, 5, 6 y 7 disefiadas con el objetivo de
potenciar las estructuras y mecanismos mentales del modelo cognitivo hipotético de la DGH,,.
Ademas, se busca reconocer la estructura Proceso de funcion a partir de la identificacion de los
estudiantes de las diferentes notaciones que tiene el concepto de permutacion de un conjunto finito
de elementos diferentes; por ejemplo, la notacién en ciclo y de dos pisos.

Tarea 3 (Adaptada de Villareal, 2016). Una marca de helados impulsa tres sabores: fresa, moray
cereza, vendiendo conos. Cada cono tiene una bola de helado, una salsa y una fruta. En dos
ciudades ofrecen promociones como indica la imagen de la Tabla 4.

Tabla 4

Combinaciones de los sabores de helado en cada ciudad

CIUDAD A CIUDAD B
Una cereza, una fresa 0 una mora iPrueba 3 nuevos sabores ;

Helado + Salsa + Fruta
Fresa Mora Cereza
Fresa Cereza Mora

Salsas de moras, de fresas,
o de cerezas

Helado de mora, de

ety
Cereza Fresa Mora
fresa o de cereza
Cereza Mora Fresa
Mora Fresa Cereza
AP jHay 6 combinaciones diferentes!

QN | [ (W [ 3

Mora Cereza Fresa
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Solucidn. Esta tarea puede ser abordada a partir de algunas de las representaciones y el uso
de las formulas identificando las caracteristicas necesarias para los conceptos de técnicas de
conteo. A continuacién, se describen cada una de las posibles soluciones.

Listas. Teniendo en cuenta que en la ciudad A mencionan que, si se admite la repeticion
de los sabores en cada capa del helado, se realiza la lista siguiendo el orden Sabor de helado +
Salsa + Fruta, de la Tabla 4 de la Tarea 3. Por medio de este tipo de representacion, se
encuentran 27 combinaciones (ver Figura 15); esto permite concluir que las promociones no son
iguales, ya que en la ciudad B se observan 6 combinaciones.

Figura 15

Listas de los 3 sabores para las 3 capas del helado de la Ciudad A

CFC, CFF, CFM, CMC, CMF, FCC, FCF, FCM, FMC, FMF, MFC, MFF, MFM, MCC, MCF,
CMM, CCC, CCF, CCM, FMM, TFFC, FFF, FFM, MCM, MMC, MMF, MMM

Formula. Para la ciudad A, al identificar que se pueden realizar repeticiones y si importa
el orden, se hace uso de la formula de los arreglos con repeticion encontrando que el total de las
ordenaciones de los sabores para el helado es de 33 = 3 x 3 x 3 = 27. Para la ciudad B, se
identifica por medio de la tabla dada en la tarea 3 mostrando que los sabores no se repiten y que el
orden importa; de esta manera se hace uso de la formula de permutaciones sin repeticion
encontrando que el total de estas ordenaciones de los sabores para el helado es de 3! =
3x2x1=6.

Tarea 4. Estas encerrado en una habitacion cuyas paredes y techo se van reduciendo con
el pasar del tiempo. Para poder salir de alli, debes abrir la Gnica puerta que hay, determinando un

cddigo de 3 digitos que permite abrir la cerradura. Para descubrir este cddigo y abrir la puerta,
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debes determinar el nimero total de permutaciones sin repeticiones de 2 elementos del conjunto
{1,2,3,4,5,6}. Este es exactamente el codigo de la puerta.

Solucién. Una de las posibles soluciones emerge cuando el estudiante puede identificar que
esta tarea puede ser abordada a través de permutaciones de un subconjunto de elementos diferentes
del conjunto finito; es decir, las k-permutaciones. Al identificar este tipo de permutacion se realiza
la tarea directamente con la férmula ya establecida, como se muestra a continuacion:

p _p _ n! _ 6! _6!_6><5><4><3><2><1_360
l) = 26H ™ ) (6—4) 21 2x1 -

Por lo tanto, el resultado del total de permutaciones de un subconjunto de 4 elementos del

conjunto {1,2,3,4,5,6} es 360, siendo los 3 digitos para abrir correctamente la puerta.

Otra de las posibles soluciones es a través del uso del diagrama de arbol, este permite
encontrar las permutaciones de un subconjunto del conjunto finito; sin embargo, este tipo de
representacion lleva un tiempo mas largo porque el total de estas permutaciones denotan una
cantidad grande, de esta manera es mas factible que se cometan errores realizando.

Las Tareas 3y 4 se relacionan con una estructura Accion de permutacion a través de la cual
pueden hacer uso de las diferentes formulas asociadas al concepto de manera mecanica. Por tanto,
es posible usar formulas de manera incorrecta, sin tener en cuenta las caracteristicas de la tarea: el
orden, el tamafio y la repeticion. La estructura Accién también se relaciona con las posibles
representaciones que el estudiante evidencia al abordar la tarea; los estudiantes pueden interiorizar
estas Acciones cuando identifican las caracteristicas en cada tarea, esto les permite sefialar qué
técnica de conteo es (til para abordar de manera exitosa cada tarea. Asi, interiorizan estas Acciones

en un Proceso, que se caracteriza por una reflexion previa de las condiciones de las tareas, que
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permite encontrar o identificar un algoritmo o formula que se aplique correctamente para su
solucioén.
Tarea 5. Una aplicacién biyectiva de un conjunto finito X sobre si mismo se llama
permutacion del conjunto X. Una notacion del concepto de permutacion es el de dos pisos:
Goatd
b d c a
e Escriba esta permutacion de dos pisos en la notacion usual de funcion, escribiendo

explicitamente las iméagenes de todos los elementos del dominio.

Tarea 5. Una aplicacién biyectiva de un conjunto finito X sobre si mismo se Ilama

permutacion del conjunto X. Una notacion del concepto de permutacién es el de dos pisos:
(a b ¢ d)
b d c a
e Escriba esta permutacion de dos pisos en la notacion usual de funcion, escribiendo

explicitamente las iméagenes de todos los elementos del dominio.

Tarea 6. Ten en cuenta que estamos trabajando sobre el concepto de permutacion. Observa
la siguiente imagen:
Figura 16

Imagen que representa la permutacion para la Tarea 6
2
i 6
°o l o\\ °
o "-\°\, /° A q
3
a) ¢Que representa esta imagen?

b) ¢Esta imagen se puede representar de otra manera? Si es asi, escribala.
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Solucidn. La representacion de esta imagen de la Figura 16 se puede entender como los
ciclos de una permutacion o como un grafo dirigido. Al identificar la informacion presentada
en la imagen de la permutacion como ciclos, es posible definirla por medio de la notacion
3 45 6 7 8 9)_

1 7 8 6 2 9 5

Las Tareas 5y 6, se disefian con el objetivo de analizar si los estudiantes logran identificar

ciclica (13)(247)(589) o en la notacion de dos pisos (é Z
los conjuntos que se utilizan en la permutacién; en este caso identificar como dominio el conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} y codominio él mismo. Asi es posible empezar la estructurar la permutacion
como una funcidn biyectiva de un conjunto en si mismo, de tal manera que los estudiantes pueden
identificar las flechas presentadas en la Tarea 6 como una equivalencia con la definicion de
permutacion como funcion biyectiva; recordando o deduciendo otras notaciones para las
permutaciones sin repeticion. Como en este caso, la notacion en ciclos y la notacion en dos pisos.
Todo esto contribuye en una estructura mas robusta del Proceso que permite entender la
permutacion como un movimiento mental a partir de la estructura Proceso de funcién.

6.1.2.2 Observacion de la clase. En esta seccidn se describen algunos fragmentos de clases
que la investigadora considerd util en la investigacion, ya que el profesor hace referencia al
concepto de permutacién como una equivalencia entre las ordenaciones y las funciones; ademas
define otros conceptos que no se habian tenido en cuenta pero que hacen parte del concepto. A
continuacion, se describen los fragmentos relevantes de la clase.

El profesor para empezar con las definiciones de enumeracion de combinatoria escribe dos
proposiciones (ver Figura 17) con sus respectivas demostraciones, con el fin de sefialar que por
medio de las funciones también es posible contar la distribuciones o variaciones de un conjunto.

Figura 17
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Proposiciones dadas por el profesor sobre el total de funciones con ciertas propiedades

/Propos\c\on

\VOPOS\C\on

Oea N un conrto de n elementos, M on Pam Cualesquiera. Conyuntos Ny M con INl=nz0

conyorto de m eementos (2o m21). E\
némero de todas las posibles funciones
F:N—M es m",

Demostracién:

or wduccion sobre n.

i n=0, entonces hoy ona Grnica Funcion
defnda scbre N=¢. Esto sahstace me=4.
SUPor\aq que \a Edrmola 85 valda fara n-4,

Para algén nx4. Veamos que es vahda para n,

Si 9:N—M, Fye acN, entonces g se puede ver
Cormo la umdn e dos funciones F:N} — M y
fA=90\ Para todo XEN\LaY y I(a.3@)),

Por hipdtesis de nduccion hay m™* Gunciones
Como @ que van de N\iay en M 4 hay m
@lecciones Para gcal.

En Yota), oy mMm=m" fonciones de N en M.

3 IMl=m24 existen exactamente '[T(n—v-)
Funcwnes wyectnas FiN—M

Demcs‘hacmr\:

;5\ n=0,la dnica foncidn nyectiva es \a Concidn
Nacia. Ast que | TT(M N=1=1199]

Supongu que \a Pdmu\q es vdhda Qara n-4,
|con n24. Entonces debe ser vdida para n.

|D1 g:NM es inyectiva, consdere. F: Al Moy
1y la cuncin £(a,36n3. 3=Futa,g@l. Oado
q,ue £: N0y — M\gat hay ‘ﬁ'(m 1-0)
Vunr,\ones como F.

|

pov otvo \ado, hay m fonciones Posibles como
5.(0 3@, Asi que m. ‘|T(m 1)z m‘\TLn 0
= (m- o\ TT(.M )

"I—r(m N

Para promover la comprension sobre estas proposiciones, el profesor hace uso de diferentes

ejemplos en los que busca sefialar como se puede hacer uso de estas proposiciones en contextos

de la vida real; uno de estos ejemplos se presenta en la Figura 18 que consta de las distribuciones

o0 variaciones de los numeros en la placa de carros.

Figura 18

Ejemplo de arreglos sin repeticion por medio de funciones

E jemplo;

5uPon3o\ que \a Placa de un cavro comxen‘ba
for ARC Y ninguno Ak \os digdos de \a
Segunda Porke es un 8

0) coudntas Placas de +al hipo hay?

b) ¢ Cudl es o\ fota) de placas con 3 letras

9 3 3/9vtos?

dolciont

o\0bserve que \a @leccidn de una Paca S€
Quede ey como \a e\leccion de vna Funcidn

F:{01,2Y {04,2,3.4,56,3.9%
lego hay 4 Placas

b) Eske caso se puede entender como el
4otal ae Func\ov\qs

F:501.2.3 ! {A,...2,0,....9%

St telo... ﬂ eS menor que 3, en'ronces
HOEIAR, .. 2) 4 Si 023, entonces
fiegon.....a3.%or \o +anto, e\ total de
Placos es 26*.10°
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Después de definir estas proposiciones en el tablero, el profesor define los arreglos sin
repeticion a partir de las propiedades que caracterizan este tipo de distribucion o arreglo, estas
propiedades son la repeticion y el orden. Esto le permite mostrar un ejemplo que busca propiciar
en los estudiantes la comprension sobre los tipos y objetos de un conjunto como un multiconjunto.
Finalmente, da como observacién que el total de arreglos con repeticion también se puede entender
como funciones de N = {1, ...,n} en M = {1, ..., m} (ver Figura 19); mostrando que el total de
funciones f: {1, ...,n} = {1, ..., m} de la primera proposicién de la Figura 18 es equivalente al total
de arreglos con repeticion, este total de funciones o total de arreglos con repeticion se encuentran
con la formula m™.

Figura 19
Definicion del profesor de arreglos con repeticion y un ejemplo de este

Avveglos con vegeticidn
Suponga que Yenemos m Tipos de obyetos
difexentes. A Parhir de estos formamos todas
los Posioles distnbuciones con n obyetos.

Poeden Eigurar okyetos de un mismo ipo en vna
distrbucidn 4 dos distribuciones son 1guales S
Fienen \os mismos h1pos de dheto en o\ mswo orden.

Ego,mo\o:

(0,0,A,59) Son 3 +pos: Clrcolos
Qectdngulos
TYdnqu\os

Esta es vna distnbucidn de 5 obyetos donde

figuran obyetos de on msmo 0o,

o los dstabuciones de! +po antevor se
denomman N-oxreg\os con ePehcion de m
+ipos. Denctomos o\ ngmero fotal de estos
orveglos por Apzmn
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Después de describir los principios combinatorios (regla de la suma, regla del producto y
principio de inclusion-exclusion), el profesor define en el tablero: i. los arreglos sin repeticion, que

son lo que se establecieron en el analisis tedrico como permutaciones de un subconjunto (ver
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Figura 20); en esta definicion se menciona que los arreglos sin repeticion se pueden entender como
funciones inyectivas. ii. las permutaciones o permutaciones sin repeticion, mostrando la
equivalencia de esta definicion por medio de funciones biyectivas y dando dos ejemplos de este
concepto como ordenacién y como funcién (ver Figura 21).

Figura 20

Definicion y férmula de los arreglos sin repeticion (permutaciones de un subconjunto)
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Figura 21
Definicién con férmula y ejemplo del concepto de permutacion
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Mediante el concepto y la férmula de permutacién de un conjunto de n elementos
diferentes, el profesor explica como se puede entender el concepto de permutaciones con
repeticion o permutaciones de un multiconjunto; esto permite que los estudiantes deduzcan la
formula para el total de permutaciones con repeticién a partir de la formula del total de
permutaciones de un conjunto de n elementos diferentes. Ademas, se muestra un ejemplo de este
tipo de permutacion (ver Figura 21) buscando que los estudiantes identifiquen las caracteristicas
de las permutaciones con repeticion, estas son: la repeticion y el orden.

Figura 22
Definicién y formula de la permutacion con repeticion a partir de la formula n!

Dl K /

feemgTociones con vepeticidn Eyemplo:
Se Fenen obyetos de k f\pos ¢ Codatas ¢cCuontas Palabras e queden escribowr
Qexmotaciones se Pueden hacer fomondo n Con \as \ercas de \a Qalabra MISSISSIPT?

obyetos del Pamer 00, 1, doyetos del sequndo

£100,..., N obetos del K-€swmo +190? Solucidn:

Solverdn: Na=1, Ni=4 , Ng=Y, Ng=2; entonces
E\ nimero de elementos de una Pexmutocdn N=1+4ysys2=11 4

e estas @S N=NatNat---4n, @(\'\mn“ns'm): : .11'. = 24650

Si k=n  entonces +odos los ocbyetos secdn
difexentes y e\ wimero de estas Qermutaciones
es Qa=nl,

Sien on oxreglo infeccambiamos dos OEJ€+OS
de\ msmo 190, no obtenemos un nuevo asreglo.
Dado on axceq\o de obyetos de k +19os, el
nomero de Pexmotaciones como ahcacidn
que deyan inaviante O dicho oxreglo €%
ndngt--ongd

Ast concluimo$ que e\ nimero de Qexmutaciones
Con Yefericion en Kk +Qos es

Finalmente, el profesor define las combinaciones por medio de los tipos de permutaciones
que se estructuraron con anterioridad, enfatizando en las caracteristicas de este concepto. Esto
permite sefialar una de las principales diferencias entre las combinaciones y las permutaciones, la

no importancia del orden en la combinacion. Ademas de las definiciones, se muestran ejemplos de
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como se aplica la formula de este concepto y como se deriva la formula para determinar el total de
combinaciones a partir de las permutaciones (ver Figura 23).
Figura 23

Definicion de combinaciones a partir de las permutaciones
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6.1.3 Recoleccion y Andlisis de datos uno (RD4)

La recoleccion de datos de la Prueba diagnostica se realiza con base en el analisis de las
hojas de trabajo que contienen las producciones de los estudiantes. Luego, teniendo en cuenta la
DGH, y el analisis tedrico consolidado (AT;), se analizan las respuestas de los estudiantes, a partir
de los resultados obtenidos de la Prueba diagndstica, esto se denomina Analisis a posteriori.
Ademas del analisis a posteriori de la Prueba diagnostica se describen los resultados de la primera
observacién que son importantes para el refinamiento del primer modelo cognitivo.

6.1.3.1 Analisis a posteriori de la Prueba diagndéstica. En este apartado se presenta el
analisis general de las respuestas que desarrollaron los 17 estudiantes a cada una de las tareas de

la Prueba diagndstica. Esto con el objetivo de presentar un informe de los conceptos previos
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necesarios, las estructuras y mecanismos que se evidenciaron; teniendo en cuenta el modelo
cognitivo DGH, y el andlisis a priori de las tareas.

En las Tareas 1y 2, el 100% de los estudiantes hacen uso adecuado de los dos tipos de
representaciones presentes en las tareas. Esto les permite estructurar la solucion de las tareas
correctamente, ya que comprenden cuales son los elementos del conjunto y como se usan a partir
de las representaciones, mostrando una concepcion Esquema de conjunto como estructura previa.
Asi, los 17 estudiantes evidencian que comprenden como hacer uso de las tablas de contingencia
y los diagramas de arbol con los elementos de un conjunto finito; un ejemplo de cémo se abordan
las Tareas 1y 2 se muestra en la Figura 24.

Figura 24

Resultado de un estudiante abordando la Tarea 1y 2
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Las siguientes tareas son abordadas por los estudiantes después de entregarles las

definiciones y el uso de las distintas representaciones que tiene el concepto de permutacion. La
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Tarea 3 fue solucionada por los estudiantes de formas diferentes, mostrando algunas estructuras y
mecanismos mentales mencionadas en el modelo cognitivo y andlisis a priori; a continuacion, se
destacan estos aspectos.

10 de los 17 estudiantes evidencian una concepcion Accién del concepto de permutacion,
encontrando el total de formas de combinar las capas del helado, por medio de tres diferentes tipos
de representaciones. 7 de los 10 estudiantes hicieron uso correcto de las diferentes
representaciones, llegando a la respuesta correcta y encontrando el total de posibilidades de las
combinaciones de los sabores del helado en cada ciudad, evidenciando una concepcion Accion. En
la Figura 25 se muestra una de las siete soluciones que se obtuvieron de los estudiantes, es
necesario aclarar que no todos los estudiantes abordaron la tarea con el mismo tipo de
representacion.

Figura 25

Resultado de un estudiante con una concepcién Accion abordando la Tarea 3 correctamente
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Nota. En esta imagen se muestra como un estudiante aborda la tarea por medio de una tabla de
contingencia que le permiten encontrar el total de combinaciones de las dos ciudades.

3 de los 10 estudiantes abordaron la Tarea 3 por medio de los diferentes tipos de
representaciones, pero de manera incorrecta, ya que omitieron algunos casos al realizar dichas
representaciones. Esto puede explicarse ya que al hacer uso de algunos de los tipos de
representaciones no se reflexiona sobre los elementos del conjunto y las caracteristicas de la tarea.

Por ejemplo, en la Figura 26 el estudiante hace uso de la representacién del diagrama de
arbol, pero no considera que los elementos del conjunto se pueden repetir en cada capa del helado,
esto no le permitid realizar esta representacion por derivaciones de ramas, llegando a una
construccién del diagrama de arbol de una manera incorrecta.

Figura 26
Mal uso del diagrama de arbol por un estudiante en la Tarea 3
Frota § | He\ado . sasa '155,

]CQvQ%Q ////////Movaw -

‘Fresa MowQ F\'eso
\;mm -

\

‘MOYQ

. Ceveza
?YQS
Movo

lC&e%q\\\\\AJ * |

Tresa

MO$Q///f?ii

Esta construccion del tipo de representacion no le permitié al estudiante entender la lectura
correcta de la construccion realizada; es decir, en la construccion del diagrama de arbol que realiza
el estudiante (ver Figura 26) se encuentran las 27 combinaciones de la ciudad A, pero esta mala

interpretacion y comprension del tipo de representacion no le permitid contar correctamente cada
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combinacion de las capas de helado. El estudiante cuenta las combinaciones en esta representacion
pensando que en cada nivel de su diagrama solo hay 3 combinaciones (ver Figura 27); pero en
realidad, en esta representacion se pueden encontrar las 27 combinaciones de los sabores de helado
de la ciudad A, teniendo en cuenta que en capa del helado se pueden repetir para todos los sabores
en las capas del helado, ya que en cada nivel del diagrama que realiza el estudiante se encuentran
9 combinaciones y no 3; esto se puede observar en la Figura 28.

Figura 27

Interpretacion del conteo por el estudiante en la solucién de la Tarea 3
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Figura 28
Conteo correcto realizado por la investigadora
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Por lo tanto, la no comprension del diagrama de arbol no le permitié al estudiante contar
correctamente cada combinacion de las capas del helado; llegando a encontrar el total de
combinaciones en la ciudad A de manera incorrecta, pero respondiendo la primera parte de la tarea
correctamente; la respuesta final de esta tarea por parte del estudiante se puede ver en el resaltado
verde de la Figura 29 concluyendo que: “las 2 ciudades no tienen la misma promocion”.

Figura 29

Resultado de un estudiante en la concepcion Accion abordando la Tarea 3 errGneamente
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7 de los 17 estudiantes evidencian una concepcidén Proceso, ya que reconocen las
caracteristicas del problema e identifican el total de estas combinaciones por medio de un
algoritmo o el uso de una formula que recuerden. 3 de los 7 estudiantes abordaron la Tarea 3 por
medio de las Acciones interiorizandolas en un Proceso; es decir, empezaron solucionando la tarea
a partir de algunas de las representaciones del concepto y esto les permitio identificar las
caracteristicas de la tarea, lo que los llevo a encontrar la férmula correcta para la solucion. Por

ejemplo, en la Figura 30 el estudiante empieza con el diagrama de arbol y a partir de la realizacion
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de este tipo de representacion identifica que los sabores de las capas del helado se repiten, por lo
tanto, el estudiante concluye que hay 3 posibilidades en cada capa viendo el total de combinaciones
como el producto de cada posibilidad; es decir, deriva la expresion 33 = 27.

Figura 30

Resultado de un estudiante abordando la Tarea 3 a partir del mecanismo de Interiorizacion

(| | | | M )]
g Mo & F ‘ \v RN |
= \ ! 15 ST VI
(")) AT Sl WL
| ‘ g et | b ||| ]| \

l | Moo T || o H [+ ] ,1,;,;,,‘,,{,,7547,,,, I O
11 | -Poval | [P T el lo] av L JNERIAR
| A dse etV | | | | | &P % Hene ,}“,‘T 2 i
1 | T~ Cieha 4 ‘vos'\‘u\eb) e \anudad AL

| VC(',\’Q:.);@ =~ | ‘ L N et—| |
‘ N \;\: Morer [ \a| qundadBsolose tionen 6
“\_/-\‘/—/ L Festa | [ [0 1] L | | . 7:v,,f,
L badedo \"'T(g v-:f:dx [ ! l { [ ’J_fo‘) Q\o\x-ogirmes 0D Son '53~‘9‘!¢’,S,‘
B R R T e e e
| | | | | ||
s R 1 G 1

4 de los 7 estudiantes que abordaron la Tarea 3 evidencian una concepcion Proceso ya que
identifican las caracteristicas o casos validos en la tarea, sin necesidad de usar algin tipo de
representacion para encontrar todas las permutaciones. A partir de estas caracteristicas (orden y
repeticion), los estudiantes determinaron el total de combinaciones del helado en la ciudad A, por
medio de una formula relacionada con las técnicas de conteo.

Por ejemplo, en la Figura 31, ver el subrayado con color verde, el estudiante identifica que
en la ciudad A el orden no importa y los elementos se pueden repetir, determinando el total de
combinaciones de sabores calculado 3 x 3 X 3 = 27; ademas el estudiante escribe: “Aqui no
importa el orden y si repito en cada nivel 27 combinaciones”. En cambio, para la Ciudad B el
estudiante concluye que se tienen 6 combinaciones, para esto escribe: “Aqui es como una
permutacion importan el orden”, y calcula 3 X 2 X 1 = 6 (ver Figura 31, subrayado con azul).

Asociando este calculo como un algoritmo que funciona para determinar el total de permutaciones,
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dado que en la Ciudad B el contexto hace referencia a permutaciones sin repeticion. Este
razonamiento lleva al estudiante a concluir que: “No son iguales las promociones”.
Figura 31

Resultado de un estudiante con la concepcion Proceso abordando la Tarea 3
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Como se discutio en el Andlisis a priori, las primeras tres tareas buscan a partir de la
aplicacion de Acciones, fomentar el mecanismo de interiorizacion y por tanto, encontrar las
primeras evidencias de una estructura Proceso. La reflexidon sobre dichas Acciones se realiza a
través del uso de los tipos de representaciones para identificar las caracteristicas de la tarea (orden
y repeticién), lo que permite que el estudiante pueda identificar un algoritmo apropiado para
determinar el total de permutaciones.

En la Tarea 4, 9 de 17 estudiantes evidenciaron una concepcién Proceso de permutacion,
ya que identificaron las caracteristicas de esta tarea como la no repeticién y un subconjunto del
conjunto; es decir, la repeticién y el tamafio. La estructura Proceso permite que los estudiantes
reconozcan qué técnica de conteo es exitosa para determinar el total de permutaciones de cuatro
elementos del conjunto dado. Un ejemplo de la construccidn de la estructura Proceso se puede

observar en la Figura 32, donde el estudiante afirma: “Se puede hacer por la regla multiplicativa
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6 X 5% 4 = 120" (ver subrayado morado de la Figura 32). Este estudiante en la solucion de la
Tarea 4, empieza con la realizacion de una tabla de contingencia; ademas se observa que es el
mismo estudiante que aborda la Tarea 3 por medio de uno de los tipos de representaciones
definidas dentro de la Prueba diagnostica, en este caso una tabla de contingencia (ver Figura 25).

Esto le permite al estudiante interiorizar estas Acciones en un Proceso, cuando escribe:
“Me dio pereza llenar esa tabla tan grande” (ver Figura 32), puede reflexionar sobre la manera de
determinar un algoritmo que le permita encontrar el codigo solicitado. El estudiante en la tabla de
contingencia empieza a realizarlo para tres elementos del conjunto (ver recuadro verde de la Figura
32) y mediante el mecanismo de interiorizacion identifica que se pide para un subconjunto de
custro elementos entendiendo que estos elementos no se pueden repetir, por lo tanto utiliza la regla
del producto y dice “se puede hacer por regla multiplicativa” llegando a encontrar el total de
permutaciones de un subconjunto por el algoritmo 6 X 5 x 4 x 3 = 360, que se encuentra
resaltado por el estudiante en color azul.

Figura 32

Resultado de un estudiante abordando la Tarea 4 mediante el mecanismo de Interiorizacién
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El restante de los estudiantes (8 de 17) por la mala interpretacion del enunciado no

entendieron correctamente la Tarea 4 y la abordaron por medio de representaciones, formulas y

algoritmos incorrectos.
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Enlas Tareas 5y 6, 13 de los 17 estudiantes estructuran el concepto de permutacién como
una funcion biyectiva de un conjunto finito en si mismo, viendo la permutacion en notacion de dos
pisos como las imagenes de los elementos de un conjunto finito, identificando el dominio,
codominio y las imagenes correspondientes de la permutacion vista como funcidn; esto le permite
al individuo la construccion de la concepcion Proceso de la DGH, e identificar las estructuras
previas de funcion y conjunto (ver Figura 33)

Figura 33

Representacion de la permutacion por medio de una funcién conjuntista
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Ademas de identificar el dominio, codominio, el individuo reconoce que al convertir la
permutacion en una funcion de un conjunto con elementos diferentes (ver Figura 34), el individuo
determina como “rec(f)" (ver Figura 35) el total de todas las posibles funciones; esto se puede
relacionar con encontrar la lista de todas las permutaciones de ese conjunto finito, para asi
encontrar el total de ellas.

Figura 34

Representacion de una permutacion a partir de las funciones de una forma mas general
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Figura 35

Representacion del total de permutaciones de un conjunto finito a partir de las funciones
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De estos 13 estudiantes que empiezan en la construccion de la concepcién Proceso del

concepto de permutacion, 9 de ellos identifican la permutacién de la jError! No se encuentrael o

rigen de la referencia. de la Tarea 6 como una permutacion en ciclos (ver subrayado azul de la

Figura 36), logrando reescribirla en diferentes notaciones como la de ciclos y dos pisos (ver cuadro

verde de la Figura 36) y representarla como funciones de un conjunto en si mismo; ademés de

mencionar que esta permutacion es parte del grupo de simetria Sy (ver subrayado rojo de la Figura

36).
Figura 36

Solucion de un estudiante de la Tarea 6
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Algunos estudiantes que realizan las Tarea 5, no identifican la Figura 16 de la Tarea 6 como
una permutacion, lo que no les permite representarla de otra manera (ver Figura 37); esto se debe
a que no se ha llevado a cabo la construccion completa de la concepcion Proceso del concepto de
permutacion, ya que no analiza aun la permutacion como movimientos mentales que pueden ser
representados por flechas, lo que los conlleva a no identificar otro tipo de notacién a esta
permutacion.

Figura 37

Respuesta de un estudiante de la Tarea 6 que si realizé la Tarea 5
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El restante de los estudiantes, 4 de los 17 estudiantes, no realizaron la Tarea 5 y la Figura
16 de la Tarea 6 la identifican como digrafos, puede ser a conceptos que ha visto en otras areas
como algebra moderna; pero a pesar de identificarla como otra nocién, no logra describir otro tipo
de notacion de esta figura (ver Figura 38).

Esto se puede entender que los estudiantes recuerdan nociones de otras areas, pero no
entiende el origen de estas, ya que los grafos (algunos de ellos) pueden entenderse como
permutaciones, ademas ese movimiento mental de la permutacién que se consigue al pensar en
este concepto por medio de la funcidn no logra construirlo debido a que no realizan la Tarea 5 que
tiene como objetivo empezar la interiorizacion de las Acciones hacia la construccion de la

concepcién Proceso.
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Figura 38

Respuesta de una estudiante de la Tarea 6 que no realizd la Tarea 5
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6.1.3.2 Resultados de la Observacion de clase. Teniendo en cuenta las secciones de clase
que se describieron anteriormente y con base en el Analisis a posteriori de la Prueba diagndstica,
se determina que la DGH,, no se estaba teniendo en cuenta todos los conceptos o definiciones que
abarca el concepto de permutacion; es decir, no estaba tomando todos los tipos de permutacién
que se definen en matematicas y como estos pueden construirse a partir de la permutacion de un
conjunto finito de elementos diferentes; lo que implica que también pueden entenderse como
funciones.

Durante el desarrollo de la clase el profesor presenta diferentes tipos de permutacion, como
en la Figura 21 define los arreglos sin repeticién, que también se pueden conocer como
permutaciones de un subconjunto; ademas, en la Figura 23 se define otro tipo de permutacion
(permutacion con repeticion) a partir de la diferencia entre las caracteristicas de la permutacion sin
repeticion con estas, Mostrando asi que la permutacion con repeticion o permutacién de un
multiconjunto se puede entender a partir de la regla de la division quitando a n! las permutaciones
de los elementos de un mismo tipo.

Todo esto nos llevo a considerar un refinamiento del primer modelo cognitivo, por esto se

decide disefiar un nuevo modelo cognitivo con base en los resultados del andlisis de estos
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instrumentos y aplicar nuevamente el ciclo de investigacion. A continuacion, se muestra la segunda
aplicacion del ciclo.
6.2 Segunda Aplicacion del ciclo

En la segunda aplicacion del ciclo se refuerza el primer Andlisis Teoérico, este es
denominado AT, Yy es consolidado gracias a los resultados de la primera aplicacion del ciclo. Lo
anterior permite el disefio de un nuevo modelo cognitivo a partir del refinamiento de la DGH, y es
denominado DG H,, el cual se valida por medio de la segunda aplicacion del ciclo.

6.2.1 Analisis Tedrico dos (AT,)

El Andlisis Teorico, especialmente la revision historico-epistemoldgica del concepto de
permutacion permite determinar que existen otras caracteristicas a parte de la no repeticién y el
orden en un conjunto finito de n elementos diferentes, como el tamafio; estas caracteristicas
derivan otros tipos de permutaciones. La observacion de clase reafirma estas variantes del
concepto que se identifican a partir del Andlisis Tedrico, ya que el profesor define las
permutaciones como arreglos o distribuciones con unas caracteristicas particulares que permiten
clasificarlas en diferentes tipos.

Con base en estas ideas y tomando en cuenta los resultados obtenidos en la primera
aplicacién del ciclo se realiza un refinamiento a la DGH,. En particular, se incluyen en la
descripcion de las estructuras, la construccion de los diferentes tipos de permutaciones definidas
por el orden, la repeticion y el tamafio.

6.2.1.1 Refinamiento del primer modelo cognitivo DG H,). Producto del primer Analisis
Tedrico, la observacion, y el analisis de la prueba diagndstica se determina que el primer modelo
cognitivo DGH, no toma en cuenta otros tipos de permutaciones, solo la permutacion de un

conjunto finito de n elementos diferentes; es decir, la permutacion sin repeticion. Gracias a la
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interaccion entre las tres etapas del ciclo de investigacion en la primera aplicacion, se realiza el
siguiente refinamiento de la primera Descomposicion Genética Hipotética (DG H,). Para el disefio
de este modelo cognitivo hipotético refinado (DGH,), se define la permutacion de la siguiente
manera:

La permutaciones o distribuciones son aquellas formas de agrupar los elementos de un
conjunto teniendo en cuenta caracteristicas como: i. el orden, si influye o no el orden en la
distribucion; ii. el tamafio, cuantos elementos se toman del conjunto o si se toma todo el conjunto;
iii. la repeticion, cuando todos los elementos del conjunto son distintos o tienen elementos
repetidos (multiconjunto). Asi, las permutaciones pueden clasificarse de la siguiente manera:

1. Permutacion sin repeticion: Son los arreglos de los n elementos del conjunto N, donde
importa el orden y la repeticion. El total de estas permutaciones es P, = n!. Por ejemplo,

1 2 3

(1,3,2)=(1 : 3

) = (1)(23) es una permutacion sin repeticion del conjunto N =
{1,2,3}, ademas, el total de permutaciones de este conjuntoesn! =3 =3 x2x 1 =6.

2. Permutaciones de un subconjunto o k-permutaciones: Son los arreglos de un subconjunto

de tamafio k < n del conjunto N, donde importa el tamafio, el orden y la repeticion. El total

1 2 3
1 3 4

de estas permutaciones es —_ Por ejemplo, (1,3,4) = (

(-1 ) es una 3-permutacion

del conjunto N = {1,2,3,4}; en este caso el total de permutaciones de este subconjunto se

n! 4! :4_!:4!:4x3x2=24-.

determina como: P} = B! (a-3)1 1

3. Permutaciones con repeticion: Son los arreglos de un multiconjunto finito M =
{x1, x5, ..., x;.} con multiplicidades m,, m,, ..., m;, respectivamente; es decir, x; se repite

m, Veces, x, Se repite m, veces y asi sucesivamente, donde importa solo el orden y M
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tiene tamafio n = m; + m, + --- my,. EI nUmero total de n-permtaciones con repeticion de

k tipos se establece como: P(m,,my,...,my) = —. Por ejemplo, (1,2,1,2,3) =
k.

m1!m2!-~-

(12345

1 2 1 2 3) es una 5-permutacién con repeticion de 3 tipos y el total de

permutaciones de este multiconjunto es P(2,2,1) = S o BxbaExad xS _ 3,

212111 2x2x1 2

El modelo cognitivo refinado DGH, se basa principalmente en la aplicacion de dos tipos
de Acciones, que dan paso a la interiorizacion de dos Procesos que al coordinarse promueven una
estructura Proceso de permutacién. Este modelo cognitivo se describe de la siguiente manera:

Acciones tipo 1: esta estructura esta enfocada en la permutacidn sin repeticion establecida
como una funcién biyectiva. En esta estructura el individuo no reflexiona sobre las caracteristicas
de la permutacion en relacién con las propiedades de las funciones. Es decir, no reconoce la no
repeticion como la inyectividad y al ser de un conjunto finito en él mismo, entonces el tamafio es
el mismo en los conjuntos de entrada y salida; por lo tanto, la inyectividad y el tamafio del conjunto
le atribuyen la biyectividad. De esta manera, el individuo no reflexiona acerca de estas
caracteristicas o propiedades lo que conlleva, por ejemplo, a hacer uso de la férmula n! de manera
mecanica para determinar el total de permutaciones de un conjunto finito de n elementos. Ademas,
el individuo describe la permutacién de manera mecanica como funcion sin comprender este
concepto como un movimiento mental y, sin entender los elementos como elementos de los
conjuntos de llegada y salida de la funcion; esto no le permite explicar que el total de estas
funciones es el mismo total de las permutaciones (n!). Por ejemplo, para una permutacion del
conjunto ordenado {1,2,3,4}, la Accion de la permutacion (3412) podria describirse como “poner

1 ala derecha de 4” o “desplazar a la izquierda y retroceder”.
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El mecanismo de interiorizacion de las Acciones tipo 1, se genera cuando el individuo tiene
la necesidad de averiguar los detalles de esta permutacién entendiendo la inyectividad y
sobreyectividad en relacién con el concepto de permutacién como caracteristicas clave dentro de
un determinado contexto. Esto le permite estructurar una permutacién como una funcién donde el
conjunto de entrada y salida es el mismo conjunto finito, y la regla de correspondencia o iméagenes
de la funcion corresponden a la permutacion.

Proceso 1 (Funcion biyectiva): la interiorizacion de las Acciones tipo 1, le permite al
individuo conceptualizar la permutacion como un movimiento mental; esto implica que construye
el concepto como una funcién biyectiva de un conjunto finito en si mismo, entendiendo la
biyectividad dentro de las caracteristicas del concepto de permutacion. Por ejemplo, en el conjunto
{1,2,3} las permutaciones se pueden entender como el total de funciones biyectivas de este
conjunto en si mismo, asi el individuo puede asociar al primer elemento del conjunto salida,
cualquiera de los n elementos del conjunto llegada; para el segundo elemento del conjunto de
salida, su imagen tiene la opcion de ser cualquiera de los n — 1 elementos del conjunto de llegada,
ya que el primer elemento que se escogié no se puede usar; esto se da por la condicién de
inyectividad, es decir, esto implica la no repeticion. Siguiendo de esta manera con todos los
elementos del conjunto se tiene que para un conjunto de n elementos, el total de funciones es: n! =
nX(n—1)xMn-—2)x..x2x1,que corresponde al total de permutaciones.

Acciones tipo 2: estas Acciones estan enfocadas en la ordenacion, cuyo objetivo es
encontrar las permutaciones a partir de los tipos de representaciones que tiene el concepto, por
medio de estas representaciones, es posible determinar el total de permutaciones de cualquier tipo
de permutacion (con repeticion, sin repeticion o de un subconjunto). Esta estructura esta

condicionada por el tipo de representacion en que puede abordar el individuo la tarea; ya sea a
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través de listas, diagramas de &rbol, tablas de contingencia, entre otras. Las Acciones tipo 2
permiten que los individuos hagan uso de formulas que recuerdan sobre las técnicas de conteo, sin
distinguir o diferenciar sus caracteristicas; de manera que las utilizan mec&nicamente sin ningdn
cuestionamiento, lo que puede llevarlos a utilizar las formulas incorrectas sin tener en cuenta las
condiciones del contexto en que aparece la permutacion.

El mecanismo de interiorizacion de las Acciones tipo 2, se genera cuando el individuo tiene
la necesidad de construir algoritmos que le permitan encontrar el nimero total de permutaciones
de cualquier tipo de permutacion. Esto le permite reconocer las caracteristicas o casos validos sin
necesidad de enlistarlos uno a uno, asi el individuo logra identificar los diferentes tipos de
permutaciones y asignar sus respectivas caracteristicas.

Proceso 2 (ordenacion): la interiorizacion de las Acciones tipo 2 permite que el individuo
determine formas generales a partir de las caracteristicas que contienen los diferentes tipos de
permutaciones, estas son: el orden, la repeticién y el tamafio. Asi puede encontrar un algoritmo
para establecer el nimero total de permutaciones de cualquier tipo, sin necesidad de encontrar las
permutaciones uno a uno. Estructurar el Proceso 2 como resultado de la interiorizaciéon de
Acciones de tipo 2, implica que el individuo reflexione sobre las caracteristicas del contexto de la
tarea en la que emerge la permutacion, de manera que pueda aplicar una u otra formula de las
técnicas de conteo conocidas. Esta reflexion no implica necesariamente que el individuo construya
dichas formulas. Por ejemplo, al encontrar las 3-permutaciones del conjunto {1,2,3,4} el individuo
determina como caracteristicas: el orden, la no repeticion y el tamafio. Esto le permite determinar
que se piden permutaciones de tamafio 3, donde se utilizan todos los elementos del conjunto. Como

resultado de su reflexion, puede distinguir que se trata de permutaciones de un subconjunto, y por
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tanto decide aplicar la férmula (n’j!k)' = (:!3), = 24 0 construir un algoritmo a partir de las

caracteristicas de la tarea; pero sin necesidad de construir o comprender el significado de esta
férmula a partir de dichas caracteristicas.

El mecanismo de coordinacion del Proceso 1 con el Proceso 2 se genera cuando el
individuo pone juntas las propiedades de inyectividad, sobreyectividad y otras propiedades de las
funciones como caracteristicas de la ordenacion (la repeticion, el tamafo, el orden); es decir
entiende la no repeticion como inyectividad y el tamafio para construir la sobreyectividad. Como
resultado de este mecanismo mental, es posible que pueda crear algoritmos y derivar las férmulas
asociadas, de tal manera que logra encontrar el nimero total de permutaciones de cualquier tipo, a
partir de la construccion de las permutaciones sin repeticion.

Proceso de Permutacion: la coordinacién de estos dos Procesos permite que el individuo
estructure la permutacién sin repeticion como una funcion biyectiva, donde la inyectividad se
relaciona con la no repeticién y la sobreyectividad con el tamafio del conjunto de entrada y de
salida. Ademas, a partir de la construccion del total de permutaciones sin repeticion como n! se
derivan y construyen las formulas que permiten determinar el total de permutaciones para los
diferentes tipos de permutaciones, teniendo en cuenta las caracteristicas que las identifican. Por
ejemplo, el individuo logra construir la formula de permutacion con repeticion de un conjunto
M = {xq,x,, ..., x;} con multiplicidades m,, m,, ..., m; a partir de n! teniendo en cuenta las
repeticiones como las multiplicidades; es decir, el individuo logra establecer que si en una
permutacion se intercambian dos elementos del mismo tipo no se obtiene una nueva permutacion.
De esta manera puede establecer que dada una permutacion de elementos de k tipos, el nimero de

permutaciones que dejan invariante a dicho arreglo es m,! m,!---m,!, asi esto es lo que se le quita
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al n! por la regla de la division. Esta construccion permite que el individuo concluya que el total

de permutaciones con repeticion de k tipos o multiplicidades es T —
6.2.2 Disefio e Implementacion dos (DI,)

En esta segunda etapa de la segunda aplicacion del ciclo, se disefia como instrumento el
Taller 1 que esta conformado por tareas que se fundamentan en el modelo cognitivo hipotético
DGH,. Se realiza un Analisis a priori de las tareas, este analisis contempla una forma de abordar
cada tarea y la descripcidn de los objetivos de cada una con base en las estructuras y mecanismos
mentales de la DGH,;. Ademas, se mantiene la observacion de clase y se describen algunas
secciones de estas observaciones teniendo en cuenta la construccion del modelo DGH,.
6.2.2.1 Taller 1. Este segundo instrumento tiene como objetivo refinar o validar la DGH4, en
particular tiene como interés determinar si el estudiante evidencia la estructura Proceso por medio
del mecanismo de coordinacién del Proceso 2 con el Proceso 1. Asi, este mecanismo le permita
al individuo identificar los diferentes tipos de permutaciones, a partir de las caracteristicas
encontradas y por medio del total de permutaciones sin repeticion construir y/o entender las
férmulas para los diferentes tipos de permutaciones.

La implementacion de este instrumento se realizo en la sesién nimero veintitrés del curso
de matematica computacional, 17 estudiantes presentaron este taller como un parcial que se
implemento en las dos horas de clase en un trabajo individual, en la cual se dieron las instrucciones
y aclaraciones en las tareas que se plantearon. La recoleccion de datos de este instrumento se
realiza a partir de las hojas de trabajo que contienen las producciones de los estudiantes; a

continuacion, se presenta un analisis a priori de las tareas que contempla la descripcion de los

objetivos de cada una y una forma de abordarla. Luego a partir de la DGH, se analizan las
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respuestas de los estudiantes, en un andlisis a posteriori que es realizado a partir de los resultados
obtenidos del Taller 1.

6.2.2.1.1 Analisis A priori del Taller 1. Con base en la informacion presentada hasta el momento,
en esta seccion se describe una solucion de cada una de las tareas y los objetivos que sustentan el
disefio de las tareas basados en la DG H;. Aunque es posible abordar las tareas desde diferentes
perspectivas, en esta investigacion se muestran solo algunos caminos de solucion; esto permite
realizar el analisis de las producciones elaboradas por los estudiantes. En la Tabla 5 se presentan
las estructuras y mecanismos mentales que pueden emerger en la solucion de cada tarea.

Tabla 5

Concepcion de las estructuras y mecanismos mentales de la DGH,

Tareas Estructuras basadas en la DG H,
Tarea 1 jError! No se encuentrael o
rigen de la referencia.y Tarea 2iError! . L
9 y I ' Concepcion Accion tipo 1.
No se encuentra el origen de la
referencia.
Tarea 3 Proceso 1.
Tarea 4 Concepcion Accion tipo 2.
Mecanismo de interiorizacion.
Mecanismo de interiorizacion.
Tarea 5
Proceso 2.
Coordinacion de los Procesos 1y 2.
Tarea6y Tarea 7 y
Proceso.

Tarea 1. Sea 0 y a las permutaciones

0=(; 3 42 ¢51 0
/123 45 6 7 8
“_(28364571)

Hallar:
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a) fa

b) a~;Coémo comprueba que la inversa que usted encuentra es la correcta?
1 2 3 4\ . . . . . .
c) Seal= 5 4 3 2) ¢ Es posible calcular la inversa? Si es asi calcula la inversa.

d) Seay = (1235)(4) encuentre la inversa de esta permutacion.
e) Sew = (345)(1)(2) y § = (1543)(2) encuentre wd.

Solucién: Para realizar estos ejercicios, la respuesta se coloca directamente ya que estos

pueden realizarse mentalmente sin necesidad de colocar algun procedimiento.
(1 2 3 45 6 7 8¢1 2 3 4 5 6 7 8
V60e=(; 5426518253645 7 1)
:( 3 45 6 7 8)
4 5 2 6 1 7

5 6
6 4

W =
[\Sioe} w0 N

TR EEES:

Para probar si esta es la inversa correcta, se debe verificar que aa™! = identidad, de la

siguiente manera:

c) No es posible, porque este arreglo no es una permutacion sin repeticion ya que tiene un
elemento repetido, por lo tanto, no se cumple la inyectividad; lo que conlleva a que no se

pueda calcular la inversa.
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d) Solucién tipo 1: escribir la permutacion que estd en notacion ciclica a notacion de dos pisos
y luego determinar la inversa para luego escribirla en notacion ciclica, de la siguiente

manera:

w N
Ul w
INGNS
Z

(1235)(4) = (;

de esta manera la inversa es

(12345
5 1 2 4 3

) = (1532)(4)
Esta inversa se calcula a partir de la notacion de dos ciclos intercambiando las filas y
organizando los elementos de cada fila.
Solucion tipo 2: Realizar la inversa con la notacion ciclica, de la siguiente manera:
(1235)(4) = (5321)(4)
e) Solucidn tipo 1: volver la permutacion que esta en notacion ciclica a notacion de dos pisos

y luego realizar la compuesta para luego volverla a colocar en la notacion ciclica, de la

siguiente manera:

w=EOWMD=(] 5 ; 5 J)ye=0sD=(5 5 | 3 )

de esta manera la compuesta es

w0=(13153G21354=G214 =000

Solucion tipo 2: Realizar la compuesta directamente con la notacion ciclica:
wé = (345)(1)(2) (1543)(2) = (13)(2)(4)(5)
Teniendo en cuenta las estructuras previas que necesitan los estudiantes, especialmente el
del concepto de funcion; la Tarea 1 tiene como objetivo identificar las Acciones de tipo 1 que

realizan los estudiantes, donde al pedir la compuesta de dos permutaciones no analizan estas
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permutaciones como funciones, de esta manera no saben cdmo aplicar la compuesta si de derecha
a izquierda o de izquierda a derecha. Al analizarla como funcién se puede entender que esta
operacion se realiza de derecha a izquierda y se entienden las composiciones de estas dos
permutaciones en cada elemento como la imagen compuesta de cada elemento; por ejemplo
fa(1) = 6(a(1)) =0(2) = 3.

De igual manera para realizar la inversa si el individuo aplica Acciones de tipo 1 aplica la
inversa como volteando los pisos de la permutacion, pero sin entender el por qué se realiza este
procedimiento y sin verificar que esta permutacion deba ser inyectiva para que se pueda realizar;
mas bien, empieza directamente a calcular o determinar la inversa. Sin embargo, al plantear la
pregunta como se puede verificar si la funcion inversa que se encontré es la correcta y el individuo
“piensa en verificarlo mediante a~la~! = identidad estan interiorizando estas Acciones y
comprendiendo el concepto como funcion atribuyendo las propiedades de las funciones al
concepto de permutacion.

Ademas, en la Tarea 1 se pide la compuesta e inversa de otras permutaciones, pero con
diferente notacién, en este caso la notacion ciclica. Al cambiar la notacion los estudiantes pueden
abordar esta tarea por medio de Acciones tipo 1 de tal manera que necesitan cambiar la notacion
para poder realizar la inversa o compuesta de las permutaciones; esto se debe a que no reflexionan
en la permutacion como una funcién y no entienden ese movimiento mental que representan las
iméagenes de la funcion (permutacion).

La reflexion de estas Acciones permite que el estudiante no vea necesario cambiar el tipo
de notacion para calcular la inversa y compuesta, sino que analicen la inversa como “lo contrario”,
es decir de derecha a izquierda y la compuesta pensandola como imagenes sin necesidad de

cambiar la notacion.
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Tarea 2 (Adaptada de Asiala et al, 1998). Por definicion, el soporte de una permutacion es
el conjunto de numeros que no quedan fijos. Por ejemplo, el soporte de la permutacion
(1 2 3 4 5 6

5 6 3 4 1 8

a)(zgi

g) es {1,2,5,6,8}. Escriba el soporte de las siguientes permutaciones:

[ERY

7
7
45678)
5 6 7 8 1

w
NNENN
vl Ul
[e)WNe)Y
N
X

) (i 3 3

(57123

N

d)(l 34567891011)
1 6 4 7 5 2 3 8 11 10 9

Solucion: a) Soporte = {1,2,3,4,5,6,7,8}
b) Soporte = {0}
c) Soporte = {1,2,3,4,5}
d) Soporte = {2,3,4,6,7,9,11}

Tarea 3. Escriba un algoritmo tal que dada una permutacion encuentre su soporte. Explique
cémo funciona su algoritmo y especifique las condiciones de ingreso de la permutacion.

La solucion de esta tarea se puede realizar de diferentes formas, ya sea directamente con
un codigo en un lenguaje de programacion o una descripcién del algoritmo; por lo tanto, en esta
tarea no se muestra una solucion de la Tarea 3.

En la Tarea 2 al calcular el soporte de la permutacion se puede observar si el estudiante
realiza esta tarea por medio de Acciones tipo 1 analizando elemento por elemento cuales son los
diferentes o esas Acciones ya han sido interiorizadas y el individuo es capaz de identificar el

soporte como el conjunto de los puntos o imagenes no fijos.
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Al interiorizar estas Acciones de tipo 1 y entender el soporte como las imagenes fijas de
una funcion, en la Tarea 3 se puede construir la estructura Proceso 1, el cual el individuo
reflexiones sobre estas Acciones y logre crear o describir un algoritmo o programa para el célculo
del soporte de cualquier permutacion sin repeticion.

Tarea 4 (Adaptada de Rosen y Krithivasan, 1999). Una eliminatoria entre dos equipos
consta de un méximo de cinco partidos. El primer equipo que gane tres partidos gana la
eliminatoria. ;De cuéantas formas distintas puede producirse el desempate? Es decir, ;cuantas
maneras hay que gane el equipo 1 o el equipo 2? En este caso en un partido no hay empate, debe
ganar alguno de los dos equipos.

Solucién tipo 1: La primera manera de abordar esta tarea es por medio del diagrama de
arbol, donde cada piso del diagrama son los nimeros de juegos y se dividen en ramas del equipo
1 o el equipo 2; las ramas finales del &rbol muestran qué equipo ganaria. Por lo tanto, el total de
ramas finales indican el nimero de partidos ganados de alguno de los dos equipos, de esta manera
el total de formas posibles que gane al menos uno de los equipos es 100 (ver Figura 39).

Figura 39

Solucion de la Tarea 4 por medio del diagrama de arbol

Winning team

shown in color

Game |

Game 2

 Game 3
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Game 4

Game §

[ wea],
e,
[ weay,
zwway,
[ weay,
zwea],
[ wea],
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[ wea],
Zwea,
[ weay,

z
(=
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Nota. Adaptada de Discrete mathematics and its applications (p. 415-416) por Rosen, K. H., y
Krithivasan, K, 2019, New York: McGraw-Hill.

Solucion tipo 2: La Segunda forma de abordar esta tarea es entendiendo los 5 partidos de
los 2 equipos por medio de las permutaciones con repeticion, ya que determinar el total de formas
posibles que gana el equipo 1; es equivalente a pensar en el total de formas posibles de permutar

el conjunto {E1,E1,E1,E2,E2}, donde su cardinal es n =342 =5 y existen dos tipos de

I 5X4X3x2X1 _ 5x4

, . 5!
elementos. Asi, el total de formas que gane el equipo 1 es — = ——— = —=10; de la
312! 3X2X1X2 2

misma forma se puede pensar con el equipo 2, viendo el conjunto {E2,E2,E2,E1, E1}y haciendo
uso de la permutacion con repeticion, dando como resultado % = 10 formas de que gane el
equipo 2.

Tarea 5 (Fenton y Dubinsky, 1996). ¢(Cuantas permutaciones diferentes de 3 letras se
pueden hacer a partir de la palabra ALGEBRA?

Solucion: Esta tarea se puede abordar por medio de tres situaciones de la siguiente manera:

e (Caso 1: cuando la permutacion no tiene la letra A.

Al no tener la letra A los elementos de este nuevo conjunto son todos diferentes y como se

piden las permutaciones de tamafio o longitud 3; es pensar en las 3-permutaciones de este conjunto,

donde el total de 3-permutaciones es 2B PP _ 54 %3 = 60.

(5-3) 2! 2x1

e (Caso 2: Cuando tiene solo una letra A.

Al tener una letra A se puede ver que hay tres maneras u opciones de posicion para colocar
la letra A, estas son: 4 : A 7 __A. Enestas opciones hay 5 letras de la

palabra ALGEBRA que no son A y son todas diferentes; por lo tanto, las formas de ordenar y
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. . 5!
permutar las 5 letras en cada una de las opciones son 2-permutaciones y en cada caso es =i

5! 5X4x3x2X1

T o 5 %X 4 = 20. De esta manera el total de 3-permutaciones que contienen una letra

5!

Aes3 ((5_2)!

) = 60.
e Caso 3: Cuando estan las dos A’s.

Como en las palabras que se forman estan las dos A’s, existen tres formas de ubicar estas
dosA'syson: A A X A A ; A __ A Encadacaso, en el espacio en blanco se

pueden colocar algunas de las 5 letras diferentes que se tienen; por lo tanto, el total de 1-

permutacién con lasdos A'ses5+5+5 =3 ((55!@) = 15.

Asi, teniendo en cuenta los tres casos, el total de permutaciones de tres letras de la palabra

5! 5! 5!
ALGEBRA es == + === + === = 60 + 60 + 15 = 135,

Las Tareas 4 y 5 tienen como objetivo que el estudiante construya la concepcion Proceso
2 mediante la interiorizacion de las Acciones tipo 2; esto es, por medio de los tipos de
representacion como los diagramas de arbol para la Tarea 4 y listas para la Tarea 5. Estos tipos de
representacion fomentan la interiorizacion de Acciones tipo 2 de manera que los estudiantes
pueden abordar las tareas determinando las caracteristicas de cada contexto; este es el caso de la
repeticion para la Tarea 4, estructurando el conjunto como un multiconjunto y el tamafio para la
Tarea 5, teniendo en cuenta también la repeticion o no de la letra A.

Esto fomenta la concepcion Proceso 2 creando algoritmos por medio de la identificacion
de las caracteristicas o identificando los diferentes tipos de permutaciones que existen a partir de
sus caracteristicas. Ya que al establecer las caracteristicas se pueden abordar las Tareas

directamente con la férmula de alglin tipo de permutacion, si se entiende cuél es el tipo de
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permutacion y se decide encontrar el total de posibilidades que permite encontrar la solucién de
las tareas.

Tarea 6 (Adaptada de Rosen y Krithivasan, 2019). ¢Cuéntas funciones uno a uno hay de
un conjunto con m elementos a otro con n elementos? ¢Tiene alguna relacién con las
permutaciones?,¢por qué? Explique y justica su respuesta.

Solucion: Para contar el total de funciones inyectivas o uno a uno se debe tener en cuenta
el tamafio de los conjuntos, esto se puede analizar a través de diferentes situaciones como se
muestra a continuacion.

e Sim > nno hay funciones uno a uno de un conjunto de m elementos a un conjunto con n

elementos.

e Si m < n, supongamos que los elementos del dominio son a,,a,, -, a,,; asi, hay n
maneras de elegir el valor de la funcién para el primer elemento del dominio (a,). Como
la funcion es uno a uno, esto quiere decir que el primero elemento escogido ya no se puede
repetir; asi, hay n — 1 maneras de elegir el valor de la funcién para el segundo elemento
del dominio (a,). Teniendo en cuenta esto, en general hay n — m + 1 manera de elegir el

valor de la funcién para el m-ésimo elemento del dominio (a,,). Por la regla de producto

hay n(n—1)(n—-2)(n—m+2)(n—m+1) = (n_Lr'n)' Funciones uno a uno; esto

hace referencia a las m-permutaciones de un conjunto de n elementos.

e Sim = nsetiene la misma analogia que el item anterior reemplazando n = m al producto
se tiene nn—1)(n—-2)--(n—-n+1)=n(n—-1)(n—-2)---2-1=n!; esto hace

referencia a las permutaciones sin repeticion.



CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE PERMUTACION 129

Las Tarea 6 tienen como objetivo que el estudiante coordine los dos Procesos (Proceso de
funcion biyectiva y Proceso de ordenacion) de tal forma que el estudiante puede encontrar el total
de funciones uno a uno teniendo en cuenta el tamafio del conjunto salida y el tamafio del conjunto
entrada. Esto permite que identifique si el conjunto de salida es mayor que el conjunto de llegada;
por lo tanto, las funciones que se forman ya no pueden ser inyectivas, es decir generan repeticiones
de los elementos.

Cuando el conjunto de salida es menor que el conjunto de llegada, el estudiante logra
identificar la restriccion de inyectividad como la caracteristica de la no repeticion. Asi estructura
que a cada elemento del conjunto salida solo le corresponde un elemento del conjunto llegada sin
repetir, aplicando la regla del producto llegar al algoritmo n(n —1) - (n—m+ 1) como la
férmula de permutaciones de un subconjunto. Ademas, cuando los conjuntos de salida y llegada
son iguales, el estudiante entiende que el total de funciones inyectivas de un conjunto en si mismo
es lo mismo que pensar en las permutaciones sin repeticion.

Tarea 7 (Adaptada de Rosen y Krithivasan, 2019). ;Como le explicaria a un estudiante la

férmula o la nocion de Combinacion a partir del concepto de permutacion? Recuerde que la

n!

formula de Combinacion es C(r,n) =

ri(n-r)!’

Solucién: Estructurar las r-combinaciones (C(n,r)) por medio de las permutaciones
implica abordar dos tipos de permutaciones: las permutaciones de un subconjunto y las
permutaciones con repeticion, tal como se muestra a continuacion.

e Con las permutaciones de un subconjunto (r-permutaciones):

Sabemos que las r.permutaciones son las formas de ordenar r elementos de un conjunto de

n elementos donde el orden importa, y las r-combinaciones son las formar de ordenar r elementos
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de un conjunto de n elementos donde el orden no importa. De esta manera, para el total de las r-
combinaciones debemos quitarle las permutaciones ordenadas al total de r-permutaciones, estas

permutaciones ordenadas son r!. En consecuencia, por la regla de la division se tiene que C* =

n!
ﬁ _ (n-n! _ n!

Py o ri(n-r)!

También se puede pensar que a partir de las r-combinaciones el orden no importa, por lo
tanto, se deben ordenar los elementos en cada r-combinacién y esto se puede hacer de B. = r!

maneras. En consecuencia, por la regla del producto se tiene que B* = C* x B" esto implica que

n n!
Ccn = PP - . n
n =

Py o ri(n-r)

e Con las permutaciones de un multiconjunto o permutaciones con repeticion:

El conjunto con n elementos para las r-combinaciones se pueden ver como r elementos de
un tipo y n — r elementos de otro tipo, es decir, en el conjunto de n elementos unos se repiten r

veces y los otros se repiten n —r veces. De esta manera, aplicando las permutaciones con

repeticion tenemos que P(r,n —r) = r,(:ir). == (Trl)

La Tarea 7 tiene como objetivo que los estudiantes puedan comprender la férmula de las
combinaciones a partir de algun tipo de permutacién, en este caso, con el uso de permutaciones
con repeticion o de un multiconjunto. Al entender o derivar la férmula de combinacion a partir de
alguna formula de permutacion, el individuo coordina el Proceso 1 con el Proceso 2 de tal manera
que identifica las caracteristicas de cada concepto y los relaciona con las propiedades de las
funciones. Es decir, el estudiante puede identificar el conjunto como un multiconjunto donde hay

2 tipos de elementos, del tipo r y del tipo n — r. Esto indica que el individuo asume la combinacion
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como un multiconjunto de dos tipos (él y su complemento), lo que permite que derive la formula
de combinacion por medio de la férmula de permutacion con repeticion.

Otra manera es cuando el individuo identifica que las combinaciones son permutaciones
de un subconjunto donde el orden no importa; por lo tanto, en las combinaciones no se cuenta
cuando cambia el orden de una permutacion, esto es, (n —r)!, como no se cuentan estas

permutaciones se deben quitar del total de las permutaciones de un subconjunto, esto es entendido

n!
. . ey , . phr (=7 !
en las funciones como el algoritmo de la division y asi se tiene que C! = P—r = ("T'”’ = r'(: -
T . . - .

Esta reflexion permite que el individuo construya la concepcién Proceso de Permutacion a partir
de la coordinacion del Proceso 1 con el Proceso 2, asi el individuo identifica las caracteristicas y
las relaciona con las propiedades de las funciones.

6.2.2.2 Continuacion de la Observacion de clase. En esta seccidn se continua con la
descripcion de algunos fragmentos de las sesiones de clases que la investigadora considera (til en
la investigacion. Recordemos que los conceptos de permutaciones ya se han definido por el
profesor, mostrando ejemplos, ejercicios y las definiciones del concepto de permutacion mediante
equivalencias; en estos fragmentos el profesor quiere mostrar esta equivalencia que hay entre las
funciones y ordenaciones para el concepto de permutacion mediante algoritmos en Python viendo
estos conceptos por medio de las reglas de equivalencia.

Las clases se llevan a cabo de manera virtual porque la Universidad se vio obligada a
retrasarlas debido a un cese de actividades motivado por el movimiento estudiantil, que impidio
que se realizaran de forma presencial. Por esta razon, se decidio que todas las clases se impartieran

en formato virtual. A continuacion, se detallan los puntos clave de la clase para la investigacion.
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El profesor realiza un Notebook en Jupyter con el fin de definir de manera “formal” los
elementos fundamentales de un problema combinatorio; esto es la misma idea de la investigacion
en la cual es importante pensar en las caracteristicas del problema combinatorio, especificamente
las caracteristicas para el concepto de permutacion. Asi, este Notebook realizado por el profesor
comienza con una introduccion titulada Problemas y distribuciones combinatorias indicando que
“En clase hemos tratado con diversos problemas combinatorios, donde se debe tratar de establecer
las propiedades de ciertas distribuciones combinatorias...” (ver Figura 40, cuadro azul).

Figura 40

Inicio del Notebook realizado por el profesor

Problemas y distribuciones combinatorias.

En clase hemos tratado con diversos problemas combinatorios, donde se debe tratar de establecer las propiedades de ciertas distribuciones combinatorias,
para entender como se deben contar los elementos distintos que conforman las soluciones a un cierto problema.

Por ejemplo, a veces se pedia encontrar el nimero cadenas de simbolos {a, b, ¢,d, . .. } que no poseen el la subcadena aa. Otras veces se pedia contar el
numero de caminos entre dos vértices en una malla, en un poliedro o un grafo. No siempre es obvio qué tipo de distribucion es la que estamos contando.
Queremos aclarar un método de solucidn general para diversos problemas combinatorias, es decir, queremos estudiar los elementos en comin de una
multitud de problemas combinatorios, tan dispares como los mencionados en el ejemplo arriba.

Es evidente que si contar seria muy facil si pudiéramos hacerlo a una velocidad arbitrariamente grande. Podriamos simplemente contar los elementos uno por
uno y llevar la cuenta. Entonces el problema combinatorio seria s6lo cuestion de identificar el tipo de objeto que se esta contando.

Estas propiedades de ciertas distribuciones [hace referencia a todas las ordenaciones] que
menciona el profesor, es lo mismo que las caracteristicas de una distribucion; en el caso de la
investigacion son fundamentales las caracteristicas de una permutacidn para encontrar que tipo de
permutacion es la que estamos contando, ya que como menciona el profesor (ver Figura 40,
subrayado verde): “No siempre es obvio qué tipo de distribucion es la que esta contando”.

Estos algoritmos que realiza el profesor estan enfocados en los problemas combinatorios
como arreglos, los cuales se pueden entender de manera equivalente como funciones; estas

funciones son vistas por el profesor como reglas de equivalencia [preliminares del contenido del
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curso, ver Tabla 1] con el objetivo de crear un algoritmo general que construya el total de
distribuciones y las cuente para cualquier tipo de problema combinatorio.

De esta manera, en la Figura 41 se observa como el profesor define las distribuciones como
tuplas de numeros, teniendo en cuenta una relacion de equivalencia que les permita identificar
cuando dos tuplas son iguales (ver cuadro rojo de la Figura 41).

Figura 41

Definicion de distribucion combinatoria con el fin de la creacion de un algoritmo

Distribucidon combinatoria

Llamaremos n-distribucién a (M, (a1, as, ... ,ay)) con a1,as,...,a, € M donde M es algin conjunto finito cuyos elementos llamamos los tipes de la
distribucién. Liamaremos al conjunto {1,2,...,n} los objetos de la n-distribucién (en lugar de ¢ diremos "el objeto 4", "el objeto ¢-ésimo” o "el objeto en la
posicion 7). Sabemos que las n-distribuciones estan en biyeccién con las funciones f : {1,2,...,m} — M y de hecho, con las funciones f : N — M para

N un conjunto de 1 elementos arbitrario.

)

X es un espacio de busqueda si X = (A, ~) donde A es el conjunto de las distribuciones de tamafio §\leq n,y\sim$ es una relacién de equivalencia sobre A
Por ejemplo, sean Dy = (M, (a1, az, .. .,a;)) y D2 = (Ma, (b1, ba, . . ., bi)) si ~ es definida por

Dy~ Dy <— M1:Mz/\j:k/\ai:biparai6{1,2,...,k}

Entonces lo que se compara que las tuplas de tipos sean iguales. X es entonces el espacio de los n-arreglos (con repeticion). Otro ejemplo es el de las n-
combinaciones (con repeticion), en este caso ~ seria definida asi:

Di~Dy = Mi=MAn=kA|{ic{1,2,....n} : a=m}|=|{i € {1,2,...,n} : b; = m}| paratodom € M

kdecir, D1y Dy son iguales si tienen el mismo ndmero de objetos de cada tipo. )

De este modo para definir estas equivalencias, el profesor en el algoritmo define las
propiedades y el comportamiento de la distribucion; por ejemplo, la distribucion tiene un tamafio
y por lo tanto en el algoritmo el profesor lo define (ver cuadro marrdn de la Figura 42), también
define la repeticion como multiconjunto (ver cuadro rosado de la Figura 42) con el fin de contar

los tipos o repeticiones que tienen un elemento de un conjunto.
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Figura 42
Primera parte del algoritmo disefiado por el profesor

Esto se puede representar en python asi

from typing import Generic,TypeVar, Dict, List, Tuple, Set, Opticnal, Any
from abc import ABC, abstractmethod

from collections import Counter

# Variable de tipo. Representa las clases que pueden tener los objetos en un
# problema combinatorio

M = TypeVar('M")

# Mipo para representar restricciones sobre objetos
R = TypeVar('R")

# Clase abstracta para definir una distribucidn de objetos combinatorios de tipo M
class Distribucion(Generic[M], ABC):
# Implementamos las distribuciones de objetos combinatorios como tuplas genéricas (de tipo M)
def _init_ (self, ordenacion: Tuple[M]):
self.ordenacion: Tuple[M] = ordenacion

def multiconjunto(self) -> Counter[M]:
return Counter([m for m in self.ordenacion])
[# Las distribuciones combinatorias tienen un tamaﬁo<]

[ # Una distribucidn puede ser representada como un multiconjunto (aungue a veces se pierda informacién al hacerlo)]

def __len_ (self) -> int:
return len(self.ordenacion)

# Las tratamos como contenedoras
def _ contains_ (self, m: M) -»> bool:
return m in self.ordenacion
# Se puede agregar un objeto de tipo t a la distribucidn combinatorias
def agregar(self, m: M) -> None:
self.ordenacion += (m,)
# Al imprimir las distribuciones seran representadas por tuplas
def _ repr_ (self) -» str:

return self.ordenacion._ repr_ ()

def count(self, m: M) -» int:
return self.ordenacion.count(m)

La Figura 43 es la continuacion del algoritmo de la Figura 42 cuyo objetivo es definir tres
métodos abstractos para especificar la relacion de equivalencia; es decir, para identificar cuando
dos tuplas son iguales; por ejemplo, en el cuadro morado de la Figura 43 el profesor define como
“def eq” para verificar si dos distribuciones son equivalentes o iguales, es decir, si tienen el mismo

tamafo y los mismos elementos.
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El profesor menciona que lo esencial para modelar el problema por medio de este algoritmo
es el tamafio y la comparacion o igualdad de dos distribuciones; estas son definidas en el codigo
como “def len” (ver cuadro marrén de la Figura 42) y “def eq” (ver cuadro morado de la Figura
43).

Figura 43

Continuacion del algoritmo para definir las clases por medio de las relaciones de equivalencia

# Deben poder compararse entre si, para saber si dos son iguales.

# Esta comparacidn depende de la instancia especifica de la distribucidn.
# Se deja como un método abstracto a implementar en una clase concreta
@abstractmethod

def __eq__(self, otro: "Distribucion[M]") -> bool:

# Para automatizar el proceso de verificacidn de instancias repetidas de distribuciones de objetos

# combinatorios, utilizaremos codigos de identificacidn o hash. De esta un conjunto de distribuciones
# no contendra elementos repetidos

@abstractmethod

def __hash__(self) -> int:

# Se pueden hacer copias de distrbuciones para facilitar construirlas recursivamente
def __copy__(self) -> "Distribucion[M]":
Asi, teniendo en cuenta estas propiedades, el comportamiento y los tres métodos abstractos
que se definieron como cddigos, en la Figura 44 se muestra como el profesor define dos tipos de
clases denominadas Arreglos y Combinacion para poder encontrar las listas de las distribuciones

y contar el total de estas.
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Figura 44

Caodigo que define dos tipos de clases para el algoritmo final

class Arreglo(Distribucion[M]):

def

def

def

def

def

__init_ (self, ordenacion: Tuple[M] = (}):
super().__init__ (ordenacion)
self.ordenacion = ordenacion

_len__(self) -» int:
return super{).__len_ ()

_ contains__{self, m: M) -> bool:
return super().__contains__(m)

agregar(self, m: M) -> None:
return super{).agregar(m)
1f, otro: "Arreglo[M]") -> bool:

1f.ordenacion == otro.ordenacion

_eq__(se
return se
__hash__(self) -» int:

return hash(self.ordenacion)

__copy__(self) -» "Arreglo[M]":
return Arreglo(self.ordenacion)

class Combinacion(Distribucion[M])}:

def

def

def

def

def

def

__init_ (self, ordenacion: Tuple[M] = ()):
super().__init__(ordenacion)
self.ordenacion = ordenacion

_len__(self) -» int:
return super{).__len__()

f __contains__{self, m: M) -> bool:

return super().__contains__(m)

agregar(self, m: M) -> None:
return super{).agregar(m)

_eq_ (self, otro: "Combinacion[M]") -> bool:

return Counter([m for m in self.ordenacion]) == Counter{[m for m in otro.ordenacion])

__hash__(self) -» int:

return hash({tuple(sorted(Counter({[m for m in self.ordenacion]).values{))}})

__copy__(self) -» "Combinacion[M]™:
return Combinacion{self.ordenacion)

136

Para mostrar el algoritmo, el profesor primero describe de manera intuitiva el

procedimiento que estructura en el codigo, mencionando que: “la busqueda de distribuciones

validas se puede realizar como la navegacion del arbol” (ver subrayado naranja de la Figura 45).
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Figura 45

Descripcion intuitiva del algoritmo por parte del profesor
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Para solucionar estos problemas combinatorios en forma algoritmica podemos navegar el espacio de busqueda, partiendo de una

distribucion vacia y de manera paralela, ir extendiendo distribuciones vélidas para el problema. Cuando encontramos una
distribucion no valida, sabemos que no vale la pena extenderla mas, asi que solo extendemos distribuciones validas, y nos

preguntamos si el resultado de la extensidn sigue siendo valido. El proceso se detiene cuando se llega tener distribuciones de

tamano n.

El proceso de extension se puede representar con un arbol. Entonces la busqueda de distribuciones validas se puede realizar

como la navegacion del &rbol. La manera mas usual de hacer esto, es por backtracking (o blsqueda por profundidad primero).

El cddigo para plantear y resolver problemas combinatorios a través del computador, usando este enfoque es el siguiente:

Finalmente, en la Figura 46 se presenta el cddigo final realizado por el profesor, que tiene

como objetivo plantear y resolver problemas combinatorios a través de un lenguaje de

programacion.
Figura 46

Cadigo final realizado por el profesor de clase

El cédigo para plantear y resolver problemas combinatorios a través del computador, usando este enfoque es el siguiente:

# (Clase que calcula soluciones a problemas comibinatorios
class ProblemaCombinatorio(Generic[M],ABC):

# Se inicializa un problema combinatorio genérico con el nimero de objetos a asignar, los tipos que pueden
# ser asignados a los objetos, y las opciones de repeticidn u orden, que dan 4 tipos de distribucién combinatorias

# diferente.
def _ init_ (self, num_objetos: int, tipos: List[M]) -> None:

self.num_objetos: int = num_objetos
self.tipos: List[M] = tipos

self.restricciones: List[Restriccion[M,R]] = []
self.soluciones: Set[Distribucion[M]] = set()

def es_solucion(self, distribucion: Distribucion[M]) -> boeol:
return self.num_objetos == len(distribucion)

def es_consistente(self, distribucion: Distribucion[M]) -> beol
for r in self.restricciones:
if not r.satisfecha(distribucion):
return False
return True

def agregar_restriccion(self, restriccion: Restriccion[M,R]):
self.restricciones.append({restriccion)

def backtrack(self, distribucion: Distribucion[M]) -»> None:
if self.es_sclucion(distribucion)
self.soluciones.add(distribucion)
else:
for m in self.tipos:
distr: Distribucion[M] = distribucion._ copy_ ()
distr.agregar(m)
if self.es_consistente(distr)
self.backtrack(distr)
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Después de explicar el proceso de creaciéon del codigo, el profesor menciona que el
algoritmo realiza las listas del arreglo y los compara mediante las caracteristicas y/o restricciones
que se encuentran en el problema o tarea. De esta manera, en la Figura 47 se observa como el
profesor describe el procedimiento que estd realizando el codigo para encontrar el total de
permutaciones de un subconjunto (ver cuadro rojo de la Figura 47) y el total de combinaciones a
partir de las permutaciones de un subconjunto (ver cuadro azul de la Figura 47)

Figura 47

Proceso de construccién por el profesor de la permutacion de un subconjunto y de la combinacion

El proceso de construccion de las distribuciones en un problema, es el mismo proceso que se usa para construir arreglos, pero verificamos ciertas condiciones y ciertas "simetrfas” para contar adecuadamente las distrbuciones que son
solucién al problema.

Para lo que sigue usaremos S, para referirmos al conjunto solucién de un problema combinatorio P = (X, { R;}) donde X, representa cierto espacio de bisqueda de n-distribuciones.

/Ccmsidere X, como el espacio de biisqueda de los n-arreglos con tipos M. Claramente, () es el Gnico arreglo de tamaio 0 con elementos en M, es decir, |So| = |M\n = 1. Por induccion sobre el tamanio n de los arreglos, suponga
8,,| = [ M|". Evidentemente, un arreglo ' & 8, se puede escribir f' = f + (£} ,,,) donde f = f' [ {1,2,...,n} € S, y + representa la operacion de concatenacién entre arreglos. Entonces tenemos una biyeccién entre

S, % My S,.1. de manera que [Syiq| = |8, x M| =[S, |M]| = [M|"-|M| = |M|"*.

Si se afade las restricciones necesarias para que estos arreglos no tengan repeticion entonces podemos encontrar la formulas por un argumento muy similar, pero en cada paso inductivo debemos reducir el nimero de posibilidades.
Entonces se encuentra una biyeccion entre S,,.1 y S, % M donde S, es el espacio solucién de n-arreglos sin repeticién (por hipétesis de induccién

n n n-1
18uf = | [T M\ {fuerslictaznn| = [T 1M1 —i = [T 1M\ {£a}
i=1 i=1 i=0

\) de donde se obtiene que |S,11| = |S,] - [M] =[], [M]| -1

Note que podemos escribir |S,| = H;:nl M| —i= ﬁ

Para encontrar férmulas para las combinaciones podemos partir de los arreglos y contar sélo los elementos que estén en diferentes clases de la relacién ~ en la definicién del espacio de busqueda. Esto es mas facil en el caso de las
combinaciones sin repeticion, ya que en este caso todas las clases tienen el mismo tamario. Note que si f es una r-combinacion sin repeticion, entonces la podemos ver como un n-arreglo representando una clase de equivalencia bajo
~. En su clase de equivalencia deben estar todas aquellas que tengan los mismos elementos, y dado que cada elemento sélo sucede una vez, no es dificil ver que hay n! tales arreglos. Entonces si S, es el conjunto solucién del
problema de n-combinaciones sin repeticién, encontramos que

Sl M]|! _ 4 M1 M|
-nl = e e N
L (T YT, -l \n

Luego, para entender el algoritmo de la Figura 47, el profesor realiza un ejemplo de
permutaciones con papel y lapiz, con el objetivo de mostrar el paso a paso que realiza el algoritmo
para la solucion de un problema (ver Figura 48). El profesor menciona que el codigo realiza
primero todas las posibles listas, pero las compara con las restricciones, en este caso del ejemplo,
con la restriccion o caracteristica que los elementos no se pueden repetir; eliminando u omitiendo

las que no satisfacen las restricciones (ver cuadro verde de la Figura 48). Asi, enfatiza que este
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proceso del algoritmo es similar a la construccion del diagrama de arbol (ver cuadro rosado de la

Figura 48), diciendo que: “el algoritmo lo que hace es que dé un paso al siguiente el numero de

posibilidades de los vértices se baja en uno”.

Figura 48

Ejemplo realizado por el profesor para explicar el algoritmo anterior
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6.2.3 Recoleccion y Analisis de datos dos (RD;)

La segunda Recoleccion de datos se realiza con base en el analisis de las hojas de trabajo

que contienen las producciones de los estudiantes; teniendo en cuenta la DGH; se analizan las

respuestas de los estudiantes, a partir de las producciones obtenidas del Taller 1, esto se denomina

Analisis a posteriori. Ademas de este analisis, se describen los resultados de la segunda

observacién de los fragmentos de clases descritos anteriormente con el objetivo de validar la DGH,

y generar una variacion de este modelo cognitivo denominado DGH, ;.

6.2.3.1 Analisis a posteriori del Taller 1. En esta seccion se estudia los datos recolectados

de las hojas de trabajo de cinco estudiantes (E'1, E2, E3, E4, E5) que participaron en el segundo
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instrumento denominado Taller 1; esto con el objetivo de sefialar las caracteristicas que definen
las estructuras Accion, Proceso y la forma en la que ocurre el mecanismo de interiorizacion y la
coordinacion de los Procesos. De esta manera, el analisis se presenta por medio de las
construcciones de los dos Procesos, mostrando en cada proceso las concepciones y mecanismos
encontrados para la construccion de cada uno; asi, finalmente mostrar la coordinacion de los dos
Procesos y la concepcidn Proceso del concepto de permutacion.

6.2.3.1.1 Construccion Proceso 1. En esta seccion se muestra como los estudiantes
construyen la concepcion Proceso 1 mediante las Acciones tipo 1 y el mecanismo de
interiorizacion de estas Acciones.

Con una concepcidn Accidén de tipo 1, el individuo no logra reconocer el concepto de
permutacion como un movimiento mental o como iméagenes de una funcién donde su conjunto de
Ilegada y salida son él mismo. Por ejemplo, en la Tarea 1 en el inciso a), el E4 se ve en la necesidad
de escribir las permutaciones una al lado de la otra para realizar la combinacién de estas dos
permutaciones (ver Figura 49). A pesar de que el estudiante sabe que la composicion de las
permutaciones se maneja de manera similar al de las funciones, no logra ver mentalmente las
imagenes de la compuesta de estas permutaciones y escribirlas directamente.

Figura 49

Procedimiento de E4 en el punto 1. a) del Taller 1
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Cuando el individuo realiza la compuesta de estas dos permutaciones sin un procedimiento
escrito sino mentalmente esté realizando la interiorizacion de estas Acciones tipo 1; sin embargo,
el individuo debe tener en cuenta que la composicion de las permutaciones al verse como funciones
se hacen en el mismo orden que estas, es decir, de derecha a izquierda. Al no tener en cuenta este
orden y realizar la compuesta de estas dos permutaciones en cualquier orden, el individuo esta
realizando Acciones de tipo 1, donde solo las identifica como movimientos sin aplicar las reglas
de composicion de las funciones que son heredadas por las permutaciones; por ejemplo, E3 aborda
la solucién de la Tarea 1. a) de manera incorrecta, ya que realiza la compuesta de izquierda a
derecha (Ver Figura 50).

Figura 50

Procedimiento de E3 en el punto 1. a) del Taller 1
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Sin embargo, realizar este procedimiento mentalmente para encontrar la composicion de
las permutaciones, teniendo en cuenta el orden de las composiciones de la permutacion como el
de las funciones genera como resultado la interiorizacion de las Acciones tipo 1. Este mecanismo
de interiorizacion permite que el individuo realice la composicion de permutaciones mentalmente
sin importar el tipo de notacion en el que este escrito; por ejemplo, el estudiante E1 realiza la

compuesta mentalmente en el inciso a) de la Tarea 1 (ver cuadro rojo de la Figura 51) realiza la

compuesta de dos permutaciones diferentes escritas en otra notacion diferente a la de dos pisos
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(notacion de ciclos) del inciso €) de la Tarea 1 de manera mental, sin necesidad de convertir las
dos permutaciones en notacion de dos pisos para hallar la composicion (ver cuadro verde de la
Figura 51).
Figura 51

Solucion de la Tarea 1 de E1 mediante las Acciones tipo 1y el mecanismo de interiorizacion
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Una concepcién Proceso 1, permite que el individuo estructure la permutacién como un
movimiento mental; esto implica que construye el concepto de permutacion como una funcién
biyectiva de un conjunto finito en si mismo. Teniendo en cuenta que los estudiantes comienzan el
mecanismo de interiorizacion de las Acciones tipo 1 en la Tarea 1, otra Acciones de tipo 1 se
encuentran en la Tarea 2; donde estas Acciones de tipo 1, permiten que el individuo comience a
entender el soporte de las permutaciones de la Tarea 2 como los puntos que no cambian, al

estructurarlos como movimientos mentales. Esto se evidencia en los procedimientos realizados por
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el estudiante E2 que encuentra todos los soportes correctamente y en el inciso b) plantea que el
soporte es vacio, argumentando que ningin numero cambia (ver subrayado azul de la Figura 52)
Figura 52

Solucién de E2 para la Tarea 2

Esta interiorizacion que evidencia E2 le permite que se construya la concepcién Proceso 1,
ya que piensa en las permutaciones como movimientos mentales logrando solucionar la Tarea 3,
realizando un algoritmo que calcular el soporte de la permutacion (ver Figura 53). En este
algoritmo ve la permutacion como una matriz 2 X n, que recorre los elementos de la primera fila
de la matriz comparandola con los elementos de la segunda fila de la matriz e imprimiendo o
escogiendo si en esta comparacién los elementos son diferentes (ver cuadro rosado de la Figura
53)
Figura 53
Solucién de E2 para la Tarea 3
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6.2.3.1.2 Construccion del Proceso 2. En esta seccion se muestra como los estudiantes
construyen la concepcion Proceso 2 mediante las Acciones tipo 2 y el mecanismo de
interiorizacion de estas Acciones.

Una Accidn tipo 2 permite que el individuo determine el total de permutaciones de
cualquier tipo, encontrando todas las permutaciones por medio de alguna forma de representacion,
por ejemplo, diagramas de arbol, listas, tablas de contingencias entre otros. En particular, en la
Tarea 4 el estudiante E4 para encontrar todas las posibilidades de que alguno de los equipos gane,
realiza una lista de las formas posibles en que el equipo A gane 3 de los 5 partidos de cualquier
forma posible (ver cuadro rojo de la Figura 54). Sin embargo, E4 no solo realiza la representacion
del problema para encontrar el total de posibilidades que gane alguno de los dos equipos; sino que
a partir de esta representacion el estudiante deriva la formula correcta para encontrar el total de
posibilidades que gane el equipo A. De esta manera, E4 deriva el problema como una
combinatoria; asi estructura de cuantas maneras se puede combinar 3 partidos ganados de 5
partidos en total (ver cuadro azul de la Figura 54).

Figura 54

Solucién del E4 de la Tarea 4 a partir de las Acciones tipo 2 y la interiorizacién de estas Acciones
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Esta interiorizacion de las Acciones tipo 2 se genera cuando el individuo tiene la necesidad
de encontrar o derivar alguna formula a partir de las caracteristicas que se definen en la tarea. Asi,
un individuo evidencia una estructura Proceso 2 cuando reflexiona sobre esas Acciones tipo 2 y
logra abordar exitosamente Tareas a partir del uso de férmulas adecuadas; es decir, identifica las
caracteristicas y reconoce que formulas de las técnicas de conteo son correctas de usar para dichas
caracteristicas.

Por ejemplo, E2 aborda la Tarea 4 a partir de la férmula de combinacion, ya que entiende
el problema como la forma de combinar 3 partidos ganados de 5 partidos en total (ver Figura 55).
Figura 55
Solucién de la Tarea 4 de E2 con la concepcién Proceso 2
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La identificacion de las caracteristicas en los problemas de las Tareas se puede generar a
partir de las representaciones de los tipos de permutaciones o a partir de la lectura del problema,
sin necesidad de realizar estas representaciones. Por ejemplo, el estudiante E5 para solucionar la
Tarea 4 identifica las caracteristicas del problema, mencionando que responder a la pregunta es
equivalente a: “determinar cuantos grupos de 3 objetos se pueden formar a partir de un conjunto
de 5 objetos, ya que el orden importa” (ver subrayado verde de la Figura 56). Aunque el estudiante
identifica una caracteristica importante, no tienen en cuenta otra caracteristica, la repeticion de los
elementos; es decir, hay 5 objetos de 2 tipos. Por lo tanto, hace uso de la formula incorrecta, debido
a que no identifica todas las caracteristicas del problema de la Tarea 4 (ver cuadro morado de la

Figura 56).
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Figura 56

Solucioén de la Tarea 4 de E5
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6.2.3.1.3 Coordinacion de los Procesos (Construccion Proceso de Permutacion). En esta seccion
se muestra como los estudiantes construyen una estructura Proceso de Permutacién mediante la
coordinacion de los Proceso 1y Proceso 2.

A partir de las estructuras Proceso 1y Proceso 2, el mecanismo de coordinacion se genera
cuando el individuo relaciona las caracteristicas de la Tarea (Proceso 2) con las propiedades de las
funciones, como la inyectividad y sobreyectividad (Proceso 1); es decir, coordina los dos Procesos
de tal manera que asocia la no repeticion como inyectividad y el tamafio como la sobreyectividad.

Asi un individuo logra una estructura Proceso cuando a partir de la relacion entre las
caracteristicas y las propiedades de las funciones, construye la permutacién sin repeticiéon como
una funcion biyectiva; asi a partir del total de permutaciones sin repeticiones (n!) deriva y
estructura las formulas del total de permutaciones para los diferentes tipos de permutacion.

Por ejemplo, en la Tarea 6 el estudiante E3 resuelve la Tarea al relacionarla de manera
equivalente a encontrar las formas posibles de escoger m elementos de un grupo de n elementos,

especificando que: “... no puede haber repeticiones por (por la condicion de la funcion)” (ver

Figura 57). Asi concluye que el total de formas es

n!
(n-m)!
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Figura 57

Solucion de la Tarea 6 por el E3
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Otra manera de evidenciar la coordinacion de los Procesos es tratar los elementos en la
tarea como funciones; por ejemplo, el estudiante E5 reflexiona sobre la caracteristica de
inyectividad y teniendo en cuenta esto, hace uso de la regla del producto, para determinar el total
de funciones inyectivas como la productoria (ver subrayado verde de la Figura 58). A partir del
producto mxm—-1xm—2Xx..xm—n+1 deduce que esta operacién equivale a la
productoria y por lo tanto a la férmula para el total de permutaciones de un subconjunto. Teniendo
en cuenta esta formula E5 describe las caracteristicas del problema como: “a medida que se van
tomando posibilidades, se van reduciendo para evitar la repeticion en los casos posible” (ver
subrayado rojo de la ver Figura 58).

Figura 58

Solucion de la Tarea 6 por el E5
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Cuando un individuo construye una estructura Proceso de Permutacion logra determinar o

derivar la formula de otros tipos de técnicas de conteo a partir de los tipos de permutaciones. Por
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ejemplo, en la Tarea 7 se pide explicar la formula de combinacion sin repeticion a partir del
concepto de permutacion. El individuo que logra derivar esta férmula a partir de las permutaciones
evidencia que identifica las caracteristicas de cada concepto y la diferencia entre ellos. De manera
que comprende como quitar o agregar las distribuciones que se cuentan en una y en otra no; en
este caso de la Tarea 7, la caracteristica que tiene la combinacion es que el orden no importa a
diferencia de la permutacion donde el orden si importa.

Asi, el estudiante E3 describe las combinaciones como: “una permutacion en la que se han
eliminado todos los 6rdenes posibles” (ver subrayado morado de la jError! No se encuentrael o
rigen de la referencia.); esto le permite a E3 entender que a las permutaciones de un subconjunto

se les debe quitar los 6rdenes que se pueden formar entre ellos, lo que lo lleva a concluir que: “se

.. , . , . !
divide por 7! (r es el nimero de elementos escogidos) al nlimero de permutaciones —— para
(n—-r)!

obtener este numero. r! Es el nimero de drdenes posibles con esos r elementos escogidos™ (ver
subrayado rojo de la jError! No se encuentra el origen de la referencia.).
Figura 59

Solucién de la Tarea 7 de E3
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Esta misma concepcion del Proceso de permutacion se puede observar en el estudiante E5
quien explica que el orden no importa en las combinaciones, mostrando como ejemplo: “la cadena
a,a, -+ a, seria la misma que la combinacién a,a; :-- a,,” llegando a concluir “por cada cadena

habrd n! combinaciones iguales” lo que le permite deducir la formula para encontrar el total de

L . pk
combinaciones de k elementos de un conjunto de n elementos, este es: C¥ = 7’1 (ver cuadro verde

de la Figura 60).
Figura 60

Solucién de la Tarea 7 de E5
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6.2.3.2 Resultados de la Observacion de clase. A partir del analisis a posteriori del Taller 1 se
observa una construccion del concepto de permutacién a partir de dos Acciones que derivan dos
Procesos que se coordinan en el Proceso de permutacion.

Este analisis valida el modelo cognitivo DG H,, sin embargo, en la observacion de clase el
profesor explica los diferentes tipos de permutaciones por medio de la construccion de un
algoritmo de programacion. A través de él hace énfasis en la construccion del concepto de
permutacion por medio de la funcion vista como regla de equivalencia, en la cual las caracteristicas

de cada tarea permiten clasificarla como uno u otro tipo de permutacion.
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El profesor describe y explica el codigo a partir de la comparacion con el diagrama de
arbol; por ejemplo, en el caso de la permutacion sin repeticion en cada nivel las ramas se van
disminuyendo de a uno, ya que la repeticion no es posible. Asi este cddigo realiza primero la lista
de todas las permutaciones para luego, por medio de la regla de equivalencia y las caracteristicas
de las permutaciones, compararlas para imprimir aquellas cumplan las restricciones de la tarea.

Esta observacion permite pensar en una variacion del modelo cognitivo DG H;, ya que la
construccién del concepto de permutacion se puede entender a partir de la construccion del proceso
de funcion biyectiva de la permutacion sin repeticion para coordinarse con el Proceso de
ordenacion y sus caracteristicas. Ademas, es posible realizar la construccion el concepto de
permutacion a partir de coordinacién entre la estructura Proceso de funcidn (estructura previa
necesaria) y el Proceso de ordenacion, de manera que se genere la construccion de todos los tipos
de permutaciones; sin necesidad de tener primero la construccion de la permutacion sin repeticion.

Por ejemplo, construir la permutacién de un subconjunto sin necesidad de hacer uso de la
permutacion sin repeticion, como lo explica el profesor mediante el codigo (ver Figura 48); es
decir, entender la permutacion de un subconjunto como una funcidn inyectiva donde las
restricciones en la regla de equivalencia tienen que ver con el tamafio y la repeticion, que son
caracteristicas que se identifican por medio de la construccién del Proceso de ordenacién (Proceso
2).

Esta variacion del modelo cognitivo se denomina DG H, 4 y se describe en el Gltimo capitulo
como parte de las futuras investigaciones con el objetivo de que se pueda realizar el ciclo de
investigacion propuesto por la Teoria APOE para la validacién de este modelo cognitivo

hipotético.
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7. Conclusiones

En este capitulo se describen los resultados de la investigacion a la luz del marco tedrico,
el proceso metodologico y el analisis, todos estos sustentados por la Teoria APOE (Arnon et al.,
2014).

Partiendo de la pregunta de investigacion: ¢Qué estructuras y mecanismos mentales
construyen estudiantes de un curso de matematica computacional sobre el concepto de
permutacion?, este capitulo comienza con la presentacion de la Descomposicion Genética
Validada del concepto de permutacion que describe las estructuras y mecanismos mentales que
construyen estudiantes de un curso de matematica computacional, la cual cumple con el objetivo
general de esta investigacion.

Con base en este modelo cognitivo validado y los andlisis de las observaciones de clase, se
describe un nuevo modelo cognitivo como variacion del modelo validado. Sin embargo, esta
variacion no se valida en esta investigacion; por lo tanto, este Gltimo se presenta en la seccion de
futuras investigaciones con el fin de que se disefie y aplique el ciclo de investigacién propuesto
por la Teoria APOE cuantas veces sea necesario para el refinamiento y validacién de este modelo
cognitivo.

Finalmente, se presentan algunas contribuciones metodolégicas, que surgen en el
desarrollo de la investigacion. Algunas de estas contribuciones se relacionan con la doble
aplicacion del ciclo mediante la interaccion de las tres etapas, la observacion directa de clase como
instrumento para recoleccion y anélisis de datos, la relacion entre el profesor e investigadora que
permitid promover la construccion de las estructuras y mecanismos en los estudiantes

participantes.
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7.1 Descomposicion Genética Validada

De acuerdo con el anélisis de los datos que se mostraron en las Aplicaciones del ciclo de
investigacion, en el capitulo anterior y gracias a la constante interaccion entre las tres etapas del
ciclo de investigacion propuesta por la Teoria APOE se encuentra, que en el primer modelo
cognitivo no se tenian en cuenta los diferentes tipos de permutacion; aunque, en el analisis tedrico
si se describen estas permutaciones por sus caracteristicas, en el primer disefio del modelo
cognitivo no se habian tenido en cuenta.

Como en el primer disefio de las estructuras y mecanismos mentales del primer modelo
cognitivo no se especifica la construccion de todos los tipos de permutaciones en el concepto de
permutacion. Gracias a la Observacion de clase y la relacion entre profesor-investigadora se
analiza que en la descripcion de estas estructuras hacia falta la construccion de otros tipos de
permutacion y no solo el de permutacién sin repeticion. Esto genera la necesidad de una segunda
aplicacion del ciclo de manera que se refuerza el andlisis teérico, mediante el refinamiento del
primer modelo cognitivo (DGH,) y se mantiene la interaccion continua entre las tres etapas para
la segunda aplicacion ciclo. De esta manera mediante la segunda aplicacién del ciclo se valida el
refinamiento del modelo cognitivo DGH,. A continuacién, se presenta la Descomposicion
Genética Validada del concepto de permutacion.

Como se menciona anteriormente, uno de los resultados que se obtuvo de la reflexion de
la doble aplicacién del ciclo fue la necesidad de construir dos Procesos por medio de la
interiorizacion de dos Acciones diferentes. A partir de la construccion de estos dos Procesos se
realiza la coordinacion de ellos, de manera que se construya la concepcion Proceso de Permutacion

(ver Figura 61).
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Figura 61

Descomposicion Genética Validada

| ESQUEMA DE CONJUNTO |

Acciones tipo 1

Dependencia a la formula para encontrar el nimero
total de permutaciones y descripeion mecénica de la
permutacién como funcién biyectiva.

1

Interiorizacion

|

| PROCESO DE FUNCION

Acciones tipo 2

Uso de las representaciones como listas,
diagramas de arbol, tablas de contingencia para
encontrar el nimero total de permutaciones.

interiorizacion

|

Proceso tipo 1 (Funcion biyectiva)

Un individuo con una concepeion Proceso de funcion
biyectiva, comprende la permutacion como un
movimiento mental, determinando el total de
funciones inyectivas de manera equivalente al total de
permutaciones sin repeticion.

Proceso tipo 2 (Ordenacion)

Un individuo con una concepcidn Proceso de ordenacién,
identifica las caracteristicas del concepto trabajado en la
tarca: estas son: el orden, tamafio y repeticion; realizando
algoritmos para encontrar el mnumero total de
permutaciones teniendo en cuenta las caracteristicas
identificadas.

coordinacién

Proceso Permutacion

Un individuo con una concepecidn Proceso de permutacion, deriva y
comprende las formulas para el nimero total de permutaciones de los
diferentes tipos de permutaciones, por medio de las caracteristicas y
propiedades de las funciones. A partir de la permutacién sin repeticion
como funcién biyectiva y las caracteristicas 1dentificadas.

Teniendo en cuenta la Figura 61, la construccion del concepto de permutacion inicia con

la aplicacion de dos tipos de Acciones. Para estas Acciones se tiene en cuenta como estructuras

previas necesarias para el individuo el Esquema de conjunto y el Proceso de funcion, estos son:

Esquema de conjunto: Un individuo tiene la concepcidn esquema de conjunto cuando puede

trabajar con diversos tipos de conjuntos en diferentes situaciones matematicas. Es decir, puede

definir funciones que tienen como argumentos de entrada a conjunto, puede identificar qué es y qué

no es un conjunto. (Cabrera, 2022, p.48)

Proceso de funcion: Un individuo con una comprension de proceso de funcion construye un

proceso mental para una funcion dada, piensa en términos de entradas, posiblemente no
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especificadas, y transformaciones de esas entradas para producir salidas. (Dubinsky et al., 2005a,

como se cito en Arnon et al., 2014, p. 21)

A partir de estas estructuras previas, el individuo construye el concepto de permutacion sin
repeticién como una funcion biyectiva definida de un conjunto finito de n elementos en si mismo,
donde el total de estas funciones esta determinado por n!. Para la construccion de este Proceso 1
de la permutacion como funcion biyectiva, el individuo hace uso del concepto de permutacion sin
repeticion como una férmula sin entender el movimiento mental, sin comprender las propiedades
de inyectividad y sobreyectividad; solo puede aplicar la férmula de manera mecanica, para
determinar el total de permutaciones. Sin embargo, la interiorizacion de estas Acciones permite
que el individuo relaciones la propiedad de inyectividad con la repeticion y el tamafio de los
conjuntos de entrada y salida. Esto le permite construir la expresion n X (n —1) X -+ X2 X1 =
n!, a partir de la regla del producto que se desarrolla en los cursos de Teoria de Conjuntos con
relacion a las funciones.

Esta estructura Proceso 1 de funcion biyectiva solo permite la construccién de las
permutaciones sin repeticion y como se ha mencionado existen otros tipos de permutaciones para
el concepto de permutacion. Asi, surge la necesidad de construir el Proceso 2, en relacién con la
ordenacién. Asi es necesario que el individuo identifique las caracteristicas del concepto que
aparece en la tarea, esto permite la construccion de algoritmos o recordar las formulas de los
diferentes tipos de permutaciones y usar la correcta a partir de estas caracteristicas. La construccion
del Proceso 2 se inicia con la interiorizacion de Acciones, las cuales se basan en realizar las
diferentes representaciones que tiene el concepto (listas, diagramas de arbol, tablas de
contingencia) para encontrar el total de permutaciones de cualquier tipo. La Accion repetida de la

construccion de las representaciones del concepto para abordar la tarea, permite que el individuo
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reflexione sobre las caracteristicas de la tarea e identifique el tipo de permutacion correcto sin
necesidad de encontrar una a una las permutaciones para encontrar el numero total de
permutaciones.

Sin embargo, la construccion de estos dos Procesos por separado no permite que el
individuo comprenda las formulas que permiten calcular el total de permutaciones de cualquier
tipo y como o cudl permutacién emerge en cada tarea. Por lo tanto, es necesaria la coordinacion
de estos Procesos, de forma que el individuo a partir de encontrar el total de permutaciones sin
repeticion (esto es n!) y las caracteristicas de cada tarea logre relacionarlas con las propiedades de
funciones y por tanto pueda construir y comprender cada formula relacionada a cada tipo de
permutacion.

La concepcion Proceso de permutacion es suficiente para la comprension de problemas
donde se hace uso cualquier técnica de conteo; sin embargo, para el uso de este concepto en otras
areas es necesaria una concepcion Objeto, pero esta concepcion se desarrolla dependiendo del
contexto que presenta cada tarea. Por esta razon la construccién del Objeto de permutacion
depende del contexto en el que se esta utilizando; de esta manera, basados en Villabona et al.
(2024) la Descomposicién que se validd en esta investigacion se determina como una
Descomposicion Genética Genérica. A partir de esta DG genérica a continuacién se describen las
posibles facetas que se pueden construir para la concepcion Objeto en contextos de Estadistica y
Algebra moderna I.

Contexto de probabilidad en Estadistica: En este contexto, uno de los objetivos es hacer
uso de conceptos de técnica de conteo, especificamente uso de los tipos de permutaciones para
determinar todas las posibilidades que existen de que ocurra un fendmeno en determinadas

circunstancias de azar. Un ejemplo de esta situacion es el siguiente:
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e Nia es 1 de 24 estudiantes en una clase. Cada mes, el maestro de Nia selecciona
aleatoriamente a 4 estudiantes de su clase para actuar como presidente, vicepresidente,
secretario y tesorero de la clase. Ningun estudiante puede tener dos posiciones. En un mes

dado, ¢Cudl es la probabilidad de que Nia sea elegida como presidente?

Para este tipo de problemas las Acciones estan relacionadas con identificar qué tipo de

Numero de casos favorables ,

permutacion se hace uso, ya que por definicion de probabilidad es : . Asi
Total de casos posibles

para encontrar el nimero de casos favorables, en este caso que Nia sea presidente, se deben aplicar
Acciones que permita identificar la caracteristica de tamafio y concluir que son 3-permutaciones
de un conjunto de 23 elementos. Luego para el total de casos posibles, el individuo aplica Acciones

de manera que identifica que son permutaciones de un subconjunto de 4 elementos del conjunto

23
de 24. Esto le permite llegar a concluir que la probabilidad es iy

pz*

Contexto de simetria en Algebra Moderna: En este contexto, uno de los objetivos es
entender los grupos de simetrias, grupos ciclicos y transposiciones a partir del concepto de
permutacion sin repeticion. Por ejemplo:

e Paraencontrar el total de elementos de un grupo simétrico aplicar Acciones de manera que
le permita entender estas simetrias como movimientos mentales, esto permite verlo de
manera equivalente como el total de permutaciones sin repeticion que se pueden realizar
para esos elementos. Es decir, el grupo simétrico S; es el total de permutaciones sin

repeticion de un conjunto de 3 elementos; esto son:

CEDCIDEIDEIDCTDE T Yoo

de 3! = 6.
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e Paraentender las permutaciones sin repeticién por medio de las permutaciones ciclicas, de
manera que se realicen Acciones que permita que el individuo logre descomponer en ciclo
disjuntos la permutacion escrita en notacién de dos pisos. Es decir, consideremos la

7 8 9 10

5 2 1

0 9), para descomponerla en ciclos

permutacion (41}

disjuntos empezamos por 1y nos da un ciclo (1 4 3), luego nos quedan los nimeros
2,5,6,7,8,9,10. Empezamos por 2, y nos daotro cicloquees (2 7 5 8),luego6esun

punto fijo, entonces el tercer ciclo es (6). Por lo tanto, la descomposicion en ciclos queda

como(1 4 3)(2 7 5 8)(6).

La validacion de estas posibles facetas para la concepcion Objeto del concepto de
permutacion pueden ser estudios para futuras investigaciones.
7.2 Posibles contribuciones metodoldgicas

En esta investigacion se potencian nuevos aspectos metodoldgicos, los cuales se considera
pueden contribuir en precisar el ciclo de investigacién de la Teoria APOE. A continuacion, se
describe como surgieron y porque pueden ser relevantes.

El primer aspecto que surge es el uso de la Observacion Directa como instrumento para la
recoleccion y analisis de datos; esto se dio dado que la investigadora no era la profesora del curso
de matematica computacional. Por lo tanto, para analizar y fomentar la construccion de las
estructuras y mecanismos mentales del concepto de permutacion se decidio realizar la observacion.
Esta observacion toma un rol importante en la investigacion, ya que siempre es analizada a partir
del modelo cognitivo disefiado y permite generar refinamientos de estructuras mentales en el
modelo que la investigadora no habia tenido en cuenta, pero el profesor que impartia la clase si

estaba haciendo uso de ellas.
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Esto conlleva al segundo aspecto metodolégico, el grupo de investigacion incluye ademés
de la autora del trabajo y la asesora de este, un profesor externo a la investigacion, especialista en
la teméatica matematica de interés. Por tanto, surge la relacion entre profesor e investigadora que
resulta relevante para la investigacion, ya que se programan y desarrollan reuniones periodicas
donde se comparten ideas tanto matematicas como tedricas, con el objetivo de generar en los
estudiantes las estructuras y mecanismos mentales necesarios para la construccion del concepto de
permutacion y otros conceptos de técnicas de conteo como la combinatoria.

Esta comunicacion constante entre el profesor e investigadora fomenta una consolidacion
del andlisis teorico; asi, como el disefio de tareas que buscan fomentar la interiorizacion de
Acciones y la coordinacion de Procesos para su solucion. Ademas, gracias al conocimiento del
profesor se logra hacer uso de los lenguajes de programacion, esto genera una reflexion mas
profunda para la comprension del concepto de permutacion como funcion, vista mediante las
reglas de equivalencia. Esta vision permite identificar que el proceso que realiza el algoritmo es
similar a la realizacion de un diagrama de arbol, enfatizando asi en la importancia de los tipos de
representaciones que son vista en la teoria como Acciones para la construccion de la concepcion
Proceso.

Finalmente, el tercer aspecto metodolégico es la aplicacion del ciclo de investigacion
propuesto por la Teoria APOE mas de una vez. Esto se genera dado que en la ultima etapa del
primer ciclo no se valida el modelo cognitivo; sino que a partir del analisis de la prueba diagndstica
y la observacion de clase se genera un refinamiento del modelo cognitivo. Esto permite consolidar
el Andlisis Tedrico con un segundo modelo cognitivo denominado DG H,, lo que conlleva aplicar
el ciclo nuevamente de manera que se refina o valida el modelo cognitivo; en este caso, la segunda

aplicacion del ciclo permite la validacion del modelo.
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Dado que estos aspectos metodologicos fueron de importancia para llegar a responder la
pregunta de investigacion y cumplir con el objetivo, se considera que son posibles contribuciones
metodoldgicas que se pueden llevar a cabo en otras investigaciones para reafirmar su utilidad.

7.3 Sugerencias para futuras investigaciones

Esta investigacion presenta una Descomposicion Genética del concepto de permutacion
donde se considera la equivalencia de la ordenacion con la funcion biyectiva, donde a partir de la
permutacion sin repeticion, las propiedades de las funciones y las caracteristicas de las
ordenaciones se genera la construccion del concepto de permutacion, en los que se incluye la
construccion de todos los tipos de permutaciones en estudiantes de un curso de Matematica
Computacional de la carrera de Matematicas.

De esta manera, se plantea como aspecto interesante de abordar en futuras investigaciones,
disefiar tareas que promueva la interiorizacion de Acciones, encapsulacion de los Procesos y
coordinacion de ellos, a partir de la relacion que tiene la ordenacién con la funcién biyectiva para
el concepto de permutacién. También, es posible usar el modelo cognitivo validado DGH; del
concepto de permutacién que se presenta en esta investigacion, para disefiar secuencias de
ensefianza de este concepto en cursos como algebra moderna, estadistica, matematica discreta y
matematica computacional, que consideran contextos diferentes a los expuestos, para abordar la
construccién del concepto de permutacion.

Ademas, en este modelo cognitivo validado hace uso de la nueva perspectiva teorica
realizada en el articulo de Villabona et al (2024) sobre la construccion de facetas del Objeto que
se desarrollan cada vez que se aplica un nuevo tipo de Accion. Estas facetas se describen en la

seccion 7.1 pero no se validaron en la investigacion. Por lo tanto, se considera que la validacion
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de estas facetas pueda ser validadas dependiendo al contexto que se describieron; es decir,
validarse en un curso de estadistica y de algebra moderna.

Finalmente, debido al analisis de la observacién de clase de la segunda aplicacion del ciclo
propuesto por la Teoria APOE, se considera una variacion del modelo cognitivo validado DGH,,
en el cual se plantea la estructura Proceso de funcion (Dubinsky et al., 2005%); esta estructura
Proceso permite la identificacion de propiedades de las funciones. Se mantiene la construccion del
Proceso 2 de ordenacion a partir de la interiorizacion de las Acciones, las cuales permiten
identificar las caracteristicas del problema y relacionarla con los tipos de permutacion. Asi a partir
de estas caracteristicas y las propiedades de las funciones se genera la coordinacion de los
Procesos, el cual permite que el individuo construya la formula de todos los tipos de permutaciones
mediante las propiedades y caracteristicas del problema. Por ejemplo, que construya la
permutacion de un subconjunto vista como una funcién inyectiva donde el tamafio del conjunto de
salida es mayor que el del conjunto de llegada; es decir, donde no se permiten repeticiones y el

tamano de las permutaciones no es el mismo al numero de elementos del conjunto; esto le permite

generar laregladel producton xn—1x:--xXxn—k+1= (nf—;n)' Llegando a la construccion de

la formula para hallar el total de permutaciones de un subconjunto con k elementos o

k —permutaciones.
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