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RESUMEN

Algunos aspectos temporales de la propagacion del campo presentan una estruc-
tura matematica andloga a los aspectos espaciales ya conocidos por ejemplo, en
paquetes de ondas de espectro estrecho propagandose en fibras opticas se produ-
ce dispersién cromatica intramodal la cual se puede escribir por una integral de

Fresnel.

El objetivo de esta tesis en su primera parte, es estudiar la dispersion y la propaga-
cién de paquetes de onda de espectro estrecho en medios dispersivos. Se desarrolla
un modelo para tratatar la propagacion de paquetes de ondas teniendo en cuen-
ta la dispersién cromatica y las pérdidas a la vez. Posteriormente se prueba que
una aproximacion de segundo orden de estos fenémenos permite describirlos me-
diante integrales del tipo Fresnel, lo cual se expresa matematicamente por una

transformacion de Fourier fraccionaria.

En una segunda parte, se desarrolla lo que se llama 6ptica temporal, con base en
la analogia entre difraccién y dispersion. La primera de estas es el estenope tanto
en el dominio espacial como en el dominio temporal. También se muestra lo que
puede llamarse una peinilla temporal. Con base en las definiciones de correlacién
y convolucién fraccionarias dadas por Torres-Amaris se introduce el concepto de
senales a-estacionarias, se define la densidad a-espectral de potencia, se enuncia
el teorema de Wiener-Kintchinne para la transformacién de Fourier fraccionaria y

se muestra un teorema del muestreo para este tipo de senales.
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TITLE: WAVE PACKETS DISPERSION AND SPATIO-TEMPORAL ASPECTS
IN OPTICS?

Author: Zandra Yoana Lizarazo Mejia?
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ABSTRACT

An phenomenon important in the packets wave propagations of narrow spectrum
in transmision lines is the chromatic dispersion producing negative effects in tele-
comunications. This phenomenon may be represented by a Fresnel integral, which

can be a tool for dispersion compensate.

The subject of this thesis is to analyze the mathemathical aspects involucrated in
the description of phenomenon chromatic dispersion. We treated wave propagation
of narrow band in dispersive lines and we propose one mathematical model for wave

packet propagation take account chromatic dispersion and losses.

We demostrated that under secon order aproximation for this phenomenon can be
write by type Fresnel Integral. This integral is expresated by the fractional Fourier
transform in both cases, only chromatic dispersion and chromatic dispersion plus

losses.

In the second part we develop what we call temporal optics, where we show some
applications based on the analogy between difraction and dispersion take account
that this physical phenomenon are expresed with fractional Fourier transform.
We deal the temporal pinhole in the spacial and temporal domain. We show an
notion for temporal comb. Using correlation and convolution definition realized
by Torres-Amaris. We has introduced the concept for a-stationary signals, also we
define power a-spectrum and we state of Wiener-Kintchinne theorem for fractional

Fourier transformation, also we showed the sampling theorem for this signals.

! Tesis
2Facultad de Ciencias, Doctorado en Fisica, Direccién: Pr. Pierre Pellat-Finet, Codireccién:
Dr. Yezid Torres Moreno
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Introduccion

Es conocido que el fendémeno de dispersion cromatica para propagacion de paque-
tes de ondas en lineas de transmisiéon produce un ensanchamiento del paquete,
limitando asf la cantidad de informacién a enviar por el canal [16]. Por lo cual, se
ha trabajado para suprimir este efecto. El problema se abordé de forma técnica,
cambiando los perfiles de indices de refraccién del material que compone la fibra, lo
cual se sabe que produce un corrimiento de la curva caracteristica de la dispersién
del material, hasta el punto que hoy dia se encuentran en el mercado fibras 6pticas

a dispersién cero alrededor de una frecuencia particular [13,33,34,49,50, 26].

Si bien se han hecho avances en las técnicas para compensar la dispersion, en este
trabajo se trata la dispersién no como un efecto indeseable sino més bien como la
oportunidad de hacer uso de ella, con el interés de hallar nuevas aplicaciones. Esta
motivacion se encuentra basada en la muy conocida analogia entre la difraccién

de Fresnel y la dispersién cromatica.

Con la intencién de encontrar aplicaciones donde la dispersion juegue un papel
central, se hace uso de las analogias entre los fenémenos de difraccion y dispersién
[10,25,46]. Asi, se busca trasladar parte de las aplicaciones conocidas en difraccién
al dominio temporal mediante un rediseno de estas. Esto conduce a lo que se llama

optica temporal.

Un elemento adicional que puede ser introducido en la 6ptica temporal es la trans-
formacién de Fourier fraccionaria [37]. Se conoce que esta transformacién traduce
matematicamente la difraccién de Fresnel [41,44]. Con base en la analogia entre la
difraccion y dispersion, se muestra que la dispersion cromatica se traduce por una
transformacién de Fourier fraccionaria. Lo cual permite definir operaciones de co-

rrelacion, convolucion, teorema del muestreo temporal, entre otras. Este conjunto

15



de elementos permiten adaptar més facilmente los resultados dados en difraccién

a los fonémemos en dispersion.

La primera parte de esta tesis se dedica al estudio de la dispersion, donde se mues-
tran los desarrollos para escribir una transformacion de Fourier fraccionaria a par-
tir de la dispersién cromatica. Posteriormente se hace un mismo tratamiento para
el problema de dispersién cromatica y pérdidas de paquetes de ondas de espectro
estrecho, resultando que también se puede expresar como una transformacién de

Fourier fraccionaria.

En la segunda parte, se muestran algunas analogias, como lentes temporales, ha-
ces gaussianos, compensacion de dispersion, entre otras. También se muestra una
aplicacién clasica como es el estenope desde el punto de vista ondulatorio, con
base en la éptica metaxial, enfoque desarrollado por Pellat-Finet, para luego ha-
cer la adaptacion a la éptica temporal. Se describen las operaciones de correlacién
y convolucién fraccionarias y se enuncia un teorema de Wienner-Kintchine pa-
ra la transformacién de Foureir fraccionaria, lo que permite estudiar el grado de

coherencia para usarse en aplicaciones como tomografia 6ptica coherente.
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Parte 1

DISPERSION Y PERDIDAS
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Introducciéon

Se conoce que la transformacion de Fourier fraccionaria de orden real y complejo
permite representar algunos fenémenos o sistemas épticos [10,11,25,46]. En par-
ticular ha sido 1til en la descripcion de fenémenos de difraccion en el régimen de

Fresnel.

La analogia entre difracciéon de Fresnel y dispersion cromatica en la propagacién
de paquetes de ondas en lineas de transmision dispersivas, en una aproximacién

de segundo orden, ha sido ampliamente estudiada [7,6,19,44].

Sin embargo, en esta analogia no se ha tomado en cuenta el efecto producido por las
pérdidas en la propagacion del campo, las cuales siempre van a presentarse cuando
se estudian fenmenos de dispersion, de acuerdo con las relaciones de Kramers-
Kronig [48].

Siguiendo la misma analogia se muestra un tratamiento que permite abordar tanto
el problema de dispersién como el de pérdidas bajo una misma descripcion. Aqui se
encuentra que la propagacion del campo se puede expresar como una integral de
Fresnel de variable compleja, la cual se puede escribir como una transformacién

de Fourier fraccionaria de orden o complejo [45].

Se estudia el caso donde las pérdidas no estan presentes en la propagacién y se
vuelve al caso de solo dispersién cromética [43]. Como ilustracion se trata el caso

de la propagacién de un paquete de onda gaussiano.
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Capitulo 1

MATERIALES DIELECTRICOS
Y DISPERSION

En este capitulo se hard un estudio de las ecuaciones de Maxwell en medios
dieléctricos, los cuales son de interés en el trascurso del trabajo. Con base en
las ecuaciones de Maxwell se estudian las propiedades de estos materiales como
la susceptibilidad eléctrica, a partir de la cual se deduce el indice de refraccién
del material [15,32]. Para esto se toma el modelo de oscilador de Lorentz para

describir la interaccién de la materia con la radiacién electromagnética.

1.1. Propagacion de Ondas Electromagnéticas en

dieléctricos

1.1.1. Ecuaciones de Maxwell en dieléctricos

Las ecuaciones de Maxwell en su forma general se escriben

V . E — ptotal , (1.1)
€0
V-B = 0, (1.2)
0B
E = —— 1.
V x T (1.3)

OE

VxB = podiota + €0l - (1.4)
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Aqui

Ptotal = Plibre + ppolarizacio'n ) (15)
Jtotal - Jlibre + Jmagnetizacién + Jpolarizacién ) (16)
(1.7)

las densidades de carga y densidades de corriente eléctrica respectivamente, donde

Ppolarizacion — vV-P y (1 . 8)
oP

Jpolarizacién = E ) (1 : 9)

Jmagnetizacio’n = VxM X (1 . 10)

siendo M y P la magnetizacién y la polarizacion respectivamente.

Adicional a estas ecuaciones, para los conductores éhmicos, tenemos la Ley de
Ohm
']libre :0']'_—‘]7 (111)

donde o es la conductividad eléctrica.

1.1.2. Ecuaciones de Maxwell en la materia

Se definen
D = E+P, (1.12)
H=2_Mm (1.13)
Ho

donde D es el desplazamiento eléctrico y H es la intensidad de campo magnético.

Luego, las ecuaciones de Maxwell toman la forma

V-D = Plibre » (114)
V-B = 0, (1.15)
0B
E = ——— 1.1
V x 5 (1.16)
oD

VxH = Jlibre+ (117)

ot
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1.1.3. Ecuacion de onda en un medio homogéneo, lineal e

isétropo

Aqui se trataran medios isétropos, bajo condiciones tales que los efectos no lineales
pueden ser despreciados, es decir, se tomaran intensidades de campo eléctrico por

debajo del umbral no lineal, entonces se tiene

P(r,w) = €exe(r,w)E(r,w), (1.18)
M(r,w) = xm(r,w)H(r,w). (1.19)

Se dice lineal porque tanto P como M son proporcionales a los campos E y H
respectivamente y no a una potencia superior de estos. Se dice isétropo porque las
susceptibilidades eléctrica x.(r) y magnética x,,(r) no dependen de la posicién,
es decir, no son matrices (tensores), en este caso son campos escalares. De esto

resulta

D = ¢E, (1.20)

H = (1.21)
donde € = ¢y(1 + x.) es la permitividad eléctrica del medio y u = po(1 — xm) €s
la permeabilidad magnética del medio. Utilizando las ecuaciones (1.14)-(1.17) y
(1.20) a (1.21) resulta

V-eE = Plibre » (122)
V-B = 0, (1.23)
0B
E = —— 1.24
B OeE
VX — = Jipre + —. 1.25
< libre + (1.25)

Para medios homogéneos, se tiene

Ve(r,w) = 0, (1.26)
1
vﬂ(r’w) - 0, (1.27)
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en un régimen estacionario la permitividad del medio (¢) es independiente del

tiempo, por tanto de
OecE  OE

or ot

las ecuaciones de Maxwell quedan

VE _ ,Olibre7
€
V:-B = 0,
0B
VxE = -,
8 ot
oE
VxB = MJlibre—i_:ue_

ot

Tomando el rotacional en la ecuacién (1.31), se encuentra

0
VXVxE = —E(VXB),
0 oE
—_ 2 . — - . R
\V4 E‘i‘V(V E) 0t (/'Llebre—i_E,U/ 8t> y

(1.28)

(1.29)
(1.30)
(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)
(1.35)

y una situacién estacionaria en y (es decir, € y o independientes explicitamente de

t), es

aQE 1bre aJire
(Plb )—I—u libre

2 —_ _
VE- Gy =V ot

Tomando el rotacional en la ecuacién (1.32), se tiene

OE
VXVxB = luvx (Jlibre—"E_

ot

)
~V’B+V(V-B) = uV X Jjipe + €tV X B.

Empleando las ecuaciones. (1.30) y (1.31), se consigue

2

V2B - GMW = _,u/v X Jlibre .

22

).

(1.36)

(1.40)



Utilizando la ecuacién (1.11), se tiene

62E 8E Plib
20 . _ ibre
V°E N ~ 5 V( ; > : (1.41)
0°B 0B
2 JE— —_— — =
VB —eu 5z~ Mo 0. (1.42)

Estas dos ecuaciones constituyen las ecuaciones de onda electromagnéticas en los
medios transparentes, lineales, isétropos y homogéneos; en condiciones de estacio-

nariedad.

1.1.3.1. Ondas electromagnéticas en dieléctricos

Para este caso, se tiene 0 = 0y pipre = 0, con esto

0’E
2 _
V°E — eu 5 0, (1.43)
0’B
2 _
VB — eu 2 = 0. (1.44)

Se tiene para los campos eléctrico y magnético en la materia dos ecuaciones de

onda, cuya velocidad de fase estd dada por v = 1/,/p€.

Se define el indice de refraccion por

c /L€
c_ — e, 1.45
» e NG (1.45)

en un medio no-magnético u, = 1, asi

n

n=+6=+v14+xe. (1.46)

1.1.4. Modelo de Lorentz

Para estudiar la interaccién del campo elctromagnético con la materia se hace
uso del modelo clasico de Lorentz. En este modelo se considera un electrén en el
atomo o molécula, ligado al nicleo mediante una fuerza elastica. La fuerza elastica
de un muelle, para desplazamientos pequenos sobre la posicion de equilibrio, es

proporcional al desplazamiento (ley de Hooke), y esta fuerza debe ser igual a la
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fuerza de Coulomb producida por el campo eléctrico sobre el electron, lo cual se
expresa de la siguiente forma
kx = qF, (1.47)

donde z es el desplazamiento y ¢ la carga del electrén. Para campos variantes en
el tiempo la ecuacién (1.47) debe sustituirse por la segunda ley de Newton para

escribir todas las fuerzas que intervienen en la interaccién, quedando
m— = —kx—b—t +qF, (1.48)

donde —kz es la fuerza elastica y —bccll—f es un término de amortiguamiento. La
ecuacion (1.48) es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden. Aplicando un
campo eléctrico de la forma Eye“! resulta

d?z dz 9 gk

- + 27& +wjr = — et (1.49)

d#2
siendo

b
- 1.50
ot 5 (1.50)

k
— - 1.51
wWo ma ( )

donde wy es la frecuencia propia del oscilador. Para un régimen estacionario la

solucion particular de la ecuacién diferencial es de la forma
z(t) = Bel@+90) (1.52)

reemplazando la ecuacién (1.52) en la ecuacién diferencial (1.48), resulta

qEo

B [(wg — w?) 4 i2yw] e = gl (1.53)
tomando en cuenta que la polarizacién es
Py = NqBe'? | (1.54)
donde N es la denisdad de dipolos se llega
[(wg — w?) +i2qw] Py = NWqQEO, (1.55)
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teniendo en cuenta que
Py = eox(w)Eo, (1.56)

la expresién para la susceptibilidad eléctrica y, se escribe

) N¢® W
w =
X key ) (w3 —w?) +i2qw’

2
Wo

X(w) = Xo (1.57)

wi — w?) +i2qw

Noétese que en la ecuacién (1.57), la susceptibilidad eléctrica es compleja, donde
la parte imaginaria corresponde a las pérdidas a través del parametro v, ademas
de esto, la susceptibilidad eléctrica depende de la frecuencia, lo que caracteriza un
medio dispersivo. Como consecuencia de la dependencia de la susceptibilidad con
la frecuencia, se mostrara que tanto el indice de refraccion como la velocidad de

la luz en el medio también dependen de la frecuencia.

1.2. Absorcion

De acuerdo a la ecuacién (1.57), un material dieléctrico que absorbe luz se repre-

senta por una susceptibilidad eléctrica compleja, de la siguiente forma
/ LN/
x=x +ix", (1.58)

siendo X’ la parte real y x” la parte imaginaria de la susceptibilidad eléctrica
compleja, por lo que la permitividad eléctrica es compleja € = (1 + x). Tomando

en cuenta las siguientes relaciones
w = ckop, (1.59)

siendo ky el nimero de onda en el espacio libre y ¢ la velocidad de la luz en el

vacio. El nimero de onda en el medio es

k= choy/efi = | /%ko — ek, (1.60)
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siendo €, y u, la permitividad relativa y la permeabilidad relativa respectivamente.

En este trabajo se consideran medios no magnéticos por tanto u, ~ 1, luego
k= eko=(1+x)"%ko = (1+x +ix")"?k. (1.61)

Una onda plana viajando en este medio en la direccion z se describe por la amplitud
compleja U = Aexp(—ikz). Donde k es complejo, ambos la magnitud y la fase de

U varia con z.

El nimero de onda k en términos de su parte real e imaginaria es

1
k=8-iz, (1.62)

v representa el coeficente de absorcién o atenuacion y 3 es la rata a la cual cambia
la fase con z, es decir, la constante de propagacion, estas dos cantidades son reales.

Usando la expresion (1.61) se obtiene
1 1o s 1/2
5—157: ko(14+x"+ix")"°. (1.63)
El medio tiene un indice de refraccién efectivo definido por

y la onda viaja con una velocidad de fase v = ¢/n . Sustituyendo la ecuacion (1.64)
en (1.63), se halla una expresion que relaciona el indice de refraccién n con la parte
real de la susceptibilidad x’ y el coeficiente de absorcién con la parte imaginaria

de la susceptibilidad x”, asf

n—it = (1+x +ix")"2. (1.65)

1.2.1. Medio con absorcion débil

Este es un medio para el cual ¥’ < 1y x" < 1, (1+ X +ix")/* =~ 1+ 3(X +ix"),

tal que 1.65 se vuelve

1
n ~ 1+ §X', (1.66)
v~ —k'ox// . (167)
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1.3. Sistema lineal invariante al corrimiento y

causal

La ecuacién (1.49) muestra que el medio dieléctrico responde de forma lineal a un
campo eléctrico aplicado, por tanto puede tratarse como un sistema lineal en donde
la entrada es un campo eléctrico y la respuesta del sistema es una polarizacion.
Ahora, este sistema se caracteriza por una respuesta percusional que corresponde
a la susceptibilidad eléctrica multiplicada por la permitividad eléctrica en el vacio,

siendo

—

P(7,w) = eox(w)E(F,w), (1.68)

la representacion temporal corresponde a la convolucion () entre la susceptibilidad

eléctrica y el campo aplicado, por tanto

Br.t) = eof + BI(F,1) = €0 / Bt — )dt (1.69)

entonces Y es estrictamente real. Como el sistema es causal, entonces x = 0 para
t <O.

La parte par xyp e impar y; de la susceptibilidad eléctrica se escribe como

(X (@) +x(=t)], (1.70)

xr = 5[x() = x(=1)], (1.71)

quedando la susceptibilidad eléctrica
X=XpP+XI, (1.72)

usando la funcién Signum para obtener la parte par xyp e impar x;

XP = XI sgn(t), (1~73)
X1 = xpsgn(t), (1.74)
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Tomando la transformada de Fourier de la funcién Signum (ver apéndice A), de

la parte par P y de la parte imaginaria I, resulta

1

Flsgn] = v-p-—, (1.75)
1

Flxr] = vpsxi, (1.76)
1

Fhal = vp—xxe, (1.77)

donde v.p. es el valor principal. Usando las propiedades de simetria para la trans-

formacién de Fourier de funciones pares e impares, se tiene

Flxe] = X', (1.78)
Fhal = X", (1.79)
las relaciones anteriores quedan
/ ]‘ "

X = vp—x*xx', (1.80)

v

1
X' = vp—x*xY, (1.81)

v

explicitamente

X (w) = / N X;/(w,) do’, (1.82)

oo W — W
oo X/(w/)

Por comodidad en la notacion, valor principal v.p. se denota por f . Como la

respuesta impulsional es real su transformada de Fourier debe ser simétrica y debe

cumplirse x(—w) = x(w).

Racionalizando las ecuaciones (1.82) y (1.83) y usando las propiedades de simetria,

se llega

R R

w/2 _ U.)2 w/2 _ CUZ
I / / /
—i/ :j/QX—(wwldw’ + i/ :)},QX—(Q;)de’, (1.84)
R - R -
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de lo que resulta

wlZ _ (.4)2

IN/4 / / /
(W) = / de’Jri/ W) g (1.85)
R
donde

V(W) = / WX (1.86)

R w/Q _ w2

X'(w) = / de’, (1.87)

R w/2 _ w2

donde las ecuaciones (1.86) y (1.87) corresponden a las relaciones de Kramers-
Kronig [48]. Estas dos expresiones muestran que si hay dispersién necesariamente

hay pérdidas, es decir, que los dos fenémenos se presentan simultaneamente.
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Capitulo 2

DISPERSION Y PERDIDAS DE
PAQUETES DE ONDAS DE
ESPECTRO ESTRECHO

En este capitulo se muestra que la propagacion de paquetes de ondas de espectro
estrecho en una linea de transmisién se expresa como una integral de Fresnel, la
cual se traduce por una transformacién de Fourier fraccionaria de orden real [42].
Posteriormente a este tratamiento se adicionan las pérdidas dependientes de la
frecuencia, hallandose que la propagacién corresponde a una integral de Fresnel
de variable compleja [29], la que se puede escribir como una transformacién de
Fourier fraccionaria de orden complejo [45,30]. Como caso particular no se toman
en cuenta las pérdidas y se llega a las expresiones de solo dispersién [43, 18].
También se ilustra la propagacién de un paquete de ondas gaussiano para el caso

de solo dispersion y el caso de dispersion mas pérdidas.

2.1. Dispersion cromatica en lineas dispersivas

El interés es calcular la amplitud del campo eléctrico, luego que se ha propagado

una distancia z en una linea de transmisién. Lo cual se escribe

E.(t) = /eo(u)ei(ﬂ(”)’z_zﬂ”t)dy, (2.1)



la componente espectral a la distancia z esta relacionada con la componente es-

pectral en z = 0 por
e.(v) = eg(v)e W= (2.2)

luego

E.(t) = /ez(u)ezi’”’tdu, (2.3)

y de esta forma la componente espectral del campo a la distancia z es

e.(v) = / EL(t)e 2™t (2.4)

Para tener una nocion del campo luego de haberse propagado es necesario conocer
la constante de propagacion (. Este tratamiento se va hacer para paquetes de
ondas de espectro estrecho. Bajo estas condiciones se justifica una expansion en

series de Taylor alrededor de una frecuencia 7, limitada al segundo orden

6(1/)—ﬁo+ﬁl(u—ﬁ)+%(1/—z?)2+--- , (2.5)

donde 3y = B(7) es la constante de propagacion, 8, = d3/dv|; y Bs = d?8/dv?|;,
el parametro 5 es el responsable de la dispersién cromatica. Reemplazando las

expresiones anteriores en (2.1), se obtiene

B2

Ez(t) — /60(]/)e—iﬁoze—iﬁl(u—ﬂ)ze—i2(V—l))zzeinut dl/, (26)

utilizando
eo(v) = /Eo(t)eZi””t dt, (2.7)

la amplitud del campo toma la forma

E. (t) _ efi(ﬁofﬁl D)z / EO (t/)eiﬁl yzefi’%(z/ff/)Qze2i7rz/t672i7r1/t’ dy dt’
RxR

- ctwsor [ gy [ ettt Blaar, (25
R R

haciendo los siguietes cambios de variables

31



se escribe

—i%2202 2i
J = /e i22zv 6217r(v+u)udv

L it /elf’;z(ug;u)zdv7 (2.9)
se llega a
[ = etimpugifze? IZZ (2.10)
resultando
e i B [ e, (2.11)
Finalmente, la amplitud del campo a la distancia z es
E.(t) = |§:z|e*lﬁ(@we—i(ﬂrﬂl”z / Fo(t)e2m (1=t =52) e (= 582) gy

_ it |ﬁ27r o / Fo(t)e 20 (5 ap . (2.12)
2 Z

2.1.1. Definicién de la envolvente compleja

El campo a la distancia z se puede expresar
E,(t) = A,(t)e*™" . (2.13)

donde A, es la amplitud compleja. Usando las ecuaciones (2.12) y (2.13) se en-

cuentra la amplitud compleja a la distancia z

: [ 2 o 2im?
t) = e—lﬂoz/ ée—uﬁ(ﬁzz)Ao(t/) exp [% <t 4 521;) ]dt/ (2.14)

Se define B, de la forma

A,(t) = ez, (t - —z) (2.15)
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luego
U 2n2
B.(t) = ﬁe—us(ﬁm / By(t)e i (2.16)
2% R

Con base en esta definicién escribimos la amplitud del campo a la distancia z

E.(t) = e oz B (t - ﬁz) : (2.17)

27
Para los célculos posteriores solo se tendra en cuenta la envolvente compleja B, (t),
a partir de la cual se puede calcular tanto la amplitud compleja A, como el campo
E.. Se puede apreciar que la envolvente compleja se propaga a la velocidad de

grupo v, = 2w /;.

2.1.2. Propagacion de la envolvente compleja

En muchas situaciones se encuentra que la envolvente compleja se encuentra mo-
dulada linealmente en frecuencia, por tal razon se estudiara la propagacion de la

envolvente compleja en estas condiciones

im 42

Uo(t) = By(t)ere="", (2.18)
U,(t) = B.(t)erio" . (2.19)
Se introduce el parametro
_ P2 (2.20)
2’

donde A es una longitud de onda temporal que corresponde A = s(f;)/7, siendo
5(fs) el signo de (5 y z la distancia de propagacién. Con base en las relaciones

anteriores se escribe la envolvente compleja

1 .z im (1 1
. t — - —lfﬁ(Z) - _ _ t2
U.(t) _AZe 1) exp Tz + 7
i 1 1 27
X /Uo(t’) exp [% (E - %) t'Q] e iRz AL’ (2.21)

Esta expresiéon es analoga a una integral de Fresnel en el dominio temporal.
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2.1.3. Representacion de la propagacion por una transfor-

macion de Fourier fraccionaria

Dado que la propagacion de la envolvente compleja se hace a través de una integral
de Fresnel, esto permite que se escriba matematicamente como una transformacién

de Fourier fraccionaria con base en la analogia con un fenémeno de difraccion.

Sea ¢ un nimero real tal que ety > 0. Sea « en [—7, 7] tal que

to— 7
cota =¢ OZ : aZ >0. (2.22)
Se eligen las variables reducidas
ooy (2.23)
vV EAtO ’ .
1 :
T = (cosa+esina)t, (2.24)

vV EAtO

y las funciones reducidas

Vo(r') = Uo(Vehty '), (2.25)
Vir) = U, (¢7)

: (2.26)
COS (@ + €8In «

La relacién (2.21) se escribe

_ a2 - (1 1 etoT? 2
V.(1) =e**Vcosa+esinaexp |ir | —+ - ( B explin7T’ cot af2.27)
R

t, Z ) (cosa—+esina

Se tendra una transformaciéon de Fourier fraccionaria si

1 1 8At07’2
— 4= = cot 2.28
(tZ+Z) (cosa + esin a)? cora (2.28)

la ecuacién (2.28) se cumple si

. 52(t0 — Z)2 + Z2
2t -2)-2Z

(2.29)

El campo reducido a la distancia z es

V(1) = e/*V/cos a + e sin aF, [V (7). (2.30)
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La relacién (2.30) muestra que la propagacion de la amplitud compleja modulada
linealmente en una linea de transmision dispersiva se escribe por una transforma-
cion de Fourier fraccionaria. Este resultado es equivalente al obtenido en el caso

de la difraccién.

2.2. Pérdidas y dispersion en lineas de transmi-

sion

Como se vi6 en las relaciones de Kramers-Kronig cuando se presenta un fenémeno
de dispersion también se presentan pérdidas. Por lo cual también se justifica una

expansion a segundo orden en series de Taylor del coeficiente de pérdidas ~.

En un medio con dispersién cromética y pérdidas, el nimero de onda k(v) es
complejo [48], y se escribe
i

k(v) = B(v) = 57(v), (2.31)

donde [ es la constante de propagacion que corresponde a la parte real del nimero
de onda y 7 es el coeficiente de absorcién o atenuacién que corresponde a la parte

imaginaria. El campo a la distancia z se escribe

y(v)z
2

E.(t) = /Reo(u)ei%”teiﬁ(”)ze dv. (2.32)

Para tener una nocion del campo luego de haberse propagado es necesario conocer
la funciones para el coeficiente de absorciéon y la constante de propagacién. Un
caso que se puede tratar es cuando se trabaja con paquetes de ondas de espectro

estrecho.

2.2.1. Paquetes de ondas de espectro estrecho

Tratando con ondas a espectro estrecho, se permite hacer una expansién a segundo

orden, alrededor de una frecuencia 7, tanto de la constante de propagacion 3 como
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del coeficiente de absorcion v, por lo tanto

Blv) = ﬂo—i_ﬂl(V_I;)"_%(V_ﬁ)Q, (2.33)
W) = v+l —0)+ D —0), (2.34)

donde vy = B(7) son las pérdidas, v, = dy/dv|; y 712 = d*y/dv?|;. Sustituyendo

las ecuaciones (2.33) y (2.34) en la ecuacién (2.32), se obtiene

E.(t) = /R eo(v) exp[i2mvt] exp [—iz (ﬁo - %)] exp[—iBi (v — 7)z] exp {—i%z(u - 17)2}
X exp {—%(y )} ex p[ ij(y—a)Q] dv, (2.35)

reescribiendo la expresion anterior

E.(t) = exp [—i (ﬁo + 1%) z} exp [i (ﬂl — 1%) ﬁz] /Eo(t') /exp { (ﬁQ — 1—) (v — )%

X exp {i27r1/ <t —t' - 6212 112)] dvdt'. (2.3
T T
Se define
I(t—t) = /exp [ (52 - ) (v — V)Qz} exp {i%u (t —t' = & %Z)} di2.37)
27 4
entonces

E.(t) = exp [—iz (ﬁo WO)] /REO(t’)IZ(t—t’)dt’,
(2.38)

notese que el campo a la distancia z se escribe como una convoluciéon entre el

campo inicial Ey(t) y la funcién I,(t), como sigue
E.(t) = e =03 By« L](1) . (2.39)

Haciendo los cambios de variables para resolver la integral I

512 712’
47T
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la integral I queda

i

I(t—t) = / exp (—émvgz) expli2m (v + 7)uldv, (2.42)

donde m = (3, — i3. Resolviendo se llega

. 2
i((t—t’)+ﬁlz—w

i i/2 arctan z 2 4
Lt—t) = e ™Az — z2)l/agh2eret (%) exp 7 ;Z T Jol13)
2 2
27 4

con Z' = 7y9z/4m. Reemplazando la expresion (2.43) en (2.38), se obtiene la pro-

pagaciéon del campo a la distancia z, tal que

Ez(t) — e—iﬂ'/4(Z . Z/2)1/4ei/2ar0tan(z7) exp |:—iz <ﬁ _ 1’}/_())}

2
22 (t — ¢/ — Bz _ imz)?
X / Eo(t') exp ( e i) dt'. (2.44)
R woE

Se define la envolvente compleja

i i arcan—/ .2215—25/2
Bz(t> = e_lﬂ/4(Z—Zl2)1/4e [2arct (ZZ>/E0<t,) exp [%] dt(245)

R

27 47
resultando
_ —im i/2 arctan z . . ™ 1m 2
B.(t) = e ™4z -z (%) exp [—15 (Z —iZ") Z} exp [Km}
it —i27tt!
Eo(t’ _m LI V7 2.4
X/ olt) exp {A(Z—iZ’)} exp [A(Z—izq] (2.46)

La propagacién del campo en términos de la envolvente compleja se expresa

E.(t) = exp [—iz ( 0 — %)] B, (t — % — %) . (2.47)

La expresién (2.46) guarda gran similitud con la integral de difraccién de Fresnel,
con la diferencia que para este caso las variables son complejas. Entonces, el estudio
de la propagacion del campo consiste en la evolucién de su envolvente compleja
B., como se nota en la ecuacién (2.47). Como ilustracién se estudia el efecto de

las pérdidas en la propagacion de un paquete de ondas gaussiano.
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2.3. Transformacion de Fourier fraccionaria com-

pleja

Es evidente la analogia entre la ecuacién (2.69) y la definicién de Namias [37], la
cual permite definir una transformacién de Fourier fraccionaria de orden « com-
plejo. Para que exista una apropiada correspondencia entre estas dos expresiones
es necesario hacer lo siguiente: se define el parametro adimensional 1 complejo,
el cual estd directamente relacionado con las variables fisicas del problema, de la

siguiente forma

A VA
n=2"", (2.48)
to
se define el orden fraccional o complejo, como sigue
1
cota =e—1 (2.49)
n
Se encuentran otras relaciones importantes, donde
€sin
= 2.50
g cosa + esina ( )
y
in2 U 2.51)
sin“ a = . )
1 i+ (1 —n)? (
Las definen las variables reducidas de la siguiente forma
= ( + esina)t (2.52)
T = cosa + esina)t, :
V A€t0
t/
o= (2.53)

\/AEto ’

las amplitudes de los campos en términos de las variables reducidas, se escriben

(vActor') | (2.54)

U.
A8t0
V., = Uy| ————7 . 2.55

(7) 0 (COSO&+€SIHO¢T> ( )
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La ecuacién (2.21) es una transformacién de Fourier fraccionaria si la curvatura

temporal de llegada t, es de la siguiente forma

. n*to[n* 4+ €*(1 —n)?]

QT T (2:56)

La amplitud del campo a la distancia z, corresponde a
V.(1) = e/ =0/M /cos a + € sin aF, [Vo] (7). (2.57)

La expresiéon (B.2) muestra que la propagacién del campo a través de una linea
dispersiva que incluye el efecto de las pérdidas también se puede expresar como

una transformacién de Fourier fraccionaria de orden o complejo [45].

2.4. Casos particulares

Para el caso en el cual no se tenga en cuenta el efecto de las pérdidas, es decir
7' =0, se vuelve al caso de solo dispersion cromatica. En este caso la propagacion
de la envolvente compleja a través de la linea dispersiva se representa por una

transformacién de Fourier fraccionaria de orden « real [43], por tanto

V(1) = €%%\/cos o + e sin aF o [Vo)(7) . (2.58)

2.5. Dispersion y pérdidas de paquetes de ondas

gaussianos

Se mostrara el efecto de las pérdidas al propagarse un paquete de ondas gaussiano

en un medio con dispersién cromética [1]. La envolvente gaussiana se escribe

t?

Eo(t) = exp [_W} . (2.59)
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Para esta funcién se calcula la envolvente compleja luego de propagarse una dis-

tancia z. Introduciendo esta funcién en la expresién (2.46), resulta

i i/2 arctan z . . i tQ
B.(t) = e ™47z — Z’2)1/4e [2arct (ZZ) exp [—15 (Z —iZ") ﬂ exp {%m}

w2 imt’? —i27tt
- - - ! 2.
< eXp[ <AT>2} e [A(Z—im} P {A<Z—iZ'>] ar, - (260)

definiendo

haciendo
a = — L 1_ , (2.62)
(AT)?  ANZ —-iZ")
h o= Kﬁfé375’ (2.63)
entonces

[ = /'pqﬂm@+2mmm’

1 . irh?
= %6_1”/4 exp [%] s (264)

en términos de las variables iniciales

. 1 . d
] = —in/4 2 d2 1/4 ,i/2arctan(%)
¢ \//\2(22 + 272) + (AT)4(C )T

iW(AT)QA(Z _ iZ’)tz
e [_A(Z —1ZN[INZ —iZ") + (AT)ZJ ) (2.65)
siendo
¢ = AATP((AT) - AZ), 266
4 = —M@aDZ, (2.67)
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desarrollando la integral de (2.65) resulta

. 1 . d
' o e_m/4\/A2(Z2 + 27) + (AT)? (2 — d?)t/ e/ 2aretans)
T(AT)2[(22 — Z?)A — Z/(AT)]2
X exp {_A[(ZQ 72\ — Z(ATY? + N2Z222'A + (AT)2]2}
inZ(ATY[2Z'A + (AT)?]2 ] 268
A[(Z2 — Z2)A — Z/(AT)22 + A2Z2[2Z'A + (AT)2]2

X exp [—

Luego de sustituir la expresién (2.68), la envolvente compleja se escribe

im/4 1
B:t) = e \/A2(22 77 + (AT)
' T(AT)?[(Z2 — ZP)A — Z'(AT)?)¢2
“ PN TN[(Z2 — Z7)A — Z/(AT)? 1 AZ227A + (AT)2]2]
' inZ(AT)2[2Z'A + (AT)2)¢?
* PN TN(22 — 2PN — Z/(ATY22 + AZ2[22'A + (AT)2]2]
inZt? T Z't?
A2+ 2/2)] P [_A(Z2 + 2/2)]

2 d2)1/4ei/2 arctan(4)

X exp (2.69)

A continuacién se muestran unas curvas simuladas para el caso de dispersion y
pérdidas y solo dispersién. Los pardmetros para estas curvas son AT = 200x 10~°s,
Ba =20 x 107°s2/km,, vo = 10 x 107252 /km;

De la figura (2.2), se aprecia que al incluir las pérdidas en el modelo el ancho
de la gaussiana se se modifica notablemente. Cuando no se toman en cuenta las

pérdidas Z' = 0, se vuelve al caso de solo dispersién [43], ver figura (2.1).

2.6. Conclusiones

La propagacion de un paquete de ondas en una linea de transmision se reduce al
calculo de la evolucion de la envolvente compleja B,. Se encuentra que el paquete
de ondas viaja a la velocidad de grupo. Para dos medios con pendientes iguales,
alrededor de 7 tendran iguales velocidades de grupo, es decir, 1 es el mismo para

ambos medios.

Se muestra un modelo con base en la teoria metaxial, para tratar tanto dispersion

cromatica como pérdidas de paquetes de ondas de espectro estrecho.
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Ficura 2.1: Curva solo dispersién. La curva en linea a trazos corresponde a una
distancia z = 10km , y La curva en linea continua corresponde a una distancia
z = 300km.

Se encuentra que la propagacién de la envolvente compleja de un paquete de
ondas, para un medio con dispersion y pérdidas corresponde a una integral de
Fresnel de variable compleja, la cual se traduce como una transformacion de Fourier
fraccionaria de orden « complejo. Cuando no se toman en cuenta las pérdidas se
encuentra que la propagacion de la envolvente compleja se expresa por una integral
de Fresnel de variable real y una transformacion de Fourier fraccionaria de orden
a real. Esto indica que la transformacién de Fourier fraccionaria permite tratar
los fenémenos simultaneamente o por separado, simplemente haciendo un cambio

en los ordenes fraccionarios.

Con base en la ilustraciéon de la propagacién de un paquete de ondas gaussiano se
concluye que el incluir las pérdidas en el modelo modifica el ancho de la gaussiana,
es decir, se incluye un ensanchamiento adicional al producido en el caso de solo

dispersién. Este resultado puede introducir un limite en la cantidad de informacién
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F1GURA 2.2: Curva de dispersién y pérdidas. La curva en linea a trazos corres-
ponde a una distancia z = 10km , y La curva en linea cotinua corresponde a
una distancia z = 300km.

que se puede enviar por una canal de comunicacion, a través del paramtero BL,

el cual se calcula con base en el ancho del paquete luego de la propagacion.
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Parte 11

OPTICA TEMPORAL
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Introducciéon

Tipicamente en la deteccion de senales se desea recuperar una informacion que
porta la misma, la cual ha sido corrompida por la transmisién en un canal ruidoso.
Ademas la senal al ser a priori desconocida puede ser vista también como un ruido.
Esto conduce al problema de separar un ruido de otro ruido, y al modelo de las
senales por funciones aleatorias, cuyo formalismo es también aplicable en el caso

de senales deterministas.

En el tratamiento de fenémenos espacio—temporales es 1til llevar el problema a
un espacio de variables reducidas. La funcién f(t), del tiempo, se escala tal que
f'(t") = f(t/A), donde t' es una variable adimensional y A es un factor de escala
que tiene dimensiones de tiempo. Asi, el tratamiento que sigue es en variables
reducidas, pero se seguird escribiendo ¢ en lugar de t' para aliviar la notacién y

recordar que se trata de una variable asociada al tiempo.

En el capitulo 4 se aborda una aplicacién clasica en éptica; el estenope desde un
punto de vista ondulatorio con base en la teoria metaxial y la transformacion de
Fourier fraccionaria. Se ha retomado el concepto de estenope para en aplicacio-
nes de super resolucién de imagenes [58], también en aplicaciones como “Photon
Sieve”, la cual consiste en un cantidad de huecos ubicados de forma aleatoria que
permiten focalizar rayos-X. Este tipo de aplicaciones no pueden tratarse con 6ptica

convencional por la alta absrocion de los materiales.

Con el propdsito de formalizar las bases para un tratamiento de senales aleatorias,
mediante un analisis de Fourier fraccionario, se consideran algunos elementos que
se consideran bésicos en tales tratamientos [35]. En el capitulo 3 se desarrollan
algunos conceptos béasicos de funciones aleatorias, para luego en el capitulo 5 de-
ducir un teorema del muestreo para senales aleatorias de a-banda limitada. La
convolucién y correlacion fraccionaria puede ser ttiles para tratar el filtrado de

seniales aleatorias.
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Capitulo 3

Analogia dispersion difraccién

La analogia entre el fenémeno de difraccién (ver apéndice B) y dispersién ha sido
ampliamente tratada. De acuerdo a esta analogia y al enfoque dado por Bonnet
y Pellat-Finet [9,8,43], se muestran algunos elementos espacio-temporales de la
optica, como son haces gaussianos y paquetes de ondas gaussianos, compensacion
de dispersién en fibras 6pticas [49]. Usando los trabajos realizados por R. To-
rres, donde desarrolla el teorema del muestreo fraccionario, se puede mostrar su

equivalente temporal [56].

3.1. Difracciéon Metaxial

Sea A un emisor esférico con radio de curvatura R4 y B un receptor esférico
de radio de curvatura Rp a una distancia D (medida de vértice a vértice). Un
punto sobre la esfera A es representado por una vector bidimensional 7= (z,y) de

1/2 siendo dr = dx dy. Segin la teorfa escalar de la difraccién,

modulo r = (z%+y?)
si A es la longitud de onda, la transferencia del campo desde el emisor A hasta el

receptor B (ver apéndice B), se escribe como

i ir (1 1 9 i/1 1 9 VAV
UB(g)_)\DeXp[ )\<RB—I—D>S]/RZeXp{ A(D RA>r}expL\Ds 7“:|UA(
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3.1.1. Parametros y equivalencias graficas

La analogia entre la ecuacién (2.21) y (3.1) es directa, se diferencian en que la
primera es unidimensional y la segunda es bidimensional (la diferencia de signos
proviene de la definiciéon de la transformada de Fourier temporal y espacial con
signos opuestos). El pardmetro temporal ¢, es equivalente al radio de curvatura
en el caso espacial y 1/t, equivale al radio de curvatura, lo cual se llamard radio
de curvatura temporal. El parametro Z es un tiempo, el cual esta relacionado
con la distancia de propagacién z en la linea de transmision; esto es equivalente
a la distancia de propagacion D desde el emisor al receptor en el fenémeno de

difraccién.

CUADRO 3.1: Equivalencia entre variables y pardmetros en difraccion y en lineas
de transmision

Variables y pardmetros espaciales: © § A D Ri Rp
Variables y parametros temporales: t' ¢t A Z t, t,

Una equivalencia grafica entre funciones chirpeadas en teoria de la difraccion y en
teorias de lineas de transmisién se muestra en la figura 3.1. La equivalencia entre
difraccion de Fresnel y la propagacion en una linea de transmisién ver figura (3.2).
La difraccion toma lugar entre un emisor esférico ./ y un receptor esférico 4,
separados una distancia D. En la teoria de dispersion en lineas de transmision,
la amplitud del campo sobre o7 se reemplaza por la amplitud compleja chirpeada
Up(t) a la abscisa z = 0 y la amplitud del campo sobre % se reemplaza por la

amplitud compleja chirpeada U,(t) a la abscisa z.

3.1.2. Transformacion de Fourier

Una transformada de Fourier corresponde a una difraccion de Fraunhofer y puede
ser observada en infinito si el emisor es un emisor plano. En el dominio temporal,
un paquete de onda es un plano si su amplitud compleja no esta chirpeada. Se
concluye que la transformada de Fourier de una amplitud compleja no chirpeada
puede ser observada en infinito, esto es, en la practica se consigue al final de una
linea de transmisiéon muy larga. La transformada de Fourier es observada a una

distancia z finita si a la entrada la amplitud compleja ha sido multiplicada por

47



F1curA 3.1: a) Un incremento de frecuencia corresponde a un radio de cur-
vatura: VC' > 0(Arriba), b) Una disminucién de frecuencia corresponde a un
radio de curvatura: VC < 0 (Abajo)

R4 Rp

RN DN

FiGurA 3.2: Equivalencia entre difraccién de Fresnel y la propagacién de un
paquete de onda en una linea de transmisién dispersiva

una funcién chirp, cuyo radio de curvatura es g, tal que tg = Z = (pz/2wA; a la

distancia z el radio temporal de curvatura de la amplitud compleja es t, = —t,
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3.2. Haces gaussianos y paquetes de ondas gaus-

sianos

Un haz gaussiano puede ser considerado como un rayo ortogonal a una familia
continua de superficies de onda esféricas , no concéntricas, sobre las cuales las am-
plitudes de los campos son descritas por funciones gaussianas exp|—(z?+y?)/w?s];
el pardmetro w es el radio transversal del haz sobre . Un haz gaussiano tiene
una “cintura” #4, que se encuentra sobre un plano y cuyo radio transversal es
wp = Min(w). Se usara la siguiente propiedad de los haces gaussianos. A una dis-
tancia d desde el plano de la cintura, el radio de curvatura de la superficie de onda
(esférica) es R y el radio transversal del haz, es decir w, estd dada por
T2wd 9 A2d?

w :w§+

— _d- .
R A2d 2wk

(3.2)

La equivalencia entre haces gaussianos y paquetes de ondas gaussianos se ilustra
en la figura (3.3). Por analogia entre difraccién y dispersién, se concluye que la
propagaciéon de un paquete de ondas en una linea de transmisién, cuya amplitud
compleja es gaussiana, tiene un “cintura temporal” a alguna distancia z desde
la linea de entrada, esto es, un ensanchamiento temporal minimo. Si la distancia
temporal Z correspondiente a z es positiva, el paquete de onda se vuelve mas
estrecho, hasta que alcanza su cintura; entonces este se vuelve a ensanchar. Si Z <
0, la “cintura temporal” es virtual y el paquete de onda solo puede ensancharse.
Se denota L al ancho medio temporal (o ensanchamiento) de el paquete de ondas
a la distancia z y Ly a la distancia z = 0, entonces se puede trasponer la ecuacién
(3.2) al dominio temporal: Cuando un paquete de onda gaussiano de ancho 2L
se propaga a lo largo de la distancia z en la linea de transmisién, su ancho al final

de la linea es 2L tal que

A2 Z?
=12+ —=. (3.3)
0" n2[2
Este tiene una modulacion chirp dada por
w22
t,=—7 — A?ZO (3.4)
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Ficura 3.3: Equivalencia entre paquetes de ondas gaussianos chirpeados y
haces gaussianos

La usual forma de la ecuacién (3.3), como es usada en comunicaciones épticas, es

deducida desde las definiciones de A y Z como

L =L+ _faz (3.5)
0 4padE '

Puede mostrarse que para un z dado hay un valor Ly = L,, tal que el ensancha-

miento AL = L — L, es minimo:

_ | B2z
L, = \/ IE (3.6)

3.3. Compensacion de dispersion en fibras o6pti-

cas

Una forma usual de transportar haces gaussianos con lentes es como se muestra
en la figura (3.4). La cintura del haz es periédicamente mantenido tal que la
divergencia del haz se mantiene durante una gran distancia desde el haz inicial. La
configuracion puede ser traspuesta periddicamente manteniendo el ancho temporal

de un paquete de onda gaussiano, usando “lentes temporales” como se mostrara.

Coémo obtener una lente temporal? Una solucién involucra dos fibras opticas cuyo

parametro de dispersion de segundo orden tiene signo opuesto. Lo cual puede
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FiGURA 3.4: Transportando un has gaussiano con lentes. Si %5 = % =%

entenderse con ayuda de la figura (3.1). Cambiando el signo de [, se cambia el
signo de la curvatura de la esfera. El efecto es indicado en la figura (3.5). (La
nocién de “lente temporal” ha sido introducido en [24]. Implementaciones 6pticas

han sido también propuestas; las cuales son diferentes a lo aqui expuesto).

B2 >0 By <0

@wwmmmwwwmw

a

FIGURA 3.5: a) Una lente convergente transforma una onda esférica divergen-
te en una convergente. b) Una “lente temporal” puede hacerse con dos fibras
Opticas con coeficientes de dispersién (32 con signos opuestos

La compensacién de dispersion en fibras opticas para comunicaciones Opticas pue-
de hacerse usando “lentes temporales” como se muesta en la figura (3.6). Los
dispositivos de compensacion de dispersion como es usado en links de comunica-

ciones [34,50], pueden ser interpretados usando esta analogia.
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Ficura 3.6: Transportando un paquete de ondas con una “lente temporal”.

El paquete se ensancha y es periédicamente mantenido tal que la dispersion

es compensada. La compensacién de la dispersion en enlaces de fibras opticas
puede lograrse usando fibras dpticas como lentes temporales.

3.4. Teorema del muestreo y peinilla temporal

Sea V' un funcion a-banda limitada con ancho de banda B, el teorema del muestreo

fraccionario se expresa

sin « _ixnZsinacosa
V(T) — 17r7' cot o 2 V( ) im 52

B sin o
i — 3.7
><s1ncsina (7’ n B > , (3.7)

una version muestreada de V' se escribe

Vir) = V(T)Sij;a i 5<T—nSigO‘) , (3.9)

n=—oo

= V(r) i exp {—mmn b ] (3.9)

S v
n=-—00

donde sin /B es la rata éptima de muestreo segun el teorema del muestreo frac-

cionario.

Tomando en cuenta la expansion en series de Taylor de la constante de propagaciéon

8
ﬁ(v)=ﬁa+51(v—ﬂo)+%(v—ﬂo)2+---. (3.10)

Para dos fibras 6pticas i y j desplazadas una cantidad Av < B ver figura (3.7), los

parametros ﬁ%i) =~ ﬁfj ) y ﬁéi) ~ éj )7 asi para m desplazamientos, tal que mAv < B
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se tiene que todas las constantes de propagacion y sus respectivas velocidades de

grupo son aproximadamente iguales, entonces

Bo

Vi Vitl Vit2 Vji3

— B ——

Ficura 3.7: Fibras desplazadas

P2

™ (v) :ﬂo‘i‘ﬁl(l/—ﬂn)—i-E(V—ﬁn)Z—i—'“. (3.11)

donde 7, = 1y + nAv. Luego la amplitud del campo a la distancia z para cada

fibra queda

E. (1)) = e hozlinlotndnit g (t — 5—12) . (3.12)
T

Al incidir un paquete de ondas sobre un divisor de haz que produce m paquetes

5(1)
(2)

A : W
Bm)

Ficura 3.8: Esquema Peinilla temporal

de ondas.
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Ficura 3.9: Peinilla temporal simulada

Si cada paquete de onda se propaga, por una fibra de dispersién trasladada, una

distancia z segun lo expuesto antes y luego son recombinados para obtener
I I . UL
Ez 1) =e 1[30sz t— = e217r1/0t eZMT’)’LAI/t’ 3.13
() (1= 5re) e (3.13)

esta sumatoria es aproximadamente una peinilla de Dirac temporal, ver figura
(3.8), [21,22].

En la figura (3.9) se simula una peinilla de Dirac temporal, solo se muestra la suma

de unos cuantos arménicos y se aprecia que empiezan a aparecer las muestras.

3.5. Distribucion de Wigner

La distribucién de Wigner para la envolvente compleja de un paquete de ondas,

se puede definir en el sistema de variables reducidas 7 y 7/, en la siguiente forma
Wiy (7, 7') = / Vol + 7/2)Vy (1 — 7/2)e 27 d7 (3.14)
de igual forma a la distancia z
Wy, (1, 7') = / V(1 +7/2) V(1 — 7/2)e ™ 7 d7 (3.15)
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se puede probar que
Wy, (1,7") = Wy, (Tcosa — 7' sina, Tsina + 7' cos @) , (3.16)

donde « es el angulo correspondiente a la distancia z

to —
cotaw = 50—622 : (3.17)

Bz

la dispersion se puede tratar como una rotacién de la distribucién de Wigner [39].

3.6. Conclusiones

Aunque las técnicas de compensacion de la dispersién han encontrado aplicaciones
que son sin lugar a dudas importantes, aqui se ha visto que trabajar con las disper-
sion también arroja posibles aplicaciones que de otro modo pueden ser remotas,

un ejemplo de ello es la nocién de peinilla temporal.

Aqui se muestra que estas analogias pueden extenderse hasta el punto que buena
parte de los resultados conocidos en difraccion encuentran su equivalente en dis-
persion, como teorema del muestreo fraccionario, convolucion fraccionaria, lo que

conduce a lo que se llama optica temporal basada en el fenémeno de dispersion.

Es interesante analizar que una “lente temporal” puede representarse por una
interface entre dos diélectricos de constante de propagacién de signos opuestos,
esto concuerda muy bien con la técnica clasica de compensacion de dispersién
mediante fibras compuestas por dispersiones alternadas ver figura 3.6, equivalente

a la colimacién de haces gaussianos en el espacio.

Una posible aplicacion se basa en el teorema del muestreo cuyo equivalente en el
dominio temporal se puede implementar haciendo uso de divisores de haz a fibra
optica. Esta técnica puede ser utilizada en el diseno de peinillas temporales para
la medicién de tiempos cortos, también puede usarse en la produccién de pulsos

ultra cortos.

Una representacion de Wigner de los paquetes de onda puede ser implementada,
con base en este enfoque se pueden formalizar miltiples tratamientos, como por

ejemplo, analizadores de espectro, ademas de tratamientos asociados a filtrados.
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Capitulo 4
Estenope

Aqui se trata con un fenémeno cldsico en 6ptica, como es el estenope [26,47].
Se aborda desde un punto de vista ondulatorio con base en la teoria metaxial,
encontrandose las condiciones para formar la imagen del objeto, el cual en este
trabajo, se considera no centrado en el hueco. En una primera parte se desarrollan
los célculos en el dominio espacial y luego se hace la trasposicion al dominio
temporal. Por 1ltimo se calcula el tamano del hueco apropiado usando el criterio
de Rayleigh.

4.1. Estenope espacial

El interés es hallar el compromiso entre distancia objeto, distancia imagen y el
tamano del hueco de tal forma que el campo Ug(r’) sobre la esfera de radio de
curvatura Rp, corresponda al campo imagen de Uy(r) ubicado sobre la esfera de
radio de curvatura R4, luego de haberse propagado pasando a través del hueco
ubicado en el plano P [27,28], ver figura (4.1). Para resolver el estenope se trata
el caso donde el objeto y la imagen no se encuentran centrados sobre el hueco, ver
figura (4.2).

Para hallar el campo Upg, primero se encuentra el campo sobre la curva C

Uc(s) = _%1 exp llg (é - RLC) 32] /UA(r) exp [%T (cli + RLA) rﬂ exp [—f—gs : r] dr(4.1)
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T

Ficura 4.1: Estenope

B

Rp

A
\j

\j

FI1GURA 4.2: “Ley de conjugaciéon” para el estenope

luego se calcula el campo de la curva B

i ir (1 1\ o it /(1 1\ L] [i2«
Ve Zexp |-T (= 4 = , I (. M | ds.
Up(r') )\d/exp{ )\(RB—i—d/)r}/UC(s)exp[)\ (R(y d/)s]ex;;[)\)d,s r} s
4.2

Para expresar la transferencia general del campo desde la esfera A hasta la esfera
B, se asume que las dimensiones transversales de las curvas C y C’ son pequenias

con respecto a las dimensiones transversales del hueco que cumple el criterio de
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Rayleigh, de tal forma que el campo U =~ Ug

1 s 1 1 ) i (1 1
Ugp(r') = \2dd exp {—X (R_B + J) 7~2} /UA(r) exp [X (c_i + R_A) 7“2}
i (1 1 1 1 9 127 r r
— | = _— = —s- = ——=)| d¥dr3
X /exp[)\(d—l-RC/ o d/)s}exp{)\s(d/ d)} qdr3)

Se define

/ 2
. iz A im r_/ -z
I(r,r') =ie 4\/ - — — exp [X T ( - ‘{) i ] ) (4.5)

sustituyendo I(r,r’) en la expresién dada para el campo imagen ecuacién (4.3),

resulta

1 ir (1 1Y im (1 1
Up(r) = g &P [_X <R_B + J) 7"2} /UA(r) I(r,r') exp [X (c_l + R—A> 7"2} dr (4.6)

Para que Ug(r’) corresponda a una versién escalada de Uy(r), es necesario que la
funcién I(r,r’) sea un delta de dirac. Para tal propdsito se tomara en cuenta la

siguiente definicion

6(u) = lime "™/t - /e, (4.7)
Se define
1 1 1 1
o - ReTT TRy
A
r _r
u = ’)\ d (4.8)
por tanto

I(u):e—il’\@ exp {?} : (4.9)
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en el limite cuando ¢ — 0 se tiene I(u) = d(u). Bajo estas condiciones se escribe

la amplitud del campo imagen

, 1 ir (1 1Y\ r i
Ug(r') = mexp {—X (R_B + J) 7“21 /UA(I‘)5 (g—v —r) exp {X

B 1 . ir 1+1_ 11 e r/
- N2, PUN\R, T @ Rag?  dg? No /)

/ . 7 .
donde g, = %. De la ecuacién (4.10) se nota que la imagen se encuentra sobre una

esfera de radio

d'dRag} d?R4

Rp = = = 4.11
B d'(d+ Ra) —dRag? d(d+ Ra) — Rad'’ (411)

' d*R
Ry= b . 4.12
47 @(d' + Rp) — Rpd (4.12)

Finalmente el campo imagen se escribe
1 r’

Up(r) = ———Uxs | — 4.13
B(r") Nedzg, A (gv> ; (4.13)

siendo Up la imagen geométrica de Uy, con un aumento lateral de los vértices

dado por g,, con
1 1 1 1
— — 2 =0. 4.14
7 Ro R d (4.14)

Esta expresion corresponde a una “ley de conjugacion” para el estenope. La cual

da una relacién entre la distancia imagen d’ y la distancia objeto d, pero hace falta
conocer R¢ la cual es una curva intermedia entre A y B, como se muestra en la

figura (4.2). Esta curva debe cumplir el principio de Huygens-Fresnel.

Hallando el campo imagen por el método de la transformacién de Fourier frac-
cionaria, ver figura (4.2), este método permite describir la propagacién del campo
desde A hasta B mediante una transformacion de Fourier fraccionaria de orden
v, de igual manera describir la propagacién del campo de A a C con un orden
a yv de C a B por un orden 3. Se puede hablar de la composiciéon de estas dos
transformaciones si la curva C cumple el principio de Huygens-Fresnel. La curva

C debe ser tal que cumpla el principio de Huygens-Fresnel [20]

d(Rp +d)(Ry— D)+ d(Rg + D)(Ra — d)

)
fio = d(R4s— D)+ d'(D + Rp) ’

(4.15)
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para esta curva se cumple la composicién de los indices, que se escriben como
v = a+ [, ver figura (4.3). Teniendo en cuenta que las curvas C y C’ son pequenas
con respecto a las dimensiones transversales del hueco que cumple el criterio de
Rayleigh, el campo Ugr = U, de igual manera el orden fraccionario asociado a la
propagaciéon de C' a B es ' =~ (5.

En la propagacién de A a C se tiene, [20, ecuacién 14]

C/

FiguraA 4.3: Concordancia con el principio de Huygens-Fresnel

cot?(a) = (g&—)fiB])%(fj_ ;35) : (4.16)

teniendo en cuenta que o = m — 3, se encuentra

2 (Nl B 1>2

cot?’(a) = ¢ FE (4.17)
I
igualando las ecuaciones (4.16) y (4.17)
D -D 1)
D(D — Ra+ Rp) '
donde p' = Rd—;l, de [20, ecuacién 34] se obtiene &’
d(Rs — D) +d(Rp + D)]?
6,2: c ( A )+ ( B+ ) 7 (419>

D(D + Rp)
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con estas relaciones se encuentra

_ d'[d(Rs— D)+ d(Rg+d)] —d(Ra— D)(D+ Rp)
fier = d(Ry— D)+ d(Rp + D) - (420

Noétese que R de la ecuacion (4.15) y Rer de la ecuacién (4.20) son diferentes.

En la propagacion desde C a C’, se tiene

Uor(5) = Ue(s) exp [—ii( L i) } — Usls)expl—iofs)],  (4.21)

para que Ug sea igual a Ugsr se debe cumplir el criterio de Rayleigh para la fase ¢ <

/2 [12], permitiendo despreciar los cambios de fase bajo dimensiones transversales

| ARcRer
S=4|———F7—. 4.22
Q(RC — RC/) ( )

El didmetro maximo del hueco h es

QARCRC/
h=, —"". 4.23
(RC o RC’) ( )

Para poder escribir el tamano del hueco en términos de la distancia imagen y

dadas por

distancia objeto es necesario usar la relacion de conjugacién para el estenope ex-

presada en la ecuacién (4.14), resultando

2d
h=\ =5 VAd. (4.24)

Esta es una forma explicita de la formula de Jozef Petzval y Lord Rayleigh.

4.2. Casos particulares
» R4 = —d (Objeto centrado en el hueco)
Rp=—d, (4.25)

lo que significa que tanto el objeto como la imagen se encuentran centrados

en el hueco.
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» Para Ry — o©

d/2
RIAII—I}OO RB = d—d . (426)
» Para Rg — o0
d2
Ra=—— (4.27)

4.3. Pinhole temporal

El equivalente temporal para el tamano del hueco, corresponde

[ 2Z
¢=1\ 7 VAZ, (4.28)

en términos del coeficiente de dispersién (3,

Boz2!

z—2z"

¢ = (4.29)

siendo z la distancia objeto y 2’ la distancia imagen.
Tomando el signo del coeficiente de dispersion 35 en la ecucacién (4.29), se en-
cuentra lo siguiente

> Cuando hay dispersién normal (82 > 0), con z negativo y 2z’ positivo, el

tamano del hueco es real.

> Cuando hay dispersiéon anémala (82 < 0), con z negativo y 2’ positivo,
se obtiene un tamano de hueco imaginario, lo cual no corresponde a un

estenope.

4.4. Conclusiones

Se encuentra lo que se llama una “ley de conjugacion”, dada por la expresion
(4.14), la cual incluye las curvas Ro, Rer y es a través de esta relacién que se

puede calcular el radio de curvatura Rpg, sobre el cual se encuentra la imagen.
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En este capitulo se desarrolla de forma original un tratamiento para el estenope
basado en 6ptica ondulatoria. Como resultado se encuentra el tamano del hueco,
dado en la ecuacién (4.24), en términos de la distancia objeto y distancia imagen

que cumple el criterio de Rayleigh.

Un aporte de este tratamiento es la determinacion del radio de curvatura sobre el
cual se encuentra la imagen, ecuacién (4.11). La determinacién de este radio toma
importancia cuando se requiera hacer registros hologréficos, si no se conoce la fase
apropiada entonces el holograma no registra la informacién deseada. También es
util cuando se tienen sistemas épticos en cascada. Por ejemplo si en alguna etapa
del sistema se necesita hacer algin filtrado, si no se tiene en cuenta esta fase
entonces se va a deteriorar la informacion ya que va a producir una convolcién

adicional.

Uno de los posibles usos del estenope temporal es la eliminaciéon de la dispersion,
creando la imagen del paquete de ondas usando una ventana temporal de acuerdo

a lo calculado en la ecuacién (4.29).
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Capitulo 5

Coherencia del campo dispersado

El analisis de Fourier fraccionario ha probado ser una herramienta muy ttil, en
campos como la Optica, tratamiento de seales y mecanica cuantica, entre otras
[37,31,44,38,20,39] y estas aplicaciones han tenido un incremento continuo durante

la ultima década [14].

La transformacién de Fourier fraccionaria puede ser interpretada como una rota-
cién de la distribucién de Wigner [31]. Esta propiedad permite tratar la eliminacién
de ruidos tipo chirp, se conoce que este ruido no es estacionario. Se ha concentrado
la atencién en el tratamiento de senales deterministas, para esto se han definido
operaciones de correlacién, convolucién fraccionarias [36, 5,59, 2, 55], espectro de
potencia fraccionario [4,40,3] y el teorema del muestreo fraccionario [57,17, 54]

han sido reportados.

Las senales aleatorias no son funciones bien definidas y su aleatoriedad puede cam-
biar en el tiempo por lo tanto técnicas estadisticas son necesarias para analizar
su comportamiento. Tao et al. [51] han mostrado una aplicacién de la transfor-
macion de Fourier fraccionaria a las senales aleatorias, con base en el teorema de
convolucién fraccionario propuesto por Zayed [59]. Sin embargo en este trabajo
se han usado las definiciones de convolucién y correlacién fraccionaria definidos

por [55,53], la cual es una forma completamente equivalente.

Aqui se encuentra una expresion explicita de la covarianza y la autocorrelacién
fraccionaria estadistica. Primero se introduce el concepto de senales aleatorias «

estacionarias y luego se muestra el teorema del muestreo para senales aleatorias.
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Algunos trabajos se han realizado en coherencia y la transformacion de Fourier
fraccionaira [52]. En este capitulo se muestra un estudio de la coherencia del campo
luego que se ha dispersado, hallando una relacién entre la densidad espectral de

potencia y la densidad espectral de potencia fraccionaria.

5.1. Convolucién y correlacién fraccionaria

Ya que la dispersién de un paquete de ondas se puede escribir como una transfor-
macién de Fourier fraccionaria puede ser 1til definir la operacion de convolucién

fraccionaria [53] (ver apéndie C) para dos envolventes complejas f y ¢

f 0 9)(7) = oo | Zul A1) Zalgl (7)™ 0] (7). (5.1)

Esta operacion tiene su forma integral dada por
f *q, g /f 7_ . 7_ z27r7-(7' T)cotadT ) (52)

en a = /2 se encuentra la convolucién estandar.

5.1.1. Correlacidon fraccionaria

La correlacién fraccionaria para dos envolventes complejas se escribe

[f ®a g)(7) = Foa | Zal A7) Falgl (e 0] (1), (5.3)

y su forma integral es

f ®a gl(r) = / F(F)gF = r)erizmrimeotags (5.4)

5.2. Teorema de Wiener-Kintchinne

Aqui se encuentra una expresién explicita de la covarianza y la autocorrelacién

fraccionaria estadistica. Primero se introduce el concepto de senales aleatorias «
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estacionarias y se define la densidad « espectral de potencia y luego se muestra el

teorema del muestreo para senales aleatorias.

5.2.1. Notacion

La letra E es usada para denotar el valor esperado de una variable aleatoria. Sea
U(x) un proceso aleatorio, donde U(x;) es una variable aleatoria y u(x) es una
funcién de muestra. Se denota por E {U(x)} el valor esperado de la variable U(x).

La funcién de covarianza se denota
K(z9,21) = E {U(xz)m} . (5.5)
Si el proceso es estacionario de segundo orden entonces
U@ U](r) = K(zy — 1), (5.6)

es la funcion de autocorrelacion, donde 7 = x5 — 1. El promedio temporal de una

funcion de muestra u se define

T/2
(@) = lim — /_ w(z)dz. (5.7)

5.2.1.1. Potencia promedio

27 = (lu@)]) , (5:8)

si & < oo esto se llamara potencia de la senal.

5.2.2. Densidad a-espectral de potencias

Para la funcién de muestra u(x) la funcién truncada ur, tal que
T
2

(5.9)

up(z) =

{ u(z) - <z<
0 otra forma
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Se define la densidad a-espectral de potencia de una funcién de muestra u por

|2
26 = i Pl

(5.10)

Si el limite anterior existe, en este caso, la densidad a-espectral de potencia del

proceso es definida

(5.11)

S[C}(SL’,) _ ,Ill;nolo E{|Fa[1;T]("L‘I>|2} ‘

5.2.3. Senales aleatorias a-estacionarias

Siendo U(x) un proceso aleatorio y F' una funcién determinista, tal que si
F[U(z)] = U(z)e ™" cota (5.12)

es estacionaria, entonces se dice que U(x) es a-estacionaria de primer orden, Si-
milarmente si

GlU(z)] = U(z)U(x — 7)e  Anrl@-m)cota (5.13)

es estacionaria, siendo GG también una funcion determinista, entonces se dice que
U(z) es a-estacionaria de segundo orden. Se define la funcién de autocovarianza

fraccionaria para una senal aleatoria U(x), por
Kg(z,x — 1) = C,CLE {u(a:)u(a: — )¢ AnrT(e=T) Com} , (5.14)

si U es a-estacionaria de segundo orden, se tiene que K@ (z,x —7) = I'¢ (1), donde

I'yy es la funcién de autocorrelacién estadistica fraccionaria.

Teorema 5.2.1. Si un proceso U es a-estacionario de segundo orden, la funcién de
autocorrelacion estadistica fraccionaria I'f;(7) y la densidad a-espectral de poten-

cia Si forman un par de transformadas de Fourier fraccionarias, tal que

Fall2](x') = CoS8 (z')e ime" coter (5.15)
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desde (5.11) se escribe

T/2

C

2iras’

Sg(x') = lim —O‘E{/ u(z) e ot i q

T—oo T —T/2
v T/2 —_— 2 —2ina’ Yy
XCa u(y) el™y cotae Sina dy
—T/2

T/2

—2ira’ Yy 2imza’

dxdye sina @ sina

= i GoCo

T—o0

—T/2

X E{U(l’)u(y) e*iﬂ(ltz cot cueiﬂ’y2 cota} 7

x es reemplazada por t y y by t — 7 entonces

__T/2
Ca Ca 2inra’

dt dTe Sn o e—lﬂ'T cot

Sg(a’) = lim

T—o00

-T/2

< E{u(t)mem”(tﬂ cota} 7

usando la ecuacién (5.14), se expresa

T/2
Sp(a') = / Tlgrolo— / K§(t,t —7)d
-T/2
Xezgﬂq—i e —imr2 cotosz

resultando

Slaj(x/> = / <K§(t’t )> QQ;IHT;C eflm' coter g

o0

Si la senal es aleatoria es a-estacionaria de segundo orden.

(Kp(tt—7)) =T5(7),
asi, finalmente se tiene

]_-a[rg] (ZL‘/) _ C«aSg(m/)e—iwxa cotar

T

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

Corollary 5.2.2. El teorema 5.2.1 se reduce al teorema de Wiener-Khinchin para

a = m/2. En este caso la estacionariedad es en el sentido usual.
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5.2.4. Teorema del muestreo fraccionario para senales alea-

torias a-estacionarias

Una aplicacién del teorema (5.2.1) es el teorema del muestreo fraccionario para
senales aleatorias a-estacionarias, el cual es 1util en la estimacién de un proceso

aleatorio.

Teorema 5.2.3. Sea U una senal aleatoria a-estacionaria de segundo orden, con
una densidad a-espectral de potencia S la cual es a-banda limitada, tal que
S¢(z") = 0 para |2'| > B/2. Por el teorema (5.2.1), la funcién de autocorrelacién
estadistica fraccionaria I'f; y la densidad a-espectral de potencia forman un par
de transformaciones de Fourier fraccionarias, por consiguiente, se puede aplicar el
teorema del muestreo fraccionario [54] a la funcién de autocorrelacién estadistica

fraccionaria, asi

oo .
L sin o
g(x) = ™ cot a E P(O} n
B
n=—oo
_iﬂ_nQSinaCosa

xXe B2

B :
xsinc <x - nsma) : (5.22)

sin a B
por lo tanto

2

o) .
= : 2 S1n & _:_n“sinacosa
U(SL’) — el7T{l‘ cot 2 : U <Tl B )e 17r7B2

B sin a
: — . 5.23
Xsine__— (x n—p ) (5.23)

LaU (n%) son variables aleatorias y en lugar de una férmula de interpolacion

es una estimacion punto a punto de la senal aleatoria U.
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5.2.4.1. Prueba del teorema (5.2.3)

Por el teorema 5.2.1, se puede escribir

oo .
9 sin o
Fg(l’) — enm: cot o E Pg n
B
n=—oo
w2
X e_lTr n SlIlB(é COS &
. B sin «
X sinc— r—n )
sin o B
Siendo 7 una constante arbitraria, entonces
> sin «
: 2
Fg(l‘) = ™ cot av E F(Off n —r
B
n=-—o00

—iw(m% —7)2cot

xXe

, B sin «v
X SINC—; rT+T7T—n ,
sin «v B

para x = 0, se tiene
o

rg0) = > Ty (nSiga . T>

n=—oo

—i7r(”5i%—’r)2 cot «

B sin av
T—n )
sin «v B

Xe

X sinc

La funcién de autocorrelacion estadistica fraccionaria se expresa

T%(0) = C,Cn E {U(@W} .

Definiendo
fa(U> = U(IL‘)%S“#_T;Q [U] (I)eiﬂnzsm%# 7
resulta |
718 (ns%a) = C.CLE{f(U)},

por lo cual, se puede escribir

ro (nSiza _ T) — CCE{f )

xXe
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(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)



Reemplazando (5.27) and (5.30) en (5.26), se tiene

E {U(x)m} —E {U(x)U(x)} , (5.31)

donde se define

m .
[] . B sin o
U(l’) - Z %ﬁ%*T;O& [U] (I)Slncsina <7’ —n B ) ) (532)
n=-—00
entonces
- sin «
Uw) = emete } ) Ulon—p=+a+7)
n=-—oo
X e—iﬂ"l2 Sm%% e2iwn5i’% (z+7) cot o
XefQiﬂ:m‘ cot aSiHC B _ nSiIlOé '
sin o B
(5.33)
escogiendo 7 = —z, finalmente se obtiene
- > 1 2 . ]
Ulz) = oimz? cot a Z U (nSIE;a) im i cose
n=-—oo
B Sl
S (”’” o 1?9@) : (5.34)

Las senales aleatorias de primer y segundo orden a-estacionarias son introducidas.
Para estas senales se demuestra una version del teorema de Wiener-Khinchin, este
teorema se usa para hallar un teorema fraccionario para senales aleatorias a-banda
limitadas. El teorema del muestreo fraccionario permite hacer un estimado de un

proceso aleatorio.

5.3. Coherencia del campo dispersado

Comunmente se trata con paquetes de ondas chirpeados que se representan como

£,(t) = U, (#) exp {—W} | (5.35)
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la envolvente compleja luego que de propagarse una distancia z, es
U.(t) = eimt?/AZ / Uo(t’) Tt /NZ —int? [Nt —i2ntt! [NZ gyt (5.36)
La autocorrelacion estandar para el campo U, corresponde
U.®U.(1) = / U, (U, (t' — 7)dt’, (5.37)

la autocorrelacién para la ecuacién (5.36) resulta

/|: 17rt’2/AZ/ (t”) int"? /NZ 17rt”2/Ato —i2mt! t”/AZdt//:|

|: V2/AZ / U t”/ 17rt”’2/AZeiTrt”’2/Ato€i27r(t’—7')t”’/AZdt//l:|
o

U, ®U,(T)

TN 2 i 2 . 2 R p—p] s 1112 . 1"
_ // UO(tl/)UO(t///)ewrt /AZ6 imt /At06 inT /AZG imt /AZewrt /Ato6 27t |NZ
X

/ efiQﬁt”t’/AZefiQﬂt’T/AZei%rt’t”’/AZdt/dt//dt///
_ // U (t//>U (t///)eiﬂt”Q/AZefiﬂt”Q/AtoefiTrTQ/AZefiﬂ't”’Q/AZeiﬂt/”Q/AtoefiQWTt/”/AZ
o o
X é‘(t// T t/”)dt”dt///
_ / U (t”>U (t” — 7_)eiTrt”Q/AZe—iTrt”z/Ato6—i7rT2/AZ€—i7r(t”—T)Q/AZeiﬂ(t”—T)Q/Ato
o o
% e*iQﬂT(t”fT)/AZdt//

_ / Uo (t//)me—i%r‘rt"//\toeiﬂTQ/Atodt// ) (538)

Con base en los definicién de autocorrelacién fraccionaria definida por Torres-
Amaris, la autocorrelacién estandar expresada en la ecuacién (5.38) es equivalente
a

U @ U.)(r) = 7™ Aol @a Uol(7) (5.39)

es decir, la autocorrelacion estandar del campo luego de propagarse por un medio
dispersivo una distancia z es igual a la autocorrelacion fraccionaria de orden « del

campo de entrada U,(t).

Tomando la transformada de Fourier en la ecuacién (5.39), resulta

f[UZ ® UZ](V) = /[UO ®q UO](T)e—iWT2/At062i7rTV/At0dT
Su.(v/Ato) = Sg,(v/Ato), (5.40)
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donde Sy, (v/Atg) es la densidad espectral de potencia a la distancia z y S§ (v/Ato)

es la densidad a-espectral de potencia del campo de entrada.

Este resultado es interesante porque la densidad espectral de potencia en z es
igual a la densidad a-espectral de potencia en z = 0, es decir, del campo sin sufrir
dispersién. Con base en el teorema de Wiener-Kintchinne fraccionario que enuncia
que la densidad a-espectral de potencia y la funciéon de autocorrelacién estadistica
fraccionaria son pares de Fourier fraccionarias y la relacién (5.40), puede ser un
método para recuperar la informacién contenida en la interferencia entre un campo
de muestra y un campo objeto en un interferémetro tipo Michelson a fibra 6ptica,

util en tomografia Gptica coherente [23].

5.4. Conclusiones

Un resultado importante es la definicion de convolucién y correlacion fracciona-
rias. Estas definiciones son importantes porque permiten tratar aplicaciones como

filtrado, encriptacion.

De las caracteristicas 1tiles para determinar senales que en general son aleatorias se
encuentra la coherencia y en el caso temporal el grado de coherencia. Para hacer uso
de esta nocién es indispensable el conocido teorema de Wienner-Kintchinne. Para
adaptar aqui tales tratamientos se desarrollaron las nociones de senales aleatorias
a-estacionarias, ademas de un teorema de Wienner-Kintchinne para la transforma-
cién de Fourier fraccionaria. A partir de aqui, se enonctré una nocién de coherencia

fraccionaria asociada a la correlacion fraccionaria.

Una de las aplicaciones de un teorema del muestreo para senales a-estacionarias

es el filtrado de la coherencia.
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Conclusiones generales

La propagacién de un paquete de ondas en una linea de transmision se reduce al
calculo de la evolucion de la envolvente compleja B,. Se encuentra que el paquete
de ondas viaja a la velocidad de grupo. Para dos medios con pendientes iguales,
alrededor de 7 tendran iguales velocidades de grupo, es decir, (; es el mismo para

ambos medios.

Se muestra un modelo con base en la teoria metaxial, para tratar tanto dispersion

cromatica como pérdidas de paquetes de ondas de espectro estrecho.

Se encuentra que la propagacién de la envolvente compleja de un paquete de
ondas, para un medio con dispersion y pérdidas corresponde a una integral de
Fresnel de variable compleja, la cual se traduce como una transformacion de Fourier
fraccionaria de orden o complejo. Cuando no se toman en cuenta las pérdidas se
encuentra que la propagacion de la envolvente compleja se expresa por una integral
de Fresnel de variable real y una transformacién de Fourier fraccionaria de orden
a real. Esto indica que la transformacion de Fourier fraccionaria permite tratar
los fenémenos simultaneamente o por separado, simplemente haciendo un cambio

en los ordenes fraccionarios.

Con base en la ilustracion de la propagacién de un paquete de ondas gaussiano
se concluye que el incluir las pérdidas en el modelo modifica en el ancho de la
gaussiana, es decir, se incluye un ensanchamiento adicional al producido para
el caso de solo dispersion. Este resultado introduce un limite en la cantidad de
informacion que se puede enviar por una canal de comunicacién, a través del
paramtero BL, el calcual se calcula con base en el ancho de la gaussiana luego de

la propagacién.
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Aunque las técnicas de compensacién de la dispersién han encontrado aplicaciones
que son sin lugar a dudas importantes, aqui se ha visto que trabajar con la disper-
sion también arroja posibles aplicaciones que de otro modo pueden ser remotas,

un ejemplo de ello es la nocién de peinilla temporal.

Aqui se muestra que estas analogias pueden extenderse hasta el punto que buena
parte de los resultados conocidos en difraccién encuentran su equivalente en dis-
persién, como teorema del muestreo fraccionario, convolucién fraccionaria, lo que

conduce a lo que se llama 6ptica temporal basada en el fenémeno de dispersion.

Es interesante analizar que una “lente temporal” puede representarse por una
interface entre dos diélectricos de constante de propagacién de signos opuestos,
esto concuerda muy bien con la técnica clasica de compensacion de dipsersion
mediante fibras compuestas por dispersiones alternadas ver figra 3.6, equivalente

a la colimacién de haces gaussianos en el espacio.

Una posible aplicacion se basa en el teorema del muestreo cuyo equivalente en el
dominio temporal se puede implementar haciendo uso de divisores de haz a fibra
optica. Esta técnica puede ser utilizada en el diseno de peinillas temporales para
la medicion de tiempos cortos, también puede usarse en la produccién de pulsos

ultra cortos.

Una representacion de Wigner de los paquetes de onda puede ser implementada,
con base en este enfoque se pueden formalizar miltiples tratamientos, como por

ejemplo, analizadores de espectro, ademas de tratamientos asociados a filtrados.

Se encuentra lo que se llama una “ley de conjugaciéon”, dada por la expresion
(4.14), la cual incluye las curvas Re, Rer y es a través de esta relacion que se

puede calcular el radio de curvatura Rg, sobre el cual se encuentra la imagen.

En este mismo capitulo se desarrolla de forma original un tratamiento para el
estenope basado en éptica ondulatoria. Como resultado se encuentra el tamano del
hueco, dado en la ecuacién (4.24), en términos de la distancia objeto y distancia

imagen que cumple el criterio de Rayleigh.

Un aporte de este tratamiento es la determinacién del radio de curvatura sobre el
cual se encuentra la imagen, ecuacién (4.11). La determinacién de este radio toma
importancia cuando se requiera hacer registros holograficos, si no se conoce la fase

apropiada entonces el holograma no registra la informacién deseada. También es
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util cuando se tienen sistemas épticos en cascada. Por ejemplo si en alguna etapa
del sistema se necesita hacer algin filtrado, si no se tiene en cuenta esta fase
entonces se va a deteriorar la informacion ya que va a producir una convolcién

adicional.

Uno de los posibles usos del estenope temporal es la eliminaciéon de la dispersion,
creando la imagen del paquete de ondas usando una ventana temporal de acuerdo

a lo calculado en la ecuacién (4.29).

Un resultado importante es la definicién de convoluciéon y correlacion fraccionarias.
Estas definiciones son importantes porque a través del teorema de la convolucién

fraccionario es que se pueden tratar aplicaciones como filtrado, encriptacion.

De las caracteristicas ttiles para determinar senales que en general son aleatorias se
encuentra la coherencia y en el caso temporal el grado de coherencia. Para hacer uso
de esta nocién es indispensable el conocido teorema de Wienner-Kintchinne. Para
adaptar aqui tales tratamientos se desarrollaron las nociones de senales aleatorias
a-estacionarias, ademads de un teorema de Wienner-Kintchinne para la transforma-
cién de Fourier fraccionaria. A partir de aqui, se enonctré una nocién de coherencia

fraccionaria asociada a la correlacion fraccionaria.

El teorema de Wiener-Kintchinne fraccionario puede usarse para recuperar la in-
formacion contenida en la interferencia entre un campo de muestra y un campo
objeto en un interferémetro tipo Michelson a fibra optica, 1til en tomografia 6ptica

coherente.

Una de las aplicaciones de un teorema del muestreo para senales a-estacionarias

es el filtrado de la coherencia.

5.5. Prospectivo

En el modelo de los medios homogéneos e isétropos y lineales, hay la posibilidad

de plantear otro modelo basado en la convolucion fraccionaria, en la forma

—

P(7,w) = egxe(7, w)E(F,w) exp(itw? /@) , (5.41)
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donde hace falta encontrar cual es el valor de @ que adapte la variables reducidas.
Tal modelo pemite adaptar los retardos presentes en la respuesta del medio frente

un campo aplicado.

En la propagacion de paquetes de ondas en lineas dispersivas se puede extender
la expansion de la constante de propagacion ( a ordenes superiores, como por
ejemplo, ir hasta el término cibico, para asi poder hacer una interpretacion de
lo que sucede al paquete de ondas luego de propagarse en un medio con estas

caracteristicas.

Hay que estudiar de forma detallada cada uno de los coeficientes de la expansién

a segundo orden de las pérdidas para paquetes de ondas de espectro estrecho.
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Apéndice A
Distribucion Heaviside

La distribucién Heaviside se define por

1 para x>0,
H(z)=14{ 4 para z=0, (A1)
0 para z<0.
Se tiene que p
%H(az) =d(x). (A.2)

Para calcular la transformada de Fourier de H, primero se define la distribucién

1
z-v.p.— = 1, (A.3)

donde v.p. denota el valor principal de Cauchi, la nociéon de valor principal de
Cauchy de una integral (es una distribucién). Se recuerda que para una funcién

prueba ¢ cualquiera (funcién de clase C*° y de soporte compacto) se tiene

<Vp1#»—-/+mfgkﬂ—ﬁm{/Ta%QdP+L%w£%Lﬁ]. (A4)

t —00 e—0 (%)

luego, la transformada de Fourier de esta se escribe

~ oirdy T

wapﬂ@) 1dpr%@% (A.5)
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asi

%f {v.p.ﬂ (v) = =2ind(z)
= —21W£H(V) , (A.6)
lo cual nos permite escribir
f%pé]@%n&hH@Hmm, (A7)

dado que la transformada de Fourier de una funcién impar es tambien impar, en

consecuencia )
F |f/'.}3.-j| (v) = =2irH(v) +1im, (A.8)
T
finalmente tenemos . .
1 _ 1 b
F[H](x) = 25(:B) + VD5, (A.9)
y similarmente
1 1

A.1. Senal analitica y frecuencia instantanea

En general existen infitas formas de definir una funcién compleja cuya parte real
corresponda a una funcién real dada. Pero de todas estas nos intersa un pro-
cedimiento que mantenga invariante el espectro de la senal. Gabor, observando
iwx

que las funciones sinwz y coswzx se transforman en €“? si solo se consideran las

componentes positivas del espectro, es decir, eliminando las frecuencias negativas.

Sea f una funcién cuya transformada de Fourier es F', la funcién que se compone

de solo las componentes positivas se define
falx) = 2/ F(v)e?™*dy
R

:2AH@W@WWHV
[F~HH] * f](x), (A.11)
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luego

i

i) = [ 56 e =)+ vp

— ')
_ i &)
Se define la transformacién de Hilbert de la funciéon f por
_1 f&)
fulw) = 2vp. /R L (A13)
por lo cual
fa(z) = f(z) = ifn(z). (A.14)

La funcién f, es llamada la funciéon analitica, asociada a f, la cual es una funcién

compleja.

A.1.1. Frecuencia instantanea

La nocién de senal analitica permite asociar a la funcion f una amplitud y una

fase instantanea. Se puede descomponer la senal analitica en médulo y fase

fa(z) = p(x)e!®@) (A.15)
si llamamos F, = F[f], podemos calcular la frecuencia media por

fR (v)dv
fR ]F | dy

- mlee, aw

<U>S=UV

dado que v debe ser real

7 = 5[50 |3 w)] fas (A.17)

por lo cual se define la frecuencia instantanea

1 do

v(r) = ——

(). (A.18)
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Es facil probar que para el segundo momento la igualdad no se cumple

< >= <<%)2> +/R (3—2)2@, (A.19)

por esto, se debe tener cuidado en la interpretacién de esta nocién como una
frecuencia en el sentido estricto de la palabra, de hecho para algunos casos puede

resultar negativa y en general puede no tener sentido.

Esta nocion es bien interesante en el caso donde f, sea de espectro estrecho, para

esto se define

1dod, = i%
%a(x) =U+ 5 ds (x), (A.20)
donde L Jdo
luego
O(x) = 2nvx + ¢(x), (A.22)

asi la funcion analitica toma la forma

fa(@) = p(x)e @A, (A.23)

2irvx

donde la funcion e
p(x)e?®),

se le llama portadora y la modulacién estd dada por

Noétese que como
p(x>ei¢(:p)e2i7rﬁx _ / Fa(V)eZiﬂ-ude 7 (A.24)
0

lo cual permite escribir
p(m)ei‘z’(“”) = /OO Fa(u)em”(”_;)zdy, (A.25)
0
haciendo el cambio de variable v = v — v, se tiene
p(z)el?® = /_C:o Fy(v+ )™ dy . (A.26)
Se concluy de que si f, es de banda limitada con % < 1, entonces las funciones

py ¢ deben ser funciones de variacién lenta dado que el espectro Fj(v + V) esta

compuesto por solo bajas frecuencias. En realidad se puede considerar que las
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funciones p y ¢ deben ser practicamente constantes para

1
A —. A27
r <K N ( )
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Apéndice B

Teoria metaxial

B.1. Coordenadas sobre emisores y receptores

esféricos

La teoria utilizada en este trabajo se basa en emisores y receptores esféricos.
Usar este tipo de geometria implica realizar aproximaciones de segundo orden
con respecto a los paramteros de abertura (dimensiones laterales y angulos). Las

aproximaciones a primer orden son propias de la éptica geométrica paraxial.

Los emisores y receptores esféricos pueden considerarse como fuentes o detectores

de luz, y asi como en éptica, también existen emisores esféricos reales o virtuales.

Para localizar un punto sobre la esfera A de vértice V'; siendo M un punto sobre
la esfera y m su proyeccion ortogonal sobre el plano P tangente a V', ver figura

(B.1). Las coordenadas de m en el plano P definen el punto M sobre \A.

Las amplitudes de los campos en M y m son

U<M) = UA(xma yM) = UA(F> ) U(m) = UP<xm7ym) = UP('F) ) (B1>

los puntos m y M tienen las mismas coordenadas (z,y), pero los campos son
distintos, el campo en M se encuentra en la esfera A en cambio el campo en m se

encuentra en el plano P.
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$z$
Ra

Ficura B.1: Coordenadas sobre una esfera A.
B.1.1. Transparencia de curvatura

Se consideran dos esferas A y B, de radios de curvaturas R, y Rp respectivamente,
las cuales tienen un plano tangente comun, denotado por P. Interesa hallar el
campo en el punto M sobre A y su proyeccion m sobre el plano P, ver figura
(B.2). Al segundo orden se tiene

M
R

A

P

Ficura B.2: Coordenadas sobre una esfera A.

2

S— r
Mm=——— B.2
= (B2
siendo r? = 22 4 2. La diferencia de fase corresponde
2rMm 7r?
= — B.3



la amplitud del campo sobre el plano es

irr?

AR 4

U,(7) = Ua(r) exp| ] (B.4)

Esta relacion es valida para la esfera B y el plano P. El campo sobre la esfera B

B U () = Ua(F) exp {—y (R_B N _> TQ] ' o

La transferencia del campo desde A hasta B se hace a través de una transparencia
de curvatura. Se llama transparencia porque los campos entre las dos esferas sélo
se diferencian en una fase cuadrética que desaparece cuando se considera la ilu-
minacién, la transparencia no atentua la onda. De curvatura porque permite una

adaptaciéon entre curvas.

B.1.2. Difraccion de Fraunhofer

Siendo un emisor A, de vértice V', radio de curvatura R4 y de centro C’; y siendo
F una esfera de centro V' y vértice C, se dice que A y F son esferas confocales. Se
supone que se conoce el campo sobre la esfera A y se pretende calcular el campo

sobre la esfera F. El radio de curvatura de F es Rrp = —Ry, ver figura (B.3).

T g

R

A F

Ficura B.3: Coordenadas sobre una esfera A.

\ ];A q] Ua(7)dr. (B.6)

Ur es la transformada de Fourier 6ptica de Uy. Para pasar de la esfera A a la
esfera F se usa transformacion de Fourier y un cambio de variables. Se dice que

F es la esfera de Fourier de A.
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B.1.3. Difraccion de Fresnel

Se considera un emisor A de radio de curvatura R4, vértice V' y un receptor B,

de radio de curvatura Rp y vértice V', situado a la distancia D de A, ver figura

(B.4).

D

Rp

A A’ F B

F1GUrA B.4: Transferencia general por difraccién de un emisor A cualquiera a
un receptor B cualquiera.

La transferencia del campo desde el emisor A hasta el receptor B se descompone

en tres operaciones:

1. Una transparencia de curvatura de A a A'.
2. Una transformacion de Fourier 6ptica de A" a F.

3. Una transparencia de curvatura de F a B.

El resultado se escribe

o1 ir (1 1Y 1 /1 1 9 2, .
UB(S)—/\DeXp[ 3 <RB+D>8}/RQGXP[ /\<D Rf})r}exp [)\Ds r} Ua(T)dr.

(B.7)

86



Apéndice C
Convolucién y Correlacion

Para la transformacién de Fourier fraccionaria se han extendido las propiedades y
operaciones definidas para la transformacion de Fourier estandar. Se han definido

los productos de correlacion y convolucion fraccionarias.

C.1. Convoluciéon fraccionaria

C.1.1. Definicion integral de la convolucién fraccionaria

Se define la convolucion fraccionaria segin

f 0 9)@) = F o | Zalf(22) Falg)wa)e™ 0] (), (C.1)

y en su forma integral por

(Frag)@) = [ gt~ ueme=redu, (©2)

Se reduce a la convolucidn estandar para oo = 7/2.
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C.2. Correlacion fraccionaria

Se define la correlacion fraccionaria segin

[f @a 9)(0) = oo | Falf)(za) Zalgl@a)e 5] (@),

y en su forma integral por

f®a /f U—ZL‘ —2nz(u— w)cotozdu

Para la convolucion se tiene

Lf *a g](2) o/ = [g* f](x)
[[ragl(@)] = [@)g(@)(x),
[f %o gl(x) = [g** f](z)
[f % 0)(z) = f(x)
[f % 0] () = f(;g_g) i2nt(z—¢) cota
f ®a f10) = [f® (0 /|f ) 2u

= [ /1),
, = f@g@)i).
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