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En esta monografia se hace un estudio detallado de las nociones y caracteristicas
fundamentales de los conjuntos semiabiertos y semicerrados en un espacio topoldgico con
el objeto de obtener la generalizacion de conceptos topoldgicos y mediante estos mismos
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tedrica para los siguientes capitulos, en la segunda parte se introduce respectivamente
en el contexto de un espacio topoldgico las nociones y propiedades de los conjuntos
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respectivamente, en el capitulo tres se estudia de manera natural las funciones continuas
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Introduccidn

Dentro del contexto matematico se ha visto que ha evolucionado el
conocimiento de innumerables matematicos que se han dedicado a
trabajar en la topologia general con las nociones y propiedades de los
conjuntos abiertos y cerrados, formalizando diversos conceptos topoldgicos;
sin embargo, al buscar alternativas que conllevan a un cambio generador,
llegan ideas conmocionadoras que causan gran interés en estudiar los concep-
tos

mencionados mediante una nueva forma de conjuntos. Las primeras nociones
que se dieron sobre esta clase diferente de conjuntos fue alrededor de 1970 y
se denominaron de una manera muy natural como conjuntos semiabiertos y
conjuntos semicerrados.

En esta monografia se hace un estudio detallado de las nociones
fundamentales y las caracteristicas principales de los conjuntos
semiabiertos y semicerrados, con el objeto de obtener una generalizacién de
conceptos topologicos y mediante éstos mismos estudiar una nueva clase de
conjuntos denominados a-Semiabiertos y a-Semicerrados y sus propiedades.

En el primer capitulo (preliminares) se presentan algunos conceptos
bésicos que serviran de fundamentacién tedrica a lo largo de los capitulos
restantes. En la segunda parte se introduce respectivamente en el contexto
de un espacio topologico las nociones y propiedades de conjuntos semiabiertos
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y conjuntos semicerrados, no obstante, utilizando tales conjuntos se definen
y estudian en el capitulo 3 de manera natural las funciones semicontinuas de
forma diferente a la dada en la topologia clasica explicando y demostrando la
relacion que guardan las funciones continuas con las funciones semicontinuas.

El trabajo se concluye con la nocién de operador asociado a una
determinada topologia, llegando asi a la generalizacion de los conjuntos
semiabiertos y semicerrados.



CAPITULO

Preliminares

Este capitulo tiene como objetivo presentar resultados bésicos de espacios
topoldgicos y la idea es fijar notaciones, definiciones, teoremas y proposiciones
que se usan para el desarrollo de esta monografia. La mayor parte de los
resultados se presentan sin prueba y pueden consultarse en [1] y [2].

1.1. Espacios Topolégicos

Definicién 1.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T
de subconjuntos de X, denominados abiertos, que cumple las siguientes
propiedades:

i) 0 y X pertenecen a T.
it) La union arbitraria de elementos de T pertenece a T.

iii) La interseccion finita de elementos de T pertenece a .

Un conjunto X para el cual se define una topologia 7 se denomina espacio
topologico.



Definicién 1.2. Un subconjunto A de un espacio topolégico X se dice que
es cerrado si el conjunto X — A pertenece a T, es decir, es un abierto.

Se puede observar que los conjuntos cerrados cumplen propiedades
analogas a las de los conjuntos abiertos.

Teorema 1.1. Sea X un espacio topologico. Se cumplen las siguientes
condiciones:

i) 0 y X son cerrados.
i) La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada

i11) La union finita de conjuntos cerrados es cerrada.

Este teorema se demuestra facilmente mediante las leyes de De Morgan
sobre complementos y el hecho de que el complemento de un conjunto cerrado
es un conjunto abierto [2, pp.107].

Definicién 1.3. Sean dados (X,7), x € X yV C X. Se dice que V es una
vecindad de x si existe U abierto tal que x € U C V.

Definicién 1.4. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X. La
clausura de A, denotada por clA o A, se define como la interseccion de
todos los conjuntos cerrados que contienen a A.

Ahora, un elemento = pertenecera a A si y solo si todo abierto que contiene
x interseca a A, siendo A un subconjunto de un espacio topoldgico X.

Es claro que A es un conjunto cerrado, ademads, se tiene que A C A para
cualquier conjunto A y si A es un conjunto cerrado entonces A = A.



A continuacién se enuncian otras propiedades importantes del operador
clausura:

1. 0=0.
2. Para todo A, A C A.

3. Para todo A, (A) = A.

4. Paratodo Ay B, AUB =AUB.
d. Uielxi - (UiGI Ai)'

6. Si A C B entonces A C B.

La prueba de estas propiedades se pueden observar en [2, pp.25-26].

Definicion 1.5. Dado un conjunto A en un espacio topologico X, el
interior de A, denotado por intA se define como la union de todos los
conjuntos abiertos contenidos en A.

Claramente, intA es un abierto y es el mayor abierto contenido en el
conjunto, ademas si A es un conjunto abierto entonces intA = A.

De esta manera un elemento x pertenece al intA si y solo si existe un U
abierto tal que z € U C A. A continuacién se enuncian otras propiedades del
operador interior:

1. int(intA) = intA.
2. int(AN B) = intANintB.

3. intX =X

Siendo X un espacio topoldgico y A y B subconjuntos de X. La prueba
de cada una de estas propiedades se pueden encontrar en [3, pp.378].



Definicién 1.6. Sean A un subconjunto de un espacio topologico X yx € X.
Se dice que x es un punto limite (punto de acumulacion) de A si todo
abierto que contiene a x interseca a A en algun punto distinto de x. El
conjunto de todos los puntos limite del conjunto suele denotarse por A'.

Como consecuencia de la definicién anterior y de la definicion de
adherencia se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sean A un subconjunto de un espacio topoldgico X y A el
conjunto de todos los puntos limite de A entonces A= AU A'.

Una prueba de este teorema puede encontrarse en [1, pp.111].

Definicién 1.7. Sean A un subconjunto de un espacio topolégico X. La
frontera de A denotada por fr(A) se define como

fr(Ad) =AN (X — A).

Es claro que la frontera de A es un conjunto cerrado y que el intA,
int(X — A) y fr(A) son conjuntos disjuntos. Ademds, se tiene que

int(fr(A)) = 0.

A continuacién se enuncian propiedades importantes de la frontera de un
conjunto:

1. A= AU fr(A).

2. intA=A— fr(A).

3. X =intAU fr(A)Uint(X — A)

4. Si U es abierto en X entonces U — U = fr(U)

La prueba de estas propiedades se pueden observar en [1, pp.28].

Ahora, se presenta la definicién de un espacio disconexo.

Definiciéon 1.8. Sea X un espacio topolégico. Se dice que X es disconexo
si existen A y B abiertos disjuntos, no vacios tales que X = AU B.
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Los conjuntos A y B constituyen una separacién de X. En el caso en que
no exista tal separacion se dira entonces que X es conexo.

Si se tiene un espacio topolégico (X, 7) y se define la siguiente relacién
de equivalencia en X: dos elementos del espacio se relacionan si existe un
subespacio conexo de X que los contiene, las clases de equivalencia segin
esta relacién se denominan componentes (o componentes conexas) de X.

Definicién 1.9. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, T).

i) A es nunca denso en X si int(A) = 0.

it) U es un abierto en A o abierto relativo, si U = ANV donde V es un
abierto de X.

iti) C es un cerrado en A o cerrado relativo, si C = ANV donde V es
un cerrado de X.

Teorema 1.3. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces un
conjunto C es cerrado en A si, y solo si, C = U N A donde U es un cerrado

de X.

La prueba de este teorema se reduce a utilizar la definicién de abierto
relativo y el hecho de que el complemento de un conjunto abierto es un
conjunto cerrado [2, pp. 107]

Teorema 1.4. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A C X un subespacio y
B C A, si B es la clausura de B en X. Entonces la clausura de B en A es

BnNA.
La prueba de este teorema puede encontrarse en [2, pp.108].

Definiciéon 1.10. Sean (X, 7) y (X1,71) espacios topolégicos. Una funcion
f: X — X, es continua si para todo abierto U de X, se tiene que f~1(U)
es un abierto de X.



Una funcién f : X — X; se dice que es una funcién abierta si para
cada conjunto abierto U de X, el conjunto f(U) es abierto en X; y f es una
funcién cerrada si para cada conjunto cerrado A C X, el conjunto f(A) es
cerrado en X;.

Posteriormente se muestran algunas propiedades de las funciones
continuas.

Teorema 1.5. Sean (X, 1) y (X1, 71) espacios topoldgicos y f : X — X, una
funcion. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) f es continua.
i) Si A C X entonces f(A) C f(A).
i) Para todo conjunto cerrado B de Xy, f~'(B) es un cerrado de X.
iv) Para cada v € X y cada vecindad V de f(x) existe una vecindad U de x
tal que f(U) C V.

La demostracion del anterior teorema se puede observar en [2, pp.119].

Definicién 1.11. Una funcion f : X — R se dice semicontinua
inferiormente si, y sélo si, para todo * € R se tiene que f~'(x,00) es
un abierto en X y se dice que es semicontinua superiormente si, y solo
si, para todo v € R, f~'(—o0,x) es un abierto en X.

Definicién 1.12. Un espacio métrico es una pareja (M,d) donde M es
un conjunto no vacio y d es una funcion definida:

d: M x M —[0,+00)

“d”se denomina métrica sobre M y satisface para cualesquiera x,y,z € M las
siguientes condiciones:

i) d(z,y) =0 siysolosiz=y

i) d(z,y) = d(y, )

1) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) «Desigualdad triangular»



Dada una métrica d en M el nimero d(z,y) se denomina distancia entre
x ey. Dado r € (0, +00). El conjunto:

By(z,r)={y € M |d(x,y) <r}

es conocido como bola con centro en = y radio r. Por lo tanto se puede
comprobar que la coleccién de todas las bolas By(x,r) induce una topologia
para M denominada topologia métrica.

Definicién 1.13. Una funcion f : (X,d) — (Y,d*) es uniformemente
continua en X, si dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo x1,x5 € X,
si d(z1,22) < & entonces d*(f(z1), f(z2)) <e.

Esto significa que para € dado, ¢ solo depende de € y el mismo J sirve
para comprobar la continuidad en cualquier punto x; del espacio, por esto
basta que 7 y x2 estén a una distancia menor que § para que f(z1) y f(x2)
se encuentren a una distancia menor que €. De esta manera también se puede
observar que continuidad uniforme implica continuidad.



CAPITULO

2

Conjuntos Semiabiertos y Conjuntos
Semicerrados

2.1. Conjuntos Semiabiertos

En el espacio topoldgico de los niimeros reales, con la métrica del valor
absoluto, se conocen los conjuntos abiertos y cerrados usuales de la forma
(a,b) v [a,b] respectivamente donde a,b pertenecen a los reales. También se
sabe que los conjuntos abiertos basicos en R? se representan geométricamente
por alguna de la siguientes formas:

o

‘TN

@’\-——b

>~ —




Los siguientes conjuntos en R y R? claramente no son abiertos ni
cerrados y se podrian denominar de manera natural conjuntos semiabiertos
y conjuntos semicerrados.

[ 1
a b
¢ ]
a b

T Q

|l
v
a

o~ —

Estos conjuntos han sido estudiados por Levine [7] y una gran cantidad
de matematicos que centraron su atencién en el estudio de estos mismos,
con el fin de llegar a la generalizacion de conceptos topoldgicos considerando
conjuntos semiabiertos y semicerrados en lugar de los conjuntos abiertos y
cerrados usuales. En este capitulo se presentan algunas propiedades de los
conjuntos semiabiertos y semicerrados.

Definicién 2.1. Un conjunto A en un espacio topolégico X se denomina
semiabierto si y solo si existe un abierto U tal que U C A C U.

Segun esta definiciéon se presentan a continuacién algunos ejemplos de
conjuntos semiabiertos.

Ejemplo 2.1. Sea X = {a,b,c} y en X consideremos la topologia dada por
7 ={X,0,{a},{b},{a,b}}, A={b,c} y el abierto U = {b} € 7. De aqui es
claro que X es el menor cerrado que contiene a {b} luego {b} = X.

Por lo tanto existe U € T tal que U C A C U luego A es Semiabierto.



Ejemplo 2.2. X = (R,7,), A= [0,1). El conjunto [0,1) es semiabierto ya
que existe U = (0,1) € 7, tal que U C AC U.

Por lo tanto todo conjunto de la forma [a,b) y (a,b] con la topologia
usual es semiabierto.
En adelante, para no dar lugar a confusion, 7, representara la topologia

usual de R.

Ejemplo 2.3. Sean X = R?, 7 = (R, 7,) x (R, 7,). Tomemos el conjunto
A= {(:p,y) ER?:a<z<bc<y< d} subcongunto de R? que se
representa geométricamente como:

R, 7)

der——

(R, 7,)

Q4 —
qu-ﬂ.__

A es semiabierto porque eziste un subconjunto U = (a,b) X (¢, d), abierto en
R2, representado por:

(R, )
e

(R, 7,)

S~ — —

|

]

v
a

tal que U C A C U, siendo U = [a,b] X [¢,d]. Por consiguiente se tiene que
los subconjuntos de R? representados por:

A\ SRR\
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con la topologia producto en R? son semiabiertos.

Ejemplo 2.4. Sean X = R?, 7 = (R, 7,) x (R, 7,), siendo 7, la topologia
de Sorgenfrey generada por los conjuntos de la forma |a,b) donde a,b € R,
con a < b. Tomemos a A = [a,b] X [¢,d] como el subconjunto de R?* que se
representa geométricamente como:

(R, 7)
d i ——
C [ I,
| |
| |
£ 1 (R, 75)
a b
También es semiabierto porque existe un subconjunto U = la,b) X [¢,d),
abierto en R?, representado por:
(R, 7)
d4-- -W
T [
! I
| |
: f (R, 75)
a b

tal que U C A C U, siendo U = [a,b] x [c, d].

Ejemplo 2.5. Sean X = R?, 7 = (R, 7,) x (R, 7,). Tomemos el conjunto
A= {(x,y) eER? |22 +y*> <r, re(0 oo)} U {(&, b)} como el subconjunto
de R? que se representa geométricamente como:

(R, 7.)
1O
C:L R,7)




y es claro que es semiabierto ya que existe un subconjunto abierto en R? dado
por U= {(z,y) e R? | 2* +y* <7, r € (0,00)} y que se representa:

o

(R, 7,)

(R, 7,)

de modo que U C A C U, siendo U = {(z,y) € R* | 2?+y> <r, r € (0,00) }.

Hasta ahora se han mostrado ejemplos en los cuales los subconjuntos de
un espacio topolégico no son abiertos pero que cumplen la caracteristica de
ser semiabiertos en cada una de las topologias mostradas respectivamente.

El siguiente teorema caracteriza a los conjuntos semiabiertos.

Teorema 2.1. Un subconjunto A en un espacio topolégico X es semiabierto
st y solo si A C intA.

Demostracién. =)Si A es semiabierto entonces U C A C U para algiin
abierto U en X. Ahora, como U = intU C intA se tiene que U C intA
entonces A C U C intA.

<) La prueba es inmediata tomando U = intA. A

El teorema anterior da lugar a las siguientes observaciones:

» (R, 7,), A = [a,b] es semiabierto ya que intA = (a,b) y intA = |a, b
luego A C intA.

= En general, si A es cerrado y semiabierto entonces A = intA.

Ejemplo 2.6. Sean X = (R,7,), A = (0,1) U {2}. En este caso A no es
abierto en R ya que 2 es un punto aislado, A no es semiabierto en R ya que
A € intA siendo intA = [0,1].
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El siguiente teorema enuncia una propiedad de los conjuntos semiabiertos
la cual indica que la unién arbitraria de semiabiertos es siempre semiabierta.

Teorema 2.2. Sea {A,} una coleccion de conjuntos semiabiertos en un
espacio topologico X entonces |, 4 Aa €5 semiabierto.

Demostracién. Para cada o € A se tiene un U, abierto en X tal que
U, C Ay C U, (por ser A, semiabierto), esto implica que:

UUecJAcUTc U,

acA acA acA acA

tomando U = J,c 4 Ua que es abierto en X, se cumple la definicion. W

Ejemplo 2.7. Sea F, = (1 1}, n € N. Cada F,, es semiabierto entonces se

tiene que |0, Fr, = U2, (2, 1] = (0,1] es semiabierto

El anterior ejemplo muestra que la unién de semiabiertos es semiabierta,
ahora se puede observar que la interseccion finita de semiabiertos no
necesariamente es semiabierta.

Ejemplo 2.8. Sean X = (R? 7,) y los subconjuntos de R? dados de la
siguiente manera: A = (0,1] x (0,1] y B = [1,2) x [1,2).

Luego AN B puede representarse geométricamente por:
2 ' \gi

A\

(1,1)

13



y es claro que AN B = (1,1) € R% Ahora, como int(1,1) = 0 entonces
int(1,1) = 0 = 0 que indica que (1,1) € int(1,1) y con esto se obtiene que
AN B no es semiabierto.

Maés aun, la interseccion infinita de conjuntos semiabiertos no tiene que
ser semiabierta como se puede observar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.9. Sea B = {(%,%] 'n € Z+} una coleccion de conjuntos
semiabiertos cuya interseccion no es semiabierta porque (oo, (=2, 2] = {0}
y el dnico conjunto contenido en {0} es el conjunto vacio luego no seria

posible que O € {0} C 0 y de esta manera (2, (=, 2] no es semiabierta.

n'n

Ejemplo 2.10. Sean X = {a,b,c}, 7 = {0, X, {a},{b},{a,b}} y A= {a,c}
y B = {b, c} semiabiertos, entonces AN B = {c} no es semiabierto porque el
tinico abierto en X contenido en {c} es ) y no es posible que O C {c} C 0.

Teorema 2.3. Sea A semiabierto en el espacio topoldgico X y A C B C A.
Entonces B es semuabierto.

Demostracién. Como A es semiabierto entonces U C A C U para algin
abierto U en X, y como A C B se tiene que U C B. Ahora A C A, ademés
A C Uluego A C Uy se tiene que B C A asi B C U. De esta manera
U C B C U para algin abierto U en X, entonces B es semiabierto. W

La siguiente proposicion nos indica que todo abierto es semiabierto.

Proposicién 2.1. Si U es abierto en X, entonces U es semiabierto en X.

Demostracién. Como U es abierto en X entonces U = intU por lo tanto
U = intU y como U C U se tiene que U C intU (Teorema 2.1) y asi, U es
semiabierto en X. W

El reciproco de la anterior proposicién es claramente falso, para precisar
esto se presentan los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 2.11. Sean X = {a,b,c}, y 7 una topologia en X considerada
como 7 = {X,0,{a}, {b},{a,b}} y A= {b,c}, entonces A es semiabierto en
X pero A no es abierto en X.

Ejemplo 2.12. La interseccion de semiabiertos no necesariamente es abier-
ta. Si se toma X = {a,b,c}, 7 = {0, X, {a}, {b},{a,b}} con A = {a,c} y

B = {b,c} semiabiertos, implicard que AN B = {c} no es abierto en X.

Es preciso considerar que en general el complemento de un conjunto
semiabierto no es semiabierto.

Ejemplo 2.13. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X,0,{a}, {b},{a,b}}, A= {b.c}
por la Proposicion 2.2 como A es abierto entonces A es semiabierto pero el
complemento de A no es semiabierto puesto que X — {a,b} = {c} y el dnico
conjunto abierto contenido en {c} es vacio y nuevamente en este caso se
tendria que O C {c} C 0.

Definiciéon 2.2. Sea X wun espacio topologico entonces el conjunto
U ={U C X | U : semiabierto}, es el conjunto de todos los semiabiertos

de X.

Otras caracteristicas que relacionan los conjuntos abiertos con los con-
juntos semiabiertos son las siguientes.

Teorema 2.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces:

i) T C U
ii) Para A€y A C B C A entonces B € .

Demostracién. i) Todo abierto en X es semiabierto en X luego se cumple
que 7 C L.

ii) Esta prueba es consecuencia directa del Teorema 2.3. W
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Teorema 2.5. Sea B = {B,} una coleccion de conjuntos en X tal que:

i) T CB.
ii) Si B€ By B CDC B, entonces D € B.

Luego 3 C B.

Demostracién. Sea A €  entonces U C A C U para algin U € 7 por lo
tanto U € By asi, 7 C By como U € B se tiene que U C A C U entonces
A € B luego U C By asi U es la clase mas pequena de conjuntos en X que
satisface i) y 7). W

Asi como en un espacio topolégico un conjunto abierto es abierto en todo
subespacio, analogamente se tiene lo mismo para los conjuntos semiabiertos.

Teorema 2.6. sea A C Y C X donde X es un espacio topologico y Y
es un subespacio topoldgico de X, si A es semiabierto en X entonces A es
semiabierto en Y .

Demostracién. Como A un conjunto semiabierto en X entonces
U C A C U para algiin abierto U en X y se tiene que A C Y luego U C Y,
es evidente que U = UNY C ACY CcYNU,esdecir, U c AcCU
considerando ahora a U como la clausura de U en Y puesto que U = U NY

en otras palabras, U es un abierto en Y y por lo tanto A es semiabierto
enY. N

Notemos que el reciproco del Teorema 2.6 es falso, es decir, no todo
semiabierto en un subespacio es semiabierto en el espacio, como se muestra
en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.14. Sean X =R, Y = {0} y A = {0}. Entonces A es abierto en
Y ya que A = (=1,1)NY y por la Proposicion 2.2 A es semiabierto en Y
pero A no es semiabierto en X porque el inico abierto contenido en {0} es
vacio.
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Ejemplo 2.15. Sean X =R, Y =[0,1)U{2} y A = [0,1] U {2}. En la
topologia de subespacio sobre Y, el conjunto unipuntual {2} es abierto porque
es la interseccion del conjunto abierto en X (%, g) con'Y y por la Proposicion
2.1 A es semiabierto en Y, pero A no es semiabierto en X por el Ejemplo
2.6.

Lema 2.1. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico y B C X,
i) si U es abierto en X, entonces U — U nunca es denso en X.

ii) si B C U — U siendo U — U nunca denso en X, entonces B es nunca
denso en X.

Demostracién. i) Como U es abierto se tiene que U — U = fr(U), se
sabe que fr(U) = fr(U). Aplicando el operador interior a ambos lados
de la igualdad se llega a que int(fr(U)) = int(fr(U)) = 0 luego fr(U)
es nunca denso vy asf U — U es nunca denso.

ii) Supongamos que B es denso en X entonces B =X y B C U — U luego
B Cc U—U por lo tanto X C U — U de esta manera intX C intU — U
pero intU — U = y asi X C () luego B es nunca denso en X. W

Este lema nos permite probar los siguientes teoremas.

Teorema 2.7. Sea A semiabierto en X, donde X es un espacio topoldgico.
Entonces A =U U B donde:

i) Uer,
i) UNB =10,

i11) B es nunca denso.

Demostracién. Como A es semiabierto en X entonces U C A C U para
algtin U abierto en X, pero A = UU (A —U). Si B = A — U entonces
BcC(U—-U)yaque ACU yporel Lema 2.1 B es nunca denso. W
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Teorema 2.8. Sea X un espacio topoldgico y A= U U B donde:

i) U es abierto y no vacio.
ii) A es conexo.

i) B' =0, donde B’ es el derivado del conjunto B.

Entonces A es semiabierto en X.

Demostracién. Si se toma U = V el abierto en X, y A = V UB
entonces V C Ay V C V veamos que B C V. Supongamos que B ¢ V y sea
B = BiUBydonde B C Vy By, C (X—V), con B, # 0, pero
A= (VUB))UBydonde VUB; #0pori)yBy,C B =0, B,Ccly
E = By U By = By asi By es cerrado por i) también se sabe que V' U By
y By son disjuntos (B; C V y By C (X —V)) y por lo tanto V U By y By
constituyen una separacion para A, esto es contradictorio ya que por i) A
es conexo luego A es semiabierto en X. W

En general, las componentes de conjuntos semiabiertos no son conjuntos
semiabiertos.

Ejemplo 2.16. Sea X =R y A={0} U (3,1) U (3,3) U... (5%
semiabierto porque eziste (0,1) € 7, el cual cumple que (0 1) C
{0} es una componente de A pero {0} no es semiabierto en X.

%)Aes
C[0,1] y

Ejemplo 2.17. Sean X = R?, con la topologia 7 = (R,7,) x (R,7,) ¥
A={zxy|0<zy<1}U{(0,1)}. A es semiabierto en R* (por ser
abierto) y se tiene que (0,1) es una componente de R? pero {(0,1)} no es
semiabierto en R? ya que el tinico conjunto abierto en R? que estd contenido
n (0,1) es vacio.

Teorema 2.9. Sea f : X — X* continua y abierta donde X y X* son
espacios topoldgicos. St A es semiabierto en X entonces f(A) es semiabierto
en X*.
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Demostracién. Sea A = U U B donde U es abierto y B C (U — U)
(Teorema 2.7), entonces como A es semiabierto en X y f es abierta, se

tiene que f(U) C f(A) = f(U)Uf(B) C f(U)UF(U) C fU)UF(U) = f(U)

por lo tanto f(U) C f(A) C f(U)y f(U) es abierto en X*. Luego f(A) es
semiabierto en X*. W

En el teorema anterior la condicion que f sea abierta es esencial, por
ejemplo: sean X y X* ambos el espacio de las reales y f : X — X™* definida
como f(z) =1 para todo x € X entonces X es semiabierto en X pero f(x)
no es semiabierto en X* porque O C {f(z)} ¢ 0.

Ejemplo 2.18. Sea X = (0,1] y X* = (0,1] y f definida f(z) = % para todo

x € X. Ahora X es semiabierto, pero es claro que f(x) no es semiabierto

porque O C {f(z)} = {3} € 0.
Si B = {B,} es una coleccién de subconjuntos de un espacio topolégico

X, en adelante se denotard a la familia {intB,} por intB.

A través de esta coleccion de conjuntos se puede establecer una relacion
entre la topologia de un espacio cualquiera y los conjuntos semiabiertos de
este mismo.

Lema 2.2. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico. Entonces T = int il.

Demostracion. Sea U € 7 un abierto. Entonces U es semiabierto en X y
como U = intU, se tiene que U € wntil. Reciprocamente, sea U € intiU
entonces U = intA para algin A semiabiertoen X yasiU e7. R

Teorema 2.10. Sean 7 y 7* dos topologias para X.
i) Si (X, 7) C U(X,7*) entonces 7 C 7*.
i) Si (X, 7)=4U(X,7*) entonces 7 = 7*.

Demostracién. i) Por el Lema 2.2 se tiene que 7 = intd(X,7) y
™ =int U (X, 7*) y por hipétesis 4 (X, 7) C U(X,7") esto es 7 C 7"
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ii) La prueba es inmediata utilizando la parte i). W
El reciproco de este teorema es falso, como ilustracién se tiene:

Ejemplo 2.19. Sean X el conjunto de los reales, T y T* topologias
generadas respectivamente por conjuntos de la forma (x,y) y [z,y) conz < y.
Entonces 7 C 7 pero (X, 1) € U (X, ) puesto que (z,y] € U(X,T), pero
(z,y] ¢ U(X,77).

Ejemplo 2.20. Sean X = R2, 7, la topologia usual de los rectdngulos
abiertos en R? y 7, la topologia de Sorgenfrey, las cuales son topologias
generadas respectivamente por conjuntos cuya representacion geométrica es

de la forma:

entonces 7, C T pero U(X,7,) € U(X,7,) puesto que el conjunto
representado por:

D)

pertenece a 4 (X, 1,) pero no pertenece a (X, 7y).

Teorema 2.11. Sean X; y Xy espacios topologicos, X = X1 x Xo con la
topologia producto. Si Ay es semiabierto en X, y Ay es semiabierto en Xo
entonces Ay X As es semiabierto en X7 X Xs.

Demostraciéil. Por el Teorema 2.7 sea A; = U; U B; donde U; es abierto
en X;y B, CU; —U; parai=1,2,...n. Claramente se deduce que:
Al X AQ = (Ul UBl) X (UQ UBQ)
= (Ul X UQ) U (Bl X Ug) U (Ul X Bz) U (Bl X BQ)
= ((Ul X UQ) U (Bl X Ug) U (U1 X BQ) U (Bl X Bg)) C Ul X Ug.
Pero U; x Uy = Uy x Uy luego Ay x Ay C Uy x Us, en donde Uy y U,

son la adherencia de U; y Us en los espacios X; y X, respectivamente. Asi,
(U1XU2)CA1><A2CU1XU2. [ |
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Notemos que si cada A; es semiabierto en X; entonces A; x Ay no tiene
que ser abierto en X; x X5 como se presenta a continuacion.

Ejemplo 2.21. Sea A={(z,y) |0<z<1,0<y<1}U{(1,1)}.

A es semiabierto en (R?) ya que

Ll

y claramente A no se puede expresar como la union de conjuntos de la forma

Al X AQ.

2.2. Conjuntos Semicerrados

En la topologia general se ha trabajado fundamentalmente con los
conjuntos abiertos y cerrados para formalizar conceptos topoldgicos, pero
una nueva clase de conjuntos conocidos como semiabiertos y semicerrados
han dado nuevas ideas para estudiar los conceptos ya mencionados, en la
seccion anterior se presentaron propiedades, ejemplos interesantes de los
conjuntos semiabiertos y su relacién con los conjuntos abiertos; ahora en esta
seccion se presenta las propiedades de los conjuntos semicerrados
analogas a los conjuntos semiabiertos y su relaciéon con los conjuntos
cerrados.

Definicién 2.3. Un conjunto A en wun espacio topoldgico (X,T) es
semicerrado si solo st X — A es semiabierto.
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De acuerdo a esta definicién se presentan algunos ejemplos de conjuntos
semicerrados.

Ejemplo 2.22. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X,0,{a}, {0}, {a,b}}, A = {b}.
Entonces X — A = {a,c} es semiabierto en X ya que existe un abierto
U={a} tal que U C (X — A) C X luego A = {b} es semicerrado.

Ejemplo 2.23. Sean X = (R,7,), A = [0,1). Claramente el complemento
del congunto A dado por X — A = (—00,0] U [1,00) es semiabierto, ya que
existe un congunto U abierto en R dado por U = (—00,0) U (1,00) que
satisface (—oo,0)U(1,00) C X —A C (—00,0]U[1,00), y asi A es semicerrado
en R.

El siguiente teorema es una caracterizacion de los conjuntos semicerrados,
andloga a la presentada en el Teorema 2.1 para los conjuntos semiabiertos.

Teorema 2.12. Un subconjunto A en un espacio topologico X es semicerrado
siy solo si (X —A) Cint(X — A).

Demostracién. =-)Se tiene que A es semicerrado en X entonces X — A es
semiabierto en X luego U C X — A C U para algin abierto U respecto a X.
Por lo tanto U = intU C int(X — A) luego U C int(X —A), y X —AcCU
entonces (X — A) C int(X — A).

<) Como int(X—A) C (X—A) C int(X — A) entonces X — A es semiabierto

en X y por lo tanto A es semicerrado en X. W

Es importante tener en cuenta que la contenencia (X — A) C int(X — A)
también se puede denotar como (intAc)¢ C A.

Proposicién 2.2. Si A es cerrado en X, entonces A es semicerrado en X .

Demostracién. Como A es cerrado en X entonces X — A es abierto en
X luego X — A es semiabierto en X (Proposicion 2.1). Por lo tanto A es
semicerradoen X. W
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Los conjuntos semicerrados no tienen que ser cerrados.

Ejemplo 2.24. Sean X = {a,b,c,d}, 7 ={0, X, {a,b},{c,d},{a,b,c}, {c}}
y A = {bd} entonces X — A = {a,c}, existe U = {c} tal que
{c} c {a,c} C X de esta forma X — A es semiabierto y asi A es semicerrado
pero A no es cerrado.

De la seccién anterior se observé que la union arbitraria de semiabiertos
es semiabierta, veamos qué relacion tiene con los conjuntos semicerrados.

Teorema 2.13. Sea {A,} una coleccion de conjuntos semicerrados en un
espacio X entonces [),c4 Aa €s semicerrado.

Demostracién. Dada una coleccién de conjunto semicerrados { A, }aca en
X
se obtiene aplicando las leyes de De Morgan que

X— (4= {J&x-A4,).

acA acA

Puesto que los conjuntos X — A, son semiabiertos, se deduce que el conjunto
Upea(X —Ay) es una union arbitraria de conjuntos semiabiertos, que por el
Teorema 2.2 es semiabierta, asi X — (), .4 Aa es semiabierto y (1,4 Aa €3
semicerrado en X. W

La unién finita de semicerrados no necesariamente es semicerrada, mas
precisamente se tiene

Ejemplo 2.25. Sean X = {a,b,c,d}, 7 ={0, X, {a,b},{c,d},{a,b,c},{c}}
y A ={b,d} semicerrado entonces X — A = {a,c} y existe U = {c} tal que
{c} C{a,c} C X de esta forma X — A es semiabierto y asi A es semicerrado.
Por otro lado, sea B = {c,d} semicerrado ya que X — B = {a,b} este es
abierto en X lo que implica que X — A es semiabierto y asi B es semicerrado.

Ahora, AU B = {b,c,d} entonces X — (AU B) = {a} y el tinico abierto
contenido en {a} es vacio y como O = 0 serd imposible que {a} C 0, asi X —
(AU B) no es semiabierto y por definicion AU B no es semicerrado.
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Aligual que en los conjuntos semiabiertos el complemento de un conjunto
semicerrado no necesariamente es semicerrado.

Ejemplo 2.26. Sean X = {a,b,c,d}, 7 ={0, X, {a,b},{c,d},{a,b,c},{c}}
y A es semicerrado entonces X — A = {a,c} luego existe U = {c} tal que
{c} C{a,c} C X de esta forma X — A es semiabierto de esta forma X — A
no es semicerrado.

Definiciéon 2.4. Sea X un espacio topoldgico, entonces el conjunto de todos
los subconjuntos semicerrados en X se denotard por U, mds precisamente se
tiene:

P ={V C X | Ves semicerrado}.

Teorema 2.14. Sea A semicerrado en X. Si X —Ac X —B cC X — A
entonces B es semicerrado en X.

Demostraciéon. Sea A semicerrado en X, entonces X — A es semiabierto,
de modo que U € X — A C U para algin U abierto en X. Ahora, como
U C X — A por propiedades de adherencia U € X — Aluego X —A C X — B
y se tiene que U C X — B con U C U C X — B entonces U C X — B. Por
otrolado X ~BC X — Ay X — AC U y se obtiene que X — B C U, asf se
cumple U C X — B C U, luego X — B es semiabierto en X y por lo tanto B
es semicerrado en X. W

Teorema 2.15. Sea U un conjunto cerrado en (X, 7), entonces
i) UCD
ii) Para A€ U ycon X —AC X — BC X — A entonces B €0

Demostracién. i) La prueba es consecuencia de la Proposicion 2.2 todo
cerrado es semicerrado en X.

i1) La prueba es inmediata por el Teorema 2.14. B
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Teorema 2.16. Sea ® = {D,} una coleccion de conjuntos en X y U un
conjunto cerrado en X tal que

i) Ue®.
i) SiIA€c®yX -ACX—-BCX — A entonces BED.

Entonces ¥ C 9.

Demostracién. Sea B semicerrado en X, entonces U C X — B C U para
algin U abierto en X, como U es cerrado por lo tanto U € ®. Ahora,
U C X — B entonces BC X —U y ademds X — B C U por lo tanto
X —UCByasiseobticneque X —=UCBCX—-UluegoU€e®. N

Asi, U es la mayor clase de conjuntos en X que satisface i) y ii).

Al igual que un semiabierto en un espacio topolégico es semiabierto en
cualquier subespacio de este mismo, se tiene también que todo semicerrado
cumple esta propiedad topoldgica.

Teorema 2.17. Sea A C Y C X donde X es un espacio topoldgico y Y es
un subespacio de X. Si A es semicerrado en X, entonces A es semicerrado
enY.

Demostracion. Como A es semicerrado en X, entonces X — A es
semiabierto en X, luego U C X — A C U para algtin U abierto en X. Ahora,
como X — A C U se tiene que X —U C A, ademés, ACY yasi X -U CY
entonces Y — A C U. Porotrolado U € X —Ay X — A CY — A luego
U CY — A. Con esto se obtiene que Y — A es semiabiertoen Y. M

Teorema 2.18. Sea A semicerrado en X, donde X es un espacio topolégico.
Entonces A =U N B donde

i) U es cerrado.
ii) UU B =.
iii) B nunca es denso.
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Demostraciéon. Sea A semicerrado en X entonces X — A es un conjunto
semiabierto en X. Como X — U es abierto en X se obtiene que
X-UcCcX-AcCcX-UperoA=UNA-UysiB=A-U
entonces B C X —U — X — U y asi B nunca es denso por el Lema 2.1
y se obtiene que A = U N B; de esta manera i) y i) se cumplen. W

Analogamente a los conjuntos semiabiertos el siguiente teorema se cumple
para los conjuntos semicerrados.

Teorema 2.19. Sea f : X — X* continua y cerrada donde X y X* son
espacios topoldgicos. Si A semicerrado en X entonces f(A) es semicerrado
en X*.

Demostracién. Como A es semicerrado entonces por definicion X — A es
semiabierto en X, por el Teorema 2.9 X* — f(A) es semiabierto en X*, luego
por definicién f(A) es semicerrado en X*. N

En adelante, si B = {B,} es una coleccién de subconjuntos de un espacio
topolégico X. Entonces la clausura de B se denotard por B = {B,}.

Lema 2.3. Sean (_X, T) un espacio topoldgico y U un conjunto cerrado en
X. Entonces U =80, donde

P ={V C X | Ves semicerrado}.

Demostracion. Como U es cerrado en X entonces U es semicerrado en X
y como U = U se tiene que U € Y. Reciprocamente, sea U € U entonces
U = A para algin A semicerrado en X y asi U es cerrado. W

Teorema 2.20. Sean 7 y 7" dos topologias para X y U,V dos cerrados en
T y 7" respectivamente.

i) SiUV(X,7) CV(X,7") entonces U C V.
it) SiV(X, 1) =V(X,7*) entonces U = V.
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Demostracién. i)Por el Lema 2.20 se tiene que U = U(X,7) y
V = (X, 7*) y por hipétesis B(X,7) C V(X,7*) entonces U C V y de
esta manera la prueba es inmediata.

ii) La demostracion es consecuencia del Lema 2.3 y del Teorema 2.20 parte
i). A

Teorema 2.21. Sean X; y Xy espacios topoldogicos, X = X1 X X5 con la
topologia producto. Si Ay es semicerrado en Xi y As semicerrado en Xo
entonces Ay X Ay es semicerrado en X1 x Xs.

Demostracién. Sea A; = U; U B; donde U; es abiertoen X; v B; C U; — U;
para i = 1,2,...n. Claramente se deduce que:

(X1XX2)—(A1XA2):X1XXQ—UlLJBlXUQUBQ
:X1XXQ—U1XU2U31XU2UU1XBQU31XBQ.

De ahi se tiene que (X7 x X3) — (A; X As) es semiabierto en (X; x X3) por lo
tanto Ay X As es semicerrado en X7 x X, pero Uy x Us es abierto en X7 x X,
y por lo tanto se obtiene:

((Ul X UQ)U(Bl X UQ)U(Ul XBQ)U(Bl X BQ)) CUl XUQZU]_ X U2

en donde U, y U, son la adherencia de U, y Us en los espacios X; y Xo
respectivamente. Asi U; x Uy C A} X Ay C Uy x Uy y con esto se concluye
que A; X Ay es semicerrado en X7 x X5, W
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CAPITULO

3

Semicontinuidad

3.1. Funciones Semicontinuas

En la topologia clasica las funciones semicontinuas se definen como
funciones semicontinuas inferiormente y superiormente, como se pudo
observar en el capitulo 1 segun la definicion 1.11. En este capitulo se
desarrollard la definicién de una manera diferente teniendo en cuenta los
conjuntos semiabiertos y una relacién existente entre continuidad y
semicontinuidad.

Definicién 3.1. Sea f : (X,7) — (X*,7%) donde (X,7) y (X*,7°) son
espacios topoldgicos. [ se denomina semicontinua si para U* abierto en X*
entonces f~H(U*) es semiabierto en X .

La relacion entre continuidad y semicontinuidad viene dada en la siguiente
forma.

Proposicién 3.1. Sea f : (X,7) — (X*,7%) donde (X,7) y (X*,7) son
espacios topologicos. Si f es continua entonces f es semicontinua.
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Demostracion. Como f es continua se tiene que para todo U* abierto en
X* se cumple que f~'(U*) € 7* y como todo abierto es semiabierto esto
implica que f~!(U*) es semiabierto en X. W

El reciproco de la proposicion anterior es falso y esto se puede ilustrar de
la siguiente manera.

Ejemplo 3.1. Sean X = X*=[0,1] CR y f: X — X* definida como:

Geométricamente:

o

Ahora, f es semicontinua porque si se tiene U € |0, 1] entonces

0 s1
[

(3,1) s
[0,1]  si

0,1¢U
leU y 0¢U
1¢U y 0e€U
0,1€0,1]

la preimagen de U es semiabierta en R, pero no es continua porque intervalo

abierto [O, %] no es abierto en R.
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Teorema 3.1. Sea f : X — X* donde (X,7), (X*,7%) son espacios
topolégicos, A C X, entonces [ es semicontinua si y solo si para f(p) € U*
donde U* es abierto en X* existe un A semiabierto en X tal que p € A y

F(A) c U™

Demostracién. Supongamos que f es semicontinua y sea U* abierto en
X*, p € fHU*) entonces f(p) € U* y asi existe un A semiabierto en
X tal que p € A, y f(4,) € U* por lo tanto p € A, C fHU*) y
FHU") = Upe g1y Ap luego por el Teorema 2.2, f~(U*) es abierto en X.

Reciprocamente, Sea f(p) € U* luego p € f~1(U*) es semiabierto en (X)
puesto que f es semicontinua se tiene que A = f~1(U*) entonces p € Ay
fA)cu*. N

Teorema 3.2. Sea f; : X; — X;* funciones semicontinuas para i = 1,2.
Si f: X1 x Xo — X{ x X3 definida como f(a,b) = (fi(a), f2(b))) entonces
[ (X, Xo) — (XT,X5) es semicontinua.

Demostracién. Sea (U] x Uy) C X} x X5 donde U} es abierto en X/ para
i = 1,2, Entonces f~}(Uf xU3) = f ' (UF) x f3 (U3) pero f;1(U7) v f3 ' (U3)
son semiabiertos en X; y en X, respectivamente. Asi, f{ 1 (U;) x f5 ' (Us) son
semiabiertos en (X; x X3) debido al Teorema 2.11. Por otro lado, si U* es
cualquier abierto en (X7 x X3) entonces f~'(U*) = f~'(JU;) donde U}
es de la forma (U} x U}). Por consiguiente f~1(U*) = | f~1(U,) el cual es
semiabierto por el Teorema 2.2 por lo tanto f~1(U*) es semiabierto. M

Teorema 3.3. Sea X, X1, Xy espacios topolégicos, h : X — X; x Xy una
funcion semicontinua en donde h(x) = (x1,22) y fi : X — X, definida como
filz) = x; para x € X. Entonces f; : X — X; es semicontinua para i =1,2.

Demostracién. Como U; es abierto en X; entonces U; x X; es abierto en
Xi x X; y h™}(U; x X;) es semiabierto en X pero f~H(U;) = hH(U; x X;) y
asi f; : X — X, es semicontinua. W
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El reciproco del anterior teorema es falso como se presenta a continuacién.

Ejemplo 3.2. Sean X = X; =X =[0,1]CR, f1 : X - X9y fo: X — X,
definidas como:

Claramente f; : X — X; es una funcion semicontinua para v = 1,2 pero
h(z) = (fl(x),fg(:c)) no es semicontinua ya que para el conjunto S%(l,O)
abierto en (X1 x X3) se tiene que h_l(S%(l,O)) = {1} no es semiabierto
en X. El conjunto denotado por S%(l, 0) representa la vecindad esférica con

centro en (1,0) y radio 1.

Es evidente que el limite de una sucesion de funciones semicontinuas no
es semicontinua como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Sean X = X* =[0,1] C Ry f, : X — X* definida como
folz) = 2™ paran € N, n > 1, el limite de {f,}, n € Nes fo : X — X*
donde:

Jo(z) =

1 st x=1

{0 si0<z<l

pero fo no es semicontinua, por ejemplo para el conjunto (%, 1} abierto en

X* se tiene que fo_l(%, 1} = {1} es un conjunto que no es semiabierto en X,
luego fo mo es semicontinua.

Para espacios métricos se tiene que:

Teorema 3.4. Sea f, : (M,d) — (M*,d*), una funcidn semicontinua para
n € N, n > 1, en donde (M,d) y (M*,d*) son espacios métricos y sea
fo : M — M* el limite uniforme de {f,}. Entonces fo : M — M* es
semicontinua.
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Demostracién. Sea fy(z) € U* entonces fo(z) € Si(fo(z)) C U* para
algiin n > 0. Existe entonces un n* € N tal que d*(f;(y), fo(y)) < 5 para
todo y € M, luego d*(f;(x)), folz) < % y ast fi(z) € S% (fo(z)) c U*, por
lo tanto f es semicontinua y por el Teorema 3.1. existe un A un semiabierto
tal que z € Ay f*(A) C S*% (fo(z)). La prueba se completa mostrando que

fo(A) C U*, esto es; si Y € A entonces:

d*(fo(y), fo(x)) < d*(fr(y), fo(x)) +d*(fi(y), fo(x))
<3+3

y de esta manera, fo(A) C Sk (fo(z)) cU*. N

En la siguiente proposicién se da una relacion entre las funciones
semicontinuas con los conjuntos semicerrados.

Proposicién 3.2. Sea f: X — X*, una funcion semicontinua con X y X*
espacios topoldgicos. Si U* es cerrado en X* entonces f~1(U*) es semicerrado
en X.

Demostracién. Como U* es cerrado en X* entonces X* — U* es abierto en
X* luego f~H(X* —U*) = X — f~1(U*) es semiabierto en X y como f es
semicontinua se concluye que f~'(U*) es semicerrado en X. W

Teorema 3.5. Sea f : X — X* donde (X,7) y (X*,7%) son espacios
topolégicos, A C X, entonces f es semicontinua si y solo si f(p) € U*
donde U* es cerrado en X* existe un A semicerrado en X tal que p € A y

f(A) C U*.

Demostracién. <) Sea U* cerrado en X* y p € f~}(U*) entonces
f(p) € U* y asf existe un A, semicerrado en X tal que p € A,y f(A,) C U*
por lo tanto p € A, C f~H(U*) y f71(U*) = Nye 1w+ Ap luego por la
Proposicion 3.2, f~1(U*) es semicerrado en X .

pe f~

=) Sea f(p) € U* luego p € f~H(U*) es semicerrado en X puesto que f es
semicontinua se tiene que A = f~1(U*) entoncesp e Ay f(A)cU*. N
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CAPITULO

4

Conjuntos a-Semiabiertos y
a-Semicerrados

Recordando que la clausura se puede definir como un operador (funcién)
segiin Kuratowski [12], de partes de X en partes de X tales que:

1. 0=0.
2. Para todo A: A C A.

3. Para todo A: (A) = A.
4. Para todo A, B: AUB = AU B,
se puede generalizar la nocién de semiabierto usando operadores de la sigu-

iente forma:

Definicién 4.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una funcion o de P(X)
en P(X) se dice que es un operador asociado con T si para todo U € T
se tiene que U C a(U), donde P(X) denota la familia de partes del conjunto
X.

33



Ejemplo 4.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Entonces las funciones
a:P(X)— P(X)y@B3:P(X)— P(X) dadas por a(A) = A y B(A) = A
para todo A € P(X), son operadores asociados a T y se denominan identidad
y clausura respectivamente.

Ejemplo 4.2. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X,0,{a}, {b},{a,b}}, v
a: P(X)— P(X), dado por a(A) = X — fr(A) y definido como:

a<A):{X sz:AE{@,X},
{a,b} si A¢ {0, X},

es un operador asociado a T.

Ejemplo 4.3. Sean X =R, con la topologia usual y o : P(R) — P(R) dado
por:

A si A=X,
a(A)=q¢A s A¢ {0, X},
{1} st A=0,

es un operador asociado a la topologia usual de R.

Ejemplo 4.4. Sean (X, 7T) un espacio topolégico y a : P(X) — P(X) un
operador asociado a 7. Si se tiene U C X con U no vacio pero fijo, entonces
B : P(X) — P(X) dado por f(A) = a(A) UU para todo A € P(X) es un
operador asociado a T distinto de .

Ejemplo 4.5. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y a : P(X) — P(X) un
operador asociado a T definido como a(A) = intA, a no es un operador
asociado a T sobre X ya que en general A € int(A).

De la definicion de operador y de las definiciones de conjunto
semiabierto y conjunto semicerrado se obtienen las definiciones de conjuntos
a-Semiabiertos y a-Semicerrados.
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Definicién 4.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y a un operador asociado
a1 y A un subconjunto de X.

i) A es a-Semiabierto, si existe un conjunto abierto U € 7 tal que
UCACa).

it) A es a-Semicerrado, si el complemento de A es un conjunto
a-Semiabierto.

Se debe tener en cuenta que a partir de las definiciones anteriores, se
generaliza las nociones de conjunto semiabierto y semicerrado dada en el
primer capitulo, en el sentido que los conjuntos semiabiertos segin Levine son
conjuntos clausura semiabiertos.

A continuaciéon se tienen algunas observaciones, segun el operador
asociado a una topologia.

Cuando el operador « es la identidad se tiene que existe un U € 7 tal
que:
UCACaU)=U

y por lo tanto los conjuntos identidad semiabiertos son justamente los
conjuntos abiertos.

Andlogamente para los conjuntos a-Semicerrados se tiene lo mismo, es
decir, existe U € 7 tal que:

UC(X—A)Cal)=U

y asi, se tiene que los conjuntos identidad semicerrados son claramente los
conjuntos cerrados. Ademds las siguientes proposiciones muestran que los
conjuntos abiertos son a-Semiabiertos y que los conjuntos cerrados son
a-Semicerrados.

Proposiciéon 4.1. Sean (X,7) un espacio topolégico y « un operador
asociado a T.

i) Si A es abierto en X entonces A es a-Semiabierto.

ii) Si A es cerrado en X entonces A es a-Semicerrado.
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Demostracién. i) Como A es abierto entonces existe U € 7 tal que
U C A. Ahora, para A =Usetieneque AC Uyasi, UCACaU)=U
luego A es a-Semiabierto.

ii) Como A es cerrado, X — A es abierto luego existe U € 7 tal que
U C (X — A). Ahora, para U = X — A se tiene que (X — A) C U
por lo tanto U C (X — A) C U C «o(U) luego X — A es a-Semicerrado
y asi, A es a-Semicerrado. W

Segin la nociéon de operador y a-Semiabierto se da la siguiente
definicion.

Definicién 4.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y a un operador asociado
a 7. Se dice que un subconjunto A de X es una a-Semivecindad de un punto
x € X, si eriste U a-semiabierto tal que x € U C A.

Obsérvese que esta definicién generaliza la nocién actual de vecindad de
un punto, ya que cuando « es el operador identidad ésta coincide con la
definicién de vecindad. De esta manera, si (X, 7) es un espacio topoldgico y
a es el operador identidad y A es una a-Vecindad de un punto x € X se
llega a que U es a-Semiabierto, con lo cual, U C U C a(U) = U para algin
U € 7, asi, U es abierto en 7 y satisface que x € U C A y de esta forma A
es una vecindad de x.

Los siguientes ejemplos ilustran ciertas situaciones de interés en los
conjuntos a-Semiabiertos.

Ejemplo 4.6. 5i X = {a,b,c}, 7 = {X,0,{a},{b},{a,b}}, B ={a,c}y
a un operador clausura asociado a T, entonces B = {b,c} es a-Semiabierto
pues {a} C A C a({a}) = ({a}) = X pero A no es abierto en X.

Con este ejemplo se ha mostrado que no todos los conjuntos a-Semiabiertos
en un espacio topolégico son abiertos en este mismo.

Ejemplo 4.7. Con respecto al operador descrito en el FEjemplo 4.2,
observe que o)) = X luego P(X) es un o — semiabierto de X. En este
caso A = {a,c} y A = {b,c} son a — semiabiertos de X debido a que
PCACad)=X y0 CBCad)=X pero ANB={c} ¢r.
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Asi, la interseccién de conjuntos o — Semiabiertos no es abierta, pero si
es semiabierta pues, ) C {c} C (D) = X.

En general la interseccién arbitraria de una familia de conjuntos
a-Semiabiertos no necesariamente es a-Semiabierta como se puede observar
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.8. Si se toma de referencia el Ejemplo 4.3, se puede observar que
{(_71, %) 'n € Z*} es una coleccion de conjuntos abiertos cuya interseccion
no es a-Semiabierta pues,

~N/-11
= Z) =10
n=1
y el inico conjunto abierto contenido en {0} es el conjunto vacio, luego si {0}

es a-Semiabierto en R entonces ) C {0} C a(0) = {1}, lo cual es imposible.

s oe] -1 1 . .
Ast, ol (52, 1) no es a-Semiabierto en R.

Ejemplo 4.9. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X,(Z),{a},{b},{a,b}}, y a es el
operador clausura asociado a 7. Por el Ejemplo 8.5, A = {a, c} es un conjunto
a-Semiabierto en X y B = {b,c} es a-Semiabierto en X debido a que

{b} € B C a({b}) = ({b}) = X pero AN B = {c} no es a-Semiabierto
en X pues ) C ANB C o) = 0 =0 y esto es imposible. De esta manera
se deduce que AN B no es a-Semiabierto en X.

En las siguientes definiciones se introducen propiedades de un operador
asociado a una topologia las cuales implican consecuencias muy 1tiles.

Definicién 4.4. Sean (X, 7T) un espacio topoldgico y a un operador asociado
a 7. Se dice que:

i) a es un operador estrella si satisface que para todo par U,V de
conjuntos abiertos en T se tiene que a(U)NV C a(UNV).

i) a es un operador mondtono si satisface que para todo par U,V de
conguntos abiertos en T con U C V' entonces a(U) C a(V).

Del Ejemplo 4.4 se pueden establecer las siguientes observaciones:
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1. Si el operador v es monodtono entonces el operador § es mondtono.

2. Como a es monétono para todo par U, O de conjuntos abiertos en 7
tales que U C O entonces o(U) C a(O) luego B es mondtono pues
BU)=a(U)UV Ca(O)UV = p(0) asi S(U) C B(O) paraU C Oy
U, O abiertos en X.

3. Nétese que los operadores identidad y clausura son mondtonos y
estrella.

4. El operador identidad es mondtono ya que para todo par U,V de
conjuntos abiertos en 7 con U subconjunto de V se cumple que
a(U) =U CV = a(V). También es estrella pues para cada par U,V
de conjuntos abiertos en 7 se tiene que a(U)NV =UNV = a(UNV).

5. El operador clausura es mondtono ya que para todo par U,V de
conjuntos abiertos en 7 con U subconjunto de V se cumple que
a(U) = U CV = V). Es claro que también es estrella pues para
cada par U,V de conjuntos abiertos en 7 se tiene que a(U)NV = UNV
y a(UNV) = (UNV). Supongamos que x € (UNV) entonces x € U y
x € V luego para todo O abierto en X se tendrd que ONU = (). De este
modox € ONU y x € V porlo tanto x € ONUNV asi, ONUNV # ()
entonces = € (U N'V') que implica que

aU)NV=UNVcCcUnNnvcUnV.

6. El operador « definido por a(V) = X — fr(V) para V € 7, es estrella
y no es mondtono ya que U = (), V = {a,b} con U C V es decir
0 C {a,b} pero a(P) = X y es claro que X ¢ {a,b} = a({a,b}).

Ejemplo 4.10. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X,0,{a},{b},{a,b},{a,c}}, y B el
operador definido como sigue:

_JA sibg A
6(A)_{Z sibe A

comprobemos que (3 es un operador mondtono. Esto es, sean U,V abiertos
enT conU CV.Sib¢ U entonces S(U)=U CV =3(V) conb¢ V. Por
otro lado si b € U entonces B(U) =U CV =B(V) conb eV, sib¢ U
yb eV entonces B(U) =U CV CV = B(V). Asi, se puede llegar a que
BU) < V).
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Claramente 3 no es estrella, ya que si se toma V = {a,b} y U = {a,c}
entonces B(UNV) = p({a}) ={a} y B(V)NU = X n{a,c} = {a,c}, luego
{a,c} # {a}.

Observe que segun lo visto en estos dos tultimos ejemplos, la nociéon de
operador estrella y de operador mondtono son nociones diferentes.

Teorema 4.1. Sean (X, T) un espacio topoldgico y o un operador mondtono
asociado a la topologia T. Entonces la union de conjuntos a-Semiabiertos es
a-Semiabierta

Demostracién. Sea {A;};c; una coleccién de conjuntos a-Semiabiertos,
entonces para cada ¢ € [ existe un conjunto abierto U; tal que

Ui CA C a(Ui)-

De aqui se obtiene que (J,c ;Ui € U,c; 4i € U;e; a(U;). Ahora, como o es
mondtono y U; C ;. ; Ui para todo i € I entonces a(U;) C a(U,c; Us) por
lo tanto ;e ; 2(U;) € o(U;e; Us) luego

U U; C UAz' - Oé(U Ui),
iel iel iel

y asi (J,c ; Ui es a-Semiabierto. W

Pero si el operador a no es monoétono la unién de conjuntos
a-Semiabiertos no necesariamente es a-Semiabierta como se puede observar
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.11. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X,0,{a},{b}.{a,b}}, ¥
a: P(X)— P(X), dado por a(A) = X — fr(A) y definido como:

a(A):{X sz:AE{@,X}
{a,b} si A¢ {0, X}

Se tiene A = {c} y B = {b}, el conjunto A es a-Semiabierto pues
0 Cc{c} Cald) =X yB es a-Semiabiertas ya que es abierto, pero AU B no
es a-Semiabierto porque {b} C {b,c} C a({b}) = {a, b} lo cual es imposible.
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Utilizando el hecho de que la union de conjuntos a-Semiabiertos es
a-Semiabierta se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Sean (X, T) un espacio topoldgico y o un operador monétono
asociado a la topologia 7. Un subconjunto H de X es a-Semiabierto si y solo
si H es una a-Semivecindad de cada uno de sus puntos.

Demostracién. Se supone que H es una a-Semivecindad de cada punto
x € H. esto significa que para cada z € H existe U, que es a-semiabierto
en X tal que x € U, C H, y como o es monétono, H = |J, .y U, es
a-semiabierto. Reciprocamente la prueba es inmediata por la definicién de
a-semiabierto. W

Una consecuencia inmediata de la Definicion 4.2 y del Teorema 4.1 se
resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2. Sean (X,7) un espacio topoldgico y o« un operador
mondtono asociado a la topologia T, entonces la interseccion de conjuntos
a-Semicerrados es a-Semicerrada.

Demostracién. Sea {A;}ic; una coleccion de conjuntos a-Semicerrados,
entonces aplicando las leyes de De Morgan se tiene que:

el el

Puesto que X — A; son a-Semiabiertos, entonces  J,. ;(X —A4;) por el Teorema
4.1 es a-Semiabierta luego X — (), ; A; es a-Semiabierto y por consiguiente
Nic; Ai es a-Semicerrada. W

Si @ no es mondtono la interseccion de conjuntos a-Semicerrados en
general no es a-Semicerrada. Para ilustrar esto, se tiene el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.12. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X, 0,{a},{b},{a, b}}, y
a: P(X)— P(X), dado por a(A) = X — fr(A) y definido como:

A A) — X si Ae {0, X}
(4) {{a,b} si A¢ {0, X}

Se tiene A = {a,b} y B = {b,c}, X — A = {c} es a-Semiabierto ya que
0 C{c} € ad) = X y X — B = {a} es a-Semiabierto por ser abierto.
Asi, A y B son semicerrados, pero AN B = {b} no es a-Semicerrado ya que
X —(AnB) ={a,c} y {a} C{a,c} S al{a}) = {a,b}.

El siguiente teorema caracteriza a los conjuntos a-Semiabiertos cuando
el operador es mondtono.

Teorema 4.3. Sean (X, T) un espacio topoldgico y o un operador mondtono
asociado a la topologia 7. Un subconjunto A de X es a-Semiabierto en X si
y solo si A C a(intA).

Demostracién. Si A es a-Semiabierto en X, entonces existe U € 7 tal que
UcCACa(U)ycomo U C intA puesto que a es un operador mondtono
entonces a(U) C «(intA). reciprocamente, si A C «a(intA), tomando
U = intA se obtiene que U C A C a(U) y asi A es un conjunto a-Semiabierto
en X. N

Andlogamente se pueden caracterizar los conjuntos a-Semicerrados
cuando el operador es mondétono, teniendo en cuenta que si un subconjunto
A de X es a-Semiabierto se cumple que X — A C X — a(intA).

Teorema 4.4. Sean (X, T) un espacio topoldgico y o un operador mondtono
asociado a la topologia T y A un subconjunto a-Semiabierto de X. Si B es
un subconjunto de X tal que A C B C «(intA) entonces B es un conjunto
a-Semiabierto.

Demostracién. Como A C B entonces «(intA) C a(intB) y como
B C a(intA) entonces B C «(intB). Ahora utilizando el Teorema 4.3 se
concluye que B es un conjunto a-Semiabierto. W
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Definicién 4.5. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y a un operador asociado
a la topologia 7. Se dice que o es un operador idempotente si a® = ov.

Ejemplo 4.13. Sean X = {a,b,c} y f el
operador definido como sigue:

SA=97 gpea

{A sibd¢ A

Si b € A entonces f*(A) = A = B(A) y por otro lado si b ¢ A entonces
B2(A) = A = B(A). De esta manera es evidente que B3 es un operador
tdempotente.

El siguiente teorema presenta una relacién estrecha entre operadores
monoétonos, operadores idempotentes y conjuntos a-Semiabiertos.

Teorema 4.5. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, o un operador mondtono
e idempotente asociado a la topologia T y A un subconjunto a-Semiabierto
de X. St B es un subconjunto de X tal que A C B C a(A), entonces B es
un conjunto a-Semiabierto.

Demostracién. Si A C B C «(A), entonces intA C intB y como « es
monétono, se tiene que a(intA) C  «(intB). Ahora, utilizando el
hecho de que A es un conjunto a-Semiabierto, se obtiene

A Ca(intA) C a(intB),

pero « es idempotente, asi a(A) C a(intB) y como B C «a(A) por lo tanto
B C a(intB) y por el Teorema 4.2, B es un conjunto a-Semiabierto. W

El estudio realizado por medio de esta monografia deriva una serie de
resultados interesantes como «-Semiabierto generalizado, a-Semicerrado
generalizado, a-Semicontinuidad y a-Semiconexidad los cuales abarcan
algunas nociones previamente halladas por autores como Kasahara, Rosas y
Vielma, de esta manera se podria continuar profundizando en forma
natural ya que el contenido de este trabajo deja al lector la oportunidad de
ahondar con mayores detalles y se puedan obtener nuevos resultados
aportando nuevas ideas a la topologia general.
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