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Resumen

Titulo: La Conjetura de Snevily.
Autoras: Catherine Cadena, Angélica Dulcgy.

Palabras Claves:Transversal Latina, Tabla de Adicién de Cayley, Grupo Adreli Combinatoria

de Nulltellensatz, Caracteres, Funcion Multilineal, Gomja de Snevily.

Contenido: Una transversal de una matrizx n es una coleccion de celdas, dos de las cuales
no se encuentran en la misma fila o columna; si, los elemeswetds tlansversal son distintos se
denomina latina. Un resultado alrededor de la tabla deé@dibé Cayley conjeturado por Hunter
S. Snevily en [9], afirma que: Para cualquiempar, toda submatrik x k de la tabla de adicion
de Cayley deZ, contiene una transversal latina. De manera generad Si{a;,a, - ,a} Y

B = {by, by, - - -, by} son dos subconjuntos de un grupo abeli@ube orden impar, entonces existe
una permutaciom € Sy tal que las sumaa, + b, con 1< i < k, son distintas dos a dos. Alon
mostré en [1] la conjetura para grupos de orden primo, inctugandoA es una secuencia de
k elementos dé&s, conk < |G|. Dasgupta, Karolyi y otros en [3] demostraron la conjetuaeap
grupos ciclicos de orden impar y, para los gru@igs) y (Zp)*. Finalmente en el 2009 Bodan

Arzovsky demuestra en [2] la conjetura para el casie orden impar.

IMonografia.
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directolo€Arturo Rodriguez Palma, Magister en Matematicas.
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Abstract

Title: The Snevily’s Conjeture?
Authors: Catherine Cadena, Angélica Dulcgy.

Keywords: Transversal Latin, The Cayley Addition Table, Abelian GrpCombinatorial Null-

tellensatz, Characters, Multilinear Function, Snevilgsnjecture.

Subject: A transversal in am x n matrix is a collection oh cells, no two in the same row or
in the same column; if, the transversal’s elements affereint, it is called latin. A result about
the Cayley addition table conjectured by Hunter S. Snevil{3j,states that: For any odd, all

k x k submatrixk of the Cayley addition table df, contains a latin transversal. In general, if
A={aj,a, --,a} andB = {by, by, .-, by} are two subsets of an abelian groBmf odd order

, then there is a permutation € Sy such thata; + by, 1 < i < k, are pairwise distinct. Alon
showed in [1] that this conjecture is true for groups of prionder , even wher is a sequence
of k elements of5, with k < |G|. Dasgupta, Kéarolyi and others in [2] proved the conjectare f
odd-order cyclic groups and for groug,) and Zp)®. Finally in 2009 Bodan Arzovsky proves

in [2] the conjecture for the casg of odd order.

3Monograph.
4Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: @aArturo Rodriguez Palma, Master of Mathematics.
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Introduccion

Alrededor del siglo XVII, el matematico Pierre Fermat degpel interés por la teoria de nimeros,
dicen gque retaba a otros matematicos a resolver probleneas quismo habia resuelto o al menos
conjeturado. La facilidad para formular conjeturas stasithacia a los problemas mucho mas in-
trigantes. Fermat conjetur6 resultados muy interesamesalde la teoria de nimeros que fueron

demostrados por grandes matematicos como Euler, KumméahiBi, Legendre entre otros.

Con el paso del tiempo la teoria de nimeros ha cobrado inmeisityg muchos han sido los in-
teresados en trabajar esta rama de la matemaética, "la tBotts nimeros ocupa un peculiar y
distinguido lugar entre las diversas ramas de las mateasatigue su objetivo principal sea el
estudio de algo tan conocido y familiar como son los entesos,propiedades y sus relaciones,
explica el interés que ha suscitado siempre entre muchdadamos, quienes, aun careciendo de la
formacién matematica apropiada, se sienten fascinadasup@roblemas, tan faciles de enunciar

y, sin embargo, tan dificiles a veces de resolver"(Cillrdey Cérdoba,A.(2010))

A raiz de las distintas caracteristicas y propiedades ghars@odido apreciar en los enteros, la
teoria de nameros se divide en distintas ramas, una de édtateeria de nimeros aditiva, que en

sintesis trata de resolver los problemas de representdeitos nimeros enteros como sumas.

La teoria de numeros aditiva estudia dos tipos de problelma@roblemas clasicos que se de-

nominan problemas directos y los problemas inversos.

Un problema directo de la teoria de nimeros aditiva es urigaraben el cual dados dos conjuntos
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finitos Ay B de un grupo abelian®, se trata de determinar la estructura y las propiedades del
conjunto suma. Ejemplos de este tipo de problema son: elcaimdeorema de Lagrange que
afirma que todo entero no negativo puede escribirse comarla de cuatro cuadrados; el teorema
Cauchy-Davenport que dice pgpgrimo y conjuntos no vaciod, B c Z,, se satisfacéA + B| >

min(p, |Al + |B| - 1).

Un problema inverso de la teoria de niUmeros aditiva es unlggmaben el cual se deduce la
estructura de dos conjuntos cuyo conjunto suma tiene péeeenrtos. Un ejemplo caracteristico
es el teorema obtenido por Vosper en 1956, segun el cualdidagiA + B| = |A| + |B|— 1 en el
teorema de Cauchy-Davenport se satisface solamente ssarobuntosA y B son progresiones

aritméticas con la misma diferencia.

A través de la tabla de adicién de Cayley, podemos reprasensama de dos conjuntos; y de-
ducir propiedades tales como la conmutatividad del coajsatna si observamos que la tabla es

simétrica respecto a su diagonal principal.

Hunter Snevily, hace observaciones sobre la tabla de Cagylyededor del afio 1999 en [9]

conjetura:

Conjetura 1. Para cualquien impar, y cualquiek € {1, 2, - - - , n} toda submatrik x k de la tabla

de adicion de Cayley d&, contiene una transversal latina.

Conjetura 2: Para cualquien par y cualquiek € {1,2,--- ,n}, cualquier submatrik x k de la
tabla de adicion de Cayley d& contiene una transversal latina siempre que la submatrseao

un subgrupo de orden par o una traslacion de tal subgrupo.

A partir de la fecha en que se propuso la Conjetura 1 se hanidbtalgunos resultados alrededor

de ésta, estudiar y dar a conocer estos resultados es lduadeanental de esta monografia.

El trabajo esta organizado en cuatro capitulos. En el primygitulo consignamos las definiciones,
las proposiciones y los teoremas necesarios para abordggnder los principales planteamientos

gue han sido propuestos en busqueda de la demostraciéradmggtura; en el segundo capitulo

13



estudiamos la herramienta principal que se utiliza paraod@ar algunos casos particulares de
la Conjetura de Snevily, en el tercer capitulo presentamo®rena ejemplificada la Conjetura

y estudiamos los trabajos de Alon en [1]; Dasgupta, Kar@yra y Szegedy en [3] quienes
han aportado algunos resultados sobre la Conjetura, y mdnestudiamos el planteamiento de
Bodan Arzovsky en [2] quien logra demostrar el problema panpos abelianos de orden impar;

en el cuarto capitulo presentamos las conclusiones dejdrale investigacion.

14



Capitulo 1

Marco Teorico

En este capitulo mostraremos algunos resultados que samtanges para poder comprender el
contenido de este trabajo monograft®resentaremos algunos resultados sobre grupos abelianos,
campos y anillos finitos, extensiones, anillos de polin@niaices de la unidad, polinomios cicl6-

tomicos y caracteres.

1.1. Teoremas Importantes sobre Grupos Abelianos

Los siguientes conceptos y resultados fueron tomados dg5]4) [11] en donde se pueden en-

contrar en detalle las respectivas demostraciones.

Definicion 1.1. Un grupo es un conjunt@ con una operacion binariaen G tal que se cumplen

las siguientes propiedades:

1. Asociativa; esto es, para tod, c € G

ax(bxc)=(axb)=c

1Como no es nuestro interés profundizar en los conceptosdsasie cualquier curso de algebra moderna,
mostraremos explicitamente los resultados; si el lectidr iateresado en la demostracion de alguno de ellos, le in-

vitamos a consultar la bibliografia.
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2. Existe una identidad (6 unicidadk G tal que para toda € G

axe=exa=a

3. Para cada e G, existe un tnico elemento inverao® e G tal que:

1

axal=alxa=e

Si el grupo tambien satisface

4. Paratoda,be G

axb=bxa
El grupo se llama abeliano 6 conmutativo.

Definicion 1.2. Un grupo es finito si contiene un namero finito de elementositkhero de el-
ementos de un grupo finito se le llama su orden. Escribi@ppara denotar el orden del grupo

finito G.

Definicion 1.3. Un grupo multiplicativoG se denomina ciclico, si existe algin elemegtoG tal
gue para todd € G existe algury conb = ¢”. El elementag se llama unGenerador del grupo

ciclico y escribimoss = (g).

Teorema 1.1.i. Cada subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
ii. En un grupo ciclico finitag) de orden m, el elementé genera un subgrupo de ord%@%.

iii. Sea d un divisor positivo del orden del grupo ciclico tiin{g). Entonces(g) contieneg(d)

elementos de orden ds €s la funcién de Euler)

iv. Un grupo ciclico finito{g) de orden m contieng(m) generadores; es decir, elementdsales

que(d') = (g). Los generadores son las potencidsgn gcdr,m) = 1.

Teorema 1.2. (Unicidad de los Grupos Ciclicos de Orden n) Si n es un entegitigo, tenemos
que el grupo ciclico de orden n es el Unico grupo de este ordgsd@o si ny su funcién de Euler

son coprimos, es decip(n),n) = 1.
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1.2. Anillos y Campos

El segundo objeto algebraico que consideraremos se deadmilio. Para cualquier persona le es
familiar el hecho de que en muchos sistemas numéricos seunstnen dos operaciones binarias
distintas: adicién y producto. Ahora se definira un tipo deuetura algebraica conocida como
Anillo, el cual comparte algunas de las propiedades basieassos sistemas numéricos. Estos
resultados fueron tomados de [8],[6] y [11] donde se puedenrdrar las respectivas demostra-

ciones.

Definicion 1.4. Un anillo (R, +, -) es un conjuntdr, que junto con dos operaciones binarias deno-

tadas por vy -, tales que:
i. Res un grupo abeliano con respecte.a
ii. - es asociativo, esto e3; (b-¢) = (a- b) - cparatodog,b,c € R

iii . Se cumplen las dos leyes distributivas, es decir, paraadae € R se tiene que

a-(b+c=a-b+a-c

(b+c)-a=b-a+c-a

Los anillos se clasifican de acuerdo a la siguiente definicion

Definicion 1.5. Se dice que:

i. Un anillo es llamado Anillo con Identidad si el anillo tieiteentidad multiplicativa, es decir, si

existe un elementetal queae = ea= a paratodoa e R.
il. Un anillo es llamado Conmutativo sés conmutativo.

iii. Un anillo es llamado un Dominio Integral si éste es un Arglbmmutativo con identidad # 0

en el cualab = 0 implicaquea=06b = 0.
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iv. Un anillo es llamado Anillo con Division si los elementosRldistintos de cero bajoforman

un grupo.

v. Un anillo conmutativo con division es llamado un Campo.

El Gltimo concepto es de gran importancia en nuestro tralpajotal razén haremos énfasis espe-
cial en éste, asi, podemos decir que un Campo es un corjugte junto con dos operaciones
binarias llamadas, adicion y producto, estan definidas yal contiene dos elementos distintos
0 yecon 0# e por tantoF es un grupo abeliano respecto a la adicién, con 0 como element
identidad, y los elementos distintos de cero forman un galgghano respecto a la multiplicacion
conecomo elemento identidad. Las dos operaciones, se relacinadiante las leyes distributivas
a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-a Elelemento 0 es llamado el elemento cem y
es el elemento identidad multiplicativo o simplemente idlad. Un Campo no tiene divisores de

cero, esto es sib = 0 y a = 0 entonces multiplicando par’ obtenemo® = a10 = 0.

Definicion 1.6. Se llama caracteristica de un anillo unitario al menor nénmaturaln tal que

na = 0 para toda € R, si ho existe tal nimero se dice que el anillo es de caraiitarizula.
Teorema 1.3. Todo Dominio Integral Finito es un Campo.

Teorema 1.4.Un anillo R # 0 de caracteristica positiva, con identidad y sin divisorescgro

tiene caracteristica prima.

Corolario 1.4.1. Un campo finito tiene caracteristica prima.

Para cada primg el anillo de clases residual&g[ p] forma un campo comp elementos, que puede

ser identificado con el camg®, de ordenp; esto se resume en el siguiente resultado:

Definicion 1.7. Para un prima, seaF, el conjunto de enterd$, 1, ..., p—-1}yseap : Z/p — Fp
la funcion definida pop([a]) = aparaa = 0,1,...p — 1. Entones~j, dotado con la estructura de

campo inducida pap, es un campo finito.

El campoF,, desempefia un papel importante en la teoria de cuerposp gpestada campo de

caracteristicgp contiene una copia isomorfa dig,. Esta observacion junto con el hecho de que
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cada campo finito tiene caracteristica prima son fundaresnpara la clasificacién de campos

finitos.

Teorema 1.5. Sea F un campo finito. Entonces F tien® glementos donde el primo p es la

caracteristica de F y n es el grado de F sobre su subcampo primo
Lema 1.1. Si F es un campo finito con q elementos, entonces cad& atisface f = f

Lema 1.2. Si F es un campo finito con g elementos, y K es un subcampo detdhces el

polinomio ¥ — x en K[x] se factoriza en Fx] como:

X —x= n(x—a)

acF

y F es el campo de ruptura (divisién) dé x x sobre K.

Teorema 1.6. Para cada primo p y cada & N existe un campo finito con’ glementos. Todo

campo finito con @ p" elementos es isomorfo al campo de ruptura #ie x sobre F,.

Teorema 1.7. Sea F un campo finito con g= p" elementos. Entonces cada subcampo ge F
tiene orden B donde m es un divisor positivo de n. Reciprocamente si m eiwisordde n, existe

exactamente un subcampo dgde orden f3.
Teorema 1.8. Para cada campo finito el grupo multiplicativo § es ciclico.
Definicion 1.8. Un generador d&; se llama elemento primitivo dg,.

Definicion 1.9. Fq contienep(q — 1) elementos primitivos dondees la funcion Phi de Euler.

1.3. Anillos de Polinomios

Definicion 1.10. Se define la adicién y el producto de polinomios como:

i. La adicion def(x) y g(x), f(X) +9(X) = ZiLo(a + bi)X.
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ii. El producto def(x) = XL aX y g() = Z]_,bjx! es

n+m

(909 = ), ax
k=0

dondeck = i+ j=k aibj.
0<i<n,
0<j<m

Asi el anillo formado por los polinomios sobRe con las operaciones descritas, es llamado el

Anillo de los Polinomios sobrRy se denota poR[X].

El elemento cero d&[X] es el polinomio cuyos coeficientes son todos cero, es llansagoli-

nomio cero y se denota por0.

Definicién 1.11. Seaf(x) = 31!, a; X un polinomio sobr& que no es el polinomio cero. Podemos
suponer quea, # 0, entoncesy, es llamado ekoeficiente principalde f(x) y ag el término
constantemientras quen es llamado el grado dg(x), denotado pon = ded f(x)) = ded f). Por

notacion designaremaieg0) = —oo.

Polinomios de grado menor o igual a cero son llamaggagomios constantesSi R tiene la

identidad 1 y el coeficiente principal dé€x) es 1, entonce$(x) es llamaddPolinomio Ménico

Definicion 1.12. SeaK un subcampo d& y a € F. Si«a satisface una ecuacién polinomial no
trivial con coeficientes eK, esto es, sih,a" +- - - + g +ag = cong; € K no todos ceros, entonces

a es llamadalgebraicosobreK.

Definicion 1.13. Si @ € F esalgebraicosobreK, entonces el Gnico polinomio ménico determi-
nadog € K[x] que genera el ideal = {f € K[X] : f(a) = 0} de K[X] es llamado epolinomio

minimalde« sobrekK.

Teorema 1.9.Sea R un anillo, entonces
i. R[X] es conmutativo si y sélo si R es conmutativo.

ii. R[X] es un anillo con identidad si y sélo si R tiene una identidad.

2Debe ser claro si el 0 representa el elemento cero o el polinceno.
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iii. R[X] es un dominio integral siy sélo si R es un dominio integral.

Teorema 1.10.Sean f{, f,,-- -, f, polinomios en FX] los cuales no son todos cero. Entonces

existe un Unico polinomio monicoadF[X] con las siguientes propiedades:

1. d divide a cadajfconl < j <n,

2. Todo polinomio &= F[X] divisor de cada jf 1 < j < n, divide a d. Ademas, d puede ser
expresado en la forma

conb,by,---,bye F[X
Definicion 1.14. Un polinomiop € F[X] es llamaddrreducible sobre Ko irreducible erF[x] o

primo enF[x]) si p tiene grado positivo yp = bcconb, ¢ € F[x] implica que uno de los ddso ¢

es una constante polinomial.

Lema 1.3. Si un polinomio irreducible p en[K] divide a un producto de polinomiogff--- f,

en Hx], entonces al menos uno de los factorgesfdivisible por p.

Teorema 1.11.(Factorizacion Unica en Fx]) Cualquier polinomio fe F[x] de grado positivo

puede escribirse de la forma
_ 142 I
f=ap'py - p
donde a€ F, p1, p2, -+, px son polinomios monicos irreducibles efixf, y ry,ro,- -+, rg son

enteros positivos. Por otra parte esta factorizacion esdisalvo el orden de los factores.

Existe un resultado importante que relaciona las raices g@linomio con el concepto de divisi-

bilidad, se resume en el siguiente teorema:

Teorema 1.12.Un elemento ke F es una raiz de un polinomio € F[x] si y s6lo si x- b es

divisible por f(X).
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1.4. Extensiones de Campos

Definicion 1.15. Decimos que el cuerpb es una extension de, si K es un subcuerpo de es

decir,K c L y las operaciones y - enK coinciden con las dk.

Definicion 1.16. Se dice que una extensidn/K, es:

1. simple, siL = K(a) cona e L.

2. algebraica, sitoda € L es algebraico sobr€, es decir, existe un polinomiB € K[x] tal

queP(a) = 0.

3. trascendente, si no es algebraica. En particular exislijina € L que es trascendente, es

decir, que no es no algebraico sokre

SiL/K es una extension d€, entonced. es un espacio vectorial sobre K.

Definicion 1.17. A la dimensién dd. como espacio vectorial sobkese le llama grado de/K y
se escribel : K]. Si el grado es finito se dice que la extensién es finita, eo castrario se dice

que es infinita.

Definicion 1.18. Si a es algebraico sobi¢, se dice quep € K[X] es el polinomio minimo da si

p es ménicoa es un cero de y no hay otro polinomio de grado menor con estas caractaxssti

Teorema 1.13.Si L/K y M/L son extensiones de campos, entorjdés K] = [M : L][L : K]
De hecho, si LK y M/L son finitas, viéndolas como espacios vectoriales, tiemenocbases
{X1, X2, -+ , %}, {Y1, Y2, ,Ys} respectivamente, entoncésy, Xo2¥2,- - - , X'Ys} €S una base de

M/K.

Teorema 1.14.Toda extension finita es algebraica.

22



1.5. Raices de Polinomios Irreducibles

Lema 1.4. Sea fe F4[x] un polinomio irreducible sobre el campo finitg i seax una raiz de f

en una extension deqFEntonces para un polinomiod Fq[x] tenemos: fw) = 0siy solo si fh.

Lema 1.5. Si f € F4[x] un polinomio irreducible sobre el campo finitg Be grado m, entonces

f(x) divide a X' — x si y solo si nm.

Teorema 1.15.Si f € Fg[X] es un polinomio irreducible sobreqFle grado m, entonces f tiene

una raiza en Fgn. Mas aun, todas las raices de f son simples y son los m elesndistintos

Corolario 1.15.1. Sea f un polinomio irreducible engfx] de grado m, entonces el campo de

ruptura de f sobre fes Fym.

Corolario 1.15.2. Cualesquiera dos polinomios irreducibles eg[¥ del mismo grado, tienen

campos de ruptura isomorfos.

e e, ., 2
Definicion 1.19. SeaFym una extencion d& y seaa € Fqm, entonces los elementas a9, o%,

-1 . .
-, se denominan conjugados deespecto & q.

Nota: los conjugados de € Fqn respecto & son distintos si y solo si el polinomio minimal de
« sobreFq tiene gradam. Por otra parte, si el gradibde este polinomio minimal es un divisor de

. .. 2 d-1
m, entonces los conjugados deespectoFg son losd elementos distintos, a9, a%,--- ,a%

cada uno repetidd/m veces.

1.6. Raices de la Unidad y Polinomios Ciclotbmicos

En esta seccion se muestra el campo de ruptura del polindmid sobre un campg.

Definicion 1.20. Sean € Z*. El campo de ruptura de" — 1 sobreK se llaman — th Campo
Ciclétomico sobreK, denotado poK". La raices d" — 1 son llamadas — th raices de la unidad

sobreK y el conjunto de todas las raices se denotafior
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Teorema 1.16.Sea ne Z* y K un campo de caracteristica p. Entonces:
i. Si pt n entonces Ees un grupo ciclico de orden n respecto a la multiplicaciorkén

ii. Si p/n, tenemos que 8 mpP con mb € Z* y con p+ m. Entonces R = K™ E" = EMy las

raices de X— 1 en K" son los m elementos dé"Ecada uno con multiplicidad %

Definicion 1.21. SeaK un campo de caracteristigey n € Z* tal quep 1 n, entonces un generador

deE" se llaman — thraiz de la unidad primitiva sobi€.

Sabemos que existerfn), n—th raices de la unidad primitivas. Ses una de ellas, las demas son

de la formae®; donde 1< s< nygcdn, s) = 1.

Definicion 1.22. SeaK un campo de caracteristigan € Z* tal quep 1 n, y € unan — thraiz de

la unidad primitiva sobrd. Entonces el polinomio:

Q=[] x-#9

(1<s<n)

dondegcd(n, s) = 1, se llaman — th polinomio ciclotémico sobré&.

Teorema 1.17.Sea K un campo de caracteristica p ¥ p, entonces:

I X" =1 = [Tgn Qa(xX)

ii. Los coeficientes d@n(X) pertenecen al subcampo primo de K. En particul& si el subcampo

de K es el campo de los nimeros racionales

Teorema 1.18.El campo ciclotémico Res una extension algebraica simple de K, mas adn:
i. Si K = Q, entonces el polinomio ciclétomico,) es irreducible sobr&® y [K" : Q] = ¢(n).

ii. Si K = Fq con gedag,n) = 1, entonces Q(x) factoriza eng(n)/d polinomios monicos irre-
ducibles distintos en §fx] del mismo grado d, & es el campo de ruptura de cualquiera de tales
factores irreducibles sobre K, fFqn : Fg] = d donde d es el menor entero positivo tal que

q® = 1(mdn
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Teorema 1.19. El campo finito k es el(q — 1)st campo ciclétomico sobre cualquiera de sus

subcampos.

1.7. Teoria de Caracteres

En esta seccion estudiaremos algunos conceptos del algedahy la teoria de niumeros, estos

resultados fueron tomados de [10] y [12].

Definicion 1.23. SeaG un grupo abeliano finito. Un caractgrde G es un homomorfismg :

G — U, dondeU es el grupo multiplicativo de nimeros complejos de norma 1.

Dado quey es un homomorfismo tenemos que:

Xx(9192) = x(Qu)x(92) Vo02€G

En patrticular,
x(€) = x(e)x(e)
y por tanto
x(@® =1
Mas auln, sm=| G |, entonces
x"(9) =x(g") = x(e) = 1

es deciry(g) es una raiz m-ésima de la unidad, y ademas

x@Ox(@ ™) =x(gg ™) =x( =1

x(@™) =x(@ " =x(9)
Dado un nuamero finito de caracteres y2,--- , xn de G, se puede definir el producto caracter

X2 xndeG — U asi:

(v -+ xn)(9) = x1(9x2(9) - - - xn(9)
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para todag enG. Siy; = y2- -+ = xyn = x Simbolizamos pox" el productoy1xz - - - ¥n.

Con esta operacion producto, los caractere3 ftleman un grupo abelian@, denominado Grupo
Dual, su elemento identidad es el caracter triyigh) = 1 para today € G. El inverso dey es el

caractely = y~* dado pory(g) = x(g) para todag € G.

Si G es ciclico de ordemy G = (g) entonces todos los caracteres@lson de la forma:

Xa(gk) — e(2mak)/m

,conk=0,1,--- ,m-1,paraa=0,1,--- ,m- 1. Ademas sj es un caracter dg, entonceg(g)

¥g € G es unan—ésima raiz de la unidad, es decir

x(g) = Zaim

,cona=0,1,---,m-1, de dondg = y,. Porlo tantoG consiste exactamente de los caracteres

Xox1- - ¥m-1. LuegoG = G.

Teorema 1.20.Sea H un subgrupo del grupo abeliano finito G y gaa caracter de H. Entonces
¥ puede extenderse a un caracter de G; es decir, existe untearace G tal quey(h) = (h)

para todo he H.

Teorema 1.21.Para cualesquiera dos elementos distintgsgg € G existe un caractey de G tal

que: x(01) # x(92)

Teorema 1.22.El nimero de caracteres de un grupo abeliano finito G es igu@l a

Teorema 1.23.Para b € Fq, la funcionyy con yp(c) = x1(bc) para todo caracter &= Fq es un

caracter aditivo de f, y cada caracter aditivo de fes obtenido de esta forma.

Teorema 1.24.Sea g un elemento primitivo fijo dg.FPara cada j=0,1,--- ,q—2la funciony;
con: ya(g¥) = €@ para k= 0,1,--- ,q - 2 define un caracter multiplicativo deqFy cada

caracter multiplicativo de fse obtiene de esta manera.

Corolario 1.24.1. El grupo de los caracteres multiplicativos dg €s ciclico de orden g 1 con

elemento identidagl,.
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Ejemplo 1.1. Consideremos el grupo multiplicatij, el cual es un grupo ciclico con 8 elemen-

tos generado par = 1 + i. Los elementos del grupo se presentan en la siguiente tabla:

K| 1| 1+i|2i|1+2i|2]|2+2|i|2+i

Elegimos una 8ésimaraiz de la unidade U, en este caso tomaremos: el/8 = 1—\75' la siguiente
tabla muestra como estan definidos los caractgrds F, donde la entradaa(k) corresponde a

€2, asi si queremos hallar el caracter correspondiente aradent1,2), tenemos que:

.\ 2
81'2=(1—\/+§') - %(l+i)2= %(1+2i—1)=i

Por tanto:

11 1+i| 2 |1+21| 2 |2+2 i 2+
yo |l 1 1 1 1 1 1 1 1
D Il M 20 L M 0 el M- 2 B B
x2 || 1 i -1 —i 1 i 1| -i
xa |l 1] -1 1 -1 1 -1 1 -1
xe |l 1| —i -1 i 1 —i -1 i
D e 20 B v el M 2 LA B

como podemos notar existe una simetria en la tabla, estdseadgue

¥a(¥) = 6% = 54 = (o),

como lo afirma el Teorema 1.24.
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Entonces sitomamak = 1, equivalentemente = 1 yk = 1 que corresponde al elemento nimero

uno 1+ iy al caracter ung;, tenemos que el conjunto

Doo(X+ 1), x1 (X + 1), x2(1 + 1), x3(1 + 1), xa(1 + 1), xs(1 + 1), xe(1 + 1), x7(1 + 1)}

tiene exactamente los mismos elementos que el conjunto

(), x2 (X + 1), x1(20), x1(1 + 20), x1(2), x2(2 + 2), x1(i), x1(2 + 1)}

que corresponden a
1+i . =1+i -1-i . 1-i

{1, \/Z,I, 2 ,—1, 2 ,—l, 2 }.
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Capitulo 2

Combinatorial Nullstellensatz

La herramienta principal que se utiliza para demostrarmalguasos particulares de la Conjetura
de Snevily, propuestos por Noga Al6n en [1] y Dasgupta y arog], se conoce comd:a Com-

binatorial Nullstellensatz. En este capitulo, damos a conocer este resultado y su daoiost

Para ello comenzaremos con una generalizacion del teorgrdarhental del algebra:

Lema 2.1. Sea [fx1, X2. .., X;) un polinomio en n variablesixx,..., X, sobre un campo arbi-
trario F, supongamos que para tode=il,2,...,n, el grado de p como un polinomio enes a
lo mas ¢y A es un subconjunto dB de cardinalidad ¢+ 1, si pla;,a»...,a,) = 0 para toda

n-tupla(ag, az...,ay) € At X Ax X --- X A, entonces p es el polinomio cero.

Este resultado permite demostrar un caso especial (cuandm y gi(x) = [lses, (X — 9)) del
Hilberts Nullstellensatz, teorema fundamental, que afiqua siF es un campo cerrado alge-
braicamente, y sff, g1, 02, ...,0m son polinomios en el anillo de polinomiddy Xy, Xo, .. ., Xa],

dondef se anula sobre todos los ceros comuneg:dey, . . ., gm, €ntonces existen, un entety

n
fk = Z higi.
i=1

1Al6n, Noga. Combinatorial Nullstellensa@ombinatorics, Probability and Computing (1999), 7-29.
MR16846212000b:05001)

polinomioshy, hy, .. ., hy, tales que
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El caso especial se enuncia de la siguiente forma:

Teorema 2.1.Sea F un campo arbitrario, y sea=f f(xg, X2, ..., X,) un polinomio en fxy, Xo, .. ., Xn].
Sean §, S, ..., Sy subconjuntos no vacios dey definamos i§x) = [[sg (X — ). Si f se an-
ula sobre todos los ceros comunes deg, . .., dn, entonces existen polinomiosg, hy ..., h, €

F[x1, X2, ..., Xn] que satisfacen que gréd) < grad(f) — grad(g;) tales que

n
f= Z higi.
i=1

Mas aun, si fgi, 9y, . .., g son polinomios R, X, .. ., X,] para algin subanillo R de F entonces

existen polinomiosite R[xq, X, . .., X5] COMO antes.

A partir del Teorema 2.1 se obtiene la prueba de la Combiiatter Nullstellensatz, el cual se

enuncia a continuacion:

Teorema 2.2(Combinatorial Nullstellensatz)Sea F un campo arbitrario, consideremos un poli-
nomio f= f(xg, X, ..., X)) en Fxy, Xz, - - , Xa] Y supongamos que existe un mononfiack - - - X"

tal que Y\, ¢ es igual al grado de f y cuyo coeficiente en f es distinto de, @tonces si
S1,So,...,Sn son subconjuntos de F cd§i| > ¢, existen $ € S1,$ € So,..., S, € S, tales
que:

f(s1,%,...,5) #0.

Demostracién. TomemogS;j| = ¢; + 1 para toda. Supongamos que el resultado es falso, es decir:

f(s1,%,...,%) =0 paratoda-tupla (51, S...,S) € S1 X ---X Sy

definamos
Gi

000 =0 -9=7- Y gy,
=0

s€S;i j

Por el teorema 2.1, existen polinomios hy, ..., hy enF[x1, X, . .., Xa] congrad(h)) < Y, ¢ -

f = anhigi.

i=1

grad(g;) tales que
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Por lo supuesto, el coeficiente HgxS? - -- X7 en f es distinto de cero, y asf el coeficiente de este

monomio end! , hig; es distinto de cero.

Por otro lado el grado de cati@; = h; [[«s, (% — ) es alo sumgrad(f) y por tanto, si existen
monomios de grado igual grad(f) en este, deben ser divisibles p@r*l, de donde se sigue que
el coeficiente deq*x? --- X7 en ¥, hig es cero, lo cual es una contradiccion. Esto concluye la

prueba. m|
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Capitulo 3

Conjetura de Snevily

Comenzaremos este capitulo mostrando algunos ejemplomgagudaran a entender en que con-
siste la Conjetura de Snevily y posteriormente presentséos resultados que se tienen alrededor

de ella.

3.1. Presentacion de la Conjetura

La tabla de adicién de Cayley d& puede ser considerada como un objeto matematico simple,

pero guarda caracteristicas que al ser demostradas psedripropiedades interesantes.

Por ejemplo, si consideremos el grupo aditésg su tabla deCayley se representa de forma ma-

tricial como sigue:
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L +of1]2]3]4a]s]s
oflo|1|2|3|4|5]|6
11|2|3|4|5|6]|0
21(2|3|4|5|6|0]|1
3(3[4|5[6|0]1]|2
4l4|5(6|0]1|2]3
5(5[6|0[1|2|3]|4
6(6|0|1]2|3|4|5

Una submatriz X 3 de la tabla anterior es:

L+ of2]4]
111(3|5
31(3[5|0
414|612

Néte gue los elementos; @ 4 (subrayados) no pertenenecen a una misma fila ni a una misma
columna. En este caso diremos que los elementos formanamsvérsal de esta submatriz. Ob-

serve, ademas, que ellos son distintos formando asi lo querdiearemos una transversal latina.

De manera general, definimos unansversal de una matriznxn como una coleccién deceldas,
dos de las cuales no se encuentran en la misma fila o columadrdgsversal de una matries

unatransversal latina si lasn celdas tienen componentes distintas.

Paraz, la tabla de adicion de Cayley es:

| +]ols]2]s3]

0

3

0
1
2
3

1
2
3

1
2
3
0

2
3
0
1

0
1
2
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Una submatriz % 2 de esta tabla es:

+]o]2]
1,3

3|1

W |-

esta submatriz contiene solo dos transversalelsy B, 3 ninguna de las cuales es una transversal

latina.

Una submatriz X% 3 de la tabla es:

L lelz]s]
ol[1]2]3
1l2]3]o0
2 (3|01

esta submatriz contiene seis transversalg:11 2 0, 3; 3,3,3; 3 2,0; 1,0,0y 2 2,1 de las cuales

dos son transversales latinas.

Los ejemplos anteriores nos permiten verificar las corgsthiechas por Snevily en [9].

Conjetura 1. Para cualquier nimpar, y cualquier & {1, 2, - - - , n} toda submatriz k k de la tabla

de adicion de Cayley d&, contiene una transversal latina.

Conjetura 2. Para cualquier n par y cualquier k {1,2,--- ,n}, cualquier submatriz k k de la
tabla de adicion de Cayley d&, contiene una transversal latina siempre que la submatrizam

un subgrupo de orden par o una traslacion de tal subgrupo.

Nuestro estudio se centra en una version general de la ganjktla cual afirma:
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Sea A= {ag,a, - ,a}yB={by, by, -, by} dos subconjuntos de un grupo abeliano
G de orden impar, entonces existe una permutagiérSy tal que las sumas;a by,

1 <i <k, son distintas dos a dos.

A continuacién se presenta en orden cronoldgico, como salfoedando este problema. Ini-
cialmente presentaremos los resultados obtenidos por Mloga Dasgupta y otros y finalmente

concluiremos con la prueba realizada por Bodan Arzovsky.

3.2. Noga Alon

El primer resultado importante sobre la conjetura, fue radstpor Alon en [1]; él prueba que la
conjetura es cierta para grupos de orden primo, inclusodouaes una secuencia @elementos,
conk < |G|; es decir, cuando se permite repetir elementod.efstos resultados se muestran a

continuacion:

Teorema 3.1.Sea p un namero primo de orden impar, y sean Ay B dos subcosjoatia uno de
cardinalidad k del campo finité@,, entonces, existe una numeraciona, - - - , a de elementos
de Ay una numeracion;bb,, --- ,bx de elementos de B tal que las sumas-d; enZp, son

distintas dos a dos.

Ejemplo 3.1. Consideremos los subconjuntas= {2,4,5,6} y B = {0, 3,5, 6} deZ7 con cardinal-

idadk = 4, una ordenacion de ldx es:

o |lw »
w | ;
ga|lo o

Esta ordenacién corresponde a la submatriz:
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| +]l2]4a]s]s]

0|l2(4]|5]|6
3150|112
51]0(2]|3]|4
6 11345

donde se verifica que los element0$,38, 5 conforman una transversal latina.

El teorema anterior resuelve parcialmente el caso genetal@onjetura 1, cuando reemplazamos
el grupo AbeliandG de orden impar por el campi,. Ademas el teorema anterior es trivial para
k = p, esto se verifica tomandg = b;. El casok < p se tiene a partir del siguiente teorema,
cuya prueba requiere del Teorema 2.2 y de un resultado catobim denominado I&€onjetura

de Dyson, la cudl se establece a continuacién. Su prueba se enceerith

Conjetura de Dyson: El coeficiente del monomiiﬁi[!;l xi(k‘l)Ci

[T 06 =xpere

en el polinomio

1<i<j<k
es
(_1)Cz+203+---+(k—1)ck (Cl +C+-+ Ck)!
clc!l---g!
Teorema 3.2. Sea p un nlmero primo, supongamos:kp, sea (@, az, - , &) una secuencia

de elementos, no necesariamente distintos, de un campo Zipiy sea B un subconjunto de
cardinalidad k deZ,, entonces, existe una numeraciont®, --- , b, de elementos de B tal que

las sumas @+ bj (enZp) son distintas dos a dos.

Demostracion.Consideremos el siguiente polinomio lewariables sobré&:

fow e %)= [ i=-x) [] @+x-a-x)

1<i<j<k 1<i<j<k

36



Consideremos el coeficiente del monorﬁ[{jz1 xlk‘l enf. Puesto que el grado total deesk(k—1),
el cual es el mismo que el grado del monomio, es obvio que sgireeisamente el coeficiente de

este monomio en el polinomio

[T e=-x) [T x=-x)=[] x-x)

I<i<j<k I<i<j<k I<i<j<k

Sin embargo, este coeficiente esll(g)k!, que es un caso especial de la Conjetura de Dyson.
Comok < p este coeficiente es distinto de cero mddpjg/ por tanto, por el teorema 2.2 con

t1=th=---=tk=k-1,yS; =Sy, =--- = Sk = B, se sigue que existdn € S; = B tales que

fbbo-- b= [ ] Gi-b) [] @+bi-a-b)=0
1<i<j<k 1<i<j<k
Asi los elementod; € B son distintos dos a dos, y las sun@gs b; también son distintas dos a

dos, lo cual completa la prueba. m]

Note que este teorema no es verdadero si reemplazagpus el anillo de enteros moduipdonde
nno es primo. En efecto, si=ksa;=ay=---= a1 =0,a=syB=1{0,52s,..., (k- 1)s},
es facil verificar que no hay una numeracion de los elemergddtdles que las sumas + by,
1 <i < kson distintas dos a dos &R.

Ejemplo 3.2. Tomandok = 3, A= (1,1,4) y B = (0, 2,4) enZs obtenemos la ordenacién de los
bj:

W iN P
A |lO

Donde las sumas + b; son distintas dos a dos, lo cual equivale a decir que los elesn@ 3,4
en la submatriz:
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0 1114
2 3131
40|03

conforman una transversal latina.

3.3. Dasgupta, Kéarolyi, Serray Szegedy

Dasgupta, Karolyi, Serray Szegedy en [3] demostraron odsdtados de la Conjetura de Snevily,
los cuales aparecen en este documento como teoremas 3, 2§t8sson extensiones de los teore-
mas 3.1y 3.2. La prueba de estos teoremas se basa en el haplmaela grupo ciclico se puede
identificar con un subgrupo del grupo multiplicativo de werampo, es decir, podemos trabajar
un problema aditivo utilizando su analogo multiplicatien, este sentido el lema siguiente permite

reducir el problema original al estudio del permanente ddgas matrices de Vandermonde.

Para una matriM = (mj)ici j<k €l permanente y el determinante Nese definen y se notan
respectivamente por:

perM = Z Myr(1)Mer(2) * * * Mir(K)
TES

Det= " Sigh)Mur(n)Max(z) - Mer(iy
TES

dondeSy es el grupo de todas las permutaciones del conjint. . ., k}.

Denotemos poY/(y1,. .., Yk) la matriz de Vandermondfyij(l)lgiqgk.

Lema 3.1. Sea F un campo arbitrario y supongamos que ReiVa, - - - , ax) # 0 para algunos
elementos g a, ..., a € F. Entonces, para cualquier subconjuntocB- de cardinalidad k existe
una numeracion by, - -+ , bk de los elementos de B tal que los producteb; aash,, - - - , akby

son distintos dos a dos.

Demostracién.Considere el siguiente polinomio €fixy, xo, - - - , Xk]
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fow )= [ ] (06— x)@b - aby)).

1<j<i<k

El grado def claramente no es mayor gkék — 1); ademas

f(x1, -+, %) = DetV(Xq, X, - -, X«) - DetV(a1Xq, @zXp, -+ - , @k Xk)

-[meve 1) Seve o)
€Sk T€Sk
= ZS:( 1)|(7r) l—[ xfr'(l) Zsl( 1)'(7') l_[aT(k+1 i) X T(k+1 ')J
TeESK TEDK
-2 1>“’°fo:(.> PNEICS '“’H(an(.)xnor 0]
€Sk T€Sk
Por tanto, el coefciente(a, ap, - - - , ax) del monomloﬂI 1xI ~lenf,
k .
clara-.a) = Y (-1 [ ]dy
€Sk i=1
=(-1@ } ﬂ 1)
neSy i=
K K :
R aPN LT
7€Sk i=1

= (—]_)(;) PerV(al’ a, -, ak)

es diferente de cero (en particulefl, 1,--- ,1) = (—1)(9k!. Por consiguientef es de grado
k(k—1) y podemos aplicar el teorema 2.2, ¢pg k—1yS; = Bparai = 1,2,--- ,k para obtener
k elementos distintolsy, by, - - - , bk enB tales que los productag by, axby, - - - , akbk son distintas

por pares. Esto completa la prueba del lema. m|
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Teorema 3.3.Sea G un grupo ciclico de orden impar. SeaAay, ap, ..., a¢} Y B subconjuntos
de G, cada uno de cardinalidad k, entonces existe una numderag, b, - - - , by de elementos de

B tal que las sumas; & b conl <i < k, son distintas por pares.

Demostracién.SealG| = my seaa = ¢(m) dondey es la funcién de Euler, entonce$ 2 1
(m6d m). Consideremos el camyio= F., su grupo multiplicativd=* es ciclico de orden®- 1.
Comom|2* — 1, entonce$* tiene un subgrupo de ordem asi, podemos identific& con dicho
subgrupo, la operacién éhes la restriccion de la operacion EnDado que- es de caracteristica

2, tenemos

perV(a,...,a) = DetV(ay, ..., a) = n (& —aj) #0.
1<j<i<k

Luego del lema 3.1 existe una numeracids, ..., bk} de los elementos dB tal quea; + b,
1 <i <k, son distintas dos a dos. O
Ejemplo 3.3. Consideremos el grup@ = (Zg; +), el cudl es ciclico generado por 1. Séa-

{0,4,8} y B = {0, 3,6} subconjuntos d&. Observemos que las sumast+ b; son distintas dos a
dos.

~N | w b
gl | o

Lo anterior equivale a decir que los elementpg, 8 en la submatriz:

BN
ollofa]|s
3lla|7]2
6615

conforman una transversal latina.
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Otro de los resultados parciales de la conjetura dado pogupés y otros se encuentra en el

teorema 3.4. El cual requiere para su demostracion el siguiesultado:

Lema 3.2. (Karolyi [7]) Si &1,&2...,& son g-ésimas raices de la unidad tales @{gl g =0

entonces pt.

Demostracién.SeaE(q) el conjunto de lag-ésimas raices de la unidad, cofafr) es ciclico,

existe unay-ésima raiz de la unidagl para la cual existen enteros positivagales ques; = &%.

Consideremos el polinomiB(X) = Y{_, x, entoncesp(e) = Y, &% = ¥l & = 0. Se sigue
q
que elg-ésimo polinomio ciclotomicdy(x) = [] (x—&°) el cual es irreducible efi[X] es
gcds(q:é):l
un divisor deP(x) en el anilloZ[x], asip = Qq(1) divide aP(1) = }:1 1=t m]

Teorema 3.4. Sea p un namero primay un entero positivo y G= Zy 0 G = (Zp)*, sea
(a1,...,a), k < p, una sucesion de elementos (no necesariamente distieo§). Entonces
para cualquier subconjunto B G de cardinalidad k existe una numeraciém, ..., by} de los

elementos de B tal que las sumas-d, 1 <i <k, son distintas dos a dos.

Demostracién.Para efectuar la prueba consideremos dos casos:

1. ParaG = (Zp)*. Seap un numero primo y segy un campo finito de ordeq = p“. Identi-
figuemos el grupoZ,)® con el grupo aditivdy.

Consideremos el polinomio

[ 6= %)@ +x —aj - x)]

1<j<i<k

F(xe, -+, %)

1_[ (% — Xj)(% — X;) + términos de menor grado
I<j<i<k

el grado def esk(k — 1) y el coeficiente deﬂ!‘zl xlk‘l enf esc= (—l)(g)k! (Conjetura de

Dyson conm = 1). Como la caracteristica del campgesp > k entonces: 1 p, esto es,
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¢ # 0 (enZp). Aplicando el teorema 2.2 can=k -1y S; = Bparai = 1,...,k, existen
elementody, ..., by € Btales que
[T (o= by)a + b —aj -] # 0
1<j<i<k

por lo tantoby, ..., b y las suma®, + ay, ..., bk + ax son distintas dos a dos.

2. ParaG = Zy.. Consideremos el campo ciclotomi€o= Q(&) dondes es unag-esima raiz
de la unidad yq = p?, entonces el grado de esta extension@s), Q] = ¢(q) = ¢(p*) =
p® — p*~. Dado que

E(q) = {1, & &% ...,91} es un subgrupo ciclico de ordgmespecto a la multiplicacion en

Q(e), podemos identificar @ con E(q).

Como antes sper = V(a,...,a) # 0 entonces del lema 3.1 existe una numeracion
{b1,...,bx} de los elementos dB tal que las sumag; + b, para 1< i < j < Kk, son
distintas dos a dos. Asi que nos resta probarppm/(a,,...,as) # 0. Para verificar este
hecho, dado que ederV(ay, ..., a) = Yyes, [1; a5 y como cada térming]¥ , &t de
ésta permanente es uggsima raiz de la unidad donde el nUmero de sumandds@smo

k < pentonces 1 k!, luego del lema 3.2 se sigue gperV(ay,...,a) # 0, con lo cual se

concluye la prueba.

O

Ejemplo 3.4. Consideremos el grupg® = Zg, dondep = 3, sea (12) una sucesion de elementos

enGyseaBc G, B={0,1}

Se observa que las sumast b; son distintas dos a dos.
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3.4. Bodan Arzovsky (Demostracion de la Conjetura paras de Or-

den Impar)

Bodan Arzovsky en el 2009, utilizando técnicas del algelmr@al, finalmente publica en [2] la

demostracion para el caso general cua@des un grupo abeliano de orden impar.

Antes de realizar la demostracién formal, debemos preaselgianos resultados del algebra lineal

necesarios para la misma:

Lema 3.3. 1 Si G es un grupo abeliano finito de exponente ny F es un campo fifés que n
divide a|F*|, entonces el sistema de caracteres de G para F forman unadehsspacio vectorial

de las funciones de G en F.

Este lema garantiza el hecho de poder expresar cualquieibfudel grupo abelian& en el
campo finitoF como combinacion lineal del sistema de todos los caractiElegrupo, hecho que

utilizaremos mas adelante.

La siguiente afirmacion hace parte de las hipo6tesis que Sédepan para los lemas que a contin-

uacién se consignan:

Afirmacion 1. Sea G un grupo abeliano finito de orden my exponente n imparpengamos que
existen dos subconjuntéa, ap, - - - , ax} Y {b1, by, - - - , b} de cardinalidad k de G tales que para
alguna permutaciom € Sy existe un par de indices distintosti j de tal forma que g+ by =

aj + byj). Sea F un campo finito, supongamos que su orden || es una potencia d& tal
que g — 1y g > m. Note que, si F es de caracteristizase pueden ignorar los signos de las

permutaciones cuando evaluamos el determinante de F.

Lema 3.4. Para algun sistema de caractergs, yo, ..., xk : G = F* tenemos que

2res, dellyxiy(@ + bj)ll = 0.

Este es un resultado estandar del &lgebra lineal, su demidstrequiere de otras herramientas mucho mas fuertes

y NO es nuestro interés presentar en este trabajo.
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Demostracién.Expandiendo el determinante obtenemos:

K
Z detlyq) (a + bj)ll = Z Z l_[)(n(i)(ai + b‘r(i)));

meSk neSk \7eSk i=1

K
DD i@ + bT(nl(i)))];

€Sk \1€Sk i=1

k
Z Z nXi(an(i) + br(n(i)))};

€Sk \ €Sk i=1

K
= Z Z l_[)(i(an(i) + b‘r(n(i)))J;

7€SK \meSy i=1

= Z del”)(i (aj + b‘r(]))”

T€SK

Como tener la permutacion de un caracter evaluado en un leraspecifico, es equivalente a
fijar un caracter y evaluarlo en la permutacion de ese elemgrel conjunto de permutaciones
forman un grupo, entonces esta permutacion también va maess®l grupo de permutaciones;
ademas cada uno de los determinantes de la parte derecifeneam par de columnas iguales,
puesto que(a + b)) = x(aj + byj)) (por hipotesisy; + b = a; + byj)). Luego, cada uno de

estos determinantes se anula, asi, el determinante dddaizzprierda se anula. Esto concluye la

prueba del Lema. m|

Otro resultado necesario en la prueba de la Conjetura del\sas\el siguiente:

Lema 3.5. Supongamos quees alguna funcioén de G en F. entonces

detly(a + bj)ll =0

Demostracién.El sistema de todos los caracteggsy, ..., ym:G — F* forman una base vectorial
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de todas las funciones @&enF. Entonces, existen elementds Ay, ..., Am € F tales que

X =Adxyr+ Aox2+ -+ Amxm

El determinante es una funcion multilineal, entoncds ek un determinante se cumple que:

D(x(a1 + by), x(aq + b2), -+, x(aq + bx)) = D

Z Aixi(ag +by),- - Z Adiyi(ag + bk)) ;
i=1 i=1

EE

AD (y1(ar + ba1), -+ ,ym(@ + b)) + - -

Il
s

+

M £

AiD (y1(ag + bx), - -, xm(az + by))

[]_[ A4iD(i(ay + b,-))].
i=1

J

1l
iy

entonces podemos expandir el determinante como sigue:

defly(a +by)ll = detl )" Asys(a + b))

s=1

m k
= > []‘[ﬂsjdems(wbj)n

$1,%,....%=1\i=1

pero si dos de estos indiceg s, ..., Sc Son iguales, entonces, usando la multiplicidadyde
concluimos que las dos filas correspondientes de la migii@; + b;)|| son proporcionales, y por

tanto estos determinantes se anulan. Consecuentemeniéen@® escribir el determinante como:

zm: [ﬁ /ls)dew(s @+b)l= > [ﬁ AS)[Z detlyq (a + bj)||]

51,9, %=1 \i=1 S1<p<ge<m\ =1 €Sk
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Donde cada una de las sumas de los determinantes en la pathalse anulan por el lema

anterior. O

Lema 3.6. Sea A una matrizkk, cada una de cuyas entradas es una variable formabz..., Z,
y tales que cualesquiera dos entradas en la misma fila o c@wuon distintas. Entonces a estas

variables formales se les pueden asignar valores de F detiald que detA: 0.

Demostracién.La prueba se realiza por induccion sokrdPara el caso die = 1 es trivial. Sik

es mayor que 1, podemos asumir sin pérdida de generalidad, @garece como una entrada.
El determinante dé\ es un polinomio ere;, de grado a lo sum& < |F|, con el coeficiente
principal como determinante de una submatrizZAdéor la hipétesis de induccion, las variables
formalesz, z, ..., Zn, pueden asignarseles valoresklee tal forma que este coeficiente no sea
nulo. El polinomio enz;, obtenido de esta manera, no es el polinomio cero, y es de grial
sumok < |F|; por lo tanto, az; puede asignarsele un valor Bede tal forma que el polinomio no

se anule. O

Ahora, estamos listo para demostrar la Conjetura 1 de H.ilgrevsu version general:

Teorema 3.5. Para algun entero positivo k y cualesquiera dos subconpifa, a, ..., ax} Y
{b1, by, ..., bx} de k—-elementos, de un grupo abeliano finito de orden impar, exisdégpermutacion

n € Sy tales que todas las sumags-aby, conl < i <k, son distintas dos a dos.

Demostracion.Utilizando todos los lemas anteriormente expuestos, podemncluir el resulta-
do que nos interesa si asociamos todo elemgit& con una variable forma(g), entonces todas
las entradas en una misma columna o una misma fila de la rif##iz- b;)|| son distintas. Por el
Lema 3.6, cada variablgg) puede asignarsele un valpfg) de tal forma que el determinante de
la matriz resultant¢ y(a + bj) || sea distinto de cero. Sin embargo, esto contradice el LeBna 3.

asi se completa la prueba del teorema de H. Snevily. m]
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Capitulo 4

Conclusiones

Trabajar e incursionar en la matematica es entrar en un nulistilato, lleno de desafios y grandes
emociones. Un tema como el que desarrollamos en este tiddajoa rama tan compleja como la
Teoria de NUmeros Aditiva nos abre las puertas para creg@rgtimientos y aumentar nuestro

vagaje matematico.

Como podemos apreciar en el desarrollo de nuestro trabajprimeros resultados sobre la Conje-
tura estaban enfocados en resultados netamente de ladearianeros y el algebra moderna, pero
en la demostracion propuesta por Arzovsky vemos que inkgsultados importantes del alge-
bra lineal para su demostracién. Esto es un ejemplo clartagudistintas ramas de la matematica
no poseen resultados aislados, todos ellos en algun morw@mtergen para demostrar y generar
nuevos resultados que contribuyen con el avance de la matanidespués de un tiempo y mucho

esfuerzo logramos:

1. Elaborar este trabajo monogréfico llamado La Conjetur&mivily recopilando toda la
informacion que hasta el momento existe alrededor de la amidmlo cual esta demostrado
para el caso general cuando el grupo abeliano es de orden jpepa ain queda abierto el

problema cuando el orden del grupo es patr.
2. Exponery presentar sistematicamente y en forma deddtbademas, teoremas y las pruebas
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gue se encuentran en [1] y [3] relacionadas con la Conjetura] Encuentro Nacional de
Algebra, Teoria de Nimeros y Combinatoria ALTENCOAS5-204&lizado en la ciudad de
Bogotéa en Diciembre del 2012.

. Estudiar y comprender todo lo que hay hasta el momentieglos de la conjetura, tomando
como referencia principal los documentos [1], [3] y [2],g&8ltimo contiene la prueba para

el caso general cuando el grupo es de orden impar.

. La conjetura 2 planteada por Snevily aln es problematahiebjeto de estudio para posi-

bles investigaciones posteriores.
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