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Resumen

Título: La Conjetura de Snevily.1

Autoras: Catherine Cadena, Angélica Dulcey.2

Palabras Claves:Transversal Latina, Tabla de Adición de Cayley, Grupo Abeliano, Combinatoria

de Nulltellensatz, Caracteres, Función Multilineal, Conjetura de Snevily.

Contenido: Una transversal de una matrizn × n es una colección den celdas, dos de las cuales

no se encuentran en la misma fila o columna; si, los elementos de la transversal son distintos se

denomina latina. Un resultado alrededor de la tabla de adición de Cayley conjeturado por Hunter

S. Snevily en [9], afirma que: Para cualquiern impar, toda submatrizk × k de la tabla de adición

de Cayley deZn contiene una transversal latina. De manera general, SiA = {a1, a2, · · · , ak} y

B = {b1, b2, · · · , bk} son dos subconjuntos de un grupo abelianoG de orden impar, entonces existe

una permutaciónπ ∈ Sk tal que las sumasai + bπ(i) con 1≤ i ≤ k, son distintas dos a dos. Alon

mostró en [1] la conjetura para grupos de orden primo, incluso cuandoA es una secuencia de

k elementos deG, con k < |G|. Dasgupta, Károlyi y otros en [3] demostraron la conjetura para

grupos cíclicos de orden impar y, para los gruposZ(pα) y (Zp)α. Finalmente en el 2009 Bodan

Arzovsky demuestra en [2] la conjetura para el casoG de orden impar.

1Monografía.
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Director: Carlos Arturo Rodríguez Palma, Magíster en Matemáticas.
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Abstract

Title: The Snevily’s Conjeture.3

Authors: Catherine Cadena, Angélica Dulcey.4

Keywords: Transversal Latin, The Cayley Addition Table, Abelian Group, Combinatorial Null-

tellensatz, Characters, Multilinear Function, Snevily’sConjecture.

Subject: A transversal in ann × n matrix is a collection ofn cells, no two in the same row or

in the same column; if, the transversal’s elements are different, it is called latin. A result about

the Cayley addition table conjectured by Hunter S. Snevily in [3],states that: For anyn odd, all

k × k submatrixk of the Cayley addition table ofZn contains a latin transversal. In general, if

A = {a1, a2, · · · , ak} andB = {b1, b2, · · · , bk} are two subsets of an abelian groupG of odd order

, then there is a permutationπ ∈ Sk such thatai + bπ(i), 1 ≤ i ≤ k, are pairwise distinct. Alon

showed in [1] that this conjecture is true for groups of primeorder , even whenA is a sequence

of k elements ofG, with k < |G|. Dasgupta, Károlyi and others in [2] proved the conjecture for

odd-order cyclic groups and for groupsZ(pα) and (Zp)α. Finally in 2009 Bodan Arzovsky proves

in [2] the conjecture for the caseG of odd order.

3Monograph.
4Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Carlos Arturo Rodríguez Palma, Master of Mathematics.

8



Índice general

Introducción 12

1. Marco Teórico 15

1.1. Teoremas Importantes sobre Grupos Abelianos . . . . . . . .. . . . . . . . . . 15

1.2. Anillos y Campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 17

1.3. Anillos de Polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 19

1.4. Extensiones de Campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 22

1.5. Raíces de Polinomios Irreducibles . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 23

1.6. Raíces de la Unidad y Polinomios Ciclotómicos . . . . . . . .. . . . . . . . . . 23

1.7. Teoría de Caracteres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 25

2. Combinatorial Nullstellensatz 29

3. Conjetura de Snevily 32

9



3.1. Presentación de la Conjetura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 32

3.2. Noga Alon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3. Dasgupta, Károlyi, Serra y Szegedy . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 38

3.4. Bodan Arzovsky (Demostración de la Conjetura paraG de Orden Impar) . . . . . 43

4. Conclusiones 47

Bibliografía 49

10



Índice de cuadros

Tabla 1: Grupo MultiplicativoF×9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Tabla 2: Caracteres del Grupo MultiplicativoF×9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Tabla 3: Tabla de Cayley deZ7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Tabla 4: Submatriz 3× 3 de la Tabla de Cayley deZ7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

tabla 5: Tabla de Cayley deZ4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Tabla 6: Submatriz 2× 2 de la Tabla de Cayley deZ4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Tabla 7: Submatriz 3× 3 de la Tabla de Cayley deZ4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Tabla 8: Submatriz 4× 4 Tabla de Cayley deZ7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Tabla 9: Submatriz de la Tabla de Cayley deZ5 para el CasoK = 3 . . . . . . . . . . . 38

Tabla 10: Submatriz deG = 〈Z9;+〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

11



Introducción

Alrededor del siglo XVII, el matemático Pierre Fermat despertó el interés por la teoría de números,

dicen que retaba a otros matemáticos a resolver problemas que él mismo había resuelto o al menos

conjeturado. La facilidad para formular conjeturas sencillas hacía a los problemas mucho más in-

trigantes. Fermat conjeturó resultados muy interesantes dentro de la teoría de números que fueron

demostrados por grandes matemáticos como Euler, Kummer, Dirichlet, Legendre entre otros.

Con el paso del tiempo la teoría de números ha cobrado importancia y muchos han sido los in-

teresados en trabajar esta rama de la matemática, "la teoríade los números ocupa un peculiar y

distinguido lugar entre las diversas ramas de las matemáticas. Que su objetivo principal sea el

estudio de algo tan conocido y familiar como son los enteros,sus propiedades y sus relaciones,

explica el interés que ha suscitado siempre entre muchos ciudadanos, quienes, aun careciendo de la

formación matemática apropiada, se sienten fascinados porsus problemas, tan fáciles de enunciar

y, sin embargo, tan difíciles a veces de resolver"(Cilleruelo,J.y Córdoba,A.(2010))

A raíz de las distintas características y propiedades que sehan podido apreciar en los enteros, la

teoría de números se divide en distintas ramas, una de éstas es la teoría de números aditiva, que en

síntesis trata de resolver los problemas de representaciónde los números enteros como sumas.

La teoría de números aditiva estudia dos tipos de problemas,los problemas clásicos que se de-

nominan problemas directos y los problemas inversos.

Un problema directo de la teoría de números aditiva es un problema en el cual dados dos conjuntos
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finitos A y B de un grupo abelianoG, se trata de determinar la estructura y las propiedades del

conjunto suma. Ejemplos de este tipo de problema son: el conocido Teorema de Lagrange que

afirma que todo entero no negativo puede escribirse como la suma de cuatro cuadrados; el teorema

Cauchy-Davenport que dice parap primo y conjuntos no vacíosA, B ⊂ Zp, se satisface|A + B| ≥

min(p, |A| + |B| − 1).

Un problema inverso de la teoría de números aditiva es un problema en el cual se deduce la

estructura de dos conjuntos cuyo conjunto suma tiene pocos elementos. Un ejemplo característico

es el teorema obtenido por Vosper en 1956, según el cual la igualdad|A+ B| = |A| + |B| − 1 en el

teorema de Cauchy-Davenport se satisface solamente si ambos conjuntosA y B son progresiones

aritméticas con la misma diferencia.

A través de la tabla de adición de Cayley, podemos representar la suma de dos conjuntos; y de-

ducir propiedades tales como la conmutatividad del conjunto suma si observamos que la tabla es

simétrica respecto a su diagonal principal.

Hunter Snevily, hace observaciones sobre la tabla de Cayleyy alrededor del año 1999 en [9]

conjetura:

Conjetura 1: Para cualquiern impar, y cualquierk ∈ {1, 2, · · · , n} toda submatrizk× k de la tabla

de adición de Cayley deZn contiene una transversal latina.

Conjetura 2: Para cualquiern par y cualquierk ∈ {1, 2, · · · , n}, cualquier submatrizk × k de la

tabla de adición de Cayley deZn contiene una transversal latina siempre que la submatriz nosea

un subgrupo de orden par o una traslación de tal subgrupo.

A partir de la fecha en que se propuso la Conjetura 1 se han obtenido algunos resultados alrededor

de ésta, estudiar y dar a conocer estos resultados es la tareafundamental de esta monografía.

El trabajo está organizado en cuatro capítulos. En el primercapítulo consignamos las definiciones,

las proposiciones y los teoremas necesarios para abordar y entender los principales planteamientos

que han sido propuestos en busqueda de la demostración de ésta conjetura; en el segundo capítulo
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estudiamos la herramienta principal que se utiliza para demostrar algunos casos particulares de

la Conjetura de Snevily, en el tercer capítulo presentamos en forma ejemplificada la Conjetura

y estudiamos los trabajos de Alon en [1]; Dasgupta, Károlyi,Serra y Szegedy en [3] quienes

han aportado algunos resultados sobre la Conjetura, y finalmente estudiamos el planteamiento de

Bodan Arzovsky en [2] quien logra demostrar el problema paragrupos abelianos de orden impar;

en el cuarto capítulo presentamos las conclusiones del trabajo de investigación.
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Capítulo 1

Marco Teórico

En este capítulo mostraremos algunos resultados que son importantes para poder comprender el

contenido de este trabajo monográfico.1Presentaremos algunos resultados sobre grupos abelianos,

campos y anillos finitos, extensiones, anillos de polinomios, raíces de la unidad, polinomios cicló-

tomicos y caracteres.

1.1. Teoremas Importantes sobre Grupos Abelianos

Los siguientes conceptos y resultados fueron tomados de [4], [6] y [11] en donde se pueden en-

contrar en detalle las respectivas demostraciones.

Definición 1.1. Un grupo es un conjuntoG con una operación binaria∗ enG tal que se cumplen

las siguientes propiedades:

1. Asociativa; esto es, para todoa, b, c ∈ G

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c
1Como no es nuestro interés profundizar en los conceptos básicos de cualquier curso de álgebra moderna,

mostraremos explícitamente los resultados; si el lector está interesado en la demostración de alguno de ellos, le in-

vitamos a consultar la bibliografía.
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2. Existe una identidad (ó unicidad)e∈ G tal que para todoa ∈ G

a ∗ e= e∗ a = a

3. Para cadaa ∈ G, existe un único elemento inversoa−1 ∈ G tal que:

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e

Si el grupo tambien satisface

4. Para todoa, b ∈ G

a ∗ b = b ∗ a

El grupo se llama abeliano ó conmutativo.

Definición 1.2. Un grupo es finito si contiene un número finito de elementos. Alnúmero de el-

ementos de un grupo finito se le llama su orden. Escribimos|G| para denotar el orden del grupo

finito G.

Definición 1.3. Un grupo multiplicativoG se denomina cíclico, si existe algún elementog ∈ G tal

que para todob ∈ G existe algúny conb = gy. El elementog se llama unGenerador del grupo

cíclico y escribimosG = 〈g〉.

Teorema 1.1. i. Cada subgrupo de un grupo cíclico es cíclico.

ii. En un grupo cíclico finito〈g〉 de orden m, el elemento gt genera un subgrupo de ordenm
gcd(t,m) .

iii. Sea d un divisor positivo del orden del grupo cíclico finito 〈g〉. Entonces〈g〉 contieneφ(d)

elementos de orden d. (φ es la función de Euler)

iv. Un grupo cíclico finito〈g〉 de orden m contieneφ(m) generadores; es decir, elementos gr tales

que〈gr〉 = 〈g〉. Los generadores son las potencias gr con gcd(r,m) = 1.

Teorema 1.2. (Unicidad de los Grupos Cíclicos de Orden n) Si n es un entero positivo, tenemos

que el grupo cíclico de orden n es el único grupo de este orden si y sólo si n y su función de Euler

son coprimos, es decir,(φ(n), n) = 1.
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1.2. Anillos y Campos

El segundo objeto algebraico que consideraremos se denominaAnillo. Para cualquier persona le es

familiar el hecho de que en muchos sistemas numéricos se nos muestren dos operaciones binarias

distintas: adición y producto. Ahora se definirá un tipo de estructura algebráica conocida como

Anillo, el cual comparte algunas de las propiedades básicasde esos sistemas numéricos. Estos

resultados fueron tomados de [8],[6] y [11] donde se pueden encontrar las respectivas demostra-

ciones.

Definición 1.4. Un anillo (R,+, ·) es un conjuntoR, que junto con dos operaciones binarias deno-

tadas por+ y ·, tales que:

i. Res un grupo abeliano con respecto a+.

ii . · es asociativo, esto es,a · (b · c) = (a · b) · c para todoa, b, c ∈ R

iii . Se cumplen las dos leyes distributivas, es decir, para todoa, b, c ∈ Rse tiene que

a · (b+ c) = a · b+ a · c

y

(b+ c) · a = b · a+ c · a

Los anillos se clasifican de acuerdo a la siguiente definición:

Definición 1.5. Se dice que:

i. Un anillo es llamado Anillo con Identidad si el anillo tieneidentidad multiplicativa, es decir, si

existe un elementoe tal queae= ea= a para todoa ∈ R.

ii . Un anillo es llamado Conmutativo si· es conmutativo.

iii . Un anillo es llamado un Dominio Integral si éste es un Anilloconmutativo con identidade, 0

en el cualab= 0 implica quea = 0 ób = 0.
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iv. Un anillo es llamado Anillo con División si los elementos deR distintos de cero bajo· forman

un grupo.

v. Un anillo conmutativo con división es llamado un Campo.

El último concepto es de gran importancia en nuestro trabajo, por tal razón haremos énfasis espe-

cial en éste, así, podemos decir que un Campo es un conjuntoF que junto con dos operaciones

binarias llamadas, adición y producto, están definidas y el cual contiene dos elementos distintos

0 y e con 0 , e, por tantoF es un grupo abeliano respecto a la adición, con 0 como elemento

identidad, y los elementos distintos de cero forman un grupoabeliano respecto a la multiplicación

conecomo elemento identidad. Las dos operaciones, se relacionan mediante las leyes distributivas

a · (b+ c) = a · b+ a · c y (b+ c) · a = b · a+ c · a. El elemento 0 es llamado el elemento cero ye

es el elemento identidad multiplicativo o simplemente identidad. Un Campo no tiene divisores de

cero, esto es siab= 0 y a = 0 entonces multiplicando pora−1 obtenemosb = a−10 = 0.

Definición 1.6. Se llama característica de un anillo unitario al menor número naturaln tal que

na= 0 para todoa ∈ R, si no existe tal número se dice que el anillo es de característica nula.

Teorema 1.3.Todo Dominio Integral Finito es un Campo.

Teorema 1.4. Un anillo R , 0 de característica positiva, con identidad y sin divisores de cero

tiene característica prima.

Corolario 1.4.1. Un campo finito tiene característica prima.

Para cada primop el anillo de clases residualesZ/[p] forma un campo conp elementos, que puede

ser identificado con el campoFp de ordenp; esto se resume en el siguiente resultado:

Definición 1.7. Para un primop, seaFp el conjunto de enteros{0, 1, ..., p−1} y seaϕ : Z/p −→ Fp

la función definida porϕ([a]) = a paraa = 0, 1, ...p − 1. EntonesFp dotado con la estructura de

campo inducida porϕ, es un campo finito.

El campoFp desempeña un papel importante en la teoría de cuerpos, puesto que cada campo de

característicap contiene una copia isomorfa deFp. Esta observación junto con el hecho de que
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cada campo finito tiene característica prima son fundamentales para la clasificación de campos

finitos.

Teorema 1.5. Sea F un campo finito. Entonces F tiene pn elementos donde el primo p es la

característica de F y n es el grado de F sobre su subcampo primo.

Lema 1.1. Si F es un campo finito con q elementos, entonces cada f∈ F satisface fq = f

Lema 1.2. Si F es un campo finito con q elementos, y K es un subcampo de F, entonces el

polinomio xq − x en K[x] se factoriza en F[x] como:

xq − x =
∏

a∈F
(x− a)

y F es el campo de ruptura (división) de xq − x sobre K.

Teorema 1.6. Para cada primo p y cada n∈ N existe un campo finito con pn elementos. Todo

campo finito con q= pn elementos es isomorfo al campo de ruptura de xq − x sobre Fp.

Teorema 1.7. Sea Fq un campo finito con q= pn elementos. Entonces cada subcampo de Fq

tiene orden pm donde m es un divisor positivo de n. Reciprocamente si m es un divisor de n, existe

exactamente un subcampo de Fq de orden pm.

Teorema 1.8.Para cada campo finito Fq el grupo multiplicativo F×q es ciclíco.

Definición 1.8. Un generador deF×q se llama elemento primitivo deFq.

Definición 1.9. Fq contieneϕ(q− 1) elementos primitivos dondeϕ es la función Phi de Euler.

1.3. Anillos de Polinomios

Definición 1.10. Se define la adición y el producto de polinomios como:

i. La adición def (x) y g(x), f (x) + g(x) =
∑n

i=0(ai + bi)xi .
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ii . El producto def (x) =
∑n

i=0 ai xi y g(x) =
∑n

j=0 b j x j es

f (x)g(x) =
n+m
∑

k=0

ckxk

dondeck =
∑

i+ j=k,
0≤i≤n,
0≤ j≤m

aib j .

Así el anillo formado por los polinomios sobreR, con las operaciones descritas, es llamado el

Anillo de los Polinomios sobreRy se denota porR[x].

El elemento cero deR[x] es el polinomio cuyos coeficientes son todos cero, es llamado el poli-

nomio cero y se denota por 0.2

Definición 1.11.Seaf (x) =
∑n

i=0 ai xi un polinomio sobreRque no es el polinomio cero. Podemos

suponer quean , 0, entoncesan es llamado elcoeficiente principalde f (x) y a0 el término

constantemientras quen es llamado el grado def (x), denotado porn = deg( f (x)) = deg( f ). Por

notación designaremosdeg(0) = −∞.

Polinomios de grado menor o igual a cero son llamadospolinomios constantes. Si R tiene la

identidad 1 y el coeficiente principal def (x) es 1, entoncesf (x) es llamadoPolinomio Mónico.

Definición 1.12. SeaK un subcampo deF y α ∈ F. Si α satisface una ecuación polinomial no

trivial con coeficientes enK, esto es, sianα
n+ · · ·+a1α+a0 = conai ∈ K no todos ceros, entonces

α es llamadoalgebraicosobreK.

Definición 1.13. Si α ∈ F esalgebraicosobreK, entonces el único polinomio mónico determi-

nadog ∈ K[x] que genera el idealJ = { f ∈ K[x] : f (α) = 0} de K[x] es llamado elpolinomio

minimaldeα sobreK.

Teorema 1.9.Sea R un anillo, entonces

i. R[x] es conmutativo sí y sólo sí R es conmutativo.

ii. R[x] es un anillo con identidad sí y sólo sí R tiene una identidad.

2Debe ser claro si el 0 representa el elemento cero o el polinomio cero.
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iii. R[x] es un dominio integral sí y sólo sí R es un dominio integral.

Teorema 1.10. Sean f1, f2, · · · , fn polinomios en F[x] los cuales no son todos cero. Entonces

existe un único polinomio mónico d∈ F[x] con las siguientes propiedades:

1. d divide a cada fj con1 ≤ j ≤ n,

2. Todo polinomio c∈ F[x] divisor de cada fj, 1 ≤ j ≤ n, divide a d. Además, d puede ser

expresado en la forma

d = b1 f1 + · · · + bn fn

con b1, b2, · · · , bn ∈ F[x]

Definición 1.14. Un polinomio p ∈ F[x] es llamadoirreducible sobre F(o irreducible enF[x] o

primo enF[x]) si p tiene grado positivo yp = bcconb, c ∈ F[x] implica que uno de los dosb o c

es una constante polinomial.

Lema 1.3. Si un polinomio irreducible p en F[x] divide a un producto de polinomios f1 f2 · · · fm

en F[x], entonces al menos uno de los factores fj es divisible por p.

Teorema 1.11. (Factorización Única en F[x]) Cualquier polinomio f∈ F[x] de grado positivo

puede escribirse de la forma

f = apr1
1 pr2

2 · · · p
rk
k

donde a∈ F, p1, p2, · · · , pk son polinomios mónicos irreducibles en F[x], y r1, r2, · · · , rk son

enteros positivos. Por otra parte esta factorización es única salvo el orden de los factores.

Existe un resultado importante que relaciona las raíces de un polinomio con el concepto de divisi-

bilidad, se resume en el siguiente teorema:

Teorema 1.12.Un elemento b∈ F es una raiz de un polinomio f∈ F[x] sí y sólo sí x− b es

divisible por f(x).
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1.4. Extensiones de Campos

Definición 1.15. Decimos que el cuerpoL es una extensión deK, si K es un subcuerpo deL, es

decir,K ⊂ L y las operaciones+ y · enK coinciden con las deL.

Definición 1.16. Se dice que una extensión,L/K, es:

1. simple, siL = K(a) cona ∈ L.

2. algebraica, si todoa ∈ L es algebraico sobreK, es decir, existe un polinomioP ∈ K[x] tal

queP(a) = 0.

3. trascendente, si no es algebraica. En particular existirá algúna ∈ L que es trascendente, es

decir, que no es no algebraico sobrek.

Si L/K es una extensión deK, entoncesL es un espacio vectorial sobre K.

Definición 1.17. A la dimensión deL como espacio vectorial sobreK se le llama grado deL/K y

se escribe [L : K]. Si el grado es finito se dice que la extensión es finita, en caso contrario se dice

que es infinita.

Definición 1.18. Si a es algebraico sobreK, se dice quep ∈ K[x] es el polinomio mínimo dea si

p es mónico,a es un cero dep y no hay otro polinomio de grado menor con estas características.

Teorema 1.13.Si L/K y M/L son extensiones de campos, entonces[M : K] = [M : L][L : K]

De hecho, si L/K y M/L son finitas, viéndolas como espacios vectoriales, tienen como bases

{x1, x2, · · · , xr}, {y1, y2, · · · , ys} respectivamente, entonces{x1y1, x2y2, · · · , xrys} es una base de

M/K.

Teorema 1.14.Toda extensión finita es algebraica.
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1.5. Raíces de Polinomios Irreducibles

Lema 1.4. Sea f∈ Fq[x] un polinomio irreducible sobre el campo finito Fq y seaα una raíz de f

en una extensión de Fq. Entonces para un polinomio h∈ Fq[x] tenemos: h(α) = 0 sí y solo sí f/h.

Lema 1.5. Si f ∈ Fq[x] un polinomio irreducible sobre el campo finito Fq de grado m, entonces

f (x) divide a xq
n − x sí y solo sí m/n.

Teorema 1.15.Si f ∈ Fq[x] es un polinomio irreducible sobre Fq de grado m, entonces f tiene

una raízα en Fqm. Mas aún, todas las raíces de f son simples y son los m elementos distintos

αq2
, · · · , αqm−1

.

Corolario 1.15.1. Sea f un polinomio irreducible en Fq[x] de grado m, entonces el campo de

ruptura de f sobre Fq es Fqm.

Corolario 1.15.2. Cualesquiera dos polinomios irreducibles en Fq[x] del mismo grado, tienen

campos de ruptura isomorfos.

Definición 1.19. SeaFqm una extención deFq y seaα ∈ Fqm, entonces los elementosα, αq, αq2
,

· · · , αqm−1
se denominan conjugados deα respecto aFq.

Nota: los conjugados deα ∈ Fqm respecto aFq son distintos sí y sólo sí el polinomio minimal de

α sobreFq tiene gradom. Por otra parte, si el gradod de este polinomio minimal es un divisor de

m, entonces los conjugados deα respectoFq son losd elementos distintosα, αq, αq2
, · · · , αqd−1

,

cada uno repetidod/m veces.

1.6. Raíces de la Unidad y Polinomios Ciclotómicos

En esta sección se muestra el campo de ruptura del polinomioxn − 1 sobre un campoK.

Definición 1.20. Sean ∈ Z+. El campo de ruptura dexn − 1 sobreK se llaman − th Campo

Ciclótomico sobreK, denotado porKn. La raíces dexn− 1 son llamadasn− th raíces de la unidad

sobreK y el conjunto de todas las raíces se denota porEn.
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Teorema 1.16.Sea n∈ Z+ y K un campo de característica p. Entonces:

i. Si p ∤ n entonces En es un grupo cíclico de orden n respecto a la multiplicación enKn.

ii. Si p/n, tenemos que n= mpb con m, b ∈ Z+ y con p∤ m. Entonces Kn = Km; En = Em y las

raíces de xn − 1 en Kn son los m elementos de Em, cada uno con multiplicidad pb.

Definición 1.21.SeaK un campo de característicap y n ∈ Z+ tal quep ∤ n, entonces un generador

deEn se llaman− th raíz de la unidad primitiva sobreK.

Sabemos que existenϕ(n), n− th raíces de la unidad primitivas. Siε es una de ellas, las demás son

de la formaεs; donde 1≤ s≤ n y gcd(n, s) = 1.

Definición 1.22. SeaK un campo de característicap, n ∈ Z+ tal quep ∤ n, y ε unan− th raíz de

la unidad primitiva sobreK. Entonces el polinomio:

Qn(x) =
∏

(1≤s≤n)

(x− εs)

dondegcd(n, s) = 1, se llaman− th polinomio ciclotómico sobreK.

Teorema 1.17.Sea K un campo de característica p y p∤ n, entonces:

i. xn − 1 =
∏

d/nQd(x)

ii. Los coeficientes deQn(x) pertenecen al subcampo primo de K. En particular aZ si el subcampo

de K es el campo de los números racionalesQ.

Teorema 1.18.El campo ciclotómico Kn es una extensión algebraica simple de K, mas aún:

i. Si K = Q, entonces el polinomio ciclótomico Qn(x) es irreducible sobreQ y [Kn : Q] = ϕ(n).

ii. Si K = Fq con gcd(q, n) = 1, entonces Qn(x) factoriza enϕ(n)/d polinomios mónicos irre-

ducibles distintos en Fq[x] del mismo grado d, Fqn es el campo de ruptura de cualquiera de tales

factores irreducibles sobre K, y[Fqn : Fq] = d donde d es el menor entero positivo tal que

qd ≡ 1(mdn)
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Teorema 1.19.El campo finito Fq es el(q − 1)st campo ciclótomico sobre cualquiera de sus

subcampos.

1.7. Teoría de Caracteres

En esta sección estudiaremos algunos conceptos del álgebralineal y la teoría de números, estos

resultados fueron tomados de [10] y [12].

Definición 1.23. SeaG un grupo abeliano finito. Un caracterχ de G es un homomorfismoχ :

G→ U, dondeU es el grupo multiplicativo de números complejos de norma 1.

Dado queχ es un homomorfismo tenemos que:

χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2) ∀g1g2 ∈ G

En particular,

χ(e) = χ(e)χ(e)

y por tanto

χ(e) = 1

Más aún, sim=| G |, entonces

χm(g) = χ(gm) = χ(e) = 1

es decirχ(g) es una raíz m-ésima de la unidad, y además

χ(g)χ(g−1) = χ(gg−1) = χ(e) = 1

así

χ(g−1) = χ(g)−1 = χ(g)

Dado un número finito de caracteresχ1, χ2, · · · , χn de G, se puede definir el producto caracter

χ1χ2 · · ·χn deG→ U asi:

(χ1χ2 · · · χn)(g) = χ1(g)χ2(g) · · · χn(g)
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para todog enG. Si χ1 = χ2 · · · = χn = χ simbolizamos porχn el productoχ1χ2 · · · χn.

Con esta operación producto, los caracteres deG forman un grupo abelianôG, denominado Grupo

Dual, su elemento identidad es el caracter trivialχ0(g) = 1 para todog ∈ G. El inverso deχ es el

caracterχ = χ−1 dado porχ(g) = χ(g) para todog ∈ G.

Si G es cíclico de ordenmy G = 〈g〉 entonces todos los caracteres deG son de la forma:

χa(gk) = e(2πιak)/m

, conk = 0, 1, · · · ,m− 1, paraa = 0, 1, · · · ,m− 1. Además siχ es un caracter deG, entoncesχ(g)

∀g ∈ G es unam−ésima raíz de la unidad, es decir

χ(g) = e(2πιa)/m

, cona = 0, 1, · · · ,m− 1, de dondeχ = χa. Por lo tanto,Ĝ consiste exactamente de los caracteres

χ0χ1 · · ·χm−1. LuegoĜ � G.

Teorema 1.20.Sea H un subgrupo del grupo abeliano finito G y seaψ un caracter de H. Entonces

ψ puede extenderse a un caracter de G; es decir, existe un caracter χ de G tal queχ(h) = ψ(h)

para todo h∈ H.

Teorema 1.21.Para cualesquiera dos elementos distintos g1, g2 ∈ G existe un caracterχ de G tal

que:χ(g1) , χ(g2)

Teorema 1.22.El número de caracteres de un grupo abeliano finito G es igual a|G|

Teorema 1.23.Para b ∈ Fq, la funciónχb conχb(c) = χ1(bc) para todo caracter c∈ Fq es un

caracter aditivo de Fq, y cada caracter aditivo de Fq es obtenido de esta forma.

Teorema 1.24.Sea g un elemento primitivo fijo de Fq. Para cada j= 0, 1, · · · , q−2 la funciónψ j

con:ψa(gk) = e2πiak/(q−1) para k= 0, 1, · · · , q− 2 define un caracter multiplicativo de Fq, y cada

carácter multiplicativo de Fq se obtiene de esta manera.

Corolario 1.24.1. El grupo de los caracteres multiplicativos de Fq es cíclico de orden q− 1 con

elemento identidadχo.
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Ejemplo 1.1. Consideremos el grupo multiplicativoF×9 , el cual es un grupo cíclico con 8 elemen-

tos generado porα = 1+ i. Los elementos del grupo se presentan en la siguiente tabla:

k 0 1 2 3 4 5 6 7

αk 1 1+ i 2i 1+ 2i 2 2+ 2i i 2+ i

Elegimos una 8−ésima raíz de la unidadε ∈ U, en este caso tomaremosε = e1/8 = 1+i√
2
, la siguiente

tabla muestra como están definidos los caracteresχi deF×9 , donde la entrada (a, k) corresponde a

εak, así si queremos hallar el caracter correspondiente a la entrada (1,2), tenemos que:

ε1·2 =

(

1+ i
√

2

)2

=
1
2

(1+ i)2 =
1
2

(1+ 2i − 1) = i

Por tanto:

1 1+ i 2i 1+ 2i 2 2+ 2i i 2+ i

χ0 1 1 1 1 1 1 1 1

χ1 1 1+i√
2 i −1+i√

2 −1 −1−i√
2 −i 1−i√

2

χ2 1 i −1 −i 1 i −1 −i

χ3 1 −1+i√
2 −i 1+i√

2 −1 1−i√
2 i −1−i√

2

χ4 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

χ5 1 −1−i√
2 i 1−i√

2 −1 1+i√
2 −i −1+i√

2

χ6 1 −i −1 i 1 −i −1 i

χ7 1 1−i√
2 −i −1−i√

2 −1 −1+i√
2 i 1+i√

2

como podemos notar existe una simetría en la tabla, esto se debe a que

χa(αk) = εak = εka = χk(αa);

como lo afirma el Teorema 1.24.

27



Entonces si tomamosak= 1, equivalentementea = 1 y k = 1 que corresponde al elemento número

uno 1+ i y al caracter unoχ1, tenemos que el conjunto

{χ0(1+ i), χ1(1+ i), χ2(1+ i), χ3(1+ i), χ4(1+ i), χ5(1+ i), χ6(1+ i), χ7(1+ i)}

tiene exactamente los mismos elementos que el conjunto

{χ1(1), χ1(1+ i), χ1(2i), χ1(1+ 2i), χ1(2), χ1(2+ 2i), χ1(i), χ1(2+ i)}

que corresponden a

{1, 1+ i√
2
, i,
−1+ i√

2
,−1,

−1− i√
2

,−i,
1− i√

2
}.
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Capítulo 2

Combinatorial Nullstellensatz

La herramienta principal que se utiliza para demostrar algunos casos particulares de la Conjetura

de Snevily, propuestos por Noga Alón en [1] y Dasgupta y otrosen [3], se conoce como:La Com-

binatorial Nullstellensatz1. En este capítulo, damos a conocer este resultado y su demostración.

Para ello comenzaremos con una generalización del teorema fundamental del álgebra:

Lema 2.1. Sea p(x1, x2 . . . , xn) un polinomio en n variables x1, x2 . . . , xn sobre un campo arbi-

trario F, supongamos que para todo i= 1, 2, . . . , n, el grado de p como un polinomio en xi es a

lo más ci y Ai es un subconjunto deF de cardinalidad ci + 1, si p(a1, a2 . . . , an) = 0 para toda

n−tupla (a1, a2 . . . , an) ∈ A1 × A2 × · · · × An, entonces p es el polinomio cero.

Éste resultado permite demostrar un caso especial (cuandom = n y gi(xi) =
∏

s∈Si
(xi − s)) del

Hilberts Nullstellensatz, teorema fundamental, que afirmaque siF es un campo cerrado alge-

braicamente, y sif , g1, g2, . . . , gm son polinomios en el anillo de polinomiosF[x1, x2, . . . , xn],

donde f se anula sobre todos los ceros comunes deg1, g2, . . . , gm, entonces existen, un enterok y

polinomiosh1, h2, . . . , hm tales que

f k =

n
∑

i=1

higi .

1Alón, Noga. Combinatorial Nullstellensatz.Combinatorics, Probability and Computing8 (1999), 7-29.

MR1684621(2000b:05001)
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El caso especial se enuncia de la siguiente forma:

Teorema 2.1.Sea F un campo arbitrario, y sea f= f (x1, x2, . . . , xn) un polinomio en F[x1, x2, . . . , xn].

Sean S1,S2, . . . ,Sn subconjuntos no vacios deF y definamos gi(xi) =
∏

s∈Si
(xi − s). Si f se an-

ula sobre todos los ceros comunes de g1, g2, . . . , gn, entonces existen polinomios h1, h2 . . . , hn ∈

F[x1, x2, . . . , xn] que satisfacen que grad(hi ) ≤ grad( f ) − grad(gi ) tales que

f =
n

∑

i=1

higi .

Mas aún, si f, g1, g2, . . . , gn son polinomios R[x1, x2, . . . , xn] para algún subanillo R de F entonces

existen polinomios hi ∈ R[x1, x2, . . . , xn] como antes.

A partir del Teorema 2.1 se obtiene la prueba de la Combinatoria de Nullstellensatz, el cual se

enuncia a continuación:

Teorema 2.2(Combinatorial Nullstellensatz). Sea F un campo arbitrario, consideremos un poli-

nomio f = f (x1, x2, . . . , xn) en F[x1, x2, · · · , xn] y supongamos que existe un monomio xc1
1 xc2

2 · · · x
cn
n

tal que
∑n

i=1 ci es igual al grado de f y cuyo coeficiente en f es distinto de cero, entonces si

S1,S2, . . . ,Sn son subconjuntos de F con|Si | > ci , existen s1 ∈ S1, s2 ∈ S2, . . . , sn ∈ Sn tales

que:

f (s1, s2, . . . , sn) , 0.

Demostración.Tomemos|Si | = ci + 1 para todoi. Supongamos que el resultado es falso, es decir:

f (s1, s2, . . . , sn) = 0 para todan-tupla (s1, s2 . . . , sn) ∈ S1 × · · · × Sn

definamos

gi(xi) =
∏

s∈Si

(xi − s) = xci+1
i −

ci
∑

j=0

gi j x
j
i .

Por el teorema 2.1, existen polinomiosh1, h2, . . . , hn enF[x1, x2, . . . , xn] con grad(hi ) ≤
∑n

i=1 ci −

grad(gi ) tales que

f =
n

∑

i=1

higi .
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Por lo supuesto, el coeficiente dexc1
1 xc2

2 · · · x
cn
n en f es distinto de cero, y así el coeficiente de este

monomio en
∑n

i=1 higi es distinto de cero.

Por otro lado el grado de cadahigi = hi
∏

s∈Si
(xi − s) es a lo sumograd( f ) y por tanto, si existen

monomios de grado igual algrad( f ) en este, deben ser divisibles porxci+1
i , de donde se sigue que

el coeficiente dexc1
1 xc2

2 · · · x
cn
n en

∑n
i=1 higi es cero, lo cual es una contradicción. Esto concluye la

prueba. �
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Capítulo 3

Conjetura de Snevily

Comenzaremos este capítulo mostrando algunos ejemplos quenos ayudarán a entender en que con-

siste la Conjetura de Snevily y posteriormente presentaremos los resultados que se tienen alrededor

de ella.

3.1. Presentación de la Conjetura

La tabla de adición de Cayley deZn puede ser considerada como un objeto matemático simple,

pero guarda características que al ser demostradas podríanser propiedades interesantes.

Por ejemplo, si consideremos el grupo aditivoZ7, su tabla deCayley se representa de forma ma-

tricial como sigue:
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+ 0 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 0

2 2 3 4 5 6 0 1

3 3 4 5 6 0 1 2

4 4 5 6 0 1 2 3

5 5 6 0 1 2 3 4

6 6 0 1 2 3 4 5

Una submatriz 3× 3 de la tabla anterior es:

+ 0 2 4

1 1 3 5

3 3 5 0

4 4 6 1

Nóte que los elementos: 3, 0, 4 (subrayados) no pertenenecen a una misma fila ni a una misma

columna. En este caso diremos que los elementos forman una transversal de esta submatriz. Ob-

serve, además, que ellos son distintos formando así lo que denominaremos una transversal latina.

De manera general, definimos unatransversal de una matriz n×n como una colección den celdas,

dos de las cuales no se encuentran en la misma fila o columna. Una transversal de una matrizes

unatransversal latina si lasn celdas tienen componentes distintas.

ParaZ4 la tabla de adición de Cayley es:

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2
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Una submatriz 2× 2 de esta tabla es:

+ 0 2

1 1 3

3 3 1

esta submatriz contiene sólo dos transversales: 1, 1 y 3, 3 ninguna de las cuales es una transversal

latina.

Una submatriz 3× 3 de la tabla es:

+ 1 2 3

0 1 2 3

1 2 3 0

2 3 0 1

esta submatriz contiene seis transversales: 1, 3, 1; 2, 0, 3; 3, 3, 3; 3, 2, 0; 1, 0, 0 y 2, 2, 1 de las cuales

dos son transversales latinas.

Los ejemplos anteriores nos permiten verificar las conjeturas hechas por Snevily en [9].

Conjetura 1. Para cualquier n impar, y cualquier k∈ {1, 2, · · · , n} toda submatriz k×k de la tabla

de adición de Cayley deZn contiene una transversal latina.

Conjetura 2. Para cualquier n par y cualquier k∈ {1, 2, · · · , n}, cualquier submatriz k× k de la

tabla de adición de Cayley deZn contiene una transversal latina siempre que la submatriz nosea

un subgrupo de orden par o una traslación de tal subgrupo.

Nuestro estudio se centra en una versión general de la conjetura 1, la cual afirma:
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Sea A= {a1, a2, · · · , ak} y B= {b1, b2, · · · , bk} dos subconjuntos de un grupo abeliano

G de orden impar, entonces existe una permutaciónπ ∈ Sk tal que las sumas ai +bπ(i),

1 ≤ i ≤ k, son distintas dos a dos.

A continuación se presenta en orden cronológico, como se fueabordando este problema. Ini-

cialmente presentaremos los resultados obtenidos por NogaAlon; Dasgupta y otros y finalmente

concluiremos con la prueba realizada por Bodan Arzovsky.

3.2. Noga Alon

El primer resultado importante sobre la conjetura, fue mostrado por Alon en [1]; él prueba que la

conjetura es cierta para grupos de orden primo, incluso cuando A es una secuencia dek elementos,

con k ≤ |G|; es decir, cuando se permite repetir elementos enA. Estos resultados se muestran a

continuación:

Teorema 3.1.Sea p un número primo de orden impar, y sean A y B dos subconjuntos cada uno de

cardinalidad k del campo finitoZp, entonces, existe una numeración a1, a2, · · · , ak de elementos

de A y una numeración b1, b2, · · · , bk de elementos de B tal que las sumas ai + bi en Zp, son

distintas dos a dos.

Ejemplo 3.1. Consideremos los subconjuntosA = {2, 4, 5, 6} y B = {0, 3, 5, 6} deZ7 con cardinal-

idadk = 4, una ordenación de losbi es:

2 4 5 6

+ 0 3 5 6

2 0 3 5

Esta ordenación corresponde a la submatriz:
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+ 2 4 5 6

0 2 4 5 6

3 5 0 1 2

5 0 2 3 4

6 1 3 4 5

donde se verifica que los elementos 2, 0, 3, 5 conforman una transversal latina.

El teorema anterior resuelve parcialmente el caso general de la Conjetura 1, cuando reemplazamos

el grupo AbelianoG de orden impar por el campoZp. Además el teorema anterior es trivial para

k = p, esto se verifica tomandoai = bi . El casok < p se tiene a partir del siguiente teorema,

cuya prueba requiere del Teorema 2.2 y de un resultado combinatorio denominado laConjetura

de Dyson, la cuál se establece a continuación. Su prueba se encuentraen [5].

Conjetura de Dyson: El coeficiente del monomio
∏k

i=1 x(k−1)ci
i en el polinomio

∏

1≤i< j≤k

(xi − x j)
ci+cj

es

(−1)c2+2c3+···+(k−1)ck
(c1 + c2 + · · · + ck)!

c1!c2! · · · ck!
.

Teorema 3.2. Sea p un número primo, supongamos k< p, sea (a1, a2, · · · , ak) una secuencia

de elementos, no necesariamente distintos, de un campo finito Zp y sea B un subconjunto de

cardinalidad k deZp, entonces, existe una numeración b1, b2, · · · , bk de elementos de B tal que

las sumas ai + bi (enZp) son distintas dos a dos.

Demostración.Consideremos el siguiente polinomio enk variables sobreZp:

f (x1, x2, · · · , xk) =
∏

1≤i< j≤k

(xi − x j)
∏

1≤i< j≤k

(ai + xi − a j − x j)
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Consideremos el coeficiente del monomio
∏k

i=1 xk−1
i en f . Puesto que el grado total def esk(k−1),

el cual es el mismo que el grado del monomio, es obvio que este es precisamente el coeficiente de

este monomio en el polinomio

∏

1≤i< j≤k

(xi − x j)
∏

1≤i< j≤k

(xi − x j) =
∏

1≤i< j≤k

(xi − x j)
2

Sin embargo, este coeficiente es (−1)(
k
2)k!, que es un caso especial de la Conjetura de Dyson.

Comok < p este coeficiente es distinto de cero módulop, y por tanto, por el teorema 2.2 con

t1 = t2 = · · · = tk = k− 1, y S1 = S2 = · · · = Sk = B, se sigue que existenbi ∈ Si = B tales que

f (b1, b2, · · · , bk) =
∏

1≤i< j≤k

(bi − b j)
∏

1≤i< j≤k

(ai + bi − a j − b j) , 0

Así los elementosbi ∈ B son distintos dos a dos, y las sumasai + bi también son distintas dos a

dos, lo cual completa la prueba. �

Note que este teorema no es verdadero si reemplazamosZp por el anillo de enteros módulon,donde

n no es primo. En efecto, sin = ks, a1 = a2 = · · · = ak−1 = 0, ak = sy B = {0, s, 2s, . . . , (k − 1)s},

es fácil verificar que no hay una numeración de los elementos de B tales que las sumasai + bi ,

1 ≤ i ≤ k son distintas dos a dos enZn.

Ejemplo 3.2. Tomandok = 3, A = (1, 1, 4) y B = (0, 2, 4) enZ5 obtenemos la ordenación de los

bi :

1 1 4

+ 4 2 0

0 3 4

Donde las sumasai + bi son distintas dos a dos, lo cual equivale a decir que los elementos 0, 3, 4

en la submatriz:
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+ 1 1 4

0 1 1 4

2 3 3 1

4 0 0 3

conforman una transversal latina.

3.3. Dasgupta, Károlyi, Serra y Szegedy

Dasgupta, Károlyi, Serra y Szegedy en [3] demostraron otrosresultados de la Conjetura de Snevily,

los cuales aparecen en este documento como teoremas 3.3 y 3.4, estos son extensiones de los teore-

mas 3.1 y 3.2. La prueba de estos teoremas se basa en el hecho deque cada grupo cíclico se puede

identificar con un subgrupo del grupo multiplicativo de cierto campo, es decir, podemos trabajar

un problema aditivo utilizando su análogo multiplicativo,en este sentido el lema siguiente permite

reducir el problema original al estudio del permanente de ciertas matrices de Vandermonde.

Para una matrizM = (mi j )1≤i, j≤k el permanente y el determinante deM se definen y se notan

respectivamente por:

perM =
∑

π∈sk

m1π(1)m2π(2) · · ·mkπ(k)

Det=
∑

π∈sk

sig(π)m1π(1)m2π(2) · · ·mkπ(k)

dondeSk es el grupo de todas las permutaciones del conjunto{1, 2, . . . , k}.

Denotemos porV(y1, . . . , yk) la matriz de Vandermonde (y j−1
i )1≤i< j≤k.

Lema 3.1. Sea F un campo arbitrario y supongamos que PerV(a1, a2, · · · , ak) , 0 para algunos

elementos a1, a2, ..., ak ∈ F. Entonces, para cualquier subconjunto B⊂ F de cardinalidad k existe

una numeración b1, b2, · · · , bk de los elementos de B tal que los productos a1b1, a2b2, · · · , akbk

son distintos dos a dos.

Demostración.Considere el siguiente polinomio enF[x1, x2, · · · , xk]
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f (x1, · · · , xk) =
∏

1≤ j<i≤k

((xi − x j)(aibi − a jb j)).

El grado def claramente no es mayor quek(k − 1); además

f (x1, · · · , xk) = DetV(x1, x2, · · · , xk) · DetV(a1x1, a2x2, · · · , akxk)

=

















∑

π∈Sk

(−1)I(π)
k

∏

i=1

x(i−1)
π(i)

































∑

τ∈Sk

(−1)I(τ)
k

∏

i=1

aτ(i)x
(i−1)
τ(i)

















=

















∑

π∈Sk

(−1)I(π)
k

∏

i=1

x(i−1)
π(i)

































∑

τ∈Sk

(−1)I(τ)
k

∏

i=1

aτ(k+1−i) x
(k−i)
τ(k+1−i)

















=

















∑

π∈Sk

(−1)I(π)
k

∏

i=1

x(i−1)
π(i)

































∑

τ∈Sk

(−1)(
k
2)−I(π)

k
∏

i=1

(aπ(i)xπ(i))
(k−i)

















Por tanto, el coefcientec(a1, a2, · · · , ak) del monomio
∏k

i=1 xk−1
i en f ,

c(a1, a2, · · · , ak) =
∑

π∈Sk

(−1)(
k
2)

k
∏

i=1

ak−i
π(i)

= (−1)(
k
2)

∑

π∈Sk

k
∏

i=1

ai−1
π(k+1−i)

= (−1)(
k
2)

∑

τ∈Sk

k
∏

i=1

ai−1
τ(i)

= (−1)(
k
2)PerV(a1, a2, · · · , ak)

es diferente de cero (en particularc(1, 1, · · · , 1) = (−1)(
k
2)k!. Por consiguiente,f es de grado

k(k− 1) y podemos aplicar el teorema 2.2, conti = k− 1 y Si = B parai = 1, 2, · · · , k para obtener

k elementos distintosb1, b2, · · · , bk enB tales que los productosa1b1, a2b2, · · · , akbk son distintas

por pares. Esto completa la prueba del lema. �
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Teorema 3.3. Sea G un grupo cíclico de orden impar. Sea A= {a1, a2, . . . , ak} y B subconjuntos

de G, cada uno de cardinalidad k, entonces existe una numeración b1, b2, · · · , bk de elementos de

B tal que las sumas ai + bi con1 ≤ i ≤ k, son distintas por pares.

Demostración.Sea|G| = m y seaα = ϕ(m) dondeϕ es la función de Euler, entonces 2α ≡ 1

(mód m). Consideremos el campoF = F2α, su grupo multiplicativoF∗ es cíclico de orden 2α − 1.

Comom|2α − 1, entoncesF∗ tiene un subgrupo de ordenm, así, podemos identificarG con dicho

subgrupo, la operación enG es la restricción de la operación enF. Dado queF es de característica

2, tenemos

perV(a1, . . . , ak) = DetV(a1, . . . , ak) =
∏

1≤ j<i≤k

(ai − a j) , 0.

Luego del lema 3.1 existe una numeración{b1, . . . , bk} de los elementos deB tal queai + bi ,

1 ≤ i ≤ k, son distintas dos a dos. �

Ejemplo 3.3. Consideremos el grupoG = 〈Z9;+〉, el cuál es cíclico generado por 1. SeaA =

{0, 4, 8} y B = {0, 3, 6} subconjuntos deG. Observemos que las sumasai + bi son distintas dos a

dos.

0 4 8

+ 0 3 6

0 7 5

Lo anterior equivale a decir que los elementos 0, 7, 5 en la submatriz:

+ 0 4 8

0 0 4 8

3 3 7 2

6 6 1 5

conforman una transversal latina.
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Otro de los resultados parciales de la conjetura dado por Dasgupta y otros se encuentra en el

teorema 3.4. El cual requiere para su demostración el siguiente resultado:

Lema 3.2. (Károlyi [7]) Si ε1, ε2 . . . , εt son q-ésimas raíces de la unidad tales que
∑t

i=1 εi = 0

entonces p| t.

Demostración.SeaE(q) el conjunto de lasq-ésimas raíces de la unidad, comoE(q) es cíclico,

existe unaq-ésima raíz de la unidadε, para la cual existen enteros positivosαi tales queεi = ε
αi .

Consideremos el polinomioP(x) =
∑t

i=1 xαi , entoncesp(ε) =
∑t

i=1 ε
αi =

∑t
i=1 εi = 0. Se sigue

que elq-ésimo polinomio ciclotómicoQq(x) =
q
∏

s=1
gcd(q,s)=1

(x − εs) el cual es irreducible enZ[x] es

un divisor deP(x) en el anilloZ[x], así p = Qq(1) divide aP(1) =
∑t

i=1 1 = t. �

Teorema 3.4. Sea p un número primo,α un entero positivo y G= Zpα o G = (Zp)α, sea

(a1, . . . , ak), k < p, una sucesión de elementos (no necesariamente distintos)en G. Entonces

para cualquier subconjunto B⊂ G de cardinalidad k existe una numeración{b1, . . . , bk} de los

elementos de B tal que las sumas ai + bi , 1 ≤ i ≤ k, son distintas dos a dos.

Demostración.Para efectuar la prueba consideremos dos casos:

1. ParaG = (Zp)α. Seap un número primo y seaFq un campo finito de ordenq = pα. Identi-

fiquemos el grupo (Zp)α con el grupo aditivoFq.

Consideremos el polinomio

f (x1, · · · , xk) =
∏

1≤ j<i≤k

[(xi − x j)(ai + xi − a j − x j)]

=
∏

1≤ j<i≤k

(xi − x j)(xi − x j) + términos de menor grado.

el grado def esk(k − 1) y el coeficiente de
∏k

i=1 xk−1
i en f esc = (−1)(

k
2)k! (Conjetura de

Dyson conm = 1). Como la característica del campoFq es p > k entoncesc ∤ p, esto es,
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c , 0 (enZp). Aplicando el teorema 2.2 conti = k − 1 y Si = B parai = 1, . . . , k, existen

elementosb1, . . . , bk ∈ B tales que

∏

1≤ j<i≤k

[(bi − b j)(ai + bi − a j − b j)] , 0

por lo tantob1, . . . , bk y las sumasb1 + a1, . . . , bk + ak son distintas dos a dos.

2. ParaG = Zpα . Consideremos el campo ciclotómicoF = Q(ε) dondeε es unaq-esima raíz

de la unidad yq = pα, entonces el grado de esta extensión es [Q(ε),Q] = ϕ(q) = ϕ(pα) =

pα − pα−1. Dado que

E(q) = {1, ε, ε2, . . . , εq−1} es un subgrupo cíclico de ordenq respecto a la multiplicación en

Q(ε), podemos identificar aG conE(q).

Como antes siper = V(a1, . . . , ak) , 0 entonces del lema 3.1 existe una numeración

{b1, . . . , bk} de los elementos deB tal que las sumasai + bi , para 1≤ i < j ≤ k, son

distintas dos a dos. Así que nos resta probar queperV(a1, . . . , ak) , 0. Para verificar este

hecho, dado que elperV(a1, . . . , ak) =
∑

σ∈Sk

∏k
i=1 ai−1

σi
y como cada término

∏k
i=1 ai−1

σi
de

ésta permanente es unaq-ésima raíz de la unidad donde el número de sumandos esk!. Como

k < p entoncesp ∤ k!, luego del lema 3.2 se sigue queperV(a1, . . . , ak) , 0, con lo cual se

concluye la prueba.

�

Ejemplo 3.4. Consideremos el grupoG = Z32, dondep = 3, sea (1, 2) una sucesión de elementos

enG y seaB ⊂ G, B = {0, 1}

1 2

+ 0 1

2 0

Se observa que las sumasai + bi son distintas dos a dos.
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3.4. Bodan Arzovsky (Demostración de la Conjetura paraG de Or-

den Impar)

Bodan Arzovsky en el 2009, utilizando técnicas del álgebra lineal, finalmente publica en [2] la

demostración para el caso general cuandoG es un grupo abeliano de orden impar.

Antes de realizar la demostración formal, debemos presentar algunos resultados del álgebra lineal

necesarios para la misma:

Lema 3.3. 1 Si G es un grupo abeliano finito de exponente n y F es un campo finito tales que n

divide a|F×|, entonces el sistema de caracteres de G para F forman una basedel espacio vectorial

de las funciones de G en F.

Este lema garantiza el hecho de poder expresar cualquier función del grupo abelianoG en el

campo finitoF como combinación lineal del sistema de todos los caracteresdel grupo, hecho que

utilizaremos más adelante.

La siguiente afirmación hace parte de las hipótesis que se consideran para los lemas que a contin-

uación se consignan:

Afirmación 1. Sea G un grupo abeliano finito de orden m y exponente n impares,supongamos que

existen dos subconjuntos{a1, a2, · · · , ak} y {b1, b2, · · · , bk} de cardinalidad k de G tales que para

alguna permutaciónπ ∈ Sk existe un par de índices distintos i, j de tal forma que ai + bπ(i) =

a j + bπ( j). Sea F un campo finito, supongamos que su orden q= |F | es una potencia de2 tal

que n|q − 1 y q > m. Note que, si F es de característica2 se pueden ignorar los signos de las

permutaciones cuando evaluamos el determinante de F.

Lema 3.4. Para algún sistema de caracteresχ1, χ2, ..., χk : G→ F× tenemos que

∑

π∈Sk
det‖χπ(i)(ai + b j)‖ = 0.

1Éste es un resultado estándar del álgebra lineal, su demostración requiere de otras herramientas mucho más fuertes

y no es nuestro interés presentar en este trabajo.
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Demostración.Expandiendo el determinante obtenemos:

∑

π∈Sk

det‖χπ(i)(ai + b j)‖ =
∑

π∈Sk

















∑

τ∈Sk

k
∏

i=1

χπ(i)(ai + bτ(i))

















;

=
∑

π∈Sk

















∑

τ∈Sk

k
∏

i=1

χi(aπ−1(i) + bτ(π−1(i)))

















;

=
∑

π∈Sk

















∑

τ∈Sk

k
∏

i=1

χi(aπ(i) + bτ(π(i)))

















;

=
∑

τ∈Sk

















∑

π∈Sk

k
∏

i=1

χi(aπ(i) + bτ(π(i)))

















;

=
∑

τ∈Sk

det‖χi (a j + bτ( j))‖.

Como tener la permutación de un caracter evaluado en un elemento específico, es equivalente a

fijar un caracter y evaluarlo en la permutación de ese elemento, y el conjunto de permutaciones

forman un grupo, entonces esta permutación también va a estar en el grupo de permutaciones;

además cada uno de los determinantes de la parte derecha contiene un par de columnas iguales,

puesto queχ(ai + bτ(i)) = χ(a j + bτ( j)) (por hípótesisai + bτ(i) = a j + bτ( j)). Luego, cada uno de

estos determinantes se anula, así, el determinante de la parte izquierda se anula. Esto concluye la

prueba del Lema. �

Otro resultado necesario en la prueba de la Conjetura de Snevily es el siguiente:

Lema 3.5. Supongamos queχ es alguna función de G en F. entonces

det‖χ(ai + b j)‖ = 0

Demostración.El sistema de todos los caracteresχ1, χ2, ..., χm:G→ F× forman una base vectorial
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de todas las funciones deG enF. Entonces, existen elementosλ1, λ2, ..., λm ∈ F tales que

χ = λ1χ1 + λ2χ2 + · · · + λmχm

El determinante es una función multilineal, entonces siD es un determinante se cumple que:

D(χ(a1 + b1), χ(a1 + b2), · · · , χ(a1 + bk)) = D















m
∑

i=1

λiχi(a1 + b1), · · · ,
m

∑

i=1

λiχi(a1 + bk)















;

=

m
∏

i=1

λiD (χ1(a1 + b1), · · · , χm(a1 + b1)) + · · ·

+

m
∏

i=1

λiD (χ1(a1 + bk), · · · , χm(a1 + bk))

=

k
∑

j=1















m
∏

i=1

λiD(χi (a1 + b j))















.

entonces podemos expandir el determinante como sigue:

det‖χ(ai + b j)‖ = det‖
m

∑

s=1

λsχs(ai + b j)‖

=

m
∑

s1,s2,...,sk=1

















k
∏

i=1

λsi

















det‖χsi (ai + b j)‖

pero si dos de estos índicess1, s2, ..., sk son iguales, entonces, usando la multiplicidad deχsi ,

concluimos que las dos filas correspondientes de la matriz‖χsi (ai + b j)‖ son proporcionales, y por

tanto estos determinantes se anulan. Consecuentemente, podemos escribir el determinante como:

m
∑

s1,s2,··· ,sk=1















k
∏

i=1

λsi















det‖χsi (ai + bj )‖ =
∑

s1≤s2≤···sk≤m















k
∏

i=1

λsi































∑

π∈Sk

det‖χπ(i)(ai + bj )‖
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Donde cada una de las sumas de los determinantes en la parte derecha se anulan por el lema

anterior. �

Lema 3.6. Sea A una matriz k×k, cada una de cuyas entradas es una variable formal z1, z2, ..., zm,

y tales que cualesquiera dos entradas en la misma fila o columna son distintas. Entonces a estas

variables formales se les pueden asignar valores de F de tal forma que detA, 0.

Demostración.La prueba se realiza por inducción sobrek. Para el caso dek = 1 es trivial. Sik

es mayor que 1, podemos asumir sin pérdida de generalidad quez1 aparece como una entrada.

El determinante deA es un polinomio enz1, de grado a lo sumok < |F |, con el coeficiente

principal como determinante de una submatriz deA. Por la hipótesis de inducción, las variables

formalesz2, z3, ..., zm pueden asignarseles valores deF de tal forma que este coeficiente no sea

nulo. El polinomio enz1, obtenido de esta manera, no es el polinomio cero, y es de grado a lo

sumok < |F |; por lo tanto, az1 puede asignarsele un valor deF de tal forma que el polinomio no

se anule. �

Ahora, estamos listo para demostrar la Conjetura 1 de H. Snevily en su versión general:

Teorema 3.5. Para algún entero positivo k y cualesquiera dos subconjuntos {a1, a2, ..., ak} y

{b1, b2, ..., bk} de k−elementos, de un grupo abeliano finito de orden impar, existeuna permutación

π ∈ Sk tales que todas las sumas ai + bπ(i), con1 ≤ i ≤ k, son distintas dos a dos.

Demostración.Utilizando todos los lemas anteriormente expuestos, podemos concluir el resulta-

do que nos interesa si asociamos todo elementog ∈ G con una variable formalz(g), entonces todas

las entradas en una misma columna o una misma fila de la matriz‖z(ai + b j)‖ son distintas. Por el

Lema 3.6, cada variablez(g) puede asignarsele un valorχ(g) de tal forma que el determinante de

la matriz resultante‖ χ(ai + b j) ‖ sea distinto de cero. Sin embargo, esto contradice el Lema 3.5, y

así se completa la prueba del teorema de H. Snevily. �
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Capítulo 4

Conclusiones

Trabajar e incursionar en la matemática es entrar en un mundodistinto, lleno de desafíos y grandes

emociones. Un tema como el que desarrollamos en este trabajode una rama tan compleja como la

Teoría de Números Aditiva nos abre las puertas para crecer enconocimientos y aumentar nuestro

vagaje matemático.

Como podemos apreciar en el desarrollo de nuestro trabajo, los primeros resultados sobre la Conje-

tura estaban enfocados en resultados netamente de la teoríade números y el álgebra moderna, pero

en la demostración propuesta por Arzovsky vemos que involucra resultados importantes del álge-

bra lineal para su demostración. Esto es un ejemplo claro quelas distintas ramas de la matemática

no poseen resultados aislados, todos ellos en algún momentoconvergen para demostrar y generar

nuevos resultados que contribuyen con el avance de la matemática. Después de un tiempo y mucho

esfuerzo logramos:

1. Elaborar este trabajo monográfico llamado La Conjetura deSnevily recopilando toda la

información que hasta el momento existe alrededor de la misma, de lo cual está demostrado

para el caso general cuando el grupo abeliano es de orden impar, pero aún queda abierto el

problema cuando el orden del grupo es par.

2. Exponer y presentar sistemáticamente y en forma detallada los lemas, teoremas y las pruebas
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que se encuentran en [1] y [3] relacionadas con la Conjetura,en el Encuentro Nacional de

Álgebra, Teoría de Números y Combinatoria ALTENCOA5-2012 realizado en la ciudad de

Bogotá en Diciembre del 2012.

3. Estudiar y comprender todo lo que hay hasta el momento alrededor de la conjetura, tomando

como referencia principal los documentos [1], [3] y [2], éste último contiene la prueba para

el caso general cuando el grupo es de orden impar.

4. La conjetura 2 planteada por Snevily aún es problema abierto y objeto de estudio para posi-

bles investigaciones posteriores.
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