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RESUMEN

TITULO: EL ESPACIO (s /co
AUTOR: SOFIA VANEGAS MONCADA

PALABRAS CLAVE: ESPACIOS DE BANACH, ESPACIOS COCIENTE, ULTRAFILTROS, COMPACTIFICACION
DE STONE-CECH, IDENTIFICACIONES ISOMETRICAS, COMPLEMENTACION, /.., c.

DESCRIPCION:

El presente trabajo estudia el espacio cociente /., /¢y dentro del marco del andlisis funcional, con énfasis
en sus propiedades estructurales y sus relaciones con espacios de funciones continuas. A partir de los
fundamentos de los espacios de Banach y el uso de herramientas topolégicas como la compactificaciéon de
Stone—Cech de los nlimeros naturales, se establecen conexiones fundamentales entre /. y el espacio de
funciones continuas C(5N), asi como entre el espacio cociente ¢ /co y C(BN\ N).

El desarrollo del trabajo se organiza en tres partes principales. En primer lugar, se presentan los
conceptos preliminares necesarios, incluyendo filtros, ultrafiliros, espacios normados y la construccion
de la compactificaciéon de Stone—Cech. En segundo lugar, se demuestran identificaciones isométricas
clave que permiten describir los elementos de ¢/, y ¢~ /co mediante funciones continuas sobre espacios
compactos, utilizando el concepto de p-limite asociado a ultrafiltros. Finalmente, se aborda el estudio de la
complementacién en espacios de Banach, destacando la complementacién de subespacios de dimension
finita y el analisis de la no complementacion de ¢y en /..

Entre los principales resultados se encuentra la demostraciéon de que /., es isométricamente isomorfo a
C(PN), y que ¢ /co es isométricamente isomorfo a C (SN \ N). Asimismo, se establece que, aunque ¢, es
complementado en ciertos espacios como C10, 1], no lo es en /., lo cual evidencia que la propiedad de
complementacion no se preserva en general en espacios de Banach.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Michael Alexander Rincén Villamizar, Doctor en
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: THE SPACE /.. /co
AUTHOR: SOFIA VANEGAS MONCADA ™

KEYWORDS: BANACH SPACES, QUOTIENT SPACES, ULTRAFILTERS, STONE-CECH COMPACTIFICATION,
ISOMETRIC IMBEDDINGS, COMPLEMENTATION, /o, co.

DESCRIPTION:

The present work studies the quotient space /. /co within the framework of functional analysis, emphasizing its
structural properties and its relationships with spaces of continuous functions. Starting from the fundamentals
of Banach spaces and the use of topological tools such as the Stone—-Cech compactification of the natural
numbers, fundamental connections are established between /., and the space of continuous functions
C(PN), as well as between the quotient space ¢, /co and C(SN \ N).

The development of the work is organized into three main parts. In the first place, the necessary preliminary
concepts are presented, including filters, ultrafilters, normed spaces, and the construction of the Stone—-Cech
compactification. In the second place, key isometric identifications are proved, which allow the elements of /.,
and /. /co to be described by means of continuous functions on compact spaces, using the concept of p-limit
associated with ultrafilters. Finally, the study of complementation in Banach spaces is addressed, highlighting
the complementation of finite-dimensional subspaces and the analysis of the non-complementation of ¢, in
Loo-

Among the main results is the proof that /., is isometrically isomorphic to C(8N), and that /. /co is
isometrically isomorphic to C'(SN \ N). Likewise, it is established that, although ¢, is complemented in certain
spaces such as C|0, 1], it is not complemented in /.., which shows that the property of complementation is
not preserved in general in Banach spaces.

Bachelor Thesis

Faculty of Science. School of Mathematics. Advisor: Michael Alexander Rincén Villamizar, Ph.D.
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INTRODUCCION

Los fundamentos de la teoria de espacios de Banach, establecidos por el matematico

polaco Stefan Banach en su monografia de 1932, Théorie des opérations linéaires,
introdujo la teoria de los espacios normados completos, y conceptos esenciales del analisis
funcional moderno. En este contexto, los espacios /., y ¢y aparecen como ejemplos clasicos
que han sido ampliamente estudiados.
Si bien la construccién del cociente /., /cy no se encuentra desarrollada en los trabajos
originales de Banach, las ideas introducidas alli sobre espacios normados y operadores
lineales sentaron las bases para su posterior estudio. Este espacio puede analizarse
mediante la compactificacion de Stone—Cech de los niimeros naturales, lo que permite
establecer una relacion con espacios de funciones continuas?.

El propédsito de este trabajo es estudiar algunas propiedades del espacio /.. /¢, a partir de
estas relaciones. En particular:

1. Estudiar la conexion entre (, y C(pN), donde SN es la compactificacion de
Stone-Cech de los nimeros naturales.

2. Estudiar la conexién entre /. /co y C(SN \ N), donde N es la copia natural de N en
SN.

3. Estudiar la no complementacion de ¢, en /.

' R. E. Megginson. An Introduction to Banach Space Theory. Springer, 1998.

2 E. Kreyszig. Introductory Functional Analysis with Applications. John Wiley & Sons, 1978.
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1. Preliminares

En este capitulo se presentan las definiciones basicas' y los resultados que se usaran en
el desarrollo del trabajo.

1.1. Filtros

Definicion 1.1.1. Una familia 7 C P(X) es llamada filtro sobre X si verifica las siguientes
propiedades:

F1) F #£0;
F2) 0 ¢ F;
F3) Si Ay B estan en F, entonces AN B esta en F;
F4) Si Aestaen Fy A C B, entonces B estaen F.

Definicion 1.1.2. Sean X un espacio topoldgico y U un filtro en X. Diremos que U/ es un
ultrafiltro’ si U es un filtro maximal.

Ejemplo 1.1.3. Si X es un conjuntoy = € X, la colecciéon
F.={ACX:zeA}
es un ultrafiltro. Este filtro es llamado ultrafiltro principal generado por x.
1.1.1. La compactificacion de Stone-Cech de N
Definicion 1.1.4. Definamos
BN = {p c 2V : p es un ultrafiltro}.

Si A CN, sea
A={pepN:Acp}.

' M. Fabian et al. Banach Space Theory: The Basis for Linear and Nonlinear Analysis. Springer, 2011.



Proposicion 1.1.5. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. La coleccion {2 : A C N} es una base para una topologia t := 7, sobre SN.
2. (BN, 1) es un espacio compacto Hausdorff.

3. La aplicacionn € N — F,, € ON es un encaje, cuya imagen es un subconjunto denso
de 5N. Ademas, la imagen de N es un subconjunto discreto de SN.

El espacio (pN, 1) es llamado compactificacion de Stone-Cech de N. La imagen de N bajo
la aplicacionn € N — F,, € SN se denota como N.

Demostracion. Verifiquemos las dos condiciones de base.
Primero,

AN =[] A

ACN
Sea p € SN. Como p es un ultrafiltro, p # @, luego existe A C N tal que A € p. Por tanto,
pE A,y asi
BN C | J A

ACN

La otra contenencia se sigue de que A C AN para todo A C N.
Ahora, sean A, B C Ny suponga que

pe ANB.
Entonces A € py B € p. Como p es un filtro,
C:=ANBEenp.

De aqui,
peC.

Ademas, siq € C, entonces C € g.ComoC C AyC C B,sesigueque A € qy B € q. Por
tanto,
g€ AnB.
Luego
CcANB.
Con esto, la coleccion {E: A C N} es una base para una topologia sobre gN.

9



Veamos que es Hausdorff. Sean p, ¢ € SN con p # ¢q. Entonces existe A C N tal que

Aep y Adq
Como q es un ultrafiltro, se tiene
N\Aeq

Por tanto,

Ademas,
ANN\A=g,

pues ningun filtro puede contener simultaneamente Ay N\ A. Luego (5N, 7) es Hausdorff.
Veamos ahora que es compacto. Sea {E .1 € I} una cubierta abierta de 5N. Supongamos
que no existe una subcubierta finita. Entonces, para todo subconjunto finito F' C I,

BN # | J A
icF

Por tanto, existe p* € gN tal que

p ¢ | JA

iEF
Esto implica que
A; ¢ p* paratodoi € F.

Como p* es un ultrafiltro,

N\ A; €p” para todo i € F.

Luego
m (N\ 4;) € p",
i€F

y en particular
N\ A) # 2.

i€EF

Asi, la familia {N'\ A; : i € I} tiene la propiedad de interseccion finita. Por el Lema de Zorn,

10



existe un ultrafiltro ¢ sobre N que contiene a todos los conjuntos N\ A;. Entonces
A; ¢ q paratodoi € I,

y por tanto
q¢;1\i paratodoi € I,

lo cual contradice que {;1: .1 € I} cubre gN.

Se concluye que toda cubierta abierta admite una subcubierta finita. Por tanto, (8N, 7) es
compacto.

Finalmente, consideremos la aplicacion

SO:N—>/BN7 Sp(n>zfn7

donde
Fo={ACN: neA}

es el ultrafiltro principal generado por n.
Veamos primero que ¢ es inyectiva. Sean n, m € N con n # m. Entonces

{n} € Fn,
mientras que

{n} & Fo.
Por tanto,

Fon # Fm,

y asi ¢ es inyectiva.
Veamos ahora que la imagen de N es un subconjunto discreto de SN. Sea n € N.
Consideremos el abierto

{n} ={peBN: {n}ep}

Como {n} € F,, se tiene
Fn € {n}.

Ademas, si F,, € {/rﬁ entonces
{n} € Fn,

11



lo cual equivale a decir que
m € {n}.

Por consiguiente, m = n. Luego

(n} Ne(N) = {F.).

Esto muestra que la topologia inducida sobre ¢(N) coincide con la topologia discreta de N.
Por tanto, ¢ es un encaje y ¢(N) es discreto.

Probemos finalmente que ¢(N) es denso en gN. Sea A un abierto no vacio de AN, con
A C N. Como A +# @, existe p € AN tal que

p € A
Por definicion de A, esto significa que

A€ np.

En particular, A # @. Sea entonces n € A. Como n € A, por definicion del ultrafiltro
principal F,, se tiene

AeF,.
Por tanto,
F, € A.
Asi,
ANp(N) # 2.

Como todo abierto no vacio de SN intersecta a ¢(N), concluimos que ¢(N) es denso en
BN. [

Definicion 1.1.6. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (z,) una sucesion en X y p € gN
dado. Diremos que x € X es un p-limite de la sucesion (x,,), y escribimos = = p-lim z,,, Si
para cada U C X abierto con x € U tenemos que {n ¢ N:z, € U} € p.

Teorema 1.1.7. Sean X un espacio topolégico compacto Hausdorff, (x,,) una sucesion en
X yp € BN dado. Entonces p-lim x,, existe y es unico.

12



Demostracion. Considere
Y = ﬂ{mn:neA}.

Aep

Para cada A € p, el conjunto Fy = {x,:n € A} es cerrado en X. Si Ay,..., Ay € p,
entonces Ay N---NAL,€py

k
{.TnnGA]ﬂmAk}gﬂFAl

i=1

Como A, n---N A, € p, este conjunto no es vacio, luego

k
m Fa, # 2.
=1

Asi, la familia {F4 : A € p} tiene la propiedad de interseccion finita. Como X es compacto,
la interseccion de todos los F4 es no vacia, es decir,

Y #@.
Sea r € Y. Sea U abierto con z € U y defina
B={neN: z,cU}.

Si B ¢ p,entoncesN\ B e€p.ComozeY,

x €{zr,:neN\ B}

Pero {z, :n e N\ B} C X\ Uy X \ U es cerrado, por lo que

{z,:neN\B}C X\U,

lo cual contradice que = € U. Portanto B € p, y x = p-lim x,,.
Para la unicidad, como X es Hausdorff, si x # y existen abiertos disjuntos U, V' tales que

xelU, yeV, UNV=g.

13



Entonces
{n:z, €U}, {n:2,€V}ep,

y como p es un filtro,
{n:z,eU}N{n:z, eV} enp.

Pero esta interseccidn es vacia, lo cual es imposible. Por tanto el limite es unico. O

1.2. Espacios normados y espacios de Banach

Definicion 1.2.1. 2 Sea X un espacio vectorial sobre R (o C). Una funcion
|- X —=[0,00)

se llama norma si para todos x,y € X y todo escalar «, se cumplen:
1. ||| = 0 siy solo si z = 0;
2. |Joz|| = |af [lz[];
3. [l +yll < [lzll + [lyll-

El par (X, || - ||) se llama espacio normado.

Definicion 1.2.2. Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo con
respecto a su norma, es decir, toda sucesiéon de Cauchy en X converge en la norma a un
elemento de X.

A continuacion, se presentan dos ejemplos clasicos.

Ejemplo 1.2.3. /., es el conjunto de todas las sucesiones acotadas de escalares reales o0
complejos:

loo ={x = (Tp)nen : sup|z,| < oo}
neN

Definimos en /., la norma del supremo por
el = sup [z
neN

Es conocido que (/. || - ||s) €S un espacio de Banach?.

14



Ejemplo 1.2.4. Sea ¢, el subconjunto de /., formado por todas las sucesiones que
convergen a cero:

co={2=(n)nen € loo : lim z,, =0}
n—oo

El espacio ¢, provisto de la norma || - ||, €s un subespacio cerrado de /.., y por lo tanto,
es un espacio de Banach.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio normado y Y C X un subespacio cerrado. Se define
el espacio cociente X /Y como el conjunto de clases de equivalencia

t=x+Y={z+y:yeY}
donde z, z € X son equivalentes si z — z € Y. Las operaciones se definen por
T4+z2:=(x+2)+Y, ar:=(ax)+Y, ack
Definiciéon 1.2.6. La norma en X/Y se define por
2]} = nf{ [z =yl -y € Y}

Teorema 1.2.7. Si X es un espacio de Banach y Y C X es un subespacio cerrado,
entonces el espacio cociente X/Y , provisto de la norma

2] = mf{ [z —yll -y €Y},

también es un espacio de Banach'.

Demostracion. Es suficiente ver que toda serie en X/Y absolutamente convergente es
convergente. Sea > z,, una serie absolutamente convergente en X /Y, es decir,

> |l#n] < oo
Para cada n, elijax, € X talquez, =z, + Yy
[zl < [|Znll +27"

Entonces

15



por lo que > x, converge en X, ya que X es Banach.
Sea ¢ : X — X/Y la aplicacion cociente. Como ¢ es lineal y continua,

q (Z xn> = qlzn) =) in,
de donde > z,, converge en X/Y. Por tanto, X/Y es completo. O

Teorema 1.2.8 (Hahn—Banach (Thm. 2.2, ')). SeaY C X un subespacio de un espacio
normado X. Si f € Y*, entonces existe F' € X* tal que

Fly=f y |F]

x+ = |If]

Y*-

16



2. ldentificaciones Isométricas

En este capitulo se demuestran dos identificaciones isométricas fundamentales en
espacios de Banach'. En particular, probaremos que /.., es isométricamente isomorfo a
C(PN), y que el espacio cociente /., /c, es isométricamente isomorfo a C(5N \ N).

Estas identificaciones se establecen mediante el uso de p-limites asociados a ultrafiltros.
Este enfoque permite describir elementos de estos espacios en términos de funciones
continuas sobre espacios compactos.

2.1. /., es isométrico a C(pN)

Teorema 2.1.1. Los espacios de Banach (., y C(3N) son isométricamente isomorfos?.
Mas precisamente, la aplicacion

T:x€ly — T(x) € C(PN), T(z)(p) = p-limz,, para todop € PN,

es una isometria lineal y sobreyectiva.

Demostracion.
Veamos primero que T es lineal. Sean a,b € /,, y A € R. Fijado p € 5N, denotemos

a=T(a)(p) = p-lima,, B =T(b)(p) = p-limb,.

Probemos que
p-lim(a, +b,) = a + S.

Sea ¢ > 0. Por definicion de p-limite,
A={neN:la, —a| <5} €p, B={neN:|b,-p]<5}ep
Como p es un ultrafiltro, AN B € p. Sin € AN B, entonces

|(@n +bn) = (@ + B)| < lan —a| + |bn = B| <e.

' 1. E. Leonard y J. H. M. Whitfield. A classical Banach space: /.. /cy. En: Rocky Mountain Journal of
Mathematics 13.3 (1983), pags. 531-541.
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Dado que para todo ¢ > 0 se tiene que
{neN:|(a,+b,) — (a+ B)| < €} € p,

por lo tanto
p-lim(a, +b,) = a+

yasi T'(a+b)(p) =T(a)(p) + T(b)(p) para todo p € SN.
Ahora, sea A € Ry p € gN. Denotemos a = p-lima,. Si A = 0, es claro que

p-lim(Aa,) =0 = Ao
Supongamos A # 0y sea ¢ > 0. Por definicién de p-limite,
A={neN:la, —al <5} ep

Sin € A, entonces
[Aa, — Aa| = A |a, —a| < e.

Como para todo ¢ > 0 se tiene que
{n eN:|\a, — \a| < €} € p,

por tanto,
p-lim(Aa,) = Ao,

y asi T'(Aa)(p) = A\T'(a)(p) para todo p € 5N. Concluimos que T es lineal.

Probemos ahora que 7" es inyectiva. Supongamos que 7'(a) = T'(b), con a, b € (.. Entonces
p-lima, = p-limb, paratodo p € SN.
Sea m € Ny consideremos el ultrafiltro principal F,,,. Entonces
F,-lima, =a,, Yy F,-limb, = b,,.
Como F,, € BN, por la hipotesis se tiene que

A, = by,

18



Dado que esto vale para todo m € N, se concluye que a = b. Por lo tanto, 7" es inyectiva.

Veamos ahora que 7" es sobreyectiva. Sea f € C'(SN) y definamos la sucesion a = (a,,)
por
a, = f(n), n € N.

Como SN es compacto y f es continua, la imagen f(5N) es compacta en R, y por tanto
acotada. En consecuencia, a € /..
Queremos probar que T'(a) = f, es decir, que para todo p € SN se cumple

p-lima, = f(p).

Sea p € SNy sea V un abierto de f(p) en R. Como f es continua, f~(V) es un abierto
de p en SN. Por tanto, existe un abierto basico Atal que

~

peAC (V).

Por definicion de A, se tiene que A € p. Ademas, de A C f~YV) se sigue que
AC fY(V)NN.

Como A € p, concluimos que
T (V)NN e p.

Pero
f'V)NN={neN:fn)eV}={neN:q, €V}

Por definicién de p-limite, esto implica que p-lima, = f(p).
Como p era arbitrario, se sigue que T'(a) = f. Por tanto, T" es sobreyectivo.

Finalmente, probemos que T preserva la norma. Sea a € /., y M = ||a||«- Entonces
la,| < M paratodon € N.
Sea p € fNy escribamos «a = p-lima,,. Para todo ¢ > 0,

{neN:|a, —al <e} ep.

19



Si n pertenece a este conjunto, entonces
o] —& <lan| < M,
de donde se deduce que |a| < M. Por tanto,
IT(a) oo < [la]|oc-
Por otra parte, para cada n € N sea p,, el ultrafiltro principal en n. Entonces
pp-limag = a,,

y por tanto
|an| < | T(a)]|oo-

Tomando supremo enn € N,
lallo < [IT(a)]l-

En consecuencia,
IT(a)| = llalloc paratodo a € lu.

Como T es lineal y acotado, es continuo.

2.2. /. /co es isométrico a C (SN \ N)

Lema 2.2.1. ' Seaz = (z,) € (... Entonces

|z + co|| = limsup |z,
n—oo

Demostracion. Sea

L = limsup |z,|.
n—oo

Primero veamos que ||z + ¢|| > L. Sea y € ¢,. Entonces y,, — 0, y por tanto

limsup |z, — y| = limsup |z,,| = L.
n—oo n—oo

Como

|z = ylloo > limsup |z, — ya|,
n—oo

20



se sigue que
|z —ylloo > L para todo y € .

Tomando infimo en y € ¢y, obtenemos
|z + co|| = fof ||z — ylle > L.
YyEco
Ahora veamos que ||z + ¢|| < L. Sea ¢ > 0. Por definicion de lim sup, existe V € N tal que

sup |z,| < L +e.
n>N

Definimos y = (y,,) por
Tp, N <N,

0, n=>N.

Yn =
Entonces y € ¢y, y ademas
|z = ylloo = sup [zn| < L +e.
n>N

Por consiguiente,
|z 4+ col| < L +e.

Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que
o+ coll < L.

Por lo tanto,

|z + co|| = L = limsup |z,
n—oo

]

Teorema 2.2.2. El espacio cociente (../c, es isométricamente isomorfo a C(SN\ N)'. En
términos precisos, la aplicacion

T : a4cy € los)co — T(x+co) € C(BN\N),  T(x+co)(p) = p-limz,, para todo p € SN\N

es una isometria lineal y sobreyectiva.
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Demostracion. Definamos la aplicacion

T:lo/co — C(BN\N),  T(x+ co)(p) = p-limz,.

Veamos primero que T esta bien definida. Supongamos que z + ¢y = y + ¢o. Entonces
x —y € ¢, €s decir,
lim (z,, — y,) = 0.

n—0o0

Sea p € N\ N. Entonces
p-lim(z, — y,) = 0,

y por tanto

p-lim z,, = p-limy,.

De este modo,

T(x+co) =T(y + co)-

Veamos ahora que T(z + ¢;) € C(BN\ N) paratodo = € (... Seap € SN\ Ny e > 0.
Denotemos

a=T(x+ c)(p) = p-limx,.

Por definicién de p-limite,
A={neN:|z, —al <eg/2} €p.
Siq € A, entonces A € ¢, y por definicion de ¢-limite se tiene
lg-lm x,, —a| <e.

Por tanto,

T(2 + co)(q) = Tz + co)(p)| <,

lo cual muestra que T'(z + ¢,) es continua en p. Como p es arbitrario,

T(x+cy) € C(BN\N).

Probemos ahora que T es lineal. Sean z,y € l, Yy A € R. Paratodo p € N\ N se tiene
que
p-lim(z, + y,) = p-limx,, + p-lim y,,
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p-lim(A\z,) = Ap-limx,,.
Por tanto,

T((x +y) + co) = T(x 4 co) + T(y + o), T(Ax +cy) = AT (x + ¢p).

Veamos ahora que T es inyectiva. Supongamos que

T(.Z‘ + Co) = 0.

Entonces
p-limz, =0 paratodo p € SN\ N.

Supongamos que z ¢ ¢y. Entonces existe ¢, > 0 tal que
A={neN:|z,| > e}
es infinito. Sea p € SN\ N tal que A € p. Entonces
|p-lim z,,| > &¢/2,

lo cual es una contradiccién. Por tanto, = € ¢y y asi = + ¢y = 0. Luego T es inyectiva.
Veamos ahora que T es sobreyectiva. Sea f € C(8N \ N). Por el resultado anterior
(isomorfismo entre /., y C(5N)), existe = € /., tal que

p-limzx, = f(p) paratodo p € 5N.
En particular, esto vale para todo p € 5N \ N, y por tanto

T(z+co) = [

Finalmente, probemos que T preserva la norma. Sea = € /..
Primero veamos que

IT (@ + co)lloo < [l + coll
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Sea y € ¢p. Como p-limy, = 0 para todo p € 5N\ N, se tiene

T(z + co)(p) = p-limz,, = p-lim(z, — yn).

Por tanto,

IT(x+ co)(p)| = |p-lm(z,, — yn)| < |7 — Ylloo para todo p € SN\ N.
Tomando supremo en p, obtenemos
IT(z + co)lloo < I = Ylloo-
Como y € ¢, es arbitrario, al tomar infimo en y € ¢, se sigue que
1T (x + co) oo < [l + col|
Por el lema anterior, basta probar que

lim sup [z, ] < [ T(z + ¢o) o

n—oo

Sea

L = limsup |z,,|.
n—oo

Fijado ¢ > 0, el conjunto
A={neN: |z,|>L—¢}

es infinito. Por tanto, al menos uno de los conjuntos
A, ={neN: z,>L—¢}, A ={neN: z,<—(L—-¢)}

es infinito.
Supongamos que A, es infinito. Entonces existe un ultrafiltro libre p € SN \ N tal que

a = p-limz,,

entonces necesariamente a > L — . En efecto, si a < L — ¢, tome § > 0 tal que

a+d< L —e.
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Como «a = p-lim z,,, el conjunto
B={neN: |z, —aof <}

pertenece a p. Ademas, A, € p, luego

A, NBEep,
y en particular es no vacio. Sin € A, N B, entonces

T, <a+|r,—ao<a+d<L-—c¢g,

lo cual contradice que n € A, . Por tanto,

a> L —e¢.

De aqui,
|T(z + co)lloo = [T(x 4+ co)(p)| = |a] > L —e.

Si A_ es infinito, de manera analoga se obtiene
IT(z + co)lloo > L —e.

En cualquier caso,
T (x4 cp)||loo > L — €.

Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que

IT(z + co)||oe > L = limsup |z,,].

n—o0

Por lo tanto,
|z + col| = Hmsup |z,| < |T(z + co)lle < [z + <ol
n—oo

y en consecuencia
1T (2 + co)lloe = Il + coll-
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3. Complementacion en espacios de Banach

En este capitulo se estudia la complementacion de subespacios en espacios de Banach'.
En particular, se demuestra que todo subespacio de dimensién finita es complementado.
Ademas, se analiza el caso del espacio ¢, en distintos contextos. Se prueba que ¢, es
complementado en C|0, 1], mientras que no lo es en /...

3.1. Complementacion en espacios de Banach

Definicion 3.1.1. Un subespacio cerrado Y de un espacio de Banach X se dice que es
complementado en X si existe una proyeccion lineal acotada de X sobre Y, es decir, un
operador lineal y continuo P: X — Y tal que P(y) =y paratodoy € Y.

Proposicion 3.1.2. Todo subespacio de dimension finita de un espacio de Banach es
complementado’.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach y sea M C X un subespacio de dimension
finita. Tome una base {m,...,m,} de M. Entonces, para cada = € M, existen unicos
escalares a4, ..., a, tales que

Tr=a1mi+- -+ a,my.
Defina, para cada j = 1,...,n, el funcional lineal sobre M

m;(r) = a;.

Como M es de dimension finita, cada m; es continuo en M. Por el teorema de
Hahn—Banach (Teorema 1.2.8), existe una extension continua x; € X* de m} a todo X.
Definimos

P:X — M, P(z) = zi(z)mq + -+ + 2 ()my,.

Entonces P es lineal y continua. Ademas, si

r=amq+---+a,m, €M,
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se tiene que
P(x) = zy(z)my + -+ ap(2)m, = aymy + -+ + aymy, = .

Por tanto, P(z) = x para todo x € M. En consecuencia, P es una proyeccion continua
sobre M,y asi M es complementado en X. O

Proposiciéon 3.1.3. E/ espacio ¢, es isométrico a un subespacio complementado de
C[0,1)2.

Demostracion. Para cada n € N, escoja ¢, € (0,1) de modo que:

1.

3=

€ly:=2—ent+e,] C[0,1]y0¢ I,

2. ]nm_[n+1 - @,

3. La sucesion (¢,,) es decreciente y lim ¢,, = 0.

n—o0

En cada I,,, definimos f,, : [0, 1] — R por

, Six € l,,
0, six ¢ I,.
En la siguiente figura podemos ver las graficas de algunas de estas funciones.

1 fn(x) fa
I3

Ja
— /5

) ! 1
1 | |
l ! ! !
I | | |
| | | |
| | | |
! ! ! !
| | | |
| | | |
| | | |
! ! ! !
! ! ! !
| | | |
| | | |
l l l l
| | | |
l l l l
! ! ! !
% : : .
1 1 1 1
5 1 3 2

Figura 3.1: Grafica de algunas funciones f,,.

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. f, es continua;
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2.0< fule) <1y fu(2)=1:
3. fulx)=0siz ¢ I,.
Observemos que paracadam € Ny ay, ..., a,, € R se cumple

Zaz’fz'

=1

= max |a,|.
1<i<m

o0

En efecto, como 0 < f;(z) < 1paratodoz € [0,1] ei=1,...,m, y ademas los intervalos
L,..., I, sondisjuntos, para cada = € [0, 1] alo sumo una de las funciones f(z),..., fu(z)
es distinta de cero. Por tanto,

m

Z a; fi(x)

< max |a para todo x € [0, 1].
— 1<i<m

Tomando supremo en z, se obtiene

m
Z a; fi
i=1

< max |a,|.
1<i<m

[e.e]

Por otra parte, para cada k € {1,...,m}, al evaluar en = = | se tiene
f L) _ 1 fi 1) _ 0sii#k

Z a;fi (%) = G,

Luego

yen consecuencia

m

Zaifi

i=1

> |ag| paratodo k € {1,...,m}.

o0

De aqui se sigue que

m

Zaifi

=1

> max |a;|.
1<i<m

oo

Se concluye la igualdad.
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Sea ahora

|
lI-lloo

Y =span{f,: ne N} .

Definimos

o0

P:Cl0.1]—Y,  Plg)x) =3 (g(1/n) - 9(0)) fulz), € ]0,1]

n=1

Como g es continua en [0, 1], se tiene que g(1/n) — ¢(0), y por tanto
an, == g(1/n) —g(0) — 0.

Asi, (a,,) € ¢o. De la igualdad anterior se deduce que la sucesién de sumas parciales

m

> anf

n=1

es de Cauchy en ([0, 1], y por tanto converge en C0, 1]. En consecuencia, P(g) esté bien
definida y pertenece a Y.

La aplicacién P es lineal por construccidn. Veamos que es una proyeccion. Sea g € Y.
Entonces existe una sucesion (a,) € ¢ tal que

9= anfn
n=1

Evaluando en x = 1/n, se tiene
g(1/n) =as,  g(0) =0,
ya que 0 ¢ I,, para todo n. Por tanto,

g9(1/n) = 9(0) = an,

y asi

Luego P(g) = g para todo g € Y. En consecuencia, P es una proyeccion continua de
C'0,1] sobre Y, y por tanto Y es un subespacio complementado de C[0, 1]. Finalmente, la
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igualdad

m

Zaifi

=1

= max |a]
1<i<m

o0

implica que Y es isomorfo a ¢q. Para verlo, consideremos la aplicacion

oo

T:co—Y, T((a;)) = Zaifia

i=1

donde la serie se entiende como el limite en C|0, 1] de la sucesion de sumas parciales
m
szza/ifi, m € N.
=1

Entonces, para cada m € N, se tiene

m
|Smlloe = |[D_asfil| = méx Ja].
i=1 o
Como (a;) € ¢y, S€ cumple que
max |a;[ — sup [a;| = ||(a;)||oo-

1<i<m ieN

Por otra parte, como S,, — T'((a;)) en C|0, 1], y la norma es continua, se obtiene

IT((@)l = Yim 1S, = Jim mis o] = supla] = (@)

Asi, T' es una isometria. Ademas, por la definicion de Y, T es sobreyectiva. En

consecuencia, Y es isomorfo a .
Por lo tanto, ¢, estd complementado en C0, 1].

3.2. ¢y no es complementado en /.,

El hecho de que ¢y no sea complementado en /., fue demostrado por primera vez por
Richard S. Phillips' en 1940. Este resultado muestra que no todo subespacio cerrado de

1
(1940), pags. 516-541. DOI: 10.1090/S0002-9947-1940-0004094- 3.
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un espacio de Banach admite una proyeccion lineal acotada.
En esta seccion se presenta una demostracion de este resultado. Comenzamos por un
lema que es atribuido a W. Sierpinski.

Lema 3.2.1. Existe una familia no numerable " C P(N) tal que:
1. Todo elemento de I" es un conjunto infinito.
2. Para cualesquiera A, B € I' con A #+ B, se tiene que AN B es finito.

Demostracion. Para cada x € (0,1), defina
A(z) ={2"(2|nz| + 1) : n € N}.
Observe que A(x) es infinito para todo = € (0, 1). Considere la familia
I'={A(x):2€(0,1)}.
Sean z,y € (0,1), con z # y. Si
2"(2|nx| + 1) = 2™(2|my] + 1),

entonces, como 2|nx| + 1y 2|my] + 1 son impares, por unicidad de la descomposicion de
un namero natural en la forma 2%r, con r impar, se tiene

n=m y [nz]=[ny].

De aqui,
|nx —ny| < 1,
y por tanto
njlz —y| < 1.
En consecuencia .
n < )
7~y

Asi, si un elemento pertenece a A(z) N A(y), corresponde a algun n tal que

1

n<-—,
|z — |
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por lo que A(z) N A(y) es finito. Finalmente, como (0, 1) es no numerable, tenemos que I'
es no numerable. O

Teorema 3.2.2. El espacio c, no esta complementado en (..

Demostracion. Suponga, por contradiccion, que existe una proyeccion lineal acotada P
de ¢, sobre c¢y. Sea
Q =1- P7

donde I denota la aplicacién identidad en /... Note que, si = € ¢y, entonces
Qz)=z—Plx)=xz—2=0.

En efecto, como P> = Py ¢y = Im(P), dado = € ¢, existe y € /., tal que P(y) = x.
Entonces
P(z) = P(P(y)) = P*(y) = P(y) = =.

Por tanto, P(z) = x para todo = € ¢, y asi
Ker(Q) = co.

Por el lema anterior, existe una familia {4, : v € (0,1)} € P(N) tal que A, N A, es finito

siempre que v # 7.
Para cada v € (0,1), denotemos por =, = x4, la funcién caracteristica de A,.
Veamos que, para todo ¢ > 0 y todo n € N, se tiene que

Card{y € (0,1) : |Q(xy)n| > €} < 00,

es decir,
Card{y € (0,1) : |zy(n) — P(x,)(n)| > €} < oo.

En efecto, asuma que

y defina



Note que

/ J—
Ty =Py = XaynUhoy Ay
i
Ademas,

A’Yz' N UAWJ' - U(A% N A”/j)?
J#i j#i
y cada interseccion A,, N A, es finita. Por lo tanto, esta union es finita, de donde se sigue
que la sucesion x,, — 2’ es nula salvo en un numero finito de indices. En consecuencia,

/
Ty, — T, € Co.
De este modo,

y por linealidad de @)

Parai=1,...,ktenemos
k

Q (Z sign(Q (7, )n) w’%> =) _sign(Q(a),)n) Q) )

n o i=l

k

Por otro lado,

k
Zsign(@(x'%)n) o <L
i=1 00
Por tanto,
k k
kescz<zsign<@<xi,i>n>x;i> < [1QI | sign(@( )l || < QI
=1 n =1 o0
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Por lo tanto,

k< —.
€

Usando la afirmacion anterior, se sigue que
E=|J{v€(0,1): Q,)n # 0}
n=1

es numerable. Por tanto, existe v € (0,1) \ E tal que Q(z,), = 0 para todo n. Asi,

Q(x'y) =0,

y en consecuencia
xy = P(x,).

Esto implica que =, € ¢, lo cual es una contradiccion, pues ., es la funcion caracteristica
de un conjunto infinito.
O
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