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INTRODUCCION

Las Algebras de Lie nacieron de la tentativa de obtener una teoria para el estudio de
las ecuaciones diferenciales parciales analogo a la teoria de Galois, para las ecuaciones
polinomiales. La teoria que se conoce sobre las Algebras de Lie, es el resultado de estudios
realizados por los matematicos: Sophus Lie, Wilhelm Killing y Elie Cartan.

En esta monografia se exploran nociones basicas sobre algebras de Lie, esta teoria ac-
tualmente no sélo se aplica en matematicas, sino que cada vez es mayor su utilizacion
en fisica tedrica, en la moderna teoria de supercuerdas, y en Optica, constituyendo una
importante aproximacion a la unificacion de la mecanica cuantica y la relatividad general.
Este trabajo es introductorio dado que es una teoria bastante compleja y se necesita un

bagaje matemédtico mucho mayor para su profundizacién.

Esta monografia se divide en cuatro capitulos, en el primer Capitulo se presentan algunos
conceptos elementales sobre algebra lineal, la estructura de un &lgebra de Lie, y como
se definen los morfismos y las representaciones, se presentan las algebras solubles y las
algebras nilpotentes y relacionadas a ellas se encuentran los Teoremas de Lie y Engel
respectivamente. Para culminar se presentan las definiciones clasicas de algebra de Lie
semisimple y simple.

El segundo Capitulo esta relacionado con los criterios y subdlgebras de Cartan, el primer
criterio nos permite saber cuando un algebra es soluble mediante su forma de Cartan-
Killing y el segundo criterio el cual garantiza que un algebra de Lie es semisimple cuando
su forma de Cartan-Killing es no degenerada. Definiremos cuando una subélgebra es de

Cartan y presentaremos algunos resultados y ejemplos sobre el tema.

II
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En el tercer Capitulo se establecen algunas propiedades sobre las subalgebras de Cartan
y las dlgebras semisimples, ademads, se presentan algunos tépicos sobre sistemas simples
de raices, la formula de Killing y para finalizar la matriz de Cartan asociada al sistema
simple de raices.

En el cuarto Capitulo a partir de un sistema simple de raices, damos las pautas para
construir los diagramas de Dynkin y se presentan la clasificacién de las dlgebras de Lie
semisimples de dimensién finita, y se incluye los diagramas de Dynkin y las matrices de
Cartan asociados a cada una de ellas.

Para el mejor entendimiento del tema se recomienda que el lector este familiarizado con

areas como algebra moderna, algebra Lineal y teoria de matrices.



CAPITULO 1

ALGEBRAS DE LIE

Este capitulo estd formado en su mayor parte por definiciones basicas sobre la teoria de las
algebras de Lie, las cuales nos facilitaran la comprension del tema a tratar, y se presentan
los Teoremas de Engel y Lie relacionados con las algebras de Lie nilpotentes y solubles

respectivamente.

1.1. Aspectos sobre algebra lineal.

En esta seccion se trataran principalmente los conceptos necesarios sobre algebra lineal
y teoria de matrices para poder entender las siguientes secciones y capitulos, donde se
trataran las algebras de Lie. Denotaremos por F un campo que puede ser el campo de los
nimeros reales (R) o el campo de los nimeros complejos (C). Solo cuando sea necesario

haremos la distincién correspondiente.

Definicién 1.1.1. [5] Un conjunto V' se denomina espacio vectorial sobre F si se tiene
en él dos operaciones llamadas adicién (+) y multiplicacién por escalar (.) las cuales

satisfacen los siguientes diez axiomas :

1. Siz,y € V, entonces z+y € V.
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[\]

. Siz,yeV, entonces x +y =y + x.
3. Paratodo x,y,z €V, (z+y)+z=x+(y+ 2).

4. Existe un elemento 0 € V' tal que para todoz € V, z+0=0+z = x (el 0 se llama

modulo de la adicién ).
5. Six eV, existe y € V tal que z +y = 0.
6. Siz eV ypel, entonces pr € V.
7. Siz,y € Vyp€TF, entonces p(x +y) = px + py.
8. SizeVyp peTF, entonces (p+ )z = px + fz.
9. Siz eV yp,peTF, entonces p(fz) = (pf)x

10. Para todo x € V, 1z = 21 = x, en donde 1 es el elemento unidad de F.

Los elementos de V' se llaman vectores y los elementos de F escalares.

Ejemplo 1.1.1. Algunos ejemplos de espacio vectorial son los siguientes:

1. El conjunto M, (F) de matrices de tamano n xn sobre IF con la suma y multiplicacién

por un escalar empleadas usualmente.

2. Si V es el conjunto de todos los polinomios f(z) = ag + a1 + asz? + ... + a,z"
donde los a; son elementos de R y n es cualquier entero no negativo. La suma y la
multiplicacion de polinomios por constantes son los usuales. Con estas operaciones

V' resulta ser un espacio vectorial sobre R.
Definicién 1.1.2. [5] Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V' es un sub-
espacio de V' si y solo si:
1. Para todo u,w € W, entonces u +w € W.
2. Para todo a € Fy w € W implica que aw € W.

Definicién 1.1.3. [2] Sea G = {vy,v9,...,v,} un conjunto de vectores de un espacio
vectorial V. Decimos que G genera V si todo vector en V se puede escribir como una
combinacion lineal de los vectores en G, es decir, para todo v € V existen escalares

ai,as, ..., a, tales que v = a v, + agVe + ... + a,U,.
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Definicién 1.1.4. [2] Un conjunto finito de vectores G = {vy,va,...,v,} es una base

para un espacio vectorial V si:

1. G es un conjunto linealmente independiente, es decir, si
aivy + asvs + ...+ a,v, =0
entonces a; = ay = ... =a, = 0.
2. G genera a V.

Definicién 1.1.5. [2] Sean V, W espacios vectoriales reales. Una transformacién lineal T’
de V en W es una aplicacién que asigna a cada vector v € V' un vector T'(v) € W y que

satisface, para cada u,v € V' y cada escalar a:

1. T(u+v)=T(u) +T(v).
2. T(aw) = aT'(v).

Definicién 1.1.6. Dada una matriz A en M, (IF), la traza de A, notada como tr(A) se

t’f’(A) = i Q5.
i=1

Expresado en palabras, la traza de una matriz es la suma de sus componentes diagonales.

define como

En las siguientes propiedades de la traza, A y B representan matrices y a € F.

1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B);
2. tr(ad) = atr(A);

3. tr(AB) = tr(BA);

4. tr(AB — BA) = 0.

Definicién 1.1.7. [5] Sea A una matriz de tamafo n X n con componentes reales. El
nimero A (real o complejo) se llama autovalor de A si existe un vector v diferente de cero

tal que
Av = .

El vector v # 0 se llama autovector de A correspondiente al autovalor .
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Definicién 1.1.8. [5] Sea A un autovalor de A, el subespacio E) = {v : Av = v} se

llama autoespacio de A correspondiente al valor propio A.

Definicién 1.1.9. Un espacio vectorial V' es un espacio con producto interno si para cada
par ordenado de vectores u y v en V| existe un inico nimero (u, v) en el campo F llamado

producto interno de u y v, tal que si u,v y w estan en V' y a € F, entonces

L. (v,v) >0
2. (v,v) =0siy solosiv=0;
3. (w0 +w) = (u,v) + (u, w);

4. (u+v,w) = (u,w) + (v,w);

5. (u,v) = (v,u);
6. (au,v) = au,v);

7. (u,av) = a@(u,v).

La barra de las condiciones 5. y 7. denota el conjugado del nimero (en caso de que el
campo sea los complejos).
Se dice que un producto interno es no degenerado, si ademéds satisface que: si v es un

elemento de V' 'y (v, w) = 0 para todo w € V, entonces v = 0.

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Denotemos con V* el conjunto de todas
las aplicaciones lineales de V' en K. Sabemos que V* es en si mismo un espacio vectorial
sobre K, ya que podemos sumar aplicaciones lineales y multiplicarlas por escalares. Los
elementos de V* se conocen como funcionales (sobre V) y a V* se le denomina espacio
dual.

Ejemplo 1.1.2. Sean V = K" y ¢ : K" — K la proyeccién sobre la primera componente,
esto es, p(z1, ..., ,) = x1; ¢ es un funcional. Andlogamente, para cada i = 1, ..., n

tenemos un funcional ¢; tal que

gOi(ZL‘l, ceey xn) = Z;.
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Supongamos V' un espacio vectorial con producto interno no degenerado, a cada elemento

v € V le podemos asociar un funcional L, en el espacio dual. L, es definido como
Ly(w) = (v,w)

para todow € V. Si vy, vy € V, entonces Ly, 4y, = Ly, +Ly,. Sic € K, entonces cL,, = L,.
Podemos decir que la aplicacion v — L, es una aplicacion lineal de V' en el espacio dual
V.

Teorema 1.1.1. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre K, con un producto
interno no degenerado. Dado un funcional L : V — K existe un unico elemento v € V tal

que L(w) = (v,w) para todo w € V.

Demostracion. Consideremos el conjunto de todos los funcionales sobre V' que son del
tipo L, para algin v € V. Este conjunto es un subespacio de V*, porque el funcional nulo
es de este tipo y, ademas, son verdaderas las siguientes formulas: Ly, v, = Ly, + Ly, v
cL, = Le,.

Ademas, si {vy, ..., v,} es una base de V, entonces L,,, ..., L,, son linealmente indepen-

dientes, ya que si x4, ..., x, € K tales que 1 L,, + ... + x,L,, = 0 entonces
Lyw, + ..+ Ly o, =0,

y, por lo tanto,

L$1v1+ ot Tpon — 0.

Sin embargo, si v € V y L, = 0, entonces v = 0 dado que el producto interno es no
degenerado tenemos que xyv; + ... + x,v, = 0 y en consecuencia x| = ... = x, = 0,
entonces L, ..., L, son linealmente independientes. Concluimos que el espacio de los
funcionales de tipo L,(v € V'), de la misma dimensién que la de V*, por lo tanto igual a

V*, con lo que se termina la demostracion. |

1.2. Algebras de Lie.

Esta seccién esta constituida por la estructura béasica del tema, como es la definicién de
algebra y subalgebra de Lie, ademas, se mostrara como se presentan los morfismos entre

ellas.
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Definicién 1.2.1. Una algebra de Lie consiste en un espacio vectorial g dotado de una

operacion producto llamada corchete o conmutador denotado por:
[]iexg—g
la cual satisface las siguientes propiedades:
1. Bilinealidad, es decir, que para todo X,Y,Z € gy a,b € F se cumple que
[aX +bY ,Z) =a[X,Z] + b)Y, Z], (1.1)
[Z,aX +bY|=0a[Z,X]+b[Z,Y]. (1.2)
2. Antisimetria, es decir, que para todo X,Y € g tenemos que

X,Y]=—[Y,X]. (1.3)

3. La identidad de Jacobi, esto es, para cualesquiera X,Y,Z € g tenemos que
(X V. Z]|+[Y[Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0, (1.4)
que puede ser reescrita alternativamente de la siguiente forma

(X, Y, Z]|=[X.,Y],Z]|+]Y,[X,Z]. (1.5)

Aplicando solamente la definicién de algebra de Lie obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes

1. Para todo XY € g; [X,Y]=-[YV,X].

2. Para todo X € g; [X,X]=0.
Demostracion.

) 1=2
Sean X, Y € g, por hipétesis tenemos que [X +Y |, X] = —[X |, X + Y] que se puede
reescribir de la forma [X + Y, X] + [X, X + Y] = 0 obtenemos que:

0 = X+Y , X|+[X,X+Y]
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0 = [X,X]+[V,X]+[X,X]+[X,Y]
0 = X, X]+[Y,X]|+[X,X]-[Y,X]
0 = [X,X]+[X,X]

0 = 2[X,X]

Dada la arbitrariedad de X se tiene que para todo X € g[X , X] =0.
i) 2= 1

Sean X,Y € g entonces por hipétesis [X, X] =0y [Y,Y] =0, ademas:

o o o o
I

Por lo tanto para todo X,Y € g; [X,Y] = -]V, X].

De i) y ii) concluimos la equivalencia de las proposiciones dadas. |

Ejemplo 1.2.1. Un campo F es una algebra de Lie donde el corchete esta dado por el
conmutador, esto es [X,Y] = XY —Y X con X, Y € F, veamos:
Es evidente, que el corchete se anula para todos los elementos de F debido a que el campo

cumple la propiedad conmutativa, por lo tanto ' es una algebra de Lie.

Sea gl(n,F) el conjunto de todas las transformaciones de un espacio vectorial de dimensién

n en IF, o sea, el dlgebra de las matrices de tamano n x n.

Ejemplo 1.2.2. gl(n,F) es una algebra de Lie donde el corchete esta dado por el conmu-
tador, esto es [X,Y] = XY — Y X con X,Y € gl(n,F), veamos:

Para que gl(n,F) sea una algebra de Lie debe cumplir las condiciones dadas en la De-
finicién 1.2.1, por lo tanto debemos demostrar que: el corchete en gl(n,F) es bilineal,

antisimétrico y que satisface la identidad de Jacobi.

» Bilinealidad

Sean a,b € Fy XY, Z matrices entonces debemos demostrar que:
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1. [aX +bY ,Z) = a[X, Z] +b]Y , Z).

aX +0Y ,Z] = (aX+bY)Z —Z(aX +0bY)
= aXZ+b0YZ - ZaX — ZbY
= aXZ+WZ—-aZX —-bZY
= aXZ —aZX +bYZ —-bZY
= a(XZ—-ZX)+b(YZ— ZY)
= alX,Z]+0bY,Z].

2. [Z,aX +bY] =alZ,X]+b[Z,Y].

[Z,aX +bY] = Z(@X+0bY)— (aX +0bY)Z
= ZaX+2ZbY —aXZ —-b0YZ
= aZX +b2Y —aXZ -bYZ
= aZX —aXZ+bZY -bYZ
= W(ZX —XZ)+b(ZY —YZ)
= a[Z,X]|+0]Z,Y].

De a) y b) obtenemos la bilinealidad del corchete en gl(n,F).

= Antisimetria del corchete. Para demostrar que es antisimétrica podemos usar
cualquiera de las dos proposiciones en el Teorema 1.2.1 esto es:
Sea X € gl(n,F), entonces [X,X] = X.X — X.X = X? — X2 = (.Y asf por el
Teorema 1.2.1 tenemos que [X ,Y] = —[YV, X] en gl(n,F).

» Identidad de Jacobi.

Para demostrar que cumple la propiedad de Jacobi, usaremos la Ecuacién (1.5),
sean XY, Z € gl(n,F):

(X, Y], Z]+ [V, [X, Z]) = (X, Y]Z = Z[XY]) + (Y[X, Z] - [X, Z]Y)
= (XY -YX)Z - Z(XY - YX)+Y(XZ - ZX)
—(XZ - ZX)Y
—XYZ—-YXZ—-ZXY +2ZYX+YXZ-YZX
— XZY + ZXY
=XYZ+2ZYX-YZX - XZY
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—(XYZ - XZY)+ (ZYX - YZX)
= X(YZ-2Y)-(YZ-2ZY)X

= XY, Z] - [V, Z]X

= [X,[Y, Z]].

Definicién 1.2.2. Se dice que g es una dlgebra de Lie abeliana si [X,Y] = 0, para todo
X,Y eg.

Observe que todo campo F es un algebra de Lie abeliana.

Definicién 1.2.3. Sea g una algebra de Lie. Una subalgebra de g es un subespacio
vectorial h de g que es cerrado por el corchete, es decir, [X ,Y] € b, si X,V € b.
Ejemplo 1.2.3. so(n,F) = {X € gl(n,F),X + X' = 0} es una subdlgebra de Lie de
gl(n,F). Aqui X' es la transpuesta de X y n > 2.
Debemos comprobar que si X,Y € so(n,F) entonces [X,Y] € so(n,F). Para que
[X,Y] € so(n,F) se debe cumplir que [X,Y]+ [X, Y] =0 veamos
(X Y]+ [X,Y] = XY -YX+ (XY -YX)
= XY -YX + (XY) — (YX)!
= XY -YX+Y'X'— X'V
= XY -YX+YX-XY =0
Por lo tanto [ X ,Y] € so(n,F) y se demuestra que so(n, F) es subalgebra de gl(n,F).
Ejemplo 1.2.4. sl(n,F) = {X € gl(n,F), tr(X) = 0} es una subdlgebra de Lie de
gl(n,F).
Debemos comprobar que si X, Y € sl(n,F) entonces [X ,Y] € sl(n,F). Paraque [X,Y] €
sl(n,F) se debe cumplir que tr([X ,Y]) = 0, veamos:
tr([X,Y]) = tr(XY —YX)
= tr(XY)-tr(YX)
= tr(XY)—tr(XY)
= 0.
Ejemplo 1.2.5. sp(n,F) = {X € gl(2n,F)| XJ+ JX' = 0} es una subdlgebra de Lie de

gl(n,F) donde J esta dada en bloques de tamafno n

J _ O _1n><n
1nxn 0
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aqui 1,x, representa la matriz identidad de tamano n X n.
Debemos comprobar que si X, Y € sp(n,F) entonces [X,Y] € sp(n,F), esto es, se debe

cumplir que [X,Y]J 4+ J[X ,Y]' =0. Como X,Y € sp(n,F) entonces XJ + JX' =0y
YJ+ JY! =0 por lo tanto:

(X, Y]J+J(X,Y] = (XY -YX)J+JXY -YX)
= XYJ-YXJ+JXY) - JYX)
= XYJ-YXJ+(JYHX"' - (JXH)Y!
= XYJ-YXJ-Y(JX")+X(JY")
= XYJ-YXJ+YXJ-XYJ
= 0.

Ejemplo 1.2.6. o(n,F) = {X € gl(2n+ 1,F)| XJ + JX' = 0} es una subélgebra de Lie

de gl(n,FF) donde J esta dada en bloques de tamano n x n

1 0 0
J=10 0 1l
0 Luxn O

La demostracién de que o(n,[F) es una subdlgebra de Lie se hace de forma andloga al

Ejemplo 1.2.5 y por eso omitiremos la demostracion.

Ejemplo 1.2.7. El subespacio generado por las matrices triangulares superiores de ta-

mano 3 X 3 son una subdlgebra de Lie de gl(n,F), las matrices son de la forma

o O 2
o o %
*

o

Ahora introduciremos algunos conceptos provenientes de la teoria de grupos, que apoyaran

el desarrollo de nuestra tematica.

Definicién 1.2.4. Una transformacién lineal ¢ : g +— b con g y bh dlgebras de Lie es un:

» Homomorfismo si [ X, Y| = [pX , Y]

= [somorfismo si es un homomorfismo biyectivo.
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= Epimorfismo si la imagen de ¢ es b.
= Automorfismo si es un isomorfismo y g = b.

Definicién 1.2.5. Sean g una algebra de Lie y I un subespacio tal que I C g. I es un

ideal si para todo Y € I y para todo X € g se cumple que [X,Y] € .

De la definiciéon de subdlgebra es claro que todo ideal es una subalgebra, pero no toda
subdlgebra es un ideal. También 0 (el subespacio consistente tinicamente del vector nulo)

y g misma son ideales de g.

Ejemplo 1.2.8. El centro de una algebra de Lie g definido como:
3(g) = {X € g|para todoY € g, [X,Y] =0}
es un ideal de g.

Ejemplo 1.2.9. El subespacio W de las matrices triangulares superiores con ceros en la
diagonal de tamano 3 x 3 es un ideal del espacio generado por las matrices descritas en
el Ejemplo 1.2.7.

Definicién 1.2.6. El normalizador de una subalgebra h de g es

Nb) ={zebh:[z,h] Ch}

es la mayor subdlgebra de g que contiene a fh como un ideal.

Para una élgebra de Lie g construimos el algebra cociente g/I de g por un ideal I de
manera analoga a los anillos cocientes. El espacio vectorial g/ es simplemente el cociente
de un espacio vectorial g por el subespacio I, dotado con la operacién corchete, la cual
es definida naturalmente en g/I por [X + [,Y + I]| = [X,Y] + I para todo X,Y € g. La
operacién en g/l esta bien definida ya quesi X +1=X'4+1y Y + 1 =Y'+ I entonces
tenemos que X' = X +U, Y/ =Y 4+ V para algin U,V € I, como [X'Y'] — [X,Y] =
X+UY+V]-[X,Y]=[X,V]+[UY]+[U, V] el

Los siguientes teoremas introducen los resultados clasicos sobre homomorfismos, cuyas

demostraciones son analogas a aquellas que aparecen en cualquier libro de teoria de grupos.

Teorema 1.2.1 (1° Teorema de Isomorfismo). Sea ¢ : g — ¢ un homomorfismo de

algebras de Lie, si I es un ideal de g incluido en el Ker ¢ entonces existe un tunico
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homomorfismo de dlgebras : g/I — @' de Lie que hace conmutativo el siguiente diagrama

g ¥ g

g/l

tal que Y om = ¢, donde ™ : g — g/I es la proyeccion candnica, esto es que para

X € g, m(X) =X+ 1. Particularmente tenemos que

Teorema 1.2.2 (2° Teorema de Isomorfismo). Si I, J son ideales de g entonces

I+J, I
J o InJ

donde el isomorfismo esta dado naturalmente.

Teorema 1.2.3 (3° Teorema de Isomorfismo). Si I, J son ideales de g tales que I C J,

entonces J/1 es un ideal de g/I y por lo tanto tenemos el isomorfismo natural entre

9/l 9
J/I T

Definicién 1.2.7. Sean g, ..., g,, dlgebras de Lie y
=01 DgD...Ogn

su suma directa como espacios vectoriales. Esto es, g = g1 X go X ... X g, como una
estructura vectorial producto. Para X = (X7, Xs,...,X,,) y Y = (¥1,Y,,...,Y,,) € g se

define el corchete de la siguiente forma
[X7 Y] - ([Xla }/1]7 [X27 Y2]7 [XTM Yn])

definiendo asi sobre g una estructura de algebra de Lie.

1.3. Representaciones.

En esta seccién presentaremos una herramienta muy importante para el estudio de las
algebras de Lie, como lo es la representacién adjunta, para ello es necesario presentar

algunas nociones basicas sobre la representaciones.
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Definicién 1.3.1. Sean g una &lgebra de Lie, V' un espacio vectorial y gl(V') el alge-
bra de Lie de las transformaciones lineales de V. Una representacién de g en V' es un

homomorfismo
p:g—gl(V).

V' se denomina espacio de representacién y su dimension se denomina dimension de re-

presentacion. Una representacién p es fiel si Ker(p) = {0}.

Dada una representacion p de g en V| se puede tomar la representacion p* de g en el dual
V* de V dada por la férmula

P(X)N)==Aop(X) AeV™

La verificacion de que p* es una representacion es inmediata. El signo negativo que aparece

es necesario para que los corchetes aparezcan en el orden correcto.

Definicién 1.3.2 (Subespacio Invariante). Si p una representaciéon de g en Vy W C g,

decimos que W es un espacio invariante, si para todo X € g
p(X)W C W.

Definicién 1.3.3 (Restriccién de Representaciones). Sean p una representacion de g en

V'y W un espacio invariante, la aplicacion
define una representacién de g en W.

Definicién 1.3.4. Sea p una representacién de g en V', decimos que p es irreducible si

sus unicos subespacios invariantes son los triviales, es decir, 0 y V.

Definicién 1.3.5. Sea p una representacion de g en V', decimos que p es un representa-

cion completamente reducible si V' se puede descomponer como
V=VieWhhe.aV,

con cada V; invariante tal que pl|y, es irreducible, esta representacién se conoce como

representacién semisimple.
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Para un elemento X de una algebra de Lie g, sea la transformacion lineal
ad(X):g—g
definida por ad(X)(Y) = [X,Y]. La aplicacién
ad: X € g — ad(X) € gl(g)
define una representacién de g en g, denominada representacion adjunta.

Ejemplo 1.3.1. [Representacién adjunta de s[(2,K)] Veamos la representaciéon adjunta

de sl(2,K), las matrices de esta subdlgebra son de la forma:

Una base de sl(2,K) es el conjunto {X,Y, H}. Donde

O R A R ]

Al calcular la adjunta con respecto a X obtenemos que:
ad(X)(Y) = [X,Y] = H, ad(X)(X) = [X,X] =0, ad(X)(H) = [X, H] = —2X.
Comprobemos que ad(X)(Y) = [X,Y]=H

Ceaeyee
(o))
e

Podemos escribir que:
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De la misma forma se pueden calcular ad(H) y ad(Y') y obtener que:
20 0 0
ad(H)=10 0 0 y ad(Y)=1]-1

0 0 -2 0

Como {X,Y, H} es una base para sl(2,K) podemos escribir
adA=aadH +badX +cadY

por lo tanto se puede definir de forma general la aplicaciéon ad : s[(2, K) — sl(3,K), es de-
; 2a —=2b 0
cir, dado A = (a > € 5l(2,K) obtenemos que ad(A) = | —¢ 0 b | €sl(3,K).

c —a
0 2 —2a

Definicién 1.3.6 (Derivaciones). Una derivacién de una algebra de Lie g es una aplica-

ciéon lineal D : g — g tal que para todo X ,Y € g satisface la siguiente igualdad

DX ,Y]=[DX,Y]+[X,DY].

De una forma mas general, una derivacion de una élgebra es una transformacién lineal que

satisface la regla de Leibnitz para la derivada de un producto D(XY) = D(X)Y+XD(Y).

Proposicién 1.3.1. La representacion adjunta es una derivacion.
Demostracion. Por definicién de representacion adjunta tenemos que
ad(X)[Y', Z] = [X, [V, Z]]
y por la ecuacién (1.5) obtenemos que
ad(X)Y,Z) =X, Y], Z]|+|Y,[X,Z]] =[ad(X)Y , Z] + [V ,ad(X)Z]

por lo tanto ad(X) es una derivacién. [

Las derivaciones que tienen como imagen un subconjunto de g, como la adjunta son

consideradas derivaciones internas.
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1.4. Algebras nilpotentes y solubles.

Para hablar de las algebras nilpotentes y de las dlgebras solubles debemos hablar primero
de las series de composicion, ya que seran la base para poder definirlas.

Las series de composicion que nos servirdan para definir las algebras nilpotentes y las
algebras solubles son las siguientes:

Sea g una algebra de Lie, para dos subconjuntos no vacios A y B de g definimos
[A,B]={[X,Y]|X € A)Y € B}.

Definimos por induccién los siguientes subespacios de g:

g =g
g = [9.9
g® = [g*) g h].
La serie g, ¢/, ..., g® se les conoce como serie derivada de g.

Proposicién 1.4.1. Sea g una dlgebra de Lie y I un ideal. Sea también w : g — g/ el

homomorfismo canonico. Entonces
m(g®) = (g/1)!".

Demostracion. Por induccién sobre k. Es claro que 7(g(®) = (g/I)®. Asumiendo que la

igualdad es valida para k — 1, tenemos que

m(g®) = #lg® ), g* V] = [r(g® ), 7(g* V)]
= [(g/D% Y, (g/1)* V]
= /D",

La serie central descendente de una algebra de Lie g esta definida por induccion de la

siguiente manera:
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g = [g.9

Proposicién 1.4.2. Sea g una dlgebra de Lie y I un ideal. Sea también m : g — g/ el

homomorfismo candnico. Entonces
m(g") = (a/D)".

Demostracién. Por induccién sobre k. Es claro que m(g°) = (g/I)°. Asumiendo que la

igualdad es valida para k — 1, tenemos que

m(g") = nlg,g""] = [r(g), 7(g" )]
= [(g/1), (g/1)*"]
= (g/1)".

Es facil demostrar que la serie derivada decrece mas rapido que la serie central descendente,

es decir, que

g(k) C gkz—i—l‘

Conociendo las series de composicion pasemos a definir las dlgebras nilpotentes, y algunas

propiedades sobre ellas, posteriormente estudiaremos las algebras solubles.

1.4.1. Algebras nilpotentes.

Definicién 1.4.1. Se dice que g es una algebra nilpotente, si su serie central descendente

se anula para algin ko > 1, es decir,

g = {0}.

y para todo k > ko, g& = {0}.

Un ejemplo clasico sobre las dlgebras de Lie nilpotentes es el siguiente.

Ejemplo 1.4.1. Las algebras de Lie abelianas son nilpotentes ya que g® = {0}.
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Ejemplo 1.4.2. El subespacio g generado por las matrices triangulares superiores de

tamano 3 x 3 es un algebra de Lie nilpotente, debido a que:

a * * 0 = =
g'=g= 0 a x |[p, 8°=[g0= 00 = |,
00 a 000
00 * 000
g’ =[g,0°] = 000 |¢ ¢=10]= 000
000 000

A continuacién presentaremos algunas propiedades que se preservan en las algebras de

Lie nilpotentes.

Proposicion 1.4.3. Sea g una dlgebra de Lie nilpotente entonces tenemos que:

1. Sih C g es una subdlgebra de Lie, entonces by es nilpotente.

2. El centro de g no es el trivial.
Demostracion.

1. Como h C g entonces h* C g* y como g es nilpotente entonces existe & € N tal que

g" = 0 entonces h* = 0 por lo tanto b es nilpotente.

2. Sea k un entero positivo tal que g* # {0} y g"*! = {0} entonces por definicién de
serie central descendente gh™! = [g, g*] = {0} entonces g* C 3(g) por lo tanto el

centro no es el trivial. |

Definicién 1.4.2 (Representacién Nilpotente). Sea p una representacién del dlgebra de
Lie g en el espacio vectorial V. Decimos que p es una representacion nilpotente si existe

un entero positivo k tal que p(X)* = 0.

Un resultado interesante e importante sobre las algebras de Lie nilpotentes es el teorema

de Engel, para demostrarlo necesitamos primero demostrar las siguientes proposiciones.

Proposicion 1.4.4. Si X € gl(V) es nilpotente entonces ad(X) es nilpotente.

Demostracion. Sea X € gl(V') un elemento nilpotente y asociemos a X dos automorfis-
mos de End(V)", Ax(Y) = XY y px(Y) = Y X las traslaciones a izquierda y derecha

“Es el conjunto de todos los automorfismos definido es V.
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respectivamente, claramente son estas traslaciones automorfismos nilpotentes, ya que X
es nilpotente. Ademds para cualquier anillo en especial End( End(V)), la suma o diferen-
cia de dos automorfismos nilpotentes es nilpotente entonces ad(X) = Ax(Y) — px(Y) es

nilpotente. |

Proposicién 1.4.5. Sea g una subdlgebra de gl(V') con V' un espacio de dimension finita.
St g consiste de endomorfismos nilpotentes y V' # 0 entonces existe v € Vv # 0 tal que

gv=0.

Demostracion. La siguiente demostracién la haremos por induccién sobre la dimension
de g. Si la dimensién de g es igual a 1, sea X € g, como X es nilpotente existe un k£ > 1
talque X* =0y X* 1 £0,seaW € Vitalquev = X1 W 40y Xv=XXFLW =0.
Supongamos que K # g es una subalgebra de g. De acuerdo con la Proposicién 1.4.4, K
actia como una algebra de Lie de automorfismo nilpotente sobre el espacio vectorial g, y
también sobre el espacio vectorial g/K. Como dim K < dim g, la hip6tesis de induccién
nos proporciona un vector X + K # K en g/K anulado por una imagen de K en gl(g/K),
es decir, [Y, X] € K paratodo Y € K, con X ¢ K. En otras palabras K esta propiamente
contenido en M(K).

Ahora, si K es una subdlgebra propia maximal de g, el argumento precedente implica
que N(K) = g, o sea, que K es un ideal de g. Si la dimensién de g/K < 1, entonces
la imagen inversa en g de una subdlgebra unidimensional de g/K serd una subalgebra
propia contenida en K propiamente, lo que contradice la hipotesis de maximalidad de K;
por lo tanto K tiene codimension 1. Esto nos permite escribir g = K + Z para cualquier
Zecg—K.

Por induccién, W = {v € V : K.v = 0} es no nulo. Como K es un ideal, W es invariante
bajo g. En efecto, sean X € g,Y € K, y v € W implica que [X,Y].v = XY.o—-Y X.v = 0.
Escojamos Z € g — K, como arriba, de modo que el automorfismo Z (ahora actuando
sobre el subespacio W) tenemos un autovector, es decir, que existe un vector no nulo
v € W para el cual Z.v = 0. Finalmente, tenemos que g.v = 0, es decir, X.v = 0 para
todo X € g. |

Teorema 1.4.1 (Teorema de Engel). Si g es una dlgebra de Lie constituida por elementos

ad-nilpotentes, entonces g es nilpotente.

Demostracion. Los elementos g so ad-nilpotentes, luego el algebra ad(g) C gl(g) satisface

la hipdtesis de la Proposicion 1.4.5. Asumiendo g # 0, tenemos un vector X # 0 en g
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para el cual [g, X] = 0, en consecuencia, 3(g) # 0.
Pero a su vez, g/3(g) también es ad-nilpotente y tiene dimension menor g. Nuevamente
por la hipétesis de induccién aplicada a la dimensién de g garantizamos que g/3(g) es

nilpotente, y en consecuencia g es nilpotente. |

1.4.2. Algebras solubles.

Definicién 1.4.3. Se dice que g es una algebra soluble, si alguna de sus algebras derivadas

se anula para algin ky > 1, es decir,
gko) = 0.

y para todo k > ko, g®® = 0.

Un ideal soluble es un ideal que cumple la definiciéon anterior.
Ejemplo 1.4.3. Las dlgebras de Lie abelianas son solubles ya que g’ = 0.

Ejemplo 1.4.4. El subespacio g generado por las matrices triangulares superiores de

tamano 3 x 3 es un algebra de Lie soluble, debido a que:

a * x 0 * *
gl0) =g= 0a*|p, ¢=1lgog=5]00 |,

00 a 00 0

0 0 x 00 0
g = 000 , 2 =[g?, g% = 00 0

000 00 0

Proposicién 1.4.6. Si g es una dlgebra de Lie soluble, tenemos que

1. h C g es una subdlgebra entonces by es soluble.

2. I C g es un ideal, entonces g/1 es soluble.
Demostracion.

1. Las algebras derivadas sucesivas de h estan contenidas en las correspondientes alge-
bras derivadas de g, es decir, h*+t1) c g+ por lo tanto h es una subalgebra

soluble.
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2. Como 7(g®)) = (g/I)* y como sabemos que si alguna algebra derivada de g se
anula lo mismo sucede con el dlgebra derivada correspondiente de g/I por lo tanto
g/1 es soluble. [ |

Proposicién 1.4.7. Sea g una dlgebra de Lie y I C g un ideal. Supongamos que tanto I

como g/I son solubles, entonces g es soluble.

Demostracion. Sea k; tal que (g/I)*) = {0}. Dado que w(g*) = (g/I)*® tenemos que
7(g*1)) = 0. Esto significa que g*Y) C I. Como I es soluble existe ky tal que 1*2) = {0},
obtenemos asi que g¥1#2) = (g(k1))(k2) < [(k2) — (. Por lo tanto g es soluble. [ |

Proposicién 1.4.8. Sea g una dalgebra de Lie , 11 y I ideales solubles entonces la suma

I, + I, es un ideal soluble.

Demostracion. Se puede demostrar facilmente que I; + I es ideal. Luego por el Teorema

1.2.2 tenemos que

L+, §L
I, LN
Como I es soluble, —1_ essoluble luego i 2 es soluble. Como 15 es soluble, entonces
I + I5 es soluble p01r1 la PQroposiCién 1.4.7. ’ |

Proposicién 1.4.9. Sea g una dlgebra de Lie de dimension finita. Entonces existe un

unico ideal soluble v C g que contiene a todos los ideales solubles de g.

Demostracion. Sea n la maxima dimension de los ideales solubles de g y sea v un ideal
soluble con dimt = n entonces, todo ideal soluble de g esta contenido en t. En efecto, si
h es un ideal soluble de g, entonces vt + h también es un ideal por la Proposicién 1.4.8,
por lo tanto dimt + b = dimt entonces (vt +h) C v y h C t. Entonces ¢ contiene todos

los ideales solubles de g y evidentemente es tinico. |

Definicién 1.4.4. El ideal v de la proposicién anterior es llamado radical soluble (o

simplemente radical) de g. Para el radical de g serd utilizada la notacién t(g).

Recordemos que un campo F es algebraicamente cerrado si cada polinomio f de grado
mayor o igual que uno, con coeficientes en FF, tiene raices en F. Por ejemplo, el campo R
de los ntimeros reales no es algebraicamente cerrado ya que el polinomio f(X) = X% +1

no tiene raices reales.
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Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y 7' : V' — V una transformacion lineal.
El polinomio caracteristico de A es Pr(\) = det(Al — T') donde 1 denota la aplicacién

identidad. Ese polinomio es de la forma
PT(A> =)\" + CLn_l)\n_l + ...+ Qo

donde n es la dimensién de V. El teorema de Cayley-Hamilton (véase [5]) garantiza que

Pr se anula en T, esto es,
PT(T) = (Z()l —|— CL1T + —|— AT = 0

Sea Pp = P/"....P™s la descomposicion primaria de Pr. En esa descomposicién, cada p;
es un polinomio irreducible. Sea A : V' — V una transformacién lineal. El teorema de

descomposicion primaria descompone a V' en subespacios A-invariantes

V=Vo. oV

que son los autoespacios generalizados V; = {v € V| Pi(A)*v = 0 para algtn k > 1}
donde los polinomios irreducibles P;,, ¢« = 1, ..., s, son las componentes primarias del
polinomio minimal P = P/"'....P™ de A. En el caso en que el campo sea algebraicamente
cerrado, P;(A) = A — \; con \; autovalor de A y los subespacios de la descomposicion se
escriben como

Vi={v e V|(A—\)" = O0para algtin k > 1}.

Para enfatizar la relacion de los subespacios con los autovalores de A, seran denotados

por V.

Definiciéon 1.4.5. [8] Sea g una &lgebra de Lie y p una representacién de g en V. Un

peso de p es un funcional lineal X : g — K tal que el subespacio V) de V definido por
Vi={veV: VX eg In>1 (p(X)— ANX))"v =0},

satisface que V) # 0. El subespacio V) es llamado el subespacio de pesos asociados a .

La dimension de V) es llamada la multiplicidad de A.

Relacionado con las algebras solubles existe el Teorema de Lie, para demostrarlo necesi-
tamos del siguiente teorema que solo lo enunciaremos ya que su demostracion se sale de

los propositos del presente trabajo.
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Teorema 1.4.2. [8] Sean V # 0 un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
algebraicamente cerrado y g C gl(V') una subdlgebra soluble. Entonces, existev € V, v #
0 y un funcional lineal A : g — K tal que Xv = A\ X)v para todo X € g, es decir, v es un

autovector comin para X € g con autovalor A\(X).

Teorema 1.4.3 (Teorema de Lie). Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre
un campo algebraicamente cerrado y g C gl(V') una dlgebra soluble. Entonces, eziste una
base B = {v1,va,...,v3} de V y funcionales lineales Ay, ..., A\, : ¢ — K tal que, en relacion

a B cualquier X € g se escribe como

>\1<X) *

An(X)

Demostracion. Como estamos en las condiciones del Teorema 1.4.2 sea vy autovector
comin de los elementos de g con autovalor A;(X). Sabemos que A; es un funcional li-
neal. Sea V) el espacio generado por vy, entonces g deja invariante a Vj, por lo tanto,
se representa en V/V;. Como g es soluble, existe w € V/V} que es un autovector comin
para los elementos de la representacion de g con autovalor dado por el funcional lineal
A2. Tomando vy como representante de w en V', tenemos que Xwvy = Ao(X)vy + u con
u € Vi. Como w # 0 en V/Vj, entonces {vy,v9} es un conjunto linealmente independiente.
Al repetir el anterior procedimiento (tantas veces como la dimensién de V') obtenemos la

base de los pesos requeridos. [ |

Las siguientes definiciones son las que usualmente se dan sobre las algebras de Lie simples
y semisimples, en un capitulo posterior trataremos las algebras de Lie semisimples con

mas profundidad.

Definicién 1.4.6 (Algebra semisimple). Se dice que g es una édlgebra de Lie semisimple

si g no contiene ideales solubles diferentes de cero, es decir,

t(g) = 0.

Definicién 1.4.7 (Algebra simple). Se dice que g es una &dlgebra de Lie simple si

1. Sus tnicos ideales son 0 y g.

2. dim g # 1.
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Sea g una dlgebra de Lie que no posee ideales no triviales, como t(g) es un ideal, debe ser
igual a 0 o g. Si t(g) = 0 entonces g es semisimple, si t(g) = g no se cumple cuando la
dim g > 2. Eso porque si t(g) = g entonces g es soluble y por lo tanto, g’ # g, como g’ es
un ideal, entonces g’ = 0, es decir, g es abeliana. Mas eso es imposible si dim g > 2, pues
todo subespacio de una algebra abeliana es un ideal. En otras palabras, las algebras de

Lie simples son semisimples.



CAPITULO 2

CRITERIOS Y SUBALGEBRAS DE
CARTAN

En este capitulo presentaremos los criterios y subdlgebras de Cartan y se presentaran

resultados necesarios para nuestro estudio de las algebras de Lie semisimples.

2.1. Criterios de Cartan.

Antes de demostrar los criterios de Cartan, necesitamos presentar algunos teoremas y

proposiciones que nos ayudaran a construirlos.

Proposicién 2.1.1. /8] Sea D : g — g una derivacion de una dlgebra de Lie de dimensidon
finita sobre un campo algebraicamente cerrado. Tomando una descomposicion primaria de

g=0g) Do, D ... D gy, donde
g, ={X €g:(D—-X\N)"X =0, para algin n > 1}

es un autoespacio generalizado asociado al autovalor \;. Entonces [gx,, 9x;] C @r,+,-

(@r+1, = 0 50 A\j + Aj no es autovalor de D).

25
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La anterior proposicion la ilustraremos con el siguiente ejemplo, ya que su demostracion

es demasiado tediosa y no hace parte esencial de nuestro estudio.

Ejemplo 2.1.1. Considere el élgebra sl(n,R), sea H = diag{\1,...,\,} una matriz
diagonal en sl(n, R). Su adjunta ad(H) es diagonalizable y sus autovalores son o;; = A\;—\;
con i,j = 1,...,n. Supongamos que «;; # Qus, si @ # jy (i,7) # (r,s) Entonces los

autoespacios de ad(H) son dados de la siguiente forma:

= Kl subespacio h de las matrices diagonales es el autoespacio asociado al autovalor

cero. Este subespacio es evidentemente una subalgebra de sl(n, R).

» El autoespacio generado por E;;, ¢ # j, que es la matriz cuja entrada (i, j)-esima
es 1 y las demds entradas son nulas, es el autoespacio asociado al autovalor ;.
El corchete entre dos de estas matrices esta dado por [E;j, Eys| = 6;,Eis — 65, Ey;
donde d;; = 1sii =7,y 0 en caso contrario. Asi, por ejemplo, el corchete entre los
elementos del autoespacio asociado a a;; = A\; — A; y los elementos del autoespacio
asociado al autovalor a;; = A\; — A, estan contenidos en el auto espacio asociado al
autovalor a;s = (A — Aj) + (Aj — As) = a4 + as = A — A que es un subespacio

generado por Fj;.

Teorema 2.1.1. Sean g una dlgebra de Lie de dimension finita y D una derivacion de
g en un campo algebraicamente cerrado, D escrita de manera unica como D = S + N,
donde S es semisimple, N es nilpotente, y [D, S| = [D, N] =[S, N] =0, entonces, S y N

son derivaciones.

Demostracion. Como se cumplen las condiciones de la Proposicion 2.1.1, para mostrar
que S es una derivacion, es suficiente mostrar que S[X,Y] = [SX,Y] + [X, SY] para
X,Y elementos de una base. Como g se descompone en autoespacios generalizados de
D, es suficiente mostrar la propiedad de derivaciéon para X € gy, y Y € gy, con \; y
A; autovalores. Por la Proposicién 2.1.1 tenemos que [X,Y] € gy,4»,. Los autoespacios
generalizados de D son autoespacios de S, por lo tanto S[X,Y] = (A\; + A;)[X, Y] siendo
que [X,Y] =0si A\; + A; no es un autovalor.

Por otro lado, [SX,Y] + [X,SY] = N[X,Y] + N [X, Y], entonces [SX,Y] + [X,SY] =
MNIXLY T4+ N[X Y] = (N 4+ M)[XL Y] = S[X,Y] por lo tanto tenemos que S es una

derivacién. Como N = D — S y D es una derivacién tenemos que N es una derivacién. Bl
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Teorema 2.1.2. Sea S una derivacion de una dlgebra de Lie g de dimension finita y
suponga que S es diagonalizable, esto es, SX; = N\ X; parai=1,...n, A= (A, Ag, ..., \g)
los autovalores y { X1, Xo, ..., Xi.} una base de autovectores de g y sea p = (fi1, fi2, .-y fi)
una sucesion que se comporta de la misma forma que A, definimos la transformacion lineal

T,:9— g porT,X;=p;X;, 1=1,...,n entonces T, es una derivacion.

Demostracion. Debemos mostrar que
TuXi, X5] = [T,X, X5] + [Xi, T,.XG] (2.1)

para i = 1,...,n. Si \; + \; no es autovalor, [X;, X;] = 0 la igualdad se satisface trivial-
mente.

Si A; + A; es autovalor entonces \; = \; + Aj, es decir, que la terna (i, 7,1) es A-cerrada,
para algin [. Como p imita a A, entonces py; = p; + pj, por lo tanto el segundo miem-
bro de la igualdad (2.1) coincide con y[X;, Xj|. Por otro lado, por la Proposicién 2.1.1,
S[Xi, X;] = M[Xi, Xj]. En tanto, los autovectores de S asociados al autovalor ); son au-
tovalores de 7),, asociados a 1y lo que muestra que 7,[X;, X;| = u[X;, X;] sustituyendo

obtenemos que 7T}, es una derivacién. [ |

La anterior proposicion sobre derivaciones diagonalizables, permite mostrar el siguiente

lema, que entre otras cosas, sera utilizado para demostrar los criterios de Cartan.

Lema 2.1.1. /8] Sea g una dlgebra de Lie de dimension finita y D una derivacion de g.
Supongamos que para toda derivacion M de g se tiene que tr(D M) = 0. Entonces, D es

nilpotente.

Antes de presentar los criterios de Cartan definamos lo que es la forma traza.
Dada una representacién p de dimension finita del algebra de Lie g, se define en g la forma

traza (3, como la forma bilineal simétrica dada por:

Bo(X,Y) =tr(p(X)p(Y)).

Cuando p corresponde a la representacion adjunta, la forma traza serd llamada “forma de
Cartan-Killing” del dlgebra y serd denotada como (-, -). Una consecuencia inmediata de
la definicién es que ([Z, X],Y) + (X, [Z,Y]) = 0, ya que la forma traza de un conmutador

se anula.
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Ejemplo 2.1.2. Si p es una representacién nilpotente de g, entonces 3,(X, X) = 0 para
todo X € g, pues la forma traza de una transformacién nilpotente se anula. En particular

la forma de Cartan-Killing de una &lgebra nilpotente es idénticamente nula.

Proposicién 2.1.2. Sea g una dlgebra de Lie de dimension finita y suponga que su forma

de Cartan-Killing sea idénticamente nula, entonces g es soluble.

Demostracion. Para mostrar que g soluble, se mostrara que su dlgebra derivada g’ es

nilpotente, para esto sea X € g’, entonces X se escribe como
X =) [V, Z]
i=1
con Y;, Z; € g. Ahora, para una derivaciéon D de g, tr(ad(X)D) = 0. De hecho,

tr(ad(X)D) = z": tr(ladY;, adZ;| D)

=1

= Y tr(adY;adZ; D — adY; ad Z; D)

i=1

= > tr(ad Z DadY; — ad ZiadY; D)

=1

= Y tr(ad ZD,adY;]) = tr(ad Zad D adY;)
i=1 =1

= Y (Z,DadY;) =0

i=1
Debido a que por hipdtesis la forma de Cartan-Killing es idénticamente nula. Esta igualdad
unida al Lema 2.1.1, muestra que ad(X) es nilpotente, pues la derivacién D fue tomada
de manera arbitraria. por lo tanto, la representacion adjunta de g’ es nilpotente, por el

teorema de Engel obtenemos que g’ es nilpotente y por lo tanto g es soluble. |

Teorema 2.1.3 (Primer Criterio de Cartan). Sea g una dlgebra de Lie de dimension

finita, tenemos que g es soluble si y solo si (X,Y) =0 para toda X € ¢’ yY € g.

Demostracion. La necesidad se garantiza por el Teorema de Lie como fue comentado en
el Ejemplo 2.1.2. Por otro lado, (X,Y) = 0 para todo X,Y € g’ garantiza, en particular,
que la forma de Cartan-Killing es idénticamente nula en g’. Como g’ es un ideal, por lo
tanto la forma de Cartan-Killing de g’ es nula, y por la Proposicién 2.1.2, concluimos que

g’ es soluble, luego, g es soluble. |
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A partir del criterio de Cartan para las dlgebras solubles, podemos mostrar el segundo

criterio de Cartan que sera utilizado para la clasificacion de las algebras semisimples.

Teorema 2.1.4 (Segundo Criterio de Cartan). La forma Cartan-Killing de g es no de-

generada si y solamente si g es semisimple.

Demostracion. Supongamos en primer lugar, que g no es semisimple, tenemos que g admi-
te un ideal abeliano i no trivial. Eso porque t(g) # 0y por tanto t(g)*) es un ideal abeliano
no nulo para algin k. Sea X € i. Entonces, para todo Y € g, la imagen de ad(Y)ad(X)
estd contenida en i dado que i es un ideal. Por esta razon, la traza de ad(Y )ad(X) coincide
con la traza de su restriccién a i. Pero ad(Y)ad(X)|, = 0 dado que i es abeliano. Por lo
tanto

(Y, X)=0

para todo X € i, y, Y € g. Eso muestra que las dlgebras que tienen la forma Cartan-
Killing no degenerada son semisimples. Reciprocamente, asumiendo que g es semisimple,

sea g+ el subespacio de g definido por
gr ={X cg:(Y,X) =0 paratodo Y € g}.
Entonces, g+ es un ideal puesto que
(2, X],Y) = =(X,[Z,Y]) =0,

si X € gt e Y, Z son arbitrarios. Como la restriccién de (-,-) a g* es idénticamente nula,
y esta coincide con su forma de Cartan-Killing, se concluye a partir del primer criterio de
Cartan, que g es soluble. El hecho que g sea semisimple implica entonces que gt = 0.
Pero esto es lo mismo que decir que la forma de Cartan-Killing de g es no degenerada,

concluyendo la demostracion del teorema. |

Ejemplo 2.1.3. Veamos que sl(2,F) es semisimple, para ello debemos calcular (X,Y)
para toda X,Y € g, como (X,Y) = tr(ad (X)ad(Y)) y sabemos por el Ejemplo 1.3.1

2 =20 0
que si A € sl(2,F) entonces ad(A) = | —¢ 0 b € sl(3,K). Al calcular (X,Y)
0 2¢ —2a

tenemos que es diferente de cero, entonces s[(2, F) es semisimple.
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2.2. Subalgebras de Cartan.

A continuacién presentaremos la definicién de subalgebra de Cartan y un ejemplo sobre

ellas y algunas propiedades relacionadas.
Definicién 2.2.1. Sea g un dlgebra de Lie. Una subdlgebra de Cartan de g es una subalge-
bra h C g que satisface:

1. b es nilpotente, esto es, h* = {0} para algin ko > 1.

2. El normalizador de h en g coincide con h, esta condicion es equivalente a:

2’. Si [x,h] C b, entonces z € b.

. a 0
Ejemplo 2.2.1. Para g = sl(2,R),h = {( 0
—a

potente por ser abeliana. Ademas h es claramente su propio normalizador por la misma

>} es una subalgebra de Lie nil-

razén, luego b es una subdlgebra de Cartan de s((2,R).

En general el subconjunto de matrices diagonales de gl(n, K) es una subalgebra de Cartan,
debido a que es una subalgebra de Lie nilpotente por ser una subalgebra abeliana y ella

es su propio normalizador.

Definicién 2.2.2. El rango de una &lgebra de Lie de dimensién finita es el menor indice
1 en el que P; no es idénticamente nulo, donde P; denota los coeficientes de los polinomios

caracteristicos. Un elemento X € g es regular si P;(X) # 0 donde 7 es el rango de g.

Teorema 2.2.1. Sea X € g y denotemos por go(X) el autoespacio generalizado asociado

al autovalor nulo en la descomposicion primaria

g =00(X) © g0 (X) D gxn,(X) D ... gy, (X)

de ad(X) con A1, g, ..., \p autovalores no nulos. Entonces gy es subdlgebra de Cartan para

X reqular.

Demostracion. Para demostrar que go(X) es subélgebra de Cartan se deben comprobar

las condiciones dadas en la Definicién (2.2.1).

1. go(X) es subalgebra, pues tenemos que [gx,, gr;] C gx, 42,
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2. Tomemos Y ¢ go, que se escribe como Y =Yy + Y] + ... + Y, con Yj € go, Y; € gy,
con algun Y; no nulo. Y como [X, Y] = [X, Yy +[X, Y1]+...4+[X, Yi] lo que garantiza
que [X,Y] € go. En efecto, la restriccion de ad(X) en cada g, es invertible dado que
los autovalores son diferentes de cero, se tien que [X,Y;] # 0 para algin i =1, ..., k.
Como X € go(X), tenemos que Y no normaliza a go(X). Luego go(X) coincide con

su normalizador.

3. Para verificar que go(X) es nilpotente se usara el hecho de que X es regular. El
objetivo es mostrar que, para Y € go(X), ad(Y)|gyx) es nilpotente y aplicar el
teorema de Engel. Esto, se garantiza mostrando que el polinomio caracteristico de
ad(Y)|g(x) es de la forma X" donde r es la dimensién de go(X). Obsérvese que
ad(Y')|g(x) €s nilpotente, pues es el subespacio generalizado asociado al autovalor
nulo.

De esa forma, denotese por 7y el polinomio caracteristico de ad(Y")|4,(x) ¥ suponga-

mos, por absurdo, que este polinomio no es de la forma A" entonces
To(A) = N 4o g (V)N

coni > 0y ¢_i(Y) # 0. Los subespacios g,, son invariantes por ad(Y’), pues
[80,8x,] C gy,, el polinomio caracteristico de ad(Y') es dado por Py (\) = momy...m
con T; el polinomio caracteristico de ad(Y)| o, Bl término constante de 7; es dado
por det(ad(Y)lg,,)-

Ahora, la aplicacién d;(Z) = ad(Z)|g,, es un polinomio en gy que no es idénticamente
nulo, puesto que ad(X)]g,  es invertible. Ademds, el término de menor grado de Py
tiene por coeficiente el polinomio g,—;(Y)dy(Y)...dk(Y') que no es idénticamente nulo
en Y como el en cada uno de sus factores. Mas esto contradice el hecho de que X
es regular, pues el término de menor grado se anula en X ya que ¢,_; se anula en
X, pues ad(Y)|g0 es nilpotente. Como esa contradiccion nos lleva a que ¢,_; no es
idénticamente nulo para algin i > 0, tenemos que ad(X) es nilpotente en go para

todo Y € go, por lo tanto, el dlgebra g, es nilpotente.

Ast go(X) satisface las condiciones requeridas para ser una subélgebra de Cartan. |

Lema 2.2.1. Sean g una dlgebra de Lie, b una subdlgebra de Cartan y p una represen-
tacion de b en g/b inducida por la representacion adjunta de b en g, entonces, si X € g,

go(X) = b si y solo si p es invertible.
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Demostracion. p(X) es invertible si y solo si Kerp(X) = 0 lo que ocurre si y solo si
go(X) C b, ya que ad(X) es nilpotente en go(X) y p(X) es inducida por ad(X). Como
h C go(X) para todo X € b, queda demostrado el lema. |

Lema 2.2.2. Sea b una subdlgebra de Cartan, entonces, existe X € b tal que h = go(X).

Demostracion. Para verificar la igualdad para algin X, consideremos el espacio cociente
g/b y la representacién p de h en g/h inducida por la representacién adjunta b en g.
Tomado la extension de la representacion en un campo algebraicamente cerrado de la
base, la extension se descompone en subespacios de pesos, ya que b es nilpotente. Como
h coincide con su normalizador en g, uno de esos pesos se anula.

De hecho, el anulamiento de algiin peso en la extensién implica la existencia de v € g/h
con p(X)v = 0 para todo X € b, que significa, que existe Y € g — h con [X,Y] € b para
todo X € b lo que contradice el hecho de que fh es subalgebra de Cartan. Por lo tanto
existe X € h que no anula ningin peso, lo que significa que p(X) es invertible en g/h.

Para ese X el Lema 2.2.1 garantiza que h = go(X). [ |



CAPITULO 3

ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

En el primer capitulo definimos lo que es una algebra de Lie semisimple y en el segun-
do capitulo se presentaron los criterios de Cartan que permiten determinar cuando una
algebra de Lie es soluble y mediante la forma de Cartan-Killing cuando es semisimple,
en este capitulo presentaremos propiedades sobre las dlgebras semisimples y topicos sobre

sistemas de raices asociados.

3.1. Propiedades de las algebras semisimples.

Teorema 3.1.1. Sea g una dlgebra de Lie semisimple. Entonces g se descompone en suma

directa

con g;, © = 1,...,s ideales simples. En esa misma descomposicion [g;,9;] = 0 si i # j.

Ademds tenemos que,

1. Elortogonal gi- de una componente simple, en relacién a la forma de Cartan-Killing,

es la suma de las demds componentes.

2. los ideales de g son sumas de algunas de sus componentes.

33
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3. La descomposicion es unica (a menos de permutacion en los indices).

Demostracion. Sean i C g un ideal no trivial, (-,-); es una restriccién a i de la for-
ma de Cartan-Killing de g y it el ortogonal a i con relacién a (-,-) entonces it es el
ideal complementario a i. En efecto, si X € i* y Y € g entonces para todo Z € i
([X,Y],Z) = —(X,[Y, Z]) 1o que demuestra que i* es un ideal. Ademés de eso, j =iNi*
es un ideal de g, y por definicién tenemos que para todo X € j, (X, X) = 0, por el primer
criterio de Cartan obtenemos que j es soluble, luego j = 0 dado que g es semisimple. Como
it complementa a i, La restriccién a i de la forma de Cartan-Killing es no degenerada y
por el segundo criterio de Cartan i es semisimple. Por la misma razén la representacion
adjunta de g es completamente reducible y por lo tanto se descompone como suma directa

de subespacios invariantes irreducibles. Es claro que un subespacio invariante irreducible

es un ideal simple de g.

Para demostrar 1., 2. y 3., supongamos que g se descompone como la suma de dos ideales
g = b1 Dby entonces el complemento ortogonal de uno de los ideales es el otro, es decir, hi-
complementa a by, por lo tanto, bi tiene la misma dimensién de h,. Ademds, si X € b,
y Y € by, tenemos que ad(X)ad(Y) se anula en h; y en b, ya que los ideales son orto-
gonales en relaciéon a la forma de Cartan-Killing. Tomando entonces una base de g cuyos
elementos estdn contenidos en by, o en by, se ve que (X,Y) = 0. Por lo tanto hy C bt v
esa contenencia es una igualdad ya que las dimensiones coinciden.

Sea g; una componente simple y ¢; la suma de las deméas componentes simples. Entonces
¢; es un ideal, pues el corchete entre componentes simples diferentes se anula. Como ¢;
coincide con el complemento ortogonal de g;, aplicando el razonamiento dado en el parrafo
anterior queda demostrado 1.

Para demostrar 2., sea h un ideal de g, entonces ) D g;, 0 hNg; = O para algini =1, ..., s,
pues g; es simple. Cuando h D g; tenemos que f N ¢; es un ideal que si es no nulo, un ar-
gumento por induccién permite mostrar que es suma de componentes simples y lo mismo
sucede con h. Ahora, si hNg; = 0 entonces h C ¢;, y si X € g;, Y € b entonces ad(X) se
anula en ¢; y ad(Y) se anula en g;, lo que garantiza que (X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)) = 0,
mostrando asf que h C g = ¢;, usando nuevamente un argumento por induccién, con-
cluimos que h es suma de componentes simples de la descomposicién (3.1). El item 3 se
obtiene a partir del item anterior que garantiza que g;, ¢ = 1, ..., s, son los Unicos ideales

simples de g. |
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Algunas consecuencias del anterior teorema son las siguientes.

Corolario 3.1.1. Si g es semisimple, entonces g’ = g.

Demostracion. Como g’ es un ideal de g, el teorema anterior garantiza que existe un ideal
i que complementa a g’. Dados X, Y € i, tenemos que [X,Y] € g¢'Ni= {0}, es decir, i es

un ideal abeliano y por lo tanto i = 0 en consecuencia g’ = g. |

Corolario 3.1.2. Si g es semisimple y by es una subdlgebra abeliana entonces la aplicacion

idénticamente nula es el unico homomorfismo de g en b.

Demostracion. Sea ¢ : g — h un homomorfismo, entonces como h es abeliana ¢[X, Y] =

[0(X),d(Y)] =0 para todo X,Y € gy como g’ = g tenemos que ¢ = 0. [ |

Corolario 3.1.3. Si g es una dlgebra semisimple y i un ideal propio de g, entonces g/i

es semisimple.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.1, existe un ideal j tal que g = 1 & j podemos ver que

g/i~j, como j es semisimple entonces g/i es semisimple. |

Proposicién 3.1.1. Sea g una dlgebra semisimple, entonces, toda derivacion de g es una

derivacion interna.

Demostracion. Sea D una derivacién y sea el funcional lineal en g dado por
X — tr(Dad(X)).

Como la forma de Cartan-Killing es no degenerada, por el Teorema 1.1.1 existe Yp € g
tal que
tr(Dad(X)) = (Yp, X) (3.2)

para todo X € g. Sea E = D — ad(Yp) una derivacién y por la Igualdad (3.2) se tiene
que tr(Fad(X)) = 0 para todo X € g. Ahora, tomando X y Y arbitrarios, veamos que
ad(EX) = [E,ad(X)], en efecto, ad(EX)(Y) = [EX, Y]y [E,ad(X)|(Y) = Ead(X)(Y)—
ad(X)E(Y) = E[X,Y] — [X,EY] = E[X,Y] - E[X,Y] + [EX,Y] = [EX,Y]. Ahora

vealnos que

(EX)Y) = tr(ad(EX)ad(Y)) =tr([E,ad(X)]ad(Y))
= tr(Fad(X)ad(Y) — ad(X)FEad(Y))
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= tr(FadX,Y]) =0,

lo que muestra que E = 0, por lo tanto D = ad(Yp), es decir que D es una derivacién

interna. u

A partir de la Proposicién 3.1.1 y el hecho de que las componentes semisimples y nilpo-
tentes de una derivacién son derivaciones, obtenemos las siguiente descomposicion de los

elementos de una algebra semisimple.

Corolario 3.1.4. Supongamos que g es semisimple y sea X € g. Entonces X se descom-
pone de manera unica X = Xg+ Xn con Xg, Xy € g tales que ad(Xg) es semisimple,
ad(Xy) es nilpotente y [ Xg, Xn] = [Xs, X]| = [X, Xn] = 0.

Demostracion. Tomemos la descomposicién ad(X) =S+ N con S y N derivaciones que
conmutan entre si con ad(X). Por la Proposicién 3.1.1 existe un Xg y Xy tal que S =
ad(Xs) y N = ad(Xy), por lo tanto ad(X — Xg— Xy) = 0, es decir, X = Xg+ Xy, pues
como g es semisimple el Ker ad = 0. La unicidad de la descomposicién y la conmutatividad
en g, son verificadas de la misma forma, a través de la inyectividad de la representacion

adjunta. ]

Este corolario garantiza que las dlgebras semisimples contienen elementos cuyas adjuntas
son semisimples, ya que existen elementos que no son nilpotentes, y por lo tanto, admiten

componentes semisimples no nulas.

3.2. Subalgebras de Cartan de algebras semisimples.

Sea g una algebra de Lie semisimple sobre K y h una subalgebra de Cartan de g. Por el

Teorema 2.1.1 el algebra se descompone como

g=0Dgda; D Ga, © ... D go, (3.3)

con aq, s, ..., ay los pesos no nulos de la representacién adjunta de b en g. Siguiendo la
terminologia usual, esos pesos seran denominados raices de § en relacion a g y su conjunto

serda denotado por II. Los espacios g,, seran denominados espacios de raices.
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La representacion de h dentro de cada g,, es dada por las matrices de la forma

a;(H) *
ad(H) =
a;(H)

para todo H € b, ademds, tenemos que [gq,;, go;] C Faita;-

Lema 3.2.1. Sean g una dlgebra de Lie semisimple, h una subdlgebra de Cartan de g y

a y [ dos raices de by, si X € go y Y € gg entonces (X,Y) =0 a menos que = —a.

Demostracion. Sea Z € g, entonces ad(X)Z € goty v ad(Y)ad(X)Z € gotprry. Asi,
tomando una base de g adaptada a la descomposicion en espacios de raices, ningin ele-
mento de la base contribuye para la traza de ad(Y)ad(X), a menos que a+ 3 = 0, lo que

muestra el lema. |

Este lema unido al hecho de que la forma de Cartan-Killing de g es no degenerada, tiene
las siguientes consecuencias.
Corolario 3.2.1. Sean g una dlgebra de Lie semisimple, ) una subdlgebra de Cartan de
g, entonces

1. La restriccion de (-,-) a b es no degenerada.

2. Si « es una raiz, entonces —« es raiz.

3. Para todo X € g, existe Y € g_,, tal que (X,Y) # 0.
Demostracion.

1. Sea H € b, como (-, -) es no degenerada, existe X € g tal que (H, X) # 0, escribiendo
aX=H+X+..4+X, con HH € hy X, € g,, el Lema 3.2.1 garantiza que
(H,X;) = 0, por lo tanto (H, H;) # 0, lo que muestra que la restriccién es no

degenerada.

2. Sea X € g,, como existe Y € g por el Lema 3.2.1 (X,Y) # 0 que implica que

g-o # 0, es decir que —« es raiz.
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3. Si(X,Y) =0paratodoY € g_,, entonces por el Lema 3.2.1 tenemos que (X, Z) =0
para todo Z € g, lo que contradice el hecho de que la forma de Cartan-Killing es no

degenerada. |

Proposicién 3.2.1. Sean g una dlgebra de Lie semisimple, b una subdlgebra de Cartan
de g. Para todo H € b y toda raiz o, ad(H )|y, = o(H)id y las transformaciones lineales

ad(H), H € b son simultaneamente diagonalizables.

Demostracion. La restriccién de ad(H) a un subespacio de raices es de la forma
a(H) *
ad(H)lg, =
a(H)
Sea la descomposicion H = Hg + Hy con ad(Hg) semisimple ad(Hy) nilpotente y H, Hg
y Hy conmutan dos a dos. Entonces ad(Hg) es una parte diagonal de ad(H), por lo tanto,

ad(Hy) restringida a g, es de la forma

0 *

0

Tomando en particular « = 0 (esto es g, = b), muestra que ad(Hy)h C b y obtenemos
que ad(Hy) € b pues b es una subélgebra de Cartan. Por otro lado, para todo H' € b,
ad(Hy)ad(H') es triangular superior con ceros en la diagonal, por lo tanto, (Hy, H') =0
lo que muestra que Hy = 0, ya que la forma de Cartan-Killing es no degenerada en b,

por lo tanto ad(H) es nilpotente. [ |

Proposicién 3.2.2. Sean g una dlgebra de Lie semisimple, b una subdlgebra de Cartan
de g. El conjunto 11 de las raices genera b* el dual de by, es decir, H =0 si 3(H) = 0 para

toda raiz 3.

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.1, ad(H) = 0 si f(H) = 0 para toda raiz 5. Como

el nicleo de la representacion adjunta es nulo, entonces H = 0 si (H) = 0 para toda raiz

. [ ]

Antes de proseguir, es necesario definir la correspondiente forma de Cartan-Killing en el

dual h* de h. Como (-, -) es una forma bilineal, ella define una aplicacién b — b* por

H— ay(-)=(H,").
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Como la restriccién de la forma de Cartan-Killing a § es no degenerada, esa aplicacion es
un isomorfismo entre h* y h. Para a € h* su imagen por la inversa de ese isomorfismo
sera denotada por H,, es decir, H, es definido por la igualdad (H,, H) = a(H) para todo
Heh.

Usando ese isomorfismo, se puede “pasar” la forma de Cartan-Killing a h*, definiendo

{0, 8) = (Ha, Hg) = a(Hp) = B(Ha)

si a y 3 que pertenecen a h*. Esta es una forma bilineal simétrica no degenerada en h*.
Ella también sera denominada forma de Cartan-Killing.

Las raices o € II definen un ntmero finito de elementos especiales H, en h. Como el
conjunto de las raices genera h*, el conjunto {H, |« es raiz } genera a b.

Consideremos la siguiente sucesién de elementos de h*

B =20, B—a, B, B+ a, B+ 2a,...

que serda denominada una a-sucesion iniciada en 3. Se desea saber cuantos de los elementos
de la sucesién son raices. La respuesta esta dada por la férmula de Killing.
Los elementos de la a-sucesion iniciada en [ que son raices forman un intervalo que

contiene a [, es decir, existen enteros p, ¢ > 0 tal que

5_17047 sy ﬁ_av 67 ﬁ—FCY, ﬁ—i_qa

son las tnicas raices de la forma [ + ka con k entero, ademas, es valida la siguiente

formula, llamada férmula de Killing

(3.4)

De lo anterior tenemos las siguientes observaciones:

1. En la férmula de Killing o y 3 no son simétricos, para la (-sucesién iniciada en «,

son otros los valores de p y ¢ que definen el intervalo de las raices.

2. El segundo miembro de la Igualdad (3.4) es un entero que es denominado nimero

de Killing asociado a las raices a y 5.

Como consecuencia de la férmula de Killing se tienen la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.2.3. Los unicos maultiplos de una raiz o que son raices son +a.

Demostracion. Supongamos que § = ca con ¢ # 0y (3, « raices entonces 2653 =2y

% = % Sean n = 2cy m = %, entonces m, n son enteros y mn = 4. Esto es posible

sin= +1, £2, o, +4, es decir que, ¢ = *+1, £2, o, j:%, por lo tanto ¢ = £1 pues hemos

demostrado que los tinicos multiplos enteros de una raiz son ella misma y su opuesta. W

Como el conjunto II de las raices de una subdlgebra de Cartan b genera el dual h* del
algebra. De la misma forma, los elementos H,, « € II, duales de las raices en relacién
a la forma de Cartan-Killing generan h. Dentro del conjunto de las raices, escogeremos
bases especiales de h y h*, de tal manera que, en relacién a ellas, los elementos de II serdn
escritos con coordenadas enteras, por eso es conveniente trabajar sobre los subespacios
racionales de h y h* generados por las raices y sus duales (la razén por lo que es posible
trabajar sobre subespacios racionales se debe a que la forma de Cartan-Killing asume
valores racionales cuando es evaluada en las raices). Como el campo de escalares K es de
caracteristica cero, contiene el campo Q de los racionales. Por ello h puede ser considerada
como un espacio vectorial sobre Q. El subespacio racional de § generado por H,, o € Il

sera denotado por
h@ = {alHal + ...+ akHak ’(Ii S Q, o; € H}

Como el conjunto de las raices es finito, fg es un espacio vectorial de dimensién finita
sobre los racionales. La restriccién de la forma de Cartan-Killing define en hg una forma
bilineal simétrica, pues (-, ) asume valores racionales en II. Como las dimensiones de b y

h* coinciden, la forma es no degenerada.

Proposiciéon 3.2.4. La forma de Cartan-Killing restringida a bg es un producto interno.

Demostracion. Sea H € hg entonces

(H,H) = tr(ad(H)*) = > a(H)* =Y (H,, H)* >0,

aell

por lo tanto (H, H) > 0, ademés (H, H) = 0 si y solo si (H,, H) = 0 para todo o € II, lo
que ocurre solamente si H = 0, ya que II genera a h*. Como la forma de Cartan-Killing
es bilineal simétrica, es facil verificar que si H, T', R € hg entonces
(H, T+ Ry=(H,T)+ (H,R), (H+T,R)=(H,R)+(T,R), (H,T)=(T,H),
(aH,T) = a(H,T) con a € Q. Por lo tanto, la forma de Cartan-Killing es un producto

interno. n
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Definicién 3.2.1. Una raiz o € Il es simple si o« > 0 y no existen 3, v € Il tal que 3y
~ son positivas y a = 3 + 7.

El conjunto (finito) de las raices simples sera denotado por X.

Proposicién 3.2.5. (o, () <0sia, €Y ya#[.

Demostracion. Utilizaremos la formula de Killing. La primera observacién que se hace es
que si a # 3, entonces [ — a ¢ I, porque si f — « fuese raiz, entonces si § — a < 0,

tenemos = a + (8 — «) pero [ es simple y si # —a > 0, pues a = 3+ (o — ) pero «

es simple. Por lo tanto, en la a-sucesién iniciada en 3, p = 0. Por la férmula de Killing

- (@, a)
asi (a, #) <0 si a # [ son raices simples. [ |
Definicién 3.2.2. Un subconjunto ¥ = {ay, ..., a;} que satisface que

1. 3 es una base de bg.

2. Toda raiz 3 puede ser escrita como 3 = nja; + ... + nyay con coeficientes enteros y

todos los elementos del mismo signo.
Es denominado sistema simple de raices.

Podemos decir que toda raiz positiva es combinacién lineal de ¥ con coeficientes enteros
positivos o, lo que es lo mismo, es una suma -con posibles repeticiones- de elementos de
Y; de esa forma, para encontrar las raices positivas (por lo tanto, todas las raices, ya
que IT = IT" U —IT") se debe determinar cuales de las sumas de X son raices y para ello
recurriremos a la féormula de Killing.

Sea ¥ = {aq, ..., oy} un sistema simple de raices. Si # es una raiz positiva, entonces
0 = niaq + ... + gy con los coeficientes enteros no negativos. La altura de 3 es el entero
positivo ny + ... + n;. Por ejemplo, las raices positivas de altura 1 son exactamente las
raices simples. Las raices de altura 2 son de la forma «; + o; con ¢ # j (pues ya sabemos
que si « es raiz ,2a no lo es).

La férmula de Killing para o; y o; permite encontrar cuales de las sumas no son raices.



Algebras de Lie semisimples 42

Sia; — pay, ..., o + qoy es una qg-sucesion iniciada en a; entonces p = 0 pues o; — o no
es raiz. Por lo tanto,
_ 2ai, o)
—q = ;
<Oé7;, Oél>

2(ag,a5)
(oviyaq)

si a y (3 son raices simples distintas). De esa forma, para decidir cuales de esas raices son

de ahi que ¢ > 0 (si a; + a; es raiz) si y solo si < 0 (cabe recordar que (o, ) <0

de altura 2, basta obtener la tabla

2, o

—< i) ,]=1, ..,
<O{7;, az)

de los nimeros de Killing asociados a las raices simples.

Sea ahora  una raiz de altura 3, podemos escribirla como 3 = o; + o + o con @ # j.

La férmula de Killing para la aj-sucesién iniciada en oy + o5 es

o 2<Oéz -+ Oéj, ak>
P 1= <CYk,Oék> .

Con eso, existen las siguientes posibilidades:

» i # j # k, En este caso, p = 0 pues a; + o;j — o, 10 es raiz por ser una combinacién
lineal en la que aparecen tanto coeficientes positivos como negativos. Partiendo de
que a; + o; € IT*, los valores de k para los cuales o; + a; + «y, es raiz positiva son

aquellos en los que

2(a;, ag) 2(aj, ag,)

<0

_— < 0.
(o, ) (o, o)

» k =10k = j. Por ejemplo, £ = j, en este caso oy-sucesion iniciada en o; + «;
hace parte de la a;-sucesion iniciada en «;. Como «a; — ¢ no es raiz, para decidir si

a; + 2a;; es raiz basta obtener
2<O[Z‘, O./j>

(aj, )

En cada caso, los numeros de Killing correspondiente a las raices simples determina las
raices de altura 3.

En general se procede por induccién de la forma anterior. Las raices de altura n 4+ 1 son
de la forma a + «aj, con « raiz de altura n y ay raiz simple. La férmula de Killing muestra

cuales de esas sumas son raices : la ag-sucesion iniciada en « es dada por p y ¢ con

2(a, ag)

p—q= :
(o, o)
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Por induccién, p es conocido, pues o — ay,, o — 2ayg, ..., si son raices son positivas (ya que
los coeficientes de a son positivos) y de altura menor que n. Si @ = nja; + ... + nay,

entonces 5
2 2
<CY,Oék> =y <CY,CY1> +..+n <CY,Oél>
(g, o) (a1, ) (ay, ay)

y nuevamente ¢ es encontrado a partir de los nimeros de Killing correspondientes a los

elementos de . Por lo tanto, los nimeros de Killing asociados a los elementos de un
sistema simple determinan todas las raices de b.

Los numeros de Killing asociados a las raices simples son colocados en forma de matriz

Esta matriz recibe el nombre de Matriz de Cartan del sistema simple de raices. Los

[ x | como

elementos de la diagonal de la matriz son todos iguales a 2 y los elementos de fuera de
la diagonal son enteros negativos. La proposicién siguiente muestra que las posibilidades

para los elementos de fuera de la diagonal son bastantes restringidas.

Proposicién 3.2.6. [8] Sean « y [ raices.

1. Si 0 denota el angulo entre o y 3 entonces,

2 1
cosf = 0,11,i§,i§,i§,

esto es, 0 = km/6 o km/4.

2. Los posibles valores para los numeros de Killing son

2(8,0) =0,41,42+ 3.
(a, )

Demostracion.

1. La forma de Cartan-Killing es un producto interior entonces («, ) = |«||5] cos @, y

sabemos que

son enteros, tenemos que
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es un entero. Luego,
4cos’H=0,1,2,3,4,

asi tenemos que

cosf =0,+1, i\?, ig, i%.

2. Por el item anterior,
2(8,a) 26, a)
(a0} (B, 5)

es uno de los enteros 0,1,2,3.4 y cada uno de los factores es un entero positivo.

(3.5)

Ademas, si uno de ellos se anula, digamos («, 5) = 0 el otro también se anula. De
ahi que cada uno de los factores del producto en (3.5) pueden asumir apenas los

valores
0,+1,+2,43,+4

siendo que +4 no ocurre. De hecho, si por ejemplo

26, a)

(o, a)

= 44,

solo ocurre cuando 3 = +2« y esto no es posible en sistemas de raices. |

La Proposicion 3.2.6 muestra que los elementos por fuera de la diagonal de una matriz de
Cartan asumen apenas los valores 0,-1,-2 o -3. Ella también muestra que si 6 es el angulo
entre dos raices simples «; y «;, entonces 6 = 0(si las raices coinciden) o § = 90°,120°, 135
o 150°, si las raices simples son distintas. Ademds, el hecho que cos?f < 1 para i # j

garantiza que si
Aaio5) o 4
(ai, o) ’
entonces necesariamente,
2y, 0i) _
(ai, o)
pues el producto de esos dos ntimeros de Killing coinciden con 4 cos? §. En otras palabras,
si una entrada c;;,7 # j de la matriz de Cartan es -2 o -3, entonces la entrada c;; es -1.
De la misma forma, si ¢;; = 0, lo mismo ocurre con c¢j;. Como un resumen de lo anterior,

tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.7. [§] Sea C = (¢;;) la matriz de Cartan de un sistema simple de raices.

Entonces,
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1. ¢;; = 2 para todo 1,
2. Cij = O, —]_, —20 —3,
3. ¢cji=—-1sic;=-20-3y

4. ¢ij = 0 s1y solo sicj; = 0.

No todas las matrices [ X [ que satisfacen esas cuatro propiedades son efectivamente
matrices de Cartan de algin sistema simple de raices. Las matrices de Cartan seran

encontradas posteriormente a través de los diagramas de Dynkin.

(7))

es la matriz de Cartan s/(3,F). Las raices simples son a3 = s € arg = a3, donde

Ejemplo 3.2.1. La matriz

0 0 00 O
Q19 = 0 -1 0 Qg3 = 01 O ,
0O 0 O 00 -1

que satisfacen
2<O[1, Oég> o 2<O[1, OéQ)

(a1, o) B (a2, ava)

La ay-sucesién iniciada en ay se tiene que p = 0 y, por lo tanto, ¢ = 1. Lo mismo ocurre

=1

con la a-sucesion iniciada en aq. De ahi que a; + a5 es la Unica raiz no simple positiva

ya que oy + 29 y 21 + o no son raices y, por lo tanto, no existen raices de altura 3.

Ejemplo 3.2.2. La matriz

es una matriz de Cartan s((4). Las raices positivas son obtenidas de la matriz de Cartan

de la siguiente forma.

1. Las raices de altura uno son las raices simples oy = a9, g = o3, v (i3 = (v34, donde

1 0 00 00 0 O 00 0 O

0 -1 0 0 01 0 O 000 O
ay = , Qg = a3 =

0O 0 00 00 -1 0 001 0

0O 0 0 O 00 0 O 00 0 -1
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2. Las raices de altura dos son a7 + as v as + 3. La suma a7 + ag no es raiz, pues

2{a1,a3)
2<a17a2> = 0.

3. La tunica raiz de altura tres es a; + g + a3, ya que o; + 2a;; no es raiz para ningun

par de raices simples «; y ;.

No existen raices de altura cuatro, ya que la «;-sucesiéon iniciada en oy + as + a3, p = 1
sit=103yp=0sii=2ya que las raices de altura dos son a3 + a3 y as + a3. De la

matriz de Cartan, se ve que esos valores coinciden con

2(a;, 0n + ag + ag)

(i, o)

y, por tanto, g = 0.



CAPITULO 4

DIAGRAMAS DE DYNKIN

El diagrama de Dynkin es un diagrama( grafo) que contiene las mismas informaciones

que las matrices de Cartan. Esta definido a partir de un sistema simple de raices fijado:
Y=Aay,...,q}.

El diagrama contiene [ puntos (vértices) representando cada una de las raices simples.
Los vértices son conectados o no por uno, dos o tres segmentos(aristas) de acuerdo con

las siguientes instrucciones.

1. Si
2y, ) 2{ay, o )
p— p— O
(i, i) {ay, )
no existen conexiones.
O O
(0751 (6]
2. Si
2, ) 2o, 0) 1

(v, i) a (aj, a;)

a; y a; son conectadas por un segmento.

47
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Oo——=O
(5] (0%)]
3. Si
2<C¥i,06j> , 2<CY,L',Oéj>
(i, i) (aj, ;)

es -2 (respectivamente -3) entonces los vértices estardn conectados por dos (respec-

tivamente tres) segmentos.

La idea del diagrama de Dynkin es poderlo utilizar para obtener la matriz de Cartan. Sea
C = (c;j) esa matriz. Si el diagrama fue construido de acuerdo con las reglas anteriores,
entonces ¢;; = ¢;; = 0 cuando las raices o; y o; no son conectadas y ¢;; = ¢;; = —1 si
las raices son conectadas por un segmento. Sin embargo, cuando la conexién es hecha por
dos o tres segmentos, no queda claro cual de las entradas ¢;; o ¢j; de la matriz de Cartan

es -2 o -3. Para distinguir eso, se orienta la conexién en direccién a la raiz «; si

2(0@, Oéj>
T o) 07
79 7
(y, por tanto, c;; = —1). Se obtiene de esa forma las conexiones orientadas.

(@51 (%) (651 (8%

El niimero de conexiones entre dos raices en el diagrama de Dynkin tienen la siguiente

interpretaciéon geométrica. Si 6 es un angulo entre a; y «; entonces,

feosd = 2 o) Aai, )

(@i, 0q) (aj,a5)
y, por tanto, este valor es el niimero de aristas que conectan las raices ya que, si uno de
los factores de ese producto es nulo, lo mismo ocurre con el otro y, en el caso contrario,
por lo menos uno de ellos es uno. De esa forma, el niimero de conexiones entre dos raices

simples y el angulo 6 que ellas forman entre si estdn relacionados por la siguiente tabla.
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O O 6 = 90°
O—O0 6 = 120°
o I— 6 = 135°

O—D0 6 = 150°

El caso de conexiones con dos o tres segmentos ya vimos que, la direccion convenida para
la conexién esta asociada al comportamiento relativo entre las raices. De hecho, el cociente

entre los nimeros de Killing correspondientes es

2{ai, o) [y i) (o, o)

Aas, a5) (g, a5) (o, i)

Por tanto, si dos raices estan conectadas por un unico segmento entonces ellas tienen la
misma magnitud mientras que, si ellas estuvieran conectadas por dos o tres segmentos, el
cuadrado de sus magnitudes es dos o tres, respectivamente. Por el anterior cociente se ve
que la direccién de una conexién multiple fue escogida de tal forma que ella apunta para

la raiz de menor magnitud entre las dos raices de conexion.

4.1. Algebras de Lie semisimples y sistemas de raices.

En esta seccion presentaremos la clasificacion de las algebras de Lie semisimples de di-
mension finita, la matriz de Cartan asociada a las raices simples y el diagrama de Dynkin
de cada una de las algebras. Para efectos de notacion, haremos sl(n) cuando deseemos

referirnos a sl(n,F) y asi con todas las dlgebras.

4.1.1. Algebras clasicas.

Los detalles de la construccion de estas dlgebras seran presentadas a continuacion. En
cada uno de los casos, es hecha una eleccién de una subélgebra de Cartan y de un sistema

simple de raices.
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AL l>1

» Esta asociada al dlgebra sl(l + 1).
s Una subdlgebra de Cartan es el algebra de las matrices diagonales de traza cero.
» Las raices son \; — \;, i # j, donde \; es dado por

Ai - diag{ay, ..., i1} — a;.
= Un sistema simple de raices es

Y={M =, A= As, o, A — A b

= Las raices positivas en relacion a este sistema simple son

M= li<y, 1<4,5<l}.

Usando la notacién ¥ = {a1, aq, ..., a;} las raices positivas son dadas como combi-
nacién lineal

{oi+ip+ .+ |1 <i <5<}
» La dimensién de A; es [(I 4 2). La restriccién a b de la forma de Cartan-Killing es
(H,H') = 2 tr(HH').
» Kl diagrama de Dynkin asociado a A; es

O O O- + - O—O
aq Q2 a3 e78n] Q

= La matriz de Cartan de las raices simples de A; es
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B, 1>2

» Esta asociada al algebra de matrices antisimétricas de dimensién impar, es decir,
s0(20 + 1).

» Para encontrar una subélgebra de Cartan de so(2! + 1) es mas conveniente escribir
esta dlgebra de la siguiente forma: Las matrices de so(n) son matrices de transfor-
maciones lineales antisimétricas en relacién a una forma cuadratica no degenerada,
definida por la matriz identidad. Dos formas cuadraticas no degeneradas son equi-
valentes debido a que el campo de escalares es algebraicamente cerrado, lo que lleva
a que las algebras de matrices antisimétricas en relacién a formas cuadraticas no de-
generadas distintas son isomorfas. Supongamos que J; y Jo son matrices simétricas
que definen formas cuadraticas equivalentes, entonces existe una matriz invertible ¢
tal que J; = ¢'Jog. Para i = 1,2, definimos g; = {A € sl(2]l + 1) | A"J; + J;A = 0}.
Es evidente que A € g si solo si gAg~! € g1, en otras palabras, ggog~! = g; v las
algebras son isomorfas. Por lo tanto, existen diferentes maneras de realizar s0(2/+1),
escogiendo diferentes formas cuadraticas. La forma cuadratica mas conveniente para
escribir una subélgebra de Cartan de so(2[ + 1) es dada por la matriz J escrita en

bloques como

1 0 O
J = 0 0 1[ y
0 1, 0

donde 1; indica la matriz identidad de tamano [ x [. Esa matriz es simétrica y no
degenerada y si
V2 0 0
g=—7=1 0 1; 1;1,
1,

donde i = /—1 entonces g'g = J. Por lo tanto, el algebra de las matrices anti-
simétricas en relacién a J es isomorfa a so(2[ + 1).

Escribiendo una matriz A de tamano (2/+1) x (20+1) en bloques del mismo tamafio
de J y usando la condicién AJ + JA" = 0, A € s0(20 + 1) si y solo si A es de la

forma:

0 5 v
A= a b |, (4.1)
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con  y v matrices de tamano 1 X [ y a,b,c de tamano [ X [ con b y ¢ matrices
antisimétricas. Una subalgebra de Cartan b es una subdalgebra de dimension [ de las

matrices diagonales en s0(2[ + 1), esto es, H € b si H es de la forma

con A una matriz diagonal arbitraria de tamano [ x [. Sean A;, j =1, ..., [ funcio-

nales definidos como:

A A =diag{ay, ..., @} — a;.

= Las raices con los espacios de raices correspondientes, son dadas por:
e )\;,j=1, .., 1 con el espacio de raices formado por las matrices A de la forma
(4l)enquea=b=c=0,8=0y~y=(0, ..., zj,...,0).

e —);,j=1,...,1, con el espacio de raices formado por las matrices A de la

forma (41) enquea=b=c=0,=0yv=(0, ..., zj, ..., 0).

o \i— X\, i#7j,4,5=1,...,1 con el espacio de raices formado por las matrices
A de la forma (4.1) en que b = ¢ =0, v = § = 0 y a una matriz de tamano

[ X [ cuya tunica entrada no nula es i j.

o i+, t#7,4,j=1,...,1 con el espacio de raices formado por las matrices
A de la forma (4.1) en que a = ¢ =0, v = # = 0 y b una matriz antisimétrica

cuyas Unicas entradas no nulas son las posiciones ¢ j y ji.

e —(\;+ ;) coni # j con el espacio de raices dado por las matrices transpuestas

del anterior {tem.

= Un sistema simple de raices es dado por

S={A = Ao oo Nor — A A

Como cada uno de los espacios de raices es de dimensién uno y H = 0 si a(H) = 0 para

toda raiz «, como es de esperarse para una algebra semisimple.

= Las raices positivas son de la siguiente forma:
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e Paracada j=1,...,01, N =N\ —XNg1)+ ... +No1—N) + A
e Sii<yj, NHAN=N—Ag)+ .+ =) +F200 = Ajp) + .+ 20

» La dimensién de B; es [(2] + 1). La restriccién a b de la forma de Cartan-Killing es

dado por
I
(H H') =202 - 1) aia;.
i=1
donde a; € A = diag{a), ..., a;} y a; € A = diag{ay, ..., a;}.

= El diagrama de Dynkin asociado a B es

O o - - @
&3] Qo Qg a1 &%}

= La matriz de Cartan de las raices simples de B, es

-1 2 -1 0
-1 2 =2
0 O 0 -1 2
» Cuando | = 1, 50(3) es isomorfa a s[(2). El isomorfismo puede ser visto por la

representacion adjunta de s[(2) (ver Ejemplo 1.3.1). La imagen de esa representacion
es una subdlgebra de s0(3). Como las dos algebras tiene la misma dimensién y la

representacion adjunta es fiel, entonces son isomorfas.

Ci,1>2

» Estd asociada al dlgebra de las matrices simplécticas, es decir, sp(l) = {X €

0 -1
gl(2n,F)| X J + JX' = 0} donde J = (1 0M> .
Ix1
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» Escribiendo una matriz de tamano 2/ x 2l en bloques de tamano | x [, A € sp(l) si

A:<a ﬁt>, (4.2)
v -«

con J y v son matrices simétricas de tamano [ x [. Una subdlgebra de Cartan b

y solo si A es de la forma

corresponde a las matrices diagonales en sp(l). Los elementos H € h son de la forma

A O
H = ,

con A = diag{ay, ..., a;} una matriz diagonal arbitraria de tamano [ x . Si & es una
raiz, o(H) es una diferencia de autovalores de H. Aqui, al contrario de B;, +2q; es
un autovalor de ad(H) ya que [ y v son matrices simétricas y pueden tener entradas

no nulas en sus componentes en la diagonal.
= Las raices de b con sus correspondientes espacios de raices son dados por:
e \; — \;, i # j, con el espacio de raices dado por las matrices en (4.2) tal que

06 =~ =0y «aes una matriz de tamano [ X [ cuya tnica entrada no nula es ij.

e \; + A\j, 7 # j, con el espacio de raices dado por o = v = 0 y 3 es una matriz

de tamano [ x [ con entradas no nulas 75 y j.

o —(\+ X\)), i # j, con el espacio de raices dado por f = a = 0y 7 es una

matriz de tamano [ x [ con entradas no nulas ij y ji.
= Un sistema simple de raices es dado por
=M= Aoy oo, Mo — A 20 )
cuyo numero de elementos es la dimension de b.
= Las raices positivas son
o\, —)j,i<jconi,j=1,..., 1L
o i+ A,t#jconi,j=1,...,1

» La dimensién de Cj es (2] 4 1). La restriccién a h de la forma de Cartan-Killing es
dada por
I
(H.H) =41+ 1)) aa,.
i=1

donde a; € A = diag{a}, ..., a;} y a; € A = diag{ay, ..., a;}.
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= El diagrama de Dynkin asociado a Cj es

O O @
aq (6%} (6%} Qg (0%

= La matriz de Cartan asociada a las raices simples de Cj es

2 -1 0
-1 2 -1 0
0o -1 2 —-120 0
-1 2 -1 0
-1 2 -1
0 0 - -0 0 =2 2

» Para [ < 2,sp(l) es isomorfa a s0(20 + 1) debido a que los diagramas coinciden, por

lo tanto, sp(1) ~ s0(3) ~ sl(2) y sp(2) es isomorfa a s0(5).

Dy, >4

» Estd asociada a las matrices simétricas de dimensién par, es decir, so(21).

» Como en el caso de dimensién impar, s0(2!) es isomorfa a las matrices antisimétricas

en relacién a una forma bilineal simétrica no degenerada cualquiera. Asi, tomando

g 0 1m7
Lixy O

escrita en bloques de tamano [ X [, es decir, s0(2]) es isomorfa al dlgebra {A €
sl(20)| AJ + JA" = 0}. Escribiendo una matriz de tamario 20 x 2l en bloques de

tamano | x [, A € s0(2l) si A es de la forma

A:<a & t), (4.3)
v -«

con (3 y v antisimétricas. Una subdlgebra h de las matrices diagonales es de Cartan

y sus elementos se escriben como

A O
H= ,
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con A = diag{ay, ..., a;} una matriz diagonal arbitraria de tamano [ x .

= Las raices evaluadas en H son diferencias de autovalores de H y como 3y = son

antisimétricas, las raices y los correspondientes espacios de raices son dados por:

e \; — \j, i # j, con el espacio de raices dado por las matrices (4.3) en las que

B =~ =0y «a con entradas no nulas en ¢j y ji.

e )\, + \j, i # j, con el espacio de raices dado por las matrices (4.3) en las que

a = =0y f con entradas no nulas en ij y ji.
o —(\;+Xj), i # j, con el espacio de raices dado por las matrices (4.3) en las

que 8 = a =0y v con entradas no nulas en ij y ji.
= Un sistema simple de raices es dado por
Y={M =, o, Mo = AL A H A
el nimero de elementos de Y coincide con la dimension de §.
= Las raices positivas son

o\, —)\j,i<jconi,j=1,...,1L

o \i+A,i#jconi,j=1 ...,1

» La dimensién de D; es [(2]l — 1). La restriccion a b de la forma de Cartan-Killing es

dado por
!

(H H') =401 1)) aia;

i=1
donde a; € A = diag{a), ..., a;} y a; € A = diag{ay, ..., a;}.
Los duales H, de las raices es dada por

1
Ay, = ———diag{0, ..., 1; ..., —1;,...,0
>\1 )\J 4([_1) Zag{ ) ) J }

1
MAyir, = ————diag{0, ..., 1, ..., 1,,...,0}.
)\ri’/\] 4(l—1) Zag{? ) J }

El vértice en el que hay bifurcacion es dado por la raiz \;_o — \;_1, pues

<)\l—2 - )\l—la >\l—3 - )\l—2> =
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(N2 — N, o — ) =

20— 1)

1
(N2 — N1, Ao+ ) = m,

por lo tanto A\;_s — A\;_1 esta conectado a 3 vertices si [ > 4.

» [l diagrama de Dynkin asociado a D; es
Q-1

O O . . .
03] (8% (0% a2

Qy

= La matriz de Cartan asociada a las raices simples de D; es

2 -1 0
-1 2 -1 0
0o -1 2 -1 0 0
-1 2 -1 0 O
0 -1 2 -1 -1
0O -1 2 0
0 0 0O -1 0 2

= Para [ < 4 existen las siguientes posibilidades:

e Sil=1ess0(2) que es abeliana, més no es semisimple.

e Sil =2 ¥ sereduce a ¥ = {A\; — A2, \; + Ay} cuyas raices son ortogonales,

por lo tanto, s0(4) ~ s[(2) & s[(2).
e El diagrama so(6) es Az, por eso es isomorfa a s[(4).
4.1.2. Algebras excepcionales.
Go

Sea V = K un espacio vectorial, el algebra G5 la construiremos sobre el espacio vectorial

g=sl(3)e VeV
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El dlgebra sl(3) se representa de manera canénica en V' = K® y por lo tanto en el dual V*
via la representacién dual. Las representaciones seran denotadas por Xv, X € s((3), v € V
y Xa, X €sl(3),a € V* que es dada por la expresion Xa = —a o X.
El corchete en g lo definiremos a partir de las identificaciones entre V, V* y espacios de
productos exteriores. Veamos algunas construcciones relacionadas a estos espacios.
Como V' es dimensién 3, el producto exterior /\3 V=V AV AV es de dimensiéon uno,
y por lo tanto isomorfo a K. Fijando una forma volumen, esto es, un elemento v # 0 en
/\3 V', un isomorfismo entre /\3 V y K dado por z € K — 2v € /\3 V. La forma volumen
serd tomada como v = e; A es A ez con {ey, eg, e3} una base de V. Una vez fijado el
isomorfismo, el producto exterior /\2 V' se identifica con V*. La identificacién es hecha
por el isomorfismo

T /\2 V-V
que asocia el elemento u Av el funcional « tal que a(w) = uAvAw € K para todow € V,
es decir, @« = T'(u Av) es dado por la igualdad a(w)v = u A v Aw. Que define un operador
de intercambio entre las representaciones de s((3) en V' y una representacion tensorial en
/\2 V dado por X(uAv) = XuAv+uA Xuv, se debe a que para cualquier u, v, w € V
tenemos valida la igualdad XuAvAw+uAXvAw+uAvAXw=tr(X)uAvAw=0.
Si o = T(u A w), entonces —a(Xw) = [(w) para todo w € V donde [ es el funcional
T(XuAv+uA Xv).

Analogamente, se obtiene una identificacién de V' con /\2 V* dado por
2
SNV =V,

por la relacién o A B Ay = v(v)v*, donde v: € A*V*, a, B, v € V* v S(a A B) = v.

Los isomorfismos Ty S son esencialmente productos vectoriales entre dos vectores de un
espacio de dimensién 3.

Tomaremos a v* = € A €3 A €3 donde {€1, €, €3} es una base dual de la base usada para
definir V.

El corchete en g = s((3) & V @& V*, lo definiremos en pares de elementos de los diferentes

subespacios que componen a g.

1. El corchete entre dos elementos de sl(3) es el usual.
2. Si X €5l(3) y v € V entonces [X,v] = —[v, X] = Xv.

3. Si X €5l(3) y a € V* entonces [ X, a] = —[o, X] = Xa.
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4. El corchete entre dos elementos u, v € V' es dado por [u,v] = —%u ANv € /\2 V. El

coeficiente —% es necesario para obtener la identidad de Jacobi.
5. Sia, BV o, (] = %a/\ﬁ.

6. ParaveVyaeV* [v,0] =v®a—ia(v), donde (v®a)(u) = a(u)v por lo tanto

el corchete [v, a](u) = a(u)v — Fa(v)u.

Las expresiones usadas para definir el corchete son bilineales y antisimétricas, solo nos
queda por comprobar la identidad de Jacobi que dejaremos como ejercicio para el lector,
se aconseja utilizar la igualdad (1.5).

Ahora verifiquemos que g es semisimple. En primer lugar debemos verificar de manera
directa que g es simple tomando un ideal i # 0 y mostrando que i = g. Para eso es
necesario mostrar que i N sl(3) # 0 unido al hecho de que sl(3) es simple, garantiza que
i Dsl(3) vy, por lo tanto, que V = [V,sl(3)] y V* = [V*,51(3)] estédn contenidos en i. Sea
X € iun elemento no nulo que se descompone como X = A+a+vcon A € 5(3), a € V*

y v € V. Supongamos que:

1. Ao # 0y Av # 0. Entonces, [A, X] = Aa + Av y tomando el corchete de ese
elemento con Aa se obtiene un elemento no nulo de sl(3) contenido en i. Debido a

que [a,w] #0si B € V*yw eV son no nulos.

2. Aa # 0y Av = 0. Entonces [A, X] = Aa € i. Tomando [w, Aa] con w € V,w # 0 se
concluye que i intercepta a s[(3) no trivialmente. El caso en que Ao =0y Av # 0

se verifica de la misma manera.

3. Si Aa = 0 = Av. Existen dos posibilidades. En primer lugar, si o # 0 # v, entonces,
[a, X| = [or,v] # 0y ese corchete pertenece a s[(3) N1i. En segundo lugar si « =0 o
v = 0, nos interesa el que es distinto de cero, por ejemplo, si a = 0, v # 0, entonces,

tomando w € V' linealmente independiente de v,
w, X]|=Avw+wAv=u+p uweV, feV”

y 3 # 0.Siu =0, entonces |3, z] con z # 0, z € V' y un elemento no nulo de iNsl(3).

Ya que si u # 0, entonces [, [w, X]] es no nulo y pertenece a i N sl(3).

Con lo cual demostramos que g es simple y por lo tanto semisimple. Cuando o = 0, v = 0

tenemos que la subdlgebra h de las matrices diagonales en s[(3) es de Cartan en g.
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Para ver la estructura de las raices de G, sea \; el funcional de § definido por
Ai = diag{ay, as, az} — a;
entonces las raices de h en g son dadas por:

e +(\; — )\)), i # j cuyos subespacios de raices estdn contenidos en sl(3).

e )\, i = 1,2,3 cuyos subespacios de raices estdn contenidos en V y son los

subespacios generados por los elementos de la base en que h es diagonal.

e —)\,, 1 =1,2,3 cuyos subespacios de raices estan contenidos en V*.

Como los elementos de sl(3) tienen traza nula, las raices de 3 son dadas también por
Ai—Aj, i1 # 7.
= Un sistema simple de raices es dado por
a1 = A1 — Az Qg = Ag

que genera las raices positivas:
041+062:/\1 Oé1+20[2:)\1+)\2:—>\3
061+3(]12:>\1—|—2/\2:)\2—)\3 2a1+3a2:2/\1+)\2:/\1—/\3

= (5 es un algebra de rango 2 y dimensién 14.

» El diagrama de Dynkin asociado a G5 es
aq [6%)
= La matriz de Cartan asociada al sistema simple de raices es
2 =3
-1 2 )
Egs, Er'y Eg

La construccion de las algebras Fg v E7 se realizara a partir del algebra FEg, ya que al

retirar una o dos raices del diagrama de Dynkin de Eg obtenemos Eg y E-.
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El camino para construir Eg es semejante al realizado con G5, tomando ahora represen-

taciones de sl(9) en vez de sl(3). Sea V el producto exterior

v=NEK.
El 4lgebra sl(9) se representa en V' por extensién lineal de

XunvAw)=XuAvAw+uAXvAw+uAvAXw

donde u, v, w € K% X € sl(9) y Xu, Xv y Xw indican la representacién canénica de

51(9) en K°. De forma semejante, s[(9) se representa en
ve= N (&)
Tomando una base {ey, ..., eg} de K? una base de V es dada por {e; AejAex |1 < j < k}

por lo tanto, dim V' = = 84. De la misma forma, tomando la base dual {¢;, ..., €9},

una base de V* es dada por {e; A ej A e, |i < j < k}, y claramente las dimensiones de V
y V* coinciden.

El élgebra Ejy la construiremos sobre el espacio
g=sl9)® VoV

De la misma forma que en G5 el corchete entre elementos de V' debe definir una aplicacion
bilineal antisimétrica en V' a valores de V™.
El corchete en g = 5[(9) & V @& V* es definido ahora en pares formados por elementos de
los subespacios que componen esta suma

1. El corchete entre dos elementos de s[(9) es el usual.

2. Si X €5sl(9) y v €V entonces [X,v] = —[v, X] = Xv.

3. Si X €5l(9) y o € V* entonces [ X, a] = —[o, X] = Xa.

4. El corchete entre dos elementos u, v € V' es dado por [u,v] = au Av € V* con a un

escalar que sera determinado por la identidad de Jacobi.

5. Sia, B € V* [, 8] = ba A €V de la misma forma forma, b es un escalar que

serd determinado por la identidad de Jacobi.
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6. Para v € V y a € V* [v,a] es un miltiplo del valor en v ® a de la aplicacién
momento de la representacién de s[(9) en V. Explicitamente [v, a] € s[(9) es el tinico
elemento de s[(9) que satisface ([v, a], Z) = ca(Zv) para todo Z € sl(9) donde (-, -)
denota la forma trazo de la representacién de s[(9) en K. De esta definicién ¢ es un

escalar que se determina de acuerdo con a y b.

Como se ha definido el corchete, cumple las condiciones para ser algebra de Lie. La subdlge-
bra b de las matrices diagonales en s[(9) es una subélgebra de Cartan de g. Denotemos
por \; el funcional

i s diagf{ay, ..., a9} — a;

las raices de h son dadas por:

» ;; = A\ — Aj, @ # j cuyos espacios de raices estan contenidos en s((9)

» Bk = N + A+ A, 0 < j < k que son los autovalores de los elementos de b
representados en V = /\3 K?. Los espacios de raices correspondientes son generados

por e; A e; A eg.

» — Gk =—(Ni+ A+ A\g), i < Jj <k cuyos espacios estan contenidos en V*.

Un sistema simple de raices es
Vg ={ A2 = A3, s Ag— Aoy —(A2+ A3+ \y)}

cuyo diagrama de Dynkin es

O T O
aq &) a3 Qy a5 Qg Q7
con ag = —(Ay + A3 + \g). La raiz ag esta conectada a a5 = Ay — A5 ya que

A2+ A3+ M)+ (A= A5) = —=(Aa+ A3 + Xs).

El orden del diagrama es dado por ay = Ag — A\g ¥ a7 = Ay — As.

9
Como la dimensién de s((9) es 80 y lade V y V* es ( ; ) = 84, la dimensién de Eg es
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248.

La matriz de Cartan asociada al sistema simple de raices es

2 0 -1 0 0o 0 0
0o 2 0 -1 0 0 O
-1 0 2 -1 0 0 O
o -1 -1 2 -1 0 0 O
o o o0 -1 2 -1 0 0
0O 0 O -1 2 -1 0
0O 0 O -1 2 -1
0O 0 O o 0 -1 2
El diagrama de E; es
Q7
O I O
o le%} Qs 0y Qs Qe

se construye retirando de Ejy la raiz més a la izquierda de su base, por la realizacion de
Eg €S )\8 — )\9.

El sistema simple de raices es
Yr={ Q= A3, ..., M= Ag, (Ao + A3+ M)}

Tomando sumas sucesivas de elementos de Y7, las raices positivas de F; son:

s NN, 2<i<j<8.
= )\l+>\]+)\k,2§2<j</{§8y

u )\1—|—)\Z+)\9,2§Z§8

En el primer de esos conjuntos de raices existen 21 elementos, en el segundo ( 5 ) =35

y el tercero 7. Existen por lo tanto, 21 4+ 35 4+ 7 = 63 raices positivas y de ahi que la
dimensién de Er7 es 2-63 4+ 7 = 133.
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La matriz de Cartan asociada al sistema simple de raices es

2 0 -1 0 0 0 O
o 2 0 -1 0 0 O
-1 0 2 -1 0 0 O
0
0

El diagrama de Fg es

Qg
O O
(05} (6] Q3 Y (673

se construye retirando de F; la raiz mas a la izquierda de su base, por la realizacién de
E7 €S )\7 — )\8-

El sistema simple de raices es

Yo ={ X2 — A3, ..., A — A7, —(Aa+ A3+ )}

Tomando sumas sucesivas de elementos de Y, las raices positivas de Eg son:

.)\Z—)\],2§Z<]§7
.)\Z+)\])\k,2§2<j<k§7y
.)\1—|—)\8+)\9.

El total de raices positivas es 15 4+ 20 + 1 = 36. La dimension de Fg es 2 - 36 + 6 = 78.

= La matriz de Cartan asociada al sistema simple de raices es

2 0 -1 0 0

L
o
DO
|
—_
o
o o o o
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Fy

El algebra F); puede ser construida como la subédlgebra de los puntos fijos de un automor-
fismo involutivo de Ejg.

Si 0 :V — Ves una transformacién lineal de un espacio vectorial V tal que 6% = 1, sus
autovalores son +1 y V' se descompone en suma directa de los autoespacios asociados a
los autovalores. En particular , si # : g — g es un automorfismo del algebra g, que se
descompone en autoespacios de #. En tanto, como 6 es automorfismo, el subespacio de
los puntos fijos

t={X egli(X) =X}

es una subalgebra de g. Por intermedio de la forma de Cartan-Killing, se define a partir
de ahi una transformacién lineal que es una subalgebra de Cartan h que deja invariante
el conjunto de raices.

El subespacio t de los puntos fijos por el automorfismo es una subalgebra simple que
realiza a Fy. Para ver eso, se considera en primer lugar el subespacio hy = t N b de los
elementos de b fijos por el automorfismo. Permutando las raices en el diagrama de Dynkin
de Eg de la siguiente forma a; < as, as < a4 y dejando fijas las raices ag y ag. Los
funcionales o + a5 y a2 + a4 son fijos por 6, en cuanto que O(a; — a5) = —(oy — as) y
Oy — ay) = —(ag — ay).

Asi, by es el subespacio de dimensién cuatro de b generado por

{Ha1+a57 Ha2+a47 HOL37 Hag}a

con H € §. Ese subespacio es una subalgebra de Cartan de t. Los autoespacios de 6 son

ortogonales, pues 6 es una transformacion ortogonal. De esa forma, h; es el anulador de

{061 — O35, Qg — 044}

y un elemento de h* se anula idénticamente en by si y solo si €l pertenece al subespacio
de bh* generado por los funcionales. Cualquier funcional en ese subespacio se expresa en
términos de las raices simples como combinaciones lineales en que alguno de los coeficientes
es negativo. por lo tanto, alguna raiz se anula el h;. Como el nimero de raices es finito,
existe H € by tal que a(H) # 0 para toda raiz a. Ese elemento de h; es regular en Eg y
por lo tanto en t. El centralizador de t es b y de ahi que el subespacio es una subalgebra
de Cartan.

El subespacio g, ® go(a) €s invariante por ¢ y se descompone como suma directa de los
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subespacios V. y V.= generados por X, + 60X, y por X, — 60X, respectivamente. Los
elementos de V. son fijados por #, en cambio que (Y) = —Y para V.. El subespacio
V.~ es de dimensién uno si 0(a) # « y se reduce a {0} si #(«) = a. Haciendo « recorrer
el conjunto de todas las raices, los subespacios VX conjuntamente con b generan a g. De

esa forma, la subdlgebra t de los puntos fijos dado por

t:hf@zvj.

Con esa igualdad la subalgebra t queda determinada tan pronto se conozca la accién de 6
en el conjunto de todas las raices. Las raices de Fg fueron dadas en términos de funcionales
Aj, 2 < 3 < 7. Por eso, es conveniente calcular 6 en términos de los funcionales. Usando

la expresion de Y en términos de A; se checa que

11 1 1 1 -2
1 1 1 1 -2 1

11 1 1 =2 11
=50 1 1 o1 1
1 -2 1 1 1 1
201 1 1 1 1

cuya j-esima columna indica los coeficientes de 0();) en relacion a Yg. En esa matriz

1
3

la permutacién o = (2,7)(3,6)(4,5). Usando esas permutaciones, los valores de # en las

todos los elementos de la columna j son iguales a =, excepto en la linea o(j) donde o es

raices positivas son:

© O(Xi = Aj) = Ao() = Ao(i), 250 < J < T

o (=N +Aj+ X)) = —(Av + Ay + Ap) donde {7', j, '} es el complementario
en {2, ..., 7} de {o(i), 0(j), o(k)}.
[ ] 0(>\1+)\8+)\9) :—0()\2++)\7) :)\1+)\8+/\9-

De lo anterior, tenemos que las raices fijas por 6 son:

[ ] )\Z - )\U(i), 1= 2,3,4.

o —(\;+ X+ Ag) de tal forma que alguno de los indices 7, j, k es imagen de otro
por oy

[ ] /\1 + )\8 + )\9.
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Existen por lo tanto, 12 raices positivas invariantes por 6 y como en FEjy existen 36 raices
positivas, la cantidad de raices que no son invariantes es 24. El subespacio generado por

VF, o > 0 tiene dimensién 24, por lo tanto la dimension de t es 24 + 24 + 4 = 52.

» Kl diagrama de Dynkin asociado a Fj es

O——O——O——0O
(651 (%) a3 Oy

= La matriz de Cartan para el sistema simple de raices es
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