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RESUMEN

TITULO: UNA CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS DE BANACH QUE CON-
TIENEN UN SUBESPACIO ISOMORFO A ¢,."
AUTOR: Julieth Katherine Girata Viviescas 2

PALABRAS CLAVE: ESPACIOS DE BANACH; SUCESIONES BASICAS: PRINCI-
PIO DE SELECCION; ESPACIO c¢y; BESSAGA-PELCZYNSKI.

DESCRIPCION: El presente trabajo consiste principalmente en el estudio de las
caracteristicas que debe satisfacer un espacio de Banach para ser isomorfo a un
subespacio de ¢, (espacio de las sucesiones convergentes a 0). En el primer capitulo
(Preliminares), se enunciaran diferentes teoremas y definiciones que se usaran du-
rante el desarrollo de la presente monografia. En el segundo capitulo se realizara un
estudio de algunos conceptos basicos de analisis funcional, series y sucesiones (en
espacios de Banach) y las bases de Schauder. Ademas, se presentaran una serie de
ejemplos de espacios de Banach con base de Schauder y algunos espacios que no
tienen base. En el tercer capitulo se realizara un amplio estudio de las sucesiones
basicas y equivalentes (definiciones, propiedades y teoremas), en el cuarto capitulo
se definiran las bases condicionales e incondicionales y se presentaran algunos re-
sultados importantes para el desarrollo de este trabajo, resultados como el Principio
de Seleccion de Bessaga-Petczynski y una caracterizacion de las sucesiones equiva-
lentes. Para finalizar, realizaremos la prueba del teorema que motiva este trabajo, el
Teorema de Bessaga-Petczynski en el que se prueba la caracterizacién deseada de
los espacios de Banach que no contienen copia de ¢y y presentaremos una aplicacion
de este, el Teorema de Orlicz-Pettis.

"Proyecto de Grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Ph.D. Ronald Eduardo Paternina Salguedo
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ABSTRACT

TITLE: A CHARACTERIZATION OF BANACH SPACES THAT CONTAINING A SUBS-
PACE ISOMORPHIC TO c¢,."
AUTHOR: Julieth Katherine Girata Viviescas 2

KEYWORDS: BANACH SPACES; BASIC SEQUENCES; SELECTION PRINCIPLE;
co SPACE; BESSAGA-PELCZYNSKI.

DESCRIPTION: The present work consists mainly in the study of the characteris-
tics that a Banach space must satisfy to be isomorphic to a subspace of ¢, (space of
the convergent sequences to 0). In the first chapter (Preliminaries), different theorems
and definitions will be enunciated that will be used during the development of the pre-
sent monograph. In the second chapter there will be a study of some basic concepts
of functional analysis, series and successions (in Banach spaces) and the bases of
Schauder. In addition, it will be presented a series of examples of Banach spaces with
Schauder base and some spaces that have no base. In the third chapter there will be
a broad study of basic and equivalent successions (definitions, properties and theo-
rems), in the fourth chapter the unconditional and unconditional bases will be defined,
and some important results will be presented for the development of this work, results
such as Selection Principle of Bessaga-Petczynski and a characterization of the equi-
valent sequences. Finally, we will perform the proof of the theorem that motivates this
work, the Bessaga-Petczynski Theorem in which the desired characterization of Ba-
nach spaces that do not contain a copy of ¢, is tested and we present an application
of this, Orlicz-Pettis Theorem.

'Bachelor Thesis
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matematias. Ph.D. Ronald Eduardo Paternina Salguedo
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INTRODUCCION

El concepto abstracto de un espacio de Banach surgié muy naturalmente del trabajo
en los inicios del siglo XX por Fredholm, Hilbert, F. Riesz y otros en espacios funciona-
les concretos tales como C'[0,1] y [, para 1 < p < oco. La motivacién de estos autores
fue estudiar ecuaciones lineales diferenciales e integrales utilizando los métodos de
algebra lineal con andlisis. Por el final de la primera guerra mundial, la definicién de
un espacio de Banach era casi exigente por lo que no es sorprendente que se des-
cubrieran en forma independiente por Norbert Wiener y Stefan Banach alrededor del
mismo tiempo.

Los axiomas para un espacio de Banach se introdujeron en la tesis de Banach (1920)
publicado en Fundamenta Mathematica en 1922 en Francés. Los resultados iniciales
del Andlisis funcional son los principios subyacentes (Teorema de acotacién unifor-
me, grafico cerrado, aplicacion abierta y Hanh-Banach) cristalizaron el tema comudn
en tantos argumentos en el Andlisis de principios del siglo XX.

Sin embargo, después de esto, fue Banach y la escuela (Steinhaus, Mazur, Orlicz,
Schauder, Ulam, etc) en Lvov (entonces en Polonia, pero ahora en Ucrania) que
desarroll6 el programa de estudio de la teoria isomérfica de los espacios de Banach.
Esta escuela florecié hasta el momento de la segunda guerra mundial, en 1939 bajo
los términos del pacto Nazi-Sovietico, poco después de que Alemania invadiera Po-
lonia, incluyendo Lvov. Después de la invacién Alemana de 1941 termin6 de manera
efectiva y tragica el trabajo de su grupo. El propio Banach sufrié grandes dificultades
durante la ocupacion y murioé poco después del final de la guerra, en 1945.

Este estudio se revividé con la aparicion de una nueva escuela Polaca en Varsovia
alrededor de 1958. Hubo algunos avances profundos en la teoria de Banach entre
1941 y 1958 (por ejemplo el trabajo de James y Grothendieck) pero parece que solo
después de 1958 hubo un ataque concertado sobre los problemas de la estructura
isomérfica.

El motor principal en esta direccion era Bessaga y Pelckzynski junto con sus co-
laboradores desarrollaron la teoria de Bases y sucesiones basicas el cual es una
herramienta (til y eficaz en la teoria de espacios de Banach y un espacio agradable
de la nueva teoria de Bases era que las sucesiones basicas podian ser usadas para
establecer algunos resultados clasicos. En este trabajo vamos a estudiar uno de los
resultados obtenidos por Bessaga y Petczynski y para ello vamos a profundizar un

13



poco en el estudio de las sucesiones basicas y las Bases de Schauder.

El trabajo esté dividido en cuatro capitulos:

= En el primer capitulo (Preliminares), se enunciaran diferentes teoremas y defi-
niciones que se usaran durante el desarrollo de la presente monografia.

= En el capitulo 2 se desarrolla una teoria general del estudio de las bases de
Schauder en los espacios de Banach. En éste, se enuncian los conceptos mas
generales y se comienza el estudio de las bases definiéendose los conceptos
de base de Schauder, funcional coordenado y constante basica. También se
presentaran una serie de ejemplos de espacios de Banach en los que mostra-
remos si tienen o no una base de Schauder.

= Como ya se mencioné antes, el objetivo de esta monografia es demostrar el
Teorema de Bessaga-Petczysnki, pero éste, tiene varias versiones y cada una
de ellas se puede probar de una forma diferente, la versién que se desarroll6 en
esta monografia es la que se encuentra enunciada en el libro de Diestel (ver [4])
la cual es realizada usando sucesiones basicas. Es por eso que en el capitulo
3 se trabajo la teoria relacionada con las sucesiones basicas y equivalentes:
definiciones, propiedades y teoremas.

= En el capitulo 4, se definen las bases incondicionales, probando diversas ca-
racterizaciones equivalentes, finalizando con la demostracion que motiva este
trabajo, el Teorema de Bessaga-Petczynski, en el que se prueba la caracte-
rizaciéon deseada de los espacios de Banach que no contienen copia de c.
Ademas, se presenta un resultado que es una consecuencia de este teorema
conocido como Teorema de Orlicz-Pettis.

14



Capitulo 1

PRELIMINARES

Este primer capitulo sera dedicado a recordar algunos resultados de Andlisis (Lineal
y Funcional) y ciertas notaciones que seran usadas durante el desarrollo de este
trabajo. Asi mismo, las demostraciones no seran realizadas, pero seran referenciadas
adecuadamente.

Definicion 1.1 (Conjunto Denso) Un conjunto es llamado Denso en un espacio to-
poldgico X, si su clausura es X. Este es llamado a ser nunca denso si su clausura no
contiene un conjunto abierto. Un espacio es separable, si éste contiene un conjunto
enumerable denso.

Definicion 1.2 (Espacio de las sucesiones convergentes) Se define c, el espacio
de las funciones convergentes por:

c={x=(Tp)nen: x, € R, Vn € N, (z,) converge}
El espacio c es un espacio de Banach dotado de la norma:

HxHoo = Sup |xn| Vo = (In) cc
neN

Definicion 1.3 (Espacio ¢,) Se define ¢, por:
co =12 = (Tp)nen : o €R, Yn € N, (x,) converge a 0}
El espacio ¢, es un espacio de Banach dotado de la norma:

elloo = P 2] Y = () €
neN

Definicion 1.4 (Los espacios [, (1 < p < c0)) Sobre el espacio vectorial de las su-
cesiones de numeros reales y paral < p < oo se define l,, por:

Iy = {z = (zp)nen : Tn € R, Yn € N, Z |2, [P < o0}

n=1

15



Los espacios [, son espacios de Banach dotados de la norma:

oo 1/p
z|lp = (Z \xn) Ve = (z,) €1,
n=1

Definicion 1.5 (Espacio [,) Se define [, por:
lo ={x = (Tp)nen : n € R, Vn € N, (x,) estd acotada}
El espacio I, es un espacio de Banach dotado de la norma:

|Z||oo = sup |z,| Ve = (x,) € I
neN

Definicion 1.6 (Espacio L7(Q2) (1 < p < o0)) Se define L*(2) por:

me):{f:ﬁﬁﬂ%:/ﬂvwmo}

El espacio L*({2) es un espacio de Banach dotado de la norma:

1/p
1l = ( / mp) Ve Q)

Definicion 1.7 (Espacio de las funciones continuas) Seaa,b € R,a < bel =
[a,b]. Parak € Z, k > 0 se define el espacio C*(I) como el espacio formado por las
restricciones a | de las funciones de clase k en R, es decir, tales que son derivables
hasta el orden k con derivadas continuas, y en el caso k = 0 son simplemente las
funciones continuas en I. El espacio C*(I) es un espacio de Banach con la norma:

k
flleray = Y _méx|fi(B)], Vf € C*(1)
=0

Teorema 1.8 (Principio de Acotacion Uniforme) SeaT), : X — Y una sucesion de
transformaciones lineales continuas entre espacios de Banach X e Y. Silim,, .o, T,,x
existe para cada x € X entonces el limite T'x = lim,,_.., T,,x es una transformacion
lineal continua.

Teorema 1.9 (Principio de la Aplicacion Abierta) Sea T : X — Y un operador
lineal continuo sobreyectivo entre dos espacios de Banach X e Y. La imagen de cada
conjunto abierto en X es un conjunto abierto en Y.

Definicion 1.10 Sea T' : X — Y una transformacion lineal. El grafico de T es el
conjunto de todos los puntos en el espacio producto X x Y de la forma (x,Tz) con
r e X.
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Teorema 1.11 (Teorema del Grafico Cerrado) Sean X e Y dos espacios de Banach,
entonces toda transformacion lineal T' : X — Y con grafico cerrado es continua.

Teorema 1.12 Para una funcion lineal T entre espacios lineales normados las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

a. T es continua.
b. T es continua en algun punto.
c. El supremo sup,<; | Tx|| es finito.

d. Para algun escalar M,

Tal| < Ml

,paracadax € X.

Teorema 1.13 (Teorema de Hanh-Banach) Sea p : X — R un funcional sublineal,
esto es:

p(r+y) <p(r) +ply), plar) =ap(z) a>0y z,ye X,

Si f es un funcional lineal sobre un subespacio Y de X con f(z) < p(x) para x € Y,
entonces existe un funcional lineal real F sobre X tal que F(x) = f(z) paraxz € Y y
F(z) < p(x) para z € X.

Corolario 1.14 Sea x un vector no nulo en el subespacio cerrado Y de el espacio
lineal normado X. Entonces, existe un funcional z* € X* con x*(xz) = 1; 2*(y) = 0
paray €Y.

Corolario 1.15 Para cada x # 0 en un espacio lineal normado X, existe un z* € X*
con[lz*|| =1 yz*(z) = ||z

Definicion 1.16 Un isomorfismo entre dos espacios lineales normados X e Y es un
operadorl’ : X — Y continuo, inyectivo y con inversa continua. Cuando tal isomorfis-
mo existe, los espacios X e Y son llamados equivalentes. Un isomorfismo isométrico
entre dos espacios lineales normados X e Y es un isomorfismo T entre X e Y para
el cual | Tx| = ||x||. Cuando tal T existe los espacios son llamados isométricamente
equivalente o isométricamente isomorfos.

Definicion 1.17 Sea X un espacio vectorial normado. Para cada x € X considere el
funcional Jx : X* — R definido por Jx(z*) = x*(x), para todo x* € X*. Entonces
Jx € X* paracadax € X y||Jx| x~ = ||z||. La funcién J : X — X** definida por
J(x) = Jz es llamado el embedimiento natural de X en su bidual.

Teorema 1.18 E/ embedimiento natural de un espacio lineal normado X en su se-
gundo dual es un isomorfismo isométrico entre X y JX.
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Capitulo 2

BASES DE SCHAUDER

El concepto de base en un espacio de Banach fue introducido por Schauder [14] en
1927, y al igual que en las bases algebraicas, la idea de base consiste en tener una
familia de vectores tal que, para cada elemento del espacio, exista una Unica repre-
sentacion de éste en términos de la familia, por ejemplo, como combinacién lineal de
los elementos (caso algebraico) o como suma de una serie (espacios de Banach).
En esta seccion vamos a introducir la nocién fundamental de una base de Schauder
en un espacio de Banach y concluiremos que estos espacios son aquellos que se
pueden representar de manera natural como espacios de sucesiones. También, es-
tudiaremos algunos resultados que seran importantes para el desarrollo del trabajo.

2.1. SERIES Y SUCESIONES

Comenzaremos incluyendo algunas definiciones y propiedades de las series y suce-
siones de elementos en un espacio de Banach que esencialmente no difieren de las
definiciones y propiedades correspondientes a las series numéricas ordinarias.

Definicion 2.1.1 (Series en espacios de Banach) Una serie de elementos de un
espacio de Banach X, es una expresion que tiene la forma de la suma de un numero
infinito de términos que pertenecen a X, i.e.,

$1+l‘2+l’3+...+$n+l‘n+1+... (21)

Para simplificar la notacién de series usamos el simbolo . | ;. Es necesario re-
cordar que en la expresion (2.1) no hacemos referencia a la suma ordinaria (en el
sentido usual de la palabra), porque en un espacio de Banach la adicién es definida
sélo para un numero finito de términos.

Definicion 2.1.2 La n-ésima suma parcial de la serie - | x) es la suma definida
como S, =Y ,_, ) que estd dada por los primeros n-términos.

18



Definicion 2.1.3 (Serie Convergente) Una serie en X se llama convergente si la su-
cesion de sus sumas parciales converge en la norma de X. El limite de esta sucesion
se llama la suma de la serie y escribimos:

s=lim S, si ||S, — s|| = 0 cuando n — .
n—o0

Asi, si escribimos s = Y- | x;, significa que la serie Y- | x;, converge y su suma es
igual a s.

Definicion 2.1.4 (Segmento) Un segmento de una serie es una suma de un numero
finito de términos consecutivos > ;. _ 11Tk = Sp — Si. Algunas veces por un seg-
mento entendemos el conjunto {xy}}_,, .-

Teorema 2.1.5 (Criterio de Convergencia de Cauchy) La serie >, x;, converge
Si y sélo si la sucesion de sus segmentos converge a 0, esto es:

n

lim g x|l = 0.
m,n—00
k=m+1

Demostracion: Suponga que la serie > ;- , x;, converge a s. Luego:

n

S | = I5n = smll < llsn = sl + llsm — sl
k=m+1

Sea ¢ > 0. Existe un nimero natural N € N tal que sin € Ny n > N entonces
|sn — s|| < 5 ysim > N entonces |s,, — s|| < 5. Asi, por la desigualdad triangular
se tiene que:

I8 — Smll < Il$n — sl| + [Is = sm]| < §+ g — eVn,m > N.
Por tanto los segmentos convergen a 0. Reciprocamente, suponga que la condicidon
de Cauchy es satisfecha para cualesquiera m,n € N, entonces lim,y, ;00 || S0 — S|l =
0. Esto significa que la sucesién de sumas parciales forman una sucesién de Cauchy
en X. Como X es un espacio de Banach entonces la sucesién (s,),en cOnverge a
un punto de X. [ |

Definicion 2.1.6 Laserie) ;- | x;, se llama absolutamente convergente si_,_ ||zl
converge en R.

Teorema 2.1.7 Sea X un espacio de Banach y (z,).en Una sucesién de elementos
de X. Si la serie Y _,- | ), converge absolutamente entonces la serie ), , x}, conver-
geenX.
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Demostracion: Como la serie ) - | x; converge absolutamente, entonces y -, ||z ||
es convergente en R y por tanto es una sucesién de Cauchy de numeros reales. Asi,
dado ¢ > 0 existe un N, € Ntalque sin,m € Nyn >m > N, entonces:

n

> il <«

k=m+1

Defina, s, = Y ,_, xx. Por la desiguldad triangular tenemos que si n > m > N,
entonces:

n n
Isn = smll = || D x| < > Nl <e
k=m+1 k=m+1

Por tanto, la sucesion (s, ).cn €s de Cauchy en X'y como X es de Banach, entonces
(Sn)nen €S CONvergente. [ |

Nota

1. No es dificil demostrar que si (zx)ren Y (Yk)ken SON sucesiones de elementos
en Xy las series > 7, zx, o, Yx CONvergen, entonces la serie >~ (x5 +yx)
también converge y

Z(Ik + Yr) = ka + Zyk.
k= k=1 k=1

1

2. También, se puede demostrar que si (x,),cn €S UNA sucesion en un espacio
de Banach X y (ax)ren €S Una sucesiéon de nimeros reales tal que ||zx|| < ax
paratodo k € Ny ) ° a, converge, entonces la serie Y ., x; converge a un
puntode z € X.

3. Finalmente, si T : X — Y es un operador lineal continuo, entonces para cual-
quier serie convergente » .- | x; de elementos de X la serie Y ;- T'(zy) es

convergente y vale:
k=1 k=1

Por tanto, muchos teoremas de convergencia clasica para series numéricas ordina-
rias pueden ser generalizados a las series en Espacios de Banach. Nosotros no lo
haremos ya que no es nuestro objetivo.

2.2. DEFINICIONES Y RESULTADOS
FUNDAMENTALES

A lo largo del capitulo, X es un espacio vectorial normado real y (z,,),en Una sucesion
en X.

20



Definicion 2.2.1 (Base de Schauder) Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Una
sucesion (z,)n,en €n X es una base de Schauder de X si para cada x € X existe una
Unica sucesion de escalares (o, )nen C R tal que la serie Y | a,x,, converge a X.

Nota

1.

Si X es de dimension finita, i.e., dimX = m, entonces un sistema (z;)7, es
llamado una base de Schauder en X si esta es una base del espacio vectorial
X en el sentido algebraico usual, es decir, que para cada z € X existe un Unico
sistema de n-escalares {a;}., tal que x = ) ;" | azx;. Asi, si X es de dimen-
sion finita entonces nociones cuantitativas relacionadas a bases de Schauder
pueden ser extendidas a bases algebraicas y no causara confusion. Si X es
0 — dimensional el conjunto () es una base.

En este trabajo, se reservara el termino base para referirnos unicamente a las
bases de Schauder.

Es esencial notar que la definicién de una base (z,).,cn depende del orden
preescrito de los términos, si intercambiamos el orden en que los puntos x4, ..., z,
son puestos, la serie puede converger a otro punto o puede no converger como
es el caso de la serie
& n
>
.

n=1

Sin embargo, algunas veces consideramos bases indexadas por subconjun-
tos de los nimeros naturales. Por ejemplo, si escribimos (x,),ev 0 Y, oy GuTy
Quiere decir

veV

oo
(x’vn)TLEN y Z avnxvn'

n=1

En los espacios de Hilbert, existen las bases ortonormales que han demostrado
ser una herramienta muy util en muchas areas del andlisis. Recordemos que
si (en)nen €S UNa base ortonormal de un espacio de Hilbert H, entonces para
x € H hay una Unica sucesion de escalares (a,),cy dada por a, = (x,e,) tal
que z =Y~ ae,. La utilidad de las bases ortonormales se debe en parte al
hecho de que son relativamente faciles de encontrar. De hecho, cada espacio
de Hilbert separable tiene una base ortonormal.

El siguiente teorema nos permite dar una caracterizacién de los espacios de Banach
con base.

Teorema 2.2.2 Si existe una base (z,),en €n un espacio de Banach X, entonces X
es separable.

Demostracion: Suponga que (z,).cy €S una base de X. Definamos el conjunto
S={>" rz;: conneNyr, € Q}yveamos que S es denso en X.
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Seae > 0yax € X.Como (z;);eny €S UNa base, existen (a;);cn escalares tal que
x = Y% ae; y por tanto existe un N € N tal que ||lz — SN, a;zi|| < $. Defina
M = max;<;<n ||z:]|. Como Q es denso en R, parai = 1,2,..., N existen r; € Q tal
que |a; — 7i| < sy Parai = 1,2,...,N. Seary = Zf;l r;x;, entonces xy € S'y
también:

N N N
|z —xn| < ||z — Zaixi + Zaixi — Zrixi
i=1 i=1 i=1
N
€
< 5 + (Gi — 7"7;)513'1'
i=1

VAN
[NRe

+
[]=

B

|
33
Bl

=1

A
o |
+
[~
[\
¥l o
EH

€ exm1
<3323
€ €
< st3
Por tanto S es denso en X. Demostremos que S es enumerable. Para ello, definimos
paracadan € N, S, = {0, rx; : v € Q para cada i = 1,2,...,n}, entonces
S = J;—, Sn y por tanto es suficiente demostrar que S,, es enumerable para cada
n € N. Paraello, sean € Nydefina f : S, — Q" por f(> 1, rix;) = (r1,72, ..., Tn).

Primero, f es inyectiva, ya que si tomamos f(>_"", rz;) = f(O 1, siz;) tenemos
que (11,79, ...,Tn) = (81, S2, ..., Sp) Y por tanto r; = s1, ro = S9, ..., T, = Sy, lUEQGO, S,
es equipotente con f(S,,). Ademas, como QQ es enumerable, entonces Q" es enume-
rable, y ya que f(S,,) es subconjunto de Q™. Asi f(S,,) es enumerable y concluimos
que S, es enumerable para cadan € N. [ |

Nota: Si (z,).en €S una base de X, entonces definimos
span{z; : i € N} = {Z a;T; : ai,as,...,a, € Ryn € N} )
=1
Denotamos por [z,] a la clausura del span{x; : i € N}.
El lector no debe confundir la nocién de base en un espacio de Banach de dimensién

infinita X con el concepto puramente algebraico de base de Hammel para (e;);c; de
un espacio vectorial X. Recordemos que una base de Hammel (¢;);c; para X es una
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coleccién de vectores linealmente independientes en X tal que cada x € X se puede
representar de forma Unica como una combinacion lineal (e;);e;.

A continuacién demostraremos que si (e;);c; €s una base de Hammel para un espacio
de Banach de dimensién infinita X entonces (e;);c; no puede ser enumerable.

Teorema 2.2.3 Si X es un espacio de Banach de dimension infinita entonces X no
tiene base de Hammel enumerable.

Demostracion: La demostracion se realizara en varias partes.

a. Cualquier subespacio lineal cerrado Y de X es un conjunto nunca denso en X,

i.e., Y = (). En efecto, sea Y un subespacio lineal cerrado de X. Si Y no es
nunca denso, existe una € Yy € > 0 tal que B(a,e) C Y. Seaz € X con
x # 0, entonces a + ﬁ € B(a,¢€). Sigue que a + ﬁ;“ €Y,ycomoa €Y,
concluimos que x € Y. Luego X C Y y portanto Y = X lo que contradice que

Y es un subespacio propio de X.

b. En esta parte procederemos con la demostracion del teorema. Sea X un es-
pacio de Banach que tiene una base algebraica denotada por (e,)nen. Da-
dos numeros naturales n e i;, i,..., i, distintos, denotamos por Y;, ; =
spani{e;, €y, ..., €, }. Como (e,).en €S Una base de X, si x € X existe un
no € Ne {iy, ia, ..., in,} talque x = > 7% aye;, yportantoz € Yy, 4, Asi

X = U U Y;l, 12500 Ing )

no€N i1, ia,..., i”O eN

’ in() *

y la unién es contable. Como cada Y, 4, ... 4,, tiene dimension finita entonces
son cerrados y como X es de dimension infinita entonces X' # Y;, 4, 4, para
todo n € N. Pero por lo demostrado en la parte anterior, Y;, ;, . i, €S nunca
denso, es decir, X es de primera categoria de Baire, lo que contradice que X
es de Banach. Por tanto X no tiene base de Hammel enumerable. |

Definicidn 2.2.4 Sea (z,).cn Una base de un espacio de Banach X. Definimos los
funcionales coordenados xz, : X — R por z(x) = a,, donde x =Y.~ a;x;. Es facil
verificar que cada x;, es lineal y x;(v;) = 1sij =k yx;(x;) = 0sij # k. Esto es,
xy(z,) = 0, . Las sucesiones de pares (z,,, ;) son llamadas biortogonales. Aunque
en verdad solo solemos decir que (x}),cn €s biortogonal a (z,)nen-

Nota: Podemos siempre usar el lema de Zorn y establecer la existencia de una base
algebraica en un espacio de Banach, lo cual no es cierto para las bases de Schau-
der. A pesar de esto, las bases de Hammel no poseen una informacion satisfactoria
porque esta no tiene vinculo con la topologia del espacio. Esto es, sea (e;);en Una
base algebraica en un espacio de Banach X'y considere (z,),en Una sucesion en el
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espacio de Banach X tal que z, converge a z. Cada uno de los z, y z tiene descom-
posiciones finitas
Rp — Zagn)ei Yy Z = ZO&ZBZ’.
% 7

Pero no hay razén para concluir que a§"> converge a «; para todo ¢ como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sea X = |, y defina (e;,)nen por:
=(1,1,1,1,...);

1
127"

1 .
@)

1 1 1 1
2n72’ 2n71’ 2n717"" gn—1 [

e, =10,0,...,0,
——
n—2 veces

Claramente (e,,)nen €S linealmente independiente (si > ;.  Nie; = 0 — \; = 0 para

1 =1,...,n). Defina la sucesion por z, = e; — Z”Z e;, es decir,

—a—e= (0555 ) 2 lal = 5
21 =€ €2 = 7272727"' 21 _27

(e2+e€3) = (0,0 Ll = ||z .
=€ — = — = =y 2|l = =
) €1 €2 €3 ) 74747 ) 2 47

4
11
z3==e1— (e2+e3+e4) = 07070,§7§>--- — [zl = 5;
n+1
1 1 1
—el_zez_ '70’2_71’2_71"" — ”Z’ﬂ||:2—n

n—uveces

= 2% y por tanto z, — 0 enl,. Pero sii > 2 entonces la i-ésima coorde-
nada es dada por:

n+1

x} (z) = x} Za: e;) =—1VYi>2.

Lo anterior se obtiene al usar la definicion 2.2.4 la cual indica que x}(z;) = 1sij =k
yzi(xz;) =0 sij # k. Por tanto, la i-ésima coordenada converge a —1. [

Nota: Nuestro primer objetivo es demostrar que si (z,,),cn €S una base de Schauder
de X entonces los funcionales coordenados asociados a la base (z,),en SON conti-
nuos en el espacio X. Pero antes demostremos que un espacio de Banach puede
representarse de manera natural como un espacio de sucesiones.
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Lema 2.2.5 Sea (z,).en UNa sucesion en un espacio de Banach X tal que x,, # 0
para todon € N y defina F el espacio vectorial de sucesiones reales

F= {(ai)ieN : Zaixi converge} ,

i=1

con la norma

E a;T;

[(@:)ien|| = sup
neN

Entonces F es un espacio de Banach.

Demostracion: Para probar que (F, || - ||) es un espacio de Banach, primero demos-
traremos que || - || es una norma. Como > .° a,z; converge entonces la sucesion

: n : )
de sumas pa.rcllales > aixi)nEN es acotada, y por tanto tiene un supremo, asf
||(a;)ien]| es finita. Veamos que satisface las propiedades de la norma:

1. Hagamos = = (a;);en Un elemento de F y a € R entonces:

E Qa;T;

||| = sup
neN

E ;T

= |afsup
neN

= lalllz]-

2. Sean = = (a;);en € y = (b;)ien €lementos de F. Entonces,

|+ yl| = sup Z(ai + bi);

neN i1

n n
= sup E aia:iJrE b;z;
i=1 i=1

neN

<su a;Ti|| + su b;x;
g [ g5
= |zl + llyll-

3. Suponga que x = (a;);en €s tal que ||z|| = 0 entonces,

n

g Qi T;

=1

sup =0.

neN
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Asi, paracadan € N, Y " , a;x; = 0y por tanto a, = 0 0 , = 0 para cada
n € N. Luego = = 0.

Asi, tenemos demostrado que (F,|| - ||) es un espacio vectorial normado. Veamos
que (F,|| - ||) es un espacio de Banach. Para ello, sea w,, = (w}');ey Una sucesién
de Cauchy en F. Entonces, para todo € > 0 existe un N, € N tal que ||w, — w,,|| < €
paran > m > N,. Esto es,

(i = wi")z;

<€

Luego, paracadai € N,

[(wf = w)l| = || (w) = wa; =Y (w] — wi)a;

+

IA
7
g
=73

- wi)w;

i—1
> (wf —wa;
j=1

< Hwn - me + “wn — Wpy|| < 2€

Para todo n, m > N.. Como x,, # 0 entonces para cada n, m > N, se tiene:

m 2e

wlt — ™M < ——.
’ i z‘—sz”

Esto demuestra que para cada i € N, la sucesion w, = (w!');cy €s de Cauchy en
R y como R es completo existe un = = (\;);en tal que w} — \; para cada i € N.
Demostremos que x € F'y que w,, — x en la norma de F. De hecho, paran > m >

N, tenemos,
p

sup (Wi —w™)x;|| < e.
peEN i—1
Luego, para todo p € N se tiene que:
p
Z(wln —wi)z;|| <€
=1
Haciendo m — oo obtenemos
p
Z(w? — )zl <e.
=1

Para toda n > N, y todo p € N. Ademas, tenemos de esto que:

n—+l n-+l
Z Nzl < 2e+ Z wfxi (2.2)
i=n-+1 i=n+1
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Por tanto, como cada serie > .~ wrx; es convergente y como X es un espacio de
Banach se sigue que > ° \;z; es convergente (ya que es de Cauchy). Asi, © =
(\i)ien € F. Tomando el supremo en (2.2) obtenemos |[w" — z|| < € para todo
n > N.. Asi, w™ — x. Luego, F es un espacio de Banach. [

Teorema 2.2.6 Sea X un espacio de Banach con una base (x,).cn y considere
(x)nen la sucesion de funcionales coordenados. Entonces:

a. El espacio de Banach F introducido en el lema anterior es isomorfo a X por la
funcion

T:{a,} — iaﬂi.
i=1

b. La funcion
2]l = sup || Y 2} (2); (2.3)
neN i—1

define una norma sobre X que es equivalente a la norma inicial de X.

Demostracion:

a. Sea (z,)neny UNa base del espacio de Banach X, tal que z,, # 0 para todo
n € N. Entonces, por el lema, F es un espacio de Banach. La funcion T de F en
X es obviamente lineal y como para cada n € N con z = (a;);en Un elemento

de F
n n
Z a;x;|| < sup Zai:ci = ||z||F.
i=1 = |
Entonces tenemos ||Tz|| < ||z|| para cada = € X. Asi, T es acotada.

Como (z,)nen €S Una base entonces Tx = 0 siy solosiz = 0y T es so-
breyectiva. Entonces por el teorema de la aplicacion abierta tenemos que T es
un isomorfismo de F sobre X.

b. Es facil verificar que la ecuacion (2.3) es una norma sobre X (igual que en el
lema anterior). Como T es un isomorfismo existe una constante C' > 0 tal que:

1Tzl < [le]lr < ClT|| para z € F.

Luego,
n n n
D || <sup D asa| < O aum|
i=1 nzl || i=1
esto es,
n
lzllr =D aimi|| < |ll2]ll < Cla],
=1
para cada x € X. Asi, las normas son equivalentes. [
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Por tanto, si (z,).,en €S Una base de X, entonces para cada x € X tenemos z =
> ki (x)x, donde (z}),en son los funcionales coordenados. También se tiene:

Teorema 2.2.7 Sea (z,).en una base de un espacio de Banach X. Entonces los
funcionales coordenados (x}),cn asociados con la base (x,,),en SOn continuos sobre
X. Ademas, existe una constante M > 0 tal que 1 < ||z, ||||z%]] < M.

Demostracion: Sea |||x||| la norma definida en el teorema anterior. Como la norma
es equivalente a || -
x € X.Como z, # 0 se sigue que paratodoz € X yn > 1:

~1

Han N Han

|2, (2)| =

1355 i ()all + [|350 o ()|

[

IN

= 2C'. Finalmente, por la

Por tanto, z} € X* vy ||z}

all < [[n I

definicion de z; tenemos que:
() = 1 < [l [[[n]]-

Por tanto, 1 < ||z ||||z.| < M paratodo n € N. [ |

El concepto de base de Schauder esta intimamente ligado con el de cierta sucesion
de proyecciones que definimos a continuacién.

Definicion 2.2.8 (Sucesion de Proyecciones) Sea X un espacio de Banach y (x,,)nen
una base de X. Definimos la sucesion de proyecciones (P, ),cn Sobre X por:

o0 n
P, E Q;T; :E a;T;
i=1 i=1

De la definicion sigue claramente que P, es lineal y P? = P, para todo n € N.
Ademés, la familia (P, ),en satisface P, P, = Puin{m,n}- EN particular, (P, ),cy €s una
proyeccién sobre span{z; : 1 < i < n}. Como (x,),en €S una base de Schauder
tenemos que para cada x € X, lim,,_,, P,x = x. Del teorema anterior se sigue que
los P, son continuos, ya que

o0

P,x = z": xi(z)x; donde x = Z a;x;.
i=1

=1
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Teorema 2.2.9 Sea (r,).en Una base de Schauder para un espacio de Banach X y
(P,)nen la sucesion de Proyecciones asociada con (z,),en. Entonces,

sup || P, || < oc.
n>1

Demostracion: Como (z,),cn €S una base de Schauder se tiene que para cada
r € X, x = lim, ., P,z. Por tanto, la sucesién (P,z),cy es limitada para cada
xr € X. Como los P, son continuos para cada n € N, tenemos por el principio de
acotacion uniforme que sup,,>; || P,|| < oo. |

El hecho de que una sucesién (z,),cn Sea una base o no queda determinado por su
comportamiento en los subespacios [z;]™_; y eso lo muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.2.10 Sea X un espacio de Banach y (x,,),en Una sucesién en X. Entonces
(zn)nen €S Una base de X si y sdlo si las siguientes tres propiedades son validas:

1. Paratodon € N, z,, # 0.

2. Existe un K > 0 tal que para toda sucesion (\,)nen C Ryn < m € N tenemos:

n m
E i E i
i=1 =1

<K

3. X — [wn]neN

Demostracion:

= | Supongamos primero que (z,).en €S una base. Entonces:

1. Es parte de la definicién.

2. Por el Teorema 2.2.9 existe una constante X > 0 tal que || P,|| < K para
cadan € N (K = sup,> ||P,||). Por tanto, sin < my ai, as, ..., am, son
escalares arbitrarios tenemos:

k=1

m

E AgTy

k=1

m

§ ATy

k=1

n

E ATy

k=1

<K .

< IRl

3. Es claro de la definicidén de base.

< | Suponga que 1, 2, y 3 son validas. Demostremos que (z,),cn €S Una base
de X. Veamos primero que cada z € X se escribe de manera unica y luego
demostremos la existencia.
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1. Unicidad: Suponga que = >~ o;x; = Y-, fB;x;. Entonces la condi-
cion 2 implica para cadan € N:

n

Z(Oéi — Bi)x;

i=1

m

Z(ai — Bi)x;

i=1

<K =K — 0,

m m
E QiLy — E Bixi
i=1 i=1

Cuando m — oo. Por tanto, ||>°" ,(a; — Bi)x;|| = 0 lo que implica que
Yo ouxy =Y fix; paratodo n € N probando asi la unicidad.

2. Existencia: Defina:

o

Y ={z € X : existe una sucesion (a,)nen de escalares tal que x = E Ty}
i=1

Claramente Y es un subespacio vectorial de X. Demostremos que Y es
cerrado y aplicando la hipétesis de que Y = X entonces concluimos que
Y = X. Para demostrar que Y es cerrado, suponga que (Yn)nen € Y
satisface que y,, — y € X. Defina y, = > .-, a'z; y fije un ¢ > 0. Co-
mo (y,)nen CONverge a y, existe k; € N tal que para n > k; se tiene
[yn — yll <e

Ademas, (y.).en €s de Cauchy en X, por tanto, existe k; € N tal que
si n,m > ko entonces ||y, — ym| < 2€ para todo n,m > ky. Defina
k = méx{ky, ko}. Entonces ||y, — y|| < 2e paran > kY ||y, — yml|| < 2¢
para n,m > k. Ademas:

k 0o k
=1 =1 i=1

La ultima desigualdad se sigue del lim, o > ;_, afz; = 7, afz; enton-
ces existe un rg € N tal que si r > ry > k entonces:

o0 T
=1 =1

Ademas, para cualquier n, m,r € N tenemos:

(St -ara)|

< ly = el + Sete=2e

< €.

=1

<sup ||| — o)z
rzl i=1
< Ke. (1)
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Por tanto, si j > 1 esfijoy m > n > k tenemos:

7j—1
jaf = af[l=;]l = || D (af i— Y (af —ar
=1 =1
|-

<[Sow -
=1

< KHyn - ymH + KHyn - ymH

522}(Hyn‘_'ym“

< 4Ke.

Esto garantiza que para cada j (incluyendo j = 1) la sucesion de nume-
ros reales () es una sucesion de Cauchy. Entonces o} — «a; cuando
n — oo para cada j € N. Si hacemos n = ky m — oo en (1) obtene-
mos ||>0_, (a¥ — oy)x;|| < Ke para cada r. Por tanto, para cada r > rq

tenemos:
T T T T
k k
— Zaixi = ||y — Zaixi—i-Zaixi — ZO@'%
i=1 i=1 i=1 i=1
T T
k
<lly—) afx =)
i=1 i=1
I8
< 2+ Z(af — )T
i=1
< 2¢+ Ke
< (24 K)e.
Por tanto lim, o Y ;_, a;z; =y estoesy =Y 2, a;z;. [ |

Definicion 2.2.11 Sean X un espacio de Banach y (P,).en la sucesion de proyec-
ciones sobre X, decimos que:

1. Elnimero K = sup,,», || P,|| es llamado la constante bdsica de la base (1, )nen-
2. Una base con constante 1 se denomina mondtona.

3. Una base (x,,)nen de un espacio de Banach X se llama una base acotada si

0< 1nf ||| < sup ||z, < .
neN

4. La base (x,)nen €S llamada normalizada si ||z,|| = 1 para todon € N.

Nota: Del teorema anterior podemos deducir que cualquier espacio de Banach con
una base se puede dar una norma equivalente bajo el cual la constante basica se
convierte en 1. En efecto, defina

o0

|2/l = sup | Pu|| con = = axy.
neN 1
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Sin < m, tenemos:

n
1> il =
j=1

< sup
neN

J=1

P, (i ajxj>

j=1

pn (i ajxj)

m
S Z Clj.Tj .
i=1
Por tanto H ‘Z};l ajz;l|| < H ‘2}11 a;x;||| paran < my labase es monétona. M

2.3. EJEMPLOS DE BASES DE SCHAUDER EN
ESPACIOS DE BANACH

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos de bases en espacios de Banach
separables. Entre los mas destacados tenemos el sistema de Schauder y el de Haar.
Comenzaremos con bases en los espacios de Banach clasicos.

2.3.1. c¢y: El espacio de las sucesiones convergentes a 0

El espacio de las sucesiones convergentes a 0, con la norma del supremo es un
espacio de Banach. Definimos una base de Schauder por:

1 si k=7
€ — <5kj)j€N donde 5kj = {0 Zi k %i

Veamos que es una base. Sea z = (1) € ¢ entonces limy._,o |4 = 0. Por tanto,
SUPys,, |Zx| — 0 cuando n — oo. Por tanto:

n n
Tr — E T€p E Tk€n
k=1 k=1

Ademas, si Y .o, xie; =Y .o, mie; entonces Y ° (x; — n;)e; = 0. Asi,

= sup |z,| — 0, n — oo.
k>n

o0 o0

oo

Z(xz — Mi)ei

i=1

=0.

[e.9]

Luego,

lim sup |z; —n;| = 0.

n—=00 1<i<n
Por tanto, |x; — n;| = 0 parai = 1,2, ..., esto es x; = n; para cadai € N lo que
demuestra la unicidad de la representacion. De lo anterior, concluimos que (e, )nen
es base de Schauder para cy.
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2.3.2. El espacio de las sucesiones convergentes

El espacio de las suceciones convergentes es un subespacio cerrado de [, y por
tanto es un espacio de Banach con la norma del supremo que hereda de este ul-
timo. Observemos también que c se obtiene afiadiendo una recta a ¢y 0, con mas
precision, ¢y s un hiperplano en c. Concretamente, si denotamos por v a la sucesion
constantemente igual a 1, es claro que ¢ = ¢y P Ku.

Consideremos los vectores unidad {e,} definidos en el ejemplo anterior. El subes-
pacio que generan, visto ahora como subespacio de ¢y, suele denotarse por cgyg.
Ademas vimos en el ejemplo anterior que (e, ),y €S Una base de Schauder de ¢,
y asi afadiendo a (e,),en la sucesion constante igual a 1 se obtiene una base de
Schauder de c y cada z = (z,),en € c Se representa como:

x = Z (xl — h;m xn> e; + (1131 xn> (1,1,1,...).
i=1

Es la representacion de x en términos de la base de c.

2.3.3. Elespaciol/,conl <p < oo

Para 1 < p < oo, el espacio de sucesiones:
oo
I ={2 = (T)nen : Tn ER, VN EN, Y |z, [P < 00},
n=1

conlanorma || z [|,= (> 2, |.,|P)"/?, es un espacio de Banach al cual se le puede
definir una base por:
1 si k=7

er = (0k;)jen donde 5kj = {0 si k47

Sea r = (z,)nen € I, con 1 < p < oo entonces la serie .-, |xx|” converge y por
tanto existe un N tal que sin > N se tiene > 7 ., |2k’ < €. Asi, paran > N se

tiene que:
fo'%e) 1/17
= ( Z |xk|p> <e.

k=n+1

n
T — E Tren
k=1

p
Por tanto

oo
T = g Trex en ly.
k=1

Por otro lado, si Y -, zxer = Doy Mkex €NtONCES

Z(fﬁk —nr)ex = 0.

k=1
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Asi,
n 1/p

Z T — Ne)ex|| = 0 entonces lim Z |z — P = 0.
k=

n—o0
» k=1

Lo que implica que |zy —nx| = O paracada k = 1,2, .... Asi, x; = nx lo que demuestra
la unicidad. Por tanto (e )ren €S una base de [,,.

2.3.4. Base Sumante

Sea (z,)nen definida por z,, = e; + e3 + ... + €, con e, € ¢o y n € N. Demostremos
que (z,)nen €S Una base para ¢, es decir, para cada ¢ € ¢y con € = (&,),en Se€ tiene

o0
€= Z zr(€)xn,
n=1

donde z} = e}, — ey, son los funcionales biortogonales de (z,),cn. Sea n € N,
entonces:

N N
D an(e)rn =Y (en(e) — e (€)n
n=1
N
- Z(g - 6n—&—l Z Endn — Z En+1Tn
n=1
N+1
- Zgnajn Z Enln—1 = Zgnxn Zgnwn 1 — EN41TN

N
= Z €n($n - In—l) — EN+1TN

N
= E En€n —EN+1TN-

34



Luego,

N N
e— Y zr(@)x,||=|e— ) enen—ennz
n n ntn N+14N

n=1 n=1

00 N
- E En€n — E En€n — EN+1TN
n=1 n=1

oo
= E En€n + ENFITN
n=N-+1

o0

oo
<) enen

n=N+1

+ lensilllzn oo

o0

Como la serie " | e,e, converge (ya que (e, )nen €S una base de cy) entonces

o0

n=N+1

lim =0,

N—oo

yens1 — 0 cuando N — oo yaquee = (g,) C ¢y. Asi

N
lim e—E zy(e)z,|| =0.
N—o00

n=1 0o

Lo que muestra que s = >, x%()x, conat = e — e, . Asf, (T,)nen €8 Una base

n

de Co- [ |

2.3.5. Una Base en [5(N)

Seana,3 € C—{0}talque 0 < || < 1. Sea z; = (a, 3,0,0,...), 72 = (0, , 3,0, ...),
z3 = (0,0,,,0,0,...), etc. Veamos que (z,).cn €S una base de schauder en [,.

Si (z,)neny €S UNa base de Schauder en [, debemos tener que para cada =z =
(€x)nen € I hay una Unica sucesion (A, )nen tal que z = > 7 A\, z, y la serie es
convergente en [,. Obtenemos que para todo k € N:

(x,ex) = Z)\n<xn,ek) = A (x1, ex) + AT, €8) + ... +.

n=1
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Es decir, la sucesion (\,),cn debe satisfacer las siguientes condiciones:

Ao = 51 = Al = %
Alﬁ + doax = 52 = Ay = é ((92 — 551)
. = .

«

M+ a=E = N\, = é <(€n + 22;11(_1>n_k (ﬁ)nfk gk>

Asi, la sucesion (\,),en Si existe, tiene los valores mencionados arriba. Para tener
una base de Schauder debemos mostrar que = = > " | \,z,, € ls, es decir:

M1 + Aoxo + ... + Nz, — || — 0.

Pero, \ix1 + ... + Ay = (M1, M+ dear, oo, A1 8 + A, AR5, 0, ...) y por tanto
obtenemos:

||/\1[E1 + )\21‘2 + ...+ /\nxn - ZL‘||2 = |)\10€ - 51|2 + |)\1B + AQO{ - 52|2 + ...+ |)\n—lﬁ+
)\na - gn|2 + ’)\nﬁ - gn+1‘2 + |£7L+2’2 + o

Tomando en consideracion la expresion para (A, ),en obtenemos que:
o0
IAazs + 4 A — 2l = [AaB = Ena [P+ D IEI%
k=n-+2

Pero 37 ., [&[* — 0 ya que la serie 3,7, |Ex|* converge. También &,,; — 0.
Sabemos que si &, — 0y la serie Y - | a; es absolutamente convergente, entonces:

p1E1 + Ap2E + ... + a2&y_9 + a1&,_1 — 0.

[0}

Aplicando este hecho para A, = % <5n + 3 (=) (é)n_k 5k> obtenemos que

. . o0 k
A, — 0. Lo anterior, se puede garantizar puesto que: Zk:l(_l)k (g) es absoluta-
mente convergente, en efecto:

k

- Bl <18 s
—DFE = - - :
Z( )(a) Za < 00, yaquea<1
k=1 k=1
Por lo tanto, || A\21 + ... + Az, — z||> = 0 cuando n — oco. Es decir x = Y 0 | A,y
es una base de Schauder para el espacio ls. [ |
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2.3.6. El sistema de Haar

< 12
LS S—
i | 1 T o
08 " 08
08 9% 06
0 & 04
i oz 02
0 02 04 | 06 08 1 1 oo 0z; 04 05 P8 1 12 1| |7 0z ba 0¢ o2
2 e 02
-04 -04 04
0.6 -06 06
e -08 -08
= — -1 JE— —_— G e T
Figural Figura2 Figura 3
Gréfico de la funcién p,(t) Gréfico de la funciones Grafico de la funciones
p3(6) y pa(t) s (6), g (t), p7 () ¥ pa(t)

Figura 2.1: Base para el espacio L,[0,1] con 1 < p < o0

iHg iy i i Hip  #ts LT iz | iHs 1 R e i tis
[ I 02 | 03 P04 05 06 | 0.7 08 109
-1
2
L : i : ' : :
Figura 11

Sistema Ortonormal de Haar

Figura 2.2: Base Ortonormal para el espacio L,[0,1] con1 < p < 0o
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El sistema de Haar (11,,),en sobre [0, 1] es definido por py = 1 sobre [0, 1]. Paran > 1
sea r el mayor entero tal que 2" < n, es decir, 2" < 2"t y sea k = n — 2" entonces
0 <k < 2" — 1. Definimos el par:

2 - 2k 2k+1Y .

2T/ ) St te [Wa W) )

_ 2 - 2k+1 2k427 .

fin(t) = § =272, st t e 3, 2482
0, en otro caso.

Afirmacion 1: Demostremos que (1, )nen €S Uuna base deLP[0, 1] (p > 1) y en el caso
de L?[0,1] 10S (n)nen SON base ortonormal. Denotemos por p, = figryx = firx CON
k=mn-—2"y2" <n < 2. Comenzamos con el caso L?[0, 1] y luego seguiremos
con LP[0, 1].

Primero; notemos que:

1
ol = [t =1,

Ademas, para u,, tenemos:
1
il = [ (O at

2k+1 2k+42

Sk+1 Sk+1
:/ 22y dt+/ o2 g

2k+1
ok+1 ok+1

L2k +1 2k] T{2k+2 2k+1]
=2 +

ok+1  9k+1 ok+1  Qk+1

T'- 1 T 1
o] o)

Ahora demostraremos que en el caso L?, 10s (u,,)nen SON ortogonales. Es decir, mos-
tremos que (i, 1) = 0 para p < q. Para ello defina > (1) = {t € [0, 1] : u(t) # 0}.
Entonces, > (u) esta formado por dos intervalos consecutivos. Supongamos que
p=2"+kyq=2"+hcon0 <k < h < 2" tenemos que ,(t)u,(t) = 0 sobre el
intervalo cerrado [0, 1] y por tanto > (,) N D (1g) = 0y (pp, ptg) = 0.

=1.

1
2

N —

Supongamos ahora que r es variable, es decir, tenemos p = 2" + k (0 < k < 27)
yq=2"+h(0<h<2%conr#s.Luego, 2" <p < 2tly2s < g < 2% entonces,
2" < p < q<2°Tlyportanto r < s+ 1ycomo r # s podemos suponer que r < s.
Entonces, el conjunto de puntos de subdivision en 27! partes iguales estan conteni-
dos en los puntos de subdivision de los 25! partes. Entonces, tenemos los siguentes
casos:
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1. Si p,(t) = 0 en ese intervalo, entonces, es claro que y,(t)u,(t) = 0 en ese
intervalo.

2. Si p,(t) = 2/% entonces:

1
(i) =27 [ t)
0

2 2
— /2 (23/2>2 dt + 2 (_23/2)2 dt
2h 2h+1
oh+1 oh+1

1 1
=2 |:2 Dot 2 95 1:| = 0.

3. Sip,(t) = —27/% entonces igual que en el caso 2, tenemos:
1
(bps tq) = —2’”/2/ f1g(t) dt = 0.
0

Hemos agotado casi todos los casos posibles, los Unicos casos que nos quedan son
los siguientes:

2k +1 , ) 2k 2k + 2
a.) e (esta en medio de Z(Mq)) b) g1 7 gkt2

Pero estos tres casos son imposibles ya que por el caso 1 tenemos:

2k+1  2h+1 (2k + 1)25+! o oy
2k:+1 - 25+1 :>2h+1:T:>2h+1:2 :2 (2]{7+1),

y como s > r lo anterior implica que un ndmero impar es igual a un nimero par, lo
que es imposible. El caso b.) tampoco es posible. Por tanto, (u,,, 1,) = 0 para p # q.

Afirmacion 2: Esta afirmacion es valida tanto para L?[0, 1] como para L*[0,1], p >
1. Sea F,, = span{uo, , jt1, pi2, ---, in - Demostremos que para cada n, existe una
divisién de [0, 1] en n+1-intervalos disyuntos de la forma [a,b) tal que en cada uno
de estos intervalos toda funcién w € F}, es constante y reciprocamente cada funcion
constante sobre estos intervalos pertenece a F,,. Esto es,

F, = span{po, , i1, fi2, .., tn} = span{xg, : p=0,1,...,n}.

En efecto, sea n = 2" + k fijo. Los 2"*! intervalos de longitud 27% que divide en 271

partes al intervalo casi responde la pregunta, pero hay demasiados. Consideremos

los intervalos de longitud .- hasta [-2£, 2:£1) es claro que en cada uno de estos
2 + 2 +1 2 +

intervalos las funciones s, pu1, ..., 1, SON constantes. En el intervalo [52, 241 ) sa-

bemos que 1, es constante, por tanto, se pueden formar los p, para0 <p<n-—-1y
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de la misma forma con el intervalo [2:4, 242). Guando k = 2" — 1 entonces no exis-

te un intervalo, pero en el resto de casos si los hay y es una cantidad par de intervalos.

Si agrupamos estos intervalos en grupos de a dos (contiguos) podemos ver que los
{4, SON constantes en los intervalos agrupados arriba. En caso que no haya intervalo
después |52, 2541) tomamos los n 4+ 1 = 2" intervalos de la division (caso donde

k = 2" —1). Tenemos asi los intervalos:

—
N}

Il - 2r+1’ 2r+1) ;

3 4
]2 - 2r+1’ 2r+1> ;

5) 6
13 - 2r+1’ 2r+1> ;

% —1 2%\
I = o1 ot )
[ 2k 2K+ 1Y)
Iy, = o1 gt )
2k +1 2k +2
[2k+1 - 2r+1 7oor+l
Qk: +2 2k+14
[2k+2 - 2r+1 7o9r+l
2/€ +4 2k+6
Doj+s = ot o

r+1 7 r+1
2 2

2r+1 -9
[n = [W> 1) .

Los n — 2k — 1 ultimos intervalos se pueden escribir como:

k+1 k42 k+2 k+3 2" —1
[2k+1:|: or 77)7[2k+2: |:77 or )7 tery [n:|: or 71)

2r+1 —4 2r+1 -9
In—l = |: ) ;

Por tanto, hemos encontrado n-+1 intervalos sobre el cual las funciones i, ft1, ..., tn
son constantes. Ahora, si w € F,,, entonces w = Z?:o ok con o; € Ry por tanto w
es constante sobre cada intervalo I; con 0 < 5 < n.
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Reciprocamente, sea x;, (0 < i < n) la funcién caracteristica del intervalo I;. Consi-
dere F, el subespacio de L?[0, 1] formado por las funciones constantes sobre cada
I;. Es claro que F;, es un subespacio vectorial de £,,. Ademas, las funciones carac-
teristicas son linelamente independientes y en niUmero son n + 1 intervalos, por tanto
dim E, = n + 1 de donde podemos concluir que E,, = Fj,.

Esto nos permite usar las funciones mucho mas simples y; en lugar de la funcio-

nes Haar en algunos argumentos. Por ejemplo, el conjunto span{x; : I intervalo}
es denso en L?[0, 1]. Calculemos las proyecciones:

1. Caso L?[0,1] con p # 2

Sea P la proyeccién ortogonal sobre span{ o, , fi1, o, ---, tin} Y @k 12 proyec-
cién ortogonal sobre span{x; : I intervalo}. Entonces, P, f = Qf para todo
f € L*[0,1]. Pero @ es mas facil de calcular, ya que las I, son disyuntos dos
a dos, asi:

Pof = Quf =Y _(f,m(I) ™ Pxrym(L) P,
=0

-2 (i 1)

Si llamamos Y, la o-algebra generada por los I;, © = 0, ..., n. Entonces P, f es
la dnica funcion X, medible tal que:

/If:/IPkf VI € 3.

Ahora, consideremos f € L'[0, 1]; entonces:

/01|Pkf|=i§n;\@/hf\m<m

S;/ﬂ\f\

= [ 1A= 111
0
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Ahora, sil <p < ooy f € LP[0,1] usamos la desigualdad de Holder:

tf””“Zégm&LAf

- ]il—p ]Z,p/q p
<3 mit)' iy i

:gﬁmuAWw

Asi, ||P:]| < 1 para cada k € N. Para el caso general, sea P la proyeccion
ortogonal en el generado de j, pt1, ..., ptn- Dada f € LP[0, 1] escriba f = fx; +
fxs donde | y J son conjuntos disyuntos cuya unién es [0,1] tal que fx; €
span{ g, ..., por—1 Y fxs € span{par, ..., pin }. Luego:

Pf=P(fxr)+ P(fxs)

p

m(I;)

= Po1(fxo)xr + Pe(fxs)xu-

De donde:

IPLNE = [[Per (Fx)xallh + 1P (fxa)xally

= Il + 1Al = 11l

Asi, P es la proyeccion y (i, )nen €S una base monétona de L?[0, 1].

. Caso L?|0,1]

A pesar que el argumento anterior aplica al caso L?[0
2

por separado con otro método. En efecto, dado v € L
n € Nunwv, € F, que satisface lo siguiente:

, 1] veamos ese caso
[0, 1] existe para cada

o= vall = fnf flo—uwl.

Debemos probar que en cada intervalo [a, b] donde todas las funciones w € F,
son constantes se tiene:

onlt) = 5 ! - / o(t) dt.

En primer lugar, para simplificar la notacion del item anterior, denotemos por
I; = [a;,b;) alos intervalos obtenidos anteriormente con longitud 5 0 5. En-
tonces, sea v, la proyeccion sobre F;,, tenemos que v,, €s constante en cada
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intervalo /; y por tanto podemos tomar como v,,(a;) en cada uno de esos inter-
valos.

Determinemos el valor de las constantes. En efecto,

1 n b;
v — v = /0 (v —v,)% dt = Z/ (v —vy,)? dt.
i=0 vV i

(Ya que los intervalos I; son contiguos, disyuntos y la unién de ellos es el inter-

valo [0, 1]). Definamos:
1 bi
© b; — a; /a U( )

o= vl =3 /b (]2 di — 2/;- o(t)on(t) dt + /b fon ()2 dt}

i=0 LY a; i i

Entonces,

3

: / ji[v(t)]zdt—Qvn(t) / ibiv(t) dt + [on(£)]? / b dt]

s
I
o

3

_ / f@(t)}? dt — 20, (i) (b — ai)es + [on(a)]2(bi — ai)]

~
I
o

I
NE

[ / b W2 dt + (b — a)[on (i) — &i]? — (b — ai)gﬂ |

=0

Es claro que al tomar ¢; = v,,(a;) minimizamos el término derecho (que prueba
la existencia de v,, de forma independiente). Asi, el valor sobre [a;, b;) es el valor
medio de v en ese intervalo. Por tanto,

Uy = Z (b- — / v(t) dt) JIE
—0 ) i Ja;

1=

Demostremos ahora que dada una funcién continua v : [0, 1] — R se tiene que:

oo

U(t) = Z(U’ Mn>ﬂn(t)a

n=0

uniformemente en relaciéon a ¢ € [0, 1]. Como, (u,)nen €S Una base ortoormal
de F;, entonces:

() =D (v, wa)pa(t) ¥t € [0, 1],
n=0
esto es, para todo ¢ > 0 existe un ny € N tal que para todo n > ny y todo
t €0,1], |v(t) — v, (t)| < e. Como v es continua sobre [0, 1], es uniformemente

43



continua. Asf, para cualquier € > 0, existe n > Otal que sis,t € [0, 1]y |s—t| <7
tenemos |v(s) — v(t)] < ey tomemos N € Ntal que 55 < 7. Sean > Ny
t € [0, 1] entonces existe unicon 0 < i < ntalquet € I;(n) con I;(n) = [a;, b;)
la funcién v,, sobre I;(n) toma el valor

1 bi
: bi_ai/ai U()

Entonces, por el Teorema de la Media existe un 6; € I;(n) tal que v, (t) = v(6;)
tenemos |v(t) — v, (t)] = |v(t) — v(#;)| < e. Lo que completa la demostracion.
Asi, en la norma de L?(0, 1] tenemos:

1
o= vall = [ Jo(t) = (O di < o = v < €
0

Asi, ||v — v,|| < €. Por tanto, usando el hecho de que las funciones continuas
son densas en L?|0, 1] obtenemos que:

v = Z<U, fin) it en L2[0,1].
n=0
|

Nota: Se puede demostrar que el sistema de Haar es una base monétona en L?|0, 1].
Suponga que 1 < p < oo. La funcién 6(t) = t* con t > 0 es creciente y convexa.
Esto se sigue de 6'(t) = ptP~* > 0y 0" (t) = p(p — 1)t?~2 > 0 para todo ¢ > 0. Esto
implica que ¢ (t) = |t|’ con t € R es también una funcién convexa. Ademas, para
dados =,y € Ry «, 8 € [0, 1] tal que o + 3 = 1, entonces:

lax + By) = |ox + Byl’ < (alz| + Bly|)" < alzl’ + Blyl” = av(x) + Pi(y)

En particular de = = 1(z + y) + (z — y) conseguimos: |z|P < 1|z + y[F + |z — y|P
lo que es equivalente a tener que: 2|z|P < |z + y|P + |x — y|?, paratodo x,y € R.

Ahora, sean A\, Ao, ..., \n, \i1, €scalares arbitrarios y considere las dos funciones
f=>r Nhiyg = Z;."fll Xihi = f 4 Mi1hny1. También, sea [a, b el intervalo
soporte de h,, .1, y como las funciones hq, hs, ..., h, son todas constantes sobre [a, ],
sigue que existe algun escalar ¢ tal que f(c) = c¢ para todo ¢ € |[a,b]. Lo anterior
implica que las funcoiones f 'y g coinciden fuera de [a, b], es decir, f = ¢ sobre [a,b] y
g toma el valor ¢+ A, sobre el intervalo [a, %) y el valor ¢ — A1 sobre el intervalo
[£2 b]. Lo anterior lo podemos ver como:

b
/ FOP dt = [eP(b— )

= 2|c|? (b _ a)
2

b— b—
< e+ AP ( a) + e = Anpa[f ( a)
2 2
b
~ [ lgtoyr e
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Consequentemente, fol lf()|P dt < fol |g(t)|? dt, por lo cual tenemos que:

i il i Aih;
=1 i=1

Esto muestra que {h,, },en €s una base monétona de L,[0, 1]. |

<

p

2.3.7. El espacio de las funciones continuas C(|0, 1])

______ —_— e

Figura 4 Figura 5 Figura 6 Figura 7 Figura 8
Gréfico de la funcidn ¢ Gréfico de la funcién ¢, Grafico de la funcién ¢3 Gréfico de las funciones Gréfico de las funciones
Pay Ps Ps: P71 b3y Po

Figura 2.3: Base para el espacio de las funciones continuas C({[a, b])

Consideremos en el espacio de Banach C[0, 1] la sucesiéon ¢q(t) = 1 para todo
t € [0,1], p1(t) = t para todo ¢t € [0,1]. Luego, sin = 0,1,2,...y k = 1,2,...,2"
entonces:

20 (6 - 55E) si t€ [Tt 3et) s
Goni(t) = {2 (G — 1), si t € [Foet, oo ;
0, en otro caso.

Observe que ¢onyy (254) = 1para k = 0,1,2,...y [ = 1,2,...,2" Veamos que si
f € C|0, 1] entonces la serie

f(0)¢0 + Z an¢n7
n=1

donde a; = f(1) — f(0)yparan=0,1,2,...yk=1,2,...,2"
17, (21 % — 2 2% 2% + 1
ik = 5 {f( ST )—f(w) —f(2n+1) +f(w)}’
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converge uniformemente afen [0, 1. En el intervalo [0, 1], ordenamos a los racionales
diadicos, es decir a los de la forma 3, como sigue: so =0, sy = 1y param = 2" + k
con 1 < k < 2", m = 2. Denotemos por g, a la funcién definida en [0, 1] mediante
00(t) = f(0) y por g, la funcién poligonal dada por g,,(s;) = f(s;) parai =1,2,...,m
y lineal entre dos s; consecutivas con : < m. Entonces p,, converge uniformemente
afen [0, 1]. En efecto, entre dos pares consecutivos s;,, s;, tenemos

0mAsiy + (1= Nsig] = Af(s) + (1= N)f(s,), YOS A< L.

Sea € > 0 arbitrario. Como f es uniformemente continua en [0, 1], existe un n(e) >
0 tal que |f(t') — f(t")| < € siempre que t',t" € [0,1] y |t' — t"| < n(e). Como
la sucesién (s;);en €s densa en [0, 1] existe un entero tal que para n > N(n(e))
tenemos: max;, 4, |si, — si,| < n donde el maximo es tomado sobre todos los pares
consecutivos de {s;}. Entonces:

[f (&) = em(B)] = [£() = Af(si,) + (1 = A)f(s3,)]

< méx [f(t) = f(t")]

- t’,t”e[sil ,Si2}

<€ paran > N.

Por tanto, ||f — f.||lcc < € paran > N. asi, o(t) converge uniformemente a f. De esto
sigue que la serie go(t) + > o (om(t) — om—1(t)) converge uniformemente a f en
[0,1]. Sea m = 2" + k. Como:

2k -2 2k

on+1 < Sm < om+1’

entonces, 0,,(t) = 0,—1(t) paracada t ¢ (252, ;25;). Ademas,

om(t) = Om—1(t) = amdm(t).
Por tanto, la serie 0o(t) + > 1 (0m(t) — 0m—-1(t)) = 00+ > vy am(f) cOnverge uni-

formemente a f(t). Por tanto, el espacio cerrado generado por la sucesion (¢, ),en
es todo C|0, 1].

Por otro lado, si (a,).en €S una sucesion de nimeros reales la funcién

m m—1
f=appo + Z a, O, coincide con g = agpg + Z O,
n=1 n=1

para todo ¢ € [0, 1] que no se encuentra en (252, 2£.) y su grafica es una poligonal

cuyos vértices estan en los puntos con abscisa s; para: = 1,2, ...m. Por tanto,

m—1 m
ao®o + Z an®n|| < |aogo + Z Un®nl||
n=1 00 n=1 00
lo que demuestra que es una base monaétona. [
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2.3.8. [.:Unespacio de Banach sin base de Schauder

Puesto que [, es un espacio normado, es suficiente demostrar que /., no es separa-
ble. Para ello, veamos que todo subconjunto denso es no numerable.

Sea B un subconjunto denso de /., y sea A C [, el conjunto de todas las sucesiones
compuestas por ceros y unos cuyo cardinal es no numerable (mayor que card(N)).
Si card(B) > card(A), entonces B es no numerable.

Veamos porqué el cardinal de B es mayor o igual al cardinal de A. Sean a = (ay)
y d = (di) dos elementos distintos de A, es decir, dos sucesiones distintas compues-
tas de ceros y unos. Entonces [la — d||, = 1y por lo tanto Bqy_ (a, 5) N By (d, 3) = ¢.

Por otro lado, todo subconjunto denso B tiene al menos un punto en cada una de
estas bolas. Por lo tanto card(B) > card(A). Luego, todos los subconjuntos densos
de [, son no numerables. Por lo cual, no hay subconjuntos densos y numerables; de
donde se puede concluir que [, €s no separable.

2.3.9. Unasucesion en X que genera a X pero que no es una base
de X

Veamos ahora un ejemplo de una sucesion de (x,,),en €n un espacio de Banach X
tal que z,, # 0¥n € N y [z,].en = X pero las proyecciones P, no son uniformemente
convergentes y por tanto no es una base de X.

Sea II el circulo unitario {z € C = |z| = 1}. Denotemos un elemento tipico de II
por € y entonces podemos identificar el espacio C.(II) de funciones continuas de
valores complejos sobre II con el espacio de funciones continuas 2m — periodicas
sobre R. Para cadan € Rseae, € C.(II) es la funcién tal que e, () = . La cues-
tion que deseamos abordar es que la sucesion (e,, e1,e_1, es,€_9,...) €s una base de
C.(1I1).

Veremos que no lo es. Aunque este es un resultado clasico en el Analisis de Fou-
rier que es equivalente a la afirmacion de que hay una funcién continua cuya serie de
Fourier no converge en algun punto, demostraremos esto a continuacién. Los coefi-
cientes de Fourier de f € C.(II) son definidos por la formula

~

Fn) = % /_ f(t)e-tdt, n e Z.

-~

Los funcionales lineales ¢! : C.(II) — C por €:(f) = f(n) son biortogonales a la
sucesion (e, )ncz. La serie de Fourier de f es la expresion formal

Z J/c\(n) eind
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Para cada enteron € N, sea T, : C.(II) — C.(II) el operador T,,(f) = >_,_ . f(k)ey
que nos da la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f. Entonces:

n 0+7
150 =5 3 [ rnee-va

k=—n -

_ %/_:f(e—t) i ettt

k=—n

1 [" sen(n + 1)t
L g,
21 ), sen(s)
1
La funcion D, (t) = Se:e(:(})t es conocido como nucleo de Dirichlet. Consideremos
2

también los operadores A,, = %(To +...+T,1) conn=23,4,... Entonces,

n—1 1
1 T + 5)t
M0 =5 [ f6-1) st 3t g
2mn J_, sen(%)
k=0 2
1 [T sen(%)\ >
= — 0—t 2 dt
2 J_, U ) ( sen() )
nt 2
La funcion F,(t) = 1 (S:;(g» es llamado el nucleo de Fejer. Note que:
L [ powdi= 2 [y de=1
or ) . " o) " -

Sin embargo, una diferencia crucial es que F;, es una funcion positiva mientras que
D,, no lo es. Vamos a demostrar que si f € C.(II) entonces ||A,.f — f|| — 0. Como f
es uniformemente continua, dado ¢ > 0 encontramos un 0 < ¢ < ITtalque |#—¢'| < §
implica | f(0) — f(0")] < e. Entonces, para cualquier # tenemos:

4,£(6) — £(0) 1/wEﬁXﬂ9—ﬂ—fWDﬁ-

e % .
Entonces,
ad =A< [ @i S [ R
" 2T Jscpzn or J_s " .
Ahora,
1 1 1
27 Jskjt)<x n sen?(3)

y asi, limsup || A,.f — f|| < e. Lo que demuestra que [e,,|nez = C.(11).
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Como los funcionales biortogonales son dados por los coeficientes de Fourier, si-
gue que si {eg, €1,€_1, ...} €s una base, entonces los operadores de sumas parciales
(sn)nen satisfacen sy, 1 = T,, para todo n € N. Para demostrar que esto no es una
base es suficiente demostrar que la sucesion de operadores (P,),en NO €s uniforme-
mente limitada. Sea ¢ € C..(I1)* dado por ¢(f) = f(0). Entonces,

e(Tof) = % /_ ’ D, (t)f(—t) dt.

Entonces,
1 ™
T ol = — D, (t)| dt.
Ly LG

-

Asi, ya que |sen(z)| < |z| para todo x € R, tenemos:

1T > / 1D

—T

7r 1
:l/ Sen(n—l—tz)t gt
T Jo sen (5)
n+i)r
> 2 /( :) sen(t) gt
(2n + 1) Jy sen (1)

.2 /W)” sent)] ,

s t

Por el lema de Fatou tenemos:

2 (o]
lfminf |7, > —/ lsen@)| 4 — oo,
T Jo x

Por tanto, por el principio de acotacién uniforme debe existir f € C.(II) tal que
((T0.f(0))nen es no limitado. Si trabajamos con el espacio de funciones reales de
valor real C'(IT) exactamente los mismos célculos muestran que el sistema trigono-
métrico {1, cos(8), sen(), cos(26), sen(26), ...} no es una base. De hecho, los opera-
dores (71},)nen son ilimitados en el espacio C'(I1) y corresponden a los operadores de
sumas parciales (Ps, 1) como antes. [ |
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Capitulo 3

SUCESIONES BASICAS Y
EQUIVALENTES

De gran importancia para el desarrollo de nuestros objetivos es la nocién de sucesion
basica. Es por ello que en este capitulo presentaremos la base te6rica que motiva
este trabajo, es decir, introduciremos la teoria relacionada a las sucesiones basicas
y resultados que son importantes y necesarios para el desarrollo de este trabajo.

3.1. SUCESIONES BASICAS

Definicion 3.1.1 (Sucesion Basica) La sucesion (x.,,),cn Sera llamada sucesién ba-
sica en X si para todos los puntos = € span{x, : n € N} podemos encontrar una
unica sucesion (a,).cn de escalares tal que la serie 22:1 a,T, converge a x.

Para reconocer una sucesién de elementos en un espacio de Banach como suce-
sion basica usamos la siguiente caracterizacion, el cual es una condicion de las pro-
yecciones sobre subconjuntos finitos [z;]"_,. Esta caracterizacién es conocida como
Criterio de Grunblum.

Teorema 3.1.2 (Criterio de Grunblum) Sea (z,),cn Una sucesion de vectores no
nulos en un espacio de Banach X. Entonces, (r,).en €S una sucesion basica si y
solo si existe una constante finita K > 0 tal que para cualquier eleccion de escalares
(an)nen y cualquier entero m < n tenemos:

m n
Zaixi S K Zaixi

i=1 =1

Demostracion: Suponga que (z,).en €S una base en el espacio lineal cerrado H =
[z,] y paratoda k € N defina: P, : H — H por:

00 k
Pk E ATy | = E ApTp
n=1 n=1
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Como (z)ren €S Una base de Schauder de H, entonces los funcionales z son con-
tinuos en H y por tanto P, es continuo en H para todo £ € N. Ademas, six € H
entonces = = limy_,o, Pyx. Asi, (Pyx)ren €S limitado para cada x € H y por el Teo-
rema de Banach-Steinhaus se tiene que sup,, || P,|| < oc. De ello que, para m < ny
> parx € X se cumple:

m
E arZr|| = || Pn E AT
k=1 k

= Pmpnzakmk
k

n

= szakl’k

k=1

n

1Pl || > anas

k=1

IN

n

sup || B, || Z agTy

k=1

IN

Hagamos K = sup,, || P, ||, entonces, si m < n, tenemos que:

n

iakaﬁk SK Zakxk

k=1 k=1

Reciprocamente, suponga que (z,).en €S uUna sucesion de vectores diferentes de
cero y para la cual existe una constante K > 0 tal que para cualesquiera m < n se

cumple que:
m n
Zakask S K Zakxk
k=1 k=1
Demostremos que (z,),en €S una sucesion basica.
1. Unicidad Observemos que la representacion es Unica ya que si > «a,z, =
> Bn, = x, entonces para cada j € N
j+p
o = Bjlll; | = NIy = Byl < K| (o = B;)aj| = 0 cuando p — oo.
i=j

Asi,

a; — p;| = 0 paratoda j € N. Luego, o; = 3; para toda j € N.
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2. Existencia Consideremos E, el subespacio de H formado por las combinacio-
nes lineales finitas de (x,,),cn; entonces E es denso en H. Definamos ahora el
operador P, : E — [zy]ren definido por:

n min {m,n}
Pm (Z aka:k> = Z AT
k=1 k=1

Por densidad de E en H, P, se extiende a H con la misma norma, esto es,
existe P : H — [x;])ren tal que || P, || = || Pl < K. De esto, podemos deducir
la continuidad de los funcionales coordenados, que son dados por z,, : E — R.
Definidos mediante la formula,

2, (2)x, = Py(x) — Py_1(2), V& € E.
Asi,

, |Pix) — Py_1(z)|| 2K
|, ()] = 1= < 2
2] N

Por tanto (z, ),en €s acotada en E y por densidad existe = : H — R tal que
z* es continua y extiende a z, en E. Finalmente, solo nos falta demostrar que
para todo = € H, esta se puede escribir como x = )~ a,zx. En efecto, sea
x € Hye>0.Como E es denso en H, existe uny = >, a,x; en E tal que
|z — y|| < e. Luego, sin > n. entonces:

Ve e E.

lz = P|| < [lz = yll + ly — Boyll + 1By — Py
<e+tlly = Pyl + 15z = y)ll.

min {n,n.}

Como n > n,, entonces Py = P,y = > p) apTE = > pe, arTy = Y, asi,
ly = Ppyll = 0. Luego:

|z — Pa|| < e+ K|z —y|| = e+ Ke = (1+ K)e, Vn > n..

Por tanto lim,,_,. P,x = z, Yz € H lo que completa la demostracion. Asi,
(Zn)nen €S UNa base de H. [

De este teorema, podemos facilmente demostrar:

Teorema 3.1.3 Sea X un espacio de Banach con una base (z,)nen ¥ (Tn, )nen UNA
subsucesion de X. Entonces (., )nen €S una sucesion basica.

Demostracion: Utilizaremos el Teorema 3.1.2. Es claro que z,,, # 0 paratodo k € N
y que existe una constante M > 0 tal que paran, m € N con m < n tenemos:

m n
E Gy Ty, E Ay Ty,
k=1 k=1

Ahora, sea (z).en la sucesion de funcionales coordenados asociada a la base
(zn)nen ¥ tome [ la sucesion creciente de enteros positivos complementarios a
(nk)ken. Entonces, zj (v,,) = 0 para todo m € Ny toda k € N. Por la con-
tinuidad de los z;, tenemos que z; (z) = 0 para cada x € [z, ].en Y POr tanto,

r =7 . ¢ (r)ay, loque completa la demostracion. |

<K
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Teorema 3.1.4 Si (z,),en €S una sucesion basicaen Xy T : X — Y es un isomor-
fismo, entonces (T'x,),cn €S Una sucesion basica en Y.

Demostracion: Utilizaremos el Teorema 3.1.2. Como (z,,),en €S Una sucesion basica
en X, existe una constante C' > 0 tal que sin,m € Ny m < n tenemos:

m

g a;;

=1

n

g Q;T;

=1

<C

Como, T es un isomorfismo existen constantes K, R > 0 tal que K||z|| < ||T(z)|| <
R||z|| para todo = € X. Luego, sin,m € N con m < n tenemos:

(%)

Z a;T(x;)

Ahora, si X es un espacio de Banach con una base, su espacio dual X* puede no
tener base, por ejemplo, [; tiene base pero [, no tiene. Pero, tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 3.1.5 Sea (z,),en Una base en un espacio de Banach X con constante
béasica K. Entonces, (z%),cn €S una sucesion basica en X*, donde x? son los funcio-
nales lineales coordenados asociados a x,, con constante basica K.

Demostracion: Sea (P, ),cn la sucesion de proyecciones de X definida para © =
Yoy air; € X, por P(xz) = > a;x;. Por hipétesis, existe una constante X > 0
tal que || P,|| < K paratodon € N. Sea P : X* — X* el adjunto de P, para cada
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n € N. Sabemos que ||P!|| = [|P.|l y (Piy*)(z) = y*(P.(x)) para todo y* € X*y
r e X.

Ademas, sin < m:

P; (Z ) (@) = 3 asa(Po(a)

= Zakx,’;(x), Vo € X.
k=1

Luego, como (z,,).en €S una base con constante K se tiene:

(5

k=1

n

g axxy,

k=1

m

E axxy,

k=1

< [P

<K

m
E agy,
k=1

Y aplicando el Teorema 3.1.2, obtenemos que (z),cn €S una sucesion basica. M

Ejemplo: Considere en [ la sucesion (h,)n,en dada por hy = e1 y hy, = e,_1 — €,

conn € N donde (e,),en €S la base de vectores coordenados unitarios de l;. Por el

ejemplo 2.3.4 sabemos que z,, = (1,1,...,1,0,0,...) es una base de c¢,. Ahora note
——

que la sucesion de funcionales en ¢, = |, asociado a la base (e, ).en. Luego, por el

teorema anterior (h,,).en €S Una sucesion basica, por lo tanto (h,),en NO €s una base

de l; ya que por ejemplo ey & spanhy].en, pues sie; =3, a;h; entonces

o0

6;(61) =1= Zazhz(ez) = daq,

i=1
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= Ap—1 — Qp,.

Por tanto, a,, = a,_1, Vn € N, asia,, = 1 Vn € N. Pero esto no es posible ya que
a, — 0. [ |

En los ejemplos del capitulo anterior vimos que todos los espacios de Banach sepa-
rables familiares tienen una base. Esto fue bien conocido por Banach, lo que le llevo
a preguntar:

¢ Cada espacio de Banach separable tiene una base?

La respuesta a esta pregunta es NO, y fue resuelta 40 afios después por Per En-
flo (actualmente en Kent State) y como es de esperarse, un problema que demoré
40 afnos en resolverse debe tener una solucion larga, y no la estudiaremos en este
trabajo. Aqui, hablaremos sobre la siguiente pregunta

¢ Cada espacio de Banach de dimension infinita contiene una sucesion basica?

La respuesta es Si y este resultado se le debe a Mazur. En este trabajo daremos una
breve prueba de éste, para ello necesitamos la siguiente definicidn.

Definicion 3.1.6 (=—red) Sea A un conjunto relativamente compacto en un espacio
de Banach X. Un conjunto finito {y1,vs, ...,yn} C A es llamado una ¢ — red de A si
paratodoy € A existei € {1,2,...,n} tal que ||y — y;|| < e.

Un teorema conocido es el siguiente:

Teorema 3.1.7 Si A es un subconjunto compacto de un espacio de Banach de di-
mension finita X entonces, para todo ¢ > 0 existe un e—red de A.

Nota: Suponga que X es un espacio normado de dimension infinita 'y v, ...,y son
funcionales lineales en X, entonces

n ker yi # {0}.
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En efecto, si (), ker y; = {0} podemos definir T : X — R" por

T(x) = (y1(x), - ¥, ().

Como yj, ...,y son lineales, entonces T es lineal y x € ker T'siy solosiTx = 0 es
decir, si y;(z) =0, Vi =1,2,...,n tenemos que = € (., ker y; por lo cual z = 0.
Asi, Ker T'= {0} y por tanto X es isomorfo a 7'X. Ahora, TX es un subespacio
vectorial de R™ y por tanto es de dimension finita, esto quiere decir que X es de
dimension finita lo que contradice la hipotesis sobre X, concluyendo asi la demostra-
cion. |

Lema 3.1.8 Sea F un subespacio vectorial de dimension finita de un espacio de Ba-
nach de dimensién infinita X, y tome e > 0. Entonces, existe unx € X tal que ||z| = 1

y
Iyl < (1 +e)lly + Axll,

para todo y € F'y todos los escalares \.

Demostracion: Sea 0 < ¢ < 1. Como F es de dimension finita, el conjunto
Sp=A{yeF: |y =1}

es compacto en F, y por Teorema 3.1.7 podemos escoger una 5 —red de Sr, es decir,
existen zy, 29, ..., 2, € S tal que

secn(a5).
i=1

Por el corolario del Teorema de Hanh-Banach para cada ¢ = 1,2, ..., k existen fun-
cionales =z € X* tal que z/(z;) = 1, Vi = 1,2,..., k. Por la nota anterior existe un
x de norma 1 tal que = € ﬂle ker z:. Asi, siy € F ey # 0, entonces existe un
io € {1,2,...,k} tal que

<&
5"

HL .
lyll

Asi, dado a € R tenemos:
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Ir

Y
— tax|| = |7 — Zi, T %, T T
Iyl H Hllyll T

Yy
> 2 + ] — Hm .

. £
>z (2, + ax) — 5

* * €
= Zio (Zi0> + azio (2:) _5
=1 =0
—1-°%
2
1
>
“1l+e
Asi, tomando A\ = «||y||, tenemos que para todo A € R:
ly + Az|| > M, esto es
+e€

(1 +2) lly + Azl = [lyll-
|
Teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos continuar con el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.9 Todo espacio de Banach X de dimension infinita contiene una suce-
sion basica.

Demostracion: Fijemos una sucesion (€, ),en de nimeros positivos tal que
M=]J1+¢&) <.

n=1

Para ello considere por ejemplo &, = e’ —1conn € N. Escoja un elemento
r1 € X con ||z1]| = 1y defina el espacio 1-dimensional F; = span{z;}. Entonces,
por el Lema 3.1.8 existe un z, € X con ||z|| = 1 tal que para cada = € F} se tiene:

]l < (1 + &)l + Aa].
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Defina el espacio 2-dimensional > = span{zi,x2}. Entonces, por el Lema 3.1.8
existe z3 € X con ||z3|| = 1 tal que para cada = € F; se tiene:

2]l < (1 + &)l + Aws]].

Repitiendo el proceso, sitomamos el espacio n-dimensional £, = span{z, zs, ..., x,}
podemos encontrar un z, 11 € X con ||z,.1|| = 1 tal que para cada = € F se tiene
que:

2]} < (14 &)z + Azngal]-

Es decir, para todo n € Ny cualesquiera (ax)xren tenemos:

n n+1
k=1 k=1

Por tanto, para cualesquiera enteros m,n con m < n (n =m + k) y (a;);ey NUMeros
reales, tenemos:

m m+1
Z apwr|| < (1+ &) Z apTy
k=1 k=1
m+2
k=1
m+k
<1+ En) L+ Eppt) (L4 Et) | ary
k=1

<M

n
E ATy
k=1

Lo que demuestra que (xy)ren €S Una sucesion basica con constante basica /. B

Definicion 3.1.10 Decimos que una sucesion (x,,),en €n un espacio de Banach X
es seminormalizada si existe una constante K > 0 tal que para todon € N

1
— < |lzallx < K,
7 < llanllx <

y normalizada si para todon € N

[[n][x < 1.

Lema 3.1.11 Sea (z,).en Una sucesién bdsica en un espacio de Banach con cons-
tante de base K. Entonces six =Y " a,2, € [t,]nen, tenemos que:

n=1

jan|l|zn]l < 2K |-

Si (z)nen €5 ademds seminormalizada y para cada n vale que:s; < ||lz,.| < M,
entonces:
sup |a,| < 2K M ||z||.
n
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Demostracion: Sea x = Zzozl a,x,. Entonces para cada n > 1 tenemos:
n n—1
aalllzall = | Y ai =3 aia
i=1 =1

n n—1

Zaixi + Zaixi

=1 =1

IN

= [ Pa]| + [| Posz]]

< 2K 2],

Probando asi la primera parte del teorema. La segunda es inmediata. [

Nota

1. Elteorema anterior se puede interpretar de la siguiente manera: Dada una suce-
sion basica (z,).en € X, si para cada n definimos z7 : [x,],en — K mediante:

oo
* —
X, ;T; | = Qn,
i=1

entonces, z; es un funcional acotado con:
2K

lnl

] <

2. Si (x,)nen €S UNa base en X,y x € X, entonces podemos escribir
o
n=1

3. Si X es un espacio de Banach con base (z,,)nen Y Si (21 )nen €S UNA sucesion
en X tal que lim,, . 2z, = ¢ € X, entonces:

lim 2 (z,) =z ().
m—0o0

3.2. SUCESIONES EQUIVALENTES

En esta seccion estudiaremos las sucesiones equivalentes,las cuales son una técnica
poderosa para estudiar la estructura isomorfica de Espacios de Banach. Primero,
vamos a introducir un tipo especial de sucesiones basicas que nos proporcionara un
método util para obtener nuevas sucesiones basicas partiendo de la base de una
sucesion basica.
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Definicion 3.2.1 (Sucesion basica Bloque) Sea (x,,),cn Una base para un espacio
de Banach X. Suponga que (p,)nen €S Una sucesion estrictamente creciente de nu-
meros enteros con py = 0 y que (a,)n,en SON escalares. Entonces una sucesion de
vectores no nulos (i, )nen €n X de la forma

Pn

Hn = E AjLy,

Jj=pn-1+1

se llama una sucesion bdsica bloque de (x,,)pen-

Teorema 3.2.2 Suponga que (z,,).en €S una base para un espacio de Banach X con
constante basica K. Sea (ju)ren Una sucesion basica bloque de (z,,),en. Entonces,
(1r)ken €S una sucesion basica con constante basica menor o igual a K.

Demostraciéon: Suponga que

Pk

Hr = Z a;ej

J=pr-1+1

con k € N es una sucesion basica bloque de (e,),en. Entonces para cualesquiera
escalares (by)ren Yy enteros m,n con m < n tenemos que p, < p,, Y

Pk

Zbk,uk = Zbk Z a;T;
k=1

k=1 j=pgp-_1+1

m Pk
= Z Z bkajxj

k=1 j=p_1+1

P1 p2 p3 Pm
= Z blajxj + Z b2@j$j+ Z bgCLjZL’j + ...+ Z bmajxj

Jj=po+1 Jj=p1+1 Jj=p2+1 J=Pm—1+1

Pm
= chxj donde ¢; = bra; si pp—1 < J < pi
j=1

Pm
< K Z CiT;
j=1
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Pn

p p p
S K Zl blCle’j + 22 bQijj + Zg bgajl’j + ...+ Z anle’j

Jj=po+1 Jj=p1+1 Jj=p2+1 J=pn—1+1

<K Z br i
)

Es decir, (ux)ren satisface el Teorema 3.1.2 y por tanto (ux)ren €S UNa sucesion
basica con constante basica menor o igual a K. [ |

Si tenemos una base (z,,),cny podemos especificar cada x € X por sus coordenadas
(x(z))nen, Pero no es cierto que cada sucesion de escalares define un elemento
de X. Asi, X esta coordinado por un cierto espacio de sucesiones y debemos tener
la capacidad de reconocer la presencia de estas bases (0 sucesiones basicas) en
diferentes circunstancias y asi saber si esta base es unica salvo isomorfismos. Esto
ultimo motiva la siguiente definicion:

Definicion 3.2.3 (Sucesion Equivalente) Sean X e Y dos espacios de Banach y
(Zn)nen € (Yn)nen SUCESiOnes bdsicas de X e Y respectivamente. Decimos que (x,,) nen
es equivalente a (y,).cn Si y solamente si cada vez que tomamos una sucesion de
escalares (o, )nen tenemos:

o0 o0
E ;T converge < E Q;Y; converge.
i=1 i=1

Teorema 3.24 Si Eescy 0l,(1 < p < o0) y (en)nen €5 la base candnica de E,
entonces:

a. Cualquier sucesion de bloques normalizadas (/i;)jen Sobre las bases (e,,)nen
es una base equivalente a (e,,)nen y Span|ji;]jen €S isométrico a E.

b. span[i;|jen €s 1-complementado en E.

Demostracion: Daremos esta prueba para £ = [, y el caso de ¢, es similar.

a. Si

entonces, para todo j € N tenemos:

L=lluill,={ D AP

1/p
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Por tanto, para cada sucesion finita (a,),.cn de escalares se tiene:

qj+1 1/p
‘ > ajug|| = [Z |a | (Z |>\\p>]
J , i n=1

(5er)

Esto demuestra que la sucesién (u;)en €s equivalente a la base canénica y
que la aplicacién T : span|u;]jen — E es una isometria.

b. Para demostrar b) vamos a escoger, para todo j € N, un funcional lineal 41} so-
bre el espacio vectorial span{eg; 1, ..., €., } con |[ui]| = 1, p5(u;) = 1. Ahora,
siz=> " aye, €, Ponga

qj+1

P(x) = ZU; Z AnCn | HKj-

JjEN n=gq;+1

Entonces, obtenemos:

p
gj+1 qj+1

p
P@IE=> 1w | D anen || <D D anen|| =2,
J

i n=q;+1 n=q;+1

p

y por tanto P es una proyeccién de norma 1 de E sobre spamn|i;] en. [

El pr6ximo teorema nos da una condicién para decidir si dos sucesiones basicas son
equivalentes.

Teorema 3.2.5 Sean (z,)nen, (Yn)nen SUCESIONEs bdsicas en un espacio de Banach.

Entonces (z,,)nen ¥ (Yn)nen SON equivalentes si y solamente si existe un isomorfismo
T : [z, — [y.] tal que T(x,) = y,, para cadan € N.

Demostracion: Sea X = [z,|,en € Y = [yn]nen y defina T : X — Y por

o0 o0

i=1 =1
Entonces T es lineal, inyectivo y sobreyectivo. Veamos que T es continuo. Para ello
usaremos el teorema del Grafico cerrado. Suponga que (/;),en €S una sucesion en

Xtalque pu; - pen XyTu; —venY.

Consideremos () )nen Y (U5 )nen los funcionales biortogonales asociados a (x,)nen
e (Yn)nen respectivamente. Como

=Y wn ()T y = (),
n=1 n=1
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y por hipotesis p; — py Ty — v, sigue de la continuidad de ) y v que
(1) = w5(p) y ya(Tpy) = yi(v) para todon € N.

Por definicion de T se tiene que

Tpj = (1) Yn:
n=1

y por tanto

s (Trs) =Y a1y (yn) = 2(117)-

Ahora
w(p5) — 2, (p), cuando j — ooy p € N.

Luego, por unicidad del limite
ys(v) = x,(u) para todo p € N.
Asi: _ .
Tp= Wy =Y un)yn = v.
n=1 n—1

Por el teorema del grafico cerrado tenemos que 7' es continua, y como X e Y son
espacios de Banach y T" es sobreyectiva entonces 7! es un isomorfismo. [ |

De la caracterizacion de un isomorfismo tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.6 Sean (z,)nen € (Yn)nen dOs sucesiones basicas para los espacios
de Banach X e Y respectivamente. Entonces, (x,),cn €S equivalente a (yn)nen Si'y
solo si, existe una constante C' > 0 tal que para toda sucesion de escalares (a;);cn

se tiene:
oo oo o0
Z a;Y; Z Q;T; Z a;Y;
i=1 i=1 i=1

< <C (3.1)

1
C

Nota: Del Corolario 3.2.6 se sigue que si (z,),en €S Una sucesion basica y si encon-
tramos que alguna sucesion (v, ).en que satisface (3.1) entonces (¥, ).en €S también
una sucesioén basica y es equivalente a (x,, ),en- Luego, si (z,,),cn tiene una constan-
te basica Ky si (v, )nen satisface 3.1 entonces (y,,)nen tiene una constante béasica a
lo mas C?K ya que:

n n m m
E a;Y; E Q;T; E a;Y; E a;Y;
i=1 i=1 i=1 i=1

Como un ejemplo particular, una sucesioén (z,),cn €s equivalente a la base canénica

de [, siy solo si:
1 00 1/p 00 1/p
() < Sl < (Smr)
i=1 i=1

<C < CK < C’K

o0

E Q;T;

=1
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y es equivalente a la base de ¢y si:

o0

g a;T;

=1

< C'sup |a;|.

1
—sup |a;| <
C plai < i>1

1>1

A continuacion presentaremos dos caminos utiles para encontrar sucesiones basicas.
El primero es un argumento de pequefia perturbacién que nos dice que si (,,)nen €S
una sucesién basica en un espacio de Banach X'y (v, ).cn €s otra sucesion en X con
|zn — ynl| — 0 suficientemente rapido entonces (z,)nen Y (Yn)nen SON equivalentes.
Este Teorema es debido a Krein-Milman-Rutman, pero antes tenemos el lema. Aqui
Ix denota la funcién identidad en el espacio X.

Lema 3.2.7 Sea X un espacio de Banach, Y un subespacio cerradode Xy'T : X —
Y un operador acotado tal que ||T|| < 1. Entonces Iy — T es invertible y

1

Iy —T) Y < ——.
H(Y ) H_l_HTH

Ademas, siY = X entonces Ix — T' es un isomorfismo de X en X.

Demostracion: Sea y € Y con y # 0. Entonces

HTG%OHSMWynuy—n@Mznnww—mmr

Asi,
I =D - 15 1Tl y
Wl o Tl M|‘1’V<MJ”
Luego,
Ww—ﬂ@wzuwTﬁﬁMzu—mwmm
y como
I(Fy = D)W < 1T — Tyl
Es decir,

1y =TIyl = [I[(Ly = )W)l = @ = [[TD]yll-
Asi, I, — T es invertible y ||(I, — )7 < (1 —||T||)"". Suponga que Y = X y sea

n
Sp = E Tk7
k=0

donde para cadan > 1tenemos que 7" = T"'oT y T = Ix. Si ||T|| < 1 entonces
la serie de nimeros reales >~ || T'||" es convergente y por tanto es de Cauchy, asi
dado ¢ > 0 existe un N € N tal que sin,m > N con m < n entonces

n

ST <

k=m-+1
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Luego,

> o

k=m+1

[0 — smll =

< > T

k=m+1

< > T

k=m+1

< €.

Asi, la sucesion (s, ).en €s de Cauchy en X y por tanto, existe un operador acotado
s tal que s,, — s en la norma de L(X, X). Por otro lado, como || T*| — 0 entonces
TF — 0 enlanormade L(X, X)y asi:

(Ix —T)sp = s, — T'sy,

n n+1
k=0 k=1
— [X - TnJrl’

y de la misma forma se demuestra que s, (Ix — T) = Ix — T™"'. Asi, pasando al
limite cuando n — oo en la norma de L(X, X) obtenemos:

lim (IX — T)Sn = lim (IX —Tn—H) = (IX — T)S = ]X,
n—00

n—oo
y
lm s,(Ix —T) = lim (Ix — T"") = s(Ix — T) = Ix,
n—oo n—oo
probando asi que Iy — T es un isomorfismo con inversa s. [

Teorema 3.2.8 (Principio de Perturbaciéon pequena) Sea X un espacio de Banach
¥ (z,)nen Una sucesion basica seminormalizada con constante basica K tal que para
cadan € N

1
— <&, || < M.
= < | <
1. Sea (yn)nen UNa sucesion de elementos de X tal que
>l il < g
‘s 2K M

Entonces (y,)nen €S UNa sucesion basica equivalente a (x,,)nen. Ademas, si
(zn)nen €S Una base de X entonces (yy,)nen también lo es.
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2. Supongamos que [x,] es complementado por una proyeccion P : X — [z,] y
(Yn)nen €S otra sucesion en X tal que

n n <
Z o = )l < SreRITAT

Entonces [y,,| es complementado con proyeccion Q) : X — [yy].

Demostracion:

. Sea (z})nen la sucesion de funcionales biortogonales asociados a (x,,)nen Y
seaT : [x,]neny — X dado para cada x € [x,],cn. Defina

e =3 ()
n=1

Entonces T'(x,,) = y, para cadan € Ny por el Teorema 3.1.11 sabemos que
[zl lznll < 2K,

es decir,
|z < 2M K.

Asi, para cada z € [z,] tenemos:

le = T(@)) = |3 wp @)z, — 3 @)y,
= I wk @)@ —ya)| < - b @)llyn —

IN

S leslllal g — @all < 2K M fal]'S g — ]
=1 n=1

< 2K M|z

Entonces ||x — T'(x)|| < ||z|| y por tanto ||T'(x)
la serie

Z z; (z)y, converge para cada x € X,

y también ||I — T'|| < 1 en [z,].,en- Asi, por el lema anterior 1" es invertible y
por tanto un isomorfismo. Luego (v, ).en €S una sucesion basica equivalente a

(xn)neN-
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2. Recordemos que si P es una proyeccion no trivial tiene norma ||P|| > 1y en-
tonces los funcionales biortogonales para (z,),en tienen norma ||z} || < 2K M,
es decir, siz =) | a,, entonces sup,-, |a,| < 2K M||z||, ademés:

n=1
T (i ana:n) = i Qo Yn -
n=1 n=1

Por tanto, como: Y | a,x, € [z,]nen Y P €s una proyeccion sobre [z,,] enton-

ces:
TP (Z anxn> =T <Z anxn> = Z AnYn -

n=1 n=1 n=1

Demostremos que 7'P es un isomorfismo sobre [y, ].cn. En efecto, si

Y= anyn € [Ynlnen,
n=1

tenemos que:
ITP(y) —yll = ITP(y — =)

TP (Z an (Y — {L’n)> H
n=1
<ITINPID lanlllyn — 2nll
n=1

< ITIPIZEM|2] Y Iy — al

n=1
1
< HTH”PH2KM”$H8KTHPH (como ||T| < 2)
el
- 2

Como || P|| > 1y ya demostramos en el item 1 que:

lz = T(2)] < 2K M|l Y | — yal

n=1
< 2K M||z|| L
x _—
- SKM||P|
Ml
- 4
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Asi,

2]l = llz = T(z) + T(@)|| < [lo = T(2) | + [T (2)]| < i\lxll + ()]

Luego
3
2zl < 1T @)= iyl
es decir,
4
=l < <yl
y asi,
Lzl < 2l
— | — .
g 1% = 3lY

Reemplazando obtenemos:
1 1
ITP(y) =yl < Sllell < gllyll, vy eY.
En otras palabras, .
I7P -1y <5 <1

Por tanto, aplicando el lema obtenemos que S = T'P|y es un operador lineal
invertible sobre Y. Defina Q = S~'T'P, entonces Q es un operador cuyo dominio
es Xyrango Y, tal que, paracada x € X:

Q*r = S'TPS ' TP(x)
Iy
= S'TP(x)

lo que demuestra que Q es una proyeccion de X sobre Y. [ |

Nota: La demostracion que acabamos de dar nos da una pista sobre cémo se pue-
de mejorar ain mas este resultado. El teorema nos dice que si ||z}||/d < 1 para todo
n € N, donde z}, es el n-ésimo funcional coordenado que por Hanh-Banach podemos
tomar como un elemento de X*.

Tenemos asi el siguiente corolario:

Corolario 3.2.9 Sea (z,),en Una sucesion basica en X y sea (x}),en los funcionales
coordenados asociados a (x,,)nen-

a. Sea (y,)nen C X una sucesion de vectores en X tal que

oo
> llzn = yallllzg 6 < 1.
n=1
Entonces, (y,)nen €S una sucesion basica equivalente a (x,,)nen-
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b. Si ademas [x,],cn €s complementado por una proyeccién P con || P|| < 3 en-
tonces [y, |,en €S complementado en X.

Demostracion:

a. Vamos a definir T : [z, ],en — X por

Ty = iaj;(x)yn
n=1

Obviamente T'z,, = y,, y de

lz = Tl <Y s (@) llyn — zall < S]],
n=1

tenemos, || — T'|| < 1y por tanto T es un isomorfismo sobre su imagen. Por
tanto, (v,)nen €S Una sucesion basica equivalente a () en-

b. Defina A = Ix — P+ TP donde T es definida en el item a). Asi,
I — Al =|[P-TP| <|[[P|ld <1,

y por tanto A es invertible. El lector puede verificar que APA~! es una proyec-
cion sobre [y, ]nen- [ |

Como una aplicacién obtenemos el siguiente resultado conocido como Principio de
Seleccion de Bessaga-Petczynski.

Teorema 3.2.10 (Principio de Seleccion de Bessaga-Pefczynski) Sea (¢e,,),cn Una
base para un espacio de Banach X con constante basica K y funcionales lineales
coordenados (€} ) en. Suponga que (z,).en €S una sucesion en X que satisface las
condiciones:

1. fIlfnZl ”InH > 0;
2. lim,,_, €5(x,) = 0 para todo k € N.

Entonces (x,,)nen contiene una subsucesion (x,, )ren que es equivalente a una suc-
cesion bdsica bloque (yx.)ren de (e,)nen-

Demostracion: Sea o = inf, ||z,|| > 0y K la constante basica de (e,).en. Sea
O<v< % Escojan, =1y ry = 0. Sabemos que z,,, = xr; = lim,_, -, P.x; donde P.
es la r-ésima suma parcial con respecto a la base (e, ),cn. Entonces, para

(ye

=Y S0
CTorg T

69



existe un r; € N tal que
v
Hxnl - pﬁxan < ﬁ

Ahora, de la hipétesis 2 se deduce que lim,,_,, || P, z,|| = 0, donde

T1
P.x, = Z er(zn)x,
k=1

y por tanto existe un ny, > n; tal que

v2a
||P7"1xn2 H < ﬁ

De nuevo, ya que lim,,_,« || P, 2, || = 0 existe un n3 > ns tal que

v

||Pr2In3|| < oK
Continuando asi, conseguimos una sucesion (z,, Jreny €n X y una sucesion creciente

de enteros (r4)ken cON 179 = 0 tal que

v
[N
y k
v
Hxnk - PTkxnkH < ﬁ

Paracada k € N, seay, = P, z,, — Pr,_,7n, €sto es,

Tk

Yk = Z ej(xm)xm

=rr_1+1

Entonces, como (yx)ren €S Una sucesion bloque de la base (x,),en entonces por
el Teorema 3.2.2 (yx)ken €S UNa sucesion basica con constante menor o igual a K.
Ademas,

“yk - x”k” = ||P7"kxnk — P %, — x”k”
< Hxnk o Prkxnk” + ”PkalxnkH
/UkCY /UkCY
BT
o /UkOé
= ﬁ’

y por tanto

= QO k «
—In, || < = <—< .
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Luego,

o0 o oo
> lekllllon = wnll < 2 D lleklle”
k=1 k=1

2K
?}k
2l

A
>| o
NE

b
Il
—_

IA
=| o
° |5
WE
@R‘

< 1.

Wl o

1
L=y

Por el Teorema 3.2.8 obtenemos que (z,, )ren €S UNa sucesion basica equivalente a
una sucesion basica bloque (yx)ren de (e,)nen COMo deseabamos demostrar. [ |

Otra aplicacién del Teorema 3.2.8 es el siguiente teorema que es muy usado en el
estudio de los subespacios complementados de un espacio de Banach y en particular
es una herramienta poderosa para investigar si un espacio es primario. A pesar que
la demostracion es similar al teorema anterior la presentaremos completa.

Teorema 3.2.11 Sea X un espacio de Banach con base (x,,)nen ¥ € > 0. Si F es un
subespacio cerrado de X de dimension infinita existe una base bloque normalizada
(1) jen €n X y existe un subespacio de dimensién infinita G de F que tiene una base

normalizada (y,)nen tal que
> ly; — pll < e
j=1

Demostracion: Sea K la constante basica de (z,,),en. Demostremos que para cada
n € Nexiste en Funy con |y = 1delaformay = > a;v;. Para esto, considere
la funciéon de F en R" por 7'z = (z7(z), ..., x}(z)) donde z} son los funcionales lineales
coordenados asociados a la base e (x,),en. Entonces, T es lineal y continua. Como
F es de dimensién infinita, el ker T' es no nulo, pues si ker T' = {0} entonces F es
isomorfo a T'(F') C R™ lo que contradice que F tiene dimensién infinita. Luego, existe
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z € Feonzxf(z) =0parai =1,...,ney = ﬁ cumple con lo requerido. Sean

0<e<l,m =0ey, € Fconly =1talque

Yy = f: ag)xn.
n=1

Como la serie es convergente, existe my > m; tal que:

S o,

n=mo+1

_ ¢
VK

Nuevamente, podemos hallar en F un elemento y, tal que ||ya]| =1y

Yo = i (]Jg)xn.

n=msqs+1

Sea mg tal que

-
2K

3 o,

n=ms+1

De esta manera construimos inductivamente una sucesion (y;),en en F con |ly;|| =1
y una sucesion (m;);eny C Ntalque 0 < my <mg <mg < ..y

n=m;+1 n=mj4i1+1
Defina
mj41 A
yj = Z aﬁf)xn para cada j € N.
n=m;+1
Como ||y;|| = 1 se tiene v; # 0. Defina p1; = IIE_;H entonces:
€
1= ol < s = il < 57
Luego,
g5 = mill < Ny = vsll + [loj = wl
U.
~ oy = ol + o = 52|
T Tl
€
= lly; = vl + 11 = [lol| < SR
Por tanto

> €
Z i = wsll < 5
J=1
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Como (y;) en €s una base bloque de (x,,),en entonces por teorema es una sucesion
basica con constante basica menor o igual a K. Luego, (y,)nen €S Una sucesion
basica equivalente a (11;)jen Y tomando G = [y,],en completa la demostracion del
teorema. [ |

Corolario 3.2.12 Sea X un espacio de Banach con una base (x,).en y E un subes-
pacio cerrado de dimension infinita de X. Entonces E contiene una sucesion basica
equivalente a una base bloque de [z,),en-

Demostracion: Es suficiente demostrar que E contiene una sucesion de vectores de
norma uno (2, )nen tal que lim, . €f(z,) = 0 para cada i € N es decir, E contiene
un vector de norma uno de la forma

oo

Zm = E Ap T,

n=m

En efecto, N",ker e’ es un subespacio vectorial de X y como E es de dimen-
sion infinita debe existir un z € £ tal que z € N, ker e}, pues la aplicacion lineal
T : E — R™ definida por Tz = (ej(z), €5(2), ..., €, (2)) la cual tiene nucleo N, kere!
que no puede cero.

Por tanto, existe z € E con ||z|| = 1y ef(z) = 0 para todo i = 1,...,m. Luego,
para cada m € N existe un z,, con ||z|]| =1y

o0

Zm = E AnTy,

k=m+1

lim e} (z,) =0.
m— 00

Aplicando el Teorema de Bessaga y Pefczynski concluimos que (z,).en tiene una
subsucesion basica equivalente a una base bloque de (z,,)nen- [ |

Nota: Es bien conocido que cada espacio de Banach separable se incrusta isomér-
ficamente en C]0, 1], usando este teorema y el hecho que C[0, 1] tiene una base se
obtiene que cada espacio de Banach contiene una sucesién basica (equivalente a
una base blogue de la base de Schauder de C|0, 1]). Para demostrar esto, basta
observar que cada espacio de Banach contiene un subespacio cerrado separable y
aplicar el teorema anterior.

Corolario 3.2.13 (Principio de Seleccion de Bessaga-Petczynski) Sea X un espa-
cio de Banach y suponga que (z,).en €S una sucesion en X tal que z, — 0 débilmente
pero ||z,|| - 0. Entonces (z,)nen tiene una subsucesion basica.

Demostraccién: Podemos suponer ||z,|| > 0 paratodo n € N. Sea E = [z,] enton-
ces F es un subespacio cerrado separable de X de dimension infinita. Entonces E se
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incrusta isométricamente en C'[0, 1]. Como C'[0, 1] tiene una base entonces por el co-
rolario anterior concluimos que (z,),en contiene una subsucesion bésica equivalente
a una base de Schauder de C0, 1]. |

El teorema anterior lo podemos demostrar de la siguiente manera sin usar el isomor-
fismo de E en C0, 1].

Teorema 3.2.14 (Bessaga-Pelczynski) Sea X un espacio de Banach con base (x,,),en-
Si (yn)nen €S UNa sucesion seminormalizada que converge débilmente a 0 en X, en-
tonces (y,)nen tiene una subsucesion equivalente a una base bloque de () nen-

Demostracion: Sea (¢, )ren Una sucesion de nimeros positivos tal que
[o¢]
0<H(1—5k) < 0,
k=0

y supongamos que (¥, )nen €S Una sucesion tal que ||y, || > 6 > 0 paratodon € Ny
yn — 0 débilmente. La demostracién la haremos por induccion matematica. Suponga
que en nuestra busqueda de la subsucesion basica hemos logrado escoger ny =
0, Tngy Tnyy-.., Tn, tal que ng < ny < ... < ngyparatodo (a;)o<i<x € Rytodo! < k

l k
D i, || < 1+ |D an,
=0 =0

Defina Yy, = [%ny, Tnys ..oy Tn,) Y €5COgEMOS {Yo, Y1, ..., Yn, } UNA 5’% — red de Sy,.
Por el teorema de Hanh-Banach podemos escoger {y;, vi, -, ¥n, } en Sx- tal que

" Ek+1
! ) > I
yz (yl) — 4 ?

parat = 0,1,2, ..., Nr. Como la sucesién converge débilmente a 0, existe ny,1 > ny

tal que
€k+1

’y:(‘rnk+1)’ S 4 I
para: =0,1,2, ..., Ni. Ahora, evaluemos

k+1

E aixni )
1=0

con ayg, ai, Qa, ..., apy € R¥ 2. Consideremos dos casos dependiendo del valor de
‘%H’

= Primer caso:
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Entonces:

k+1 k
Z ATy, > |‘ak+1xnk+1 || - Z QT
i=0 =0

> 2

k
E Ty,
=0

k
E Q; Ty,
=0

>

k
E A Tn,
i=0

= Segundo caso:
k
2 sz'zo QT

[

Zf:O Qi Tn,

HZ?:O Qi Tn,

lovq1] <

Como

€ SY(k‘)7

existe un iy € N tal que

De ello tenemos que:

k
*
> Y5 <§ QGTn,; + ak+1$nk+1>‘

1=0

k+1

E AT,
=0

k k k
Z y:o (yzo Z Q; Ty, ) ' - y;;ko (yzo Z QT || — Z aixni>
i=0 i=0 =0
- |ak+1||y;‘0(xnk+1)|
k k k c
k+1
> Z QiTn, |y;<0 (yio)‘ — ||Yio Z i, || — Z Ty, || — |ak+1’T+
=0 1=0 =0
k
. Ekt1 Ek+1 - 2 HZi:O Xilni || gppq
> Z QTp |l (1 ——— | — —— Z O, || —
: Z 4 4|4 Z [ 4
=0 1=0
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k
Ekt1 Ektl  26k11
> T || | 1 — — —
= z;(” ( 4 1 1 )
k
> Zaixm (1 —éepq1)-
=0

En los dos casos se obtiene:

k+1

k
Z G, || > Zaimni (1 —egs1), VEeN.
i=0 i=0

Asi, por induccién matematica y usando un argumento similar al del teorema de Ma-
zur obtenemos que (z,, )ren €S UNa sucesion basica con constante basica:

b
Hio(l — k)
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Capitulo 4

BASES INCONDICIONALES Y EL
TEOREMA DE
BESSAGA-PELCZYNSKI

Para nuestro objetivo es necesario estudiar cuidadosamente algunas clases especia-
les de bases, en particular consideraremos brevemente la nocién de base incondicio-
nal y luego estudiaremos detalladamente las series débilmente incondicionalmente
de Cauchy. Antes de estudiar las bases incondicionales presentaremos algunos he-
chos generales relacionados a la convergencia condicional.

4.1. CONVERGENCIA INCONDICIONAL

Definicion 4.1.1 (Serie Incondicionalmente Convergente) Una serie > /-, x; en
un espacio de Banach X se llama incondicionalmente convergente si es convergente
para cualquier permutacion de sus términos, es decir, y ;- | Ty < 0o para cada
biyeccion m : N — N.

Nota: Del Teorema de Riemman se sigue que una serie de nimeros reales es in-
condicionalmente convergente si y solo si es absolutamente convergente. Imitando
la demostracion del Teorema 2.1.7, podemos demostrar que convergencia absoluta
implica convergencia incondicional. El reciproco es falso como lo indica el siguiente
ejemplo.

Ejemplo: Sea X = I, y x = (0, 0,..., 0, £, 0,..., 0,...) = 1e;, donde la coor-
denada no nula est4 en la k-ésima posicion. Entonces la serie .. | x;, converge a

s=(1, %, % ..., ,...) puessi
n o0 1
Sp = Zxk = ||sn — sll2 = Z o 0 cuando n — 0.
k=1 k=n+1
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Por tanto, s = > ;- x. Sim : N — N es una permutacion y s, = Y ,_, Tr(x)
entonces
l|sn — sll2 = Z %%Ocuandon%oo.
kg{m(1),...,m(n)}
Asi, la serie converge incondicionalmente.

Pero esta serie no converge absolutamente ya que ||xi||2 = % V k€ N. Asr:

Sl = 3% = o0
k=1 k=1

En el caso de espacios de dimension finita tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.1.2 Sea X un espacio vectorial normado de dimension n. Entonces, en X
cada serie incondicionalmente convergente es absolutamente convergente.

Demostracion: Como en un espacio de dimension finita todas las normas son equi-
valentes, podemos suponer que X = l%”). Denote por f; con i = 1,...,n los funcio-
nales lineales coordenados que asignan a cada vector su i-ésima componente. Sea
> re | x) una serie incondicionalmente convergente en X, entonces la serie de nime-
ros reales Y .-, fi(zx) es incondicionalmente convergente para cada i = 1,2,...,n
y por el teorema de Riemman tenemos que la serie Y-, fi(z)) es absolutamente

convergente para cada ¢ = 1,2,...,n. Por tanto, de la definicién de norma en lﬁ”)

tenemos que
o
NCIEDS Zm )| | < oo,
k=1 k=1 =

y por tanto la serie >~ | x;, converge absolutamente. [

Definicion 4.1.3 (Serie condicionalmente convergente) Una serie >/, =, en un
espacio de Banach X se llama condicionalmente convergente si converge pero no
incondicionalmente, es decir, entre sus reordenamientos hay uno que es divergente.

Teorema 4.1.4 Silaserie ) ., x;, en el espacio de Banach X es incondicionalmente
convergente entonces todos sus reordenamientos tienen la misma suma.

Demostracion: La prueba se hard por reduccion al absurdo. Sea s = > )7z, y
suponga que para alguna permutaciéon = la suma s’ de una serie reordenada no es
igual a s.

Sea f € X* un funcional tal que f(s) # f(s'), entonces la serie Y .-, f(z)) no
converge absolutamente ya que la permutacion = cambia su suma. Entonces, por el
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teorema de Riemman, existe una permutacion o para la cual la serie Y, f(Z(x))
. . o0 . . .
diverge y por tantoola serie ) .-, =) diverge, lo cual contradice la convergencia
incondicional de > /_; k. |

Definicion 4.1.5 (Serie perfectamente convergente) Unaserie ) " , =) de elemen-
tos de un espacio de Banach se llama perfectamente convergente si la serie > ;- | axy,
converge para cualquier eleccion de los coeficientes o; = +1.

Ejemplo: Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita y (e,,),en Una sucesion
basica con ||e,|| = 1 para dado n € N y consideremos la serie

1 1 1 1 1 1
e —ep + 562 — 562 + 562 — 562 + Zeg — 16’3 + 163 — 163 + ... (41)

Donde cada grupo de 2" términos de la forma
j:Q—(n-‘rl)en

se anulan mutuamente. Entonces la serie converge a 0. Ahora, si en 4.1 reemplaza-
mos todos los signos + por + obtenemos una serie divergente ya que los segmentos
formados por los vectores 2-"*Ve, da el vector 2e,, que no converge a 0. Luego la
serie no es perfectamente convergente. [ |

El proximo teorema nos da una caracterizacion de la convergencia incondicional.

Teorema 4.1.6 Dada una serie ) -, x,, en un espacio de Banach X, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i. Yo x, converge incondicionalmente
ii. Cada subserie ;- | x,, con(n; <ns < ..<mny<..)esconvergente.
iii. La serie converge perfectamente.

iv. Para cada e > 0 existe unn € N tal que para cualquier conjunto finito
FC{n+1 n+2..}

se tiene que:

ZZL’j < €.

JEF
Demostracion:

i = 1i] Suponga que ii) no es valida. Entonces existe una sucesioén creciente

ny < ng < ...
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Para el que la serie ) _.°| z,,, diverge. Entonces, por el criterio de Cauchy la sucesion
de sumas parciales
k
Sk = Z T,
=1

no es de Cauchy. Por tanto, existe ¢ > 0 tal que para todo n € N existen numeros
p,q conp < g tales que p,q > 1 pero ||s, — s,|| > 1. Defina ry = nyp1 y my = ny,
entonces param <ryn = 2, 3,... tenemos que:

||8P - Sl]“ - ||xnp+1 _'_ xnp+2 + + anH > 1

Tomando n = 1, 2, 3,... encontramos una sucesion creciente de enteros m; < r; <
me < ng < ... tal que

Denote los términos de la serie >~ | =, que no aparecen en cualquiera de los seg-
mentos {z,, ?:’“mk por v1, Yo, ¥3,... Y construyamos un reordenamiento de la serie
>z como sigue. Escriba primero el segmento {z,,};2,, vy el término y, luego el
segmento {z,, };2,,, ¥ el término y, y asi sucesivamente. Por el criterio de Cauchy la
serie reordenada diverge lo que contradice la convergencia incondicional de la serie

inicial.

it = iii] Sea (o, )nen UNA sucesion cualquiera +1. Escribamos una particién de los
nimeros naturales como N = A U B donde A = {ny,n2,ns,...} es el conjunto de
indices n para los que «,, = 1y B = {my,mg, ms,...} es el conjunto de indices n
para los que a,, = —1. Entonces, por hipétesis ambas series Y .- | z,, ¥ Z;‘;l Tom,
convergen y por tanto la serie

o [ee] (e e}
LD S S
i=1 k=1 j=1

también converge.

iti = ii] Sean ny < ny < ngz < ... indices arbitrarios. Defina A = {n,nsy,...},
B = N — Ay considere dos sucesiones de coeficientes «; tal que «; = 1 para todo
i€ Nygitalque 3; = 1 parai € Ay 3; = —1 para ¢ € B. Por hipotesis la serie
Yoo, a;z; converge y también la serie Y .-, 5;z; converge. Luego:

(s + Bi;)

=1
xnl +:Bn2 +$n3 +xn4 + cee — ZE
=1

también converge.

it = i] Suponga que i) no es valido y sea > -, z.() un reordenamiento divergente
de nuestra serie. Por el criterio de la Cauchy, existen segmentos disjuntos A; i € N,

80



de la serie reordenada para el cual el infimo de las normas es més grande que € > 0.
Reordene los términos de A; en orden creciente de sus indices (es decir en el orden
original) y denote el indice del primer término en A; por m; y el del ultimo término por
r;. Entonces A; C {x};_,, . Pasando, si es necesario a subsucesiones podemos
facilmente escoger A, de modo que 1 < my < ry < ms < .... Entonces, escribiendo
sucesivamente todos los términos de A4, luego de A,, de A3 y asi sucesivamente
obtenemos una subserie de la serie > x; que diverge, lo cual contradice ii).

i = iv] Suponga que iv) es falsa. Entonces, existe un ¢ > 0 tal que para cada n
podemos encontrar subconjuntos finitos F,, de {n + 1, n+ 2,...} con

Zsj > €.

jan

Construimos una permutacion = de N tal que > | z(,) diverge. Tome n; = 1y sea
Ay = F,,. Definang = max Ay y By = {n1 + 1,...,n2} — A;. Ahora, repetimos el
proceso tomando A; = F,,, y n3 = max Ay y By = {ny + 1,...,n3} — A,. Iterando,
generamos una sucesion (ny)xen Yy Una particion {n,+1, ng+2,...,ng 1} = AxUB.
Defina 7 de modo que esta permute los elementos de {n; + 1, ...,nx1} con la con-
dicion de que A, preceda a By. Entonces la serie Zzozl Tx(n) €8 divergente, pues la
condicion de Cauchy falla.

iv = 1] Suponga por contradiccién que la serie > | z,, no es incondicionalmente
convergente. Es decir, existe una permutacion 7 de N tal que la serie )" | Zx(,) no
converge en norma. Asi, existe algun € > 0 y una sucesién estrictamente creciente
(x,) de nimeros naturales tal que

kn+1
Z Tr)|| > € para cadan € N.
i=kn+1

Ahora, fije un k € N. Como 7 es una permutacién de N existe r tal que
{1,2,....k} c {x(1),7(2),...,7(k.)}.

Asi,si A={n(i): k, <i<ky41}entoncesminA > ky

kn1
Zl’ﬂ(i) = Z Tr@)|| = €
i€A i=kp+1

Asi, para cada k£ € N existe un subconjunto finito no vacio A C Nconmin A > ky
| >4 Zx(i)|| > €. Lo que contradice vi). [ |

Nota: El teorema anterior nos ayuda a dar una demostracion directa del hecho que si
una serie ), x,, en un espacio de Banach converge incondicionalmente, entonces

Z Ty = Z Tr(n) para cada permutacion w de N.
n=1

n=1
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En efecto, sean o = >~ | w,, ¥y = > 0 Ta(m) Y € > 0 fijo. Existe un k € N tal que
| > ;e ill < € para cada subconjunto finito F* C N con min F' > k. Ahora, escoja

r > k tal que:
=3
=1

y seleccione algin m > rtalque, {1,2,...,r} C {x(1),7(2), ..., 7(m)}. El subconjunto
finito F = {x(1),7(2),...,7(m)} — {1,2,...,r} C N esno vacioy

Y- Z Lre(i)
i=1

La existencia del m se sigue del hecho que 7 es una permutacion de N. Claramente,
min F' > k y note que:

< €,

< €.

e =yl < [lz =D il + D wi = > weiy || +{| D Ty — v
=1 =1 =1 =1
< e+ Zx, + €
i€l
<€e+e+e=3e
Como € > 0 es arbitrario entonces x = y. |

Ejemplo: Consideremos; y las sucesiones h; = (1,0,...) yh, = (0,...,0 ,1,—1,0, ...)
——

n—2 veces

paran > 2. Demostremos que la serie Y~ h,, es condicionalmente convergente en
L.

Sea (e;)ien los vectores basicos de ;. Entonces para («;);cn escalares tenemos que:

m-+p m-+p

Z a;h; = Z ai(ei—l - €i)

i=m
= m(€m-1 = €m) + Wmt1(€m — €mt1) + Wmia(Ems1 — €m2)

+ oo+ Amap(€mip-1 — Emip)
= mem-1 + (i1 — am)em + (Una2 — @ma1)ema1 + (Qmas — Gma2)emas

+ o A (Qmp — Omgp—1)€mtp—1 = MmipCmap-

82



Luego,

m+p m+p—1
D k| =laml+ Y o — il + |omp|-
i=m 1 i=m

Por tanto, la serie y_;° | «;h; converge siy solo siy . |1 — ;| < co. En particular,
si tomamos «,, = - paran € N se tiene que a1 = —5 y ast:

_Nli-G+ )
_; i(i+1)

o0

o
Dl —ail =3
=1

=1

1 1
t+1

[e.e]

1
<
i(i+1) = &

=1

oo

De modo que la serie Y .2, o;h; converge. Pero ;° (—1)'a;h; no converge ya que:

o0

A 1 1 1
D (=Dfashi = (=1,0,...) + 5(1, —1,0,...) — g(0, 1,-1,0,..) + Z(O’O’ 1,-1,0,..)

=1

1
= £(0,0,0,1,-1,0,..) + ...

:—€1+§(61—€2)——(62—63)+—(€3—64)—5(64—65)+.
1 1 1 1 1 1 1
= —1+§ €1 — 5‘}‘5 €y — §+§ €3 — Z+g €4+...
1 = /1 1
_—561—;(;+Z+1>61
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Asi:

=2
1 = 2 =1
> Z > 9 >
—2+;¢(1+¢)— ;1+i >

y sigue que la serie >, (—1)'«;h; diverge. Asi hemos demostrado que la serie es
condicionalmente convergente. |

Finalizamos esta seccion con la siguiente caracterizacion de convergencia incondi-
cional por medio de operadores compactos.

Teorema 4.1.7 Sea )~ , x,, una serie en un espacio de Banach X. Entonces Y | ,,
converge incondicionalmente en X si y solo si el operador T' : ¢y — X tal que
T(e,) = z,, €5 compacto.

Demostracion: Suponga que ) -, z,, es incondicionalmente convergente. Demos-
tremos que lim,,,, |7 — T P,|| = 0 donde (P, ),en Son las proyecciones de sumas
parciales asociados a la base canénica (e, ),cn de ¢o. Note que el operador TP, tiene
rango finito para todo n € N.

Por tanto, siendo T el limite uniforme de operadores de rango finito tenemos que
T sera compacto. Dado ¢ > 0, como la serie converge incondicionalmente existe un
n = n(e) tal que si F es un subconjunto finito de {n + 1,n + 2, ...} entonces:

2

jEF

€
< -
-2

Luego para cada z* € X* con ||z*|| < 1 tenemos que

y por tanto
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Asi,
Yzt (zy)| < e
jeF

Luego, si z € ¢y con ||z]|o < 1 se sigue que:

(T —TP,)z=T(z) — TP,(2)

) ol

= (Tek)zk = Z T2

k>m k>m

Por tanto, (T — TF,)z = Y ., T (Tk2k) ¥

Z ¥ (zxzy)

k>m

|z*(T — TPy)z| =

<3 Janlle (o)

k>m

<> et < e

k>m

Sigue que, |z*(T' — TP,,)z| < e paratodo m > nytodo z* € X* con ||z*|| < 1y
z € coo- Asi por la densidad de ¢ en ¢y concluimos que |z*(T' — T'P,,)z| < € para
todo z € ¢y y todo z* € X*. De modo que, ||[(T'— T'P,,)z|| < € Vm > n. Por tanto, T
es el limite uniforme de operadores de rango finito y por tanto es compacto.

Reciprocamente, suponga que 7" : ¢, — X es compacto y que > -, x,, una serie en
el espacio de Banach X con Te,, = x,,. Veamos que 220:1 z,, €s incondicionalmen-
te convergente. Por el teorema de Schauder T* : X* — [; es compacto, es decir,
T*(Bx+) C [y es relativamente compacto en [;. Entonces, por la caracterizacién de
conjuntos compactos en [y, se tiene que para todo € > 0 existe un N, € N tal que

Z (T (2"))k| < eVa® € X* con ||z*|| < 1.

k=Ne+1
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Como x,, = Te, paratodo n € N, tenemos

(T*z), = (T*z")ey

= 2" (Teg)
= z* (),
y de este Teorema, .
> T (@)l <€ Vot e X
kE=Net1

Sea ahora (ny,)ren Una subsucesion de N. Entonces para m > p > N, tenemos:

zm: Te,,

k=p+1

m

Z z*(Tey, )

k=p+1

sup
flz*[<1

m
< sup (Z I*|T6nk!> <,

le*lI<1 \ p=pt1

y como X es un espacio de Banach entonces la serie ) - | x,,, converge y por tanto
la serie ), , =, converge incondicionalmente (ver Teorema 4.1.6). [

4.2. BASES INCONDICIONALES

Definicion 4.2.1 (Base incondicional) Una base (e, ),cn de un espacio de Banach
X se llama incondicional si para cada x € X la serie )", ek (x)e,, converge incondi-
cionalmente a x. En otras palabras, (e,,)n,cn €S una base incondicional de X si y solo
Si (ex(n))nen €8 Una base de X para todas las permutaciones w : N — N.

El Teorema 4.1.6 podemos reescribirlo como:

Teorema 4.2.2 Para una base de Schauder (e,,),en SON equivalentes:

a. (en)nen €S Una base incondicional.

b. Para cada serie convergente Y | a,e,, y cada sucesion estrictamente crecien-
te de enteros (n;);en la subserie " | a,,e,, converge.

c. Para cada serie convergente ), a,e, y cada sucesion (&,)nen CON &, =
+1Vn € N la serie Y | e,a,e, converge.

d. Paracadae > 0y cada serie convergente x =y | a,e, existe un subconjunto
finito Aqg C N tal que para cada A finito con A O A, entonces

E a;e; — T

€A

< €.
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Ejemplos:

1. Los vectores de la base unitaria de ¢y y 1, (1 < p < c0) son una base incondi-
cionaldecy yl, (1 <p < o).

2. Base sumante de c, (Base no incondicional) Considere (x,,),cn definida por
x, =e1+ex+...+e, conn € N. Se demostré en el ejemplo 2.3.4 que (x,,)nen
es una base de cy. Demostremos que esta base no es incondicional. En efecto,

param,p € N

m-+p m+p 7 m m—+1 m—+p
Z oG;T; = Z (0] Zej = O, (Z 6j> + Ot 1 (Z €j> + ...+ Am+p <Z €j>
i=m i=m  j=1 =1 =1 =1

= apm(er + ..+ em) + ampr(er + oo 4 emp1) + oo + Ampler + oo+ emyp)
= e1(m + U1 + oo F Qngp) + oo F €@ + g1 + oo+ Q)

+ em+1 (am + Qg1 + o+ am+p) + o+ Cm+4pCm+p

m+p m+p m+p
=€ (Z Og) + ...+ en (Z aj> + €m+1 (Z ozj> + oo F QngpCongp-

j=m j=m j=m
De donde,
m—+p m-+p m+p m+p
E a;z;|| =sup 5 ajl, g ajl, 5 |y ey [y
j=m j=m j=m+1 j=m+2

€o

m-+p
= Sup E Oéj .
OSKSP | jmmetk

Por tanto, > .-, cuxz; converge, si y solo si la sucesion de sumas parciales es
de Cauchy y por tanto la sucesion de sumas parciales de («;);jen también es
de Cauchy en R y por tanto converge, lo que no es cierto para toda sucesion
(o) jen- Puede tomar por ejemplo a; = (—1)7. |

Continuamos ahora con algunos teoremas que seran de ayuda para nuestro teorema
principal.

Teorema 4.2.3 Sea (x,).en Una base incondicional de un espacio de Banach X. Si
> anx, €s convergente entonces la serie - | aya,x, €S convergente para todo

(an)neN en loo
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Demostracion: Como la serie Zzozl a,, €s incondicionalmente convergente, del
Teorema 4.1.4 existe un m € N tal que para cada sucesion (s, ),cn de signos y cada
subconjunto finito no vacio F de N con min F' > m se tiene que:

Z SnlnTyl|l < €. (4.2)

neF

Fijemos F que satisface la ecuacién 4.2 y sea x* € X* de norma uno tal que

x* E AnQpnXy | = E oy Oy, T,

nekr nekr

Ahora, considere la sucesién de signos (s, Sa, ..., Su, -..) definida por

Sp =1 st apx™(anx,) >0,

Sp = —1 st apx*(ayz,) < 0.

Esto implica,

E AnOp Tyl = 2* E o Oy, Lo,

neFr neFr

= Z an* (anry)

neF

IN
w
3
S
3
8
s
B
_*

= E SplnTy|| < €.

neF

Por lo tanto, la sucesién de sumas parciales de la serie | s,,a,x, es de Cauchy y
asi es convergente. Entonces, la serie Zle a0, T, €S convergente. [ |

Teorema 4.2.4 Sea (z,),en Una base incondicional de un espacio de Banach X. Si
lbn| < |a,| para todon € Ny >">  a,z, es convergente entonces .- b,z, es
convergente.
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Demostracion: Sea 7 una permutacion de N y suponga que Y ° | a,x, €s conver-
gente junto con 22021 Ar(n)Tr(n)- ASI, Si 2" € X* entonces

Zanx*(xn) < o0,
n=1
y
Z aﬂ.(n)x*((ﬂﬂ-(n)) S Q.
n=1

Por tanto, la serie > ° | a,z*(z,) es incondicionalmente convergente en R y como
en R la convergencia incondicional de las series es equivalente a la convergencia
absoluta tenemos que:

A= Z lapx*(z,)| < o0.

n=1

Sea (by)nen con |b,| < |a,|. Entonces, para todo subconjunto finito ' C N se tiene

que:
z* (Z bnxn>
nekr

Sea J : X — X** laisometria candnica, entonces aplicando el principio de acotacion
uniforme y de 4.3 se sigue que:

P = {J (anxn> :|by| < lan| paran € Ny F fim'to} < 00.

neF

< bt (w)| < A (4.3)

nel

Entonces concluimos que:

B:{ > b,

2 |on] < lan| paran e Ny F fim'to} < 0.

neFr

Asi, paracada ) . an,x, € X definimos B = ||| >, . any,]|||, entonces es facil ver
que (X, ||| - ||]1) es un espacio normado y completo, ademas

Zanxn < Zanxn‘”l‘

nekl neF
De modo que el operador T": (X, ||| - ||l1) — (X, | - ||) definido por

T (Z anxn) = Z AnTy,

neF nel

es biyectivo, de donde sigue que T es continuo y por el Teorema de la aplicacién
abierta existe un K € R* tal que para cada z € X

[zl < =l < Kl
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Luego, dado € > 0, existe un N € N tal que sin,m > N se tiene que:
> b

es decir, {d_"_ bz, }, es una sucesién de Cauchy en X y por tanto se sigue de
esta implicacién que la serie > "_ b,x, es convergente. [ |

n

g Qr Ty

r=m

< <6

1

Nota: Se sigue del teorema anterior que si (e,,),cn €S una base incondicional de X si y
solo si existe una constante k > 0 tal que para todon € N siay,as,...an, by, by, ..., 0N
son numeros reales tales que |a,| < |b,| Vn =1, ..., N entonces

N N
Z anenll < K Z bnén (4.4)
n=1 n=1

Definicion 4.2.5 (Constante bdsica de Incondicionalidad) Sea (e,,),cn una base
incondicional de un espacio de Banach X, la constante basica de incondicionalidad
K, de (e,)nen €5 la menor constante K tal que la expresion (4.4) es vélida. Entonces,
decimos que (e, )nen €s K-incondicional.

Corolario 4.2.6 Sea X un espacio de Banach con base incondicional (x,,)nen ¥y A un
subconjunto finito de N. Dado © = fo:l anx, definimos

Pa(z) = Zana:n.
ncA

Entonces, P, es una proyeccion y sup{||Pa|| : A C N, Aes finito} < oc.

Demostracion: Sea A C N con |A| < +oo y defina

Py (i anen> = aen

n=0 neA

Como (e,)qen €S Una base entonces los P4 son continuos. Demostremos que
sup{||Pall : A C N, |A| < o0} es finito.

Por el Teorema de Banach-Steinhaus es suficiente probar que para todo x fijo en E
sup{||Paz| : A C N,|A| < oo} es finito. Supongamos que no. Entonces, para algin
r € X, podemos encontrar (Ay)ren, Ar € N, |Ax| < oo tal que ||Py, x| — oo
cuando = — oo. Por hipétesis, existe un Ay C N tal que

xr — E QnCn

neA

<1 VADA,.

Como, A, U Ay D Ag, entonces ||z — Pa,ua,x|| < 1. Asi, || Pa,ua, x|l < [|z|| + 1. Pero,
| Pauantll = [|Pa,x + Pag-a,z|| = [|Pa,zl] — | Pag-a, ],
y como Ayg—A; C Ay, entonces || Pa, 4,2 es acotado, lo que obliga || P4, ua,2|| — oo

lo que es absurdo. |

90



4.3. SERIES W.U.C Y EL TEOREMA DE BESSAGA Y
PELCZYNSKI

Definicion 4.3.1 (Serie w.u.C) Una serie Y .~ x, en un espacio de Banach X es
débilmente incondicionalmente de Cauchy o débilmente incondicionalmente conver-
gente (w.u.C) si para cada x* € X* se tiene que

Sl )| < oo,
n=1

Teorema 4.3.2 Si una serie )~ | x, converge incondicionalmente a algin x en un
espacio de Banach X, entonces la serie Y~ , x,, es débilmente incondicionalmente
convergente.

Demostracion: Como la serie )~ , z,, converge incondicionalmente, entonces para
cada funcional lineal z* € X* la serie de nimeros reales >~ | z*(zx(n)) converge
para cada permutacién 7. Por el teorema de Riemman, una serie de nimeros reales
Y>>, a, converge incondicionalmente si y solo si esta converge absolutamente, es
decir, > 07 | |a,| < +oo. Asi que, Y7 |z*(x,)| < 4o0. Por tanto la serie es débil-
mente incondicionalmente convergente. |

Lema 4.3.3 Suponga que la serie ) ", x,, es débilmente incondicionalmente con-
vergente en X. Entonces:

sup Z|x T,)| < +o0.
llz*I<17;

Demostracion: Sea 7' : X* — [y definida por T'(z*) = (z*(x,))nen- La hipbtesis
garantiza que T'(z*) € [, V 2* € X*. Defina T, : X* — [, por

T.(z") = (2" (z1), 2" (z2), ..., 2" (24,), 0,0, ...).
Entonces, como para cada z* € X* la serie )~ , [2*(x,)| converge se sigue que
> L@l =0,
k=n-+1

es decir, ||Tz* — T,z*|| — 0 cuando n — oo. Por tanto T,,z* — Ta* Vz* € X*.
Ademas, T,, es lineal y continua para todan € N. Como X* es un espacio de Banach,
por el teorema de Banach-Steinhaus sigue que T es lineal, continua y

oo
17| = sup_ |Tz* ], = sup > [a"(za)] < +o00.
flz=|I< llz*I<1,25
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Teorema 4.3.4 Sea ), x, una serie en un espacio de Banach X. Entonces la
serie )", x,, es débilmente incondicionalmente convergente si y solo si existe una
constante C > (0 tal que para cualquier (t,,),en € I~ Se€ tiene:

Z thk

k=1

sup
n>1

< C'sup [ty).
n
Demostracion: Tomemos

C= sup 3 Ja ()]

lz=ll<1 =4

Entonces, para (t,)nen € I Y 7 € N se tiene que:

zn:tkl'k z* (zn: tkd,’k) ‘ .
k=1 k=1

k=1 k=1

<3 telle” )
k=1

< sup
n>1

De ello que,

n
< suptp] > | ()]
k2l 3

< C'sup |tg] V' e X*, Vn e N.
k>1

Luego,

n
Z thL’k

k=1
De donde se puede concluir que:

< C'sup [tnl.

sup
n>1

n
E trxy,
k=1

< C'sup [tnl.

Reciprocamente, sea z* € X* y definamos t,, = +1, entonces (t,).en € I Y para
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todo n € N se tiene:

= Zx*(tnxn)

IN
)

*
~
3
8
3

n=1

N
n=1

< Cll].

Por lo cual la sucesién (ij:l ]x*(xn)|> es limitada y por ser de términos no
NeN
negativos es creciente y por tanto converge. |

Ejemplo: En el espacio c, considere la serie ;- e, formada por los vectores uni-
tarios de cy. Esta serie diverge ya que sus términos generales e, no convergen a 0.
Sea f un funcional lineal de |, = ¢}, entonces f = (fi, f2,...) con fr € R y

Dol =1l < oo
k=1

Entonces -
Z|f€k :ka|<+oo.
k=1

Es decir, la serie es débilmente incondicionalmente convergente. Asi, construimos
una serie en cy que es débilmente incondicionalmente convergente pero diverge en
la topologia de la norma. Ademas, la serie diverge en la topologia débil también, pues
si fuera convergente las coordenadas de su suma deberian ser iguales a 1 pero cy no
contiene tal elemento. |

Definicion 4.3.5 A partir de ahora, cada vez que digamos que un espacio de Banach
X contiene una copia de un espacio de Banach Y queremos decir que X contiene un
subespacio E cerrado que es isomorfo a Y.

Corolario 4.3.6 Si un espacio de Banach X contiene una copia de c, entonces en X
existe una serie débilmente incondicionalmente convergente que diverge (tanto en la
norma como en la topologia débil).
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El préximo teorema nos da una caracterizacion de los espacios de Banach que no
contienen una copia isomorfa de ¢, el cual es el objetivo de nuestro trabajo.

Teorema 4.3.7 (Teorema de Bessaga-Pelczynski) Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a. X no contiene un subespacio isomorfo a cy.

b. Cada serie débilmente incondicionalmente convergente en X es débilmente
convergente.

c. Cada serie débilmente incondicionalmente convergente en X es incondicional-
mente convergente.

d. Cada serie débilmente incondicionalmente convergente en X es convergente
en norma.

Demostracion: Demostraremos que:

d) = c¢) = b) —a) —d).

d) — ¢)] Considere la serie Y _.°, =; en X'y suponga que es débilmente incondicional-
mente convergente en X. Entonces las series Z;’il o;x; con o; = £1 es débilmen-
te incondicionalmente convergente también. Luego por d) las series Y .°, a;z; con
«a; = £1 son convergente en norma que (por Teorema 4.1.6) significa precisamente
que la serie Y_.°, x; es incondicionalmente convergente.

¢) — b)] Suponga que la serie > ;° x; es débilmente incondicionalmente conver-
gente. Entonces, por hip6tesis la serie es incondicionalmente convergente y por tanto
es convergente, luego es débilmente convergente.

b) — a)] Se sigue del corolario.

a) — d)] Supongamos que existe una serie débilmente incondicionalmente conver-
gente en X que no es convergente en norma. Por el criterio de Cauchy la sucesién
de sumas parciales s, = Zf;l x; no es de Cauchy. Por tanto, existe un 6 > 0 tal que
para todo n € N existen dos nimeros naturales p,, > ¢, > n tal que ||s,, — sp.|| > 9.

Aplicando esto, podemos encontrar enteros 1 < n; < ny < nz < ... y una suce-
Sion g, = > it a; tal que infy ||yk]] > 6 > 0. La serie Y.,y es débilmente
incondicionalmente convergente y por tanto (y;) converge débilmente a 0. Luego, por
el Principio de Seleccién de Bessaga y Petczynski, podemos extraer una subsuce-

sion basica (2 )ken-
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Asi, la serie )_.° | z, es también débilmente incondicionalmente convergente y por
Teorema 4.3.4 existe una constante A > 0 tal que

S et ()l £ Alla”], vt € X
k=1

Defina el operador T : ¢g — X como T'(ex) = 2 donde (ey),en €S la base estandar
de ¢y. Sean ty, t,, ..., t,, nUmeros reales arbitrarios. Entonces,

()]

= sup trzr || = sup f 21 )ty

s (2 )‘ Jup 1> )

< max |tg| su <Zf11nax tr| = tre
1<k<n‘ k‘f@g kz tl = ; Kok .

Esto implica que T es un operador lineal bien definido y continuo. (En realidad,
T : ¢g — X es una extension continua de el mismo operador pero definida en ¢y
Y coo €S denso en ¢y). Demostremos que T es un isomorfismo sobre su imagen.

Como (zx)ren €S UNa sucesion basica existe una constante X > 0 tal que

Z tk:Zk:

k=1

> Kméx trzkll y como ||zk|| > 1 para k € N tenemos

> K6 méx |ty
1<k<n

> K¢

n
E tpex
k=1

o

r(5)

Por tanto,

' _

> Ko

n
E trex
k=1

Asi, T es un isomorfismo sobre su imagen. |

&)
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El teorema de Bessaga-Pefczinski es un prototipo de los teoremas de exclusién que
dicen que si podemos excluir un cierto tipo de espacios de Banach entonces se tendra
una propiedad particular.

Ya hemos visto que una serie .~ , z,, en un espacio de Banach X converge incondi-
cionalmente en norma si y solo si cada subserie Y ;- | x,,, lo hace. En particular, cada
subserie de una serie incondicionalmente convergente es débilmente convergente. El
teorema de Orlicz-Pettis establece que el reciproco es también verdadero.

Teorema 4.3.8 (Teorema de Orlicz-Pettis) Suponga que ), =, €s una serie en
un espacio de Banach X para el cual cada subserie ) _,- | x,, converge débilmente.
Entonces )" | x,, converge incondicionalmente en norma.

Demostracion: La hip6tesis implica facilmente que la serie es débilmente incondicio-
nalmente convergente. Suponga que >~ | x,, no es incondicionalmente convergente,
entonces existen (p,)nens (¢n)nen, (Tn)nen de enteros positivos con p; < ¢1 < pe <
g2 < ... tal que la sucesion (y,, ).y dada por

dn
Yn = E Lr;

1=pn

satisface ||y, || > € > 0.

Ahora )~ | y,, es una subserie de >~ =, y por tanto es débilmente convergen-
te también. En particular, (y,).en €s débilmente nula y inf,,> ||y,|| > 0. Luego por
el Principio de Seleccion de Bessaga-Petczynski existe una subsucesion (z,),cn de
(Yn)nen que es basica. Como > z, es débilmente incondicionalmente convergente
existe un C' > 0 tal que:

n n
Ztkzk <C sup [t =C Ztkek
k=1 Isksn k=1

0

Por tanto, (zx)ren €S equivalente a los vectores (ey)ren de ¢o. Pero la serie > e, no
es débilmente convergente y por tanto la serie > z;, tampoco lo es, lo que contradice
lo afirmado. [ |

Corolario 4.3.9 Si un espacio de Banach X es débilmente secuencialmente comple-
fo entonces cada serie débilmente incondicionalmente de Cauchy es incondicional-
mente convergente.

Demostracion: Si ) ,° | z,, es débilmente incondicionalmente de Cauchy entonces
> e, x*(x,) es absolutamente convergente para cada z* € X* lo que equivale a
decir que > -, x*(x,,) converge. Pero cada subserie ) .~ z,, es débilmente de
Cauchy y por tanto converge débilmente por hipétesis. Luego >, z,, es incondicio-
nalmente convergente por el teorema de Orlicz-Pettis. [ |
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Teorema 4.3.10 Sea (z,),en UNa sucesion normalizada en l, paral < p < oo (res-
pectivamente c) tal que (z,).en €S débilmente nula. Entonces hay una subsucesion
(xn, Jnen Que es una sucesion bdsica equivalente a la base canénica de 1, y tal que
[, ]nen €5 cOmplementada en [, (respectivamente en c).

Demostracion: Por el Teorema de Bessaga-Petczynski obtenemos una subsucesion
(@, Jnen Y UNA sucesién basica bloque de (e, ).en tal que (z,, )nen €S basica. Por el
Teorema 3.2.4 la sucesion (x,,, )ren €S equivalente a (e, )nen Y €S cOmplementada en
[

L.
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