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DESCRIPCION:

Un espacio es reflexivo si es isomorfo a su doble dual bajo la inyeccion canonica, dicha idea se examiné a
través de diferentes conceptos preliminares, colocando énfasis en la construccion del matematico Robert
C. James, quien por medio del Espacio de James' J demostré con este contragjemplo la solucién a
la pregunta planteada anos atras: ;un espacio de Banach X es necesariamente reflexivo si, y solo si,
es isométricamente isomorfo a su doble dual? En este contexto, el trabajo se centré en la exploracion
de las propiedades principales de J como la monotonicidad, el estudio de su base reductora y el
resultado primordial que motivo este trabajo donde se muestra que el espacio 7 es isométrico a 7** y es

cuasirreflexivo de orden 1, donde dicho espacio [ no posee ninguna base incondicional.
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ABSTRACT

TITLE: PROPERTIES OF JAMES SPACE

AUTHORS: HERSON STIVEN SUAREZ CHAVEZ; SANTIAGO JOSE DELGADO BENITEZ; EDGAR
EDUARDO MANTILLA PEDROZA; YENY PAOLA MORENO PABON ~

KEYWORDS: JAMES, BANACH SPACE, REFLEXIVITY, ISOMETRY, ISOMORPHISM, NORM.

DESCRIPTION:

A space is reflexive if it is isomorphic to its dual double under the canonical injection, this idea was examined
through different preliminary concepts, placing emphasis on the construction of the mathematician Robert
C. James, who by means of the James space .7 proved with this counterexample the solution to the question
posed years ago: is a Banach space X necessatrily reflexive if, and only if, it is isometrically isomorphic to
its dual double?. In this context, the work focused on the exploration of the main properties of J such as
monotonicity, the study of its reductive basis and the primary result that motivated this paper where it is
shown that the space J is isometric to J** and is quasi-reflexive of order 1, where such a space J does

not possess any unconditional basis.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Sergio Andrés Pérez Ledn, Doctor en
Matematicas.
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Introduccion

Es ampliamente conocido que todo espacio de Banach reflexivo es isométricamente
isomorfo a su doble dual. Sin embargo, a principios del siglo XX, surgid la siguiente
conjetura: Si X es un espacio de Banach separable e isométricamente isomorfo a su

doble dual, entonces X es reflexivo.

Esta conjetura fue resuelta en el ano 1951 por el matematico estadounidense Robert
James, en su articulo titulado “A Non-Reflexive Banach Space Isometric with Its Second
Conjugate Space”, James mostrd un ejemplo de un espacio de Banach separable
isométricamente isomorfo a su doble dual, pero no reflexivo. Tal espacio recibio el
nombre de espacio de James. Ademas de esta propiedad el espacio de James es un

espacio con base de Schauder, pero sin base incondicional.

Inicialmente, vamos a establecer algunas nociones preliminares, tomando como
referencia el libro “Introduccién al analisis funcional y a la geometria de espacios de
Banach”de H. Fetter Nathansky y B. Gamboa de Buen. Este libro explora algunos de los
resultados obtenidos por R. James en sus dos articulos “Bases and Reflexivity of Banach
Spaces” y “A Non-Reflexive Banach Space Isometric with Its Second Conjugate Space”,

utilizando una forma y notaciéon mas actualizada.
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1. Preliminares

Es necesario establecer ciertos teoremas y definiciones que, aunque hayan sido
discutidos en el seminario de investigacion, son fundamentales para comprender
plenamente los resultados obtenidos por R. James en sus articulos. Estos conceptos
proporcionan una base soélida para el analisis y la interpretacién de sus contribuciones.
Ademas, nos permiten contextualizar adecuadamente los hallazgos de James dentro del

marco mas amplio del analisis funcional y la teoria de espacios de Banach.

1.1. Teoremas de Hahn-Banach

Teorema 1.1.1. (Kreyszig, 1991, Teorema 4.3-2, p. 221) Sea f un funcional lineal acotado
sobre un subespacio Z de un espacio normado X. Entonces existe un funcional lineal

acotado f sobre X el cual es una extension de f a X y tienen la misma norma,

1Fllx = 1£1lz

donde

Ifllx = sup [f(@)l,  [Ifllz= sup |f(z)].
X Z

xe xe
llzll=1 lzll=1

Teorema 1.1.2. (Kreyszig, 1991, Teorema 4.3-3, p. 223) Sea X un espacio normado y
sea x, # 0 cualquier elemento de X . Entonces existe un funcional lineal acotado f sobre

X tal que

IFl =1, [ (zo)ll = lloll.

Definicion 1.1.3. (Nathansky & de Buen, 1994, Definicion 4.51) Denotamos por j : X —

X** la inyeccion candnica del espacio de Banach X en su doble dual X**, dada por

12



Paracadaz € X y cadax* € X*. El espacio de Banach X se dice reflexivo si j(X) = X**.

Teorema 1.1.4. (Kreyszig, 1991) Dado un espacio de Banach X, este es isométrico a su

doble dual X** via la inyeccion candnica.

En las charlas del seminario se abordaron de manera detallada las definiciones
y conceptos relacionados con las topologias débiles, asi como las nociones de
convergencia débil y fuerte. En las relatorias se encuentran documentadas las

definiciones clave y los teoremas mas importantes tratados en relacién con estos temas.

1.2. Bases reductoras y acotadamente completas

Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder {z,}> ,. La existencia de esta
base en el espacio proporciona informacion limitada. Sin embargo, si esta base posee
ciertas propiedades adicionales, podemos extraer mas informacion significativa, como

saber si el espacio es reflexivo o si contiene algun subespacio isomorfo a ¢, 0 /7.

Es natural pensar que si {z,}>°, es una base de Schauder en el espacio de Banach
X, esto implica que la sucesion {z}>°, en el espacio dual X* de los funcionales
biortogonales asociados a la base {z,}>2, también es una base de Schauder. Sin
embargo, esto no es siempre cierto, ya que para que {z}}>° , sea una base de Schauder
en X*, implica que X* debe ser separable lo cual no siempre sucede. Un contraejemplo
es el espacio de Banach ¢, con la base de Schauder canénica {e,}>>,, donde e, =

<0, 0,...,1,0,0, ) Note que su dual es ¢, el cual no es separable.

Lema 1.2.1. (Nathansky & de Buen, 1994, Lema 6.23, p. 241) Sea {x,}°, una base
de Schauder en un espacio de Banach X con constante de base K. Entonces la
sucesion de funcionales biortogonales {x:}:°, C X*, es una sucesion bdsica con
constante de base menor o igual a K y las proyecciones asociadas a esta sucesion son

Prlizne=,,n = 1,2, ..., donde P, es el operador adjunto a la proyeccion P,.

1=

13



Ademas, si {x,}°2, es mondtona, es decir si K = 1, se tiene que para * € X*
|2*|| = lim ||Pia*|| = sup || Pra]|.
n—oo HEN

Demostracion. En el lema 6.8 (Nathansky & de Buen, 1994) se probé que el funcional
biortogonal 27 es acotado. Sean P, : X — X, conn = 1,2, ... |as proyecciones asociadas
a la base de Schauder {z,}> ;. Por el teorema 4.81 (Nathansky & de Buen, 1994) se
obtiene que los operadores adjuntos P : X* — X* son acotados tales que ||P*|| = || P.]|-
Entonces

sup || Pyl = sup ||} = K- (1.1)

Ahora, sean z* € X*yx =>_>" a,z, € X. Nuevamente, por el teorema 4.81 (Nathansky

n=1

& de Buen, 1994) se tiene que:

(Pr(z"),z) = (2", Py(2)) = <x*, nl ale> =z <Zn: aixi>,

1=

por la linealidad de z* y por la definicion del funcional biortogonal a; = «} (Z aixi>, de

esta manera, se obtiene lo siguiente:

n

x* (; aixi> = ; a;x*(z;) = Z Zx x;)T <Z am)

i=1

= <Zx*(ml)mf,2alxl> = <Zx*(ml)xf,x>
=1 i=1 =1
Por tanto, (P <Zx x;)x ;1:> esto implica que

= iflf*(wi)xi‘, (1.2)

lo cual significa que
Po(X7) C [27]2y (1.3)

14



En particular, Si bx: € x*] — 1 de la ecuacion 1.2 es posible deducir que
7 nin=1
i=1

o n
Py b=y b}
=1 =1
De lo anterior, de las ecuaciones 1.3 y 1.1 es posible concluir que

sup < K. (1.4)

neN

7152

=1

Note que del corolario 6.13 (Nathansky & de Buen, 1994) se sigue que {z}}>°, es una
sucesion basica cuya constante de base es menor o igual a K, solo basta probar que

{zX}52, es un conjunto linealmente independiente.

Sea {z!},cr con [ finito. Supongamos que Zaixf = 0y seaj € I fijjo, entonces
1€l

<Z a;x ) z;) = 0. Asi, a; = 0 y como j fue tomado arbitrariamente, entonces {x;}>

el
es linealmente independiente, entonces la sucesion {z;}3°, es basica.

Ahora, supongamos que la sucesién es mondtona, es decir, K = 1 yseane > 0y
oo

r =Y a,x, € X con |z| = 1tal que |z*(z)| > (1 — £)||2*||. Por la continuidad de z* se

n=1

tiene que z* (Z ana:n> Z anx*(x,) y existe N tal que paran > N,

)| < ellz*]. (1.5)

Asi,

(1 =e)ffz7|] < [a" (2 ) (1.6)

l

15



por la desigualdad triangular se sigue que

oo n oo o0

Zanx*(xn) < Zaix*(xi) + Z a;x*(z;)| = [(Prx™)(x)| + Z a;x*(z;)
n=1 i=1 i=n-+1 i=n+1
< [Pyt +elle . (1.7)
De la ecuacion 1.7 y como K = 1, se tiene que paran > N
(1= 2e) [l < [[P72™] < [l™]]
Por tanto, al evaluar el limite, se tiene que lim ||Pfz*|| = |«*||. Por hipétesis, la
n—oo

sucesion {z,}22, es monotona, es decir, ||Piz*|| < [Py, ,2*|. Esto implica que |z*| =

lim || Pra”|| = sup,ey |15 27 H
n—oo

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el espacio c, con la base sumante {¢,,}°2_,, definido como,

n=17s

n

fn:el+62+...+en:26i

=1

cuyo dual de c, es el espacio (, que es separable. Donde se tiene que &, = e}, — e’ |,

n

donde {e}}>° | es la sucesion de funcionales biortogonales asociadas a la base canodnica

de co. Como ya es conocido {e}}>°, es la base candnica de ¢,. Por lo tanto ¢ es el

n=1

elemento

(o, 0,...1,—1,0,0, )

y su norma es 2. Veremos que e} & [£5]°°,. Supongamos que
€] = Z a;&;
=1
Entonces 1 = ej(ey) =a; ySin > 1
0=cjlen) = an — an_1

de donde a,, = 1 paran = 1,2,...; pero por el lema 6.2 (Nathansky & de Buen, 1994,

16



p. 219), la sucesion {a, }5°, deberia converger a 0. Hemos demostrado asi que {5},
no es base de (1, es decir, la sucesion de funcionales biortogonales {¢:}°° , asociados a

la base sumante {¢,,}°°, no conforma una base para el dual de c,, el cual es (.

El teorema siguiente nos da una condicion necesaria y suficiente para que la sucesion

basica {xz*}°° , sea una base para X*.

Teorema 1.2.3. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.24, p. 244) Sea X un espacio
de Banach con una base de Schauder {x,}°°,. Entonces la sucesion de funcionales

biortogonales {x}}>° | es una base de Schauder de X* si y solo si para cada z* € X*

lim ||z* [x;]2 =0. (1 8)
n—00 =n

Si una base de Schauder satisface el limite anterior, se le llama base reductora.

Demostracion. Supongamos que la sucesion de funcionales biortogonales {z*}> ; es
una base de Schauder del dual X*, entonces por definicion, para todo funcional z* € X*
se tiene que
lim ||z* — Pra*|| = 0. (1.9)
n—oo

Sea y € [¢;]%°,,. Entonces, como P, _,y = 0, pues P,_; proyecta hasta el términon — 1,
(2" )| = [(2", y) — (2", Pooay)| = (2", y) — (Pr_12™, y)

= [{@" = Poam y)| < la” = Py |lyll-

Lo cual implica que
0<

* * * *
x <|z* =P _ iz

[z:]2,,

y de la ecuacion 1.9 se obtiene

= 0.

lim ||z*

Reciprocamente, sea {z,}°°, una sucesion tal que satisface la ecuacién 1.8 y sea z* €

17



X*, entonces para todo x € X con ||z|| =1,

(@ = Pla*,2)| = (", 2) — (Pa",2)| = (", 2) — (&, Pa)|

="z = Bur)| = (2", (I = B)z)| = ‘<x

222,01 (I — Pn):r>

< ||z* z*

11 = Pn]| <

(]2 41 ()72 41 (1+K)

Donde K representa la constante de base de la sucesion {x, }22,. De lo anterior se tiene
que lim |z* — Pfz*|| = 0.
n—oo

]

Ejemplo 1.2.4. En los ejemplos anteriores se ha mostrado que las bases canonicas
enc yent,l < p < oo, son reductoras. es decir, la sucesion de funcionales
biortogonales {e* }>_ , asociados a la base canodnica {e, }°>, conforman una base para ¢,

. 1 1
y ¢, respectivamente, donde — + — = 1.
P q

Teorema 1.2.5. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.25, p. 245) Si X es un espacio

de Banach con una base de Schauder {x,}>° ;| tal que:

n
Siempre que {a,}>>, C K es tal que Sup{ >
neN :
=1
converge, entonces X es isomorfo al dual del espacio [x}]5°, C X*

o0
}< o la serie Zanxn también

n=1

A una base de Schauder que cumple la propiedad anterior se le llama base

acotadamente completa.

Demostracion. SeanY = [z*]>°, y J : X — Y* dada por
(J(z),y) =y(x);Vy € Y,z € X, (1.10)

Esto es, J(z) = j(z)|y, donde j es la inyecciéon canénica de X en X**. Note que

|71l < Jl7]l = 1, pues la aplicacién J es la inyeccién candnica j restringida.

18



e 9]

Ahora, sean r = Zaixi € X,n € N. Por el teorema 1.1.2, existe un funcional z* € X* con
=1

|z|l = 1 tal que =* (Z aimi> =

n

g a;x;

=1

. Por la ecuacion 1.2 sabemos que P'z* € Y,
=1

es decir, Piz* = Y 2"(z;)7] y

i=1
=2 <i aixi> = <z*, Y aixi> = <z*,Pn (i aixi> >
i=1 i=1 i=1

7

n

E a;x;

=1

i=1 =1

n

= Zz*(xi)a,- = <Jiaixi, P;'L‘z*> = <Pnji a;x;, z*> =2z (Pnjiaixi)
i=1 i=1 i=1 i=1
i=1 i=1 i=1

donde K es la constante de base de {z,,} ;;

n=1"

< || Pl

lim ,
n—oo n—oo

n
E a;T;
i=1

< lim KHJZaixi
i=1

y por la continuidad de la norma se obtiene lo siguiente:

n

lim E a;T;
n—0o0

=1

n

= KHJnh;ngOZaixi

i=1

<K

n
lim J E ;T
n—0o0

i=1

De lo anterior se tiene que ||z|| < K||Jx| y como ||J|| < 1 entonces ||Jz|| < ||z||, lo que
implica que
]l

L < sl < ol (1.11)

Probemos que J es inyectiva. Recordemos que J es inyectiva si y solo si Ker(J) = {0}.
Supongamos por contradiccion que existe y € X tal que Jy = 0 con y # 0. Por la ecuacién
1.11 tenemos que
[yl
0<—=—<||Jyl| =0
e

19



lo cual es una contradiccion, por tanto Ker(J) = {0} y J es inyectiva.
Ahora, probemos que J es sobreyectiva. Note que por la definicién de funcionales

biortogonales

. . 1,sin=1
0, sin#1i

es decir, {J(z,,)}5>, es la sucesion de funcionales biortogonales asociados a {z};}>, en
Y*

Sea y* € Y*. Denotemos como {Q,}>2; a la sucesion de proyecciones asociadas a
{zX}>2, enY, entonces QF : Y* — Y* es la proyeccién adjunta de @,,. Por resultados
del lema 1.2.1 (ver las ecuaciones 1.1y 1.4) y como la constante de base de la sucesion
{zZ}>°, es menor o igual a K, entonces ||Q.,| = [|Q%] < K.

00

Por tanto, paratoday € Y cony = Z(J(mi), y)yx;

7
=1

(@™, y) = (v, Quy) = <y*,Z<J($i),y>xf> =y’ (ZU(%MW?)

=1

Es decir

Quy* =Yy (@7)J ()
i=1

y |Q:y*| < |@n*||lly*|| < Kly*||. De lo anterior y por la ecuacién 1.11

>yt
=1

< & (Z y*@;)xi) |- x

Z Y (x7)J (i)

= K||Quy’ll < K(Kly*[l) = K*|ly”|

Como la base es acotadamente completa entonces la serie es convergente en el espacio
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X,estoes, z = Zy*(xf)xi € X y note que

=1

Jr=1J (Z y*(mf)xl> =y"
i=1

Finalmente J es sobreyectiva y por tanto X es isomorfo a Y™*. O

Teorema 1.2.6. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.26, p. 247) Sea {x,}°, una
base reductora en un espacio de Banach X. Entonces el espacio X** es isomorfo al

espacio X de sucesiones {a,}>> , C K tales que
sup{ } < 00,
neN

X

n
{an}nisllx = SUP{
neN

n

E a;;

i=1

donde

g Q;T;

=1

J

o {a™ (2]), 2™ (2}),. ..} =x.

La identificacion esta dada por

Si ademas {x,,}>2, es mondtona, entonces ||z**|

xor = [

Teorema 1.2.7. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.27, p. 249) Sea X un espacio
de Banach con base de Schauder {x,}> . Entonces X es reflexivo si y solo si la base

es a la vez reductora y acotadamente completa.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Supongamos por contradiccion
que {z,};2, no es una base reductora, entonces existe z* € X* tal que ||z*[j;,= | no
tiende a cero. Es claro que {||z*|;,;= [/}» €s decreciente, esto implica que existene > 0y

paran = 1,2, ...y, € [x;]32, tales que
a) llyall =1,
b) x*(y,) >eparan=1,2, ...
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Por el corolario 4.69 (Nathansky & de Buen, 1994) es posible suponer sin pérdida de

generalidad que {y,}°°, es débilmente convergente; sea y = Z z; (y)z, su limite.

n=1

Entonces lim 2,(y,) = z},(y) para todo m. Note que por definicion de funcional
n—oo
biortogonal, z7,(y,,) = 0 para todo n > m, esto implica que =}, (y) = 0 para todo m, de ahi

y = 0 pero esto contradice el inciso b), por tanto {z,,}>2, es una base reductora.

Ahora, sea {a,}>>, C K tal que

entonces por resultado del teorema 6.26 (Nathansky & de Buen, 1994) existe z** € X**
con z**(x}) = a; para todo i. Sea j la inyeccioén candnica de X en X**. Por hipétesis
se tiene que X es reflexivo, entonces {j(z,)}°>, es una base de X**, donde z** se

expresa como xr** = Z b,j(x,) donde a, = b, para todo n. De lo anterior se sigue que

n=1
[eS)

> " anj(z,) converge en X y {x,}22, es acotadamente completa.

n=1

Reciprocamente, supongamos que {z,}°°, es una base reductora y acotadamente

completa de X. Sea =** € X**; entonces por el teorema 1.2.6 se tiene que

n
*

i=1

sup
neN

< 00

o
y como {z,}°, es acotadamente completa, la serie Zx**(x;;)xn es convergente. Por

n=1

y como y**(z}) = «™*(z}) para todo n, y por teoremai.2.3 tenemos que {z}}>° , es base

tanto
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de X*, esto implica que y** = x**, es decir

n=1

Por tanto X es reflexivo. O

Ejemplo 1.2.8. (a) La base canonica de (, paral < p < oo es a la vez reductora
y acotadamente completa y note que por el teorema anterior, (, es reflexivo para

1 <p<o0o.

(b) En ¢, la base candnica es acotadamente completa, pero, {; no puede tener una base

de reductora porque su dual es (., y este espacio no es separable.
(c) La base canonica en c, no es acotadamente completa, ya que se tiene,

sup
neN

oo
pero esta serie Z e; no converge en ¢y pues la sucesion (1,1,1,...) no pertenece al
=1

>

neN

}— sup||(1,1,...,1,0,0,...)| =1

n

espacio c.

(d) La base sumante de ¢, dada por (&,,)°, no es reductora puesto que el funcional lineal
e satisface que ¢e;(¢,) = 1 para todo n € N, por lo tanto no satisface la condicion del

teorema 1.2.3. Note ademas que, (&,) tampoco es acotadamente completa, pues

sup { } =1
neN

pero la serie Z 1)"¢, no es convergente.
=1

n

=1
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1.3. Bases incondicionales

Las bases incondicionales son otro tipo de bases las cuales permiten estudiar mas a
fondo las propiedades de los espacios de Banach. Este concepto esta muy relacionado

con la convergencia de series incondicionales.

Definicion 1.3.1. (Nathansky & de Buen, 1994, Definicion 6.28, p. 250) Sea {x,}>,

una sucesion en un espacio de Banach. Diremos que la serie an converge

n=1

o0
incondicionalmente, si para cualquier permutacion = de N, Z Tr(n) CONVErge.

n=1
Definicion 1.3.2. (Nathansky & de Buen, 1994, Definicion 6.31, p. 253) Una base de

Schauder {z,}° | en un espacio de Banach X se llama base incondicional, si para todo
oo oo

reXconz =Y a,r, tenemos que » _ a,, converge incondicionalmente.

n=1 n=1
Ejemplo 1.3.3. La base vectorial unitaria estandar {e,}°, es una base incondicional
decyyl, paral < p < oo. Un ejemplo de una base que es condicional (es decir, no
incondicional) es la base sumante de c,, {,}22 ,, definida como,

n

5"261+62+"'+€”:Zei neN
=1
Ejemplo 1.3.4. En el espacio de Banach de las sucesiones convergentes C, tenemos la

base de Schauder formada por las sucesiones e,, = (0,...,0,1,1,...). Es bien conocido

n—1 veces

que {e, }>°, no es una base incondicional.
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2. Reflexividad

En este capitulo se analizaran los resultados presentados en los articulos de James
James, 1951 y James, 1950, los cuales resultaron fundamentales en el estudio de la
reflexividad de ciertos espacios de Banach. Estos resultados también seran utilizados
para la caracterizacién del espacio de James, el cual fue previamente introducido y
analizado en este trabajo. Este espacio de James representa el primer ejemplo conocido
de un espacio que no es reflexivo, pero que si es isométricamente isomorfo a su doble

dual.

En la seccién anterior, se emplean técnicas similares, aunque de manera mas rigurosa
y actualizada. Es importante destacar que estos articulos presentan una notacién algo
anticuada. Sin embargo, resulta valioso revisar los teoremas originales que fueron el

punto de partida para el estudio de este y otros espacios.

Es necesario presentar algunas definiciones y conceptos que fueron introducidos en los
articulos y que desempenan un papel fundamental en el presente estudio. Si bien en el
capitulo anterior se establecid la nocion de sucesion basica en un espacio de Banach
B, es importante senalar que en los articulos mencionados se introduce una definicion

adicional.

Definicion 2.0.1. Dada una sucecion basica {x,,}>2., de un espacio de Banach B, se dice
que la sucecion es fundamental cuando existe un nimero 6 > 0 tal que para cualesquiera

enteros positivos n, p y cualquier sucesion {a,}>>, C K se tiene

n n+
i=1 B 1=1 B

Ademas, si § = 1, entonces la base sera llamada una base ortogonal.
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Teorema 2.0.2. (James, 1951, Teorema, p. 174)

m Sea B un espacio de Banach con una base ortogonal {z"}°, para la cual
lim || f||,, = 0 para cada f € B*, donde ||f|. es lanormade f sobre z"*'@z"+2@- - -,
n—oo

Entonces {z}}52 , es base para B* donde

1, sin=m

0, sin # m.

» SiF € B*, entonces || F|| = lim , donde F; = F(z}).
n—o0

=1

=1

» Sila sucesion {F,}>°, es tal que lim < 400, entonces F € B**, donde
n—o0

F(f)=) F.f paracadaf = _ fi € B".
=1 =1

Demostracion. (i) Ya se vio previamente que {z*}> ; es base para B* puesto que {z"}> ;

es reductora, al cumplir la condicién

lim {|fl[» =0
n— 00

para cada f € B*.

(ii) De lo que se deduce que F(f) = > Fif; para cada F' de By cada f = » _ fiz de
=1 i=1
B*, donde F; = F(z}). Esto es claro ya que al ser {z}>2, base para el dual B*, cada

funcional en B* se puede escribir de la forma
=1
donde f; = f(z%).

De manera que
F(f)=F (Z ﬁzi) =Y fiF(z)
=1 =1
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Asi, para

se tiene el resultado que buscamos.

Ademas, cada funcional se puede escribir como combinaciones lineales de elementos
x

de su base, por lo tanto f = Z fiz!, asimismo, observe que se cumple
=1

(5

debido a la linealidad del funcional f. Note ahora que

ZFif(zlJ

FE) = fz () = fi
7j=1
de modo que se tiene:

(%))

Z Fifil=|f (Z Fz)

Puesto que el funcional f es acotado se tiene la siguiente desigualdad:

i=1 i=1

0 escrito de otra forma

> Fif; =|f (ZFzzZ> <|IFI > FA| -
=1 =1 =1
Por otra parte tenemos que
il =1 fl =11 fl < I o
;F’Zﬁ Tim ;szz g&;ﬂfl < lim [|f] ;Fzz
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Es decir,

i=1 i=1
De la anterior desigualdad se llega a que
I = |5

Pero la norma || F'|| esta definida en términos del supremo como:

_[1Fw)
”F”‘feé’i{ I/ }

F#0
Por lo tanto, aplicando el supremo a la desigualdad inmediatamente anterior sobre todos

los f € B*ylos f # 0, se tiene,

[eB*
f#0

17 = sup{'ﬂ%)'}g > R

es decir,

IF] <

o
E Fi'
=1

Demostrando asi la primera desigualdad buscada. Ahora, para un n fijo, sea

n
u" = g Fzt
i=1

Sea Z := span{u™, 2"t 2"*2 ...} C B. Note que cada elemento z € Z estd dado de la

siguiente forma

oo

r=ou" + E ;2"

1=n+1

donde « es unico.
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Definimos un funcional 4 : Z — K dado por
h(z) =h (au” + Z &izi> = of|u™||.
1=n+1

De manera implicita tenemos que h(u") = ||u"|| y h(z*) = 0 si i > n. Veamos que h es un

funcional lineal y acotado en Z.

Seanz,y e Zy \v,a,B,q;, 5; € K, se tiene que,
h(Az +~vy) =h | A (au” + Z aizi> + <6u” — Z /Bzzl>>
i=n+1 i=n-+1

= h | dau™ +ypu" + A i a2t 4y i &zi)

1=n-+1 i=n-+1

=h | Qa+yBu"+ Y (A + vﬁi)z’)

it
= (Aa+8)[[u"||

= Aa[u[| + 5"

= Meflu™]]) +~v(Bllu"]])

= M(z) + vh(y)

por lo tanto se concluye la linealidad de h.

Por otra parte, sea z € Z, asi

o0
T =au” + E a; 2’
i=n+1

Al evaluar el operador h definido anteriormente y usando que {z"}32, es una base

ortogonal, obtenemos lo siguiente:
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au™ + E a; 2’

i=n—+1

= [|[].

Por lo tanto, para cada = € Z se tiene que |h(x)| < ||z||, esto directamente implica que

h
]| = supq Loy
ANE
x7#0

Concluyendo asi que h es acotado y lineal. Ademas para ||UWH € Z,
‘h <_)' R L Y L0 T
[[un]] [[un]] [ur]] [Jun]]

Por tanto ||n|| = 1. Extendiendo ahora este funcional i sobre todo B y haciendo uso del

teorema 1.1.1, (teorema de Hahn-Banach para espacios normados), se cumple que,
L= lAllz = ||hll5.

Como h € B* entonces
i=1

donde

para i > n. Por lo tanto tenemos que

- ji:zqﬁi

=1

i Fih;
i=1
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Note que

h’Z:un@anLl@._. - h

de lo que se cumple

= [h(u")] = [h(u")]

i Eih,
1=1

i Fih,
i=1

Recordando que

n
Asi, reemplazando u" = » _ F}+", se tiene que
=1

b)) = |1 (Z F)‘ — > Fhs)
= 17 (1)
< |IFln)
= |IF)|

Note que apartir del procedimiento anterior se llega a que

[A(u")] < [|F]]

Asi que por la definicion de h se llega al resultado buscado, es decir, se cumple la
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siguente desigualdad

= [lu™[] = [p(u")| < || F

n
E Fi2'
=1

para cada n, y por lo tanto, aplicando el limite,

|F|l > lm - -
n—o0

n
E Fiz'
=1

oo
E Fiz'
=1

Y 3 Rz
De este modo, se ha demostrado que

£l =

00
E FiZl
i=1

para cada elemento F' € B**.
(iii) Ahora supongamos que {F},} es una sucesion tal que

lim =M < 400
n—oo

n
E F2'
=1

Recuerde que F; = F;(z}) y por lo tanto, para todo ¢ > 0, existe N € N, tal que

<ege Vn>N

i=1

Supongamos sin pérdida de generalidad que m > n donde existe p de modo que m =

n + p. Puesto que la sucesién dada por

zn:Fi(Zf)Zi
=1
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es monotona creciente y su limite es M, entonces se cumple que,

iﬂ(ﬁ)zi < M,
=1

n-+p

Y R <M
i=1

Para toda n € N, De lo anterior se tiene que,

n+p

> Fi(z)
=1

n—+p

SR - 3RS
=1 =1

n

> F()

=1

< +

Entonces
n+p

Y F(z)

<2M

Asi que para cualquier f € B* fijo

n-+p

= |22 BEDAE)

n—+p
= ||/ (Z Fi(z;‘)zi> H
z:fp

Y E(z)7

< [[flln(2M)

< I

Por ende,
n+p

ZFf

Puesto que por hipétesis se tiene que lim || f||, = 0, lo que implica que para todo ¢ > 0,
n—oo

< [IF1l.(2M)

existe N € N tal que

€
| flln < M Vn > N

Lo que conlleva que
CM)|fll. <e, Yn>N

33



y por lo tanto,
n+p

ZFifi

=n

<e Vn>N

Concluyendo asi que )".°, F; f; es convergente. Entonces,
i=1
esta definida para cada f € B*y

|F]l = lim
n—oo

n
E Fz'
=1

o0
E F2'
=1

2.1. Caracterizacion de reflexividad

Los siguientes teoremas fueron presentados por Robert James en su articulo “Bases and
Reflexivity of Banach Spaces” James, 1950 y resultan de gran utilidad para caracterizar
la reflexividad en espacios de Banach. Mas adelante, estos teoremas seran de apoyo

esencial al analizar las propiedades del espacio 7 de James.

Lema 2.1.1. (James, 1950, Lema 1, p. 520) Sea X un espacio de Banach con base
incondicional {z,}°,. Si X no contiene un subespacio cerrado isomorfo a c,, entonces

{z,}52, es acotadamente completa

Demostracion. Considere el espacio X con la siguiente norma

-1l X — R

z = |||zl = sup{
neN

n

§ : apz'xpi

=1

- P1,DP2, 7pn7n€N}7

o0

donde = = Y _a;z;. De la definicion obtenemos que |[|z]|| > ||| para todo = € X. Sea

=1
e > 0 el nimero de la definicién 2.0.1. Se sigue que
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3

n
E , Ap; Tp;
i=1

para cualesquiera py, - - -, p,,n € N. Por lo tanto, ¢|||z||| < ||z||. De lo anterior concluimos

<lzll, siz=>) aw. (2.2)
=1

que
elllzll| < llzfl < [ll=[ll,

para todo = € X, es decir, la nueva norma es equivalente a la norma usual || - ||.

o
Supongamos que existe una serie no convergente Z a;z; tal que
=1
sup
neN

}< "
n
Do
i=1

n

E ;5

i=1

Sea ¢ > 0 tal que

< ¢, paracadan € N. (2.3)

Como )~ a,x; no es convergente, existe d > 0 tal que para cada n € N, existe p € N de
i=1

modo que
Construyamos una sucesion creciente de nimeros naturales {n,} de modoque n; =1y

n—+p

g ;L
i=n

> d.

Npy1—1

E ;05

=Ny

>d

o> |
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para cada r € N. Si n; = 1, entonces existe p; € N tal que

ni1+p1

E ;T

i=n1

> d.

Defina ny = ny + p; + 1. Supongamos que hemos definido n,

Por lo que hemos supuesto, existe p;, € N tal que

n<...<nNg—p <ngpy

njt1—1

E ;T;

1=n;

ng+Pk

E ;T

i:nk

> d.

Defina entonces ny.1 = ny + pr + 1. Asi, ngp1 > ng y

Esto completa el argumento inductivo.

nk+1—1

E QT

1=ng

> d.

Sean

...,n € N de modo que

>d, sij=2,....,k—1.

paracadar € N,y T = [z ],en. Probaremos que T es un subespacio isomorfo a ¢,. Para
[ee]

tal fin, demostraremos que si z = » _ a;z;, entonces
i=1

2c - sup |a,| > |||z/]-
neN

Si lo anterior fuese falso, existirian una sucesion (b,,) y n € N ta

2c-sup |b,| <
neN

n
E bizi
i=1
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. b; .
Sig; = para cada i € N, entonces

sup |by,|
' Z Bizi
i=1

neN
> 2c, (2.4)
donde |5;| < 1 para cada i. Mostraremos que 2.4 es falsa. Observe que

n n nijt+1—1 Np41—1
Z’Zi = Z ( Z ozjxj> ‘H: Z o x| || < e (2.5)
i=1 i=1 \ j=n; i=n1
k—1 n
Ahora, fijando n, k > 2y escribiendo u = > a;z; + Y a;z;, por la definicion de ||| - |||

i=1 i=k+1
tenemos que |||u + 0zx||| > |||u]|| para cada € R. Como 6 € R — |||u + 0z]|| es una

funcion convexa con minimo en # = 0, vemos que 0 € R — |||u + 6z||| es creciente. Asi,
I+ zelll > [llu+ 0z, sio<6<1.

De la arbitrariedad de k& > 2 se sigue que

sineNy0<#0, <lparacadaic {1,...,n}. Finalmentesi J = {i e {1,...,n}: 8 > 0},

n

>

=1

> : (2.6)

n
E 02
i=1

entonces

= Z Bizi + Z Bizi

ieJ ieJe
ieJe

iceJ

n
Z ﬁm
i=1

IN

+

n

< Zzz

i=1

n

>

i=1

+

< 2c,

donde en las ultimas desigualdades hemos usado 2.6 y 2.5. Esto contradice 2.4. De
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o0

modo que ||z||| < (2¢)sup |a,| si z =) a;z. EI mismo razonamiento que usamos para
neN i—1

probar 2.6 muestra que |||z||| > |||anz.|]| > d|a,| paracadan € Nsiz =37, a;z. Por lo

tanto

d (sup|an|> < llalll < 20 (sup|an|) |
neN neN
o0

para cada r = Z a;z; € T. Lo anterior demuestra que el operador lineal ¥: ¢y — T dado

—
por ’

U((an) =) az

=1
es un isomorfismo. O

Teorema 2.1.2. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.36, p. 257) Sea X un espacio
de Banach con una base incondicional {x,}5° ,. Entonces {x,}3° , es reductora si y solo
si X no tiene ningtn subespacio cerrado isomorfo a (, es decir, si y solo si no existe

ningun operador lineal acotado biyectivo entre un subespacio cerrado de X y (.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que X estad dotado con la
norma || - |||, definida en la prueba del teorema 6.32 (Nathansky & de Buen, 1994).
Supongamos por contradiccién que ¢; es isomorfo a un subespacio cerrado F de X,
entonces por teorema 4.74 (Nathansky & de Buen, 1994), es posible identificar a F* con
X*/F*. Note que como /; = F, entonces [* = [*, es decir, ['* no es separable, por
lo que X* tampoco lo es y por tanto los funcionales biortogonales {z*}°°, asociados
a {z,}°°, no pueden ser una base de Schauder de X*, de lo anterior se concluye que

{z,}>°, no es una base reductora.

Reciprocamente, supongamos que lim ||f|, = 1 para algun funcional lineal f € X*.
n—oo
Tomando una sucesion creciente de enteros positivos {n.} y elementos {z.} tal que

_ 1 .
2] = 1 para todo r, z, € [z]=H !y f(2) > 5 Sea Y el espacio de Banach generado

=Ny
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por los z.. Definimos una nueva norma en Y dada por

o
g Q;z;
i=1

= Y la;|. Note que
=1

o0

|zl < [[l2]l]- Siz =Y aizy {bi}y {c:} definidos como:
=1
a;, Si a; Z 0
0, sia; <0
—a;, Sia; <0

C; = ’
0, sia; >0

[o.¢]
entonces » a;z = Z bizi — Z ¢;z;. También se tiene que

=1 =1

<l 2.7)
g

E Ciz;

=1

7 ’L

donde ¢ es la constante positiva mencionada en la propiedad (James, 1950, p. 518) para

la base incondicional {z.} de Y. De la definicion de || f|| se tiene que

[
&
~

%Zbg —f(ZbiZz) < [Ifll
i=1 1 =1

i

(]
A
~

.|

%ZQS :f<ZCiZi> <[Ifll

Sumando las desigualdades anteriores

1

7

o0 o 4
[zl < 2Hfll[ Y obizml || D em||| < Al
=1 =1
Asi, ||| - ||| es equivalente a || - || como normas para Y y Y es isomorfo con /;. O

El reciproco del teorema anterior fue demostrado por primera vez en 1951 por R. James.
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Teorema 2.1.3. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.38, p. 261) Sea X un espacio de
Banach con base incondicional {x,,}5°, . Entonces X es reflexivo si y solo si no contiene

ningun subespacio cerrado isomorfo a ¢, ni a cy.

Demostracion. Si X es reflexivo entonces no puede tener copia de ¢, ni de ¢;, debido
a que subespacios cerrados de espacios reflexivos también deben ser reflexivos
(Nathansky y de Buen, 1994, corolario 4.77).

Si X no contiene ni a ¢, ni a ¢y, por los dos teoremas anteriores {z,}> , resulta ser tanto

reductora como acotadamente completa, y por el teorema 1.2.7 X es reflexivo. O

Corolario 2.1.4. (James, 1950, corolario 1, p. 521) Sea B un espacio de Banach con

base incondicional. Si B** es separable, entonces B es reflexivo.

Demostracion. Como B** es separable, B* no tiene copia de [;. Por el teorema 2.1.2,
{z,},2, es una base reductora, y por el Teorema 1.2.3, {z} ~ | es base de Schauder de
B*. Ahora por ellema 2.1.1, {z,,} -, es acotadamente completa, entonces, B es reflexivo

por el teorema 1.2.7. O

Teorema 2.1.5. (James, 1950, Teorema 3, p. 522) Sea B un espacio de Banach con base

{xn}.2, ysea{z:} | funcionales lineales para los que z (z,,) = d7,. Entonces:

(1). Una condicion necesaria y suficiente para que {z:} >, sea una base para B* es

que lim | fll. = 0 por cada f de B*, donde || f||,. es la norma de f en [z;|3,,.

[e.e]
(2). Si{z:} >, es una base para B*, entonces Z a;x; converge Si

=1
sup{ } < Q.
neN
B*

(3). Si{z,} -, es una base incondicional para B y lim | f|, = 0 para cada | de B*,

n

g a;T;

i=1

entonces {z} es una base incondicional para B*.

Demostracion. (1) Se tiene por el teorema 1.2.3.
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(2) Sea {z*} una base para B*. Ademas, suponga que:

n

sup Zaixf =M < oo.

neN i—1 B

Ahora, como {z,}°°, es una base de Schauder para B, entonces para cada = € B,
oo

existe una unica sucesion {b,}>2;, C K tal que = = Zblxl Entonces, para cada ¢ > 0,

=1
n+p

existe Ny € N, tal que || Y bi;|| <&, paratodon > Ny, y para cada p € N.
i=n+1 B

Particularmente para cada ¢ > 0, existe N € N tal que

1=n+1 B

para todo n > N,y p € N. Asimismo, note que:

n—+p n—+p n—+p n—+p n-+p
* * *
g a;x;(x)| = g a;x; g biz; || < g a;x; E bix;

i=n+1 i=n+1 i=n+1 i=n+1 B* lli=n+1 B
n—+p
Por otro lado, se tiene que ||) " ;2| < M, paratodo n € N. Asi
n-+p n-+p n
PRI I D IR St
i=n+1 B i=1 i=1 B*
n—+p n
< Zaixf + Zaixf
=1 B* =1 B*
< 2M.
n—+p n-+p
Por esto se tiene que Z axt(z)| < 2M Z bt
n-+p
Ahora, para cada n > N, se tiene que Z a;xi(z)| < e. Y por lo tanto la sucesién dada
i=n-+1

n
por, S* = Zaixf es de Cauchy en el dual de B. Asi, esta es convergente, es decir
i=1
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[e.9]

> a;a} converge.
i=1
(3) Por lo demostrado en el item 1 tenemos que {z;}, ., €S una base para B*.

Ahora, veamos que {z;}, . €s incondicional.

Supongamos que {z,},.y €S una base incondicional. Ahora, usando la propiedad
(James, 1950, p. 518) sobre bases incondicionales. Como una implicaciéon de esta
propiedad, se tiene que para algun § > 0,

0 < |zl 5. (2.8)

B

Z HORZI0)
i=1

Para cualquier permutacion r de Ny n € N.

Ahora, usando el hecho de que lim | fIl. = 0, entonces para cada ¢ > 0, eljaun N € N

lo suficientemente grande tal que

R

donde § es el mismo de la ecuacion 2.8.

Por otra parte sea {z.;}2, un reordenamiento cualquiera de los términos de {z,};2 ;.

Elija M € N tal que n(n) > N sin > M. Ahora por el corolario 6.30 (Nathansky & de
Buen, 1994), se tiene que siz = Y _ a;z;, €NONCES & = Y _ n(i)n(s) Y 45(2) = ap.

=1 =1
Por lo que paracadany f € B*, se tiene que

F@) =" f (2e) oy (2) + f ( > aw(z‘)ffw(i))
=1

i=n-+1
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por lo tanto, para cada n > M, se tiene:

‘f(m) - Z f(@r(iy) Ty (%)

()

i=n-+1

Z A7 () T (i)

1=n-+1

< [Ifllw

B

Ademas, note que,

Z Qr(3) T (3)

1=n+1

= Z Ar (i) Tr(i) — Z A7 () T (i)
=1 =1

Zan(i)%(i) + Zaw(i)%(i)
i=1 B i=1

B

IN

B

s 1 0o
< Z Qr (i) L (i) + g Z A7 (3) T (3)
i=1 B =1 B

—Jlells (142
= ||x||B 5

‘f@) - Z f(@r(iy) 25y ()

Asi,
1
<llzlla (145 ) 171l

Luego, por ecuacion 2.9, se cumple que,

‘f@) =3 fn)aiy ()

0+1 )
<lella (54 (1525) = e

‘f - Z f (@) T
=1

De ahi que,

<€

para n > M. Por ende, se cumple que
f= Z f(@r(i)) 7
=1

Es decir, (2} ).en €S Una base incondicional.
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Corolario 2.1.6. (James, 1950, corolario 2, p. 523) Sea B un espacio de Banach con una
base incondicional {x,} " ,. Sean{x}} ~, los funcionales lineales tales que x}, (x,,) = ...
Si ningun subespacio de B es isomorfo con (,, o si B* es separable, entonces {z} ~_, es

una base para B*.

Demostracion. Como ningun subespacio de B es isomorfo a ¢, por el teorema 2.1.2, se

tiene que {xz,}, -, es una base reductora; Es decir,

lim ||z
n—oo

=0,

[zil32n

para todo z* € B*. Por el teorema 2.1.5 (1) concluimos que {z}} | es base para B*.
Ahora, si B* es separable, entonces B no posee un subespacio isomorfo a ¢; y la

conclusion se sigue de la parte anterior. N
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3. Espacio de James

Este espacio no es tan conocido como el espacio ¢? o C[0, 1], el espacio J de James, uno
de los ejemplos mas importantes en la teoria de los espacios de Banach. Apareci6 en un
trabajo de R.C. James en 1950 como un contraejemplo a una pregunta de S.Banach.
Desde ese entonces para aca, el espacio ha probado ser una de las fuentes mas
ricas de contraejemplos para varios de los problemas que han ocupado a los expertos
en espacios de Banach. Dicho espacio es un ejemplo de un espacio de Banach con
base de Schauder, pero sin base incondicional. También respondia a otras cuestiones
abiertas en aquel momento. Por ejemplo, no se sabia si un espacio de Banach X era
necesariamente reflexivo si su bidual era separable. El espacio de James J es separable
y tiene codimensidon uno en J7**, y por tanto da un contraejemplo. Mas tarde, James fue
mas alla y modificé la definicion de la norma para hacer 7 isométrico a J**, demostrando
asi que un espacio de Banach puede ser isométricamente isomorfo a su bidual y, sin

embargo, no ser reflexivo.

3.1. Definicion del espacio de James

Definicion 3.1.1. (Albiac & Kalton, 2006, Definition 3.4.1)
El espacio de James J es el espacio de las sucesiones x = (ay, as, .. .) de valores reales,

tales que lim a,, = 0 y cuya norma viene dada por:
n—oo

n 1/2
1
||xHL7 - ﬁ Sug{ (Z(api+l - api)2 + (apn+1 - ap1)2> }< oo,

€ i=1
donde el supremo se toma sobre todos los posibles valores de n y sobre todas las

posibilidades de sucesiones finitas p; < p; < p3 < --- < p,,1 de numeros naturales.

La definicion de la norma en el espacio de James no es del todo natural; claramente, la

norma es equivalente a la norma alternativa dada por la férmula
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" 1/2
[zllo = sup{ (Z(api-H - a’pi)2> }’
neN i—1

donde, de nuevo, el supremo se toma sobre todas las secuencias de numeros enteros

{p;}7*!. De hecho, se tiene que:

1
—lzllo < llzlls < V2|zllo , z€d

Note que la primera desigualdad se puede demostrar de forma sencilla:

1 1 n 1/2
_HxHO - _Sup{ <Z(am+1 - aPi>2> }
\/§ 2 neN i—1

Donde es claro que

n 1/2
1 1
E'u”o S _28up{ (Z(api+1 - api)z + (apn+1 - ap1)2> }: “:EHJ

neN i—1

Puesto que al segundo término de la desigualdad se le estd sumando (a,,,, — a,,)*.

Faltaria mostrar la desigualdad

lzll; < vV2llz,

o de forma equivalente, demostrar que se cumple
V2|, < 2]z,

Demostracion. Note que inicialmente se cumple la siguiente desigualdad, ya que cada

elemento de la sumatoria es positivo,

n n

Z(api+1 - api)Z + (a'er-l - am)z < Z(amﬂ - apz‘)g + (apn+1 - ap1)2'

=1 =1
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Ademas, es claro que por la definicion del supremo se tiene que,

n n

Z(api-u - api)2 < sup Z(a’pi-H - apz’)z

i1 neN

Veamos ahora que se cumple,

n

(@p, sy — ap,)?* < sUp Z(api+1 —ap)? ¢,
neN i1

para p; < ps < p3 < --- < pny1, Una posible sucesién de nimeros naturales, donde es

claro que si n = 1, es decir, para la sucesion p; < p., se tiene este resultado,

1
\/ (am - a’pl)2 < sup Z(api+1 - apz‘>2 = sup { (apz - a’pl)2} :

neN i—1 neN

Por lo tanto, la definicion de la norma que toma el espacio de James, nos permite
elegir cualquier posibilidad de sucesiones de numeros naturales, en especial, tomando

la sucesion de numeros finitos

D1 < Ppt1

dejando fijo el primer elemento de la sucesion inicial, se concluye que,

(apn+1 - ap1)2 < sup Z(api+1 - api)Q
neN

Entonces,
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Aplicando el supremo sobre los n € N en la desigualdad anterior, se obtiene que,

sup (Z(a’pi+l - am)z + (apn+1 - ap1)2> < 2-sup Z(a’pﬂ—l - a’pz‘)g

neN i—1 neN i—1

Note que,
. n 1/2
\/EHIHJ = \/5 ’ _2 Slelg (Z(api+1 - apz‘)Q + (apn+1 - ap1)2)
" i=1
n 1/2
= Sup (Z(api+1 - a’pi)2 + (apn+1 - apl)z)
neN i—1
Donde,
2- HxHO =2 sup { (Z(api+1 - api)2> }
neN i—1
Concluyendo asi que v/2||z|| 7 < 2||z[o. O

Observe que, |le,||s = 1 para toda n y ademas |e,|lo = v/2 para n > 2. El espacio de
James J junto con las normas || - ||7 Yy || - ||o conforma un espacio de Banach, pero ya
que las normas son equivalentes, se mostrara Gnicamente que (7, || - ||o) €s un espacio

de Banach.

Proposicion 3.1.2. (Megginson, 2012, Proposicion 4.5.4, p. 416) (7. || - ||o) es un espacio

de Banach.

Demostracion. Anteriormente se definié la norma ||z||; sobre 7, ahora mostramos su
completitud, es decir, toda sucesion de Cauchy en el espacio de James es convergente

en este espacio.

Suponga que
{<5n7j) ;il = ((571,1)7 (571,2)’ <5n,3)7 . )

es una sucesion de cauchy de elementos de 7, observe que los elementos en James
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son sucesiones, por ende la sucesion de cauchy que estamos tomando es una sucesion

de sucesiones. Si (a,,) € J ¥ no,n1 € N, tal que p; = ng < n; = p» entonces se tiene,

< [l{an)lls

Dejando que n; tienda a infinito se demuestra que |a,,| < ||(a,)|| 7 siempre y cuando
(an) € J ¥y ng € N. Dado que {(8,,;)}52, es una sucesion de cauchy, se deduce que
cada elemento de la sucesion anterior {3, ,}2, es de cauchy, por lo tanto convergente,
siempre que n € N. Sea

ﬁn = lim (671,]’)

j—o0
para cada n € N. Sea ¢ un nimero positivo arbitrario y sea j., un nimero entero positivo
tal que ||(B,,;) — (Bnj)ll7 < €, donde j, 5" > j.. Si j,j',n,p1, ..., pns1 SON €nteros positivos
tales que j,j' > j., n > 1, p1 < ... < pny1, €ntonces por la definicion de la norma ||z|| 7 se

tiene que,

n

1
E <Z ((Bpi-ﬂ,j - 6pi+1,j’) - (Bpivj - ﬁpz’,j’))z +

=1
/
(Bonens = Bpuesi) = B = b))
< |(Bng) = (Bug)llz

<€

Haciendo que ;' tienda hacia infinito se llega a que,

n

% (Z «sz‘ﬂ,j - sz‘ﬂ) — (Bpii — ﬁpi))2 T

1/2

((/8])n+1,j - Bpn+1) - (BPLJ - ﬁpl))2>

<e
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Siempre que j > j., m > 1y py < ps < --- < pns1. LO anterior demuestra que (6,) € J y
que

[(Bnj) = (Bu)lly < ¢

Para j > j., es decir, como (5, ;) — (8,) cuando j — oo, el espacio J es completo. [
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3.2. Propiedades del espacio de James

Teorema 3.2.1. (Albiac & Kalton, 2006, Proposicion 3.4.2, p. 63) La sucesion {e, }>>, de

vectores unitarios estandar es una base mondtona para ;J (con ambas normas || - ||.7 y

I~ flo)-

Demostracion. Note que la sucesion {e, }5°, de vectores candnicos cumple con las tres
condiciones necesarias para ser una base descrita en el teorema 2.10 (Nathansky & de
Buen, 1994, p. 225), por lo tanto {e,, }22 , es base en J para ambas normas. Mostraremos
ahora que la sucesion es monétona, para ello consideremos la base en la norma || - ||o,
pues es mas sencilla de trabajar. Observe que la monotonicidad de una sucesion esta

ligada a la constante de base de las proyecciones asociadas a esta, es decir,
K =sup||P,|lo
neN

donde K es la constante de base y P, las proyecciones asociadas a la base, Ademas, si

K =1, la base asociada es mondétona, es decir,

n m
E all < K E a;€; para n<m
i=1 i=1
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Seap<gya=(a,as...) € J.Notequea=> 7" ae;, ademas se tiene que,

= H(Cll,(lz,...,Cl,p,o,o,...>H0
0

P
E ai€;
i=1

" 1/2
= sup (Z(am - apz-)Q) PL< Py < < Pyt <D
ne i=1

n 1/2
< sup (Z(amﬂ - apz-)2> P <P < <P <P=g
neN :

=1

q

E a;€;

=1

0

Por ende,
p

E i€

=1

q

E ai€;

=1

<

0 0

para p < ¢, concluyendo que {e,}>2, es una base monoétona.

Teorema 3.2.2. (Albiac & Kalton, 2006, Proposicion 3.4.3, p. 63) Sea {y;}>, es una
sucesion basica de bloques normalizada con respecto a {e,,}°°, en (J,|| - |lo). Entonces,

para cualquier sucesion de escalares {\;}}_, se mantiene la siguiente desigualdad:

n 1/2
0 k=1

Z ARYk
=1

Teorema 3.2.3. (Albiac & Kalton, 2006, Proposicion 3.4.4, p. 64) La sucesion {e, }> | de

vectores unitarios estandar es una base reductora para J (con ambas normas || - |7 y
- {lo)-

Supongamos ahora que la base {¢, }°°, no es reductora contradiciendo de esta manera

1.2.3, entonces existe z* € J* tal que se cumple,
lm [|z"[],, # 0
n—oo

donde

12"l = N2 ez,
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es decir ||z*||,, denota la norma de z* restringida al subespacio [¢;]3°,,. Por ende, existe

e > 0y una sucesion de naturales {n,}?2, con n;, < nyy parak =1,2,..., de modo que

0% e, | = o, > ¢

Note que de lo anterior, implica la existencia de elementos 21, 23, 23, .. ., 2x, . . . @ partir de
cada k = 1,2,..., ademas se tiene que cada uno de estos elementos estan contenidos
en el subespacio [e;|2, , donde, estos elementos zi, z, ..., 2,... forman una nueva

sucesion {z;}2, C J con ||z] = 1, y se tiene que

[e.9]

k= Z(ef, zr)e;
i=nj
tal que sigue cumpliendo,
oo o
¥ (z) = x* Z(GI,ZIJQ‘ = Z(e;‘,zkﬂ*(ei) >
i=ny i=ng

es decir, z*(z;) > ¢, donde {e’}>, denotan los funcionales biortogonales asociados

a {e,}>2,. Para llegar a la contradiccidon que buscamos, se construird a partir de la
o

sucesion {z;}7°, una nueva sucesion {y;}3>, de tal modo que Zy—; converja en J
k=1

peroz* | ) % no converja, ya que la convergencia de » _ ‘% en J implica también la
k=1

= k=1
convergencia de z*, es decir, deberia existir dicho limite.

Note que de lo anterior

¥ (z) > €
se tiene de forma equivalente que
T T
z* | lim (€], zr)e; | = a*(z) = lim z* Z(e*, zpye; | >¢€
r—00 ! r—00 - !
1=Ng =Ny

Sea m; = n;. Como se tiene que
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n
z; = lim Z(e;ﬂzﬁei
n—oo

existe n, € N tal que n, > m; = n; y suficientemente grande, de tal modo que siga

cumpliendo

ny—1
z* (Z(ef,zl)@) > e

i=mq

Si my = n,., se construye el primer elemento

mo—1

Z <€:721>€i mo—1

i=m1 _ <€>!<7 Zl>
= mo—1 - Z mo—1 : "G
Z (e, z1)€i o Z (i, z1)€i
i:ml J i:m1 j
de modo que ||y;|| = 1, y ademas

mo—1

D (e zde| =10, (e, m)s o (€, 1, 21),0,. )|, <1

=mi J

Note que z*(y;) > ¢ pues se esta tomando m, = n, y ademas

mo—1

3 (e a)e

1=mi

<1
J

es decir,
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<6f, 21>

c)=a| D
Y (er e
1=m1 J

ner—1 *
e,z
— l'* Z m21< 7 1> 61
o Z (ef, z1)e;

i:ml j

Supongamos que hemos construido m; < mo < -+ < Mgt Y Y1,Yo2,-- -,y tales que

{m;} ! < {n;},, ademas

<6;'k721> . 7 *
= e; — = <e' y1>
ma—1 i) ma 1 o eH 5
Z <€;<, z1>€i ZZ:ml < i 1> il 7
i=mq 7

por lo tanto, podemos tener la expresion explicita de los términos de esta nueva sucesion

{?Jk:}-

mk+1—1
Yk = Z (€7, yr)e:
i=my
y através de lo expuesto anteriormente y por la construccién se tiene que |ly:|| = 1,

x*(yy) > e.

Veremos que Y .-, yi/k converge en J. Note que {y;}7, cumple con las condiciones
de ser base de bloque respecto a {e, }°°, (Nathansky & de Buen, 1994, Corolario 6.12)
puesto que esta sucesién de vectores unitarios es una sucesion basica en (7, | - |lo) ¥

(ef,yx) son escalares que estan en el cuerpo de los reales R.
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Note que se cumplen las condiciones del teorema inmediatamente anterior 3.2.2 donde

{yx} es una sucesion basica de bloques normalizada, y {\.}?_, = {1/k}}_,, por lo que

S

se tiene,

S =g
k=1 k=1

asi, aplicando lim,, .., se deduce que

0

Uk
kzz

, "1’ =1
<J:%o[5< () )]:5Zﬁ<°"
k=1 k=1

Se concluye que la serie es acotada con la norma || - ||o en J, es decir, la sucesion de

Yk

sumas parciales de es convergente al ser monétona y acotada y por ende la serie

k=
es convergente. Observe que se tenia
z*(yr) > € para k=1,2,...

de manera que

S =+ L2+ D )
k 2 3 n
k=1
_ (my+x(f)+ +ﬂ<%ﬂ
. “(y2) ¥ (Yn)
Se+S 44+
6 — — —
23
1+1+1+ L
:5 — — J—
2 3 n
"1
D
k=1

por lo tanto, del procedimiento anterior:
S(Xh)-x
k::l
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Al aplicar el limite cuando n — oo, se tiene que,

3

(v o o [(SO¥ ) o e NS Ly 1
(Zk = i e (;k>>sznso€ p=elimd g

k=1 k=1

=1 . :
Puesto que la serie ) - es divergente, se tiene que,

k=1
-(S2)
k=1

no es convergente, llegando a la contradiccion buscada. Finalizando asi la prueba de que
{en}°, es reductora e implicando que la sucesion de funcionales biortogonales {e}>

es base para J*. O

Observacion 3.2.4. Note que con la norma || - || 7, la sucesion {e,}>>, en el espacio

(7, - l7) es una base monotona, normalizada y reductora en 7.

Ejemplo 3.2.5. Note que en el teorema inmediatamente anterior se probo que la sucesion
basica {e,}>°, es una base reductora para J; donde dicha sucesion no es una base

acotadamente completa ya que

sup Zei } =sup||(1,1,...,1,0,0,...)]| =1
{ i=1

neN neN
n

para todo n € N pero la serie )., e; no es convergente en J .

El siguiente teorema constituye una pieza central, ya que proporciona la propiedad de
que J es isométrico a su doble dual, aunque no es “igual” a su doble dual debido a que
tiene una codimensién de 1 en J7**. No obstante, el espacio de James fue el primero
en poseer esta propiedad. Desde la publicacién del trabajo de James, se han construido
otros espacios que son isométricos a sus dobles duales, pero no son idénticos a ellos.
De hecho, para cada k existe un espacio isométrico a su doble dual, pero con una

codimension k en él; a estos espacios se les denomina cuasirreflexivos de orden k.
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Teorema 3.2.6. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.64, p. 294) El espacio J es
isométrico a J** y es cuasirreflexivo de orden 1, es decir el espacio j(J), donde j es la

inyeccion candnica de J en J**, tiene codimension 1 .

Demostracion. Por el teorema 1.2.6 se tiene que J** es isomorfo al espacio

}< oo} (3.1)
J

Mediante la aplicaciéon 7' : J** — X dada por T'(z**) = (x**(e}),z**(e}),...), donde

= {{an}ff:l CR | [{aatilillx = sup{
NeN

{ex}>2, es la sucesion de funcionales biortogonales asociada a la base canodnica

{en};‘;’:l. Ademas, como esta base es monétona, entonces 7' es una isometria.

Ahora se vera que toda sucesion en X tiene limite, para esto, suponga por contradiccion
que existe alguna sucesion {a,}>°, € X que no converge. Si esto es asi, entonces existe
algin € > 0y una subsucesion {a,,, }oo_, de {a,};2, tal que |a,,, ., — an,| > € para cada

m € N. Considere a M = |{a,,}22,||x ¥ sea L € N tal que Le* > 2M?. Entonces

= 2(|Han}p2illx)? = 2 <Jsvlé§{ ) :
J

7 Za»ei

1( L
2
=1

Z aie;
( L

D e
Y como se define || - ||o,entonces

E ai€;

1) = (2

, de ahi se sigue

)<(=])
) =)

I 1/2
> (Z (p;yq — anl ) .

=1

Ademas ya se sabe que <

iCi

i=1

L

E ;€4

i=1

L

E a;€;
0

=1

Por lo tanto <

L L
) > (ny, — )’ = lan,,, — ay, |, finalmente se tiene
im1 i-1

L
que 2M? > Y "la,,,, —an,|* > > &* = Le’ > 2M°, lo cual es absurdo, de ahi que toda

i=1 i=1
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sucesion en X tenga limite.
Ahora considere la aplicacion S : X — 7, dada por

SHan}rly) = —Aep + Z ai—1 — A)e;, donde lim a, = A (3.2)

n—00
1=2

Es decir S(al,a%...) = (—/\,(11 —Aag — A, ...

). Veamos que la aplicacidon S esta bien
definida, para esto, veamos que S({a,}:,) € J.

Claramente h’m S({a,}2,) = 0. Hace falta ver qué ||S({a.}>2,)|l7 < oo, para esto,

veamos qué S es una isometria. Considere una sucesion {a, }>°, en X.

N
D> aie
=1 J

= sup{||(a1, az, as,...,an,0,...)||7}
NeN

m 1/2
1
- E 1<S;111<)N{ (Z(ap”l B api)z + (aperl - a’pl)2> }

=1

Hantatillx = Sup{
NeN

Donde se toman todas las posibles sucesiones p; < ps < p3 < --- < p,, + 1 de naturales.

Luego se tiene que

m 1/2
Sup{”(a’l? A 7a’N7 )" )”j} - = Sup{ (Z ap'H»l apz (ap7n+1 - aP1)2> }

NeN 2 NeN i—1

donde A = lim a,. Asi, se tiene que [{a,}>>|lx = [IS{a.}52))]l7 < oo, luego como

n—o0

la isometria implica inyectividad, solo quedaria ver que la aplicacién S es sobreyectiva,
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para esto, es necesario ver que para cada sucesion {b,}>2, en 7, existe una sucesion
{an}pe, en Xtal que S({an}nl;) = {bn )y

Sea {b,}>, € J, considere a {a,}>>, en X tal que a,, = b,+1 — b1, note que como {b,,}>°,

esta en 7 entonces lim b, = 0, por tanto 1im a, = —b;, considere a —b; = \. Luego
n—oo

n—oo

SH{an}elo) = (=Aja1 — Ajag — A\, .. .,ap — A, .. )

(=X, (b —b1) = A, (b3 —b1) — A,y (bra1 — b1) — A, .0)
= (—(=b1),(by —by) — (=b1), ..., (b1 — b1) — (=b1),...)
= (b1,b9,b3, ..., b, ...)

Por tanto 7 y X son espacios isométricamente isomorfos via S : X — 7, de ahi que el

operador T-'o S~!: 7 — J** es una isometria.

Ahora veamos que efectivamente j(.7) tiene codimensién 1 en J**.

Para esto, considere un nuevo operador U : 7 — X dado por = = Zaiei en J tal que
=1
z+— U(x) = {a,}2,. Note que

00 N
U (Z aiei> ={a.}22 ]| = sup{ Z a;e; }
i=1 NeN i—1 7

o0
}S Zaiei < 0.
J

=1 J

X

N

g ;€

=1

Ademas, claramente se tiene que Sup{
NeN

<
J

= ||z||7, para cada n € N fijo.
7

n
E ai€;

=1

Note que

oo
E a;€;
i=1
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Luego, ||z|| 7 es una cota para el conjunto {

sup
NeN

Asi el operador U esta bien definido.

n
E Qi€
i=1

)

i nE N}. Por lo tanto
J

N

E Qi€

i=1

o0

E i€

i=1

J

Ahora veamos qué T ! o U = j,donde j : J — J** es la inyeccidon canénicay 7! es el

operador definido anteriormente.

En efecto, si z** = T-'({a,}>>,), entonces z**(e’) = a,. Como {e,}>°, es una base
reductora, entonces por el teorema 1.2.3 la sucesion {e}>°, es una base para J*, asi,
[e.e]

para cada z* € J* existe una Unica sucesion {b,}52, C R tal que z* = ) _bye}.

n=1
o oo
Ahora, tome = = Y _a,e, € J y un funcional z* = Y " b,e;, € J* arbitrario, luego
n=1 n=1

(T o U)(2),2") = (T (U(x)),2") = (T ({an};ly), 27) = (2™, 2") = 2™ (a").

Asi, se tiene que
*(z*) = o™ (Z bne;;> = Z bor™(e)) = Z bran,
n=1 n=1 n=1
Ademas, como z*(e;) = > _ bueh(e;) = by, de ahi que
n=1

(j(z),x*) = 2" (x) = 2" (Z anen> = Z a,x*(e,) = Z anbn,

Por lo tanto ((T~! o U)(z),z*) = (j(x),z*), asi se tiene que T~ o U = ;.

Por otro lado si y = {a,}?2, € X, tal que lim a, = 0 entonces se tiene que

n—oo
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N

E a;€;

=1

lyllr < ]Svu%{ }< oo,y por la definicion del espacio de James 7, asi
S

r=Y a,e, €J, es decir Uy) = .

n=1

J

Note que la sucesion constante 1 esta en X, asi que para algun funcional z** € J** tal
que T(z*) = (2" (e7), 2" (e3),...) = (1,1,...), esto implica que
P =TT (e]), 7 (e3),...) =T ' (1,1,...)

Denote a 7** = €.

Ahora, sea el funcional z** € J**, con lim z**(e}) = A. Asi que se puede escribir

n—oo

T = (27— M) + A,

Debido a que z** —\¢ € J**, claramente se tiene lim (z**—X{)(ef) = 0, asi por lo anterior,
n—oo

se tiene que

T(x™ = Ag) = (&7 = A&)(ef), (&7 = A&)(e3), - --)
Seaz = i(x** — X¢)(er)e, € J, es decir, luego

n=1

Ulz) = ((z™ = A)(e1), (¢ = A)(€3),...) = T(z™ = A)

Por lo tanto j(z) = T-*(U(z)) = 2™ — X\, de ahi que z** = j(z) + A{. Esto implica que
J* = 4(J) + [€], ahora veamos que j(J) N [£] = {0}.

Supongamos que 0 = y** + &, donde y*™ € j(J) y pé € [€], entonces se tiene que

0= (50T)(0) = (SoT)(y™ +p§) = (SoT)(y™) + u(S o T)(E).
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o0

Como y** € j(J), entonces y** = j(z) para algun = € 7, de ahi que x = Z anen, por lo

que j(z (Z anen) = Z anj(en).

T(y™) =T(j(x) =T (Z anj(en)) =Y aT(j(en)).

Note que T'(j(en)) = ((j(en),€7), (j(en),€3),...,(j(en),€k),...) = e,, €S pOr €so que se
tiene

n=1

Asi que S(T'(y™)) = S (Z anen> = S(x) = —Xey + Z(a”—l — Ae,, pero como z € 7,

n=1

n—oo

entonces lfm a, = \ = 0, de ahi que S(T(y™)) = > _ an_ie,.

Ademas, se tiene que T'(¢) = (1,1,...), luego S(T'(§)) = S(1,1,...) = —ey, de ahi que
wS(T(€)) = —pey. Porlo tanto

0= (S © T)(y** + /,Lf —Heq + Zan 1€n-

Asi se deduce que y = a,, = 0 paracada n € N, luego = = Z ane, = 0 €so implica que

n=1

j(z) = 0, de ahi que j(J) N [£] = {0}, por lo tanto 7** = j(J) @ [¢]. Se concluye que j(J)
tiene codimensién 1 en 7**, esto significa que el espacio de James 7 no es reflexivo. [

Lema 3.2.7. (Nathansky & de Buen, 1994, Lema 6.65, p. 296) .J no contiene ni a cq ni
a (' y por esto la base {e,}>>, no es incondicional. Es mas, J no tiene ninguna base

incondicional.

Demostracion. Como J es isomorfo a [7**, y puesto que 7 y J* tenen base de schauder,
implica que estos tres espacios son separables. Pero se tiene que ni ¢f* ni ¢ son

separables y por ello no pueden ser subespacios de 7. Como J no es reflexivo y no
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contiene ni a ¢, ni a /1, concluimos del Teorema 2.1.3 que ni {e,, }2, ni ninguna otra base

de J pueden ser incondicionales. O
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4. Apéndices

4.1. Apéndice A. Protocolo de las sesiones 1,2y 3

Seminario de Trabajo de Grado

Relator: Yeny Paola Moreno

Correlator: Edgar Eduardo Mantilla

Documento: Topologia débil y débil estrella.

Fecha: 24 Enero 2024 - 26 Enero 2024 - 29 Enero 2024

Actividades a desarrollar:
= Exposicion del documento
= Andlisis del tema
= Conclusiones

Durante esta sesion, se estudido el tema Topologias débil y débil estrella del libro
Introduccion al Analisis Funcional y a la Geometria de Espacios de Banach. La exposicion
estuvo a cargo del estudiante Santiago Delgado, quien presenté de manera detallada los
teoremas mas importantes que componen el capitulo, y posterior a eso, hacer el analisis

de los teoremas.

= Exposicion del documento:

El analisis funcional se adentra en el estudio de espacios de funciones y
operadores lineales. A medida que estudiamos este campo, nos encontramos con
conceptos fundamentales que permiten comprender la convergencia de funciones,

la continuidad de operadores y la dualidad entre espacios vectoriales y sus duales.

En el estudio de este documento, nos enfocaremos en dos aspectos importantes:

la topologia débil y la topologia débil estrella. Estos conceptos desempenan un
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papel importante al ofrecer una perspectiva alternativa a la topologia fuerte.

Analisis del tema:

En el analisis funcional, la topologia débil y débil estrella son herramientas
esenciales para estudiar espacios de funciones y operadores lineales. La topologia
débil se diferencia de la topologia fuerte al permitir la convergencia puntual o débil,
mientras que la topologia débil estrella es una extensién natural de la topologia

débil, especialmente en espacios de Hilbert.

Para dar inicio a las definiciones y teoremas tratados del capitulo, se revisé la
siguiente pregunta: ;Por qué se introduce la topologia débil? La topologia débil
en un conjunto X es la topologia con menos abiertos en X, que hace que todo

elemento de la familia de funcionales lineales definidos en X sea continuo.

A continuacion veremos la definicion formal de los abiertos basicos que se usan en

la topologia débil.

Definicion 4.1.1. (Nathansky & de Buen, 1994, Definicion 4.53) Sea (X, || - ||) un
espacio normado. La topologia debil de X, denotada por o(X, X*) o por w, es la
fopologia mas gruesa o con menos abiertos en X para la cual todo elemento de

X* es continuo.

La topologia débil en X tiene como base local de xy € X a los conjuntos de la forma

k
V(zo, x7, 25, ..., T5, €) :ﬂ{xeX: |(z},x —xo)| < e}

=1
con xo, x5, x5, ..., xp € X* ye >0, donde (xz*, x) significa lo mismo que x*(z).
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Ademas sobre X* se puede definir una topologia diferente a la topologia fuerte y a

la topologia débil, esta es la topologia débil-*, denotada por o(X*, X') 0 por w*.

La base local de la topologia débil-* en X* se definen de manera analoga. Asi para

cada = € X*, la base local es dada por los conjuntos de la forma

k
V(zg, 1, T2, ..., Tg,€) = ﬂ{x* e X" [{ag —a*,x;)| < e}
i=1

con wzy,10,...,x, € X y e > 0. Tomando ahora el enfoque para la topologia
débil estrella, un primer resultado que veremos es una de las propiedades mas
importantes de la topologia débil estrella y prueba que, contrario a la topologia
débil, los conjuntos cerrados y acotados en X* con la topologia fuerte son siempre

w* compactos.

Teorema 4.1.2. (Banach-Alaoglu) (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 4.65, p.
123) Para todo espacio normado X, la bola Bx- es w* compacta y en consecuencia

todo subconjunto w* cerrado y acotado de X* es w* compacto.

Si tenemos que X es separable, la restriccion de la topologia débil estrella a
conjuntos acotados si es metrizable, es mas, estos conjuntos son débil estrella

separable.

Teorema 4.1.3. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 4.67, p. 125) Sea X un

espacio normado. Entonces son equivalentes:
» Toda bola cerrada en X* es o (X*, X)) metrizable.
* Bx. eso (X*, X) metrizable.

e X es separable.

e Bx- esw* separable.

Como resultado del teorema anterior y del teorema de Banach-Alaoglu obtenemos

el siguiente corolario conocido como teorema de seleccion de Helly:
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Corolario 4.1.4. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 4.68, p. 127) Si X es
un espacio normado separable, entonces toda sucesion acotada en X* tiene una

subsucesion w* convergente.

= Conclusiones:

La sesion se centrdé en comprender los teoremas fundamentales relacionados con
estas topologias y su aplicacion en el analisis funcional. Durante la exposicidn, se
exploraron las definiciones y propiedades clave de la topologia débil y débil estrella,
resaltando su importancia en el estudio de espacios de funciones y operadores
lineales. Se discuti6 como la topologia débil ofrece una perspectiva alternativa a
la topologia fuerte, permitiendo la convergencia puntual o débil de manera mas

general.

Se presentaron teoremas importantes como el de Banach-Alaoglu, que establece la
compacidad de la bola unitaria en el dual de un espacio normado bajo la topologia débil
estrella. Ademas, se discutié la metrizabilidad de ciertos conjuntos en el dual bajo la
topologia débil estrella, especialmente en el caso de espacios normados separables.
Finalmente, se concluy6é que estos resultados tienen implicaciones significativas en el
analisis funcional, especialmente en la convergencia de sucesiones y la compacidad de

conjuntos en el dual de un espacio normado.
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4.2. Apéndice B. Protocolo de la sesion 4

Seminario de Trabajo de Grado

Relator: Edgar Eduardo Mantilla

Correlator: Yeny Paola Moreno

Documento: Convergencia fuerte y débil en sucesiones, sucesiones de operadores y
funcionales

Fecha: 31 Enero 2024

Actividades a desarrollar:

= Exposicion del documento
= Analisis del tema

= Conclusiones

Durante la sesion dedicada al estudio del tema Convergencia de sucesiones, sucesiones
de operadores y funcionales, se exploraron los conceptos fundamentales presentados
en el libro Introductory Functional Analysis de Kreyszig. La exposicion liderada por
el estudiante Herson Suarez, proporcioné una vision detallada de las generalidades
asociadas con los distintos tipos de convergencia. En este contexto, se enfatizaron los
resultados mas relevantes que abordan este tema, los cuales fueron objeto de un analisis
exhaustivo posteriormente. La intencion de estas sesiones fue no solo comprender la
convergencia en sus diversas manifestaciones, sino también explorar su aplicacion en
el analisis funcional y su relevancia en la resolucién de problemas practicos dentro del

campo matematico.

= Exposicion del documento:

En el campo del calculo se establecen varios tipos de convergencia, que incluyen
la convergencia ordinaria, condicional, absoluta y uniforme. Esta diversidad en

las definiciones conlleva a una mayor flexibilidad tanto en la teoria como en
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la aplicacion de sucesiones y series. Similarmente, en el analisis funcional, nos
encontramos con una amplia gama de posibilidades que resultan ser de gran interés
practico. En esta sesion, se hizo un enfoque principal en la convergencia débil, un
concepto fundamental que se abordd minuciosamente y se estudié de una forma
profunda a partir de los resultados principales los cuales fueron la equivalencia en
las convergencias fuerte y débil para espacios de dimension finita y la diferencia

de convergencia en la norma y convergencia fuerte para sucesiones de operadores.

Analisis del tema:

La convergencia débil tiene varias aplicaciones a lo largo del analisis (por ejemplo,
en el calculo de variaciones y en la teoria general de ecuaciones diferenciales). Para
aplicar la convergencia débil es necesario conocer ciertos conceptos basicos. Se
evidencia que en algunas pruebas de los resultados expuestos en la charla se utiliza
la prueba del teorema de Hahn — Banach. Se expuso como pilar de la presentacion,

la definicion de convergencia fuerte y débil, la cual se mostrara a continuacion:
Definicion 4.2.1. (Convergencia Fuerte): (Kreyszig, 1991, Definicion 4.8-1, p. 256)
Una sucesion {z,}°, en un espacio normado X se dice que converge fuerte o
converge en la norma si existe v € X tal que

lim ||z, —z|| =0
n—oo

Definicion 4.2.2. (Convergencia débil): (Kreyszig, 1991, Definicion 4.8-2, p. 257)
Una sucesion {x,}>2, en un espacio normado X decimos que converge debil si

existe x € X tal que para todo f € X*,

lim f(zn) = f()

n—oo

Se planteé una interesante pregunta que puede surgir en la mente del lector:

¢ En un espacio de dimension finita hay diferencias entre la topologia débil y la
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topologia fuerte? La respuesta es bastante sencilla: en los espacios normados
de dimension finita, la distincién entre convergencia fuerte y débil desaparece por
completo. Durante la presentacion, se llevé a cabo una demostracion de este hecho,
ademas de proporcionar una justificacion detallada de los términos fuerte y debil.
Este analisis permitié a los asistentes comprender mejor las diferencias y similitudes
entre estos conceptos, asi como su aplicacién en diversos contextos matematicos.

Como eje primordial se encuentra el siguiente resultado:

Teorema 4.2.3. (Kreyszig, 1991, Teorema 4.8-4, p. 261) Sea {x,,}°°, una sucesion

en un espacio normado X . Entonces:

a). Convergencia fuerte implica convergencia deébil.
b). La reciproca de (a) no es generalmente cierta.

¢). Sidim(X) < oo, entonces convergencia débil es equivalente a la convergencia

fuerte.

Se mostr6 como prueba de la afirmacién (b) un ejemplo donde una sucesion

converge débilmente pero no fuerte.

Ejemplo 4.2.4. (Kreyszig, 1991, Ejemplo 4.8-5, p. 260) Se puede ver a partir de una
secuencia ortonormal {e, }>, en un Espacio de Hilbert H. De hecho, cada f € H*
por el Teorema de representacion de Riesz f(e,) = (e,,z), para algun = € H.

Usando la desigualdad de Bessel

[e.9]

> e, ) < |I2)17
n=1

Notemos que la serie de la izquierda converje, por lo que sus términos deben

acercarse a cero cuando n — oo. Esto implica que

flen) = {en,z) = 0
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Como el funcional que se tomo fué arbitrario, se tiene que e,, converge débilmente

por definicion. Sin embargo, esta sucesion no converge fuerte porque:

lem — enl®> = (em — €n,em —€n) =2 para m #n.

Se discutid la relevancia de las sucesiones de operadores y funcionales lineales
acotados, las cuales son frecuentes en la formulacion abstracta de diversas
situaciones concretas. Por ejemplo, estas sucesiones aparecen en problemas de
convergencia de series de Fourier, sucesiones de polinomios de interpolaciéon y
métodos de integracion numérica. En tales casos, el foco principal suele estar en
la convergencia de estas sucesiones de operadores o funcionales, junto con las
correspondientes sucesiones de normas o propiedades similares. La experiencia
ha demostrado que, en el contexto de sucesiones de elementos en un espacio
normado, tanto la convergencia fuerte como la débil son conceptos utiles. Ademas,
en el caso de sucesiones de operadores 7, € B(X,Y) tenemos tres tipos de
convergencias, que resultan ser de gran valor tanto teérico como practico. Estos

incluyen

(i). Convergencia en la norma sobre B(X,Y).
(ii). Convergencia fuerte de (T,,x) en Y.

(iii). Convergencia débil de (T,,z) enY.

Durante la exposicion, se profundizd en la comprension de estos conceptos y se
destaco su importancia en la resolucién de problemas tanto tedricos como practicos
en el andlisis funcional. Para el caso de sucesiones de funcionales se introduce un
nuevo concepto convergencia debil-*. Notemos que los funcionales estan definidos
sobre el cuerpo de los reales o los complejos, los cuales son de dimension finita y
por lo tanto, del resultado mostrado inicialmente se tiene que la convergencia débil
y fuerte son equivalentes, a continuacioén se expondra la definicion de este nuevo

concepto:
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Definicion 4.2.5. (Convergencia fuerte y débil* en sucesiones de funcionales):
(Kreyszig, 1991, Definicion 4.9-4, p. 266) Sea (f,) una sucesion de funcionales

lineales acotados sobre un espacio normado X. Entonces:

a) Convergencia fuerte significa que existe f € X' tal que ||f, — f|| — 0.

Esto se escribe como:

fo = f

b) Convergencia débil* de ( f,,) significa que existe f € X' tal que f,(x) — f(x) para

todo x € X. Esto se escribe como:

fo = f

Conclusion:

En conclusién, la sesién dedicada al estudio de la convergencia de sucesiones,
sucesiones de operadores y funcionales proporcioné una visién detallada y
exhaustiva de estos conceptos fundamentales. La exposicion liderada por el
estudiante Herson Suarez destacd los resultados mas relevantes, explorando
minuciosamente las diversas manifestaciones de la convergencia y su aplicacion
en el analisis funcional. A través del analisis de la convergencia débil y fuerte,
se profundizé en la comprension de estos conceptos, demostrando su utilidad
tanto en contextos tedricos como practicos. Ademas, se discutié la relevancia de
las secuencias de operadores y funcionales lineales acotados en la resolucion
de problemas concretos, como en el calculo de variaciones y la teoria general
de ecuaciones diferenciales. La presentacion también introdujo el concepto de
convergencia débil* en sucesiones de funcionales, ampliando asi el espectro de
herramientas disponibles para el analisis funcional. En resumen, la exposicion
proporcion6 una vision integral de estos temas, subrayando su importancia en la

investigacion matematica y su aplicabilidad en una variedad de contextos.
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4.3. Apéndice C. Protocolo de las sesiones

Seminario de Trabajo de Grado

Relator: Santiago José Delgado Benitez

Correlator: Herson Stiven Suérez Chavez

Documento: Bases de Schauder

Fecha: 02 Febrero 2024 - 05 Febrero 2024 - 14 Febrero 2024
Actividades a desarrollar:

= Exposicion del documento
= Analisis del tema

= Conclusiones

Durante estas sesiones, se estudio el tema Bases de Schauder del libro Introduccion
al Analisis Funcional y a la Geometria de Espacios de Banach. La estudiante Yeny
Moreno, quien estuvo a cargo de la exposicion, presenté de manera detallada las
generalidades relacionadas con las bases de Schauder. Durante su presentacion, se

destacaron los resultados mas importantes sobre este tema, los cuales posteriormente

fueron analizados minuciosamente.

= Exposicion del documento:

En el estudio de los espacios vectoriales es muy importante el concepto de base de
Hamel; sin embargo, este concepto esta ligado Unicamente a la estructura vectorial
del espacio y en el caso de los espacios de Banach tenemos una estructura mas
rica. Es importante notar, que, a diferencia de las bases de Hamel, no es cierto que
todo espacio de Banach tenga una base de Schauder, dichas bases son definidas

sobre los espacios de Banach y cuyo resultado expuesto anteriormente sera uno

de los principales que motivan la charla.

= Analisis del tema:
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Como se ha expuesto, una base de Schauder es una generalizacién de la nocion
de base algebraica en el analisis funcional. La diferencia es que en una base de
Schauder se pueden considerar combinaciones lineales infinitas de elementos,
mientras que en una base algebraica solo finitas, ademas como comentario
expuesto en la charla, si un espacio tiene una base de Schauder entonces es
numerable. Esto nos hace introducir una de las definiciones mas importantes en

este capitulo expuesto:

Definicion 4.3.1. (Nathansky & de Buen, 1994, Definicion 6.1, p. 218) Una sucesion
{z,}2, en un espacio de Banach X se llama una base de Schauder de X si para

foda x € X existe una sucesion unica de escalares {a,}>°, C K, donde K puede

serR oC, tal que

n
Tr — E a;x;

i=1

lim
n—oo

Una sucesion {x,}>>, en X que es una base de Schauder de la cerradura del

espacio vectorial generado por {x,,}2° ,, se llama una sucesion basica.

Observacion 4.3.2. Si B es una base de Hamel infinita de un espacio de Banach

X de dimension infinita, entonces la base B no es numerable.

Note que si B es una base de Hamel infinita numerable, entonces B = {x,}>2,

donde z,, € X, considere

M, = Span{{xi ?:1}7

Claramente |, . M,, C X. Veamos qué X C J, . M,,, Seax € X, como B es una

neN neN

base de Hamel de X, se tiene que para F' C N finito, existe o; € K tal que j € F,

donde «; # 0 para todo j € F. Donde

T = E a;T5,

jEF
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Sea k =méx{j | j € F}. Asi, se tiene que

v €M C M,

neN

yporende X = |, . M,. Note que por teorema 4.39 (Nathansky & de Buen, 1994),
X al ser un espacio de Banach, entonces es un espacio de Baire, ademas M, =
M,, para todo n € N, esto por la Proposicion 4.25 (Nathansky & de Buen, 1994).
Y por proposicion 4.38 (f) (Nathansky & de Buen, 1994), existe m € N tal que

Y =int(M,,) # 0, luego, por lema 4.40 (Nathansky & de Buen, 1994), se tiene

oo = dim(X) = dim(M,,) < +oo,
llegando asi a una contradiccion.

Veamos que esta definicion es considerablemente mas amplia, ya que permite
extender el concepto de base a otros espacios. Sin embargo, a pesar de su
amplitud, carece de herramientas que nos permitan determinar o adquirir una base
de Schauder en un espacio dado. Por consiguiente, el resultado presentado a
continuacion resulta fundamental, ya que proporciona criterios para establecer la

existencia de una base en dicho espacio.

Teorema 4.3.3. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.10, p. 225) Sea {z,}5°,
una sucesion en un espacio de Banach X. Entonces {z,}°, es una base de
Schauder de X si y solo si se satisfacen las siguientes tres condiciones:

(1) =, # 0 para todan € N.

(2) Existe M > 1 tal que para toda sucesion {a,}>>, C K, sin < m,

<M
b's

n
E a;T;
i=1
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(3) El espacio vectorial cerrado generado por {z,}°, es X.

A partir de este teorema se derivan dos resultados importantes, que son
inmediatos considerando el teorema anterior. Estos resultados hacen referencia a

las subsucesiones en espacios de Banach y a las bases de bloque.

Corolario 4.3.4. (Nathansky & de Buen, 1994, Corolario 6.11, p. 227) Sea {x,, }>2,
una sucesion basica en un espacio de Banach X. Entonces toda subsucesion

{zp, 22, de {z,}52, es también una sucesion basica.

A partir de una sucesion basica dada se pueden construir otras sucesiones basicas

llamadas bases bloque.

Corolario 4.3.5. (Nathansky & de Buen, 1994, Corolario 6.12, p. 227) Sean X un
espacio de Banach y {x, }°, una sucesion basica en X con constante de base K.

Sean (0 =m; <my < ..., {a,}32, C K yu; # 0 dada por

Entonces la sucesion {u;}52, es una sucesion basica llamada base bloque de

{z,}°,, cuya constante de base es menor o igual a K .

De manera analoga, podemos obtener una forma equivalente de verificar si una
sucesion es una base en un espacio X, empleando el infimo mediante distancias.

Esto implica que existira una correspondencia entre las afirmaciones.

Teorema 4.3.6. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.14, p. 228) Una sucesion

{z,}2, en un espacio de Banach X es una base de Schauder si y solo si

(1) z, # 0 para toda n,
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(2) existe una constante 0 < K < 1 tal que paratodan € N

inf{||lz —y| :z € S,y € X,,} =dist (S, X)) > K

,donde S, = {x € [z;]2, : [|z]| = 1} y Xy = [23]2, 11,

(3) [l"n]ﬁ'il = X.

= Conclusion:

En conclusion, el estudio sobre las bases de Schauder, como fue presentado por
la estudiante Yeny Moreno, ofrece una comprension profunda de los espacios de
Banach y del analisis funcional. A través de las sesiones dedicadas a este tema,
se destacaron las diferencias entre las bases de Hamel y las bases de Schauder,
subrayando la importancia de estas Ultimas en la representacion de combinaciones
lineales infinitas de elementos. Los teoremas y corolarios derivados durante el
analisis proporcionan criterios claros para determinar la existencia y la naturaleza
de estas bases en los espacios de Banach. Ademas, la conexion entre la existencia
de una base de Schauder y el uso del infimo mediante distancias revela una
perspectiva profunda sobre la estructura de estos espacios. En suma, el estudio
de las bases de Schauder no solo amplia nuestro entendimiento teorico, sino que
también ofrece herramientas esenciales para el analisis y la caracterizacion de los

espacios de Banach en el analisis funcional.
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4.4. Apéndice D. Protocolo de las sesiones 8 y 9

Seminario de Trabajo de Grado

Relator: Herson Stiven Suarez Chavez

Correlator: Santiago José Delgado Benitez

Documento: Bases reductoras y acotadamente completas
Fecha: 19 Febrero 2024 - 4 Marzo 2024

Actividades a desarrollar:

= Exposicion del documento
» Analisis del tema
m Conclusiones

Durante estas sesiones, se estudio el tema Bases reductoras y acotadamente completas
junto con Bases Incondicionales del libro Introduccion al Analisis Funcional y a la
Geometria de Espacios de Banach (Nathansky & de Buen, 1994). La charla estuvo
a cargo del estudiante Edgar Eduardo Mantilla quien expuso los resultados mas
importantes donde posteriormente se examin6 a detalle cada uno de estos y donde,

se hizo una profundizacion de los temas ligados a los tépicos principales de la exposicion.

= Exposicion del documento:

La existencia de una base de Schauder en un espacio de Banach por si sola no
nos da mucha informacion acerca de la estructura del espacio; sin embargo, si
la base posee ciertas propiedades adicionales, podemos conocer mas a fondo el
espacio, por ejemplo, podemos saber si es reflexivo o si contiene como subespacio

a alguno de los espacios I? 0 ¢.

= Analisis del tema:
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Nos planteamos primero la siguiente pregunta ;Sera cierto que si {z,}>2, es
una base, entonces la sucesion {z}>°, en el espacio dual de los funcionales
biortogonales asociados a la base es también una base? La respuesta
evidentemente es no, pues para que {z:}>°, fuera una base en X*, este espacio
deberia ser separable y esto no siempre es cierto. Si tomamos por ejemplo el
espacio ! con la base canodnica, su dual [* no es separable como se mostr6 en
charlas anteriores. Sin embargo, {z*}°°, siempre es una sucesion basica en X*. A

partir de esto se introduce el primer resultado:

Lema 4.4.1. (Nathansky & de Buen, 1994, Lema 6.23, p. 241) Sea {z,}°, una
base en un espacio de Banach X con constante de base K. Entonces la sucesion
de funcionales biortogonales {z*}°°, C X*, es una sucesion basica con constante
de base menor o igual a K y las proyecciones asociadas a esta sucesion son
Pyl »n=1,2,..., donde P es el operador adjunto a la proyeccion P,. Ademas,

si{x,}2, es monotona, es decir si K = 1, se tiene que para =* € X*,

ol = Mo || Py = sup | Py
n

Aun si X es un espacio con base {z,}>, y X* es separable, la sucesion {z}}°,
no tiene por qué ser una base de X*. Como veremos a continuacion en un ejemplo

planteado en la charla:

Ejemplo 4.4.2. Consideremos el espacio ¢, con la base sumante {¢,}>2 ,, definida

n=1’

como &, = Y . e, donde e, es la base candnica de c,, cuyo dual de ¢, es el
espacio I' que es separable. Es facil ver qué & = e}, — ¢}, donde {e};}>>, es la
sucesion de funcionales biortogonales asociadas a la base canonica de ¢,. Como
vimos en un ejemplo anterior {e}}>2, es la base candnica de I'. Por lo tanto, & es

el elemento (0,...,0, 1 ,—1,0,...) € I' y sunorma es 2.
~~

n

Veremos qué e; & [£]°°,. Supongamos que e} = > >, a;{F. Entonces 1 = ej(e;) =
a; ysin>1

0=cjlen) = an — an_1
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Donde a,, = 1 paran = 1,2, ...; pero por el lema 6.2 (Nathansky & de Buen, 1994),
la sucesion {a,}2° , deberia converger a 0. Hemos demostrado asi que {£:}5°, no

es base de [".

El teorema siguiente nos da una condicion necesaria y suficiente para que la

sucesion basica {x}}2°, sea una base para X*.

Teorema 4.4.3. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.24, p. 244) Sea X un
espacio de Banach con una base {z,}>° ,. Entonces la sucesion de funcionales

biortogonales {x}}>° |, es una base de X* si y solo si para cada x* € X*

Jim 2"z, | =0

Si una base satisface la condicion anterior, se le llama base reductora.

Se puede uno plantear ahora la pregunta al revés, ;cuando una base {z,}>2; en
un espacio de Banach X es la sucesion de funcionales biortogonales asociadas
a una base? Desde luego para que esto sea posible se necesita que X sea el

espacio dual de algun espacio de Banach.

Teorema 4.4.4. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.25, p. 245) Si X es un

espacio de Banach con una base {x,}>° | tal que:

n oo
Siempre que {a,}>>, C K es tal que sup{ > ai; }< % la serie  ~ ayz, también
. neN U2y ‘ n=1

converge, entonces X es isomorfo al dual del espacio [x}]>°, C X*

A una base que cumple la propiedad anterior se le llama base acotadamente

completa.
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Ejemplo 4.4.5. La base canonica en ¢, no es acotadamente completa, ya que por

sup =1,
neN
co

pero esta serie no converge en c,, pues la sucesion (1,1,1,...) no pertenece al

ejemplo,

m
P
i=1

espacio. Sin embargo, es facil ver que la base candnica de I paral < p < oo SI €s

acotadamente completa.

Combinando los conceptos de base acotadamente completa y reductora
obtenemos finalmente la siguiente caracterizacion de los espacios reflexivos

con base:

Teorema 4.4.6. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.27, p. 249) Sea X un
espacio de Banach con base {x,}>° ,. Entonces X es reflexivo si y solo si la base

es a la vez reductora y acotadamente completa.

Ejemplo 4.4.7. Como ya sabemos que los espacios[? con1 < p < co son reflexivos,
el teorema anterior nos dice que la base candnica y cualquier otra base en estos

espacios es a la vez reductora y acotadamente completa.

Existe otro tipo de bases que permiten conocer mas a fondo a los espacios que las
poseen, las bases incondicionales. Este concepto estd muy ligado al de series
incondicionalmente convergentes en un espacio de Banach, que detallaremos a

continuacion:

Definicion 4.4.8. (Nathansky & de Buen, 1994, Definicion 6.28, p. 250) Sea {x,}°°,

una sucesion en un espacio de Banach. Diremos que la serie Zmn converge

n=1

oo
incondicionalmente, si para cualquier permutacion = de N, Z Tr(n) CONVErge.

n=1

Ademas, se tienen las siguientes equivalencias en las posteriores afirmaciones:

83



Proposicion 4.4.9. (Nathansky & de Buen, 1994, Proposicion 6.29, p. 251) Sea
{x,}52, una sucesion en un espacio de Banach X. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(o]
(1). La serie ) _ x, es incondicionalmente convergente.

n=1

(ii). Para s > 0 existe un entero N tal que

S

i€o

< ¢ para todo conjunto finito

o C Nconmin{i € 6} > N.

o0

(iii). La serie Z x,, converge para cualquier sucesion de naturales n; < ny < - --.
=1

(0@
(iv). La serie  _ 0,x, converge para cualquier sucesion {6,,}:., con 6, = +1 para

n=1
n=12,....
A partir de lo anterior y sin mas preambulos daremos la definicion de base

incondicional.

Definicion 4.4.10. (Nathansky & de Buen, 1994, Definicion 6.31, p. 253) Una base

{z,}°, enun espacio de Banach X se llama base incondicional, si para toda x € X
o

Su expansion Z a,x, en términos de la base, converge incondicionalmente.

n=1
De la proposicion anterior se deducen las siguientes afirmaciones equivalente de

base incondicional.

Teorema 4.4.11. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.32, p. 253) Sea
{z,}2, una sucesion basica en un espacio de Banach. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i). {z.}>2, es una sucesion basica incondicional.

(ii). Para todo subconjunto o de N la convergencia de Zanxn implica la
n=1
convergencia de > _ a;x;.

i€o
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o o
(iii). Si > a,, converge, entonces » 6,a,r, converge para toda sucesion

n=1

n=1
{0,}5°,, donde 0, = £1 paran = 1,2,.. ..

oo
(iv). Si|b,| < |a,| para toda n, la convergencia de Z a,x, implica la convergencia

de i b, T,
n=1

Intuitivamente es claro que una base seminormalizada {z,}°, deberia ser
oo

equivalente a la base normalizada {ﬁ} . Aunque esto es cierto, la prueba es

x’l’b

n=1

bastante engorrosa. Sin embargo, cuando la base es incondicional la demostracion

n=1

es muy sencilla como se muestra a continuacion.

Lema 4.4.12. (Nathansky & de Buen, 1994, Lema 6.35, p. 256)

Si {z,}2, es una base incondicional seminormalizada en un espacio de Banach

oo
X, entonces } es una base equivalente a {z,,}°° ;.

Han n=1

Como resultados finales se tiene que:

Teorema 4.4.13. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.36, p. 257) Sea X
un espacio de Banach con una base incondicional {x,};° . Entonces {x,}>°, es
reductora si y solo si X no tiene ningtin subespacio cerrado isomorfo a ', es decir
Si y solo si no existe ningun operador lineal acotado biyectivo entre un subespacio

cerrado de X y .
Tenemos también el correspondiente teorema dual para bases acotadamente
completas y ¢o:

Teorema 4.4.14. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.37, p. 260)
Sea X un espacio de Banach con base incondicional {z,}>° ,. Entonces, si X no

contiene un subespacio cerrado isomorfo a cy, {x,}52, es acotadamente completa.

Los dos teoremas anteriores tienen como consecuencia el siguiente resultado,
debido también a James, que caracteriza a los espacios reflexivos con base

incondicional.
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Teorema 4.4.15. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.38, p. 261) Sea X un
espacio de Banach con base incondicional {x,}:°,. Entonces X es reflexivo si y

solo si no contiene ningtin subespacio cerrado isomorfo al* ni a c,.

Conclusion:

En conclusion, las sesiones dedicadas al estudio de las bases reductoras y
acotadamente completas, asi como las bases incondicionales, han proporcionado
una vision profunda y detallada de la estructura de los espacios de Banach. A
través de la exposicion realizada por el estudiante Edgar Eduardo Mantilla, se han
destacado resultados fundamentales y se han explorado conexiones importantes
entre las propiedades de las bases y las caracteristicas de los espacios en los que

residen.

Se ha demostrado que la existencia de una base de Schauder en un espacio de
Banach no proporciona, por si sola, informacién exhaustiva sobre la estructura
del espacio, pero si la base posee propiedades adicionales, como ser reductora
y acotadamente completa, o incondicional, podemos obtener un entendimiento
mas profundo de dicho espacio.A través de ejemplos y resultados tedricos, se ha
explorado la relacion entre las bases y los espacios duales, revelando condiciones
necesarias y suficientes para que una sucesion de funcionales biortogonales

constituya una base del dual de un espacio de Banach.

El estudio detallado de las bases reductoras y acotadamente completas ha
conducido a la caracterizacion de los espacios reflexivos con base, proporcionando
una comprension mas clara de esta importante clase de espacios.Ademas, se ha
introducido el concepto de bases incondicionales, revelando su estrecha relacion
con las series incondicionalmente convergentes en espacios de Banach. A través
de resultados fundamentales y teoremas importantes, se ha profundizado en la
comprensién de las bases incondicionales y su impacto en la estructura de los

espacios de Banach.
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4.5. Apéndice E. Protocolo de las sesiones 10 y 11

Seminario de Trabajo de Grado

Relator: Edgar Eduardo Mantilla

Correlator: Yeny Paola Moreno

Documento: Espacio de James 7 y sus principales propiedades
Fecha: 18 Marzo 2024 - 1 Abril 2024

Actividades para desarrollar:

= Exposicién del documento
= Andlisis del tema

» Conclusiones

Durante estas ultimas dos sesiones, se estudio el tema Espacio de James junto con
sus principales resultados del libro Introduccion al Analisis Funcional y a la Geometria
de Espacios de Banach. La charla estuvo a cargo de los estudiantes Herson Stiven
Suarez Chavez y Santiago José Delgado Benitez quienes expusieron los resultados mas
importantes acerca del espacio de James donde posteriormente se examin6 a detalle
y con rigurosidad cada uno de estos, ademas, se hizo una profundizacion de los temas

ligados a los topicos principales de la exposicion.

= Exposicion del documento:

El Espacio de James es de prioridad importancia en el estudio de los articulos
sometidos en el seminario, pues representa un ejemplo de un espacio no reflexivo,
el cual es isométrico a su doble dual 7**. A partir de su descubrimiento en la
década de 1950 se han construido espacios similares que llevan por nombre
cuasireflexivos, ademas, se expone la propiedades principales de este espacio
relacionados a la monotonicidad, bases reductoras, bases incondicionales vistas y

demostradas rigurosamente en la charla inmediatamente anterior.
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= Analisis del tema:
Este espacio aparecié en un trabajo de R.C. James en 1950 como un contraejemplo
a una pregunta de S. Banach. Desde ese entonces para aca, el espacio de James
ha probado ser una de las fuentes mas ricas de contraejemplos para varios de los
problemas que han ocupado a los expertos en espacios de Banach. Se hablara de
la propiedad esencial de 7 sin profundizar en otros temas mas complejos. Veremos
que el espacio de James es isométrico a su doble dual pero no es reflexivo, debido

a que tiene codimension 1 en J**.

Definicion 4.5.1. (Albiac & Kalton, 2006, Definition 3.4.1) El espacio de James [J
es el espacio de las sucesiones reales © = (a1, as, ...), tales que lim a, = 0 y cuya

norma viene dada por:

n 1/2
1
HxHj - _qup{ <Z<api+1 - api)2 + (Clpn+1 - Clp1)2> } < 00,

neN i1
donde el supremo se toma sobre todos los posibles valores de n y sobre todas las

posibilidades de sucesiones finitas p; < ps < p3 < --+ < pny1 de numeros naturales.

La definicion de la norma en el espacio de James no es del todo natural; claramente,

la norma es equivalente a la norma alternativa dada por la férmula

n 1/2
[z]lo = Sup{ <Z(api+1 - api)2> }
neN i—1

donde, de nuevo, el supremo se toma sobre todas las secuencias de numeros

enteros {p;}"*]. De hecho se tiene que:

1
EHJJHO <llzlly < V2lzlo , z€T

Note que, ||e,||7 = 1 para toda n y ademas |e,|lo = V2 paran > 2.

Teorema 4.5.2. (Albiac & Kalton, 2006, Proposicion 3.4.2, p. 63) La sucesion

{e,}32, de vectores unitarios estandar es una base mondtona para J (con ambas
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normas | - {7 ¥ || - llo)-

Teorema 4.5.3. (Albiac & Kalton, 2006, Proposicion 3.4.3, p. 63) Sea {y:}>, es
una sucesion basica de bloques normalizada con respecto a {e,}>2, en (J,| - llo)-
Entonces, para cualquier sucesion de escalares (\;)}_, se mantiene la siguiente

desigualdad:

n n 1/2

> || <V5 (Z Ai)

k=1 0 k=1

Teorema 4.5.4. (Albiac & Kalton, 2006, Proposicion 3.4.4, p. 64) La sucesion

{en}32, de vectores unitarios estandar es una base reductora para J (con ambas

normas || - |7 y | - llo)-

El siguiente teorema constituye una pieza central, ya que proporciona la propiedad
de que J es isométrico a su doble dual, aunque no es igual a su doble dual debido
a que tiene codimensién 1 en 7**. No obstante, el espacio de James fue el primero

en poseer esta propiedad.

Teorema 4.5.5. (Nathansky & de Buen, 1994, Teorema 6.64, p. 294) El espacio J
es isometrico a 7** y es cuasirreflexivo de orden 1, es decir el espacio j(J ), donde

j es la inyeccion candnica de [J en J**, tiene codimension 1 .

Lema 4.5.6. (Nathansky & de Buen, 1994, Lema 6.65, p. 296) J no contiene ni a cy
nia /(' y por esto la base {¢,}>>, no es incondicional. Es mas, J no tiene ninguna

base incondicional.

Conclusion:

Durante el Seminario, los estudiantes Herson Stiven Suarez Chavez y Santiago
José Delgado Benitez presentaron un analisis exhaustivo sobre el Espacio de
James y sus propiedades fundamentales. Desde su definicion hasta resultados
clave, como su relacién con su doble dual y su propiedad de cuasirreflexividad de
orden 1, se exploraron en detalle, destacando su importancia en el analisis funcional

y la teoria de espacios de Banach. Ademas, se profundiz6 en aspectos como las
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bases monotonas y reductoras, subrayando el papel crucial del Espacio de James
como fuente de contraejemplos y su influencia en el desarrollo de nuevos enfoques
en matematicas. El Seminario proporcion6 una plataforma para la comprension
avanzada del Espacio de James, enriqueciendo la formacion académica de los

participantes y fomentando el debate intelectual en el campo del analisis funcional.
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