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DESCRIPCION

Algunas propiedades topoldgicas se han ido estudiando a través de predrdenes desde hace ya
hace varios anos, debido a caracteristicas que tienen en comun . Principalmente se tiene que a
partir de un preorden se puede crear una topologia de igual forma a partir de una topologia se
puede crear un preorden. Por esta razén, en esta monografia se trabajan tres objetivos especificos
que se desprenden de algunos resultados obtenidos de este estudio. El primero de ellos es la
introducciéon de condiciones que permitan establecer la conexidad en el producto arbitrario de
espacios topoldgicos conexos. El segundo consiste en mostrar algunos isomorfismos categoéricos
que se forman entre conjuntos preordenados y espacios topoldgicos. Dichos espacios son aquellos
que son cerrados para intersecciones arbitrarias. Por tltimo se ve que la compacidad de un espacio

topoldgico se puede definir a través de su preorden generado.

Para realizar estos objetivos es necesario definir lo que son preérdenes generados por topologias y
topologias generadas por predrdenes, ampliando estas definiciones al producto directo de predrde-
nes, topologia producto y topologia por cajas, y al definir el concepto de conexidad en conjuntos

preordenados, se obtienen las herramientas necesarias para alcanzar el primer objetivo.

Para el segundo objetivo se tiene en cuenta lo anterior junto con el hecho que todo preorden es
generado por una unica hipertopologia y toda hipertopologia es generada por un tnico preorden,
como también que los morfismos entre conjuntos preordenados son exactamente las funciones con-
tinuas entre espacios hipertopolégicos. En especial se tiene que los espacios T generan relaciones
de orden y viceversa. Este 1iltimo argumento permite establecer una caracterizacién de los espacios

compactos Ty que sirve como enlace para obtener el dltimo objetivo.
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DESCRIPTION

Some properties have been studying through preorders from several years ago, because of charac-
teristics that they have in common. Mainly we have that from a preorder we can create a topology
in the same way from a topology we can create a preorder. For this reason, in this monograph
three specific objectives has been worked which are results from this study. The first one is the
introduction to conditions that let to establish connects in the arbitrary product of connected
topological spaces. The second one consists of to show some categorical isomorphisms that are
formed between preordered sets and topological spaces. These spaces are which are closed for ar-
bitrary intersections. Finally, we see that the compactness of a topological space could be defined

through its preorder generated.

For carrying out these objectives is necessary to define what are preorders generated for topologies
and topologies generated for preorders, widening these definitions to the direct product of preor-
ders, product topology and topology for boxes, and when the concept of connects in preorders sets

is defined, the necessary tools for achieve the first objective are obtained.

For the second objective, it is bearing the previous information in mind with the fact of that
all preorder is generated for a unique hypertopology and all hypertopology is generated for a
unique preorder, also morphisms among preorders sets are exactly the continuous functions among
hypertopological spaces. Especially, we have that the To spaces generate orden relations and vice
versa. This last argument lets to establish a description of compact spaces To that is useful as link

for obtaining the last objective.
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INTRODUCCION

Aun cuando algunas propiedades topolégicas se han venido estudiando a través de predrde-
nes desde hace ya varios anos por muchos autores entre los que podemos citar a Ore, Alexan-
drov, Lorrain, Larson, Andima, Thron, Scott, Lawson, Kopperman, Kronheimer, Wilson,
entre otros, sus resultados no son muy conocidos en el entorno matemaético ([2]). En esta
monografia trabajamos tres objetivos especificos que se desprenden de estos trabajos. El
primero de ellos es la introduccién de condiciones que nos permitan establecer la conexidad
en el producto arbitrario de espacios topologicos. El segundo consiste en mostrar algunos
isomorfismos categdricos que se forman entre las categorias de los conjuntos preordenados
y la categoria de los espacios hipertopoldgicos. Dichos espacios son definidos en el capitulo
3. Por tltimo veremos que la compacidad de un espacio topoldgico se puede definir a través

de su preorden generado.

Para llevar acabo estos objetivos iniciamos en el capitulo 1 mencionando brevemente al-
gunas nociones y resultados conocidos tanto en la parte de topologia como en la parte de
relaciones de orden y equivalencia que se utilizan en el desarrollo de esta monografia. Igual-

mente damos las nociones de categorias y functores, asi como de isomorfismos categdricos.

En el capitulo 2 trabajamos la parte de conjuntos preordenados en donde definimos lo que
son conjuntos abiertos y cerrados centrandonos en una clase especial de dichos conjuntos
que llamaremos abiertos fundamentales, también definimos conexidad y mostramos que el

producto directo arbitrario de conjuntos preordenados conexos, es conexo y finalizamos con
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morfismos entre predrdenes con los cuales se define la categoria de los conjuntos preorde-
nados. Los resultados obtenidos en este capitulo son utilizados en el capitulo 3 para definir
lo que son predrdenes generados por topologias y topologias generadas por preérdenes am-
pliando estas definiciones al producto directo de predrdenes, topologia producto y topologia
de cajas en donde observamos que el preorden generado por la topologia producto y de
cajas coinciden al igual que la topologia generada por el producto directo de predérdenes es
una topologia de cajas; otro resultado que se obtiene, es que todo preorden es generado al
menos por una topologia pero no necesariamente toda topologia es generada por un preor-
den, salvo en el caso de hipertopologias que ademés cumplen con propiedades interesantes
como por ejemplo, todo espacio hipertopolégico es conexo si, y solo si, el conjunto preorde-
nado que este genera también lo es; al igual, se tiene que la topologia de cajas conformada
por hipertopologias es también una hipertopologia. Teniendo en cuenta las propiedades ya
mencionadas en lo referente al producto, y algunas otras que veremos en este capitulo lle-

garemos a nuestro primer objetivo.

Para obtener nuestro segundo objetivo mostramos que las funciones continuas entre espa-
cios hipertopolégicos son exactamente los morfismos entre los predrdenes, como también que
todo espacio topoldgico T genera un conjunto ordenado y todo conjunto ordenado genera

un espacio topolégico Ty. En especial se tendra que la tinica hipertopologia 717 es la discreta.

Nuestro ultimo objetivo es trabajado en el capitulo 4 y se lleva a cabo mediante una serie
resultados en compacidad iniciando con una caracterizacion de los espacios topologicos Ty
que resulta ser una generalizacién del resultado obtenido por Lorrain (véase [7]) en espacios
hipertopolégicos compactos. Una vez obtenido esta caracterizaciéon definimos el espacio
topoldgico cociente (X/R,7/R) que se forma a partir de un espacio topolégico (X, 7) y de
una relacién de equivalencia R sobre el mismo conjunto X. Este espacio topoldgico cociente
es trabajado especialmente con una relacién de equivalencia notada como i y genera siempre
a partir de 7 con lo cual se tiene que (X/R, 7/R) siempre es Tj, ademas comparte similitudes

con (X, 7) que nos lleva a obtener nuestro tltimo resultado (véase [1]).



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo damos una serie de conceptos o nociones basicas que usaremos a lo largo de
esta monografia con las cuales el lector debe estar ya familiarizado, como lo son el concepto
de relaciones de orden y de equivalencia; al igual, aquellos que se presentan en cualquier cur-
so introductorio a la topologia. Es por esta razén que no entraremos en mayores detalles. Las
demostraciones referente a relaciones de equivalencia y orden se encuentran en [9], salvo el

lema de Zorn el cual se encuentra en [4] y las referentes a topologia se encuentran en [8] y [11]

Relaciones de equivalencia

Definicién 1.1. Sea X un conjunto no vacio y sea R una relacién sobre X. Se dice que la

relacion R es de equivalencia si ésta satisface las siguientes propiedades:

1. Ve € X, (z,z) € R. “Reflexiva.”
2. Va,y,z € X((z,y) € RA(y,2) € R= (z,z) € R). “Transitiva.”

3. Va,y € X((z,y) € R= (y,z) € R). “Simétrica.”

Definicién 1.2. sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto X y se a un elemento
de X, se define la clase de equivalencia de a como el conjunto de los elementos de X que
estan relacionados con a mediante R dicho conjunto lo notaremos como @r o simplemente

a si se sobre entiende cual es la relacién de equivalencia.
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Lema 1.1. Si R es una relacién de equivalencia sobre un conjunto X y x,y € X, se tiene

que:

1. z ez

2. Las afirmaciones (x,y) € R, © €y, T =7 son equivalentes.

Dada una relacion de equivalencia R sobre X, como una clase de equivalencia de un elemento
de X es un subconjunto de X, podemos formar el conjunto de todas las clases de equivalencia
con respecto a R de los elementos de X (notado X/R) con solo separar de la coleccién de
todos lo subconjuntos de X, “P(X)” aquellos elementos que sean clases de equivalencia
segun R, es decir,

X/R={Y eP(X)|(Fzxe X)(Y =1)}.

Se le acostumbra llamar el conjunto cociente de X por R.

Definicién 1.3. Una particion de un conjunto no vacio X es una coleccién de subcon-

juntos no vacios de X, disyuntos dos a dos y cuya union es X.

Teorema 1.1. Sea R una relacion de equivalencia sobre un conjunto X, el conjunto cociente

X/R forma una particién de X.

Relaciones de orden

Definicién 1.4. Sea X un conjunto no vacio y sea R una relacién sobre X. Se dice que la
relacién R es antisimétrica si para todo z,y € X, (z,y) € Ry (y,z) € R implica que x = y.
Igualmente se dice que R es una relacién de orden sobre X o que (X, R) es un conjunto
ordenado si R es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Ademads si para todo z,y € R se tiene
que (x,y) € Ro (y,z) € R, se dice que R es un orden total sobre X o que (X, R) es un

conjunto totalmente ordenado.

Si (X, R) es un conjunto ordenado y A un subconjunto de X, RN (A x A) es una relacién
de orden sobre A y se dice que ésta es inducida por la primera; siempre que consideremos un

subconjunto de un conjunto ordenado lo supondremos provisto de su ordenacién inducida.

Definicién 1.5. Sea (X, R) un conjunto ordenado; una R-cadena de X ( o simplemente
cadena cuando no haya lugar a confusién con respecto del orden a consideracién) es un

subconjunto de X totalmente ordenado por la relaciéon de orden inducida por R.
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Definicién 1.6. Sea (X, R) un conjunto ordenado y A un subconjunto de X, una cota
inferior de A es cualquier elemento x de X tal que para todo a € A se cumple que
(x,a) € R. Si existen cotas inferiores de A se dice que A esta acotado inferiormente.
Igualmente, una cota superior de A es cualquier elemento x de X tal que para todo
a € A se cumple que (a,z) € R. Si existen cotas superiores de A se dice que A esta

acotado superiormente.

Definicién 1.7. Sea (X, R) un conjunto ordenado y A un subconjunto de X, un elemento
a de A se dice minimal en A si para cualquier elemento z de X, (x,a) € R implica que
x = a. Igualmente se dice que a es mazximal si para cualquier elemento x de X, (a,z) € R

implica que x = a.

Lema de Zorn. Si (X.R) es un conjunto ordenado, tal que toda cadena de X es acotada
superiormente en X, entonces X posee al menos un elemento maximal.

Un resultado dual del lema de Zorn es que si (X.R) es un conjunto ordenado, tal que toda
cadena de X es acotada inferiormente en X, entonces X posee al menos un elemento mi-
nimal; por consiguiente cuando utilicemos en el capitulo cuatro el lema de Zorn estaremos

utilizando en realidad su dual.

Espacios topologicos

Proposicién 1.1. Una topologia sobre un conjunto X es una colecciéon 7 de subconjuntos

de X con las siguientes propiedades:

1. 0y X estdn en 7.
2. La interseccién de los elementos de cualquier subcoleccién finita de 7 estd en 7.

3. La unién de los elementos de cualquier subcoleccién de 7 esta en 7.

A la pareja (X, 7) se le conoce como espacio topoldgico y a los elementos de 7 como

abiertos.

Ejemplo 1.1.
(a) Sobre todo conjunto X no vacio siempre se pueden definir al menos dos topologias. la
primera es la coleccién de todos los subconjuntos de X, es decir, partes de X, “P(X)” la cual

se denomina topologia discreta y suele notarse como 7y4,.. La segunda esta compuesta
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tinicamente por X y () y se denomina la topologia trivial, o indiscreta, la cual suele
notarse Tipp-

(b) Sea X un conjunto y sea 7y la coleccién de todos los subconjuntos U de X tales que
X — U es finito o es todo X. Entonces 7 es una topologia sobre X, llamada topologia de

complementos finitos.

Definiciéon 1.8. Supongamos que 7 y 7’ son dos topologias sobre un conjunto dado X. Si
, . , . L, : . . ,
7' D 7, diremos que 7' es mds fina que T; si 7' contiene propiamente a 7, diremos que 7’ es

estrictamente mds fina que 7. Diremos que 7 es comparable con 7/ si 7' D7 67 D 7.

Definicién 1.9. Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una colec-

cion [ de subconjuntos de X llamados “elementos bdsicos”tales que:

1. Para cada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos basicos By y Bs, entonces existe un

elemento basico Bs tal que x € B3 C By N Bs.

Si [ satisface estas dos condiciones, se define y se nota (3) a la topologia generada por
(3 como sigue: un subconjunto U de X se dice que es abierto segun ((3), si para cada x € U,

existe un elemento bésico B € (3 tal que x € B C 3, es decir, si U = |J .. ; B, donde B, € 3

aed
para cada o € J.

Noétese que cada elemento basico es asi mismo un elemento de ().

Ejemplo 1.2.

(a) Sea [ es la coleccién de todos los intervalos en la recta real,

(a,b) ={x | a <z <b}

La topologia generada por 3 se denomina topologia usual sobre la recta real “R”, la
cual suele notarse 7,,.

(b) Sea (' es la coleccién de todos los intervalos en la recta real,
[a,b) ={x | a <z < b}.

La topologia generada por (3 se denomina topologia del limite inferior. sobre R, la cual

suele notarse 7.
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(c) Sea K el conjunto de todos los numeros de la forma 1/n, para n en los enteros positivos
y sea (3" la coleccién de todos los intervalos en R de la forma (a,b), junto con todos los
conjuntos de la forma (a,b) — K. La topologia generada por 3" se denomina K-topologia
sobre R, la cual suele notarse 7.

Las topologias 7y y Tx son estrictamente mas finas que la topologia 7, pero no son compa-
rables.

(d) Si (X, <) es un conjunto totalmente ordenado y x € X, Sea * la coleccién de los
conjuntos

[z,00) ={ye X e x < y}.

La topologia generada por * se denomina topologia de colas a la derecha o simple-

mente topologia de colas y se denota por T.us-

Definicién 1.10. Una subbase S para una topologia sobre X es una subcoleccién de X
cuya unién es igual a X. La coleccion (3 de todas las intersecciones finitas de elementos de S
es una base para una topologia sobre X, la cual se le conoce como la topologia generada

por la subbase S.

Definicién 1.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si Y es un subconjunto de X, la colec-

cién

v ={YNU|Uer}

Es una topologia sobre Y, denominada topologia del subespacio; sus conjuntos abiertos son

todas las intersecciones de conjuntos abiertos de 7 con Y.

Definicién 1.12. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A y B subconjuntos de X, se dice que
A es cerrado segun T si el conjunto X — A es abierto. Si se sobre entiende en qué espacio
topoldgico se esta trabajando se dice simplemente que A es cerrado. De igual forma se define
la adherencia de B y se nota adh(B), como la interseccién de todos los conjuntos cerrados
que contienen a B. Si adh.(B) = X se dice que B es denso. Si no hay lugar a confusiones

la adherencia de B se nota simplemente adh(B).

Por definicién siempre se tiene que B C adh(B)

Teorema 1.2. Si (X, 7) un espacio topoldgico, se cumplen las siguientes condiciones:

1. O y X son cerrados.
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2. Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerradas.

3. Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas.

Un resultado inmediato del teorema anterior es que en un espacio topolégico un conjunto

es cerrado si coincide con su adherencia.

Definicién 1.13. Sea (X, 7) un espacio topolédgico y x € X. Diremos que z es un punto
cerrado, si adh{z} = {x}.

Teorema 1.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X, entonces.

1. x € adh(A) si, y sélo si, cada conjunto abierto U que contiene a z interseca a A. Es

decir, UN A # ().

2. Si [ es una base para 7, entonces z € adh(A) si, y sdlo si, cada elemento bésico B

que contiene a x interseca a A.

Definicién 1.14. Sean (X, 7) y (Y, 7’) espacios topologicos. Una funcién f : X — Y se dice
que es continua si para cada subconjunto abierto U de 7/, el conjunto f~1(U) es abierto
en 7. Si ademds f es biyeccién y la funcién inversa f~!: Y — X es continua, se dice que f

es un homeomorfismo y que X es homeomorfo a Y (X 2Y).

Ejemplo 1.3.

(a) Si f: (R,7,) — (R,7) es la funcién identidad: f(z) = x para cada numero real x.
Entonces f no es una funcién continua; la imagen inversa del conjunto abierto [a,b) de 74
es él mismo, que no es abierto en 7,. Por otro lado la funcién identidad g : (R, ) — (R, 7,)
es continua, porque la imagen inversa de de (a, b) es él mismo, que es abierto en 7.

b La funcién f : (R,7,) — (R,7u) dada por f(x) = 2x + 1 es un homeomorfismo. si
definimos ¢ : (R, 7,) — (R, 7u) dada por g(y) = (y — 1)/2 para todo = y y en R entonces se
tiene f(g(y)) =y v g(f(x)) = x. Se sigue que f es biyectiva y que g = f~!; la continuidad

de f y g es un resultado familiar del cédlculo.

Definicién 1.15. Sea J un conjunto de indices. Dado un conjunto cualquiera X, definimos
una J-upla de elementos de X como una funciéon x : J — X. Si a es un elemento de J
notaremos como z,, a x(a) donde x, la llamaremos la a-ésima coordenada de x. Asi mis-
mo, si {A, }acs €s una familia de conjuntos indexados, definimos el producto cartesiano de

esta familia indexada, denotado por [],c; Aa, como el conjunto de todas las J-uplas x de

aed
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elementos de (J,.; Ao tales que x(a) € A, para cada a € J, simbdlicamente.

[TA=1{x:7—JA|Vae J(z, € Au)}.

aeJ aeJ

Ademas, para cada 0 € J, se define la funcién que asigna a cada elemento del espacio

producto su coordenada (-ésima como,

ﬂﬁIHAaﬁAﬁ,

aeJ
donde m3(x) = x4, la funcién 75 se denomina proyeccion asociada con el subindice f3.
Si se sobre entiende cual es el conjunto de indices, notaremos simplemente al espacio pro-

ducto como [] A, y en ocasiones su elemento general por (z,).

Definicién 1.16. Sea {(X,, 7o) facs una familia indexada de espacios topolégicos. El con-
junto {[] Aa | Aa € 7.} es una base para una topologia sobre el espacio producto [] Xa,
denominada topologia por cajas, la cual notaremos como ®°7,.

De igual forma, los conjuntos Sz = {ng(Ug) | Ug € 73}, forman una subbase para una to-
pologia sobre el espacio producto [ X, denominada topologia producto, la cual notaremos

por ®Tg,.

La principal diferencia entre la topologia por cajas y la producto es que la primera tiene
como base a todos los conjuntos de la forma [[U,, donde U, € 7, para cada «, mientras
que la topologia producto tiene como base a todos los conjuntos de la forma [ U,, donde
U, € 17, para cada a y U, es igual a X, excepto para un numero finito de valores de a. Por

consiguiente se sigue que la topologia por cajas es mas fina que la topologia producto.

Teorema 1.4. Sea {(X,, 7o) }acs una familia indexada de espacios topolégicos y para cada

a € J sea (3, una base para 7,. La coleccion de todos los conjuntos de la forma

15

donde B, € (3, para cada «, es una base para la topologia por cajas sobre [[ X,.

Definicién 1.17. Si 7 es una topologia sobre un conjunto X, se dice que el espacio to-
polégico (X, 7) es conexo si los unicos subconjuntos de X que son abiertos y cerrados a la

vez son vacio y el propio X.

Lema 1.2. R con la topologia usual es conexo.
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Definicién 1.18. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una coleccién A de subconjuntos de X
se dice que es un cubrimiento de X, si la unién de los elementos de A coincide con X. Si
A esta formado por conjuntos abiertos de (X, 7), se dice que A es un cubrimiento abierto
de X. Se dice que X es compacto si de cada cubrimiento abierto de X podemos extraer

una subcoleccién finita que también cubre a X.

Proposicién 1.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico y Y es un subconjunto de X. entonces
(Y, 7y) es compacto si, y sélo si, cada cubrimiento de Y por abiertos de (X, 7) contiene una

subcoleccion finita que cubre a Y.

Definicién 1.19. Si X es un conjunto y € una coleccién de subconjuntos de X, se dice
que € tiene la propiedad de la interseccién finita si cada subcoleccion finita de € tiene

interseccién no vacia.

Teorema 1.5. Sea (X, 7) un espacio topolédgico. Entonces (X, 7) es compacto si, y sélo si,
para cada coleccién € de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la interseccién finita,

la interseccién de todos los elementos de la coleccion (e C # 0.

Teorema 1.6. La imagen de un espacio compacto baja una aplicacién continua es un

espacio compacto.

Definicién 1.20. Se dice que un espacio topoldgico (X, 7) es Ty, si para todo z,y € X con
x # yexiste U € T tal que x € U peroy ¢ U oy € U pero x ¢ U. De igual forma se dice
que (X, 7) es T1, si para todo z,y € X con x # y existen Uy, Uy € T tales que x € Uy pero
y¢ Uy yy € U;pero x ¢ Us.

Un resultado inmediato que se obtiene de la definicién anterior es que todo espacio to-
polégico T7 es Ty. A continuacion enunciamos una propiedad que caracteriza los espacios

topologicos T} .

Proposiciéon 1.3. Un espacio topologico X es T si, y solo si, todo elemento de X es un

punto es cerrado.

Proposicién 1.4. Si 7y 7/ son topologias sobre X tal que 7’ es mas fina que 7. Entonces,
si (X,7)es Ty, (X,7')es Tp.

Para terminar damos algunos conceptos basicos de categorias.

Categorias
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Definicién 1.21. Una categoria es una cuddrupla C'= (Ob, Mor,id, o) donde:

1. Ob(C) es una clase no vacia cuyos elementos son llamados objetos de C.

2. Para cada par (A, B) de objetos de C existe un conjunto Morc(A, B) cuyos elementos

son llamados morfismos de A en B y se notan con letras f,g,h,...etc, o completamente
asi,
f:A— B,..., o0 A EN B, ..., al objeto A se le llama dominio de f y al objeto B
codominio de f. La reunién de todos los conjunto de morfismos, constituye la colecci-
6n de morfismos de la categoria y se nota Mor(C). Si no hay lugar a confusiones el
conjunto Morc(A, B) se nota simplemente Mor(A, B). Si (A, B) # (C, D) entonces
Mor(A, B) N Mor(C, D) = (.

3. “0” es una ley de composicién interna en Mor(C) llamada composicién, tal que para
cada morfismo A % By cada morfismo B Lc ,existe un morfismo A 199, ¢ Nlamado
la composicion de f y g sujeto a las siguientes condiciones:

i. Asociatividad: para todos los morfismos A EN B, BL CyC(C % D se tiene la

siguiente igualdad.
ho(gof)=(hog)of.

ii. Identidad: Para cada objeto A de C existe un morfismo id4 € Mor(A, A) llamado
identidad en A, notado por A YA, A tal que para cada morfismo A LB y cada

morfismo C' %> A se tiene las igualdades.

foidy=fyidaog=y.

Ejemplo 1.4.

a. La categoria de los conjuntos, notada Comny. Los objetos de esta categoria son los conjun-
tos; los morfismos son las funciones, y la ley de composiciéon en los morfismos corresponde
a la composicion usual de funciones.

b. Un conjunto ordenado (X, R) se puede ver como una categoria, cuyos objetos son los

elementos de X, y para cada par de elementos x y y de X,

{(z,y)} st (z.y) R
? si (z,y) ¢ R.

Mor(z,y) =:

La transitividad de la relacién de orden, define la composicién en los morfismos, donde el

morfismo identidad id, es la pareja {(z,z)}
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c. La categoria de los grupos notada Gr. Los objetos de esta categoria son los grupos, los
morfismos son los homomorfismos y la ley de composicién en los morfismos corresponde a
la composicion usual de funciones.

d. La categoria Mat, cuyos objetos son todos los numeros enteros positivos para el cual
Mor(m,n) es el conjunto de todas las matrices reales de tamano m x n; el morfismo iden-
tidad id, es la matriz diagonal unitaria de n x n y la ley de composiciéon en los morfismos
corresponde a la multiplicacién usual de matrices.

e. La categoria de los espacios topologicos denotada Top, los objetos de esta categoria son
los espacios topoldgicos, los morfismos son las funciones continuas y la ley de composicion

en los morfismos, corresponde a la composicion usual funciones.

Para establecer el segundo objetivo de esta monografia es necesario introducir la nocién de
functor que son los encargados de interrelacionar la categoria de los espacios topoldgicos

y la categoria de los conjuntos preordenados, las cuales mostraremos en el segundo capitulo.

Funtores

Definicién 1.22. Sean C y D categorias. Un functor F' : C — D consiste en:

1. Una aplicacién F': C — D que asigna a cada objeto A de C un objeto F'(A) de D.
2. Para cada par de objetos A y B de C, una aplicacién
F : More(A,B) — Morp(F(A), F(B))

que satisface las siguientes propiedades:

i. Preserva identidades, es decir, para cada objeto A de C, F(ida) = idp(a)

ii. Preserva composiciones, es decir, para morfismos A 1B y BY C donde A, By
C' son objetos de C, se tiene. F(go f) = F(g) o F(f).

Ejemplo 1.5.

a. Para cualquier categoria C, se define el functor identidad Ide : C — C tal que:

Ide(AL By =AaL B

b. Sean C,D categorias, para cualquier objeto A de D, se define el functor constante

F,:C — D tal que:

FaBL o)y=4 A
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c. El functor olvido de estructura, O : Top — Conj, que asigna a un espacio topolégico
(X, 7) su conjunto subyacente, es decir, O(X,7) = X y a cada funcién continua f : (X,7) —
(Y, 7') se le olvida su continuidad, es decir, O(f : (X,7) — (Y, 7)) =f: X = Y.

Definicién 1.23. Se dice que dos categorias C y D son isomorfas si existen functores
F:C—DyG:D—Ctalesque FoG=1Idpy GoF = Idg.



CAPITULO 2

CONJUNTOS PREORDENADOS

Iniciamos este capitulo definiendo lo que es un conjunto preordenado, con el cual, el lector
debe estar en parte familiarizado ya que de alguna u otro forma habra trabajado con dichos
conjuntos en cualquier curso que introduzca relaciones de orden y de equivalencia, estas a
su vez resultan ser clases especiales de predrdenes que utilizaremos mas adelante. Posterior-
mente se dan una serie de definiciones y proposiciones acerca de conjuntos preordenados con
los cuales obtendremos resultados importantes en los capitulos 3 y 4. En si, este capitulo

puede verse como un capitulo introductorio a los dos restantes.

2.1. Preodrdenes

Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto y R C X x X. Se dice que R es un preorden sobre

X, 0 (X, R) es un conjunto preordenado, si R es reflexiva y transitiva sobre X.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de conjuntos preordenados.

Ejemplo 2.1.1.
(a) Considere Z como el conjunto de los niimeros enteros con la relaciéon R, donde (n,m) €
R significa n divide a m. Entonces (Z, R) es un conjunto preordenado.

(b) El orden usual sobre los nimeros enteros. {(m,n) € Z x Z | m < n}. Forma un
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preorden.

(c) SiX esun conjunto cualquiera, la inclusién (ser un subconjunto de) forma un preorden
sobre P(X).

(d) Sea m un entero fijo mayor o igual que 1. Definimos en Z la relacién

a=0b(m)< (Ik € Z)(a — b =mk); es decir, a es congruente con b modulo m si, y sélo si,
a — b es multiplo de m. Ser congruente modulo m forma un preorden en los enteros.

(e) Sea X un conjunto, la relacién =, “ser equipotente.®®tre subconjuntos de X, tal que
A~ B < (3f)(f : A— BAf es biyeccion ), la relacién ser equipotente forma un preorden.
(f) En R? definimos el preorden S, tal que ((x,), (u,v)) € S <z +y < u+v.

Nota 2.1.1. Si (X, R) es un conjunto preordenado se tiene por simetria que (X, R™') es

un conjunto preordenado.

Definicién 2.1.2. Sea (X, R) un conjunto preordenadoy A C X, decimos que A es abier-
to en (X, R) si:
Ve,y € X(x € AN(z,y) € R) =y € A)

decimos que A es cerrado en (X, R) si:
Ve,ye X(ye AN (z,y) € R) =z € A).

Nota 2.1.2. En especial, en todo conjunto preordenado (X, R) siempre se tiene que X
y O son abiertos y cerrados en (X, R). Si se sobre entiende que un conjunto es abierto
(o cerrado) en determinado conjunto preordenado, diremos simplemente que es abierto (o

cerrado).

A continuacién presentamos una serie de proposiciones que nos permitiran ver y entender
con mayor claridad dichos conjuntos. En si, nos centraremos principalmente en una clase

de abiertos, los cuales llamaremos abiertos fundamentales y definiremos mas adelante.

Proposicion 2.1.1. En cualquier conjunto preordenado la union e interseccion de abiertos

(cerrados) es abierto (cerrado).

Demostracion.
Sea (X, R) un conjunto preordenado y {A, }aecs una coleccién de abiertos. Si z,y € X con
T € (\pesAa ¥ (2,y) € R entonces, para todo 3 € J se tiene que v € Ag y por ser Ag
Ag, luego N

Similarmente se prueba el resultado para cerrados. [ |

abierto, y € Ag por lo tanto y € N A, es abierto.

acJ acJ
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Proposiciéon 2.1.2. En cualquier conjunto preordenado los complementos de conjuntos

abiertos son exactamente los conjuntos cerrados.

Demostracion.

Sea (X, R) un conjunto preordenado y A C X un abierto. Supongamos que X — A no es
cerrado, entonces existen z,y € X tal que (z,y) € Rcony € (X — A)y x ¢ (X — A); por
lo tanto = € A, y como A es abierto, entonces y € A contradiciendo que y € (X — A); luego
X — A es cerrado.

Similarmente se prueba que si X es cerrado su complemento es abierto. [ |

Definicién 2.1.3. Sea (X, R) un conjunto preordenado y x € X. El conjunto
{y € X | (z,y) € R}. Lo llamaremos el abierto fundamental de x y notaremos por R(x).

Proposicién 2.1.3. Sea (X, R) un conjunto preordenado y x € X, entonces se tiene que

R(x) es el menor abierto que contiene a x.

Demostracion.

Por definicién R(x) es abierto. Ahora para ver que es el menor abierto que contiene a z,
de la proposicién (2.1.1) basta con ver que todo abierto que contiene a x, contiene a R(z).
Sea A un abierto tal que x € A; siy € R(x) entonces (z,y) € Ry por ser A abierto, y € A.
Luego R(z) C A. [ ]

Corolario 2.1.1. Sea (X, R) un conjunto preordenado y A C X, entonces:

A es abierto si, y solo si, A=, 4 R()

Demostracion.

=) Sea A C X abierto, si y € A entonces de la proposicién anterior concluimos que
R(y) € A; luego |J,c4 R(z) € A. Ademds como para cada y € X se tiene y € R(y)
entonces A C | J, o4 R().

<) El resultado es inmediato de las proposiciones ( 2.1.1 ) y ( 2.1.3 ).

[

Nota 2.1.3. Si (X, R) es un conjunto preordenado y A C X entonces, A es abierto (ce-
rrado) en (X, R) si y solo si A es cerrado (abierto) en (X, R™'). Por consiguiente podemos
concluir que el conjunto R(x) es el menor cerrado que contiene a x; o equivalentemente,
R™(z) es el abierto fundamental de x en (X, R™1).
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2.2. Conjuntos preordenados como suma directa

Definicién 2.2.1. Sea (X, R) un conjunto preordenado. Si {(X,, Ra)}acs €s una fami-
lia indexada de conjuntos preordenados tales que X = |J,.; Xo vy R = U, Ra con
X5 N X, = 0 para todo 8,7 € J, B # 7. Decimos que (X, R) es suma directa de
la familia {(Xa, Ra) }acs

En si, todo conjunto preordenado (X, R) se puede ver como una suma directa de {(X, R), (0,0)}

la cual llamaremos suma directa trivial.

Definicién 2.2.2. Sea R una relacién sobre un conjunto X. Definimos la clausura de equi-
valencia sobre R y notamos R a la menor relaciéon de equivalencia sobre X que contiene a
R.

Nota 2.2.1. En toda relacion sobre un conjunto, la clausura de equivalencia siempre existe
debido a que la interseccion de relaciones de equivalencias (sobre un mismo conjunto) es de

equivalencia.

Proposicién 2.2.1. Sea X un conjunto y S € X x X entonces S = UrZ o (SUS™)™ con

S" = S0So0So,..,0S (n-weces) donde o es la composicion de relaciones y S° = I,.

Demostracion.

Si (z,y) € U,—o(SUS™1)" entonces existe n € Z* U {0} tal que (z,y) € (SUS™1)", por lo
tanto existen ay, as, ..., a,_; elementos de X donde (x,ay), (ay,as), ..., (a,_1,y) € (SUS™);
luego (x,a1), (ay,az2), ..., (an_1,y) € S y por transitividad se tiene que (x,y) € S.

Veamos que (J72 (S U S™!)" es un relacién de equivalencia sobre X que contiene a S.
Como (SUS™M? =Txy S C(SUS)! entonces U (S US™)" es reflexiva y contiene
a S. Ahora si (2,9), (y,2) € Ur—o(SUS™)", existen n,m € Z* U {0} tal que (z,y) €
S™y (y,z) € S™, de donde concluimos que (z,z) € (SUS™H)™™ C |7, (SU S
Ademss si (a,b) € |~ (S US™)" entonces existen ay, ay, ..., a,—1 elementos de A donde
(a,a1),(ar,as), ..., (a,_1,b) € (SUS™!) y en consecuencia (b, a,_1), (a,_1,an_2), ..., (a1,a) €
(SUS™), por consiguiente (b, a) pertenece a [Jo- (S US™)™. Ahora como S es la menor
relacion de equivalencia que contiene a S y la interseccién de relaciones de equivalencia
(sobre el mismo conjunto es de equivalencia), entonces se cumple que S C U (Sus—hm
|
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Corolario 2.2.1. St R y S son dos relaciones sobre un conjunto X entonces:

1. Si R C S se tiene queﬁgg.
2. R=RUR.

Proposicién 2.2.2. Sea (X, R) un conjunto preordenado; entonces, los abiertos-cerrados
en (X,R) son exactamente los abiertos en (X, R). Ademds, si x € X, T es el menor

abierto-cerrado en (X, R) que contiene a x. Donde T es la clase de equivalencia de x segin

~

R.

Demostracion.

Sea A un abierto en (X, ﬁ) Veamos que A es abierto en (X, R). Si (a,b) € Ry a € A
entonces (a,b) € R y por ser A abierto en (X, ]?2) se tiene que b € A; luego, A es abierto en
(X, R). Similarmente, si (a,b) € R tal que b € A entonces (b,a) € Ry por ser A abierto en
(X, R) se tiene que a € A; luego A es cerrado en (X, R).

Ahora, si A es abierto-cerrado en (X, R) tal que (a,b) € Rya € A, veamos que b € A. Por la
proposicién (2.2.1) existen ay, as, ..., a,—; elementos de X donde (a,ay), (a1, as), ..., (@p—1,b)
pertenecen a (R U R™'); como (a,a;) € (RU R™') y A es abierto-cerrado en (X, R) con
a € A entonces a; € A; similarmente, (aj,as) € (RU R™') y en consecuencia ay € A,
siguiendo con este proceso b € A, con lo cual concluimos que A es abierto en (X, }A%)

Si x € X, veamos que T es el menor abierto-cerrado en (X, R) que contiene a x. Por
definicién R(z) = T, luego T es un abierto-cerrado en (X, R) que contiene a x. Ahora si
A es un abierto-cerrado con © € Ay A C T entonces A es abierto en (X, fi) y por la

proposicién (2.1.1) aplicada a ﬁ, T C A. |

La anterior proposiciéon nos permite establecer las diferente formas de expresar un conjunto
preordenado como suma directa no trivial de conjuntos preordenados (siempre y cuando esto
sea posible). Un ejercicio facil de demostrar es que si (X, R) es un conjunto preordenado,
entonces X = Upcy/zg B Y R = Upcyg RN (B x B). Esto es debido a que X/R forma
una particién de X donde todo B € X/R es abierto en R y de la proposicién (2.2.2) es

abierto-cerrado en (X, R), por consiguiente (B, RN B X B) sera un conjunto preordenado.
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2.3. Producto directo de conjuntos preordenados

Definicién 2.3.1. Sea {(X,, Rs)}acs una familia indexada de conjuntos preordenados.
Definimos y notamos ®R,, al producto directo de la familia de predrdenes { R, }qcs sobre
[1X. tal que (x,y) € @R, si, y sblo si, (x3,ys) € Rg para cada § € J donde m3(x) = x5
y ms(y) = yp-

®R, forma un preorden sobre [[ X, debido a que (Xg, Rg) es un conjunto preordenado
para cada [ € J.

Lema 2.3.1. Sea {(Xa, Ro) facs una familia indexada de conjuntos preordenados, entonces:

1. (®R,)™' =R
2. (0(RyURY)™ = ®(RyURSY).

3. 8i & =o(R,UR.Y) entonces £ = R,

Demostracion.
Veamos que (0R,) ™' = OR, L

((%a): (¥a)) € (ORa)™" & ((¥a), (za)) € ©Ra (definv ).

B e J)((yg,xg) € Rﬂ) ( def 2.3.1).
B e J)((zs,ys) € Ry') (definv).
(Ta), (Wa)) € OR,Y (def 2.3.1).

< (
< (V
< (V
& (

Veamos que (O(R, U R;Y))™ = O(R, U RY).

(O(R,UR')N ™ =0(R,URY) ™! (linciso 1).

«

(RH)™Y) (Prop 2.2.1).

R,)( Prop de relacién inv ).

)
~) ( Prop. de unién ).

Veamos que Si € = ®(R, U R:Y) entonces & = O R,.

Como R, C £ para cada « € j, entonces Q/R\a C é’\, (Coro. (2.2.1).

Ahora si (x,y) € ¢ de la proposicién (2.2.1) existen x = ay, ..., a1, &, =y, elementos de
I1X, tales que (ag,apy1) € EUEL con k € {1,...,m — 1}, luego del inciso (2) concluimos
que (ag, agy1) € £ donde nuevamente de (2.2.1) se tiene que (x,y) € OR.,. |
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Proposicién 2.3.1. Sea {(X,, Ra)}acs una familia indexada de conjuntos preordenados,

entonces:
OR, = OR,.

Demostracion.

Veamos que Q/R\a - @Ea.

Sea (x,y) € 6R\a, luego de la proposicion (2.2.1) existen x = ay, ..., a,,_1, 8, =y, elemen-
tos de IT1X,, tales que (ag,ar+1) € ©R, U (OR,)™ ! con k € {1,...,m — 1} = M, donde por
el lema anterior obtenemos que (ag,agy1) € ©R, U OR,! con k € M.

Asi, dado k en M, se tiene que (ag,a11) € ORy 0 (ap,1,a1) € ORSL.

Supongamos que (Xgi1,a;) € OR,, entonces (agy+1,a3x) € Rz para cada § € J donde
mg(ay) = agg con k € {1,..,m}, luego (agk,aprt1) € /R\g y por propiedad transitiva
(a1, a5m) € Ry de lo cual concluimos que (x,y) € ®Rq.

Para la otra inclusién sea (x,y) € @]/%;, entonces (zg,ys) € fi/\@ para cada 3 € J con
m3(X) = x5 y ms(y) = ys-

(Veamos que siempre podemos formar m a-uplas “a;”donde (ay,a1) € O(R,UR,Y) =&
con k€ {1,...,m—1}).

Sea {Y,}acs una familia indexada tal que para cada § € J, Y3 esta conformado por un
nimero finito de elementos de X3 que cumplen la proposicién (2.2.1). Es decir si ng =| Y3 |,
entonces

Yy = {ag1,...,a5n,}, donde (agp,apri1) € (Rg U Ry') para k € {1,..,ng — 1},
aglr = gy Agng = YB-

La propiedad (2.2.1) nos garantiza la existencia de {Y,}aes al igual que cada Yj sea finito;
por consiguiente, existe p € J tal que para cada 8 € J, ng < m, donde m = n,

Ahora definamos para cada @ € J, la funcién fz: Yz — Y con k € {1,...,m} = N, tal que:

agr  si k< ny.
folag) = '
agn, S k> ng.
De esta forma obtenemos para cada k € N la a-upla a; = (fa(@ar)) donde para cada

0 € J se tiene:

<a57k7 aﬁ,k—i—l) si k< ng.
(fslas), folapri1)) =

(@B, 08n,) st k> mng.

Por consiguiente (fz(asg), fa(apr+1)) € Rg U Rgl para k € {1,...,m — 1} luego de la
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definicién de producto de preordenes ((fa(Gak)), (fa(Gar+1))) € E parak € {1,....,m—1}y
como ¢ C € por propiedad transitiva que se tiene ((fa(da.1)), (fa(dam))) € € donde por el
lema anterior, E = ®/R\a

Por ultimo veamos que ((fa(da1)), (fa(Gam))) = (X,¥).
Por definicién de fj se tiene que m3((fa(@a,1))) = a1 y por definicién de Yp, agy = xg, delo
cual concluimos que (fo(@a,1)) = X, de igual forma obtenemos m5((fa(tam))) = apn, = Ys

y por consiguiente (f,(@am)) =y. De esta forma concluimos que (x,y) € ®R.. [

Lema 2.3.2. Sea {X,}acs una familia indexada de conjuntos, entonces:
O(X x Xo) = [[ Xo x [[ Xa

Su demostracion es inmediata de las definiciones de cada producto.

2.4. Conexidad y morfismos entre conjuntos

preordenados

Proposicién 2.4.1. Sea (X, R) un conjunto preordenado, los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. En (X, R) no existen dos abiertos-cerrados no vacios disjuntos.
2. En (X, R) los unicos abiertos-cerrados son X y ().
3. (X, R) no se puede expresar como suma directa no trivial de conjuntos preordenados.

J. R=Xx X.

Demostracion.

1) = 2) Si A es un abierto-cerrado, segun la proposicién (2.1.2) X — A es abierto-cerrado
y como AN (X — A) = 0 por hipédtesis concluimos A = o X = A.

2) = 3)Si(Y,S)y (Z,T) son dos conjuntos preordenados talesque YNZ =0, X =YUZ
y R=SUT entonces Y y Z son dos abiertos-cerrados en (X, R) debido a que TN .S = (.
Luego por hip6tesis y como Y N Z = ) se tendrd que (Y, 5) = (0,0) 6 (Z,T) = (0,0), por
consiguiente concluimos que (X, R) no se puede expresar como suma directa no trivial de

conjuntos preordenados.
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3) = 4) Supongamos que R # X x X. Sean z,y € X tal que (x,y) ¢ E; por lo tanto,
y¢xTyB=X—-T#0. Luego X =TUByR=(RN(TxZ))U(RN(B x B)), lo que
contradice que (X, R) no se puede expresar como suma directa no trivial de preordenes.
Por consiguiente R=XxX.

4) = 1) Supongamos que en (X, R) existen B y C' abiertos-cerrados no vacios disjuntos.
Ahora como R = X x X entonces T = X para todo x € X. Sean y € By z € C luego
por la proposicién (2.2.2 y corolario 2.1.1), tenemos y C By z C C, peroy = X = Z por
consiguiente B = X = (' lo que contradice que BNC' = (). Luego concluimos que en (X, R)

no existen dos abiertos-cerrados no vacios disjuntos. [

Definicién 2.4.1. Si un conjunto preordenado (X, R) con X # () cumple cualquiera de las

condiciones de la proposicion anterior, se dice que es conexo.

Lema 2.4.1. Si (X, R) un conjunto preordenado tal que para todo par de elementos x y y

en X, existe z € X, con (x,2) € RUR™ y (y,2) € RUR™. Entonces (X, R) es conexo.

Ejemplo 2.4.1. Veamos cuales de los conjuntos preordenados del ejemplo (2.1.1) son co-
nexos.

(1) En los numerales (a),(b) y (c) los conjuntos preordenados son siempre conexos. En
(a), 1 divide a cualquier n € Z por consiguiente en ﬁ(l) =7 = ﬁ(n) para cada n € Z
lo cual nos indica que solo existe una clase y por la proposicién (2.2.2) se tendrd solo un
abierto-cerrado diferente de vacio, de esta forma obtenemos su conexidad.

En (b), si tomamos < como Ry un n € Z, tenemos que Z = R(n) U R~ (n) C R(n), luego
Z = ﬁ(n), luego el mismo andlisis realizado en (a) nos permite obtener su conexidad.

En (c) se tiene que vacio esta contenido en todo conjunto, por lo tanto el mismo andlisis
realizado en (a) nos permite establecer su conexidad.

(2) En (d) para cualquier n € Z*, la relacién ser equipotente modulo m, es de equivalencia,
donde la clase de equivalencia de cualquier elemento es diferente a Z* y por consiguiente
se tendra mas de un abierto-cerrado, luego no es conexo.

(3) En (e) la relacién “ser equipotente”sobre P(X) es de equivalencia y nunca es conexa,
ya que la tnica forma que se tenga solo una clase, es que X = ().

(4) En (f) si (z1,11), (72,y2) € R? entonces

i+ S|ty | F oty

To+ys <|zi4uyi |+ 22+ y2 |,
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luego ((z1,y1), (| w1 +y1 [, w2 +921) € Sy ((w2,92), (| 21 + 91 || 22+ 92 |)) € S de esta

manera por el lema anterior obtenemos su conexidad.

Proposicién 2.4.2. Sea {(X,, Ra)}acs una familia indexada de conjuntos preordenados,

entonces:
(IIX,, ®R,) es conexo <= (Va € J)((Xa, Ra) es conezo )

Demostracion.

(ILX,, ®R,) es conexo
& ORq = Xo % [[ Xa (Def. 24.1).
& OR, = ©(Xa x Xa) ( Lema. 2.3.2).
& OR, = O(Xq x X,) ( Prop. 2.3.1).
& (Va € J)(Ry = Xo X Xa) ( Def. 2.3.1).
& (Vo € J)((Xa, Ra) es conexo) ( Def. 2.4.1).

Definicién 2.4.2. Sean (X, R), (Y,S) conjuntos preordenados y f una funcién de X en

Y, se dice que f es un morfismo (de conjuntos preordenados) entre (X, R) y (Y, S) si:

(Vo,y € X)((z,y) € R= (f(2), f(y)) € 5)

Si ademds tal f es biyectiva y f~! es un morfismo entre los conjuntos preordenados (Y, S)
y (X, R), decimos que f es un isomorfismo (de conjuntos preordenados) y que (X, R) y

(Y, .S) son isomorfos.

Proposiciéon 2.4.3. Sean (X, R) y (Y,S) conjuntos preordenados y f : X —— Y, una
funcion, entonces, f es un morfismo si, y sdlo si, para todo abierto A en (Y,S) se tiene que
J7Y(A) es abierto en (X, R).

Demostracion.

=) Sea A un abierto en (Y, S) y sea (z,y) € R con z € f~!(A), luego por ser f morfismo se
tiene que (f(z), f(y)) € Sy como A es abierto en (Y, S) y f(z) € A, se tiene que f(y) € A,
por consiguiente y € f~1(A). De esta forma, f~1(A) es abierto en (X, R).
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=) Supongamos que f no es un morfismo entre (X, R) y (Y,.5), luego existen x,y € X
tales que (z,y) € R pero (f(x), f(y)) ¢ S, es decir f(y) ¢ S(f(z)) el cual por definicién
es abierto en (Y,S), y por consiguiente su imagen inversa f~'(S(f(x))) sera abierto en
(X, R), ahora como z € f~*(S(f(z))) y (x,y) € R se tendrd que y € f~1(S(f(x))), es decir,
f(y) € S(f(x)), lo cual contradice la existencia de z y y; de lo cual concluimos que f es un
morfismo entre (X, R) y (Y, S). |

Como un comentario tenemos el siguiente corolario de la proposicion anterior

Corolario 2.4.1. Sean (X, R) y (Y, S) conjuntos preordenados y f : X —— Y, una biyec-

cion, entonces,

f es un isomorfismo < (Vz,y € X)((z,y) € R< (f(x), f(y)) € 5)

Para terminar este capitulo mostraremos la categoria de los conjuntos preordenados, la cual
junto con la categoria de los espacios topoldgicos serda fundamental para obtener nuestro
segundo objetivo.

La categoria de los conjuntos preordenados la notaremos Pre y cuyos objetos son los conjun-
tos preordenados; los morfismos, son los morfismos entre preordenes; el morfismo identidad,

es la funcién identidad y la composicién de morfismos, es la composicion usual de funciones.



CAPITULO 3

CORRESPONDENCIAS
CATEGORICAS ENTRE
HIPERTOPOLOGIAS Y PREORDENES

En este capitulo estudiamos algunas relaciones que se pueden establecer entre conceptos
similares que comparten las topologias y los predrdenes definidos sobre un mismo conjunto.
Como es el caso de conexidad, con el cual obtenemos nuestro primer objetivo, asi mismo los
conceptos de conjuntos abiertos y cerrados; topologias Ty y relaciones de orden, al igual que
funciones continuas entre espacios topoldgicos y morfismos entre conjuntos preordenados.
Estas relaciones nos permitiran alcanzar nuestro segundo objetivo con lo cual terminamos

este capitulo.

3.1. Predrdenes asociados con topologias

Definicién 3.1.1. Dado un espacio topolégico (X,7) para cada x € X definimos
Vi) ={A C X | U € 7(x € U C A}, de igual forma definimos O.(z) = N{U €

7 | x € U}. Sino hay lugar a confusiones V. (z) lo notaremos simplemente como V, y O.(z)
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como O(zx).

Un resultado inmediato de la definicién anterior es que si (X, 7) es un espacio topoldgico y
O(z).

Siempre que se trabaja en espacios topoldgicos respecto a intersecciones arbitrarias de con-

A€ 7, entonces A=J,c4
juntos abiertos o cerrados, el comun de la gente prefiere trabajar con cerrados ya que dicha
interseccion resulta ser cerrada (teorema 1.2), lo cual no ocurre con los abiertos, sin em-
bargo, como veremos a continuacién trabajar con intersecciones arbitrarias de cerrados es

inversamente equivalente que trabajar con intersecciones arbitrarias de abiertos.

Proposicién 3.1.1. Sea (X, 1) espacio topoldgico y x,y € X. los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. z € O(y).
2. O(z) C O(y).
3.V, CV,.

4. y € adh({z}).

Demostracion.

1) = 2) Supongamos que O(z) € O(y). Sea z € O(x) tal que z ¢ O(y), luego de
la definicién (3.1.1), existe U € 7 donde y € U pero z ¢ U, ahora como =z € O(y) se
tendra que x € U y por consiguiente O(z) C U, lo que contradice que z € O(x) de lo cual
concluimos que O(z) C O(y).

2) = 3) Sea A € V, por lo tanto, existe U € 7 tal que y € U C A, luego por (3.1.1),
O(y) C U ycomo z € O(x) y O(z) C O(y), se tiene que x € U C A, por consiguiente
AeV,.

3) =>4)Sea AeTcony € A luego A € V, y como V, C V, entonces z € A y como
siempre se tiene que z € adh({z}), ANadh({z}) # 0, del teorema (1.3) concluimos que
y € adh({z}).

4) = 1) Supongamos que x ¢ O(y) entonces por la definicién (3.1.1), existe A € 7 con
y € A, tal que x ¢ A, luego z € X — A el cual es cerrado y por el teorema (1.12)
adh({z}) € X — A pero y € adh({z}) esto contradice la existencia de A, por consiguiente

concluimos que z € O(y). |
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Definicién 3.1.2. Dado un espacio topoldgico (X, 7) definimos el preorden R(7) sobre X
asociado con 7 como sigue:

(r,y) € R(1) & y € O(x)

o equivalentemente

(z,y) € R(1) & x € adh({y})

Nota 3.1.1. La proposicion (3.1.1) nos garantiza que si (X,T) es un espacio topoldgico,
(X, R(T)) es un conjunto preordenado. Ademds, para cada v € X, por definicion O(x) =
R(7)(x) y
adh{z} = (R(7))~*(2).

Ejemplo 3.1.1.

(a) En cualquier conjunto X, la menor topologia, “la trivial” genera el mayor preorden,
“X x X7y la mayor topologia, “la discreta” genera el menor preorden “la identidad”.
(b) En R, el preorden que genera 7, es la identidad, ya que si z € X, O(x) = {z} . para
ver esto basta con tomar la familia de abiertos de la forma {(z — 1/n,z + 1/n)},en cuya
interseccién es {z}.

(c) En R, el preorden generado por 7 es el mismo preorden generado por 7x, el cual es
la identidad. Esto se debe a que 7x y 7 son mas finos que 7,, luego para cada = en R se
tendrd, O(x) = {z}. Este ejemplo nos muestra que topologias distintas pueden generan el
mismo preorden, incluso sin ser comparables.

(d) En Todo conjunto totalmente ordenado (X, <), el preorden generado por Te.qs €s el

mismo “ <7,

Proposicion 3.1.2. Sean 7 y 7 topologias sobre un conjunto X, tales que 7" es mas fina
que T, entonces R(1') C R(7).

Demostracion.

Supongamos que R(7') € R(7). Sea (z,y) € R(7') tal que (z,y) & R(7), luegoy € R(7')(x) y
y ¢ R(7)(z) = O.(z) por lo tanto, existe U € 7 conx € Uy y ¢ U, pero como 7’ es mas fina
que 7, U € 7"y en consecuencia O,/ (z) C U, lo cual contradice que y € R(7')(x) = O (z),

por consiguiente concluimos que R(7') C R(7). [

Vemos que el ejemplo (3.1.1) inciso (a) concuerda con la proposicién anterior.

Proposiciéon 3.1.3. El preorden generado por la topologia producto, es igual al preorden

generado por la topologia de cajas, el cual a su vez es igual al producto directo de predrdenes
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generados por las topologias que generan la topologia de cajas.

Es decir. Si {(Xa,Ta) }acs €s una familia indexada de espacios topoldgicos, entonces:
R(R7) = R(QRTy) = OR(7a)-

Demostracion.

Como la topologia de cajas es mas fina que la topologia producto, de la proposicion anterior
tenemos, N(®°7,) C R(®7,).

Ahora veamos que R(®7,) € OR(7,). Supongamos que no se cumple la inclusion; sea
(x,y) € R(®7,) con (x,y) ¢ O@R(7,), luego de la definicién de producto directo de predrde-
nes existe 5 € J tal que (z3,y5) ¢ R(75) donde m3(x) = x5 y m3(y) = yg de lo cual se tiene
que yz & R(75)(xs) = Or5(wg), por lo tanto existe U € 73 tal que, 25 € U pero yg ¢ U,
donde concluimos, x € w3 ' (U) y y ¢ 75" (U) con 7'('[;1([] ) € ®T, vy de esta forma obtenemos
que y ¢ Og.. (X) = R(®7,)(x) lo cual contradice que (x,y) € R(®7,), por consiguiente
concluimos R(®7,) C OR(7,).

Por ultimo veamos que ©R(7,) C R(®°T,). Supongamos que no se cumple la inclusion;
sea (x,y) € OR(7,) tal que (x,y) ¢ R(®°T,), es decir, y ¢ R(®°7,)(x) = Oger, (x) por
lo tanto, existe [[U, € ®°7, tal que x € [[U, pero 'y ¢ [[ U, luego por la definicién de
producto cartesiano existe § € J donde yz ¢ Ug y x5 € Ug con Ug € 73, m3(y) = yg y
m3(x) = x, por consiguiente yg & O, (x5) = R(75)(2p), es decir, (v3,y5) ¢ R(73), lo cual
contradice que (x,y) € O©R(7,), de esta manera concluimos que ®R(7,) C R(Q°T,). |

Proposicién 3.1.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si A es abierto (cerrado) en (X, T)
entonces A es abierto (cerrado) en (X, R(7)).

Demostracion.
Sea A € 7, entonces A = J,., O(z) y como O(x) = R(7)(x) de la proposicién (2.1.1), con-
cluimos que A es abierto en (X, R(7)). Similarmente se obtiene el resultado para conjuntos

cerrados. ]

Corolario 3.1.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Entonces (X, R(T)) es conexo implica

que (X, T) es conexo.

Demostracién. Supongamos que (X, 7) no es conexo, entonces existe un subconjunto propio
A abierto y cerrado, luego por el resultado anterior A es abierto y cerrado en (X,R(7)).
Lo cual contradice la conexidad de (X, %(7)) y por consiguiente concluimos que (X, 7) es

conexo. [ |



Topologias asociadas con predrdenes 27

La otra implicacién no es cierta. Para ver esto tomemos (R, 7,) el cual es conexo, pero
el conjunto preordenado que genera (R, Ir) no es conexo ya que todo punto es abierto y

cerrado.

3.2. Topologias asociadas con preérdenes

Iniciamos esta secciéon con una definicién la cual nos permite relacionar predérdenes con

topologias sobre un mismo conjunto.

Definicién 3.2.1. Dado un preorden R sobre un conjunto X, definimos la topologia en X

asociada con R, y notamos J(R) a la topologia generada por {R(z) | z € X}.

Nota 3.2.1. Las proposiciones del capitulo anterior nos garantizan que si (X, R) es un con-
jgunto preordenado, (X, S(R)) es un espacio topoldgico. Ademds por definicion, dado x en X,
Os(r)(z) = R(z) y adhgry{z} = R (x). En particular, R~ es un preorden y su topologia
asociada es S(R™') donde sus abiertos son exactamente los cerrados en S(R). Por simpli-
cidad en este capitulo solo trabajaremos con (R) y 7(R), ya que sus resultados obtenidos

serdn inversamente equivalentes a los obtenidos con (R™') y S(R™1).

En si, las topologias generadas por predrdenes como se definié en (3.2.1), cumplen pro-
piedades especiales que no cumplen otras. Tal es el caso de la interseccién arbitraria de
abiertos la cual resulta ser un abierto, al igual la unién arbitraria de cerrados es un cerrado
(2.1.1). En particular, en dichas topologias cada elemento del espacio cuenta con un abierto
fundamental (2.1.3). Asi mismo, toda base topoldgica contiene a la base formada por los
abiertos fundamentales. Esto se puede ver de (2.1.1). Una topologia que cumplen con estas
propiedades, se le conoce como hipertopologia y al espacio completo como espacio hiper-
topolégicol. En especial, las topologias generadas por preérdenes y las topologias finitas son

hipertopologias.

Ejemplo 3.2.1.

(a) En todo conjunto X no vacié se tiene que X x X es el mayor preorden sobre X y su
topologia asociada es la menor “Ty.,0”, ya que para cada a € X, R(a) = X.

(b) En todo conjunto X no vacio se tiene que la relacién identidad, es el menor preorden

sobre X y su topologia asociada es la mayor, “P(X)”, ya que para cadaa € X, R(a) = {a}.

! Algunos autores le dan el nombre de espacio saturado o topologia de Alexandrov.
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(c) En todo conjunto totalmente ordenado, la topologia de colas resulta ser un caso par-

ticular de topologias generadas por preérdenes.

Proposicién 3.2.1. La topologia asociada con el producto directo de predrdenes es la topo-
logia de cajas, la cual es generada por el producto de topologias asociadas con los preordenes
que conforman dicho producto directo de predrdenes.

Es decir. St {(Xa, Ra)}acs €s una familia indezada de conjuntos preordenados, entonces:

J(OR,) = @°S(Ra).

Demostracion.
En primer lugar veamos que para cada (z,) € [[ X4 se cumple ©R,((z4)) = HRa(x4),
(Ya) € ORL((24)) © ((xa), (Ya)) € ©®R, (Def. 2.1.3).
& (Va € J)((xa,ya) € Ra) (Def. 2.3.1).
& (Va € J) (Yo € Ra(zy)) (Def. 2.1.3).
& (Va € J)((ya) € IR, ((74))) (Def. 1.15).
Ahora por la definicién (3.2.1) tenemos si o € J entonces {R,(z) | z € X, } forma una base
para S(R,), luego por la proposicién (1.4) se tiene que {[][ Ra(za) | o € X,)} forma una
base para ®@°(S(R,)). De igual forma de (3.2.1) se tiene que:
3(ORs) = ({ORa((2a)) | (za) € T1Xa})
= ({HRa(2a) | 7o € Xa})
= QT (Rq).
|

La anterior demostracién y la definicién (1.16) nos permite afirmar que los conjuntos
{77! (Rs(x) | * € X3} forma una subbase para la topologia producto ®3J(R,) pero por
la definicién (1.16) ésta no es genera por un preorden salvo en el caso que coincida con la

topologia de cajas.

Proposicion 3.2.2. Si R y S son dos preordenes sobre un conjunto X tales que sus topo-

logias asociadas son iguales, entonces R y S son iguales.

Demostracion.

Si S(R) = (9) entonces, dado € X,  Og(p)(r) = Ogs)(z) y como Ogp)(x) = R(z) y
Os(r)(y) =
z € R(y) =

R(y) entonces R(x) = S(x). Ahora si y,z € X entonces (y, z) € R si, y sélo si,
S(y) si, y sblo, (y,z) € S. Luego R = S. [ |
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3.3. Generalizaciones

Vimos anteriormente que todo preorden R sobre un conjunto X genera un espacio topolégico
“S(R)”, el cual a su vez genera un preorden “R(J(R))”, asi sucesivamente. De igual forma
dada una topologia 7 sobre X, esta genera un preorden “R(7)”, la cual a su vez genera
una topologia “I(R(7))” , asi sucesivamente. Por lo tanto, es légico preguntarnos. A partir
del preorden R, jcuantas topologias y predrdenes se pueden generar y como todas estas se
relacionan?. Del mismo modo, a partir de 7, jcuantos preérdenes y topologias se pueden
generar y como todas estas se relacionan?. Otras preguntas que no podemos dejar sin hacer
son: jtodo preorden es generado por una topologia? y ;toda topologia es generada por un
preorden?. La respuesta a esta ultima es inmediata. Como mencionamos anteriormente,
las topologias generadas por predérdenes cumplen propiedades que solo las cumplen las
hipertopologias. Lo cual nos crea una nueva pregunta, jtoda hipertopologia es generada

por un preorden?. La respuesta a casi todas las preguntas mencionas, se obtienen de la

siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.1. Si (X, R) un conjunto preordenado, entonces R coincide con el preor-

den generado por la topologia generada por R; es decir, R = R(J(R)).

Demostracion.
Sea x € X, como R(z) = Ogm(z) y como Ogr)(zr) = R(I)(x), obtenemos que
R(z) = R(S(R))(z) de donde se concluye que R = R(I(R)). [

Si (X, R) es un conjunto preordenado y 7 es una topologia sobre X. De la proposicién

anterior obtenemos los siguientes resultados.

1. A partir de R, solo se puede generar el mismo preorden “R(S(R))”, al igual que una
tunica topologia “I(R)”, la cual a su vez genera a R. Por consiguiente obtenemos que,
todo preorden es generado al menos por una topologia. En si, es generado por una
hipertopologia. También podemos observar que la proposicién (3.2.2), es un resultado

de la proposicién anterior.

2. A partir de 7, solo se puede generar un preorden “R(7)” y una topologia “S(R(7))”,

la cual de las proposiciones (3.2.2) o (3.3.1), es generada tinicamente por un preorden

tééR(T)” .
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La relacién entre 7 y S(R(7)) se muestra a continuacion.

Proposicién 3.3.2. Sea (X,7) un espacio topolégico, entonces se tiene que I(R(T)) es

mas fina que T.

Demostracion.

Sea A € T entonces de la proposicién (3.1.1), A es abierto en (X, R(7)), luego del corolario
(2.1.1) se tiene
A = U,ea R(7)(x) y como R(7)(x) = Og(m(ry) () el cual resulta ser abierto en J(R(7))
por ser hipertopologia, se concluye que U € J(R(7)); por consiguiente, 7 C F(R(7)). MW

El resultado anterior junto con la proposicién (3.3.1) justifican el por qué del nombre de
hipertopologias, ya que dichas topologias resultan ser las mas finas que pueden generar un

preorden.

Corolario 3.3.1. Para toda hipertopologia T sobre un conjunto X se tiene que 7 = I(R(7))

Demostracion.
Basta con probar que 7 es mas fina que 3(#(7)). Sea A € I(RN(7)), luego A = U, 4 Os(w(r)) ()
y como Ogmr))(z) = R(7)(x) y R(7)(x) = O-(z) el cual resulta ser abierto en 7 por ser

hipertopologia, de donde concluimos que A € 7. [ |

Si 7 es una hipertopologia en un conjunto X, del resultado anterior y de la proposicion
(3.3.1) obtenemos, que 7 es generada por el preorden R(7). Por consiguiente se tiene que toda
hipertopologia es generada por un tnico preorden, al igual que todo preorden es generado
por una unica hipertopologia. Ademas, por la definicién de hipertopologia, se tiene que la
implicacién contraria del corolario también es cierta. Por consiguiente podemos concluir que
en en toda hipertopologia los abiertos y cerrados son exactamente los abiertos y cerrados
en el preorden que este genera. Lo anterior junto con las proposiciones de conexidad y
producto de predérdenes y espacios topoldgicos nos brinda algunas herramientas que nos
permitiran llegar a nuestro primer objetivo con lo cual terminamos esta secciéon. Para ver
esto, basta con tomar la topologia de cajas, ya que por ser menos fina la topologia producto

se obtendra su conexidad.

Proposicién 3.3.3. Sea 7 una hipertopologia sobre un conjunto X. Entonces, (X,T) es

conezxo si, y solo si, (X, R(7)) es conezo.

Su demostracién es inmediata de lo mencionado anteriormente.
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Proposiciéon 3.3.4. La topologia de cajas formada por hipertopologias, es una hipertopologia

Demostracion. Sea {(Xa, Ta) }acs una familia indexada de espacios hipertopoldgicos, luego

de la demostracién de la proposicién (3.2.1) se tiene que para todo (z,) € [[ Xa, OR(72)((24)) =
IIR(7,)(x4) y como R(7,)(xa) = O, (x,) pertenece a 7, por ser hiretopologia, entonces,

Oger, = OR(7)((z4)) = IIR(7.)(xa) €l cual pertenece a ®°7, ( Def. 1.16 ) de donde

concluimos que ®°7, es una hipertopologia. [

Proposicién 3.3.5. Sea {(Xq, 7o) }acs una familia indexada de espacios hipertopoldgicos.
Entonces

(IIX,, ®°7,) es conexo < (Vo € J)((Xa, 7o) s conexo ).

Demostracion.

(I1X,, ®°7,) es conexo < (11X, R(®°7,)) es conexo ( Prop. 3.3.3 y 3.3.4).
< (IIX,, ©R(7,)) es conexo (Prop 3.1.3).
& (Vo € J)((Xa, R(74)) es conexo) (Prop 2.4.2).
& (Va € J)((Xa, 7o) es conexo) (Prop 3.3.3).
|

Proposicién 3.3.6. Sea { X, +, taes una familia indezada de espacios topoldgicos. Entonces

(II1X,, ®°7,) es conexo, si (Xq, R(7a)) es conezo para cada o € J.

Demostracion. Si (X, R(7,)) es conexo para cada a € J. Entonces (11X, R(®°7,) es cone-

xo (Prop. 2.4.2) y por consiguiente (I1X,, ®°7,) es conexo (Prop. 3.1.1). |

3.4. Correspondencias categodricas entre hipertopologias

y predrdenes

En lo que resta del capitulo nos dispondremos a mostrar algunos de los resultados categoricos
que se pueden establecer entre conjuntos preordenados y espacios hipertopolégicos. Para
llevar a cabo esto, iniciaremos con una serie proposiciones que nos permitiran establecer las

diferentes correspondencias a mostrar.

Proposiciéon 3.4.1. Sea (X, 7) espacio topoldgico entonces, (X,7) es Ty si, y sdlo si,

(X, R(7)) es un conjunto ordenado.
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Demostracion.

Demostremos su negacién.

R(7) no es de orden < (Fz,y € X)(x Ay A (y,x) € R(7) A (z,y) € R(1)) (Def. 1.4)
& (Fr,ye X)(x#yNy e R(r)(x) ANz e R(7)(y)) (Def. 2.1.3)

e @Ar,ye X)(z#yANyeOx) Az € O(y)) (Def. 3.1.2)
& (Fr,ye X)(z #y AV, =1V,) (Pro. 3.1.1).
ad

X,7)noes Ty (Def. 1.20 y 3.1.1)

[ |
Corolario 3.4.1. Sea (X, R) un conjunto preordenado entonces.
1. (X, R) es un congunto ordenado, si y sdlo si, (X,(R)) es Th.
2. S1(X,T) es un espacio topologico, entonces (X, T) es Ty, si y sélo si, (X,I(R(7))) es
To.
Demostracion.

(1) Como (X, R) es un conjunto ordenado y (X, R) = (X, R(S(R))), de la proposicién
anterior concluimos que (X, S(R)) es Tp.

Similarmente, si (X, $(R)) es Tp, de la proposicién anterior, (X, R(J(R))) = (X, R) es un
conjunto ordenado.

(2) Su demostracién es inmediata del inciso (1) y la proposicién (3.4.1). [

Proposicién 3.4.2. Sea (X, 7) espacio topoldgico. Entonces (X, 1) es Ty si, y solo si, R(7)
es la identidad en X.

Demostracion.
(X,7) es Th & (Vo € X)(Adh{z} = {x}) ( Prop. 1.3 ).

< (Vo e X)(O(x) ={z}) ( Prop. 3.1.1).
< R(1) = Ix ( Def. Identidad y Def. 3.1.2 ).
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En el ejemplo (3.1.1), los incisos (b) y (¢) concuerdan con la anterior proposicién, ya que
en R, se tiene que la topologia 7, es 17 y por consiguiente 7, y 7x también lo seran, debido

a que son mas finas que 7,.

Corolario 3.4.2. En todo conjunto la unica hipertopologia T es la discreta.

Su demostracién es inmediata de la proposicién anterior y las proposiciones (3.3.1) y (3.3.2).

Proposicién 3.4.3. Sean (X, R) y (Y, S) conjuntos preordenado y f : X — Y una funcion,
entonces. [ es un morfismo entre (X, R) y (Y, S) si, y sdlo si, f es continua entre (X, J(R))
y (Y,3(9)).

Demostracion.

=) Sea A € J(9), entonces A es abierto en (Y, .S) y por ser f un morfismo, de la proposicién
(2.4.3) se tiene que f'(A) es abierto en (X, R), luego f~!(A) € S(R) y por consiguiente f
es una funcién continua entre (X, (R)) y (Y, I(9)).

<) Similarmente, sea A abierto en (Y,S), entonces A € (S) y por ser f continua,
f7Y(A) € S(R) de donde tenemos que f~!(A) es abierto en (X, $(R)), luego por la propo-
sicién (2.4.3) concluimos que f es un morfismo entre (X, R) y (Y, 5). [

Corolario 3.4.3. Sean (X, 7) y (Y, ') espacios hipertopolégicos y f : X — Y una funcion,
entonces f es continua entre (X, 7) y (Y,7') si, y solo si, f es un morfismo entre (X, R(7))

/
y (Y, R(7)).
como comentario también mencionamos que en espacios hipertopoldgicos, los homeomorfis-

mos son exactamente los isomorfismos de los conjuntos preordenados que generan.

Proposiciéon 3.4.4. Entre los siguientes espacios, existe un correspondencia (isomorfismo)

categorica.

1. FEspacios hipertopologicos y conjuntos preordenados.
2. Espacios hipertopologicos Ty y conjuntos ordenados.
3. Espacios hipertopologicos conexos y conjuntos preordenados conexos.

4. FEspacios topologicos finitos y conjuntos preordenados finitos.
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Solo mostraremos el resultado para el primer inciso ya que los demds son casos particulares
de este.

Notemos “Toph” a la categoria de los espacios hipertopoldgicos, que no es mas que una
restriccion a la categoria Top en las clases de objetos, los cuales seran espacios hiperto-
polégicos. Definamos el funtor F' : Toph — Pre tal que F(X,7) = (X, R(7)) y para toda
funcién continua (X, 7) L (V,7) se tiene F((X,7) L (V7)) = (X, R(r)) L (V,R(+)). El
functor F' esta bien definido debido a que toda hipertopologia 7 genera un tinico preorden
“R(7)”. y que toda funcién continua (X, 7) EN (Y,7') es un morfismo entre los preérdenes
(X, R(7)) v (Y,R(7")) (Prop. 3.4.3). Lo cual nos garantiza que se preservan las identidades
y las composiciones de morfismos. Ahora definamos el functor G : Pre — Toph tal que
G(X,R) = (X,3(R)) y para todo morfismo (X,R) < (Y,S) se tiene que, G((X,R) %
(V,9)) = (X, 3(R)) L (Y, 3(S5))). Donde el mismo anélisis realizado a F nos garantiza que
G esta bien definido.

Veamos que F o G = Idpye.

— G((X,R(n) L (V,R())
— (X,3(R(M)) L (v, SR()))
= (X,7) & (¥,7)

Con lo cual concluimos que entre espacios hipertopologicos y conjuntos preordenados existe

una correspondencia (isomorfismo) categdérica.



CAPITULO 4

TOPOLOGIAS COMPACTAS POR
MEDIO DE PREORDENES

Como mencionamos en la introduccién, este capitulo esta dirigido al estudio de la compa-
cidad de un espacio topoldgico por medio del conjunto preordenado que este genera, los
resultados que a continuacién presentamos se deben a R. Larson ([6]) y F. Lorrain ([7])
para hipertopologias Ty y L. Acosta ([2]) que muestra una caracterizaciéon para topologias
Ty en términos del conjunto de puntos cerrados de la topologia dada, para finalizar con
una generalizacién a cualquier topologia por medio del preorden que este genera y que se

muestra en ([10]).

4.1. Una caracterizacion de las topologias compactas 7

Definicién 4.1.1. Sea (X, R) un conjunto preordenado. Un elemento z € X se llama mi-
nimal de (X, R) si, para todo y € X, (y,z) € R implica (x,y) € R. El conjunto de los

minimales de (X, R) lo notaremos Min(X, R). Igualmente, definimos:

Nm(X,R)={x € X | (forally € Min(X,R))((y,z) ¢ R)},



Una caracterizacién de las topologias compactas Tj 36

como el conjunto de los elementos no fundamentados. Si no hay lugar a confusiones nota-
remos a Min(X, R) como MinR y a Nm(X, R) como NmR.

En el caso de una relacién de orden esta definicién coincide con la nocion tradicional de

minimal.

Definicién 4.1.2. Sea (X, R) un conjunto ordenado. Decimos que (X, R) tiene suficientes
minimales si para todo y € X existe por lo menos un x € MinR tal que (z,y) € R, es decir,

x € (R(y))™! o equivalentemente NmR = ).

Sabemos que si (X, 7) es un espacio topolédgico Ty, (X,%(7)) es un conjunto ordenado
donde para cada x € X, (R(7))"'(z) = adh,({z}). Por consiguiente el conjunto de puntos
cerrados coincide con el conjunto de minimales segin (X, R(7)), en donde tener suficientes
minimales significa que que en la adherencia de todo punto hay un punto cerrado.

Para mayor comodidad notemos R~!(7) a (R(7))~'.

Definicién 4.1.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Notamos 7, = S(R™(7)). Es decir, 7.

es la hipertopologia generada por los cerrados de 7.

Proposicién 4.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Ty. El conjunto de puntos cerrados
-segin T- es denso en (X, 1.) si, y solo si, en la adherencia de todo punto -segin T- hay un

punto cerrado.

Demostracion.

=) Sea x € X, como x € R Y(7)(z), R (7)(z) € 7. y MinR(7) es denso en (X,7.),
entonces MinR(7) N (R71(7))(x) # 0; luego existe y € MinR(7) tal que y € R~1(7)(x).
<) Basta con ver que X C adh(MinR(7)). Sea z € X y A € 7. tal que z € A, es decir
R1(7)(z) C A, (Coro. 2.1.1) y como en la adherencia de todo punto existe un punto cerrado,
entonces existe y € adh(MinR(7)) tal que y € R1(7)(2); luego y € A, de tal forma que
AN MinR(r) # 0, de lo cual concluimos que X C adh(MinR(T)). [

Proposicién 4.1.2. Sean 7 una topologia Ty sobre X, D = {A C X | adh(A) = X} y
C = Naep A. Entonces:

1. Min®(r) C C.
2. Si en la adherencia de todo punto hay un punto cerrado, entonces

MinR(7) = C.
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Demostracion.

(1) Supongamos que MinR(r) ¢ C, luego existe A € D tal que MinR(r) € A.
Sea r € (MinR(r) — A) entonces R7!(7)(z) = adh({z}) = {x}, luego {z} € 7. y como
x € adh(A) = X, {x} N A # 0; por lo tanto x € A. Lo cual contradice que A € D y por
consiguiente MinR(r) C C.

(2) El resultado es inmediato de (1) y la proposicién (4.1.1). |

Proposicion 4.1.3. Sea 7 una hipertopologia Ty sobre X . Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. (X,7) es compacto.
2. X tiene un subconjunto finito y denso en (X, 1.).

3. El conjunto de puntos cerrados -sequn 7- es finito y en la adherencia de todo punto

hay un punto cerrado.

Demostracion.

1) = 2) Por ser 7 una hipertopologia, {R(7)(z) | * € X} es un cubrimiento por abier-
tos de 7 y por ser compacto, existe M = {z1,...,z,,} tal que X = (Jj_, R(7)(x;). Veamos
que adh, (M) = X. Sea y € X entonces existe z; € M tal que y € R(7)(x;), es decir,
z; € R7Y(7)(y); por lo tanto, si A € 7, con y € A, entonces se tiene que R1(7)(y) C A,
(Coro. 2.1.1) y por consiguiente z; € A, luego AN M # () de lo cual concluimos que
adh. (M) = X.

2) = 3) Sea Y un subconjunto finito y denso en (X, 7.), luego Y € D, donde D es como en
la proposicién (4.1.2) para 7., por consiguiente Min¥(7) C C' C Y, asi, Min¥(7) también es
finito. Ahora, seay € X = adh, (Y)y como R (7)(y) € 7. entonces Z = R71(7)(y)NY # 0.
Puesto que Y es finito, Z es finito, por lo tanto tiene minimales -segin R(7)-.

Veamos que los minimales de Z son puntos cerrados -segun 7-.

Supongamos que existe z minimal en Z tal que z no es un punto cerrado, luego existe z € X
con

v # z donde x € adh,({z}) = RY7)(2), es decir, (z,z) € R(7), ademds tenemos que
R (x)NY # 0. Sea w € R7(7)(z) NY, entonces (w,z) € R(7) y como tenemos que
(x,2z) € R(7), (w,z) € R(7), luego por ser z minimal en Z y R(7) un orden parcial, z = w
y por consiguiente (z,w) € R(7) de donde obtenemos que z = w = z, lo que contradi-
ce que z # z. Por lo tanto los minimales de Z son puntos cerrados -segin 7-, y como

Z =R"Y7)(y)NY, concluimos que R~ (7)(y) tiene minimales, es decir, en adh,({y}) hay
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puntos cerrados.

3) = 1) Sea M’ = {x1,...,x,} el conjunto de puntos cerrados -segin 7-, veamos que
X C Ui R(7)(x5). Sea y € X, luego existe x; € M tal que x; € R(1)"'(y), es decir,
y € R(7)(w;) de lo cual concluimos que X C [J7_, R(7)(x;).

Ahora, sea {4, };c; un recubrimiento por abiertos de X; por lo tanto, dado z; € M existe un
Aij tal que x; € A;j, luego R(7)(x;) C A, , asi obtenemos que (J;_, %(7)(z;) € Ui, Ai
donde R(7)(x;) C A;; para cada j, con j € {1,...,n} y como X C [J;_, %(7)(z;) entonces

X € Uj_, Aij. Con lo cual concluimos que (X, 7) es compacto. |

Proposicién 4.1.4. Sea T una topologia Ty sobre X. (X, T) es compacto si, y sdlo si, el
conjunto de puntos cerrados es compacto y en la adherencia de todo punto hay un punto

cerrado.

Demostracion.

=) Demostremos que en la adherencia de todo hay un punto cerrado.

Supongamos que existe y € X en donde su adherencia no tiene puntos cerrados. Es decir,
R~1(7)(z) no tiene minimales, luego por el lema de Zorn éste debe contener una cadena sin
cotas inferiores, ya que de lo contrario R~!(7)(z) tiene minimales contradiciendo lo supuesto.
Sea {y;}jer dicha cadena. La coleccién de cerrados {R~'(y;)},ex tiene la propiedad de la
de interseccion finita, pero ();cx ' (yx) = 0. lo cual contradice que (X, 7) es compacto.

Por consiguiente concluimos que en la adherencia de todo punto hay un punto cerrado.

Para ver que que el conjunto de puntos cerrados o minimales -segin R(7)- es compacto,
basta con demostrar que todo cubrimiento de Min¥(7) es un cubrimiento de (X, 7). Sea
{A;}ier un cubrimiento de MinR(7), luego si z € X de lo demostrado anteriormente, existe
y € Min¥®(7) tal que (y,z) € R(7) y como MinR C |
con A; € 1, por lo tanto A; es abierto en (X, (7)), (Prop. 3.1.4) de lo cual concluimos que

ser Ai, existe j € I donde y € A;
x € A; y por consiguiente que {A4;};c; un cubrimiento de (X, 7).

<) Sea {A; }ier un cubrimiento abierto de X, por lo tanto también lo sera para Min¥R(7) el
cual es compacto, luego existen un numero finito de subindices tal que MinR(7) C U;L:Z A j.
Veamos que X C U;L:l A; ;. Seay € X, como en la adherencia de todo punto hay un punto
cerrado, existe z € MinR(7) tal que y € R(7)(z) y como MinR(r) C Uj_; A, existe
j€{l,..,n} donde z € A, luego R(7)(z) C A;; y en consecuencia, y € A; ;. Con lo cual

concluimos que X C U;L:Z A, j y por consiguiente (X, 7) es compacto.

Ejemplo 4.1.1.

(a). R con la topologia de colas es T pero no es compacta ya que es generada por el orden
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usual en R el cual no posee minimales y por consiguiente no existiran puntos cerrados en
el espacio topoldgico.

(b). En los enteros positivos, la relacién divide forma un orden que tiene como tinico minimal
a 1 y el cual se encuentra incluido en todo cerrado. De donde se sigue que el espacio

topoldgico que este genera es compacto.

4.2. Topologias compactas por su preorden generado

Definicién 4.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y R una relacién de equivalencia sobre

X.Si0:X — X/R:0(x)

T es la funcion canodnica al cociente, definimos y notamos
T/R={ACX/R|07'(A) e}

Proposicién 4.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y R una relacion de equivalencia sobre

X. Entonces (X/R,T/R) es un espacio topoldgico.

Demostracion.

(1) Como 07'(X/R) = X € 7 entonces, por definicion X/R € 7/R, de igual forma
6=1(0) =0 € 7, por lo tanto ) € 7/R.

(2) Sean Ay, Ay € 7/R, entonces 0 1(A;),071(Ay) € 7, por consiguiente se tiene que
0= (A) NI (Ay) € Ty como 071 (A)) NOT(Ay) = 671 (A; N Ay), entonces A; N Ay € T/R.
(3) De igual forma si {A;}ics es una coleccién de elementos de 7/R, entonces {071 (A;) }ier
es una coleccién de abiertos de (X, 7), por consiguiente | .., 071(A;) € 7 y como

Uicr 071 (A) =071 (U;er 4i) , se tiene que |J,.; A; € T/R.

Luego (X/R,7/R) es un espacio topoldgico. [ |

i€l

Si (X, 7) es un espacio topolégico y R una relacién de equivalencia sobre X. La funcién

canénica 0 : (X,7) — (X/R,7/R) es sobreyectiva y por definicién de 7/R, es continua.

Definicién 4.2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico definimos y notamos

R, ={(z,y) €eXx X |2€0(y) Ay € O(x)}.
Es decir , = R(7) NN~1(7), la cual es la mayor relacién de equivalencia sobre X contenida
en R(7). Si no hay lugar a confusiones escribiremos R, como R, 7/ como 7 y X/R como
X~
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Proposicién 4.2.2. Sean (X, 7) un espacio topolégico, 0 : (X,7) — (X*,7%). La funcion
candnica y A € T, entonces 071 (0(A)) = A.

Demostracion.

Basta con ver que 671(9(A)) C A. Seay € 071 (0(A)) entonces 0(y) =y € 0(A), luego existe
r € A tal que 0(z) = 0(y) es decir, T =7, por consiguiente (z,y) € ® C R(7), de donde se
tiene que y € R(7)(z) y como z € A, R(7)(x) C A, asi y € A. Con lo cual concluimos que
0~1(0(A)) C A. |

Si (X, T) es un espacio topolégico, se tiene por definicién que A € 7%, siy sélosi, 071(A) € 7.

Un resultado inmediato de la proposicién anterior es que A € 7 si, y sélo si, (A) € 7.

Proposicién 4.2.3. Sea (X,7) un espacio topoldgico, entonces (X,T) es compacto si, y

sélo si, (X*,7*) es compacto.

Demostracion.
=) como 6 es una funcién continua y sobre, y como (X, 7) es compacto entonces (X*, 7%)
es compacto (Teo. 1.6).

<) Sea {A;}ic; un cubrimiento abierto de X, es decir, X = | J,_; A;. Entonces

i€l

X*=0(X)=46 (U Ai) = o)

y como de la proposicién anterior, 0(A;) € 7 para cada i € I, entonces {0(A;)}icr es un
cubrimiento abierto de X* donde tenemos que (X*,7*) es compacto y por consiguiente

existe {41, ..., [,} C I tal que X* = Ji_, 0(4;;). Veamos que X = J;_, A

X=0" X*_91<U9 ) 00—1(9(Aij)):OAij.

Por lo tanto (X, 7) es compacto. |

Proposicién 4.2.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces (X*,7*) es Ty.

Demostracion.
Sean 7,7 € X* con T # 7, entonces (z,y) ¢ R = R(7) N R"L(7), es decir, (x,y) & R(7) o
(y,2) & R(7).
Supongamos que (z,y) ¢ R(7), es decir, y ¢ R(7)(x) = O.(z), entonces existe A € 7 tal
que x € Aperoy ¢ A, y como A = 071(0(A)), se tendrd que T € 0(A) y y ¢ 0(A), donde
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0(A) € 7*. Andlogamente si suponemos que (y,x) ¢ R(7) obtendremos un resultado similar.

Por consiguiente concluimos que (X*,7*) es Tj. |

Tenemos que en un espacio topoldgico (X, 1), (X*,7*) es Tp, por consiguiente R(7*) es un
orden sobre X y MinR(7*) coincide con el conjunto de puntos cerrados -segin 7*-, lo cual
no necesariamente ocurre con MinR(T) -segun 7- ya que si y € Min¥R(7) no implica que
R1(7) = {y}. Sin embargo entre los conjuntos MinR(7*) y MinR(7) existe una estrecha

relacion, la cual veremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.5. Sea (X, T) un espacio topoldgico y x € X, entonces.
r € MinR(1) & T € MinR(T").

Demostracion.

Demostremos su negacion.

<) SiT ¢ Min®(7*), entonces existe § € X* tal que (7,7) € R(7*) con § # T.

Veamos que (y,x) € R(7). Sea A € 7 tal que y € A, luego ¥ € (A) donde tenemos por
(4.2.2) que 0(A) € 7*. Ahora como (7,Z) € R(7*), es decir, T € R(7*)(y) = O(y), se
tiene que T € 6(A) y como 071(6(A)) = A, entonces z € A, con lo cual concluimos que
x € O,(y) = R(7)(y), es decir, (y,z) € R(7).

Ahora veamos que (7,y) ¢ R(7). Como 7 # 7, se tiene que (x,y) ¢ R, luego (x,y) ¢ R(7) o
(y,x) ¢ R(7), pero como (y,z) € R(7) concluimos que (z,y) ¢ R(7). De esta forma tenemos
que x & Min¥R(T).

=) Ahora si © ¢ Min®(7), entonces existe y € X tal que (y,z) € R(7) v (z,y) ¢ R(7),
luego (z,y) ¢ R y por consiguiente T # .

Veamos que (y,7) € R(7*). Sea A € X* tal que ¥ € A, entonces y € 07'(A) y como
6=(A) € 7, luego es abierto en R(7) y como (y,x) € R(7), = € 71(A), por consiguiente
T € A, de lo cual concluimos que T € O.+(y) = R(7*)(Y), es decir (y,7) € R(7*). De esta

forma tenemos que T ¢ Min¥(7*). [

Corolario 4.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces. MinR(T) es compacto, si y
solo si, Min®(7*) es compacto.
Su demostracion es similar a la realizada en 4.2.1.

Proposicién 4.2.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico y x € X, entonces. x € Nm®(7) si,

y solo si, T € NmR(1*).
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Demostracion.

Demostremos su negacién.

=) Si x ¢ Nm*(7), entonces existe y € Min¥R(7) tal que (y,z) € R(7).

Veamos que (3, T) € R(7*). Sea A € 7* con § € A, por lo tanto y € §7(A), donde tenemos
que 071(A) € 7, lo que nos indica que §7(A) es abierto en R(7) y como (y,z) € R(7)
entonces z € 071 (A), luego T € (071 (A)) = A, de lo cual concluimos que T € O.+(y) =
R(7)(y), es decir (y,7) € R(7*) y como y € MinR(7) del resultado anterior g € Min¥(7*).
Con lo cual concluimos que T ¢ Nm®R(7).

<) Similarmente, si T ¢ NmR(7), existe y € MinR(7*) tal que (y,7) € R(7).

Veamos que (y,z) € R(7). Sea A € 7 con y € A, entonces § € 0(A) donde tenemos que
6(A) € 7, lo cual nos indica que 0(A) es abierto en R(7*) y como (y,Z) € R(7*) entonces
T € 0(A), luego z € 071(0(A)) = A, por consiguiente z € O,(y) = R(7)(y), es decir,
(y,xz) € R(7) y como § € MinR(r*) de la proposicién anterior y € MinR(7). Con lo cual
concluimos que x ¢ NmR(7). |

Si (X, 7) es un espacio topoldgico, el resultado anterior nos indica que Nm$(7) = 0 si, y s6lo
si, Nm®(7/R) = 0. Es decir, (X, R(7)) tiene suficientes minimales, si y sélo si, (X*, R(7*))

tiene suficientes minimales.

Proposicién 4.2.7. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces. (X, T) es compacto si, y
sélo si, NmR(t) = 0 y MinR(T) es compacto. Es decir, X tiene suficientes minimales

-segin R(7)- y el conjunto de los minimales es compacto.

Demostracion.

(X, 7) es compacto < (X*,7*) es compacto (Prop. 4.2.3)
& MinR(7*) es compacto A Nm®R(7*) =0 (Prop. 4.1.4)
& MinR(7) es compacto A Nm¥R(r) =0 (Coro. 4.2.1 y Prop. 4.2.6).
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