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PALABRAS CLAVES: Categoria Funtor Inexpandible Hiperespacio
DESCRIPCION

La teoria de categoria nos permite relacionar diferentes propiedades de distin-
tas ramas de la Matematica, razén por la cual ha despertado gran interés entre
muchos estudiosos de esta ciencia y se han logrado grandes avances en muy poco
tiempo. La teoria general de los funtores en la categoria de los espacios compactos
“Comp”se inicia después de muchas investigaciones en la década de los 50s con
la nocién de funtor normal introducida por Evgenii Schepin [2] y algunas propie-
dades bésicas topoldgicas como preservacién de peso, preimagenes, epimorfismos,
etc. Algunos ejemplos cldsicos de funtores en la categoria “Comp”de los espacios
compactos de Hausdorff y las funciones continuas, son el funtor de hiperespacio, y
el hiperespacio de inclusion.

El hiperespacio F5(X) definido en [1], induce un funtor en la categoria “Met”de
los espacios métricos y las funciones inexpandibles. En la presente monografia se
estudiaran algunas propiedades topolégicas de este funtor, basados en la métrica
de Hausdorff definida para F»(X), lo cual constituye un punto de partida para
que el lector estudie este funtor en la categoria “Comp”, en futuros trabajos de
investigacién.

La investigacion se desarrolld de la siguiente manera: En el primer capitulo se
introdujeron conceptos bésicos de espacios métricos, de topologia general y de
teoria de categoria. En el segundo capitulo se definié el espacio CL(X), la métrica
de Hausdorff y se doté a C'L(X) con esta métrica para asi formar un espacio métri-
co, luego se analizdé a CL como un funtor. El tercer y ultimo capitulo se dedicé a
la definicién del funtor F con base en hiperespacio F»(X), también se dieron al-
gunos ejemplos de modelos geométricos del espacio F5(X) y se probaron algunas
propiedades de este funtor en la categoria de los espacios métricos “Met” que es el
objetivo principal de la monografia.
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DESCRIPTION

The theory of category allow to us to relate different properties of different Mat-
hematics branches reason which it has awaked a great interest among many spe-
cialists of this science and big advances have been advanced in very little time.
Funtors general theory in the category of the compact spaces “Comp”started after
many investigations were made during the 50ths with the notion of normal funtor
introduced by Evgenii Schepin [2] and some basic topological properties like pre-
servation of weight, preimagenes, epimorfismos, et cetera. Some classical examples
of funtors in the category “Comp.°f hausdorff’s compact spaces and the continuous
functions, are the funtor of hiperspace funtor, and the hiperspace of inclusion.

The hiperspace F»(X) defined in [1], induces a funtor in the category “Met.°f the
metric spaces and inexpandibles functions. At the present monograph some topo-
logical properties of this funtor based on Hausdorff’s metrics, defined for Fy(X),
will be studied as a starting point for the reader studies this funtor in the category
“Comp”, in future works of investigation.

The investigation was developed in the following way: In the first chapter, ba-
sic concepts of metric spaces about general topology and theory of category were
introduced. In the second chapter, the space CL(X) and Hausdorfl’s metrics were
defined and C'L(X) was endowed with this metrics in order to form a metrical spa-
ce; then CL was analyzed as a funtor. The third and last chapter was dedicated to
the definition of the funtor F5 based on the hiperspace F5(X); also some examples
of geometric models of the space F5(X) and some properties of this funtor were
tried in the category of the metric spaces “Met”that is the main objective of the
monograph
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Introduccion

La teoria de categoria nos permite relacionar diferentes propiedades de dis-
tintas ramas de la matematica, razén por la cual a despertado gran interés
entre muchos estudiosos de esta ciencia, por tal motivo a logrado grandes
avances en muy poco tiempo.

La teoria general de los funtores en la categoria de los espacios compactos
“Clomp” se inicia después de muchas investigaciones en la década de los 50s
con la nocién de funtor normal introducida por Evgenii Schepin [2] y algu-
nas propiedades basicas topoldgicas como preservacién de peso, preimagenes,
epimorfismos, etc.

El funtor de hiperespacio, hiperespacio de inclusién son ejemplos clasicos de
funtores en la categoria “C'omp” de los espacios compactos de Hausdorff, y
las funciones continuas.

El hiperespacio F5(X) definido en [1], induce un funtor en la categoria “Met”
de los espacios métricos compactos y las funciones inexpandibles. En esta
monografia estudiaremos algunas propiedades topoldgicas de este funtor, ba-
sados en la métrica de Hausdorff definida para F»(X), mostrando un punto
de partida para estudiar este funtor en la categoria “Comp”, motivando al
lector para un futuro trabajo de investigacion.

Este trabajo se desarrollo de la siguiente manera: En el primer capitulo se in-
trodujeron conceptos basicos de espacios métricos, topologia general y teorias
de categorias. En el segundo capitulo se definié el espacio C'L(X), la métrica
de Hausdorff y se analizo a C'L como un funtor, y el tercer y ultimo capitulo
se dedico para definir el funtor F; basidndose en el hiperespacio Fp(X), tam-



bién se dieron algunos ejemplos de modelos geométricos del espacio F»(X) y
se probaron algunas propiedades de este funtor en la categoria de los espacios
métricos “Met” que es el objetivo principal de esta monografia.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enunciaran definiciones basicas de espacios métricos, de
topologia general asi como de teoria de categorias, necesarias para la com-
prension del trabajo subsiguiente.

1.1. Definiciones basicas

Algunas de las siguientes definiciones, proposiciones y teoremas presentados
en esta seccién estan enunciados en [3] con su respectiva demostracién.

Definicién 1.1. Sea A un conjunto. Una funcién d : Ax A — R*, se llama
una métrica en A si satisface

1. d(a,b) =0 siy solo sia="b
2. d(a,b) +d(a,c) > d(b,c) para todo a,b,c € A.
Un conjunto X con una métrica determinada se llama espacio métrico y se

denota por (X,d), la segunda propiedad se conoce con el nombre de desi-
gualdad triangular.



Ejemplo 1.1. Consideremos X un conjunto, si x,y € X definimos d, como
sique:
1 sixz#y
do(x7y)_ { O S’ll’:y (11>
FEs facil comprobar que d, cumple con la definicion [1.1] por lo tanto (X, d,)
es un espacio métrico. Esta métrica es conocida como la métrica discreta y
(X,d,) espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.2. Tomemos ahora el conjunto de los nimeros reales y denotemos
d, la métrica definida como:

dy (2,y) =z =y | (1.2)

Esta métrica es conocida como la métrica usual definida sobre R, y el espacio
métrico lo denotaremos como (R, d,) .

De forma mds general, tomemos x,y € RP, x = (21, 2, ...7p), Yy = (Y1, Y2, ---Yp)
y definamos la funcion que denotaremos por d, asi

du (J:ay) = du ((xhx?v "'71:1?) ) (y17y27 ayp)) =

Esta funcion representa una métrica y es conocida como la métrica usual o
distancia euclidea, la prueba de que esta funcion es una métrica se encuentra

en [6]

Ejemplo 1.3. Un caso particular de el ejemplo anterior es cuando tomamos
el plano R* con los puntos x = (x1,22),y = (y1,y2) y la méltrica d, para
p = 2 que define la métrica

B (2,9) = [ (01 = 30) + (02— ) (1.4)

La cual es la métrica usual en R?

Otros ejemplo de métricas en R? son las siguientes



Ejemplo 1.4. Tomemos el plano R? y los puntos x = (z1,22),y = (y1,y2)
y definamos la funcion d; como sigue

d (z,y) =l xr — g1 | + |22 — 42 | (1.5)

FEsta funcion define una métrica en R? y recibe el nombre de la métrica del
tazista.

Ejemplo 1.5. Otra métrica definida en el plano R? es la presentada a con-
tinuacion
d (z,y) = méx{| 21 —y1 [, |22 =12 |} (1.6)

Para cualquier par de puntos v = (x1,%2),y = (y1,92) en R%

A continuacién presentamos unas definiciones bésicas en espacios métricos.

Definicién 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico, d es una métrica acotada en
X si existe una constante A tal que d (z,y) < A para todo x,y que pertenecen
a X.

De los ejemplos anteriores d, es una metrica acotada y d,, d; y d,, no son
acotadas.

Definicién 1.3. Un espacio métrico (X, d) es acotado si y solo si la métrica
d es acotada. De manera mds general, dado A C (X, d) definimos el diametro
de A como

diam (A) :=sup{d (z,y) | z,y € A}. (1.7)

En caso de que diam (A) < oo decimos que A es acotado.

Ejemplo 1.6. Dado el espacio métrico (X, d) definimos dos nuevas métricas
p Yo como:

p(z,y) :=min{l,d(z, y)} (1.8)



o(z,y) = 11(5—& (1.9)

Tanto p como o son métricas acotadas por 1.

o o » . s . ! . .
Definicién 1.4. Decimos que dos métricas d y d para un mismo conjunto
X, son equivalentes métricamente si y solo si existen dos nimeros reales s,t
tales que para cada par de puntos x,y € X se satisface

sd(z,y) < d (z,y) <td(z,y) (1.10)

Ejemplo 1.7. Tanto p como o definidas en las ecuaciones (1.8) y (1.9) son
métricas equivalentes puesto que es inmediato verificar que existen s = 1 y
t =2 tal que 0 < p < 20.

Ejemplo 1.8. Consideremos las métricas d,, dy, d,, definidas sobre R?. Note
que para cada z,w € R? se tiene

dy(z,w) < di(z,w) < 2d,,(z,w),

por otra parte

A (z,w) < dy(z,w)
luego dy, dy, d,,, son métricamente equivalentes
Definicién 1.5. Sean (X,d), (Y,d') espacios métricos. Una aplicacion

f: X —Y se dice continua en x € X si y solo si para todo € > 0 existe un
0ze > 0 tal que

d(f(x),f(y) <e siempre que  d(x,y) < Opc. (1.11)

La aplicacion se dice continua si lo es en todos los puntos de X.

Definicién 1.6. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y ¢ : X — Y. Dire-
mos que ¢ es inexpandible, si para cualquiera x,,xs € X se tiene

d (¢ (21), ¢ (22)) < d(x1,22) . (1.12)

Note que toda aplicacion inexpandible es continua, pues haciendo € = § se

tiene que @ (£(x), f(y)) < d(z,y) < & luego d (f(x), f(y)) < 6 pero 6 = =
entonces d’ (f(x), f(y)) < e y esto quiere decir que f es continua.

7



1.1.1. Elementos topologicos en espacios métricos

En esta seccién se recordaran algunos conceptos de topologia que se manejan
también en espacios métricos

Definicién 1.7. Sea X un conjunto no vacio; una topologia de X es una
coleccion T de subconjuntos de X (a los cuales llamaremos abiertos) que
satisface las siguientes condiciones:

(T1) Toda reunion de conjuntos de T es un conjunto de .

(T3) La interseccion de cualquier coleccion finita de conjuntos de T es un
congunto de T.

(T3) El conjunto vacio (¢) y el mismo conjunto X pertenecen a T.

Una pareja (X, 7) constituida por un conjunto X y una topologia 7 de X,
se llama un espacio topolégico. También se dice que X esta dotado de la
topologia 7. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.9. Sea X un conjunto no vacio; si deacuerdo con (13) tomamos
T = {¢, X}, observamos que es una topologia de X puesto que cualquier
reunion o interseccion finita de conjuntos de T es ¢ o X. Esta topologia en la
cual los unicos abiertos son ¢ y X, se llama la “ Topologia trivial o indiscreta
de X 7. Un conjunto X provisto de su topologia trivial se llama espacio trivial.

Ejemplo 1.10. Sea X un conjunto no vacio. Tomemos T = P(X), es de-
cir la coleccion de todos los subconjuntos de X. Como cualquier reunion o
interseccion finita de subconjuntos de X es nuevamente subconjunto de X,
(T1) y (Ty) se cumplen y como ¢ C X y X C X también se verifica (T3) .
Esta topologia en la cual todo subconjunto de X es abierto, se llama la topo-
logia discreta de X; un conjunto X dotado de su topologia discreta se llama
espacio discreto.

Ejemplo 1.11. Sea X = {a, b, c}. Existen varias topologia de X, por ejemplo:

T = {¢,X7 {a’vb}} Ty = {¢7 Xv {a}’ {bv C}}

T3 = {vaX? {a}>{b}{a> b}} Ty = {¢> X, {a}v{avb}}



son topologia de X = {a,b,c}, como puede comprobarse fdcilmente.

Ejemplo 1.12. En R definimos una topologia T la cual la llamaremos usual
y la denotaremos 1, tomando U € 1, si y solo si, U es la union de intervalos
abiertos es decir

. ={UCR:U=U(z,y), donde z,y€R}. (1.13)

El conjunto de los numeros reales y su topologia usual forman el espacio
topologico (R, 7,) .

Definicién 1.8. Sean (X, 7) un espacio topolégico, V.C X y x € X. Deci-
mos que V' es vecindad de x, si existe un abierto U € 7 tal que v € U vy

ucVv.

El conjunto de todas las vecindades del punto z lo denotaremos v(,) y cada
vecindad de x la notaremos V.

Ejemplo 1.13. Consideremos (R,7,); si x € R, una vecindad de x es un
conjunto que contiene a un intervalo abierto al cual pertenece x ; asi [0,1] es
una vecindad de % y de % pero no es vecindad de 0 ni de 1.

Definicién 1.9. Sean (X,d) un espacio métrico, un elemento v € X y un
numero real positivo r. El conjunto

By(z,r)={a€ X |d(z,a) <1}, (1.14)

se denomina bola con centro en x y radio r. El conjunto B (z,r) — {x} se

llama bola perforada y se representa By (z,7) .

De acuerdo con esta definicién y tomando (R, d,) toda bola By (z,7) es el
intervalo (x — 7,z + r) ; y reciprocamente, todo intervalo abierto (a, b) es una
(a+b) (b—a)

bola con centro en “=~ y radio ~——.

Definicién 1.10. Todo espacio métrico (X, d) genera una topologia sobre X
donde
7a={U C X |U=UBy(z,r):x € X,r >0}

es inmediato verificar que T4 cumple Ty, Ty y T3 luego (X, 14) forma un
espacio topologico y diremos que T4 es la topologia generada por la métrica d.



Definicién 1.11. Decimos que dos métricas d y d para un mismo conjunto
X, son topologicamente equivalentes si y solo si generan la misma topologia.

En otras palabras, dada By (x,e) y un punto y cony € By(x,e) es posible
encontrar una bola By (y,d)de tal forma que

Bd’ (yaé) - Bd (QZ',E) , Y Bd (xlvgl) - Bd’ (yvél) , para z’ € Bd’ (?/,5) .

Todo par de métricas equivalentes, son topoldgicamente equivalente pero
no lo contrario, como veremos en el siguiente teorema toda métrica d es
topolégicamente equivalente a la métrica p(z,y) := min{l,d(x,y)} pero
claramente no tienen por qué serlo métricamente. Por ejemplo si tomamos
X = (R™,d,) no es posible encontrar s > 0 que satisfaga d(z,y) < sp(x,y)
para todo par de puntos x,y € X dado que d, no es acotada. Sin embargo, la
métrica p es métricamente equivalente a la métrica o (z,y) := l_cf_sf—(’fé/) pues
se tienen las desigualdades o0 < p < 20.

Teorema 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico entonces la métrica d es topold-
gicamente equivalente a una métrica acotada.

Demostracion. Hay dos maneras naturales de remplazar la métrica d por
una métrica acotada, como por ejemplo las métricas de las ecuaciones (1.8)

y (1.9):
1. p(x,y) :=min{l,d(z,y)}

d(z,
2. o(x,y) = 1+2(;/72).

Ya vimos que tanto p como ¢ son métricas acotadas por 1. Demostremos
ahora que p y o son topoldgicamente equivalentes a la métrica d. En efecto,
dada la métrica d y la métrica p tenemos que para la bola By (x,r) al tomar
s = min{1,r} se tiene que B, (z,s) C By (x,r) la otra inclusién se tiene para

el caso 1 = % o también tomado r’ = 1%5 como lo veremos a continuacién.
d s . .
Para el caso o0 = 1, es facil verificar que
r r
Bo {77 ) By(z,r) y Balz, T C B, (z,1), r<l1

10



Asi toda métrica es equivalente a una métrica acotada

Observacion 1.1. Sea (X, d), un espacio métrico y S C X, se dice que S
es acotado st existe una bola que lo contiene

S es acotado < Fr € X,dr>0|S C B(z,7)

Definicién 1.12. Sean (X, d),un espacio métrico, S C X y x € S. Se dice
que = es un punto interior de S si con centro en x Sse puede construir una
bola contenida totalmente en S. Es decir

x es punto interior de S < 3 r > 0| By (z,r) C S

El conjunto de todos los puntos interiores de un conjunto S se denomina

Interior de S, y se representa por IntS o S.

Definicién 1.13. Sean (X, d) un espacio métrico, S C X y x € S. Se dice
que = es un punto de adherencia de S si toda bola con centro en x contiene
necesariamente elementos de S. En simbolos:

x es punto de adherencia, de S < Nr > 0: By (z,r) NS # ¢.

El conjunto de todos los puntos de adherencia del conjunto S constituye la
clausura o adherencia de S y se denota por S.

Definicién 1.14. Sean (X, d) un espacio métrico, S C X yx € S. Se dice
que x es un punto de acumulacion de S si toda bola perforada con centro en
x contiene necesariamente puntos de X. En simbolos:

x es punto de acumulacién de S < Vr > 0: By (x,r) NS # ¢.

El conjunto formado por todos los puntos de acumulacién de S se denomina
conjunto derivado de S, y se denota S” es obvio de las definiciones anteriores
que:

11



SecScSs.

S°ecS cB@.

Sin embargo, no hay ninguna relacién entre los conjuntos S’ y .S, como se
puede ver por medio del siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.14. Consideremos el conjunto de los reales y su métrica usual
(R,d,) y tomemos S = [0,5), sequn las definiciones [1,12,1,13,1,14] se tiene
que

S=(0,5),5=10,5, y S =105

y es claro que

(0,5) C [0,5) C [0,5] C [0, 5]

En otras palabras

ScScscS
De lo cual se tiene
Scd (1)
Pero si tomamos S = [0,5] U {7} y encontramos los conjuntos anteriores

tendremo
[0}

S=(0,5), S=[0,51U{7}, y " =10,9]
y entre ellos podemos establecer las siguientes relaciones de contenencias
(0,5) € [0,5] € [0,5] U{T} C [0,5] U{T}
o lo que es lo mismo
SscscsScsS
De lo cual se deduce que
s'cS (2)

de (1) y de (2) se concluye que los conjuntos S’ y S no tienen ninguna
relacion de contenencia establecida.

Definicién 1.15. Sea (X, d), un espacio métrico y S C X. Se dice que S es
abierto si coincide con su interior.

12



Es evidente de la definicién [1.12] que S C S y por lo tanto la definicién

o
anterior solo exige que S C S. Es decir

S es abierto@VxES:ng’.

La coleccién de todos los conjuntos abiertos de (X, d) ( entre los cuales estan
¢ y X ) recibe el nombre de topologia del espacio (X, d) y se simboliza por
T(x,4) O simplemente por Tx.

Definicién 1.16. Sea (X, d),un espacio métrico y S C X. Se dice que S es
cerrado st coincide con su clausura.

Puesto que la contenencia S C S ya esta dada por la definicién [1,13], la
definicién anterior solo exige que S C S, en otros terminos

S es cerrado & Vr e S:x e S.

La coleccion de todos los subconjuntos cerrados de X se representa por Tx.

Teorema 1.2. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. Entonces

S es cerrado < S¢ es abierto

Demostracién.

= Sea S € 7x y x € S° Entonces v ¢ S =S5, por lo tanto 3 7 > 0 tal
que, By (z,7)NS = ¢. Por consiguiente, By (z,r) C S¢, lo cual significa
que S¢ € Tx.

< Sea S° € Tx. Entonces Vo € S¢: Ir > 0 tal que By (z,7) C S asi que
By(z,7)N S = ¢ por tanto x ¢ S. Pero si v € S se tiene que = ¢ 9,
asf que lo demostrado significa que * ¢ S = x ¢ S, o, lo que es lo
mismo, que x € S = x € S por consiguiente S € Tx.

13



Definicién 1.17. Sea A subconjunto de X, A cerrado en X y tomemos x
en X. Entonces la distancia de x a A la definimos como sigue:

d(z,A) =inf{d(x,a):a € A}.

Proposicién 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico y A subconjunto cerrado de
X, entonces:

i)SixeA d(x,A)=0

ii)Ve g A d(z,A) >0
Demostracién.

i) Si z € A, entonces d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}. Como z € A
entonces tomando a = z se tiene que d (z,x) = 0 por ser d métrica,;
tenemos 0 < d(x, A) < 0 luego d(z,A) =0.

ii) Si z € A, entonces d(z,A) = inf{d (z,a) : a € A} pero d es métrica
entonces d (z,y) < d(z,z) +d(z,y) si tomamos y =z y z = a se tiene
que d(z,z) < d(z,a) + d(a,z) entonces d(z,z) < d(x,a) + d(x,a)
= 2d (z,a) se tiene que 0 < 2d(z,a) si dividimos por 2 se tiene 0 <
d(z,a), para cada a € A, pero como A es cerrado d (z, A) > 0.

Ahora, para cada € > 0 y A un subconjunto cerrado de X, definamos:
Ny(Aje)={zr e X :d(x,A) <&}, (1.15)
la llamaremos d-bola abierta generalizada en X con centro en A y radio e.

Teorema 1.3. Toda bola en un espacio métrico es un cojunto abierto.

Demostracién. Tomemos en (X, d) una bola con centro en a y radio r, y
sea x € By(a,r). Debemos demostrar que existe un € > 0 tal que By (z,¢) C
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By (a,r). Para ello, basta con tomar ¢ < r —d(a,z).
En efecto. Sea y € By (x,¢) entonces

d(z,y) <e
d(z,y) <r—da,x)
Sumando d (a, z)
d(z,y) +d(a,x) <r—d(a,z)+d(a,x)
y por la desigualdad triangular tenemos
d(a,y) <d(z,y)+d(a,z) <r—d(a,z)+d(a,z) =7
d(a,y) <r
y por consiguiente y € By (a,r)

Teorema 1.4. Sea (X,d) un espacio métrico si x1,x9 € X, y x1 # g
entonces existen U y V' subconjuntos abiertos de X tales que vy € U,z € V
A UNV =¢.

Demostracién. Sean r = d(zy,72) > 0 y & = g, construllamos las

bolas con centro en x; y radio € y con centro en z, y radio € y tomemos los
conjuntos

U=DBi(ri,e) y V=DBi(r¢)
Por el teorema anterior se tiene que U y V' son subconjuntos abiertos de X.
Nos faltaria demostrar que U NV = ¢.
Supongamos que U NV # ¢ entonces Jw € U N V. Tal que

w € By ({L‘l,é) ANw € By (ZEQ,&)

Entonces

d(zi,w)<e AN d(z,w)<ce¢
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Al sumar estas desigualdades

d(z1,w) +d(z9,w) < 2¢

Por la desigualdad triangular se tiene

d(z1,22) < d(x1,w) + d(x2,w) < 2¢
De donde
r=d(x, 1) <2€=2—3T

r < %’" absurdo
Luego U NV = ¢ y queda hecha la demostracion.

Teorema 1.5. Sea F' un subconjunto cerrado de (X,d) espacio métrico, y
x & F entonces existen U,V C X, U,V abiertos en X tal que F C U
y ze€V,y UNV =ao.

Demostracion. Miremos que como F' es subconjunto cerrado de X entonces
(X—F)CX y (X—F) esabierto,seaxz € (X —F) Je>0 tal que
By(z,e) N F = ¢ si tomamos ¢ = £ donde R = inf{d(z,a), a € F} de
acuerdo a la definicién [1.17] y a la proposicién [1.1], se tiene que € > 0,
U=UBy(y,e) con yé&Fesclaroque FCUy

probemos ahora que U N B (z,¢) = ¢. Supongamos que U N B (x,¢) # ¢,
entonces 3 w € U N B (z,¢) tal que

welU 5 we B(x,¢)

wengB(z,e) A d(w,z) <e

32 eF|lweB(Z,e) o dwz)<e
dw,z)<e A d(w,z) <e

d(z,z) <d(w,2)+d(w,zx) <2
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d(#,z) <2e=d(z,2) <3 <R

pero d (2, x) < inf{d (z,y) | y € F}

absurdo por que 2’ € F luego U N B (x,¢) = ¢

Teorema 1.6. Sea f : (X,d) — (Y, d') una funcion, f es continua si y sélo
si para todo conjunto abierto U de 'Y el conjunto f~'(U) es abierto en X

Demostracidn.

=)

Supongamos que f es continua y que U es un subconjunto abierto de Y.
Sea z € f~1(U) entonces f (z) € U. Puesto que U es abierto existe un
e > 0 tal que B(f (z),e) C U. La continuidad de f asegura entonces
la existencia de un 0 > 0 tal que

d(z,y) <d=d (f(x),f(y) <e

o en otras palabras f (B (z,0)) C B(f(x),e) C U, lo que significa que
B(z,8) C f~1(U). Puesto que es cierto para todo x € f~1(U) se
deduce que f~!(U) es un subconjunto abierto de X.

Reciprocamente. Sea z € X, para todo £ > 0 el conjunto B (f (x),¢)
es un subconjunto abierto de Y, por lo que f~'B(f (z),¢) es un sub-
conjunto abierto de X. Pero como z € f~'B(f(z),e), esto signifi-
ca que existe algin § > 0 con B(z,d) C f~1(B(f(x),e)) es decir
f(B(z,8)) € B(f(z),e). En otras palabras, existe un § > 0 tal que
d (f(x), f(y)) < e siempre que d(x,y) < J; esto quiere decir que f es
continua.

La demostracion del siguiente teorema es analoga a la del teorema anterior

Teorema 1.7. Sea f : (X,d) — (Y,d') la funcion, f es continua si y sdlo
si f7Y(H) es cerrado ( en X ) para todo H cerrado ( en'Y ).
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1.2. Teoria de categorias (definiciones basi-
cas)

La teoria de categorias es una rama de las matematicas que ha venido evo-
lucionando en los ultimos tiempos. Su estudio nos permite abordar y rela-
cionar estructuras de diferente naturaleza como por ejemplo las estructuras
algebraicas con otras estructuras de tipos geométricas como la topologia. En
esta seccion presentamos algunas definiciones bésicas de teoria de categorias
tomadas de [1] y [3].

Definicién 1.18. Una categoria es una cuddrupla C = (Ob, hom, id, o) que
consiste de:

1. Una clase ObC cuyos miembros son llamados objetos de la categoria,
(también lo notaremos por |C|).

2. Para cada par de objetos A, B, existe el conjunto home (A, B) ,cuyos
elementos son llamados morfismos o flechas de la categoria, que tienen
dominio A y contradominio B (si f es un morfismo de la categoria se
notard f € MorC, o simplemente f € C, siempre que no haya lugar a
confusion,).

3. Para cada A objeto de la categoria C existe un morfismo idy : A — A,
llamado el morfismo identidad de C.

4. Una ley de composicion asociativa (o), tal que si f: A— B yg: B —
C morfismos de C, un morfismo go f : A — C llamado composicion
de f y g, cumple las siguientes condiciones:

a) La composicion es asociativa, es decir

fo(goh)=(fog)oh, para cada f,g,h € MorC.

b) Los morfismos identidades de C actian como tal con respecto a la
composicion; es decir, para f : A — B un morfismo de C se tiene

fOidA:idBOf:f.

c) Los conjuntos home (A, B) son disyuntos dos a dos.
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Ejemplo 1.15. Consideremos la categoria Met que esta conformada asi

Met =(Ob(Met), Mor(Met), idy, o)

Los objetos de esta categoria son espacios métricos compactos, y f es un
morfismo de Met, ¢ f € Met si y solo si f es inexpandible. Sean (M, d;),
(Ms, ds), y (Ms,ds) objetos de Met y f,g morfismos de Met, tales que f
se aplica de My en My y g de My en M3 ademds si f y g son inexpandibles
entonces g o f es inexpandible, pues si tomamos x,y € My y aplicamos g o f

tenemos que ds((go f)(x), (g0 f)(y)) = ds(g(f(x)), 9(f(y))) < do(f (), f(y))
ya que g es inexpandible, pero do(f(x), f(y)) < di(x,y) ya que f también

es inexpandible, por lo tanto ds(g(f(x)), 9(f(y))) < do(f(2), f(y)) < du(2,y)

de lo cual se concluye que g o f es inexpandible; ya que se tiene la siguiente

desigualdad  ds((g o f)(x), (g0 f)(y)) < di(z,y).

Ademds se tiene
dy - M — M

idy (z) = x
con lo que completamos la definicion de la categoria.

Ejemplo 1.16. Los siguientes son ejemplos de algunas categorias.

Set : Los objetos son conjuntos y los morfismos funciones entre ellos. La
operacion es la composicion usual entre funciones.

Grp : Los objetos son grupos y las flechas son morfismos entre grupos.

Top : Los objetos son espacios topologicos, y los morfismos son funciones
continuas.

Tych : Los objetos son espacios de Tijonov, y los morfismos son funciones
continuas.

Comp : Los objetos, son espacios compactos de Hausdorff, y los morfismos son
funciones continuas.

Nat : Los objetos, son subconjuntos finitos de los Naturales, y los morfismos
son la distancia euclidea entre ellos.
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Definicién 1.19. Sean C y D categorias. Un funtor F de C a D es una
aplicacion que asigna a cada objeto A de la categoria C un objeto F'A de la

categoria D, y a cada morfismo f : A — B de la categoria C, un morfismo
Ff:FA— FB en la categoria D, tales que:

1. Preserva composicion; es decir F'(f og) = Ffo Fg siempre que fog
esté definida.

2. Preserva el morfismo identidad; es decir F (ids) = idpa, para cada
objeto A en C

Ejemplo 1.17.

Sea C una categoria, ide : C — C ; la aplicacion identidad es trivialmente
un funtor.

Si un funtor estd definido de una categoria en si misma, entonces éste lo
llamaremos endofuntor.

Ejemplo 1.18. Consideremos las categorias Met, Set y el funtor O :
Met — Set definido por
O (X,d) =X,

Of=f, para cada f € Met.

Este funtor se conoce como el funtor olvido de estructura.

Definicién 1.20. Un morfismo f: A — B es llamado un epimorfismo si
para todo par de morfismos g,h : B — C tales que ho f = go f se tiene que
h=g.

Definicién 1.21. Un morfismo f: A — B es llamado un monomorfismo
st para todo par de morfismos g,h : C — A tales que foh = fog se tiene
que h = g.

Para la categoria Met, de los espacios métricos compactos, cuyos morfismos
son funciones inexpandibles, un epimorfismo (monomorfismo) es simplemente
una funcién sobreyectiva (inyectiva).
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Este trabajo se desarrollara en la categoria Met de los espacios métricos
compactos.

En el tercer capitulo se enunciaran algunas propiedades y definiciones gene-
rales de la teoria de funtores en esta categoria.
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Capitulo 2

El funtor de hiperespacio C'L

En este capitulo definiremos algunos conceptos necesarios para el objetivo del
presente trabajo como lo son el conjunto C'L (X), la métrica de Hausdorff
junto con algunas propiedades; para hablar del hiperespacio (CLX, Hy), y
con base a este espacio definiremos C'L como un endofuntor en la categoria
Met.

2.1. El espacio CL(X)

Comencemos definiendo el conjunto C'L (X).

Definicién 2.1. Sea (X, d) espacio métrico compactos, el hiperespacio de X
lo definimos como

CL(X)={AC X | A es compacto cerrado, y no vacio}.

Para la definicién del hiperespacio C'L(X) necesitamos dotar con una métrica
el conjunto C'L (X). Para esto, con base en la métrica d de X, la definicién
[1.17] y la d-bola definiremos la métrica Hy, que la llamaremos métrica de
Hausdorft.
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Definicién 2.2. Sean (X,d) un espacio métrico acotado, A, B € CL(X) la
métrica de Hausdorff para CL (X) inducida por la métrica d que se denota
por Hy se define

Hy(A,B)=inf{r >0: AC Ny(B,r) y BC Ns(A,7)}.

Note que por el Teorema [1.1], para cada espacio métrico siempre podemos
tomar una métrica topoldgicamente equivalente acotada. A continuacion, en
el siguiente teorema se demostrara que H, es una métrica, para este propésito
probemos primero la siguiente afirmacién

Proposicién 2.1. Para cualquier K,L € CL(X) y >0, se tiene
K C Nd (L,Hd (K,L) +€)

Demostracién.
Si K,L € CL(X) por definicién tenemos que

Hy(K,L)=1inf{r >0: K C Ny(L,r) y LC Nyq(K,r)}.

Supongamos que r = Hy (K, L) y sea € > 0, si tomamos ' = r + ¢, por
definicién tenemos K C Ny (L, ') 'y L C Nyg(K, r"), luego K C
Nd(L,T+€) Yy CLSi:KCNd(L,Hd(K7L>+€)

Teorema 2.1. Si (X,d) es un espacio métrico acotado, entonces Hy es una
métrica sobre CL(X).

Demostracién.

Empezamos notando que, desde que d es una métrica acotada, H; es una
funcién real (no negativa). Observemos como es evidente de la definicion
anterior, que H, es una funcién simétrica; en otras palabras, H; (A, B) =
Hy (B, A) para todo A, B € CL(X). Ahora asumamos que A, B € CL (X)
tal que Hy (A, B) = 0, entonces, por la definicién anterior se tiene

A C Ny(B,¢) para todo € > 0, tomando p € A, definamos una sucesién
{b,} C B tal que para cadan =1,2,3,4, ... se tiene d (p, b,) < % claramente
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{b,} converge a p, luego p es un punto adherente de B por lo tanto A C B,
pero como B es cerrado A C B. Un argumento similar muestra que B C A
de donde concluimos que A = B. La condicién H,; (A, A) = 0 para todo
A € CL(X) se sigue de la definicién. Solo nos resta demostrar la desigualdad
triangular para Hy.

Sean A, B,C € C'L (X). Demostremos que
H,(A,C)<H,(AB)+ Hy;(B,C).

Seane >0 y a € A, entonces, por la proposicién anterior, existe b € B
tal que

1) d(a,b) < Hi(A,B) +¢

Tomando b € B, y usando la proposicién anterior de nuevo se tiene que existe
c e C tal que

2) d(b,c) < Hy(B,C) +¢

por (1) y (2) y la desigualdad triangular para d, se tiene que
3) d(a,c) < Hqy(A,B)+ Hy(B,C) + 2¢

Asi como a era un punto arbitrario de A, demostramos que

4) AC Nd<C,Hd(A,B)+Hd(B,C)+2€)

Un argumento similar (que comienza con un punto de C') muestra que

5) C C Ny (A, Hy (C,B) + Hy (B,A) +28)

por la simetria de Hy, podemos escribir (5) de la siguiente forma

6) C C Nd (A, Hd (A, B) + Hd (B,C) + 25)

por (4), (6) y la definicién, H; (A,C) < Hy (A, B)+Hy (B, C)42¢. por consi-
guiente, como tomamos € > 0 arbitrario, H; (A,C) < Hy (A, B)+Hq(B,C).
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Ejemplo 2.1. Sea (R, d,) un espacio métrico. Calcular Hy ([0,1],[2,8]) . Por
definicion
Hy(A,B)=inf{r >0: AC Ny(B,r) y BC Ny(A,r)}.
si tomamos A =[0,1] y B =[2,8] se tiene
H;([0,1],[2,8]) = inf{r > 0:[0,1] C Ng([2,8],7) v [2,8] € N4 ([0,1],7)}.

0,1] C Nq([2,8],7") esta contenecia se tiene para v’ > 2 de manera similar
se tiene que [2,8] C Ny ([0,1],7)} para r" > T como es facil de ver con
r’" > 2 solo se verifica la primera contenencia mientra r"” > 7 satisface las
dos contenencias luego:

H;([0,1],[2,8]) = inf{r > 0:[0,1] C Ns([2,8],7) v [2,8 C Ny([0,1],7)} =7

En adelante cuando hablemos de un espacion métrico (X, d) nos referiremos
a una métrica acotada.

Proposicién 2.2. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B € CL(X) entonces
Hy(A, B) = méx{sup d(a, B), sup d(A,b)}
beB

acA
Demostracidn.

* Demostremos primero que

max{sup d(a, B), sup d(b,A)} < Hy(A,B).
acA beB

Supongamos R = Hy(A, B), por la proposicién [2.1] tenemos

AC Ny(B, R+¢) AN B C Nyg(A, R+ ¢), luego para cada

a € Aybe Bsetiene que a € Ny(B, R+¢) y b€ NyA, R+e¢),

asi d(a,B) < R+¢ y d(b,A) < R+¢, en consecuencia

sup d(a,B) < R , supd(b,A) <R

a€A beB

de donde
max{sup d(a, B), sup d(b,A)} < R= Hy(A, B).

acA beB
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x+ Ahora para demostrar que

Hy(A, B) < maz{sup d(a, B), sup d(b, A)}.

a€A beB

Supongamos que R = méax{sup d(a, B), sup d(b, A)}, y demostremos
acA beB

que AC Ng(B,R) n BCN;(AR).
Sea z € A entonces d(z,B) < sup d(a,B) < R esto implica que
acA

z € Nq (B, R) lo cual quiere decir que A C Ny (B, R).
Analogamente se tiene que B C Ny (A, R) y por consiguiente

Hy(A,B)=inf{r | AC Ny(B,7) » BCNs(A,7r)} <R

de donde Hy(A, B) < maz{sup d(a, B), sup d(b, A)} por [*] y [*x]
beB

acA

se concluye que Hy(A, B) = max{sup d(a, B), sup d(b, A)}.

a€A beB

2.2. El funtor C'L

Segun el teorema [2.1] donde se demostro que H, es una métrica ( métrica
de Hausdorff) y dotando el conjunto C'L(X) con ésta, queda asi formado un
espacio métrico, lo cual nos permitira definir a C'L como un endofuntor en
Met.

Comencemos definiendo a C'L ast:

Si (X, d) es un objeto de Met, entonces CL (X, d) =: (CLX, Hy)

Ademss si (X, d), (Y,d') son espacios métricos y f un morfismo de X en Y
en Met, (funcién inexpandible) y definiendo a CLf de CLX en CLY como

CLf(A)=f(A) para cada A€ CLX.

Note que como A es acotado y f es una funcién continua entre espacios
métricos, f(A) es cerrado y pertenece a CL(Y). En la siguiente proposi-
cién mostraremos que la aplicacion C'L estd biem definida, para asi entrar a
demostrar que C'L de esta manera define un endofuntor en la categoria Met.
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Proposicién 2.3. Si f es un morfismo en Met definido del espacio (X,d) en
(Y, d'), entonces CLf es también un morfismo en Met definido de CL(X) en
CL(Y). Es decir si A, B € CL(X) se tiene Hy (CL(f)(A),CL(f)(B)) <
Hy (A, B).

Demostracién.

Segun la definicion de C'L tenemos que probar que
Hy (f (A) ) f (B)) < Hy (Aa B) s
utilizando la proposicién [2.2] tenemos

Hqy (Aa B) = max{sup d(a>B) ; Sup d(Aa b)}7 Y
acA beB

Hy (f(A), f(B)) =max{ sup d(f(a), f(B)), sup df(A), f(b)}.
f(@ef(4) e (B)

pero como sup d' (f(a), f(B))=supd (f(a), f(B)), tenemos
f(a)ef(A) acA

sup{ Inf d'(f(a), f(b)}= sup{gng d (f(a), f()},

acA f(b)Ef(B) acA be
utilizando la inexpandibilidad de f se tiene

ilelg{ggg d'(f(a), f(b)} < igg{ggg d(a,b)} = sup{d(a, B)} < Ha (A, B).

acA

De manera similar se prueba que sup d (f(A), f(b) <H;(A B).
f)ef(B)

De lo cual se obtiene que Hy (f(A), f(B) <H4(AB) y

CL(f) es inexpandible y por lo tanto CL(f) € Met.

Para concluir que C'L es un endofuntor en Met, debemos verificar los nume-
rales 1 y 2 de la definicién [1,19] que graficamente es correcto enunciar de la
siguiente manera:
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x-Ly

Si gof N\ 1Y es conmutativo.
Z
cLx M oy
Entonces CLgof \ 1Ly es también conmutativo;
CLZ
Es decir,

CL(go f)=CLgoCLf

Para esto sea A € C'L (X) entonces:

CL(go f)(A)=(go f)(A)=g(f(A)) =
g(CLf(A)) = CLg(CLf(A)) = (CLgo CLf)(A)

Ademas, si X es un espacio métrico y idx es la aplicacién identidad se com-
pleta la demostracion probando que

idor(x)
==

CL(X) CL(X)
CLidx | iderix) conmuta.
CL(X)

tomando de nuevo A € CL(X) se tiene:
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CLidy (A) =: idy (A) = A

por lo tanto se tiene que

CLidy (A) = idepx) (A)

Con la proposicién [ 2.3 | y el hecho de que:

CL(go f)=CLgoCLf
CLidx (A) = idepx) (A)

podemos concluir que C'L es un funtor en Met. Este funtor es de gran impor-
tancia en las categorias T'ych y Comp, donde se verifican algunas propiedades
topoldgicas, las cuales permiten clasificarlo como un funtor normal de gran
importancia en la teoria de funtores.
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Capitulo 3

El Funtor F5

En este capitulo con base al funtor de hiperespacio C'L definido en el capitulo
anterior introduciremos el funtor F», mostrando algunas representaciones geo-
métricas del espacio F5(X) revisando algunas propiedades topolégicas de este
funtor.

3.1. El hiperespacio F(X)

A continuacién definiremos un espacio que estudiaremos como subconjunto
de CL(X), definido en el capitulo anterior.

Definicién 3.1. Sea (X, d) espacio métrico, el hiperespacio F»X lo definimos
como:

BX)={ACX]| 1< |A] < 2}

donde | A | denota la cardinalidad de A.
Note que F» X es subespacio de CLX, luego podemos dotar a F5 X de la métri-
ca Hy definidad sobre CLX; es decir F5(X,d) = (F3X, Hy) donde (F2X, Hy)

es un espacio métrico.
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Para completar la definicién del funtor F, consideremos (X,d) y (Y, d’) dos
espacios métricos y f un morfismo en Met (una funcién inexpandible) de
(X,d) en (Y,d'). Definamos F; f una aplicacién de F5X en FyY por Fyf(A) =
f(A), donde A € Fy,X. Note que Fyf esta bien definida, ya que f es una
funcién, ademds note que Fyf es exactamente CLf |g,x, por lo tanto Fyf es
inexpandible y en consecuencia un morfismo en Met.

Nos fataria probar que Fy(go f)= Fago Fof v que Fyidy = idp,x pero eso
es muy sencillo ya que por la definicién se tiene que si A € F» X

Fyf(A) = f(A)
luego
Fy(go f)(A) = (g0 f)(A)
=g(f(4))
= g(Ff(4))
= Fyg(F2f(A))
= (Fago 2 f)(A)

de otro lado se tiene que
Fgldx(A) = de<A)
idx(A) = A
A == idFQ)((A)
por lo cudl se tiene que
Fyidx(A) = idp,x(A)
La siguiente proposicién es consecuencia inmediata de los calculos anteriores.

Proposicién 3.1. Fy es un endofuntor en Met.

31



3.2. Ejemplos de Modelos Geométricos para
el hiperespacio Fy(X)

Un modelo geométrico para un hiperespacio es un grafico que muestra como
mirar al hiperespacio, en realidad se pueden mostrar muchos modelos geo-
métricos para un hiperespacio; en esta seccion mostraremos ejemplos de como
visualizar el hiperespacio Fy(X) para casos particulares del espacio X. En
ocasiones cuando las limitaciones naturales nos permiten dibujar un grafico
entero del hiperespacio, el modelo geométrico ejemplar contiene bastante
informacion para darnos una idea clara de la imagen del hiperespacio.

Los ejemplos que aqui mostraremos se realizaran para Fy(X) cuando X es
un arco, un triédo y una curva cerrrada simple.

3.2.1. X es un arco

Ejemplo 3.1. construiremos un modelo geométrico para Fo(X) cuando X es
cualquier arco. Sin perdida de generalidad consideremos X = [0,1], observe
que los puntos de F5(X) son conjuntos de 1 o 2 elementos, es decir si {a,b}es
un elemento de F»(X) entonces 0 < a < b <1 esto nos lleva a considerar la
funcion h de F»(X) en R? que se define como

h({a,b}) = (a,b) para {a,b} € F5X

la imagen de Fy(X) bajo h es el tridngulo (T) en R? con vertices en los puntos
(0,0), (0,1), (1,1) es facil ver que h es biyectiva (1-1 y sobre). Note que si
h{ai, b1} = hias, by} entonces (ay,b1) = (ag, by) luego a; = as y by = by, por
consiguiente {ay, b1} = {az,ba} luego h es inyectiva. Ademds si (a,b) € T,
se tiene 0 < a < b < 1, luego {a,b} € F»(X) y hi{a,b} = (a,b) con lo que
tenemos h(Fy(X)) = T y h es sobreyectiva. Note que la frontera de F5(X)
esta formada por los h(A) con A € F»(X) donde A cumple alguna de estas
condiciones:
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1.0 A
2.1 A

3. st A ={a,b},entonces a =b.

En otras palabras note que F»(0X) C 0F»(X), esto muestra un acercamiento
a la continuidad de h, sin embargo la prueba de la bicontinuidad de h se
encuentra en [1], en la cual se utilizan conceptos de teoria de dimension y
geometria que se escapan de los objetivos del presente trabajo.

11]

(o

[, 0]

Figura 3.1: Modelo geométrico de Fy([0, 1]).

3.2.2. X es un Tridédo

Ejemplo 3.2. Este sequndo ejemplo de modelos geométricos lo desarrolla-
remos para cuando X es un triodo el cual lo definimos como un espacio
homeomorfo a T y lo construiremos de la siguientes manera; consideremos
el intervalo cerrado [0,1] en cada una de los ejes x,y y =z, y denotemos
por £y el intervalo [0,1] sobre el eje x, {5 el intervalo [0,1] sobre el eje y y
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finalmente {3 el intervalo [0,1] en el eje z, luego podemos considerar el triddo
como T ={; Uly U/l con base a este podemos ahora encontar Fo(T).
Segin la definicion [3.1] tenemos:

FE(M={ACT|1<]A|<2}

si A€ Fy(T), A= {a,b} donde puede suceder que a = b; en este caso
podemos considerar la funcion h ast

h:Fy(T)— L C R? como:

{a7 b} - h({a7 b}) =D

donde p es un punto de espacio que cumple con la siguiente condicion p =
(a,b,c) donde por lo menos una de las componente es cero. Note que con p
definido de esta manera se puede dar una de las siguientes situaciones las
que nos permitira darnos la idea de la imagen de F5(T) bajo h

1. Sia €ty ybely entonces h({a,b}) =p = (a,b,0)
Sia €ty ybels entonces h({a,b}) =p = (a,0,b)

Sia € ly ybels entonces h({a,b}) =p=(0,a,b)

St a,b € ly con a < b entonces utilizando lo visto del ejemplo anterior
podemos definir h({a,b}) = p = (b,0, —a)

5. St a,b € ly con a < b entonces por la misma razon anterior se tiene
h({a7 b}> =p= (—CL, ba O)
6. St a,bely cona<b entonces h({a,b}) =p=(0,—a,b)

En la siguiente pagina se presenta el modelo geométrico de Fo(T) bajo h
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Figura 3.2: Modelo geométrico de Fp(T).

De forma mas general podemos considerar el caso cuando X es un n-odo,
es decir un espacio formado por n-arcos interceptados en un tnico punto en
comun en la frontera de cada arco como un hiperespacio cuyo modelo es un
subespacio del espacio euclideo R".

3.2.3. X es una Curva Cerrada Simple

Ejemplo 3.3. Este ejemplo de modelo gemétrico lo construiremos para cuan-
do X es una curva cerrada simple, al igual que el ejemplo anterior sin per-
dida de generalidad podemos considerar el caso cuando X es la circunfe-
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rencia unitaria S* en el plano (S* = {(z1,22) € R? : 2} + 23 = 1}),
y definimos ahora la aplicacién h, de Fy(S') hacia el disco de la unidad
D ={(zy,29) € R?: 2 + 2% < 1}

Sean dos p y q dos puntos de S*, denotemos por pq el menor arco de S* que
contienen a p y q como extremos, ademas m(pq) el punto que divide a pq en
dos subarcos de igual longitudes y £(pq) denota la longitud del arco pg en S*.
Definamos h({p,q}) como:

W({pea}) = (1~ L) (i

(e

(pq)

Figura 3.3: Modelo geométrico de Fp(S*).

Note que esta aplicacién presenta un pequeno problema para cuando los
puntos p y ¢ son opuestos, ya que los arcos formados desde p a ¢ y de ¢ a
p son opuestos y sus longitudes son iguales, por tanto la aplicacién h toma
solo uno de los arcos mientras que el otro queda sin imagen; el problema se
presenta el el grafico resultante exactamente en el borde interno y consiste
en que algunos de sus puntos no son imagenes de ningun arco pero su punto
opuesto si lo es, lo clial nos permite resolver nuestro problema pegando los
puntos opuestos en el borde interno del grafico anterior para obtener asi el
modelo geométrico de Fy(S!) que es exactamente la cinta de Maebius lo ctial
se explica en la siguiente secuencia de gréficos.
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Secuencia de pasos para obtener la cinta de Moebius

Figura 3.4: cinta de Moebius.

Una prueba formal de la bicontinuidad de h, no es muy sencilla y nuestro
proposito es solo dar una idea del modelo geométrico para espacios muy
especificos.

3.3. Propiedades Topologicas del funtor F)

A continuacién se dardan algunas definiciones generales de la teoria de funtores
en la categoria de los espacios métricos, que cumple nuestro funtor F3. Si el
lector desea estudiar més ejemplos se pueden encontrar en [2]

Definicién 3.2. Sea F' un endofuntor en Met; entonces decimos que F es
monomorfico, si preserva monomorfismos
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Recuerde que un monomoérfismo es solamente una funcién inyectiva por tra-
tarse de esta categoria.

Proposicion 3.2. Fy es un funtor monomorfico

Demostracién. Sean X,Y €| Met |y f: X — Y un monomorfismo en
Met. Tenemos que probar que Fyf : F5 X — F,Y es tambien un monomor-
fismo.

Sean A, B € F,X con A # B, tenemos A = {aj,as} y B = {by, b2} donde
puede suceder que a; = as 0 by = by, supongamos que a; ¢ {by,bs}, como f
es un monomorfismo, tenemos que f(ay) ¢ {f(b1), f(b2)}, luego f(a1) ¢ F»B
v FyA + FyB.

Definicién 3.3. Sea F' un endofuntor en Met; entonces decimos que F' es
epimortfico, si preserva epimorfismos

Proposicion 3.3. Fy es un funtor epimorfico

Demostracién. Consideremos f : X — Y un epimorfismo en Met y
demostremos que Fyf : Fo X — FyY es tambien un epimorfismo en Met.

Sea B = {by,by} un elemento de F3Y. Como f es un epimorfismo, existen
{ar, a2} tal que f(a1) = b1y f(az) = by, luego Fa{ai, a2} = B, con lo que
concluimos que F, es epimorfico.

Definicién 3.4. Sea F' un funtor monomorfico de Met en Met; entonces

decimos que I preserva preimagenes, si para cada funcion inexpandible f :
X —Y yACY cerrado se tiene (Ff)™ (FA) = F (f~' (4)).

Proposicion 3.4. Fy preserva preimdgenes

Demostracién. Sea f: X — Y un morfismo en Met (funcién inexpandi-
ble) y B un subconjunto cerrado de Y.
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Provemos que (Fyf)™ ' (Fy,B) = F> (f~' (B)).

Sea A € (Fyf)™! (FyB), entonces Fyf(A) € FyB, luego f(A) = {by,by} sub-
conjunto de B, pero A € [,X, luego A = {ay,as}, con lo que tenemos que
{ajas} C f71(B),asl A€ F»(f~'(B)). Por otra parte si A € F», (f~* (B)),
entonces A = {ay,as} subconjunto de f~!(B), luego {f (a1), f (a2)} C B,
por lo tanto Fyf (A) € F4B y obtenemos A € (Fof) ™" (F2B).
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