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RESUMEN

TITULO: MODELADO DE LA PROPAGACION DE ONDA ACUSTICA TENIENDO EN CUEN-
TA CONDICIONES DE FRONTERA FINITAS BASADO EN ESQUEMAS DE DIFERENCIAS
FINITAS DOMINIO TEMPORALES PARALELIZADOS®.

AUTOR: SILVA LORA, Alberto Luis?.

PALABRAS CLAVES: Diferencias Finitas, Ecuacién de Onda, Onda Acitstica, Procesamiento

Sismico, Transformacién de Fourier.

CONTENIDO: Los fenomenos ondulatorios, son fendmenos de gran importancia presentes en casi
toda la naturaleza, como la luz, el sonido, etc., los cuales se caracterizan por transmitir algin tipo
vibracién. Este tipo de fendmeno fue descrito en su inicio por Jean le Rond d’Alembert y es expresado
por medio de las ecuaciones diferenciales parciales. Aqui se analizé el comportamiento de este tipo de
fenémeno por medio de una ecuacién diferencial parcial conocida como la ecuacién de onda.

Existen muchos tipos de fenémenos ondulatorios presentes en nuestro diario vivir, uno de ellos son las
ondas generadas en el interior de la tierra debido al movimiento de las placas terrestres, los cuales son
estudiados por la sismologia. Una parte muy importante de la sismologia es la exploracién sismoldgica,
la cual estudia el comportamiento de las ondas en el interior de la tierra para la caracterizacion de
yacimientos. Nuestro problema se basd en el estudio del comportamiento de las ondas en un medio
acustico, considerando este medio como homogéneo e isétropo, para la reconstruccién del campo de
onda usando el método de diferencias finitas dominio temporales. Los cédlculos fueron hechos usando
dos tipos de resultados, uno analitico y uno numérico para las ecuaciones de onda en una y dos dimen-
siones.

Durante el proceso se usaron los métodos por transformacion de Fourier y separacion de variables
para hallar el resultado analitico, y el método de diferencias finitas para hallar el resultado numérico.
Nuestros resultados fueron comparados de tal manera que por medio de dicha comparacién se validé el
método numérico usado, observando cuan aproximada es nuestra solucién numérica comparada con
nuestra solucién analitica. Adicionalmente se observo la propagacién del campo de onda para un medio
complejo, haciendo uso de un modelo sintético conocido como modelo de Marmousi.

Finalmente se obtuvo como resultado la solucién analitica para la ecuacién de onda acustica usando

'Proyecto de Grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Rafael Torres A (Director). Herling Gonzalez A (Co-
director).
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un perfil inicial representado por una funcién conocida como funcién Ricker y se obtuvo un modelo
computacional del campo de onda para un medio acustico, el cual se aproximé bastante bien a la

solucién obtenida de manera analitica.
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ABSTRACT

TITLE: PARALLEL FINITE DIFFERENCE TIME DOMAIN MODELING OF ACOUSTIC WAVE
PROPAGATION WITH FINITE VALUE BOUNDARY CONDITIONS!.

AUTHOR: SILVA LORA, Alberto Luis?.

KEYWORDS: Acoustic Wave, Finite Difference, Fourier Transformation, Seismic Processing, Wave

Equation.

CONTENT: Wave phenomena are very important and they are present in almost all nature, like
in the light, sound, etc. They are characterized by transmitting some type of vibration. This type of
phenomenon was described initially by Jean le Rond d’Alembert and it is expressed through partial
differential equations. Here we examined the behavior of this type of phenomenon through a partial
differential equation known as the wave equation.

There are many types of wave phenomena present in our daily lives, one of them are the waves generat-
ed inside the earth due to the movement of the earth’s plates, which are studied by seismology. A very
important part of seismology is seismic exploration, which studies the behavior of waves in the earth’s
subsurface for reservoir characterization. Our problem was based on the study of wave propagation in
acoustic media, an isotropic and homogeneos medium was considered, for the wave field reconstruction
reconstruction using finite difference time domain method. The calculations were made using two types
of results, analytic result and numerical result both for the one-dimensional and two-dimensional wave
equation.

In the prosess were used the Fourier transformation and the separation of variables methods to find
the analytical result and the finite difference method to find the numerical result. The results were
compared to validated the numerical method used, by obseving how our numerical solution is aprox-
imated to the analytical solution. Additionally, we observed the wavefield propagation for a complex
medium, using a synthetic model known as Marmous: model.

Finally, we obtained the analytical solution of the wave equation using an initial profile represented by
a function known as Ricker function, and we obtained a wavefield computational model for an acoustic

medium, which was closely approximated to the analytical solution.

!Degree Project
2Faculty of Science. School of Physics. Rafael Torres A (Director). Herling Gonzalez A (Co-
director).
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INTRODUCCION

La sismologia es una rama de la geofisica, la cual se encarga de hacer estudios acerca
de la propagacién de las ondas mecanicas que se generan en el interior de la tierra.
Una parte muy importante de la simologia es la exploracién sismoldgica, la cual, por
medio de algunos métodos, (sismologia de reflexion y sismologia de refraccién) es posible
encontrar rasgos en el subsuelo usando una fuente generadora de ondas sismicas y una
serie de sensores cuya funcion es grabar los movimientos provenientes del subsuelo. Con
este tipo de estudios llegamos a la generacién de sismogramas, los cuales son usados
para estudiar el interior de la tierra. Esto le permite a la industria de los hidrocarburos
la caracterizacion de yacimientos. Para una buena caracterizacion de estos yacimientos
es muy importante el tipo de herramientas que se utilizan durante el procesamiento de
los datos, entre mejor sean las herramientas, més aproximados serdn los resultados a la
realidad.

El modelado sismico es una herramienta muy importante para su uso en interpretacion
sismica y en exploracién sismologica. Este nos permite sintetizar sismogramas y cap-
turas de pantalla del campo de onda en el espacio y tiempo. Estos calculos son llevados
a cabo con base a la ecuacion de onda acustica, la cual nos permite modelar la propa-
gacion de las ondas en el subsuelo. Este tipo de fenémeno es representado por medio de
EDPs (Ecuaciones Diferenciales Parciales), para las cuales hay dos tipos de soluciones:
Una solucién analitica y una solucién numérica. Debido a que una solucién analitica
para este tipo de FDP es muy complicada e incluso algunas veces no existe dicha solu-
cion, se ha optado por el uso de los computadores en donde se modela muy bien el
fenémeno haciendo uso de una solucion numérica. En vista de que los computos no
pueden ser representados de manera continua, un método de discretizacién debe ser
utilizado para asignar un valor finito a la FDP que describe el fenémeno fisico.

Para la solucién de EDP existen muchos tipos de métodos entre los cuales encontramos
el método FDTD (Finite-Difference Time-Domain), cuyo nombre fue asignado por
A. Taflove y M. E. Brodwin [1]. FDTD es una técnica de modelado computacional
tradicional en electrodindmica, la cual es considerada facil de entender y facil para im-
plementar en software. El algoritmo basico de espaciado de malla y paso del tiempo
FDTD se remonta a un influyente articulo publicado por K. S. Yee [9]. Para una com-
putadora resolver el sistema de ecuaciones discretizadas y procesar cierta cantidad de
datos (datos masivos) usando el método FDTD le toma cierto tiempo, lo cual ha sido

14



un inconveniente que ha venido disminuyendo al pasar de los anos. Podemos ver en tra-
bajos anteriores que el costo computacional junto con la aproximacion de los resultados
a la realidad es algo muy valioso y es tenido mucho en cuenta al momento de procesar
datos. También se han modificado los métodos y se han obtenido buenos resultados en
cuanto a estos factores [10][7].

Para probar la efectividad de los métodos, estos han sido comparados con resultados
analiticos obtenidos al comparar los campos de onda para ambos métodos. Diferentes
autores muestran que el método de diferencias finitas se aproxima muy bien a la solucién
analitica [8].

En algunos casos es posible obtener resultados aun mas rapidos en los algoritmos desar-
rollados en cualquier tipo de lenguaje de programacién. Para simplificar y acelerar los
algoritmos, se usan distintos tipos de librerias que paralelizan las tareas [2]. Una de las
librerias méas usadas para este tipo de tareas es las librerias de MPI (Message Passing
Interface) [17], la cual nos permite disminuir considerablemente el tiempo de cémputo.
A lo largo de la historia se ha querido siempre, junto con la ayuda de la tecnologia,
hacer las cosas mas reales y rapidas posibles para disminuir los errores en los calculos.

El siguiente trabajo consta de la construccién de una solucién analitica para la ecuacién
de onda actstica con base a la cual se validara una solucién numérica. Ambas soluciones
seran llevadas a un lenguaje maquina para luego visualizar los distintos campos de onda
y hacer sus respectivas comparaciones.

15



CAPITULO 1

ECUACION DE ONDA

1.1. Ecuacion de onda acustica

La ecuacién de onda acustica es una ecuacion diferencial parcial (EDP) lineal de se-
gundo orden, la cual relaciona derivadas de segundo orden tanto temporal como es-
pacial de la propagacion de perturbaciones ondulatorias de una manera simple. Esta
ecuacion pertenece al tipo de ecuacién diferencial parcial conocido como hiperbdlicas.
Esta ecuaciéon describe una gran variedad de procesos vibratorios en fisica, como por
ejemplo las vibraciones en una cuerda o una membrana. Para un sistema no dispersi-
vo, donde todas las frecuencias de excitacion se propagan con la misma velocidad, la
formula para la propagacién de ondas armonicas en una dimensién, con amplitud A,
como una funcién del espacio y tiempo es

ug(z,t) = Asin (kx — wt) = Asin (kx — kct), (1.1)

donde k = 27/X\ = w/c es el niimero de onda para una perturbacién de longitud de
onda A\, w = 27 f es la frecuencial angular, y ¢ es la velocidad de fase. Notando que

0%u,

o —k*Asin (kx — ket) (1.2)
y 92
8:; = —k?c?Asin (kx — ket), (1.3)
podemos llegar a una expresion para la ecuacion de onda homogénea en una dimension
Pu, 1 0%,
fo _ — 90 (1.4)
ox? 2 Ot?

Esta ecuacién para 2 dimensiones queda expresada como

Ou(x,y,t) n u(z, y,t) _ l@%(m,y,t)j (1.5)
o2 oy c? ot?

y en 3 dimensiones

1 O%u(w,y, 2, t)
VQu(q:, Y, 2,t) — R T 0, (1.6)
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donde el operador V2 es conocido como el Laplaciano.

Para un fluido incompresible (ideal), la ecuacién de onda puede ser derivada de la
hidrodinamica y de la relacién adiabatica entre la presién y la densidad. Considerando
la ecuacién de conservacion de la masa, la ecuaciéon de Euler (Segunda ley de Newton),
y la ecuacién adiabatica de estado [12]

» Conservacion de la masa
Teniendo que la masa en un volumen cualquiera no varia con el tiempo, podemos
escribir

0
ot

/apdv+/ (u-ﬁ)dSzO, (1.8)

0
at/palV /pu ndS, (1.9)

donde V' es cualquier volumen fijo y V es el volumen del fluido. Aplicando el
teorema de Gauss obtenemos la siguiente expresién

9,
ot

pdV =0, (1.7)

pdV /Vpu )dV. (1.10)

Como el volumen de integracién es arbitrario, podemos expresar

= V(pid), (1.11)

la cual es la expresion de la Ley de la conservacion de la masa en forma diferencial.

= Fcuacion de Euler
Haciendo uso de la segunda ley de Newton en un volumen de un gas arbitrario,
en el cual se considera la velocidad de las particulas del gas constante, tenemos

/d“dv— /P-ﬁdS. (1.12)
dt s

debido a que 4 depende de la posicién y el tiempo, podemos escribir que

du Ou
=4 (q-V)i. 1.1
& ot + (u-V)u (1.13)

Remplazando esta ecuacion en la ecuacién 1.12 y aplicando el teorema de Gauss

obtenemos .
/ p (—“ + (@ V)ﬁ) dV = —/ v PdV. (1.14)
1% ot 1%

17



Como el volumen de integracién es arbitrario, podemos expresar

a—)
p (a—;‘ + (@ V)ﬁ) — VP, (1.15)
cuya ecuacion es denominada como Fcuacion de Fuler del movimiento en un

fluido.

= Relacion entre presion y densidad
Teniendo que la Ley de los gases esta dada por la expresion

P = pRT, (1.16)

donde R es la constante de los gases ideales y T es la temperatura absoluta del gas.
En una onda sonora, el cambio de presién es adiabatico debido a que el periodo
de oscilacion es muy corto y no hay tiempo para intercambiar calor. Segin la ley
de los gases tenemos

P=Kp, (1.17)
donde K es una constante y 7 es el coeficiente adiabético.

Para una onda sonora tenemos que

P = Py+p, p<Ph (1.18)
p = p+r, P<p (1.19)
i = 4, @ = 0. (1.20)

Considerando las expresiones anteriores tenemos que

a /
— 8_pt = poV(pi), Ecuacién linealizada de conservacion de la masa, (1.21)

a—)
pgg—qz = —Vp, Ecuacién linealizada de Euler, (1.22)
p = cp, Ecuacién linealizada de Estado, (1.23)

donde ¢ = yRT. De estas ecuaciones obtenemos un sistema de ecuaciones representado
de la siguiente manera

dp o 2 -

E = pPC V'U, (124)
ov 1

— = = 1.2

el cual se conoce como ecuacion de onda linealizada.
Derivando las ecuaciones 1.21 y 1.22 obtenemos

aQP/ o .
T o Poav(ﬂuﬁ (1.26)
oi
povg—? = V%, (1.27)
(1.28)
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Combinando estas dos ecuaciones obtenemos

a2p/
Vip — 7 = 0, (1.29)

y aplicando a esta la ecuacion 1.23 obtenemos

2 1 azp

la cual es la ecuacion de onda homogénea de presiones para un medio actstico.

Para encontrar una solucion a la ecuacion de onda homogénea primero debemos definir
las condiciones iniciales de nuestro problema y segundo definir las condiciones de con-
torno. Luego de esto aplicamos cualquiera de los métodos que nos facilite su solucion.
A continuacién presentaremos una explicacién acerca del método numérico usado para

encontrar la solucién aproximada de la ecuacion diferencial 1.30 y el sistema de ecua-
ciones diferenciales 1.24 y 1.25 para una y dos dimensiones.

19



CAPITULO 2

METODO DE DIFERENCIAS
FINITAS

El objetivo del método de diferencias finitas, para resolver una ecuacion diferencial
ordinaria o una ecuacion diferencial parcial, es transformar la ecuacién diferencial ordi-
naria o la ecuacion diferencial parcial en una ecuacién de diferencias finitas o un sistema
de ecuaciones en diferencias finitas.

Para transformas una ecuacién diferencial en una ecuacion en diferencias finitas hace-
mos uso de las series de Taylor, de las cuales mientras més términos tomemos de la
serie mas aproximada serd la ecuacion en diferencias finitas.

La expresién matematica para las series de Taylor esta dada por

=, ) To)(x — 29)"
f(x)zzf ( >7(z! i (2.1)

en donde xq es el punto al rededor del cual se aproxima la funcién f(z).
Para aproximar la funcién f(x) a un polinomio de segundo orden al rededor de xq se
trunca la expresion hasta el término cuadratico

, N
fla) = f(zo) + f (o) (2 = 20) + [ (20) ———— + O(I). (2.2)
Si hacemos un cambio de variable, x = xq + h tenemos que
2
F(a) = Flao+h)~ flao) + (o) + f(z0) o+ O(1?). (2.3)

Y si hacemos otro cambio de variable sobre la ecuacion 2.2, x = xq — h tenemos
/ " h/2 3
f(x) = f(zo—h) = f(xo) — f (wo)h + f (5‘30)3 + O(h). (2.4)
Restando las ecuaciones 2.3 y 2.4 se obtiene

f(zo+h) — flxo—h)

A + O(h?), (2.5)

f' () ~
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la cual es la expresion para obtener la aproximacién al segundo orden del valor finito
de la primera derivada de una funcién f(z). De esta manera podemos obtener las ecua-
ciones discretizadas para un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales u ordinarias.

2.1. Propiedades del método de diferencias finitas

Las propiedades mas importantes de las ecuaciones en diferencias finitas son la consis-
tencia, la estabilidad y la convergencia [4]. Estas nociones cubren diferentes aspectos
de la relacion entre la ecuacién diferencial parcial y la ecuacion en diferencias finitas, y
las soluciones exacta y numérica de la ecuacion en derivadas parciales.

Consistencia

Una ecuacion en diferencias finitas es consistente con una ecuacion en derivadas par-
ciales si la diferencia entre la ecuacion en diferencias finitas y la ecuacion en derivadas
parciales desaparece a medida que el paso del tiempo y el espaciado de la malla van a
cero independientemente [4].

| EDP —EDF |—»0 if At—0, h—0. (2.6)

Ninguna condicién sobre el espaciado del tiempo y el espaciado de malla son requeridas.
Puede suceder que la condicion de arriba es cumplida solo cuando cierta relacién entre
el tamano del paso del tiempo y el espaciado de malla es satisfecha. Diremos que este es
un caso tal que la ecuacion en diferencias finitas es condicionalmente consistente. Si
los errores de truncamiento de la aproximacion del esquema en diferencias finitas a las
derivadas exactas en la ecuacién en derivadas parciales son conocidos, luego la prueba
de consistencia es sencilla.

Estabilidad

Si la solucién exacta de la ecuacién en derivadas parciales es ilimitada, luego la solucién
numérica debe ser ilimitada también. Si la solucion exacta de la ecuacién en derivadas
parciales es limitada, es razonable requerir que la solucion numérica sera limitada tam-
bién. Por lo tanto, el concepto de la estabilidad puede ser definido como sigue.

Una ecuacion en diferencias finitas es estable si esta produce una solucion limitada
cuando la solucion exacta es limitada, y es tnestable si esta produce una solucion ilim-
itada cuando la solucion exacta es limitada [4].

Brevemente hablando, sabemos que las soluciones de la mayoria de los problemas fisicos
es limitada. Esto puede ser probado analiticamente. Por lo tanto, en tal caso la solu-
cién de la ecuacion en diferencias finitas también debe ser limitada. Si la solucién de la
ecuacion en diferencias finitas es limitada para todos los valores de el espaciamiento de
malla, entonces la ecuacién en diferencias finitas es incondicionalmente estable. Si
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la solucién de la ecuacién en diferencias finitas es limitada solo para ciertos valores del
espaciamiento de malla, luego la ecuacién en diferencias finitas es condicionalmente
estable. El peor de los caso es la ultima posibilidad: si la solucién de la ecuacién en
diferencias finitas es ilimitada para todos los valores del espaciamiento de malla, luego
la ecuacién en diferencias finitas es incondicionalmente inestable.

El método mayormente usado para el analisis de estabilidad es el método de Von Neu-
mann, el cual es descrito por Press William H. [13] (pag. 1033-1034).

Convergencia

Una ecuacion en diferencias finitas es convergente si la solucion de la ecuacion en
diferencias finitas se aprorima a la solucion exacta de la ecuacion en derivadas par-
ciales conforme los tamanos del paso del tiempo y el espaciado de malla van a cero
independientemente [4].

Denotemos la solucién obtenida por la ecuacion en derivadas parciales y la ecuacion en
diferencias finitas como ugpp vy ugpr, respectivamente. Luego la propiedad de conver-
gencia puede ser expresada como

‘ UEpp — UEDF ‘—>0 Zf At—)O, h — 0. (27)

Note que la consistencia es propiedad de la ecuacion en diferencias finitas. Esta relaciona
la ecuacién en diferencias finitas con la ecuacion en derivadas parciales. La estabilidad
y convergencia son propiedades de la soluciéon numérica de la ecuacion en diferencias
finitas. Ellas se refieren a el método (esquema, algoritmo) usado para obtener la solucién
numérica. Esta es una diferencia importante entre la consistencia por un lado, y la
estabilidad y convergencia por el otro lado.

La prueba de la convergencia de una solucién de la ecuacion en diferencias finitas no
es un problema trivial, en general. Afortunadamente, la convergencia esta relacionada
a la consistencia y la estabilidad. Esto sigue del teorema de equivalencia de Lax
[13] (pag. 1034-1036) que si la ecuacién en diferencias finitas es consistente y estable,
luego, el método de diferencia finita es convergente. Asi, la prueba de la consistencia
y la estabilidad es una condicién suficiente para la convergencia de la solucién de una
ecuacién en diferencias finitas [4].

2.2. Tipos de esquemas de Diferencias finitas

El método de diferencias finitas posee una variedad de esquemas que pueden ser usados
para la solucion de ecuaciones diferenciales, a continuaciéon se mencionan algunos

» Esquema de diferencias finitas hacia atras.
= Esquema de diferencias finitas hacia delante.

» Esquema de diferencias finitas centrado.
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» Esquema de diferencias finitas de malla intercalada.

Estos diferentes esquemas se obtienen a partir de la aproximacién, segin el orden, de la
funcién a una serie de Taylor. Las ecuaciones discretizadas se consiguen segiin el orden

del operador diferencial.

Diferencias finitas para la primera derivada
Para el esquema de diferencias finitas hacia atras para el primer orden

@
ox

U — Uj—1
= Ar).

Para el esquema de diferencias finitas hacia atras para el segundo orden

@
ox

3u7; - 4ui,1 + U;_9 2
= Ax®).

Para el esquema de diferencias finitas hacia delante para el primer orden

@
ox

Uil — Uy

. N + O(Ax).

Para el esquema de diferencias finitas hacia delante para el segundo orden

@
ox

3w+ AUy — Uiy

— Az?).

Para el esquema de diferencias finitas centrado para el segundo orden

ou

Ui+1 — Ui—1 2
—| ="l 0(A?).
e + O(Az7)

Para el esquema de diferencias finitas centrado para el cuarto orden

@
ox

— Uiy + 8Ujpr — By + U2 4
= O(Azx®).

Diferencias finitas para la segunda derivada
Para el esquema de diferencias finitas hacia atras para el primer orden

9*u

da?

U; — 2ui,1 + U;—2

Para el esquema de diferencias finitas hacia atras para el segundo orden

0%u
0x?

2 2—5 i— 4 i—2 — Ui—
_ U U 1+2u 2 U 3+O(A$2)
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(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



Para el esquema de diferencias finitas hacia delante para el primer orden

#u
0x?

Uiz — 2Upy
x; AJ?Q

+ O(Ax).

Para el esquema de diferencias finitas hacia delante para el segundo orden

0%u
0x?

_ 2ui — Sy + ‘;in — Uit3 O(A#?).

Para el esquema de diferencias finitas centrado para el segundo orden

9%u
ox?

Ui — 22U F Ui
T; AIQ

+ O(Ax?).

Para el esquema de diferencias finitas centrado para el cuarto orden

0%*u
Ox?

—Uj+2 + 16Ui+1 — 3011,1 + 16U2‘_1 — Uj—2 4
= + O(Az™).
2 12777 (A7)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

De estos esquemas estudiados, se utilizaran para las pruebas realizadas los esquemas
de diferencias finitas centrada y de malla intercalada, representados ambos por las
ecuaciones 2.12 y 2.13 para la aproximacion de la primera derivada tanto para una
aproximacion de segundo orden como de cuarto orden; y por las ecuaciones 2.18 y 2.19,
para la aproximacion de la segunda derivada tanto para una aproximacion de segundo

orden como para una aproximacion de cuarto orden.

A continuacién se mostraran los resultados obtenidos analiticamente de la solucion de
la ecuacién de onda para una y dos dimensiones considerando condiciones de fronteras

finitas.
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CAPITULO 3

SOLUCION ANALITICA PARA
LA ECUACION DE ONDA
HOMOGENEA

3.1. Ecuacién de onda homogénea 1D

La ecuacién de onda homogénea 1D o ecuacion 1.4, es usada en fisica, como por ejemplo,
para describir el fendmeno de las vibraciones de una cuerda tensionada. Para solucionar
esta ecuacién lo primero que debemos hacer es definir las condiciones iniciales del prob-
lema, las cuales estan descritas por las siguientes ecuaciones:
u(z,0) = f(z), (3.1)

ou(x,t

L ) (32
donde f(x) y g(z) son la posicién inicial y la velocidad inicial de la cuerda. Luego de
que tenemos las condiciones iniciales, procedemos a aplicar un método de solucion de
ecuaciones diferenciales para encontrar la solucion del problema. Para este caso decidi-
mos usar el método por transformacién de Fourier [11].
Lo primero que debemos hacer es definir la transformacion de Fourier para el desplaza-
miento u(z,t), que estd definida como

oo
Uk, ) = F [u(z, )] = / u(w, e d. (3.3)

—o
Luego con base a esta definicién encontramos la transformaciéon de Fourier de cada uno
de los términos de la ecuacién de onda. Empezando con la segunda derivada con respecto
al espacio sobre los desplazamientos u(zx, t), se tiene que su transformada estd dada por

]:' [M} _ / T U@ t) kg, (3.4)

Ox? oo Ox?
la cual aplicandole integracién por partes se llega a
Du(x,t)
— = = —kU(k,1). 3.5
F|55s?] = vt (35)
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Ahora tenemos que para la segunda derivada de los desplazamientos u(z, t) con respecto
al tiempo, su transformada es

62U($,t) _ > 82u(x, ) —ikx 62 > —ikx
f{T] _/_OO s dr=1 U u(w, t)e dx}, (3.6)

de donde llegamos a

ot? ot?
Reemplazando las ecuaciones 3.5 y 3.7 en la ecuaciéon 1.4 obtenemos una expresién
conocida como la ecuacion del oscilador arménico

02U (k,t)
ot?

la cual es una ecuacion diferencial mas sencilla. La solucién general para esta ecuacion
estd dada por la ecuacion de onda plana

f|:82u(x,t):| 8—2U(k‘ t) (3‘7)
+ K2AU (k,t) = 0, (3.8)

Ulk,t) = A(k)e™ + B(k)e ", (3.9)

Aplicando la transformacién de Fourier a la condicién inicial 3.1, se tiene que

U(k,0) = F [u(z,0)] = /OO u(z,0)e"*dx, (3.10)

—00

en donde sabiendo que u(x,0) = f(x), se llega a la expresién

U(k,0) /if Ye " dy = F(k). (3.11)
[gualmente para la velocidad inicial se tiene
oU (k,t) ou(zx,t) * [Ou(x,t) ik
_ — W 12
ot li=o d [ ot li=o /oo at im0 “ (312)

con lo cual, sabiendo que (Qu(z,t)/0t)|1=0 = g(x), se llega a la siguiente expresién

oU (k, 1)
ot

o
:/ g(x)e *dx = G(k). (3.13)
t=0 .
Ya teniendo todas las expresiones anteriores en el espacio de Fourier, aplicamos las
condiciones iniciales del sistema, las cuales estan dadas por las ecuaciones 3.1 y 3.2;
con base a ellas se obtienen expresiones para los coeficientes A(k) y B(k) en funcién de

F(k) y G(k)

A(k) = %F(k)+%a(1€), (3.14)
Blk) = %F(l{;)—iG(k). (3.15)



Reemplazando estos valores en la ecuacion 3.9 llegamos a la siguiente expresiéon

1 ket —ikct

5 (cxk)ikc —»kafzkc ), (3.16)

la cual podemos escribir también de la siguiente manera

U(k,t) = = (F(k)e* + F(k)e™*) 4

1
2

wmﬂ:%wwwm+ka*ﬂ+%(1 qmwﬁh+lwmmemw0.
(3.17)

Aplicando la transformada de Fourier inversa de la expresion 3.17 tenemos que

(Fla+et) + o —ct)) + 5 {/_:og(x—i-CT)dT—/toog(x—CT)dT}, (3.18)

1
t) ==
en la cual, haciendo un cambio de variable tanto para x4 ¢t como para x — c7, tenemos
que
t o] 1 x+ct
/ g(x + cr)dr — / g(x —cr)dr = —/ g(y)dy, (3.19)
t T

—00 C —ct

reemplazando en la expresion 3.18 llegamos a la expresion

1 x+ct
o) =5 ot ety + fa—e)+ o [ gy, (3.20)

2C —ct

DN | —

la cual es, finalmente, la solucién general de la ecuacién de onda homogénea en 1D.

Problema con valor en la frontera

Debido a que nuestro problema a resolver es un problema con valor en la frontera,
debemos definir nuestras condiciones de contorno. Para este problema hemos decidido
considerar una cuerda de longitud L, cuyos extremos estan fijos (condiciones de contorno
son de tipo Dirichlet), por lo que las definimos de la siguiente manera

u(0,t) = 0, (3.21)
u(L,t) = 0. (3.22)

Aplicando estas condiciones de contorno a la expresion 3.20, y teniendo en cuenta que
para nuestro problema g(z) = 0 tenemos que

flet) = —f(=ct), (3.23)
F(L+ct) = —f(L—ct), (3.24)

lo cual nos indica que la funcién f(x) tiene que ser impar para que las condiciones de
contorno sean validas.
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Podemos construir con base a la funcién f(x) una funcién nueva, periédica, la cual
tiene el mismo comportamiento de f(x) en la regién [0, L]

oy J fla) 0<z<L
f(x)_{—f(x) —L<x<0

Esta funcién tiene un periodo de 2L y se muestra su bosquejo en la figura 3.11.

a
Tix}

fix)y —

AW n S\,
VA AVAR VAR

Figura 3.1: Funcién impar y periédica f(x).

Con base a esta funcién podemos expresar la solucién a nuestro problema de la siguiente
manera

(e, t) = % <f(x tet)+ fla— ct)) . (3.25)

La funcién f(x) podemos expresarla en funcién de una serie de senos, por medio de una
serie de Fourier de la siguiente manera

flz) = gan sin (%) (3.26)

donde a,, son coeficientes de la sumatoria, los cuales estan dados por la siguiente ex-
presion

a, = %/f(a:) sin (n_zx)dx (3.27)

El valor de la funcién f(x) para nuestro problema estd dado por la siguiente funcién

fla) = <1 —2a (x _bxo)2> () (3.28)

Tmagen creada usando GIMP
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donde «, z¢ y b son constantes. Esta funcion se conoce como ondicula de Ricker, la cual
es un intento de cuantificar la forma de una wavelet sismica, y estd dada por la segunda
derivada de una funcion gaussiana

b d? _06(90*960>2
- —— b
f@)=—5-773 (e ) (3.29)
La gréafica para esta funcién se muestra en la figura 3.22.

1.2 :

T T T
| [ 3 - b f [ 3 - 12
.f[.e']=_|1-20f|x 200| |E}:p|—a|x 200

f\ : a=015 |

0.2 I ] ] i
0 100 200 300 400 E.’J: ] 500

Figura 3.2: Ondicula usada para el perfil inicial de nuestro problema.

Para obtener los coeficientes a,, de la ecuacién 3.27, lo hacemos resolviendo la integral.
La cual al reemplazar la ecuacion 3.28 en 3.27, e integrando se obtiene que

nmb?
al?

m3/2bn _12n2x2 [ anwag L —x bnm Vaxg wbnm
L2 T _ _ _ _
MW T {”f <‘/a( b ) 2\/EL> erf( b Z\ELH (3.30)

o R e (5 )]

donde erf es la funcién error. Por medio de esta ecuacién damos solucién a nuestro
problema en particular. La solucién u(z,t) se obtiene al remplazar la expresién 3.30
en la ecuacion 3.26 y el resultado en la ecuacion 3.25. Esta expresién es una expresion
compleja, por lo cual consta de una parte real y otra imaginaria. La parte real domina

Ap =

(—pyre(55)" _ e’

2Imagen obtenida usando gnuplot
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sobre la imaginaria, ya que la contribucion de esta ultima es muy poca, la cual es casi
a cero. Por lo tanto nuestra solucion va a estar dada en funcién de la parte real de la
ecuacion 3.30.

La solucion para nuestro problema se obtiene al remplazar la ecuacién 3.26 en la
ecuacion 3.25, lo cual nos da como resultado la siguiente expresion

(e, t) = %g o (sin (M) + sin (M)) | (3.31)

La figura 3.3 muestra la captura de pantalla de la solucién analitica para este problema.
Se tuvieron en cuenta los valores L = 500cm, xqg = 200cm, b = 10 y a = 0,15 para
originar la grafica resultante.

30 T T T T T T 30 T T T T T T
H H N N\ H “analitica” H H n N “analitica”
[N I‘. : [ \ A\ s
0F fo S| 1 w0 {4 [ il
] | 1
| |‘ II h / |
| |
10 b 1 . 4 10 i Jio e 4
| | \ / |
| | | \ / |
Z o ' | % N ‘.
- { 8 . - . rereerl, .
2 T I : N |
N [ | / \ | \
| / \ | |
-10 | | Vof R -10 | | | R
| f \ | /
| | /
(.
| |
-20 b . f] . -20 b dof .
\: | \
\/ \ i/ \/
-30 i i L I L 1 i i i -30 i i L I 1 1 i i i
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
x(cm) x{cm)
(a) (b)
30 T T T T 7
Y : fa¥ “analitica”
o) R . 0 R S —
‘II II‘I. I‘" I‘
| \ [ |
10 b | | f i H N
|‘ 1\ : i : :
Z of- S N S S 4 SR Spun S—
- | | | ,'/
| | f
| | | i
I T A H R . | 1 . -
| | |
| i | f:
|| | [
_20 L1 . : S TR 1 4
20 \ ,‘I | [
\J \/
\/ i RV
.30 i i L L i i i i i
] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
x{cm)
(c)

Figura 3.3: Solucién analitica para la ecuacién de onda homogénea 1D. a) t = 1s, b)
t =2sy c) t = 4s respectivamente, con velocidad ¢ = 40cm/s.

De esta manera podemos obtener una soluciéon analitica particular de la ecuacién de
onda acustica en una dimension, la cual quedo representada por la ecuacién 3.31. A con-
tinuacién presentamos una solucién analitica pero ahora extendiendo nuestro dominio
a dos dimensiones.

3Imagen obtenida usando gnuplot
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3.2. Ecuaciéon de onda homogénea 2D

A continuacién consideremos una membrana rectangular de lados L, y L,. Analizare-
mos su comportamiento y encontraremos una solucién analitica a dicho fenémeno.

Partiendo de la ecuacion diferencial 1.5, ecuacion de onda en 2D, definimos un dominio
acotado por 0 <z < L, y 0 <y < L,. La solucién para este caso viene siendo una
membrana definida por los desplazamientos verticales de u(z,y,t).

Consideremos el problema de una membrana vibrante con sus lados fijos, cuyas condi-
ciones iniciales estan dadas por

u(z,y,0) = f(z,y), (3.32)
Ou(z, y,t)
S ) (333)
y cuyas condiciones de contorno estan dadas por
w(0,y,t) = u(Ly,y,t) =0, (3.34)
u(z,0,t) = u(x, L,, t) = 0. (3.35)

Considerando el caso para cuando g(x,y) = 0, que es el caso para el que velocidad inicial
es cero, aplicamos el método de separacién de variables para resolver el problema [11].
Consideramos la solucién de la forma u(z,y,t) = X (z)Y (y)T'(t), la cual reemplazando
en la ecuacion 1.5 llegamos a la expresién

Y

T
— = . 3.36

AT Y X (3.36)
Como el lado derecho de la expresion esté en funciéon solo de x y el lado izquierdo solo
de y y t, y como estas tres variables son independientes, podemos decir que para alguna
constante A se cumple

11 1" "

11 " 1

T Y X
TR T e (3.37)
De aqui obtenemos dos expresiones
X" +AX =0, (3.38)
Tll Y//
— + A== 3.3
AT + Y (3:39)

Como en esta ultima ecuacion ambos lados dependen de variables distintas, entonces,
para una constante p

11 1

T Y
= = — 4
resultando asi en las ecuaciones
Y' 4 uy =0, (3.41)
T + AN+ p)T = 0. (3.42)
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Con base a estas ecuaciones se obtiene la solucién general para una membrana rectan-
gular, cuya expresion esta dada por

u(z,y,t) = XYT = (Ae“f’\x + Be_“am) (Ce’ﬁy + De™" ‘“J> (Eewv AR peTtev ’\+"t) . (3.43)

Ahora considerando las condiciones de frontera 3.34 y 3.35, y la condicion inicial 3.33,
llegamos a la solucion particular de este problema

[,2 2
U (T, Y, 1) = Gy, SIN (ngf) sin (mLzy) coS < Z_i + %Wdﬁ), (3.44)

la cual satisface todas las condiciones del problema excepto la condicién inicial u(z, y,0) =
f(z,y), por lo que se usa una superposicién

= — . (nmx\ . [mmy n? m?
u(z,y,t) = Z Z (o SIN ( 7 ) sin ( 17 ) cos ( L_i + ﬁwct>, (3.45)

n=1 m=1 w Y Yy

en donde las constantes a,,, que satisface

w(z,y,0) = fla,y) = i i Uy SIT (%) sin (mey> (3.46)

n=1 m=1 Y

esta dada por

Lac Ly
4 . (nmx\ . [(mmy
= . 4
Apm, LI, //f(x,y) sm( I )sm( L )dyd:v (3.47)
00

La funcién para el perfil inicial para nuestro problema en particular es es una funcién
Ricker parecida a la usada en el problema 1D, ecuacion 3.28, y esta dada por

e = (1o (557) + (52) ) ) (00,

done xg, yg, @ y b son constantes. Esta funcién del perfil inicial también puede ser
escrita como la derivada de una funcién gaussiana, tal que

flay) =2 {d—Q (e—a<<@>2+<%2)) & (e—a<<%2+<y‘f°>2>)]. (3.49)

4o | da? - d_y2

La grafica 3.4 * muestra la forma grafica de el perfil inicial usado en este problema.

4Gréfica obtenida de www.wolframalpha.com
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Figura 3.4: Funcion del perfil inicial para o = 0,15, xq = 200, yo = 200 y b = 10.

Los valores de los coeficientes a,,,, se obtienen al reemplazar la ecuacién 3.49 en la
ecuacion 3.47. Al resolver esta integral se obtiene la siguiente expresion

b2 nmw n —af Ez=20)? _a(®0)? nm
Anm = aLxLy I:(Ily 7122./) ((71) € ( b ) —€ ( b ) + 7([11 - IZI)

120, 120,
(3.50)
mm _ yn _Q(Lﬂ))z_ 7a(ybo)2 mm _
I (e = Do) (-1 (84 21, - 1) |
donde
Lx

—zn\2
_ r—xo nmTx
Im:/e“( ) e g

0

—bp2n?x?  nmzg | /Th L. —xo bnm o bnm
— 4oLy L, Y — — — -
c c 2\/a<”f (‘/&< b ) 2\/&Lz> eTf( Vo 2als ) |
Lx N
Ios :/efa( b 0) e In dx
0

—62n2x2  nmag \/Th L. —xo bnm To bnm
= 4oLy Ly Y _ _ -
¢ ¢ 2v/a (erf (‘/a( b ) + 2\/ELZ> eTf( Vet 2vals ))’

Ly
_ 2
Y—yo imm
—
Ily :/e ( b ) e Lv dx

0

—0Zm2x?  mrag | /7 Ly, — o wmm Yo mm
— daL L Y
- e 2\@<erf(\/a< b ) ) erf( \/ab ))

T 2JaL, - 2y/al,
Ly 5
Iy, = e_a(y_hyo) e Lv dg
0
—?m?x? _ mre /o) L, —yo wmm Yo b
— IaL, Ly M7 Y - - b
U 8 o ( (572) 255 s (5 222
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La figura 3.5° muestra el campo de onda de la solucién analitica para una membrana
rectangular. Esta solucién es un poco costosa computacionalmente, debido a que la
expresion de la solucion esta dada como una sumatoria doble que va desde uno hasta
infinito.

./I\‘ it=130(« 30641234 [s]> )

Figura 3.5: Grafica del campo de onda de la solucién de la ecuacién de onda 2D para
un medio homogéneo.

Podemos ver que se puede obtener una solucion analitica para la ecuacién de onda para
un medio acustico para un dominio en dos dimensiones. A continuacién se obtendra la
solucion numérica para la ecuacién de onda en una dimensién y se haran las respec-
tivas comparaciones con la soluciéon obtenida anteriormente. Estas comparaciones nos
permitiran conocer que tan efectivo es el método numérico usado.

5Tmagen resultado del algoritmo creado en C++
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CAPITULO 4

SOLUCION NUMERICA DE LA
ECUACION DE ONDA

4.1. Sistema coordenado y cantidades basicas

Aunque empezamos aqui con el problema 1D, podemos especificar un sistema de coor-
denadas 3D. En la mayoria de los casos un sistema de coordenadas cartesianas (z, v,
z) es usado, con el eje z horizontal y positivo hacia la derecha, y el eje y positivo hacia
abajo. Denotemos ¢ como la velocidad de la onda, u(z,y, z,t) como el desplazamiento
y t el tiempo.

4.2. Esquema de diferencias finitas

La solucion en diferencias finitas para la ecuacién de onda es muy importante en el
modelado de la propagacion de ondas sismicas y en imagen sismica. Esta herramienta
es muy usada en modelado y en migracion sismica.

En cuanto a soluciones computacionales para la ecuacién de onda, es necesario ten-
er en cuenta las condiciones para la estabilidad numérica. El andlisis de estabilidad
para soluciones por diferencias finitas de ecuaciones diferenciales parciales es llevado a
cabo usando un método desarrollado originalmente por Von Neumann [13] (pag. 1033-
1034)(ver apéndices).

4.3. Estabilidad del método

El método de diferencias finitas requiere que se determine ciertos criterios de muestreo
espacial y temporal. Como es senalado por algunos autores, generalmente se escoge el
muestreo espacial para evitar la dispersion de la malla en la solucion. Luego de escoger el
muestreo espacial, se escoge el muestreo temporal para evitar inestabilidad numérica.

Segun algunos articulos, Mufti (1990) y Wu et. al (1996), se derivé un criterio de
estabilidad para soluciones en 3D por medio del método de diferencias finitas para la
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ecuacion de onda para sistemas de segundo y cuarto orden. Existe también una receta
general para el criterio de estabilidad [14], que es generalmente aplicable para orden
y dimensiones espaciales arbitrarios, este criterio es conocido como la ‘conjetura de
Bording® y se formula de la siguiente manera

AN ay
< =, 4.1
S\ (4.1)

donde h es el tamano de malla, At es el intervalo de muestreo en el tiempo, c es la

velocidad sismica, a; es la suma de los valores absolutos de los pesos del operador en
diferencias finitas para 0*u/0t?, y as es la suma de los valores absolutos de los pesos de
la aproximacion en diferencias finitas para V2u.

4.4. Problema acustico 1D

Considerando un medio homogéneo isétropo 1D representado por la ecuacién 1.4, ten-
emos que la ecuacién discretizada por medio del método de diferencias finitas centrado
de segundo orden (ecuacién 2.18), queda de la siguiente manera

U’?—f—l B 2U? + u?—l —_ iu?—i_l B 2“? + u?'_l (4 2)
Az? 2 At? ’ '
despejando u}™ se obtiene la ecuacién de movimiento discretizada
uftt =G (ufy = 2ul +uf ) 2u — (4.3)

donde Az es el espaciamiento de malla, At es el intervalo de tiempo, G = cAt/Az, el
superindice n indica la posicion temporal y el subindice ¢ indica la posicion espacial.
En la figura 4.1 podemos observar en que consiste el método, el cual obtiene la aprox-
imacion de la derivada teniendo en cuenta los valores de ciertos puntos de la malla.

F— n —
—i i B
i-1 i i+l

Hu

Figura 4.1: Esquema de diferencias finitas centrada para operadores diferenciales en 1D.

Segun la ecuacion 4.1, para el caso 1D, tenemos que para que la ecuacién 4.3 el valor
de G esta definido por los valores de ay = 14+2+1 =4y ay =1+2+1 =4, quedando

Imagen creada usando GIMP
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asi la condicion de estabilidad para el esquema de diferencias finita de segundo orden

1D
cAt

G=—<1. 4.4

Ax — (44)
En la figura 4.2% se muestra una grafica de la solucién numérica obtenida por medio del
algoritmo usado.

15 o i

20 T T T T
solucién numérica + : H :

10

u(x)
(=]

B 1 A P

-15

A . R T

Figura 4.2: Solucién numérica para la ecuacién de onda homogénea 1D, con una aprox-
imacién de segundo orden tanto para el tiempo como para el espacio, con tamano de
malla Lz = 1000, con una velocidad ¢ = 3m/s con un espaciado de malla Az = 0,5 y
con un paso de tiempo At = 0,1, para una iteracién en el tiempo it = 1500

Cambiando el valor de la velocidad, ¢ = 40cm/s, se obtuvo el resultado mostrado en la
figura 4.3; el cual es una comparacién de la soluciéon analitica con la solucién numérica
cambiando el parametro GG, en donde se ve que mientras mas se acerca el valor de G al
limite de la condicion de estabilidad mas se va a aproximar la solucion numérica a la
solucion analitica.

Comparando ambas soluciones, tanto analitica como numeérica, se obtuvieron los resul-
tados mostrados en la figura 4.4, que nos dicen cuanto se aproxima la solucién numérica
a la solucion exacta.

Ahora realizando un analisis de error, el cual nos permite verificar la consistencia del
esquema de diferencias finitas, teniendo en cuenta que

Eabsoluto - ’SOlanalitica - SOlnumem’ca|7

verificamos que el error absoluto tiende a cero a medida que el parametro G tiende al
limite superior, esto lo podemos ver en la figura 4.5. Ademas, se verifica que el esquema
es consistente debido a que la diferencia entre la solucion analitica y numérica tiende a
cero mientras el espaciado de malla y el muestreo en el tiempo tienden a cero. Esto es
mostrado en la figura 4.6.
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Figura 4.3: Solucién obtenida teniendo que L = 500cm, At = 0,005s, Az = 0,2cm y
t =2s;para (a) G=1/2, (b) G=3/4y (c) G =9/10.
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Figura 4.4: Comparacion entre las soluciones de la ecuaciéon de onda analitica y numéri-
ca.
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Figura 4.5: Error absoluto obtenido teniendo que L = 500cm, At = 0,005s, Az = 0,2cm
y t =2s; para (a) G =1/2, (b) G=3/4y (c) G =9/10.

T T T T T
e s L S T "dx=1, dt=0.025" B
) : : ) "dx=0.2, dt=0.005" ——
0.04 b dx=0.1, dt=0.0025" ——
=
= 0.02 -
=]
w
o ; :
g S :
w T
0k e ———
i i i i i i i

x(cm)

Figura 4.6: Error absoluto del método usando distintos valores para Ax y At para un
tiempo t = Hs.
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0 0
50 | 0.000357
100 | 0.000046
150 | 0.076458
200 | 0.500001
250 | 0.076453
300 | 0.000029
350 | 0.114416
400 | 0.749973
450 | 0.114768

500 0

Cuadro 4.1: Error de truncamiento para un muestreo espacial Az = 0,1, un muestreo
temporal At = 0,0025 y para un tiempo t = 5s.

La convergencia es facil de probar ya que si tenemos un esquema numérico que es
consistente y que es estable (condicionalmente estable para este caso), automdaticamente
también es convergente [4].

4.5. Problema acustico 2D

Se considera la ecuacion 1.5, la cual al discretizarla mediante el método de diferencias
finitas nos queda de la siguiente manera
n _ n n n _ n n n+l n n—1
Uiy — 2ui; Uil L Yig 2uity iy Uiy — 22U+ U (4.5)
Az Ay At ’

donde Ax es el muestreo espacial en x y Ay es el muestreo espacial en y. Si consideramos
el mismos muestreo espacial en ambas coordenadas (Ax = Ay = h), y despejamos uf}’l
obtenemos la ecuacion

n+l1 __ 2(..n n n n n n n—1
wil =Gy +ugy — Au il )+ 2u — g (4.6)

la cual es la expresion en diferencias finitas para la ecuacién de onda 2D en un medio
acustico, donde G = cAt/h.

Para este caso, segun la ecuacién 4.1, teniendo que a; = 1+24+1=4yay=1+1+
44141 =8, llegamos a la expresién para la condiciéon de estabilidad

cAt 1
— < — (4.7)
h = V2
A continuacion se muestra la visualizacion del campo de onda de la ecuacién de onda
2D para un medio actstico

2Imagen obtenida usando gnuplot
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Figura 4.7: Esquema de diferencias finitas centrada para operadores diferenciales en 2D.
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Figura 4.8: Visualizacion del campo de onda de la ecuacion de onda 2D, h = 0,5,
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dt = 0,1178, Lz = Ly = 1000



ylem) ulem)

xlom)

ylcn) ylem)

(c) (d)

Figura 4.9: Solucién numérica teniendo que Lx = Ly = 500cm, h = 0,2cm, At =
0,00353s y G = 1/v/2; para a) t = 0,353s, b) t = 1,0606s, c) t = 2,1213s, d) t = 3,535s.
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CAPITULO 5

MODELADO PARALELIZADO
PARA EL MODELO DE
MARMOUSI

5.1. Esquema Numérico

K. S. Yee [9] y, A. Taflove y M. E. Brodwin [1] desarrollaron el método FDTD para
solucionar las ecuaciones electromagnéticas de Maxwell en el vacio. Este método ha sido
usado como un estandar para solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales parciales
de manera general. El esquema FDTD esta basado en la aproximacion de diferencias
finitas de los operadores diferenciales tanto en el espacio como el tiempo de la ecuacion
de onda.

Nuestro fenomeno fisico es descrito por tres ecuaciones diferenciales de primer orden,
ecuaciones 1.24 y 1.25, donde la derivada temporal de un campo esta relacionada con la
derivada espacial de los otros dos. Para nuestro propdsito consideraremos tinicamente
la propagacién acustica, especificamente pequenas variaciones las cuales pueden ser
descritas en términos del campo escalar de presion p(z, z,t) y el campo de velocidades
v(x, z,t). Las propiedades del medio sobre el que se propaga la onda acustica son tanto
la velocidad ¢ como la densidad p. Podemos considerar que estas propiedades varian
respecto de la posicién caracterizando un medio heterogéneo.

Considerando las ecuaciones 1.24 y 1.25, y expandiendo los términos en 2D tenemos:

oP o [ Ovy  Ov,
5 = TP (8:6 + 82) (5.1)
v, 10P
— .2
ot p Ox (5:2)
ov, 10P
o o on (5.3)

donde P es el campo escalar de presién, y v = {v,, v,}, son los campos de velocidad.
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Figura 5.1: Esquema de malla intercalada, para la solucién de los campos.

Para obtener un algoritmo FDTD con aproximacién acustica, el campo de presion y
las componentes de velocidad son discretizados tanto en el tiempo como el espacio.
De manera tal que tenemos un campo escalar y un campo vectorial arreglados en el
espacio-tiempo. Para el esquema acustico de FDTD los nodos deben ser acomodados
de acuerdo a la figura 5.1 y a las ecuaciones discretas 5.4, 5.5, 5.6.

P™a(i ) = P*a(ig) o [uplity,g) —vp(i=g,7)  vi(ij+3) —vi(i,i—3)
= —pc +
ot ox 0z

(5.4)
(it g,g) — oi(itg.d) 1 [ PrH(i+Lg) — P (L) | (55)

ot o i o | '
VIR g) ol ty) L[PG +D) - P (L) 56)

ot ) i 5z | '

Un importante criterio es la estabilidad del algoritmo. Asumiendo una solucién de
onda plana propagandose a través del dominio, la estabilidad es conservada con la
ecuacion 5.7 :

1
cot < 5.7
ST (5.7)
(0x)% = (02)?
la precision de la solucion numérica esta asociada con la representacion de la longitud
de onda sismica en seis punto de malla

>\min o Cmin
dx =0z =0h = P e (5.8)
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5.2. Calculos con MPI

Este trabajo hace usé de la interfaz de paso de mensajes (MPI) para los célculos en
paralelo dentro de una divisién del dominio de manera eficiente. La figura 5.2! muestra
el esquema de paralelizaciéon de la malla FDTD. Hemos descompuesto el espacio a
simular dentro de subdominios y asignamos a cada uno una unidad de procesamiento,
el numero total de procesos puede depender del numero de niicleos en el procesador o
el numero de hebras simultaneas a ejecutar [16]. Separamos el dominio a lo largo de la
direccion z donde los respectivos subdominios vecinos intercambian la actualizacion de
los campo en cada paso de tiempo [17].

La figura 5.2 esta basada en la implementacién del algoritmo paralelo resumido de
la siguiente manera:

1. Inicializacion MPI.
2. Lectura de parametros para la simulacion.

3. Calculo dh, dt basado en la velocidad del medio y el criterio de las ecuaciones 5.7
y 5.8.

4. Descomposicién del dominio computacional en subdominios.
5. Para cada paso de tiempo:

a) Calcula el campo P(i, j).

)
b) Comunica P(i,7) en las fronteras del subdominio.
¢) Calcula los campos vx(i—i—%,j), Uz(i,j+%).

)

d) Comunica v, (i+3,7), v.(i, j—l—%) en las fronteras del subdominio.

6. Finaliza MPI.

5.3. Modelado

El modelo de Marmoust, fue creado inicialmente por el Instituto Francés del Petroleo
(IFP), es usado para aspectos practicos en procesamiento de datos sismicos como mi-
gracion e inversion. Los datos utilizados en este trabajo para crear los modelos de
velocidad y densidad se basan en una segunda versiéon del modelo conocido como Mar-
mousi2 [3]. Ver figuras 5.3 y 5.42. Los parametros que se tuvieron en cuenta durante la
simulacién se encuentran resumidos en la tabla 5.1.

Imagen creada usando inkscape
2Imagen obtenida usando seismic unix
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Figura 5.2: Esquema de paso de mensajes (comunicacién) entre procesos vecinos.

Tamano del paso de tiempo dt | 0.000978 [s]
Numero de pasos Tout | 2000
Tiempo simulado 7" | 1.95608 [s]
Tamano de malla dh | 6.5 [m)]
Longitud Lz | 10563.9 [m]
Profundidad Lz | 3737.98 [m]
Velocidad min cmin | 1560.2 [m/s]
Velocidad max cmax | 4700 [m/s]
Frecuencia de la Ondicula fy | 20 [Hz]

Cuadro 5.1: Parametros que se tuvieron en cuanta durante la simulacién.

numero de nodos | tiempo de cémputo (seg)
1 168,123
2 91,039
4 82,540

Cuadro 5.2: Tiempo de calculo para 3000 pasos de tiempo

Este es el principio basico para generar un sismograma sintético, los cuales se obtiene
después de simular cierta cantidad de disparos a través de la fuente sismica. Los registros
son obtenidos por medio de unos dispositivos receptores llamados geofonos (ver figura
5.7). La imagen 5.8% muestra los registros obtenidos por los geofonos durante uno de
los disparos.

3Imagen obtenida usando seismic unix
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Figura 5.3: Valores de velocidad del campo onda actstico, en el modelo de Marmousi
con 575x1625 nodos equivalentes en profundidad a 3.74 Km y 10.6 Km en longitud
(dh =6,5m).
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Figura 5.4: Valores de densidad [Kg/m?] del modelo de Marmousi con 575x1625 nodos
equivalentes en profundidad a 3.74 Km y 10.6 Km en longitud (dh = 6,5m).
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Campo de Presion

Figura 5.5: Propagacion en el tiempo del campo de presion para el modelo de Marmousi.

Nodo O Nodo 4

Figura 5.6: Captura de pantalla de la propagacién de la onda sismica entre procesos
vecinos con 2000 pasos de tiempo, simulando 1,96 segundos; donde cada proceso calcula
la solucién en una malla de 575x325 nodos, para un total de 575x1625 nodos en cinco
procesos.
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Figura 5.7: Modelo del suelo
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Figura 5.8: Registros obtenidos por los receptores al simular un disparo.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Fue posible obtener una solucién exacta a un fenémeno fisico cuyo comportamiento
estéd descrito por medio de una ecuacion diferencial parcial de segundo orden, la ecuacién
de onda, usando el método por transformada de Fourier; y una soluciéon numérica condi-
cionalmente estable por medio del método de diferencias finitas domino temporales cen-
tradas y de segundo orden tanto en el espacio como en el tiempo. Todo esto para una
y dos dimensiones en un medio homogéneo e isétropo. Al trabajar la solucién analitica
pudimos darnos cuenta que era muy dificil obtener los resultados en comparacién con
la solucién numérica; y esta se complicaba a medida que aumentaba el numero de di-
mensiones espaciales.

También se llevo a cabo la construccion de un modelo computacional, usando el método
diferencias finitas dominio temporales, para simular la propagacion en el subsuelo, del
campo de onda para un medio acustico. Este algoritmo se paralelizé con éxito recon-
struyendo el campo de onda en un dominio repartido entre un méximo de cinco nodos
0 Procesos.

El método FDTD es eficiente para estimar el valor del campo de onda tanto para medios
homogéneos como también heterogéneos, mientras se cumpla la condicién de estabilidad
para este método. Los efectos de impedancia acustica del modelo de Marmosi tiene un
grado significativo en el patréon tiempo-profundidad del frente de onda. Para la mayoria
de nuestras simulaciones F'DTD en paralelo, el tiempo de calculo se redujo la mitad que
el empleado por algoritmos lineales. Hemos observado que la soluciéon de la ecuacion
de onda usando el método FDTD en paralelo es eficiente mientras existan pocas in-
terrupciones por comunicacién entre nodos o procesos, esto gracias a que dividimos el
dominio en una tnica dimensién, ver figura 5.6.
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ANALISIS DE FOURIER

Series de Fourier
Una funcion periddica esté definida como una funcion tal que
ft)=f(t+1T) (A1)

para todo valor de ¢, donde la constante T es conocida como el periodo de la funcion.
Mediante repeticiones de la ecuacion A.1 tenemos

fO) = ft+nT), n=01,23--. (A.2)

Este tipo de funciones periddicas pueden ser representadas por medio de la serie trigonométri-
ca [5]
1 . .
ft) = 500 + a; cos wyt + ay cos 2wot + - - - + by sin wot + by sin 2wt + - - -
1 - (A.3)
= 5 + Z (@, cos nwot + by, sin nwt) ,
n=1
donde wy = 27 /T.
Una serie como la representada en la ecuacién A.3 se conoce como serie trigonométrica
de Fourier.
En la ecuacion A.3 los valores a,, y b, se conocen como los coeficientes de Fourier, los

cuales estan dados por las siguientes expresiones

9 [T/

w = 2 [ jwa. (A1)
T J 1)
2 T/2

a, = = f(t) cos (nwot)dt, n=0,12---, (A.5)
T J 7/
9 [T/

b, = — f(t) sin (nwot)dt, n=123---. (A.6)
T J 1)
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Transformada de Fourier

Sea f(t) una senal continua. Se define la transformada de Fourier de ¢, denotada con
F(w), como la funcién

Plw) = FUf0) = [ soear (A7)
y la transformada inversa como la funcién
£(#) = FF(w)] = % /_ Fw)e™dt. (A3)

aqui f(t) se denomina la transformada inversa de F'(w). Las ecuaciones A.7 y A.8 se
conocen como par de transformadas de Fourier. La funcién F(w), por lo general es
compleja,

F(w) = R(w) +1X (w) = |F(w)]e**™), (A.9)

donde |F(w)| se denomina espectro de magnitud de f(t), y ¢(w), espectro de fase de
f(t).

Las condiciones para que la transformada de Fourier exista se conocen como condiciones
de Dirichlet, cuyos enunciados son:

1. la integral del valor absoluto de f(¢) debe ser finita.

/_Oo F()|dt < oo. (A.10)

oo

Esta condicion es suficiente pero no necesaria, ya que las funciones que no satis-
facen A.10 pueden tener transformada de Fourier.

2. f(t) debe tener un numero finito de discontinuidades en cualquier intervalo.
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ESTABILIDAD L?: ANALISIS DE
VON NEUMANN

Esta es una norma apropiada para nuestro analisis de estabilidad. Para coeficientes
constantes y para el caso escalar, el andlisis de estabilidad de Von Neumann nos da una
condicién necesaria para la estabilidad. Para este analisis se usa el método de Fourier
[6]. Dado {U;},cz se define

1T 7= U5 (B.11)
J
y su transformacion de Fourier

A 1 )
U(g) = %ZU]'G_”; (B12)
J

Las ventajas de analizar el esquema de diferencias finitas por medio del método de
Fourier son

= El operador desplazamiento es transformado en un multiplicador:

A e A

TU(€) = e*U(€), (B.13)
donde (TU)j = Uj+1;
= La igualdad de Parseval
1 |P=| U IIQE/IU(é)Idé- (B.14)

Si un esquema en diferencias finitas es expresado como

Ut = (GUM); = ai(T'U™);, (B.15)

i=—1

Luego

A

Un'+1=GE)UE). (B.16)
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De la igualdad de Parseval,

1™ =) U

= [16©PIU©)Pas

. (B.17)
< masl GO [ |U(¢)Pdg
=GR U P
Asi, la condicion suficiente para la estabilidad es
|Gl < 1. (B.18)
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LIBRERI/AS/DE PASO DE
MENSAJERIA

MPI (Message-Passing interface o Librerias de paso de mensajeria) es una interfaz
de un conjunto de bibliotecas de paso de mensajes las cuales nos permiten compartir
informacion entre procesos. Cuando definimos un dominio en cualquier tipo de problema
estamos definiendo lo que es para nosotros nuestra area de trabajo.

MPI se basa principalmente en el modelo de paso de mensaje de la programacién en
paralelo, en la cual los datos se mueven del espacio de memoria de un proceso al de
otro proceso a través de operaciones en cada proceso. MPI es una especificaciéon y no
una implementacion, existen muchas implementaciones de MPI como lo son MPICH2
[16] v Open-MPI, las cuales nos permiten soportar diferentes calculos y plataformas,
incluyendo sistemas clusters.

Conceptos basicos

Rutinas

En muchos casos tenemos que los nombres de las funciones de MPI en C estan dados
de la siguiente manera

MPI_Class_action_subset

Y si no existe una subrutina
MPI_Class_action

Ciertas acciones han sido estandarizadas en las bibliotecas de MPI. Algunas de esas
acciones son:

= Create: Crea un nuevo objeto.
» Get: Recupera informacion acera de un objeto.

» Set: Establece informaciéon en un objeto.
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Delete: Borra la informacion.

Is: Pregunta si un objeto tiene o no cierta propiedad.

Argumentos de funciones

Los argumentos de las funciones usadas en MPI estan marcados como:

IN: Esta funcién usa el valor del argumento de entrada pero no lo actualiza.
0OUT: Esta funcién actualiza el valor del argumento de entrada pero no lo utiliza.

INQUT: Esta funcién puede actualizar tanto como usar el valor del argumento de
entrada.

Procedimientos y variables

Los procedimientos que realizan las funciones en MPI son caracterizados por ciertos
términos

no-bloqueo: Si el procedimiento puede retornar antes de que la operacién se
complete, y antes de que el usuario pueda reusar los recursos especificados en la
llamada de dicha funcion.

bloqueo: Si lo que retorna el procedimiento indica al usuario que se le permite
reusar los recursos especificados en la llamada de dicha funcién.

local: Si la finalizacién de un procedimiento depende tinicamente de la ejecucion
local de dicho procedimiento.

no-local: Si la finalizacién de un procedimiento requiere de la ejecucion de un
procedimiento de MPI en otro proceso.

colectivo: Si todos los procesos de un grupo de procesos necesita invocar el
mismo procedimiento.

Tipos de datos

Algunos términos que caracterizas los tipos de datos en MPI son

predefinido: Son aquellos que tienen un nombre predefinido.
derivado: Son aquellos que no estan definidos.

portatil: Es un tipo de dato predefinido o es un tipo de dato derivado que se
crea usando ciertos tipos de constructores.

equivalentes: Son aquellos que son creados con la misma secuencia de llamadas.
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Introduccion a la programacion en paralelo

Archivos de cabecera

Para hacer uso de las bibliotecas de MPI es necesario hacer el llamado de dicha bib-
lioteca en el encabezado del cédigo

#include <mpi.h> /* Para C ... */
#include <mpicxx.h> /* Para C++ x/
#include <mpif.h> /* Para Fortran */

Ademas es necesario incluir cada biblioteca necesaria en lo que vallamos a hacer

/* Libreria estandar de entrada y salida */

#include <stdio.h>

/* Libreria para el uso de herramientas matemiticas */
#include <math.h>

MPFI include file

Declarations, prototypes, etc.
Program Begins

Serial code

Initialize MPI environment

Parallel code begins

Do work and make message passing calls

Parallel code ends

Terminate IVIPI Environment

Serial code

Program Ends

Figura C.1: Cuerpo de un programa paralelizado con la biblioteca MPI!.

Comunicadores

MPI usa objetos llamados comunicadores y grupos para definir que conjunto de procesos
pueden comunicarse con cada uno de los otros.
El Rango = Junto con el comunicador cada proceso tiene un identificador, conocido

Imagen obtenida de https://computing.llnl.gov/tutorials/mpi/
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con el nombre de ‘rango‘, que es asignado por el sistema al momento de inicializar los
procesos. Este también es usado para especificar la fuente y el destino de los mensajes.
Este es usado para controlar la ejecucién del programa (if rank=i do this or that).

MPI_COMM_WORLD

Figura C.2: Comunicador entre nodos en MPI?.

Rutinas para el manejo del entorno MPI

Las rutinas para el manejo del entorno MPI son usadas para una serie de procesos
tales como inicializar y terminar el entorno MPI, consulta el entorno y la identidad,
etc. Algunas de ellas son

MPI Tnit
Inicializa la ejecuciéon del entorno MPI.
MPI_Init(&argc, &argv)

MPI Comm_size
Determina el numero de procesos en el grupo asociado con un comunicador.
MPI_Comm_size(comm, &size)

MPI_Comm_rank
Determina el rango del proceso llamado en el comunicador.
MPI_Comm_rank(comm, &rank)

MPI Abort
Termina todos los procesos MPI asociados con el comunicador.
MPI_Abort(comm, errorcode)

MPI_Abort
Termina todos los procesos MPI asociados con el comunicador.
MPI_Abort(comm, errorcode)

2Imagen obtenida de https://computing.11lnl.gov/tutorials/mpi/

61


https://computing.llnl.gov/tutorials/mpi/

s MPI Wtime
Devuelve el tiempo transcurrido por el proceso llamado en segundos.
MPI_Wtime ()

= MPTI_Wtick
Devuelve la resolucién en segundos de MPI Wtime.
MPI Wtick()

s MPT Finalize
Termina la ejecucion del ambiente MPI.
MPI Finalize()

Mi primer cédigo con MPI
Cédigo "Hello World” paralelizado

#include <mpi.h>
#include <stdio.h>
int main(argc,argv)
int arge;
char *argw([]; {
int numtasks, rank, rc;
rc¢ = MPI_Init (Rargc,&argv);
if (rc != MPI_SUCCESS) {
printf ("Error starting MPI program. Terminating.\n");
MPI_Abort (MPI_COMM_WORLD, re);
}
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD,&numtasks) ;
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD,&rank) ;
printf ("Number of tasks= %d My rank= }d\n", numtasks,rank);
3k ok o ok % %k ['.'I O some Wor R sk kokdkk %

MPI_Finalize():

Problema de frontera

Lo que primero se tienen en cuenta para resolver un problema fisico es el tipo de
geometria que tendremos en cuenta en nuestro problema, sus condiciones de frontera
y sus condiciones iniciales. En el caso de la programacion en paralelo se debe tener en
cuenta la geometria del dominio y como va a ser la comunicacion entre los nodos

Fronteras entre nodos en un dominio 1D

Cuando consideramos un arreglo de nodos en una dimensién es muy sencillo saber
que nodos se comunican entre si. En un arreglo unidimensional de nodos, estos pueden
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tener de uno a dos nodos vecinos. Los nodos primero y ultimo tienen solo un vecino
mientras los nodos intermedios tienen dos.

4

N

b ‘- ‘- [l
> >

<«
> >

first node last node

Figura C.3: Comunicacién entre nodos, 1D?.

Figura C.4: Modelo para la comunicacién entre nodos en 1D.

if(taskid == nproc-1)
right = MPI_PROC_NULL;
else
right = taskid + 1;

if(taskid == 0)
left = MPI_PROC_NULL;
else
left

taskid - 1;

Figura C.5: Cédigo para asignar los nodos que envian y reciben informacion.

3Imagen creada con Inkscape.
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Abstract. Los algoritmos de malla intercalada fueron creados para guardar una mejor estabilidad y
eficiencia en diferencias finitas dominio temporales (FDTD), en nuestro caso esta técnica es usada para
modelar las propagaciones de ondas sismicas, esquema que permite reproducir la fenomenologia de la
dindmica sismica en medios heterogéneos. Como la solucidn de las ecuaciones de ondas son computa-
cionalmente costosas, presentamos una propuesta general para paralelizar y acelerar la solucidn.
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