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RESUMEN

TITULO: ACERCA DE LA CONSTRUCCION DEL TRIANGULO DE SIERPINSKI*
AUTOR: Alvaro Jesus Campo Romero™*

PALABRAS CLAVES: Triangulo de Sierpinski, punto de ramificacion, funcion de direccio-
namiento, atractor de un SIF, espacio métrico, fractal.

DESCRIPCION:

En pocas palabras, este trabajo de grado es, principalmente, el analisis de los articulos: “Sur
une courbe dont tout point est un point de ramification”, [1], y “Acerca del triangulo de Sier-
pinski”, [2]. Profundizando mas, consta de tres capitulos llamados “Preliminares”, “Génesis”
y “Plato Fuerte”.

Primero, abordamos los conceptos previos con los que el lector debe estar familiarizado para
tener un mejor entendimiento de lo que sigue. Se trata, de una forma concisa y sustanciosa,
sobre espacios métricos, sucesiones, compacidad, conexidad, contracciones, entre otros.
El segundo capitulo, basado en [1], es la presentacion del triangulo de Sierpinski visto bajo
la lupa del gran matematico polaco Wactaw Sierpinski, o sea, como una curva que es simul-
taneamente “cantoriana”, “jordaniana” y en la que cada uno de sus puntos, salvo tres, es de
ramificacion.

Finalmente, en el dltimo capitulo, hacemos un tratamiento moderno del tridngulo de Sier-
pinski, enmarcados en el articulo [2]. Esto es, mediante las ideas de sistema iterado de
funciones y funcion de direccionamiento. Para esto, en las dos primeras secciones de este
capitulo, proporcionamos los fundamentos de estos conceptos, y posteriormente demostra-
mos algunos resultados importantes concernientes a nuestro fractal, no sin antes definirlo
formalmente. Ademas, usando una caracterizacién a través de cddigos de ciertos puntos
del triangulo de Sierpinski, establecemos una propiedad de este fractal que resulta, en cier-

ta forma, contraintuitiva.

*Tesis.
“ FACULTAD DE CIENCIAS, MATEMATICAS.
DIRECTORA Sonia Marleni Sabogal Pedraza.
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ABSTRACT

TITLE: ABOUT THE CONSTRUCTION OF THE SIERPINSKI TRIANGLE"
AUTHOR: Alvaro Jesus Campo Romero™

KEY WORDS: Sierpinski triangle, ramification point, addressing function, SIF’s atractor,
metric space, fractal.

DESCRIPTION:

In short, this thesis is primarily an analysis of the articles: “Sur une courbe dont tout point
est un point de ramification”, [1], and “Acerca del triangulo de Sierpinski”, [2]. Going further,
it consists of three chapters called “Preliminares”, "Génesis” and “Plato Fuerte”.

First, we deal with the previous concepts which the reader should be familiar to have a
better understanding of what follows. It is, in a concise and substantial manner, about metric
spaces, sequences, compactness, connectedness, contractions, among others.

The second chapter, based on [1], is the presentation of the Sierpinski triangle, seen under
the microscope of the great Polish mathematician Wactaw Sierpinski, that is, as a curve that
is simultaneously "cantoriana”, "jordaniana" and in which each of its points, but three, is a
ramification point.

Finally, in the last chapter, we make a modern treatment of the Sierpinski triangle, framed in
article [2]. That is, by the ideas of iterated function system and addressing function. For this,
in the first two sections, we provide the basis for these concepts, and then demonstrate some
important results concerning our fractal, not before formally defining it. Furthermore, using
a characterization through codes of certain points of the Sierpinski triangle, we establish a

property of this fractal that is, in some way, “counterintuitive”.

*Thesis.
“ FACULTAD DE CIENCIAS, MATEMATICAS.
DIRECTOR Sonia Marleni Sabogal Pedraza.
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INTRODUCCION

Hace poco (2010), muri6 Benoit Mandelbrot, matemético polaco considerado el padre
de los fractales y conocido también por el conjunto que lleva su apellido. Pero, ;por qué
son importantes los fractales? Una respuesta contundente es que estos objetos son méas
parecidos a las formas que se presentan en la naturaleza, que las figuras que se estudian
en la geometria euclidiana. Ademaés, son visualmente atractivos, tienen aplicaciones en
numerosas ramas de la ciencia e implican variados problemas abiertos que hacen de la
geometria fractal, campo de estudio de los fractales, una interesante opcién para los

aficionados y estudiosos de las matematicas.

Y jqué es un fractal? Aunque no hay una definicion matematica universal de este tér-
mino, si existen dos propiedades fundamentales que lo identifican; estas son: la autose-
mejanza y la dimension extrana. Brevemente intentaremos dar una explicacion de cada
una. La autosemejanza se refiere a que un fractal esta formado por infinitas copias de si
mismo, solo que reducidas y colocadas en diferente posicion. Y la segunda, indica que
su dimension de Hausdorfl es estrictamente mayor que su dimension topologica (para

figuras comunes, como un segmento o un cuadrado, estas dimensiones coinciden)

Se espera, con este trabajo, acercar a los estudiantes de Matematicas, Licenciatura en
Matematicas y carreras afines, a una llamativa rama de estudio, la geometria fractal, y

motivarlos a estudiarla con més profundidad.

"Puede conocer mas al respecto en [3, introduccion del capitulo 1].
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Como el titulo indica, las definiciones, resultados y ejemplos que se presentan en este ca-
pitulo, tomados en su mayoria de [3| y 5], son para precisar los conceptos que se usaran
méas adelante, en Génesis y Plato Fuerte. Se procuré incluir, entre lo mas importante,
lo mas posible para tratar de evitar que el lector, con conocimientos de fundamentos
de matematicas, tenga que recurrir a otras fuentes para lograr un entendimiento mas

que bésico de esta lectura que, técnicamente, comienza ahora.

1.1. Espacios métricos

Definicién 1.1.1. Un espacio métrico es un par ordenado (X, d), donde X es un
conjunto no vacio y d : X x X — R es una funciéon que cumple lo siguiente,
Vax,y ze X:

(EM1) d(z,y) =0< x =y.

(EM2) d(z,y) < d(x,z)+d(y, 2).

d se llama métrica sobre X.
Ejemplo 1.1.1. Los siguientes pares ordenados son espacios métricos:
= (R,d,), donde d,(x,y) = |x — y|.

12



n

. (Rn7dn)7 donde dn((xbléa '-->In)> (yby?a ,yn)) = Z(ml - yl)2

1=1

dy y d, se llaman la métrica usual o euclidiana sobre R y R", respectivamen-
te.

= (X,ds), donde X es un conjunto no vacio, y ds se define asi: V z,y € X,

0 si z=y,
dé(x>y) = .
1 si z#y.

ds se llama la métrica discreta.
Cuando se habla de R o R", como espacio métrico, pero sin especificar la métrica, se
asume que es la usual. Frecuentemente, al valor d(z,y) se le llama “distancia de x a
y”. En ocasiones, para simplificar el lenguaje, en lugar de hacer referencia al espacio

métrico como par ordenado, se nombra solo al conjunto; de acuerdo al contexto, uno

deberia entenderlo.

Proposicién 1.1.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, ¥ x,y,z € X, se tiene:
(a) d(z,y) > 0.
(b) d(z,y)=d(y, ).
(¢) dz,y) <d(z,z) +d(z,y).
Demostracion. (a) Por (EM1)y (EM2), 0 =d(z,z) < d(z,y) + d(x,y) = 2d(x,y).
Entonces, 0 < 2d(z,y). Luego, d(z,y) > 0.

(b) Por (EM2), d(z,y) < d(x,z)+ d(y,z). Pero por (EM1), d(z,z) = 0. De ahi que
d(z,y) < d(y,z). (i)

Anéalogamente, por (EM2), d(y,x) < d(y,y) + d(x,y). Pero por (EM1), d(y,y) = 0.
Asi,
d(y,z) < d(z,y). (i)

De (i) y (ii), se deduce que d(z,y) = d(y, ).
(¢) De (EM2) y (b), la prueba es inmediata. |

13



Proposicion 1.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, y S C X. Entonces, (S,d)) es un

espacio métrico, donde d| es d restringida a S X S.

La demostracion es inmediata, pues si d cumple (EM1) y (EM2) en X, también los

cumple en S C X.

(S,d)) se llama subespacio métrico de (X, d).

Ejemplo 1.1.2. ([0,1],dy) v ((0,1],dy|) son subespacios métricos de (R, d,).

1.2. Sucesiones

Definicién 1.2.1. Una sucesién en un conjunto X es una funciéon z : N — X.

El valor de x en n € N es representado por z,, en lugar de z(n); y la funcion x, por:

(xn)nENa {xn}TLENa {l’n}zozlv <In>, ()7 (1’1,1’2,...).

Ejemplo 1.2.1. = Son sucesiones en R: x, =1, y, = L

_ _n
oy An = (n+1)

= Dado un conjunto A, el conjunto partes de A, P(A), es la coleccion de todos los

subconjuntos de A. Es una sucesion en P(R?):

A L L

Definicion 1.2.2. Sean (x,) una sucesion en X, y k : N — N una sucesion tal que

ki1 > k,, V n € N. Entonces, ((x o k),), representada por (zy, ), es una subsucesion
de (z,).

Definiciéon 1.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico, y (x,) una sucesion en X. Se dice
que (x,) es convergente en (X,d), si 3¢ € X tal que V ¢ € R", Ing € N tal que
V' n > ng, con n €N, se tiene que d(z,, /) < ¢.

En tal caso, ¢ se llama “limite de la sucesion”. Esto se representa asi:

lim z, = ¢, 0, (x,) — ¢,

n—o0

y se lee “la sucesion (x,) converge a 0”.
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Proposicion 1.2.1. Sea (x,) una sucesion en un espacio métrico. Entonces,

(xn) — L < toda subsucesion de (x,) también converge a L.

La demostracion estd en |3, Proposicion 2.2.7].

Ademas de las sucesiones convergentes, nos interesan especialmente otro tipo de suce-

siones que se presentan a continuacion.

Definiciéon 1.2.4. Sean (X, d) un espacio métrico, y (x,) una sucesion en X. Decimos
que (x,) es una sucesion de Cauchy en (X,d), si Ve € Rt 3N € N tal que
V' m,n > N, se tiene que d(x,,x,,) < .

Veamos qué relacion existe entre los conceptos de sucesion convergente y de Cauchy.

Proposicion 1.2.2. Sea (X,d) un espacio métrico.

Si (s,) es una sucesion convergente en (X, d), entonces es de Cauchy en (X, d).
La demostracion estd en |3, Proposicion 2.3.3].

1
Ejemplo 1.2.2. . <—> es convergente en ([0, 1],du‘).
n

1
. <—> no es convergente, pero es de Cauchy en ((0, 1], du‘).
n

Lo que sigue sobre convergencia uniforme, que se necesitara en el capitulo 2, fue tomado
de |4]. Las definiciones y afirmaciones que involucra este concepto pueden enunciarse

en un contexto mas general, pero para los fines de este trabajo, es suficiente no salirse
de R.

Definicién 1.2.5. Sea (f,) una sucesion de funciones de A C R en R. Para cada x € A,
se puede formar la sucesion de numeros reales (f,,(x)). Sea S el conjunto de los = para

los que la segunda sucesion converge. f, definida por

f(z) = lim f,(z), YzeESI,

n—»aoo

es la funcién limite de la sucesion (f,). En tal caso, se dice que (f,) converge

puntualmente a f en S.

15



Definiciéon 1.2.6. Una sucesion de funciones de un conjunto S C R en R, (f,,), con-
verge uniformemente a f en S, si Ve >0, 3 N € N (que depende solo de ¢) tal
que

n>N = |fu(x)— f(z)|<e, VazeSyconneN.

En simbolos: f, — f uniformemente en S.

En otras palabras, cuando la convergencia es puntual y el mismo N sirve para todos

los x, se tiene la convergencia uniforme.

Ejemplo 1.2.3. Sea f,(z) = —5,

verge puntualmente, pero no converge uniformemente en (0, 1). En cambio, la sucesion

conxz € (0,1) yn=1,2,... La sucesion (f,) con-

(gn), con g,(x) = xf,(x), si converge uniformemente en (0, 1).
Recordemos la nocion de funcion continua (version espacios métricos).

Definicién 1.2.7. Sean (X, d,), (Y, d,) espacios métricos, y sea una funcion f : X —
Y. Se dice que f es continuaen p e X,siVe >0, 34 >0 tal que

do(a,p) <8 = d,(f(2). f(p) <.

Si f es continua en todos los puntos de un subconjunto A de X, se dice que f es continua
en A.

Proposicién 1.2.3. Sean (X, d,), (Y,d,) espacios métricos, f : (X,d,) — (Y,d,) una

funcion, y a € X. f es continua en a si y solo si

(p) — a = (f(x,)) — f(a), V (x,) sucesion en X.

La demostracion esta en [3, Proposicion 2.6.4].

Proposicion 1.2.4. Sea (f,) una sucesion de funciones tal que f, — f uniformemen-
te en un conjunto S. Si cada f, es continua en un punto ¢ de S, entonces la funcion

limite f también es continua en c.

La demostracion esta en [4, Teorema 9.2].
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Proposicién 1.2.5 (Condicion de Cauchy). Sea (f,,) una sucesion de funciones de un

conjunto S C R en R. Entonces,

Ezxiste una funcion f tal que f, — f wuniformemente en S
<
(Ve>0, 3NeN tal que n,m >N

= |fu(z) — fu(x)| <&, para cada x de S).

La demostracion esta en [4, Teorema 9.3].

El siguiente resultado puede encontrarse en |6, problema 7F|.

Proposicion 1.2.6. Sean (X,d) un espacio métrico, g1,9> funciones de X en R, y
G : X — R? una funcion tal que G(z) = (g1(z), g2()).

G es continua <= g1 Yy go son continuas.

1.3. Conjuntos abiertos y cerrados

En esta seccion presentaremos varios conceptos y resultados que corresponden a lo que

se podria llamar “la topologia” de espacios métricos”.
Definiciéon 1.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico, S C X, x € X y e € RT.

(a) Ba(z,e):={y € X |d(z,y) < e} es una bola centrada en z y de radio e.

(b) x es un punto de acumulacién de S si
Ve>0, (Ba(w,e) = {z})NS #0.

El conjunto de todos los puntos de acumulacion de S se llama el derivado de S
y se denota S’.

“Para un tratamiento formal de esta teorfa, puede remitirse a [5] o [6].

17



(c) z es un punto frontera de S si
Ve>0, (Ba(w,e)NS)#D y (By(x,e)NSe) 0.

El conjunto de todos los puntos frontera de S se llama la frontera de S y se
denota 0S5, o F'r(S).

Cuando es claro cual es la métrica que se esta usando, una bola también se puede

representar simplemente por: B(zx,¢).

El siguiente resultado esté planteado como ejercicio en [4, Ejercicio 3.12, b y ¢| y también

se cumple en el ambito general de espacios métricos.
Proposiciéon 1.3.1. V.S, T CR" (SUT) =S'UT", y, si S CT, entonces S" CT'.

Definiciéon 1.3.2. Sean (X, d) un espacio métrico y S C X.
S esté acotado, si existen a € X y r € R tales que S C By(a,r).

En palabras simples, un conjunto esta acotado si se puede “encerrar” en una bola.

Definicién 1.3.3. Sean un espacio métrico (X,d), y U C X.
(a) z € U es un punto interior de U, si existe € > 0, tal que By(z,e) C U.

(b) Elinterior de U, denotado por int(U), es el conjunto de todos los puntos interiores
de U.

(c) U es abierto, si todos sus elementos son puntos interiores de U.

En otras palabras, un conjunto es abierto, si es igual a su interior.
Proposicion 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico.

V S C X, int(S) C S.

Demostracion. Sea S C X. Siint(S) = 0, ya estd, pues () es subconjunto de cualquier
conjunto. Siint(S) # (), sea z € int(S). Entonces, existe una bola abierta, By(z, ), tal
que By(z,e) C S. Pero z € By(z,¢), pues d(z,z) = 0. Luego, z € S. [ |

18



Asi, una manera de demostrar que un conjunto es abierto, es probando que el conjunto

esté contenido en su interior.

A continuacién, una definicion tomada de [4] que se usara en el capitulo 2.

Definiciéon 1.3.4. Un espacio métrico (X, d) es conexo si no existen A y B, subcon-

juntos abiertos disjuntos no vacios de X, tales que X = AU B.

Si un espacio métrico no es conexo, se le llama disconexo.

Un subconjunto S de un espacio métrico X se dice conexo si, considerado como subes-

pacio métrico de X, es un espacio métrico conexo.

En términos intuitivos, se podria decir que un conjunto es conexo si no esta “fraccionado”

o si consta de una sola “pieza’.

La proposicion que sigue es un pequeno compendio de resultados sobre conexidad ex-
traidos de [4] y [6].

Proposicion 1.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico.

(a) ¥ peX, {p} es conexo.

(b) Los unicos subconjuntos conexos de R son vacio, los unipuntuales y los intervalos

(cerrados, abiertos, semiabiertos e infinitos).

(¢c) Sea F una coleccion de subconjuntos conexos de X tal que () A # 0. Entonces,
AeF

U A es conexo.
A€eF

(d) Sea G = |J B, tal que cada B,, es conexoy B, 1N B, #0, ¥V n > 2. Entonces
n=1

G es conexo.
(e) La imagen continua de un conexo es conexo.

(f) Si E es un subconjunto conexo de X y 3 A C X tal que E C A C E, entonces

A es conezo.

Los incisos (a), (b) y (c) se presentan en [4, Ejemplo 4 (pag. 104), Ejercicio 4.38 y

Teorema 4.39], respectivamente.

19



Las demostraciones de (d), (e) y (f) se pueden consultar en |6, Teorema 26.7 (c),

Teorema 26.3 y Teorema 26.8|, respectivamente.

De la parte (d) se puede deducir lo siguiente:
Proposicién 1.3.4.

A, B conexos, ANB #( = AU B conexo.

Definicién 1.3.5. Sean un espacio métrico (X,d), S C X,y z € X.
(a) = es un punto de adherencia de S, si 3 (s,) en S tal que (s,) — =.

(b) El conjunto de todos los puntos de adherencia de S se nota S y se llama la clausura
(o adherencia) de S.

Proposicion 1.3.5. Sean (X, d) un espacio métrico, S C X, y v € X.

r€S & Ve>0, By(w,e)NS #0.

La demostracion esta en |3, Proposicion 2.3.12].
Proposicion 1.3.6. Sean (X, d) un espacio métrico y S C X. Entonces

SCS, y S=SuUs.

Demostracion. Sean S C X, e > 0,y x € S. Se tiene que x € By(x,e), pues
d(z,r) = 0 < e. Luego, By(z,e) N S # (). Por lo tanto, por Proposiciéon 1.3.5, z € S.

La parte restante de la demostracion esta en |3, Proposicion 2.5.18].

Proposicion 1.3.7. Sean (X,d) un espacio métrico y A, B C X.

AUB=AUB.

Demostracion. Sea z € AU B y supongamos que z ¢ A. Veamos que z € B:

Sea e > 0. Entonces, By(z,e)N(AUB) # (). Como z ¢ A, 3r € R* tal que By(z,7)NA =
(. Sea t := min{e,r}. De ahi que By(z,t) = By(z,¢) N By(z,7). Como 2 € AU B, se
tiene que By(z,t) N (AU B) # (). Esto es, existe z en By(z,t) y en (AU B). Luego,
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x € By(z,e) N By(z,7) y, como By(z,r)NA=10,x ¢ A. Asi, x € By(z,¢) N B. Por lo
tanto, z € By, de inmediato, se deduce que z € AU B.

Reciprocamente, sea 2 € AU B. Entonces, z € A 0 z € B. Luego, 3 (s,) en Ao en B
tal que (s,) — z. De ahi que (s,) estd en AU B. Por lo tanto, z € AU B. [

Definicién 1.3.6. Sean un espacio métrico (X, d), y C C X.
C es cerrado en (X, d), si C = C.

Usualmente no se especifica en cudl espacio métrico un conjunto es cerrado, porque es
facil deducirlo. Por ejemplo, en la definicion anterior, pudo escribirse simplemente “C'
es cerrado, si...”; puede entenderse claramente que es en (X, d), sin necesidad de hacer
la anotacion. Lo mismo podria decirse para los conjuntos abiertos. En general, es algo
frecuente en matemaéticas omitir detalles que pueden ser deducidos con facilidad; claro

estd, sin menoscabo de la rigurosidad.

Proposicién 1.3.8. La union de dos conjuntos cerrados es, también, un conjunto

cerrado.

Demostracion. Sean A, B conjuntos cerrados. Por la definicion de conjunto cerrado
(Definicion 1.3.6), se tiene que A = Ay B = B. Por Proposicion 1.3.7, AUB = AUB.

Luego, AUB = AU B.
[

Como la uniéon de dos cerrados es cerrado, se deduce que la union finita de cerrados es,

también, un conjunto de cerrado.

Proposiciéon 1.3.9 (Teorema del encaje de Cantor). Sea {Q1,Qs,...} una coleccion

numerable de conjuntos no vacios de R™ tales que:

(7'> Qk-i—ngk (CO’/Z]{?:17273’...).
(1) Q1 estd acotado y ¥V k € N, Qy es cerrado.
Entonces,

[ee)
ﬂ Qr es no vacio y cerrado.
k=1

La demostracion esta en [4, Teorema 3.25].
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1.4. Compacidad y completez

Los conceptos y resultados que presentamos en esta seccion y en las dos siguientes, los

usaremos principalmente en el capitulo 3.

Definiciéon 1.4.1. Sean un espacio métrico (X,d), y S C X. S es compacto, si toda

sucesion en S contiene, al menos, una subsucesion convergente en (.5, d)).

Proposicion 1.4.1. Sean un espacio métrico (X,d), y S C X.

Si S es compacto, entonces S es cerrado y acotado.

La demostracion esta en [3, Proposicion 2.5.8].

Proposicion 1.4.2. Sea S C R"™. Entonces,

S es compacto < S es cerrado y acotado.

La demostracion esta en [4, Teorema 3.31].

Ejemplo 1.4.1. Los siguientes conjuntos son compactos:
= [a,b] CR, cona,beR,b>a.
» En R? cualquier triangulo, rectangulo o circulo (incluyendo, o no, sus interiores).

= SC X, con S finito y (X, d) un espacio métrico.

Definicién 1.4.2. Un espacio métrico (X, d) es completo, si toda sucesion de Cauchy
en (X, d) converge en (X, d).

Ejemplo 1.4.2. = Son espacios métricos completos:
(R,dy); (R",d,); ([a,b],dy), cona,beR, a<b.
= No son espacios métricos completos:

((0,1],du));  ((0,00),dy);  ({1/n|n €N}, dy); (Q,dy).

La definicion siguiente serd utilizada en el segundo capitulo y su fuente es |9, pag. 3|.
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Definicién 1.4.3. Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo.

En 9] se exige, ademds, que el espacio métrico sea diferente de vacio. Aqui se omite

esta condicion porque en la definicion de espacio métrico (Definicion 1.1.1) se incluye.

Proposicion 1.4.3. Sea (X,,) una sucesion de continuos tal que X; D X,;y1, para cada
1=1,2,3,... Entonces,

(o]
X = mXi es un continuo.
i=1

La demostracion esta en [9, Theorem 1.8].

Las dos ultimas secciones de este capitulo se incluyen con miras a establecer una de-
finicion formal, desde el punto de vista matematico, de la nociéon de autosemejanza
(Definicion 3.1.2).

1.5. El espacio donde viven los fractales

Definicién 1.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Se definen:
(a) H(X):={K C X | K es compacto, K # (0}.

~

(b) Seana€ X, K € H(X). d(a,K):=min{d(a,z) |z € K}.

(c) Sean A,B e H(X). d(A, B):=mix {d(a, B)|ac A}.

(d) Sean A, B € H(X). h(A,B) := mix {J(A, B),d(B, A)}.

Lema 1.5.1. El minimo y el mdzimo de las definiciones de d(a, K) y d(A, B) (Defini-

cion 1.5.1), respectivamente, siempre existen.

La demostracion esté en |3, Proposicion 3.1.5 y Proposicion 3.1.8].

Lema 1.5.2. Si A, Be H(X), y, AC B, entonces d(A, B) :=0.
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Demostracion.

d(A,B) = mix {J(a, B)lae A}
= d(ag, B), para algin ay € A C B
= min{d(ag,b) | b € B};

pero ag € B, luego min{d(ao,b) | b € B} = 0.

Proposicion 1.5.1. h es una métrica sobre H(X).

La demostracion esta en [3, Proposicion 3.1.16].

M. Barnsley en |7], “bautiza” el espacio (H(X),h) como “el espacio donde viven los

fractales”. Asi, tenemos:

Definicion 1.5.2. Sea (X, d) un espacio métrico. h se llama la métrica de Hausdorff

y el espacio métrico (H(X), h) se llama el espacio donde viven los fractales.

Teorema 1.5.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si (A,) es una sucesion de
Cauchy en H(X), entonces

A={ze X |3 (xn) en X, con (z,) =, y, ©, € A,,Vn € N} = lim (A4,) € H(X).

n—oo

La demostracion estd en |7, Seccion 2.7, Theorem 1|.

Lo mas destacable del anterior teorema es que establece que si (X, d) es completo,

entonces (H(X), h) también es completo.

Lema 1.5.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo, y (A,) una sucesion de Cauchy
en H(X) tal que
A1 2A 2 DA, 2.

Entonces,

n—o0

lim (A,) = ﬁ A,
n=1

Demostracion. Por el Teorema 1.5.1, tenemos que A :={z € X | 3 (x,) en X, con
(xn) = x, y, xp € A,V n € N} = lim (A,,). Sea x € A. Entonces, 3 (z,) en X, con
n—o0
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() = x, y, z, € A,,¥V n € N. Supongamos que = ¢ ()72, A,. Estoes, 3 M € N
tal que x € Ap;. Como Ay, es compacto, también es cerrado, por Proposicion 1.4.1.
Luego, Ay = Ay Asi, x € Ay Entonces, por Proposicion 1.3.5, 3 & > 0 tal que
By(z,e) N Ay = 0. Ahora, como (z,) — z,3 N € N tal que Vn > N, con n € N,
se tiene que d(x,,r) < . Sea T' = max{M, N}. Entonces, d(xp,x) < . De ahi que
xp € By(z,e). Como T > M, Ar C Ay, vy xp € Ap, se infiere que zp € Ay, Por lo
tanto, zp € By(x,e) N Ay = 0. jContradiccion!

Reciprocamente, sea = € () —, A,. Entonces, z € 4,V n € N. Como (z,z,...) = ,

se tiene que x € A = lim (4,).
n—o0 .

1.6. Contracciones

Para construir conjuntos fractales, usando el método, ya clasico, de los llamados “siste-
mas iterados de funciones”, tal y como veremos en el capitulo 3, es indispensable contar

con un numero finito de contracciones, concepto que se define a continuacion:

Definicion 1.6.1. Sean (X, d) un espacio métricoy f : X — X una funcion. Diremos
que f es una contraccion en (X, d),siIr € R, 0 <r < 1, tal que V =,y € X, se tiene
que d(f(z), f(y)) <r-d(z,y). r se llama “factor de contraccion” de f.

Ejemplo 1.6.1. Las siguientes funciones son contracciones:
s o X — X;VoeX, f(xr)=a, conaé€ X constante.
n R —R; f(:v)z%:zjtg.

Proposicién 1.6.1. Toda contraccion es continua.

La demostracion esta en |3, Proposicion 2.7.3.

Definicién 1.6.2. Sea f: X — X una funcién. Un punto o € X es un punto fijo
de f, si f(l‘o) = 2.

Proposiciéon 1.6.2. La composicion de dos contracciones es, nuevamente, una con-

traccion.
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Demostracion. Sean fi, fo contracciones en un espacio métrico (X, d). Veamos que
Y )
fa o f1 es, también, una contraccion en ese espacio:

dri,ry € R, con 0 < rq,ry < 1, tales que V 2,y € X, se cumple que

d(fl(x)vfl(y)) <7 d(flf,y), Y d(fg(flf),fg(y)) STy d(ﬂ?,y)

Entonces,

d(fa(f1(2), f2(f1(y))) < 72 - d(fr(2), fr(y)) < 7a-re-d(2,y).

Como 0 < 7y -7 < 1, se tiene lo que se queria.
[

El siguiente teorema, conocido también como “Teorema de contraccion de Banach”, es
de fundamental importancia en este trabajo, ya que garantiza la existencia y unicidad
de lo que llamaremos, en el capitulo 3, el atractor de un sistema iterado de funciones.

Ademés, este teorema implica una forma de construir dicho atractor.

Teorema 1.6.1 (Teorema del punto fijo para espacios métricos completos). Sean (X, d)
un espacio métrico completo, y f : X — X una contraccion en (X,d). Entonces, f

tiene un unico punto fijo p. Ademds,

V oz e X, setiene que lim fo"(x) = p.

n—oo

La demostracion esta en |3, Teorema 2.8.1].
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Capitulo 2

GENESIS

“No comprenderéis como se ha llegado a donde hemos llegado
st prescindis del trabajo a través del tiempo.” -Pierre Ruche-

(E1 teorema del loro, Denis Guedj)

Conocer la historia de algo, nos ayuda a comprender su esencia y a darle un justo valor.
Por ello, este capitulo consta del anélisis del articulo “Sur une courbe dont tout point
est un point de ramification”, del matemético polaco Wactaw Sierpinski, referenciado
€Omo [1]* Su trabajo, publicado por primera vez en la segunda década del siglo pasado,
se puede considerar como el descubrimiento oficial de la figura que es centro de interés

en esta monografia.

2.1. Algunos conceptos preliminares

En la geometria euclidiana, un tridngulo es la uniéon de tres segmentos determinados
por tres puntos no colineales. La definicion que Sierpinski utilizé en su articulo inclufa,
ademas, la region interior o delimitada por sus lados. Por esa razéon y por comodidad
(escribir “triingulo” en lugar de “interior de region triangular”, por ejemplo, resulta mas
comodo, incluso de leer), en este capitulo, y en el resto de este escrito, se manejara la

segunda connotacién, o sea, el concepto modificado que us6 Sierpinski.

* ., ~ , . . z
Esta es una traduccion al francés; el articulo original esta en polaco.
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El objetivo del trabajo de Sierpiniski fue dar un ejemplo de una curva que fuera a la vez
cantoriana y jordaniana, y en la que cada punto fuera un punto de ramificacion. Estos

conceptos se definen a continuacioén.

Definicién 2.1.1. Una curva cantoriana es un conjunto en el plano, cerrado, conexo,

que consta de mas de un punto, y en el cual cada punto es un punto frontera.

Definicién 2.1.2. Una curva jordaniana es cualquier imagen univoca y continua de

un segmento (finito) de la recta.

A modo de referencia se exponen, rapidamente, otras definiciones de curva de Jordan
(o curva jordaniana, como se tradujo del articulo). En [4], Apostol establece que un
camino en el plano es una funciéon 7 continua definida en un intervalo compacto [a, b]
de R y con valores en R?. A la imagen de [a,b] por 7 la llama curva descrita por 7. Si
v(a) # v(b), a la curva la llama arco. Si vy es uno a uno en [a,b], a la curva la llama
arco simple o arco de Jordan. Si y(a) = v(b), a la curva la llama curva cerrada. Si
~v(a) = v(b) y si v es uno a uno en [a,b), a la curva la llama curva cerrada simple o
curva de Jordan. En [§], Falconer define una curva de Jordan como la imagen de un
intervalo [a, b] bajo una biyeccion continua f : [a,b] — R™. Como se puede evidenciar,
el concepto de curva de Jordan, varia de un autor a otro. De ahi la importancia de las

definiciones en un trabajo de este tipo y, en general, en matematicas.

Continuando con el hilo de este capitulo, presentamos la definicién del concepto que es

parte del titulo del articulo [1].

Definicién 2.1.3. Un punto de ramificacién de un continuo es un punto p del
continuo tal que existen tres subcontinuos que tienen dos a dos al punto p, y so6lo a él,

en comun.

La nocién de continuo se definié en el capitulo anterior (Definicién 1.4.3). Un subconti-
nuo, como su nombre lo hace suponer, es un subconjunto de un continuo que también es
un continuo. Cabe aclarar que si se estd hablando de un continuo y de un subcontinuo,
sin dar especificaciones, se asume, naturalmente, que el subcontinuo es subconjunto

precisamente de ese continuo.

28



2.2. La construccion original de W. Sierpinski

En este punto comienza una de las dos construcciones importantes que hace Sierpinski
en su articulo, en cumplimiento del objetivo que plante6. Quizas, la notaciéon que uti-
liza en ambas parezca un poco complicada, pero es rigurosa, dejando fuera de lugar a
ambigiiedades, como debe ser.

Como se verd en el tercer capitulo, esta construccion es la misma que se hace en la De-

finicion 3.3.1 (El triangulo de Sierpinski), salvo la notacion y la descripcion del proceso.

Sea T un tridngulo equilatero con vértices A, B y C (ver Figura 2.17", a). Uniendo los
puntos medios de sus lados, el triangulo T se divide en cuatro tridngulos equilateros méas
pequenos. Sean Ty, T; y T los que contienen los vértices A, B y C', respectivamente, y
son paralelos a T. Sea U el tridngulo restante. Eliminamos el interior de U. Los vértices
de los triangulos Ty, T1 y Ts se designan, respectivamente: los de la izquierda, Ay, Ay
y As; los de arriba, By, By y Ba; y los de la derecha, Cy, Cy y Cy (ver Figura 2.1, b).
Procedemos con Ty, T; y T2 como lo hicimos con T. Tendremos 9 tridngulos paralelos
a T que designaremos por Ty, y,,con A; € {0,1,2} y As € {0,1,2}; y a sus vértices por
Axiags Baxo ¥ Cipn,- Los tres tridngulos paralelos a U seran Uy, U; y U, y suprimimos
sus interiores (ver Figura 2.1, c¢).

En general, para el tridngulo Ty, ,..),, sus vértices son: izquierda, Ay, »,. ,; arriba,
By, x,..0,; v derecha, Cy, 5, »,; donde cada uno de los n indices toma los valores 0,1 o 2.
Sometiéndolo a la misma operacion que al tridngulo T, obtendremos tres nuevos trian-
gulos, Txne. 20s Taideodnl ¥ Tagrs..an2, conteniendo los vértices Ay a,.a.s Bajrs.n, ¥

Chixe.. ), Tespectivamente, y paralelos al tridngulo Ty,»,..a,; ¥ un cuarto triangulo,

n?

Ui x,..\,» €1 posicion invertida y del que se elimina su interior.

Sea T el conjunto de todos los puntos del tridngulo T que no pertenecen al interior de

HngUHO de los triéngulos U, U(], Ul, UQ, U(]O, U()l, UOQ, Ul(], ey U>\1>\2...)\n7 Ce

A continuacion, dos propiedades interesantes de T

Afirmacién 2.2.1. La medida de la superficie del conjunto T es nula y su perimetro

es infinito.

*Tomada de [1].
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Figura 2.1: Construccién geométrica del conjunto 7.

2

Fuente: [1].

22

Demostracion. El perimetro de T es la suma del perimetro del triangulo T més el
con \; =0,1,2e:=1,2,...,n. En lafigura 2.2

se dan los perimetros de las figuras que intervienen en la construccion de T, para lo

perimetro de cada tridngulo Ty, a,..x

n?

cual asumimos, sin pérdida de generalidad, que el lado del tridngulo inicial mide 1.

3 /3)\° 3\" “73)
Para la otra parte, probaremos que la suma de las areas de los tridngulos U, Uy, Uy, Us,

Uoo, Uo1, Uoz, Uio, - .., Uxixgs.n,s - - - €s igual al area del tridngulo T; con eso se demuestra

que la medida de la superficie de T es nula.

El area de Ues 7 del area de T. El area de U,, es 1 del area de T. El area de U, es
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Figura 2.2: Perimetro de cada término de la sucesion (L,,).

Fuente: |2].

& del 4rea de T. En general, el area de Uy, ,. .\, €s M% del area de T.
Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que el drea de T es 1. De este modo, la

suma de las areas de U7 Uo, Ul, UQ, U(]O, U01, U(]Q, U107 cey U>\1>\2...>\n7 ..., €8

o= L (D) ro( L) e (D) e (L)
4 16 64 4n gntt )

)o@ () o ()

00 ) a
Como |r| <1= > ar' = ——, tenemos
i=0 1—r

o0

S B o

Proposiciéon 2.2.1. T es compacto.

Demostracion. Es claro que T esté acotado (y, por ende, T también) y es facil verifi-
car que el tridAngulo T y cada tridngulo Ty x,. .,,V 7 € N, son conjuntos cerrados. Por
Proposicion 1.3.8, se tiene que V n € N, (I Ta,n.n,), con A; variando en {0, 1,2},
es un conjunto cerrado. Por definicion, T es la interseccion de todos los conjuntos
(U Tanenn)- Ademas, (U Taraerunnss) € (U Tanenn) s ¥V n € No Luego, por el Teo-
rema del encaje de Cantor (Proposicion 1.3.9), T es cerrado. Finalmente, en virtud de

la Proposicion 1.4.2, T es compacto.
|
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Proposicién 2.2.2. T es un conjunto conexo.

Demostracion. Aplicando las Proposiciones 1.3.4 y 1.4.3, se tiene el resultado.
|

Proposicion 2.2.3. Todos los puntos del conjunto T son puntos frontera.

Demostracion. Sean e >0y x € T. Entonces, 3 M € N tal que 1/2M < ¢ y existen
Br, Bas .., Bu en {0,1,2} tales que = pertenece al tridngulo Tg, s, p,,. De ahi que
75,88y C Bay(x,€). Luego, el interior del tridangulo Ug, g, s,,, que no esta contenido

en T, esta contenido en By, (x,¢).

[ |
Teorema 2.2.1. T es una curva cantoriana.
Demostracion. Es claro que T esta en el plano y que tiene mas de un punto.
Por eso y por las proposiciones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3, se concluye lo que se queria.

[

2.3. El conjunto 7 como una curva jordaniana

La segunda construccion de Sierpiniski toma como base a la primera y es como sigue:

Sea L la base AC del triangulo T. Sean Sy y S; los extremos izquierdo y derecho,
respectivamente, de L (ver Figura 2.3, a).

Sean S; = Sy y S; = S;. Sea S el tercer vértice del triangulo Ty, con A\; = 0,1 o
2, cuyos otros dos vértices son Sy y el punto medio del segmento SpS;. Y sea S, el
tercer vértice del tridngulo T,, cuyos otros dos vértices son S; y el punto medio del
segmento SoS;. L' se define como la linea quebrada (curva compuesta exclusivamente
de segmentos de recta) S;5/S,S;, que contiene exactamente un lado de cada triangulo
Ty, con Ay = 0,1y 2 (ver Figura 2.3, b).

Los siguientes cuatro pasos (L, L" L™ y L®)) no se describen con palabras, pero si

estan representados en la Figura 2.3, (¢) - (f).

KoKk

Tomada de [1].
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Figura 2.3: Construccion geométrica del conjunto R.

T gl @
SO S'I 881

Fuente: [1].
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En general, si L™ es la linea quebrada de vértices 5((]"), Sﬁ”), 55"), cee ngl), que contiene
exactamente uno de los lados de cada uno de los 3" tridngulos Ty, x,. a,, entonces la
linea quebrada L™+ se formara sustituyendo el segmento Sz(f)l 51('”): cont=1,2,...,3",

de L™ por la linea quebrada S{70 si ) st glnt D) “eoy g0t — glm) -y glnt )
st ngle) es el tercer vértice del triangulo Ty, x, a..:,
s v el punto medio del segmento S} S y UV es el tercer vértice del tridngulo

Tairsdnsas Cuyos otros dos vértices son 51('”) y el punto medio del segmento 5§ﬁ)15§">.
L) = gimgm g Sg(,Z)S?(’ZLl) contiene exactamente un lado de cada uno de los

3"+ triangulos Ty, a,..\

cuyos otros dos vértices son

wia- Al “final” de este proceso obtendremos una curva que, como

veremos mas adelante, llamaremos 9R.

Consideremos ahora el punto A como el origen de coordenadas cartesianas, la direccion
AC como el eje positivo z y el segmento AC como la unidad de longitud. La ecuacion

de la linea L™ se puede escribir de la forma

r=@p(t), y=1,(t), con 0<t <1,

de manera que los valores 0, 3%, 3%, ..., 1 de t tengan correspondencia con los puntos

S(()"), S%"), Sé"), . ,Séff) de L™ respectivamente, y que las funciones ¢,, y ¥, sean lineales

en cada intervalo [“:,)_—nl, 3%], coni=1,2... 3"

Considere dos lineas quebradas consecutivas, L™ y L+ v sus respectivas ecuaciones,
con 0<t<1:

T = Qon(t>7 Y= wn(t)v Y Tr = (pn—i-l(t)? Y= djn—i-l(t)‘

Para un i = 1,2,...,3" " 3", fijo, la parte de la linea L™ en 23_—”1 <t < 3% es el

lado de uno de los tridngulos Ty, .., digamos del tridngulo T,,q4,. «,, Para algunos

n?

1,09, ..., 0, en {0,1,2}; mientras que la parte de la linea L™+ en Zg_—nl <t< 3%,
es la linea quebrada S0 S0 gD gl “contenida en el triangulo Ty, .. ., CUYOS
lados, como se puede mostrar facilmente por induccién, miden 2% Entonces, se tiene
que para todo punto ¢ del intervalo [’;Ll, %],
1 1
[onlt) = unr @] < 50 9 [0t = duna(0)] < 5 21)

Los puntos (a(t), (D)), ¥, (@1 (£), s (1)) pertenecen al mismo triangulo Toyay..a,.

Cabe anotar que en el articulo de Sierpinski, el valor del lado derecho de estas desigual-

3%, en lugar de 2% Quizas no sea incorrecto, pero no logramos llegar a esa

deduccion. De todas formas, lo que importa en este caso, como se vera luego, es que

dades es
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este valor esté determinado y se haga tan pequeno como se quiera, como efectivamente

1
sucede con 5 -

Como las ecuaciones (2.1) son validas en cada uno de los intervalos [0, 3%} , [%, 3%} e
[37;’—;1, 1], lo son para todo t en el intervalo [0, 1]. Ademas, lo son para cada nimero na-

tural n. Luego, para todo n y k naturales,

‘(Pn(t> - 90n+k(t)| < ‘(Pn(t> - 90n+1(t)| + |90n+1(t) - 90n+2(t)|
+ oo enrr—1(8) — @nar(?)]

< 1 1 1
< %+2n+1—|— +2n+k—1
1 14 1 P 1
oo 2 2k~1
k—1 0
1 1 1 1
= 3l < wiy
=0 i=0
1 1 1 1
p— _— pu— _— 2 pu—
2n (1—%) 2”( ) 2n—1
Por lo tanto,
[onlt) = enen(t)] < 3 22)
Similarmente,
1
[Un(t) = Ynin ()] < 5o (2.3)

Ambas ecuaciones son validas para todo punto t del intervalo [0, 1].

Afirmacion 2.3.1. Las sucesiones de funciones (¢,) y () convergen uniformemente
en [0,1].

Demostracion. Sea £ > 0. Entonces 4 N € N tal que
(2.2), se tiene, V k € Ny V¢t € [0,1], que

N1 < e. Por la desigualdad

1
|90N(t) - @N—l—k(t)‘ < W < €.
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Sean m1, ms € N tales que my, mg > N. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

ms > my. Luego,

1
[, (1) = s ()] < 5y -

1

Como my > N, es cierto que 1 < SN < e. Por lo tanto,

|my (8) — omy ()] <&, ViEe[0,1].
Se satisface, asi, la condicion de Cauchy (Proposicion 1.2.5). Se concluye que (p,) v,

analogamente, (¢,,) convergen uniformemente en [0, 1].

|
Afirmacién 2.3.2. Las funciones limite
o(t) = lim p,(t), y, Y()= lm ,(t)
n—oo n—oo

son continuas en [0, 1].

Demostracion. ¥V n € N, las funciones ¢, y 1, son, por definicion, continuas en [0, 1].

Luego, por Proposicion 1.2.4, se tiene el resultado.
|

Teorema 2.3.1. La curva R, definida por las ecuaciones
z=o(t), y=1¢@), con0<t<l1,

es una curva jordanianda.

Demostracton. SR es el conjunto de puntos en el plano {(¢(t),v(t)) | t € [0,1]}. Como
@ y 1 son continuas en [0, 1], la funcion G : [0, 1] — R, tal que G(t) = (p(t), (1)), es
continua, por Proposicion 1.2.6. Luego, R = G([0, 1]), o sea, es una imagen univoca y

continua de [0, 1].
n

Veamos, a continuacion, que 7T y R resultan ser el mismo conjunto.

Teorema 2.3.2. El conjunto T y la curva R son iguales.

36



Demostracion. Sea x € R. Entonces, x = (p(t),¥(t)) = (lim ¢, (t), lim ¥,(t)) =
lim (pn(t),¥n(t)), para algan t € [0,1]. V n € N, (gon(t),q/zn&Y)ooE T, p?lzgocualquier
gegorilento de la linea quebrada L™ es un lado de un triangulo Ty a,..x,, ¥ POr ende,
todos los puntos de esta linea son puntos del conjunto T. Asi, x € T. Como T es

cerrado (Proposicion 2.2.1), se concluye que x € T.

Por otra parte, para todo n en los naturales, la linea quebrada L™, como ya se dijo,
contiene exactamente un lado de cada uno de los 3" tridngulos Ty,»,..r,. Las lineas
L+ p+2) [(n43) - por construccion, y DR, por ser la curva limite de la sucesion
de lineas quebradas (L), estan totalmente contenidas en la unién de estos triangulos
y cada uno de ellos contiene puntos de cada una de estas lineas. Sea p € T. Entonces
existe un punto de R que estda a una distancia de p menor que 1/2". Luego, p es un
punto de acumulacion de 9R. Veamos que p = (a,b), para algunos a, b en R, pertenece
a ‘R

p = (a,b) € M. Entonces, existe una sucesion {(¢(t), ¥ (ty))) de puntos de | — {p}
tal que lim (p(tm), ¥ (tm)) = (a,b). De ahi que

m—s00

lim ¢(t,) =a, y, lm ¢(t,) =0.
m—->00

m—r0o0

(t;m) es una sucesion en [0, 1], que es compacto. Luego, existe (ty,, ), subsucesion de (t,,),
tal que (tg,,) — ¢ € [0,1]. Como ¢ y ¥ son continuas, se tiene, por Proposicion 1.2.3,
que

m o(ty,) =¢(), y, Hm ¢(t,) =v(c).

m—ro0 m—r0o0

Por Proposiciéon 1.2.1,
elc)=a, y, P(c) =0

Por lo tanto,

p = (a,0) = (p(c), ¥(c)) € R.
|

Que T y R sean la misma cosa no solo sirve para mostrar una curva que es cantoriana
y jordaniana simultaneamente, también implica dos maneras de obtener el tridngulo de
Sierpinski, que atn no se ha definido, pero se hara en el capitulo 3. Ademés, dado que
T es en realidad una curva, varios autores no lo llaman triangulo de Sierpinski, sino

méas exactamente, “curva triangular de Sierpinski”.
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2.4. Puntos de ramificacion

Afirmacién 2.4.1. Hay infinitos puntos del conjunto T que no son vértice de ningin

tridngulo Ty x,. ., para todo n en los naturales.

s
Demostracion. Por construccion, V n € N, un vértice de cualquier triangulo

Txi 2o Anrns, €8 un vértice o el punto medio de alguno de los lados de uno de los tridn-
gulos Ty,x,..r,. Entonces, en la base AC' del tridngulo 7', que pertence a T, aparte
de los extremos, los puntos que son vértice son exactamente los puntos medios de las
bases de los tridangulos Ty, »,..n, que estan contenidas en AC. Sea V el conjunto de
estos puntos. Haciendo corresponder a AC' con el intervalo [0, 1], se tendria que V' C Q.
Como Q es un conjunto numerable y [0, 1] es no numerable, se tiene que en AC' hay
infinitos puntos que no estan en V. Analogamente, se puede afirmar que en cada lado

de cualquier tridngulo Ty, ,. ,, hay infinitos puntos que no son vértice.
[ |

Sea ahora p un punto arbitrario del conjunto 7= que no es un vértice de T, ni de ningin
triangulo Ty,a,. n,, Paran = 1,2,.... Es facil ver que existe una sucesion de indices
determinada por el punto p, (a,), que toma valores en {0, 1,2}, y tal que el punto p

pertenece a cada uno de los tridngulos Tq,, Taiass Tayasass - - -

Consideremos la sucesion de vértices (Aq,, Aayass Aayasass - - - ) (recordar que los A; son
los vértices inferiores izquierdos de los triangulos Ty,»,..»,) v designemos por P el
conjunto que consta de p y de todos los puntos de los segmentos Ag, a,...a; Aaias...a51, CON
i=1,2,... Algunos de estos segmentos podrian ser solo un punto (cuando los vértices

Adras..a; ¥ Aaras..ary, coinciden). Sin embargo, hay muchos que no lo son.

Afirmacion 2.4.2. Hay infinitos segmentos Ag ay..a; Aaras..ai; qUE no se reducen a un

solo punto.

Demostracion. Supongamos que hay exactamente un ntmero finito de segmentos
que tienen més de un punto (o sea, infinitos puntos). Esto es, 3 k£ € N tal que
Vi>k, Asas.a; = Aaras..as,- Entonces, el punto Ag g,. .4, €s un punto comin de los
triangulos Tu,, Tayass Tayagass - - - Supongamos ahora que 3 p’ # p tal que p’ es un punto
comun de los tridngulos Ty, Tuyay, Tajagass - - - De ahi que el segmento pp’ esta contenido
en cada uno de estos triangulos, pues si dos puntos pertenecen al mismo triangulo, el seg-

mento que los une también. Sea b la distancia de p a p’ y sea M € N tal que la medida de
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/
los lados de Ty a5a5...a,, € menor que b. Entonces, p’ & Tu amas...an Tarasas..anranssrs - - -
Luego, p’ no es un punto comun de los triangulos T,,, Ta,ays Tajagass - - -- Asi, se tiene
que p es el tnico punto comiun de estos tridngulos. Lo que implica que Ay 4, 4, = D-
Pero p no es vértice ni de ningun tridngulo Ty, x,.x, ¥ Aaas..ap SI 10 €s. Se presenta
una contradiccion. Por lo tanto, la suposicion inicial es incorrecta y esto completa la

prueba.
|

Proposicién 2.4.1. El conjunto P es un subcontinuo de T.

Demostracion. Veamos que P es cerrado:
Supongamos que P no es cerrado. Entonces, 3 ¢ € P = P U P’ tal que q ¢ P. Luego,

g€ P'. VneN,el conjunto P se puede ver como

Pn = AalAalag ce Aalag...an
Qn =P - P,

P=P,UQ,, con:

P,, para n = 6, se ilustra aqui:

Figura 2.4: P,, para n = 6.

BN

(a) (b)

P, es, claramente, cerrado. Por la Proposicion 1.3.1, el punto ¢ es un punto de acu-
mulacion del conjunto @, que esta contenido en el tridngulo T, 4,. 4,. Por el mismo
resultado, ¢ pertenece al derivado de este tridngulo. Como cualquier tridngulo (incluya
o no incluya su interior) es cerrado, ¢ € Ty ay..4, VY, COMO esto se cumple para todo n
natural, tenemos que ¢ € T, Tayas, Tajasas, - -- De ahi que ¢ = p. Esto es una contra-
diccion, pues g ¢ P. Por lo tanto, P es cerrado.

Por otro lado, es claro que P esta acotado. Asi, por la Proposicion 1.4.2, P es compacto.
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Ahora veamos que P es conexo (la justificacion de casi todas estas afirmaciones, es la
proposicion 1.3.3):
Todos los segmentos Ay a,. 0, Aa as...a;, SO0 conexos. También lo es el conjunto E =

U Asias..aonAaras.anss- ¥V >0, 3m € N tal que 57 < £. Luego, Agay..a, € Ba(p,€)

n=1

y, asi, p € E. Entonces, como P = {p} U E, se tiene que E C P C E. Por lo tanto, P

es conexo, que era lo que se queria probar.

Por 1ltimo, como cada Ag,4,..q, Aayas...a,, €5 un vértice o un lado del tridngulo Ty, 4,...q,0,

P={p}U U Aduias..anAa1as...an,, €S subconjunto de T

n=1

Entonces, P es un espacio métrico compacto y conexo, y ademas es subconjunto de 7.
|

De manera analoga, para el mismo punto p y partiendo de las sucesiones

(Bal ? Bal¢127 Bal¢12¢137 tt )7 YJ (CUJ? C’0410427 Ca1a2a37 e )7

se obtienen otros subcontinuos de T, digamos ) y R, respectivamente.

Teorema 2.4.1. Todo punto de T, excepto los vértices A, B y C del tridngulo T, es

punto de ramificacion.

Demostraciéon. Supongamos que, por ejemplo, P y @ tienen, ademas de p, a p’ co-
mo punto comun. De la definicion del conjunto P, se tiene que el punto p’, que es
diferente a p, serda necesariamente punto inicial o interior de uno de los segmentos
Aalaz...aiA

punto final de un segmento, seria punto inicial del siguiente). Asimismo, para un j,

con i =1,2,...; digamos del segmento A, 4, 4, A (si fuera

a1a2...0441) a102...0541

el punto p’, como también pertenece a (), serd punto inicial o interior del segmento
Bayay...aj Bayas...ajis - Se ve, al considerar por separado los tres casos axy; = 0,a511 = 1
Y ar1 = 2, que si k = 7, los segmentos Ag,ay..a, Aaras...arrs Y Baras...a; Baras..aj, 1O ten-
drian puntos comunes. Luego, k # j. Digamos que k < j (no se pierde generalidad). En-

: mien-

tonces, el segmento By, ay..q; Bajas...a;,, estaria situado en el triangulo T4, a,.. 051

tras que todos los puntos del segmento Aalaz___akAalaz___akH, salvo el punto Agay..ap 1
estarian fuera de este tridangulo. Asi, el punto p’ no puede ser punto inicial o punto in-
terior de los segmentos Aalaz,,,a,cAalaz,,,ak+1 Y Bajay...a; Barag..a;, Simulténeamente. Esto
es una contradiccion. Por lo tanto, los continuos P y () no tienen mas puntos en comin

que el punto p.
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Figura 2.5: Aproximacién visual de los subcontinuos P,Q y R.

Bi102=B1021

Bi10212

A1=A10 Ai02 C10=C102 &

(b)

Por un razonamiento andlogo, se demuestra también para los continuos Py R, asi como
para los continuos ) y R. Entonces, los subcontinuos P, () y R de la curva T tienen,

dos a dos, solo a p como punto comun. Luego p es un punto de ramificacion.

Todo punto de la curva T que no es vértice de ningan tridngulo 7}, ,.. .\, €S, como se

acaba de mostrar, un punto de ramificaciéon de esta curva. En cuanto a los vértices de
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estos triangulos, en cada uno de ellos (excepto los que son vértices del triangulo T),
se intersecan cuatro segmentos diferentes situados sobre 7. En consecuencia, todos los

puntos de esta curva, excepto los puntos A, B y C, son puntos de ramificacion.
|

En resumen, para cada punto v de T que es vértice (excepto los vétices del triangulo
inicial T), hay cuatro subcontinuos que tienen dos a dos solo a v como punto comun.
Por otra parte, para cada punto de T que no es vértice, hay tres subcontinuos que
cumplen la misma condicién. Uno podria preguntarse: ;hay mas o esas cantidades son

maximas?

Para tener una curva cuyos puntos, sin excepcién, sean puntos de ramificacién, basta
dividir un hexagono regular en seis tridangulos equilateros (uniendo sus vértices a su
centro) e incluir la curva T en cada uno de ellos. La union de estas seis figuras es la

curva en cuestion.

También, para “arreglar el problema” de los tres Gnicos puntos de la curva T que no
son puntos de ramificacion, podrian “pegarse” esos puntos de tal manera que la figura,
aunque deformada, siga siendo planar. Una aproximacion visual de T, (Seccion 2.2),
con los vértices A, B y C siendo un mismo punto, se muestra en la Figura 2.6. No
es el resultado de ningin experimento (como la ejecucion de un programa grafico);
simplemente es consecuencia de la imaginacion, apoyada en el sentido comin. ;La curva

obtenida de esta manera seguiria siendo cantoriana y jordaniana?

Figura 2.6: A, B, C' identificados.
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Finaliza este capitulo con un comentario que Sierpinski hace en la parte final de su
articulo. Hay puntos de la curva R que se llaman puntos doble porque la curva pasa
exactamente dos veces por cada uno de ellos. Esto significa que la funcion G, definida
en la demostracion del Terorema 2.3.1, no es inyectiva. Los otros puntos de esta curva

son simples, es decir, ella pasa una sola vez por cada uno de ellos.
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Capitulo 3

PLATO FUERTE

“Cuanto mds sé, mds descubro, mds inmenso e

U

inexplorado me parece el terreno que se abre ante mi.’

FEvariste Galois

Iniciamos este capitulo describiendo un método actualmente muy utilizado para cons-
truir conjuntos de tipo fractal; esto es, mediante la llamada teoria de los sistemas
iterados de funciones. Por supuesto que la aplicaremos para obtener el tridngulo de
Sierpinski, S. Luego, usando la codificacién proporcionada por la funcion de direccio-
namiento (Definicion 3.2.1), caracterizamos ciertos puntos de S (Teorema 3.3.3), lo cual

permite deducir una propiedad, en cierta forma inesperada, de nuestro conjunto S.

3.1. Sistemas iterados de funciones

Definicién 3.1.1. Un sistema iterado de funciones (SIF) es una estructura de
la forma {(X,d); fi1, fo, ...fn}, en la que (X, d) es un espacio métrico completo, y cada
fi: X — X, coni=1,2, .., N, es una contraccion en (X,d).

Lema 3.1.1. Sean un espacio métrico (X,d), y fi, f, ..., fny contracciones en (X, d).
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Entonces,

F: H(X) — H(X)
K s F(K):=

C=

I
—_

fi(K)
es una contraccion en (H(X), h).
Teorema 3.1.1. Sean {(X,d); fi1, fo,...fn} un SIF, y F definida en Lema 3.1.1 corres-
pondiente al SIF. Entonces,
N
existe un unico A € H(X) tal que F(A) = U fi(A) = A.
i=1

Ademas,
V K € H(X), se tiene que lim F°"(K) = A.

n—o0

El conjunto A se llama el atractor del SIF y es independiente del compacto inicial que

se escoja.

La demostracion de este teorema es consecuencia inmediata de la aplicacion del Teorema
del punto fijo (Teorema 1.6.1), teniendo en cuenta que (H(X), h) es un espacio métrico
completo (Teorema 1.5.1) y que F': H(X) — H(X) es una contraccion (Lema 3.1.1).

Definicién 3.1.2. Diremos que un conjunto A es autosemejante, si es el atractor de
un SIF.

Proposiciéon 3.1.1. Sean m € N, m > 2,
Yio={1,2,....m}, y YN:={x=uz2025... |2, €, ViecN}

Entonces,

es una métrica sobre SV,

La demostracion esta en |3, pag. 29|
El espacio de los cédigos, correspondiente a m, es el espacio métrico (XN, deeq).

Los elementos de ¥ se llaman cédigos, 6 palabras semi-infinitas.

Definicién 3.1.3. Sea un SIF {(X,d); f1, fe, ...fn}. Su espacio de c6digos asociado
es el espacio métrico (XN, desq), con ¥ = {1,2,..., N}.
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3.2. La funciéon de direccionamiento

Teorema 3.2.1. Sean {(X,d);wi,wy, ..., wx} un SIF, ¥V su espacio de cddigos aso-
citado, y A su atractor.

Para cada o = oo --- € XN, yx € X, sea

o(a) = lim w,, 0Wa, 0+ 0 Wy, (7).
n—oo

Entonces, ¢(a) siempre existe, pertenece a A, es independiente de x, y la funcidn
p: XN 4
a — p(a),

es continua y sobreyectiva.

La demostracion esta en [3, Teorema 4.3.5]

Definicion 3.2.1. Sean {(X,d);w;, ws,...,wy} un SIF, XN su espacio de codigos
asociado, A su atractor, ¢ : ¥ — A la funcion definida en el Teorema 3.2.1, y a € A.

Una direccién de a es cualquier elemento del conjunto

v () ={a €T | p(a) = a}.

El conjunto ¢~ '(a) se llama el conjunto de las direcciones de a; y la funcion ¢ la

funcion de direccionamiento del atractor del SIF.

Lema 3.2.1. Sean {(X,d); fi, fo, ..., fn} un SIF, y o : XN — A la correspondiente
funcion de direccionamiento.

Entonces, ¥ a = cqopas--- € XN se cumple que
QO(OélOéQOég Ce ) = fal ((p(OéQOég Ce ))

Demostracién. Por definicion, p(ajasas...) = nh_)rrolo Jar© fan© faz0 -0 fo,(x),VT€E

X. fa, es una contraccion, luego es continua (Proposicion 1.6.1). Asi, lim f,, o fa, ©
n—oo
fa3 -0 fom(x) = .foa(limn—mo .foez o fa3 -0 fan(x)) = fm(%p(%ai’» s )) u

Lema 3.2.2. Sean {(X,d); f1, f2, ..., fn} un SIF cuyas contracciones son inyectivas,
y o : XN — A la correspondiente funcion de direccionamiento.

Entonces, ¥ a = ajasas ..., B=a1Bsfs--- € XN, se tiene:

QO(OqOéQOég .. ) = gp(alﬁgﬁg . ) <~ QO(OéQOég .. ) = gp(ﬁgﬁg Ce )
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Demostracion.

=) plarasas...) = planfefs...) = fal(plazas...)) = fa(@(B205...)), por el
Lema 3.2.1. Como f,, es inyectiva, se concluye que ¢(asas...) = @(f20s...).

<) plagaz...) = @(Befs...) = fa(plazas...)) = fa,(p(B2P5...)). Luego, por el

Lema 3.2.1, se tiene que p(ajaaas...) = p(aifafs...). =

3.3. El triangulo de Sierpinski

Cabe recordar que en esta seccion el significado de triangulo sera el mismo que el utili-
zado en el segundo capitulo, o sea, interior méas frontera (para mayor detalle, remitirse

al preambulo del capitulo 2).

En la siguiente definicion (la principal de este trabajo, probablemente), se usa una
notacion diferente a la de Sierpinski para nombrar a los tridngulos de cada figura de la

sucesion generada; pero la esencia es la misma. La finalidad del cambio es didactica.

Definicion 3.3.1 (El triangulo de Sierpiniski). Sea Sy un triangulo equilatero de lado
1. Eliminando el interior del tridngulo cuyos vértices son los puntos medios de los lados

de Sy, quedan 3 tridngulos, Ti(1), Th(2), ¥y T1(3), de lado % Sea
3
Sl = U Tl(z)
i=1

Eliminando el interior del tridngulo cuyos vértices son los puntos medios de los lados
de Ty;),V i € {1,2,3}, quedan 9 tridngulos, To1y, To(2), .., ¥ Tao), de lado i. Sea

9
SQ = U T2(Z) .
i=1

Eliminando el interior del tridngulo cuyos vértices son los puntos medios de los lados de
Touy),V i€ {1,2,...,9}, quedan 27 triangulos, T3y, T32), ..., ¥ D327, de lado %. Sea

27
Sg = U Tg(,) .
i=1
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El proceso contintia, obteniendo asi una sucesion de conjuntos (Sg, S1, Sa, . . .

en la que

3n
Sn = U Tn(z)7
=1

y el lado de T,,;),V i € {1,2,...,3"}, es 2%

Figura 3.1: Construccion geométrica del triangulo de Sierpinski.

So Sn

Fuente: [2].

S = ﬁ Sy,
n=0

se llama el triAngulo de Sierpinski.

3.3.1. El triangulo de Sierpiniski como el atractor de un SIF

Teorema 3.3.1. Sea el SIF J := {(R? dy); f1, fo, f3}, con
1 V3,

fl(z):%z, fQ(Z):%H%, fg(z):%z%—zjth (i = (0,1)):

Entonces,
El atractor de J es el tridngulo de Sierpiriski.

Demostracion. Sean Sy el triangulo de vértices (0,0), (1,0),y (%, @), y F' correspon-

diente a J, definida en el Lema 3.1.1.
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(i) Calculando las imagenes bajo f1, f2 y f3 de los puntos (0,0), (1,0) y (3, @), y con-
siderando que las funciones fi, f» y f3 son similitudes directas (conservan angulos)”, se
puede aceptar, sin necesidad de mayor rigurosidad (algo més formal implicaria el uso de
induccion matematica), que la sucesion (F°"(Sp)) es la misma sucesion (S,) obtenida
en la Definicion 3.3.1. Esto es, V n € N, se tiene que F°"(Sy) = S,,.

(2i) Es claro que cada S, es no vacio. Ademaés, por Proposicion 1.4.1, cada S,, es com-
pacto, pues, como es facil de verificar, es cerrado y acotado.

(3i) Por construccion de la sucesion, se tiene que
Sp 25128 2-25,2...

(4i) Veamos que (S,) es una sucesion de Cauchy en (H(R?), h):
V n €N, se tiene que

h(Sn, Sns1) = méx{d(Sn, Sns1), d(Snt1, Sn)} = d(Sn, Sns1),
pues d(Sn41,S,) = 0, por Lema 1.5.2.
d(Sy, Sps1) = max {cZ(a, Snt1) | a € Sn} =max {min{d(a,z) | x € Sps1} |a € S} .

Cuando a € S, 41, min{d(a,x) | v € Sp41} =0, pues si x = a, d(a,z) = d(a,a) = 0.
Cuando a &€ S,,+1, significa que esta en uno de los interiores triangulares eliminados de

Sn. a € Ty, para algin k entre 1y 3™ (ver Definicion 3.3.1). Luego, min {d(a, ) | x € Sy41}
es igual a la minima de las distancias del punto a a los puntos de T}, 1(j,), Tht1(ja) ¥

T41(j3), para algunos ji, j y j3 entre 1y 371 tales que

3
U T € Lo

i=1
De esos puntos, claramente el mas cercano a a esta en la frontera del triangulo W, con
W ="T,x — L?’J Trt1(5,)- Y se sabe, de la geometria euclidiana, que el punto del interior
de un trianglﬁé equilatero que esta a mayor distancia de su frontera es su ortocentro, o
sea, el punto donde se cortan las alturas del tridngulo que, también, es su baricentro, o
punto donde se cortan sus medianas; ademas, este punto equidista de sus lados. De ahi

que h(S,, S,;1) es igual a la distancia del ortocentro de W a cualquiera de sus lados.

Haciendo algunos calculos geométricos, se llega a que

V3

h(Sna Sn+1) = ﬂ

“Puede consular sobre este tema en [3, Taller 4]
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h(Sy, Snt+2) < R(Sn, Spt1) + R(Snt1, Spta)-
h(Sn, Spt3) < R(Sh, Snya) + R(Sni2, Snss)
< R(Sp; Snt1) + R(Sni1, Snt2) + h(Sni2, Snia)-
h(Sn, Spta) < R(Sh, Snis) + R(Snis, Snsa)
< h(Sp; Snt1) + R(Shs1, Snt2) + h(Snt2, Snvs) + R(Snt3; Snta).

Asi, sim > n,V m,n € N, se tiene que

h(Srw Sm) < h(Sna Sn—i—l) + h(Sn-l—la Sn+2) R h(Sm—1> Sm)
V3 V3 V3

= + _l_..._l_

12-27 ° 12. 271 12 .2m-1
3 /(1 1 1
BN N S
12 on 2n+1 2m1

Luego, cuando m,n — oo, h(S,,S,,) — 0.

Entonces, por (i), (2i), (3i)y (41), como (R? dy) es completo, y utilizando el Lema 1.5.3,
se deduce que

Jim F() = Jim 5, ()5,

Por Teorema 3.1.1, se concluye que el atractor de J es S.

3.3.2. Otra manera de construir el triAngulo de Sierpiriski

Sea Ly el triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (3, ?), sin su interior (i.e., solo sus lados).
Y sean J definido en Teorema 3.3.1 y F' definida en Lema 3.1.1 correspondiente a J.

La sucesion (L,) = (F°"(Lgp)) se ilustra en la Figura 3.2

Sea L = |J L,.. Observando las sucesiones de conjuntos (S,) y (L), se podria pensar
n=0

que el tridngulo de Sierpinski se puede construir de una manera dual, tomando la unién

de los L,, en lugar de la interseccion de los S,,; esto es, uno puede sentirse inclinado a

asegurar que 8 = L, pero esto no es cierto. Sorprendentemente hay puntos en S (de
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Figura 3.2: La sucesion (L,,).

/N AN Ad

Fuente: |2].

e o o ,

hecho, infinitos puntos) que no estan en L; eso se probara luego. Ahora veamos que el

triangulo de Sierpinski es, en realidad, la clausura de esta union.

Teorema 3.3.2.

s
n=0

Demostracion. Seanr € S y ¢ : ¥V — & la funciéon de direccionamiento corres-
pondiente al SIF J. Entonces, 3 a € XV tal que ¢(a) = r, pues ¢ es sobreyectiva
(Teorema 3.2.1). Luego, por definicion de ¢,

o(a) = m fo, 0 fay 0---0 fa,(z) =r, paratodoz € R% (3.1)
n—oo
Observemos que:
F(Lo) = {fiz)|x€ Lo, y, i €{1,2,3}},
F2(Lo) = {fi,0fi(x) |z € Lo, y, in,i2 €{1,2,3}},

Fon(L()) = {filo...ofin(x)\xeLo, y, il,...,in€{1,2,3}}.

Sean xg € Loy € > 0. Por la ecuacion 3.1, existe N € N tal que si n > N entonces
foy 0.0 fa,(w0) € B(r,€). Asi, Vn > N,

foy ©...0 fa,(x0) € B(r,e) N F°"(Ly) = B(r,e) N L,
n <U Ln> .
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Luego, r € < U Ln).

Para demostrar la otra contenencia, tendremos en cuenta los siguientes hechos (los

conjuntos S, son los mismos de la Definiciéon 3.3.1):

(i) L, C S, para todon=0,1,2,3,...

(i) 925 282---25,2...
(i) Lo C L C Ly C---C L, C

(o]

Sea x € |J L,. De ahi que 3 m € N tal que = € L,,. Por (iii) se tiene que = € L,,
n=0

para todo n > m. Por (i) se tiene que x € S,,, para todo n > m. Y por (ii) se tiene que

o o

xr € S, para todon < m. Asi, z € () S,. Entonces, |J L, € S. Como S es cerrado
n=0 n=0

y puesto que la adherencia de un conjunto es el “menor” cerrado que lo contiene (|3,

Ejercicio 2.9.12]), se concluye que |J L, C S. n
n=0

Sean p = (0,0), ¢ = (1,0) y r = (%, ?) Estos son los puntos fijos de las contracciones

fi, f2 v f3, respectivamente, del SIF J. Veamos:

£1(0,0) = 5(0,0) = (0,0).

£2(1,0) = 5(1,0) + (3,0) = (1,0)

V3 1 v3, 1 V3
FrO=G g r

1 V3 1 V3
577)+ ):(577)-

RS-

Sea L,, el segmento que une py q. Ly v Ly, se definen de manera analoga (Figura 3.3).

Lema 3.3.1. ¢ (X13) = Ly, donde X3 := {a eXN|a;€{1,3},Vie N}.

Demostracion. Sea o = ajag... € Yi3. Como fi (Ly) U f3 (L) = Ly, se tiene,
por Terorema 3.1.1, que L,, es el atractor del SIF {(R? dy); f1, f3}. Esto implica que
V x € R?,

p(a) = nh_g)lofm 0...0 fa, (¥) € Ly,

Luego, ¢ (X13) € Ly
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Figura 3.3: Los segmentos Ly,q, Lg ¥ Ly

Fuente: [2].

Para la otra contenencia, primero demostremos que

V¢ Yy = @) ¢ Ly (3.2)

Es decir, que cada digito del codigo asociado (direccion) de cualquier punto de Ly, es
unicamente 1 o 3. Veamos:

Si v =110s... ¢ ¥q3 es porque existe k € N tal que J; = 2 (asumiremos que k es el
menor entero positivo tal que 9y = 2). De modo que, por Lema 3.2.1,

@ (Ielptr--) = f2 (@ (Tks10k42 .. ) € [2(S).

De ahi que @ (930%41...) & Ly, pues L. N fo(S) = 0.

Veamos que para cualquier punto fuera de L., sus imégenes por f; y f3 tampoco
pertenecen a L,:

Sea u € 8 tal que u ¢ L, y supongamos que fi(u) € L,,. Entonces, fi(u) € fi(Ly)U
f3(Lpr)'

(i) fi(u) € fi(Ly): fi(u) = fi(v), con v € Ly,.. Como f; es inyectiva, se tiene que
u = v. jContradiccion!

(ii) fi(u) € f3(Ly): fi(u) = fs(w), con w € Ly fi(u) € fi(8) v filu) € f3(S).
De ahi que fi(u) € f1(8) N f3(S). Como el Gnico punto que esta en f1(S) N f3(S) es
(3, @), se deduce que fi(u) = ju = (3, %) u es de la forma (u;, us), luego uy = 3 y
Ug = ? Asi, u € L,,. jContradiccion!

Aplicando un razonamiento analogo, se concluye que fs(u) ¢ L,,.

Por tanto,
(%2 (79) = (191792 e ﬂkﬂk—i-l .. ) ¢ Lpr.
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Sea x € L,.. Como ¢ es sobreyectiva, existe a € XV tal que ¢ (o) = . De modo que
¢ (a) € Ly,. Usando la implicacion (3.2), se deduce que o € 313, de donde z = ¢ (a) €

¢ (X13). Asi, se tiene la contenencia que faltaba. u

De manera similar se puede demostrar el siguiente lema:

Lema 3.3.2. (2 (212) = qu y @ (223) = Lqr-

Los dos lemas anteriores permiten escribir el siguiente:

Lema 3.3.3. LO = qu U Lqr U Lpr =@ (212) U (2 (223) U @ (213).

En resumen, para cada punto de L., cada digito que forma su(s) direccion(es) es 2
0 3, y cualquier punto que no pertenezca a L, tiene el digito 1 en alguna parte de
su(s) codigo(s). Analogamente para L, y L,,. También se puede observar que si los
digitos 1,2 y 3 aparecen, simultaneamente, en el(los) codigo(s) asociado(s) de un punto
de 8, entonces el punto no pertenece a Ly. Ademas, las direcciones de p,q y r son
1111...,2222... y 3333..., respectivamente.

Sea ahora xy € L1 — L y supongamos que es como se muestra en la figura.

Figura 3.4: xy.

Xo

Entonces, xyp € fi(p(X23)). Luego, 3 8 € X3 tal que zo = fi1(p(f)). Por Lema 3.2.1,
se tiene que xo = p(1/5), con § € Yos.
Si z( tuviera otro c6digo que inicia también con 1, digamos 14, entonces:

zo = ¢ (18) = ¢ (19).
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Puesto que f; es inyectiva, podemos aplicar el Lema 3.2.2 y escribir:

Es decir, 5y d son codigos del mismo punto. Como € Y3, entonces ¢ (5) € ¢ (Xa3),
luego ¢ (0) € ¢ (Xa3). De ahi que § € Yos.

Razonando de manera similar con xg en los otros dos segmentos, se deduce que un

codigo para xg es de una de estas tres formas:

o = 15, donde 6 S 223
o = 25, donde 6 S 213
a =303, donde § € Yo

Si 2o es uno de los vértices del tridAngulo central, entonces tendria dos codigos, cada
uno de una de las tres formas anteriores (diferentes); mientras que si no lo es, podria
tener uno o dos codigos que son de una de esas tres formas (la misma, en el caso de dos

codigos).

Denotemos por 1353 el conjunto de los codigos de la forma 13, donde S € Yo3; 2313 el
conjunto de codigos de la forma 253, con § € ¥3; y 3X12 el conjunto de codigos de la
forma 33, 5 € 5. Lo que se ha probado es que si un codigo para xq (si no es vértice
del triangulo central) es a = 15 (8 € Yo3), a = 28 (8 € Xy3) 0 a = 38 (B € ¥12), sus

codigos o direcciones necesariamente pertenecen a 13,3, 23313 0 3X19, respectivamente.

Por tanto, podemos concluir que

Ll — Lo =@ (1223) U (2 (2213) U @ (3212) — {0,1, ao, 0,3}.

Los razonamientos anteriores, junto con el Lema 3.3.3, permiten afirmar lo siguiente:

Lema 3.3.4. L1 = (212) U (2 (223) U (2 (213) U (2 (1223) U (%2 (2213) U (2 (3212)

Procediendo inductivamente y con cuidado se concluye que si zy € L, entonces los

codigos de xg son de la forma:
a= Q. ..o,0, (3.3)
donde 56212U223U213 Yy Q1,Q9,...,0, € {1,2,3}
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Figura 3.5: L — Ly.

Fuente: [2]|, modificada.

Reciprocamente, si un codigo de z es de la forma (3.3), se tendra:

2o = p(a) = plarag ... anfl) = fa, © fa, 0+ 0 fa, (p(F)) € F*"(Lo) = Ly,

Expresandolo en palabras, lo que se ha demostrado es que los puntos de los conjuntos
L,, son aquellos cuyos codigos inician con n cifras que estan en {1,2,3}, y luego sigue
una “cola” en la cual solamente aparecen dos digitos (maximo) que también pertenecen
a{1,2,3}.

o
Acabamos de establecer una caracterizacion de los puntos del conjunto |J L, y la

n=0
podemos formalizar asi:

Teorema 3.3.3. zo € |J L, siy sdlo si existe k € N tal que, los cddigos de xo son de
n=0
la forma

oz:ozlozg...ozkﬁ, donde 5 c 212U223U213, o; € {1,2,3}, 1<i<k. (34)
En esta expresion, el codigo finito ajas ... ay puede ser el “codigo vacio”, es decir sin
cifras. Este es el caso para los puntos de Lj.

El anterior resultado nos permite afirmar que S, el fractal que nos ha ocupado, contiene

puntos que no estan en dicha union. Recordemos la funcion de direccionamiento
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¢ : YN — &. De ahi tenemos que para todo a € ¥V, ¢ (o) € S. Claramente existen
elementos en XN que no son de la forma (3.4). Como ejemplos, entre muchos otros,
estan los siguientes: 123, 112321321 y 333111213111213. Analicemos uno de estos:

90(1—23):JingoflOf2Of3of10"'0f10f20f3(55)7 vz € R?.

Calculemos la composicion f; o fo o f3, que es nuevamente una contraccion (Proposi-

cion 1.6.2):
fiofoo fz(x) = fi fz(%!)ﬁL%*—?i))

11 1 3.\ 1
= h 5(5“1*7")*5)

1 5 V3.
= fl ZI+§+?Z>

1 5 V3,

Sea z ¢ el punto fijo de la contraccién f; o fy o f3. Entonces,

1 ) 3. 5 3.
:Bf:§xf+ﬁ+\1/—gz :>a:f:—+£z.

De modo que

(p(m):nlin;oflof20f30f1O-~'0f10f2of3(xf):%+§i’

Por lo tanto, x5 = % + Y34 es un punto del tridngulo de Sierpinski que no pertenece a

o 14
U Ln.
n=0

Las ultimas dos proposiciones que enunciaremos y demostraremos en seguida, fueron

planteadas en el articulo |2| como ejercicios para el lector.

Proposicion 3.3.1. Sea D = |J F°"({zs}). Entonces, la adherencia de D es el tridn-
n=0

gulo de Sierpiriski.
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Demostracion.

D = FOfa})UF" ({far}) UF2({a}) UL U F({a}) U ...

= Azt U{filay), folwy), fa(zp)} UL Sifilay), ffa(ay), fufs(zy),
fafi(as), fafalap)s o fafalwg)y UL (ap), [72faly), o P UL
= {zf}u{fa1 Ofaz o "'ofak(zf) | o; € {1>2a3}7k € N}

S es cerrado (Proposicion 2.2.1) y claramente D C 8. De ahi que D C S (|3, Ejercicio
2.9.12]).

Por otra parte, D = {y € R? | Ve > 0, B(y,e) N D # 0}. Sea 2 € S. Entonces, existe
mgy € N tal que

frofaor o fuy(S) = fiofao o finy(w(EY)) € B(ze)

(el tridngulo de Sierpifiski es un conjunto autosemejante). Luego, z € D. De esta

manera se tiene la otra contenencia, completando la prueba.

Proposicién 3.3.2.

U Fr{azeh) n | Lo =0

Demostracion. Supongamos que |J F"({zs}) N |J L, # 0. Entonces, existe b €
n=0

n=0
oo

[e.e]
U F"({z¢}) N U Ly. En la demostracion anterior, se mostrd que
n=0 n=0

U F({as}) = {as} Ul far 0 far 00 falag) | as € {1,2,3}, k € N}

Por Teorema 3.3.3, x; = ¢(123) ¢ |J L,. De ahi que b # x;. Por otro lado, existe

n=0

ny € Ntal que b= fo, 0 fo, 00 fa, (v7) = p(aray ..., 123). Asi, b tiene un codigo

de la forma ajas . .. a,, 123 y pertenece a |J L,. Esto contradice el Teorema 3.3.3.
n=0 [ ]
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

Asi finaliza esta monografia, no sin antes, a modo de resumen, listar algunas propiedades
de 8 que fueron demostradas aqui.” El triangulo de Sierpinski cumple lo siguiente:

1. Tiene area nula y su perimetro es infinito.

2. Es un continuo.

3. Todos sus puntos son puntos frontera.

4. Es una imagen continua de [0, 1].

5. Todos sus puntos son puntos de ramificacion (salvo tres).

6. Es el atractor de un SIF.

7. Esigual a |J Ly, pero diferente a |J L.

Se espera, sin &nimo arrogante, haber despertado o avivado la llama de interés del lector
por este campo de las matematicas, tan abierto y atractivo. Ademaés, que haya quedado
en él una sensacion de vacio, no por falta de contenido, sino como efecto del final de

una agradable experiencia.

"Otras propiedades se pueden consultar en |3, Apéndice C| y [10].
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