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RESUMEN

TITULO: ACERCA DE LA CONSTRUCCIÓN DEL TRIÁNGULO DE SIERPIŃSKI*

AUTOR: Alvaro Jesus Campo Romero**

PALABRAS CLAVES: Triángulo de Sierpiński, punto de ramificación, función de direccio-

namiento, atractor de un SIF, espacio métrico, fractal.

DESCRIPCIÓN:

En pocas palabras, este trabajo de grado es, principalmente, el análisis de los artículos: “Sur

une courbe dont tout point est un point de ramification”, [1], y “Acerca del triángulo de Sier-

piński”, [2]. Profundizando más, consta de tres capítulos llamados “Preliminares”, “Génesis”

y “Plato Fuerte”.

Primero, abordamos los conceptos previos con los que el lector debe estar familiarizado para

tener un mejor entendimiento de lo que sigue. Se trata, de una forma concisa y sustanciosa,

sobre espacios métricos, sucesiones, compacidad, conexidad, contracciones, entre otros.

El segundo capítulo, basado en [1], es la presentación del triángulo de Sierpiński visto bajo

la lupa del gran matemático polaco Wacław Sierpiński, o sea, como una curva que es simul-

táneamente “cantoriana”, “jordaniana” y en la que cada uno de sus puntos, salvo tres, es de

ramificación.

Finalmente, en el último capítulo, hacemos un tratamiento moderno del triángulo de Sier-

piński, enmarcados en el artículo [2]. Esto es, mediante las ideas de sistema iterado de

funciones y función de direccionamiento. Para esto, en las dos primeras secciones de este

capítulo, proporcionamos los fundamentos de estos conceptos, y posteriormente demostra-

mos algunos resultados importantes concernientes a nuestro fractal, no sin antes definirlo

formalmente. Además, usando una caracterización a través de códigos de ciertos puntos

del triángulo de Sierpiński, establecemos una propiedad de este fractal que resulta, en cier-

ta forma, contraintuitiva.

*

Tesis.

**

FACULTAD DE CIENCIAS, MATEMÁTICAS.

DIRECTORA Sonia Marleni Sabogal Pedraza.
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ABSTRACT

TITLE: ABOUT THE CONSTRUCTION OF THE SIERPIŃSKI TRIANGLE*

AUTHOR: Alvaro Jesus Campo Romero**

KEY WORDS: Sierpiński triangle, ramification point, addressing function, SIF’s atractor,

metric space, fractal.

DESCRIPTION:

In short, this thesis is primarily an analysis of the articles: “Sur une courbe dont tout point

est un point de ramification”, [1], and “Acerca del triángulo de Sierpiński”, [2]. Going further,

it consists of three chapters called “Preliminares”, ”Génesis” and “Plato Fuerte”.

First, we deal with the previous concepts which the reader should be familiar to have a

better understanding of what follows. It is, in a concise and substantial manner, about metric

spaces, sequences, compactness, connectedness, contractions, among others.

The second chapter, based on [1], is the presentation of the Sierpiński triangle, seen under

the microscope of the great Polish mathematician Wacław Sierpiński, that is, as a curve that

is simultaneously "cantoriana", "jordaniana" and in which each of its points, but three, is a

ramification point.

Finally, in the last chapter, we make a modern treatment of the Sierpiński triangle, framed in

article [2]. That is, by the ideas of iterated function system and addressing function. For this,

in the first two sections, we provide the basis for these concepts, and then demonstrate some

important results concerning our fractal, not before formally defining it. Furthermore, using

a characterization through codes of certain points of the Sierpiński triangle, we establish a

property of this fractal that is, in some way, “counterintuitive”.

*

Thesis.

**

FACULTAD DE CIENCIAS, MATEMÁTICAS.

DIRECTOR Sonia Marleni Sabogal Pedraza.
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INTRODUCCIÓN

Ha
e po
o (2010), murió Benoît Mandelbrot, matemáti
o pola
o 
onsiderado el padre

de los fra
tales y 
ono
ido también por el 
onjunto que lleva su apellido. Pero, ¾por qué

son importantes los fra
tales? Una respuesta 
ontundente es que estos objetos son más

pare
idos a las formas que se presentan en la naturaleza, que las �guras que se estudian

en la geometría eu
lidiana. Además, son visualmente atra
tivos, tienen apli
a
iones en

numerosas ramas de la 
ien
ia e impli
an variados problemas abiertos que ha
en de la

geometría fra
tal, 
ampo de estudio de los fra
tales, una interesante op
ión para los

a�
ionados y estudiosos de las matemáti
as.

Y ¾qué es un fra
tal? Aunque no hay una de�ni
ión matemáti
a universal de este tér-

mino, sí existen dos propiedades fundamentales que lo identi�
an; estas son: la autose-

mejanza y la dimensión extraña. Brevemente intentaremos dar una expli
a
ión de 
ada

una. La autosemejanza se re�ere a que un fra
tal está formado por in�nitas 
opias de sí

mismo, solo que redu
idas y 
olo
adas en diferente posi
ión. Y la segunda, indi
a que

su dimensión de Hausdor� es estri
tamente mayor que su dimensión topológi
a (para

�guras 
omunes, 
omo un segmento o un 
uadrado, estas dimensiones 
oin
iden)

***

.

Se espera, 
on este trabajo, a
er
ar a los estudiantes de Matemáti
as, Li
en
iatura en

Matemáti
as y 
arreras a�nes, a una llamativa rama de estudio, la geometría fra
tal, y

motivarlos a estudiarla 
on más profundidad.

***

Puede 
ono
er más al respe
to en [3, introdu

ión del 
apítulo 1℄.
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Capítulo 1

PRELIMINARES

Como el título indi
a, las de�ni
iones, resultados y ejemplos que se presentan en este 
a-

pítulo, tomados en su mayoría de [3℄ y [5℄, son para pre
isar los 
on
eptos que se usarán

más adelante, en Génesis y Plato Fuerte. Se pro
uró in
luir, entre lo más importante,

lo más posible para tratar de evitar que el le
tor, 
on 
ono
imientos de fundamentos

de matemáti
as, tenga que re
urrir a otras fuentes para lograr un entendimiento más

que bási
o de esta le
tura que, té
ni
amente, 
omienza ahora.

1.1. Espa
ios métri
os

De�ni
ión 1.1.1. Un espa
io métri
o es un par ordenado (X, d), donde X es un


onjunto no va
ío y d : X × X −→ R es una fun
ión que 
umple lo siguiente,

∀ x, y, z ∈ X :

(EM1) d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

(EM2) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z).

d se llama métri
a sobre X .

Ejemplo 1.1.1. Los siguientes pares ordenados son espa
ios métri
os:

(R, du), donde du(x, y) = |x− y|.

12



(Rn, dn), donde dn((x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn)) =

√

n
∑

i=1

(xi − yi)2.

du y dn se llaman la métri
a usual o eu
lidiana sobre R y Rn
, respe
tivamen-

te.

(X, dδ), donde X es un 
onjunto no va
ío, y dδ se de�ne así: ∀ x, y ∈ X ,

dδ(x, y) :=







0 si x = y,

1 si x 6= y.

dδ se llama la métri
a dis
reta.

Cuando se habla de R o Rn
, 
omo espa
io métri
o, pero sin espe
i�
ar la métri
a, se

asume que es la usual. Fre
uentemente, al valor d(x, y) se le llama �distan
ia de x a

y�. En o
asiones, para simpli�
ar el lenguaje, en lugar de ha
er referen
ia al espa
io

métri
o 
omo par ordenado, se nombra solo al 
onjunto; de a
uerdo al 
ontexto, uno

debería entenderlo.

Proposi
ión 1.1.1. Sea (X, d) un espa
io métri
o. Enton
es, ∀ x, y, z ∈ X, se tiene:

(a) d(x, y) ≥ 0.

(b) d(x, y) = d(y, x).

(
) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Demostra
ión. (a) Por (EM1) y (EM2), 0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(x, y) = 2d(x, y).

Enton
es, 0 ≤ 2d(x, y). Luego, d(x, y) ≥ 0.

(b) Por (EM2), d(x, y) ≤ d(x, x) + d(y, x). Pero por (EM1), d(x, x) = 0. De ahí que

d(x, y) ≤ d(y, x). (i)

Análogamente, por (EM2), d(y, x) ≤ d(y, y) + d(x, y). Pero por (EM1), d(y, y) = 0.

Así,

d(y, x) ≤ d(x, y). (ii)

De (i) y (ii), se dedu
e que d(x, y) = d(y, x).

(
) De (EM2) y (b), la prueba es inmediata.

�
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Proposi
ión 1.1.2. Sean (X, d) un espa
io métri
o, y S ⊆ X. Enton
es, (S, d|) es un

espa
io métri
o, donde d| es d restringida a S × S.

La demostra
ión es inmediata, pues si d 
umple (EM1) y (EM2) en X , también los


umple en S ⊆ X .

(S, d|) se llama subespa
io métri
o de (X, d).

Ejemplo 1.1.2. ([0, 1], du|) y ((0, 1], du|) son subespa
ios métri
os de (R, du).

1.2. Su
esiones

De�ni
ión 1.2.1. Una su
esión en un 
onjunto X es una fun
ión x : N −→ X .

El valor de x en n ∈ N es representado por xn, en lugar de x(n); y la fun
ión x, por:

(xn)n∈N, {xn}n∈N, {xn}∞n=1, 〈xn〉, ó, (x1, x2, ...).

Ejemplo 1.2.1. Son su
esiones en R: xn = 1, yn = 1
2n
, zn = n

(n+1)
, donde n ∈ N.

Dado un 
onjunto A, el 
onjunto partes de A, P(A), es la 
ole

ión de todos los

sub
onjuntos de A. Es una su
esión en P(R2):

, , , . . . , , . . .

De�ni
ión 1.2.2. Sean 〈xn〉 una su
esión en X , y k : N −→ N una su
esión tal que

kn+1 > kn, ∀ n ∈ N. Enton
es, 〈(x ◦ k)n〉, representada por 〈xkn〉, es una subsu
esión
de 〈xn〉.

De�ni
ión 1.2.3. Sean (X, d) un espa
io métri
o, y 〈xn〉 una su
esión en X . Se di
e

que 〈xn〉 es 
onvergente en (X, d), si ∃ ℓ ∈ X tal que ∀ ε ∈ R+
, ∃n0 ∈ N tal que

∀ n ≥ n0, 
on n ∈ N, se tiene que d(xn, ℓ) < ε.

En tal 
aso, ℓ se llama � límite de la su
esión�. Esto se representa así:

ĺım
n→∞

xn = ℓ, ó, 〈xn〉 → ℓ,

y se lee � la su
esión 〈xn〉 
onverge a ℓ�.

14



Proposi
ión 1.2.1. Sea 〈xn〉 una su
esión en un espa
io métri
o. Enton
es,

〈xn〉 −→ L ⇔ toda subsu
esión de 〈xn〉 también 
onverge a L.

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 2.2.7℄.

Además de las su
esiones 
onvergentes, nos interesan espe
ialmente otro tipo de su
e-

siones que se presentan a 
ontinua
ión.

De�ni
ión 1.2.4. Sean (X, d) un espa
io métri
o, y 〈xn〉 una su
esión en X . De
imos

que 〈xn〉 es una su
esión de Cau
hy en (X, d), si ∀ ε ∈ R+
, ∃N ∈ N tal que

∀ m,n ≥ N , se tiene que d(xn, xm) < ε.

Veamos qué rela
ión existe entre los 
on
eptos de su
esión 
onvergente y de Cau
hy.

Proposi
ión 1.2.2. Sea (X, d) un espa
io métri
o.

Si 〈sn〉 es una su
esión 
onvergente en (X, d), enton
es es de Cau
hy en (X, d).

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 2.3.3℄.

Ejemplo 1.2.2.

〈

1

n

〉

es 
onvergente en

(

[0, 1], du|
)

.

〈

1

n

〉

no es 
onvergente, pero es de Cau
hy en

(

(0, 1], du|
)

.

Lo que sigue sobre 
onvergen
ia uniforme, que se ne
esitará en el 
apítulo 2, fue tomado

de [4℄. Las de�ni
iones y a�rma
iones que involu
ra este 
on
epto pueden enun
iarse

en un 
ontexto más general, pero para los �nes de este trabajo, es su�
iente no salirse

de R.

De�ni
ión 1.2.5. Sea 〈fn〉 una su
esión de fun
iones de A ⊆ R en R. Para 
ada x ∈ A,

se puede formar la su
esión de números reales 〈fn(x)〉. Sea S el 
onjunto de los x para

los que la segunda su
esión 
onverge. f , de�nida por

f(x) = ĺım
n−→∞

fn(x), ∀ x ∈ S,

es la fun
ión límite de la su
esión 〈fn〉. En tal 
aso, se di
e que 〈fn〉 
onverge
puntualmente a f en S.

15



De�ni
ión 1.2.6. Una su
esión de fun
iones de un 
onjunto S ⊆ R en R, 〈fn〉, 
on-
verge uniformemente a f en S, si ∀ ε > 0, ∃ N ∈ N (que depende solo de ε) tal

que

n > N ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε, ∀ x ∈ S y 
on n ∈ N.

En símbolos: fn −→ f uniformemente en S.

En otras palabras, 
uando la 
onvergen
ia es puntual y el mismo N sirve para todos

los x, se tiene la 
onvergen
ia uniforme.

Ejemplo 1.2.3. Sea fn(x) =
1

nx+1
, 
on x ∈ (0, 1) y n = 1, 2, . . . La su
esión 〈fn〉 
on-

verge puntualmente, pero no 
onverge uniformemente en (0, 1). En 
ambio, la su
esión

〈gn〉, 
on gn(x) = xfn(x), sí 
onverge uniformemente en (0, 1).

Re
ordemos la no
ión de fun
ión 
ontinua (versión espa
ios métri
os).

De�ni
ión 1.2.7. Sean (X, dx), (Y, dy) espa
ios métri
os, y sea una fun
ión f : X −→
Y . Se di
e que f es 
ontinua en p ∈ X , si ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tal que

dx(x, p) < δ ⇒ dy(f(x), f(p)) < ε.

Si f es 
ontinua en todos los puntos de un sub
onjunto A de X , se di
e que f es 
ontinua

en A.

Proposi
ión 1.2.3. Sean (X, dx), (Y, dy) espa
ios métri
os, f : (X, dx) −→ (Y, dy) una

fun
ión, y a ∈ X. f es 
ontinua en a si y sólo si

〈xn〉 −→ a ⇒ 〈f(xn)〉 −→ f(a), ∀ 〈xn〉 su
esión en X.

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 2.6.4℄.

Proposi
ión 1.2.4. Sea 〈fn〉 una su
esión de fun
iones tal que fn −→ f uniformemen-

te en un 
onjunto S. Si 
ada fn es 
ontinua en un punto c de S, enton
es la fun
ión

límite f también es 
ontinua en c.

La demostra
ión está en [4, Teorema 9.2℄.
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Proposi
ión 1.2.5 (Condi
ión de Cau
hy). Sea 〈fn〉 una su
esión de fun
iones de un


onjunto S ⊆ R en R. Enton
es,

Existe una fun
ión f tal que fn −→ f uniformemente en S

⇐⇒

(∀ ε > 0, ∃ N ∈ N tal que n,m > N

=⇒ |fn(x)− fm(x)| < ε, para 
ada x de S).

La demostra
ión está en [4, Teorema 9.3℄.

El siguiente resultado puede en
ontrarse en [6, problema 7F℄.

Proposi
ión 1.2.6. Sean (X, d) un espa
io métri
o, g1, g2 fun
iones de X en R, y

G : X −→ R2
una fun
ión tal que G(x) = (g1(x), g2(x)).

G es 
ontinua ⇐⇒ g1 y g2 son 
ontinuas.

1.3. Conjuntos abiertos y 
errados

En esta se

ión presentaremos varios 
on
eptos y resultados que 
orresponden a lo que

se podría llamar �la topología

*

de espa
ios métri
os�.

De�ni
ión 1.3.1. Sean (X, d) un espa
io métri
o, S ⊆ X , x ∈ X y ε ∈ R+
.

(a) Bd(x, ε) := {y ∈ X | d(x, y) < ε} es una bola 
entrada en x y de radio ε.

(b) x es un punto de a
umula
ión de S si

∀ ε > 0, (Bd(x, ε)− {x}) ∩ S 6= ∅.

El 
onjunto de todos los puntos de a
umula
ión de S se llama el derivado de S

y se denota S ′
.

*

Para un tratamiento formal de esta teoría, puede remitirse a [5℄ o [6℄.

17



(
) x es un punto frontera de S si

∀ ε > 0, (Bd(x, ε) ∩ S) 6= ∅ y (Bd(x, ε) ∩ Sc) 6= ∅.

El 
onjunto de todos los puntos frontera de S se llama la frontera de S y se

denota ∂S, o Fr(S).

Cuando es 
laro 
uál es la métri
a que se está usando, una bola también se puede

representar simplemente por: B(x, ε).

El siguiente resultado está planteado 
omo ejer
i
io en [4, Ejer
i
io 3.12, b y 
℄ y también

se 
umple en el ámbito general de espa
ios métri
os.

Proposi
ión 1.3.1. ∀ S, T ⊆ Rn, (S∪T )′ = S ′∪T ′
, y, si S ⊆ T , enton
es S ′ ⊆ T ′

.

De�ni
ión 1.3.2. Sean (X, d) un espa
io métri
o y S ⊆ X .

S está a
otado, si existen a ∈ X y r ∈ R+
tales que S ⊆ Bd(a, r).

En palabras simples, un 
onjunto está a
otado si se puede �en
errar� en una bola.

De�ni
ión 1.3.3. Sean un espa
io métri
o (X, d), y U ⊆ X .

(a) x ∈ U es un punto interior de U , si existe ε > 0, tal que Bd(x, ε) ⊆ U .

(b) El interior de U , denotado por int(U), es el 
onjunto de todos los puntos interiores

de U .

(
) U es abierto, si todos sus elementos son puntos interiores de U .

En otras palabras, un 
onjunto es abierto, si es igual a su interior.

Proposi
ión 1.3.2. Sea (X, d) un espa
io métri
o.

∀ S ⊆ X, int(S) ⊆ S.

Demostra
ión. Sea S ⊆ X . Si int(S) = ∅, ya está, pues ∅ es sub
onjunto de 
ualquier

onjunto. Si int(S) 6= ∅, sea z ∈ int(S). Enton
es, existe una bola abierta, Bd(z, ε), tal

que Bd(z, ε) ⊆ S. Pero z ∈ Bd(z, ε), pues d(z, z) = 0. Luego, z ∈ S. �
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Así, una manera de demostrar que un 
onjunto es abierto, es probando que el 
onjunto

está 
ontenido en su interior.

A 
ontinua
ión, una de�ni
ión tomada de [4℄ que se usará en el 
apítulo 2.

De�ni
ión 1.3.4. Un espa
io métri
o (X, d) es 
onexo si no existen A y B, sub
on-

juntos abiertos disjuntos no va
íos de X , tales que X = A ∪B.

Si un espa
io métri
o no es 
onexo, se le llama dis
onexo.

Un sub
onjunto S de un espa
io métri
o X se di
e 
onexo si, 
onsiderado 
omo subes-

pa
io métri
o de X , es un espa
io métri
o 
onexo.

En términos intuitivos, se podría de
ir que un 
onjunto es 
onexo si no está �fra

ionado�

o si 
onsta de una sola �pieza�.

La proposi
ión que sigue es un pequeño 
ompendio de resultados sobre 
onexidad ex-

traídos de [4℄ y [6℄.

Proposi
ión 1.3.3. Sea (X, d) un espa
io métri
o.

(a) ∀ p ∈ X, {p} es 
onexo.

(b) Los úni
os sub
onjuntos 
onexos de R son va
ío, los unipuntuales y los intervalos

(
errados, abiertos, semiabiertos e in�nitos).

(
) Sea F una 
ole

ión de sub
onjuntos 
onexos de X tal que

⋂

A∈F
A 6= ∅. Enton
es,

⋃

A∈F
A es 
onexo.

(d) Sea G =
∞
⋃

n=1

Bn tal que 
ada Bn es 
onexo y Bn−1∩Bn 6= ∅, ∀ n > 2. Enton
es

G es 
onexo.

(e) La imagen 
ontinua de un 
onexo es 
onexo.

(f) Si E es un sub
onjunto 
onexo de X y ∃ A ⊆ X tal que E ⊆ A ⊆ E, enton
es

A es 
onexo.

Los in
isos (a), (b) y (
) se presentan en [4, Ejemplo 4 (pág. 104), Ejer
i
io 4.38 y

Teorema 4.39℄, respe
tivamente.
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Las demostra
iones de (d), (e) y (f) se pueden 
onsultar en [6, Teorema 26.7 (
),

Teorema 26.3 y Teorema 26.8℄, respe
tivamente.

De la parte (d) se puede dedu
ir lo siguiente:

Proposi
ión 1.3.4.

A,B 
onexos, A ∩ B 6= ∅ ⇒ A ∪B 
onexo.

De�ni
ión 1.3.5. Sean un espa
io métri
o (X, d), S ⊆ X , y x ∈ X .

(a) x es un punto de adheren
ia de S, si ∃ 〈sn〉 en S tal que 〈sn〉 → x.

(b) El 
onjunto de todos los puntos de adheren
ia de S se nota S y se llama la 
lausura

(o adheren
ia) de S.

Proposi
ión 1.3.5. Sean (X, d) un espa
io métri
o, S ⊆ X, y x ∈ X.

x ∈ S ⇔ ∀ ε > 0, Bd(x, ε) ∩ S 6= ∅.

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 2.3.12℄.

Proposi
ión 1.3.6. Sean (X, d) un espa
io métri
o y S ⊆ X. Enton
es

S ⊆ S, y, S = S ∪ S ′.

Demostra
ión. Sean S ⊆ X , ε > 0, y x ∈ S. Se tiene que x ∈ Bd(x, ε), pues

d(x, x) = 0 < ε. Luego, Bd(x, ε) ∩ S 6= ∅. Por lo tanto, por Proposi
ión 1.3.5, x ∈ S.

La parte restante de la demostra
ión está en [3, Proposi
ión 2.5.18℄.

�

Proposi
ión 1.3.7. Sean (X, d) un espa
io métri
o y A,B ⊆ X.

A ∪ B = A ∪B.

Demostra
ión. Sea z ∈ A ∪ B y supongamos que z /∈ A. Veamos que z ∈ B:

Sea ε > 0. Enton
es, Bd(z, ε)∩(A∪B) 6= ∅. Como z /∈ A, ∃ r ∈ R+
tal que Bd(z, r)∩A =

∅. Sea t := mı́n{ε, r}. De ahí que Bd(z, t) = Bd(z, ε) ∩ Bd(z, r). Como z ∈ A ∪ B, se
tiene que Bd(z, t) ∩ (A ∪ B) 6= ∅. Esto es, existe x en Bd(z, t) y en (A ∪ B). Luego,
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x ∈ Bd(z, ε) ∩ Bd(z, r) y, 
omo Bd(z, r) ∩ A = ∅, x /∈ A. Así, x ∈ Bd(z, ε) ∩ B. Por lo
tanto, z ∈ B y, de inmediato, se dedu
e que z ∈ A ∪ B.

Re
ípro
amente, sea z ∈ A ∪ B. Enton
es, z ∈ A o z ∈ B. Luego, ∃ 〈sn〉 en A o en B

tal que 〈sn〉 → z. De ahí que 〈sn〉 está en A ∪ B. Por lo tanto, z ∈ A ∪ B. �

De�ni
ión 1.3.6. Sean un espa
io métri
o (X, d), y C ⊆ X .

C es 
errado en (X, d), si C = C.

Usualmente no se espe
i�
a en 
uál espa
io métri
o un 
onjunto es 
errado, porque es

fá
il dedu
irlo. Por ejemplo, en la de�ni
ión anterior, pudo es
ribirse simplemente �C

es 
errado, si...�; puede entenderse 
laramente que es en (X, d), sin ne
esidad de ha
er

la anota
ión. Lo mismo podría de
irse para los 
onjuntos abiertos. En general, es algo

fre
uente en matemáti
as omitir detalles que pueden ser dedu
idos 
on fa
ilidad; 
laro

está, sin menos
abo de la rigurosidad.

Proposi
ión 1.3.8. La unión de dos 
onjuntos 
errados es, también, un 
onjunto


errado.

Demostra
ión. Sean A,B 
onjuntos 
errados. Por la de�ni
ión de 
onjunto 
errado

(De�ni
ión 1.3.6), se tiene que A = A y B = B. Por Proposi
ión 1.3.7, A ∪B = A∪B.
Luego, A ∪B = A ∪B.

�

Como la unión de dos 
errados es 
errado, se dedu
e que la unión �nita de 
errados es,

también, un 
onjunto de 
errado.

Proposi
ión 1.3.9 (Teorema del en
aje de Cantor). Sea {Q1, Q2, . . . } una 
ole

ión

numerable de 
onjuntos no va
íos de Rn
tales que:

(i) Qk+1 ⊆ Qk (
on k = 1, 2, 3, . . . ).

(ii) Q1 está a
otado y ∀ k ∈ N, Qk es 
errado.

Enton
es,

∞
⋂

k=1

Qk es no va
ío y 
errado.

La demostra
ión está en [4, Teorema 3.25℄.
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1.4. Compa
idad y 
ompletez

Los 
on
eptos y resultados que presentamos en esta se

ión y en las dos siguientes, los

usaremos prin
ipalmente en el 
apítulo 3.

De�ni
ión 1.4.1. Sean un espa
io métri
o (X, d), y S ⊆ X . S es 
ompa
to, si toda

su
esión en S 
ontiene, al menos, una subsu
esión 
onvergente en (S, d|).

Proposi
ión 1.4.1. Sean un espa
io métri
o (X, d), y S ⊆ X.

Si S es 
ompa
to, enton
es S es 
errado y a
otado.

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 2.5.8℄.

Proposi
ión 1.4.2. Sea S ⊆ Rn
. Enton
es,

S es 
ompa
to ⇔ S es 
errado y a
otado.

La demostra
ión está en [4, Teorema 3.31℄.

Ejemplo 1.4.1. Los siguientes 
onjuntos son 
ompa
tos:

[a, b] ⊆ R, 
on a, b ∈ R, b > a.

En R2
, 
ualquier triángulo, re
tángulo o 
ír
ulo (in
luyendo, o no, sus interiores).

S ⊆ X , 
on S �nito y (X, d) un espa
io métri
o.

De�ni
ión 1.4.2. Un espa
io métri
o (X, d) es 
ompleto, si toda su
esión de Cau
hy

en (X, d) 
onverge en (X, d).

Ejemplo 1.4.2. Son espa
ios métri
os 
ompletos:

(R, du); (Rn, dn); ([a, b], du|), 
on a, b ∈ R, a < b.

No son espa
ios métri
os 
ompletos:

((0, 1], du|); ((0,∞), du|); ({1/n | n ∈ N}, du|); (Q, du|).

La de�ni
ión siguiente será utilizada en el segundo 
apítulo y su fuente es [9, pág. 3℄.
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De�ni
ión 1.4.3. Un 
ontinuo es un espa
io métri
o 
ompa
to y 
onexo.

En [9℄ se exige, además, que el espa
io métri
o sea diferente de va
ío. Aquí se omite

esta 
ondi
ión porque en la de�ni
ión de espa
io métri
o (De�ni
ión 1.1.1) se in
luye.

Proposi
ión 1.4.3. Sea 〈Xn〉 una su
esión de 
ontinuos tal que Xi ⊃ Xi+1, para 
ada

i = 1, 2, 3, ... Enton
es,

X =

∞
⋂

i=1

Xi es un 
ontinuo.

La demostra
ión está en [9, Theorem 1.8℄.

Las dos últimas se

iones de este 
apítulo se in
luyen 
on miras a estable
er una de-

�ni
ión formal, desde el punto de vista matemáti
o, de la no
ión de autosemejanza

(De�ni
ión 3.1.2).

1.5. El espa
io donde viven los fra
tales

De�ni
ión 1.5.1. Sea (X, d) un espa
io métri
o. Se de�nen:

(a) H(X) := {K ⊆ X | K es 
ompa
to, K 6= ∅}.

(b) Sean a ∈ X, K ∈ H(X). d̂(a,K) := mı́n {d(a, x) | x ∈ K}.

(
) Sean A,B ∈ H(X). d̃(A,B) := máx
{

d̂(a, B) | a ∈ A
}

.

(d) Sean A,B ∈ H(X). h(A,B) := máx
{

d̃(A,B), d̃(B,A)
}

.

Lema 1.5.1. El mínimo y el máximo de las de�ni
iones de d̂(a,K) y d̃(A,B) (De�ni-


ión 1.5.1), respe
tivamente, siempre existen.

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 3.1.5 y Proposi
ión 3.1.8℄.

Lema 1.5.2. Si A,B ∈ H(X), y , A ⊆ B, enton
es d̃(A,B) := 0.
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Demostra
ión.

d̃(A,B) = máx
{

d̂(a, B) | a ∈ A
}

= d̂(a0, B), para algún a0 ∈ A ⊆ B

= mı́n {d(a0, b) | b ∈ B} ;

pero a0 ∈ B, luego mı́n{d(a0, b) | b ∈ B} = 0.
�

Proposi
ión 1.5.1. h es una métri
a sobre H(X).

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 3.1.16℄.

M. Barnsley en [7℄, �bautiza� el espa
io (H(X),h) 
omo �el espa
io donde viven los

fra
tales�. Así, tenemos:

De�ni
ión 1.5.2. Sea (X, d) un espa
io métri
o. h se llama lamétri
a de Hausdor�

y el espa
io métri
o (H(X),h) se llama el espa
io donde viven los fra
tales.

Teorema 1.5.1. Sea (X, d) un espa
io métri
o 
ompleto. Si 〈An〉 es una su
esión de

Cau
hy en H(X), enton
es

A := {x ∈ X | ∃ 〈xn〉 en X, 
on 〈xn〉 → x, y, xn ∈ An, ∀ n ∈ N} = ĺım
n→∞

〈An〉 ∈ H(X).

La demostra
ión está en [7, Se

ión 2.7, Theorem 1℄.

Lo más desta
able del anterior teorema es que estable
e que si (X, d) es 
ompleto,

enton
es (H(X),h) también es 
ompleto.

Lema 1.5.3. Sean (X, d) un espa
io métri
o 
ompleto, y 〈An〉 una su
esión de Cau
hy

en H(X) tal que

A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ · · · .

Enton
es,

ĺım
n→∞

〈An〉 =
∞
⋂

n=1

An.

Demostra
ión. Por el Teorema 1.5.1, tenemos que A := {x ∈ X | ∃ 〈xn〉 en X, 
on
〈xn〉 → x, y, xn ∈ An, ∀ n ∈ N} = ĺım

n→∞
〈An〉. Sea x ∈ A. Enton
es, ∃ 〈xn〉 en X, 
on
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〈xn〉 → x, y, xn ∈ An, ∀ n ∈ N. Supongamos que x 6∈ ⋂∞
n=1An. Esto es, ∃ M ∈ N

tal que x 6∈ AM . Como AM es 
ompa
to, también es 
errado, por Proposi
ión 1.4.1.

Luego, AM = AM . Así, x 6∈ AM . Enton
es, por Proposi
ión 1.3.5, ∃ ε > 0 tal que

Bd(x, ε) ∩ AM = ∅. Ahora, 
omo 〈xn〉 → x, ∃ N ∈ N tal que ∀ n ≥ N , 
on n ∈ N,

se tiene que d(xn, x) < ε. Sea T = máx{M,N}. Enton
es, d(xT , x) < ε. De ahí que

xT ∈ Bd(x, ε). Como T ≥ M,AT ⊆ AM , y xT ∈ AT , se in�ere que xT ∈ AM . Por lo

tanto, xT ∈ Bd(x, ε) ∩AM = ∅. ½Contradi

ión!
Re
ípro
amente, sea x ∈ ⋂∞

n=1An. Enton
es, x ∈ An, ∀ n ∈ N. Como (x, x, . . . ) → x,

se tiene que x ∈ A = ĺım
n→∞

〈An〉.
�

1.6. Contra

iones

Para 
onstruir 
onjuntos fra
tales, usando el método, ya 
lási
o, de los llamados �siste-

mas iterados de fun
iones�, tal y 
omo veremos en el 
apítulo 3, es indispensable 
ontar


on un número �nito de 
ontra

iones, 
on
epto que se de�ne a 
ontinua
ión:

De�ni
ión 1.6.1. Sean (X, d) un espa
io métri
o y f : X −→ X una fun
ión. Diremos

que f es una 
ontra

ión en (X, d), si ∃ r ∈ R, 0 ≤ r < 1, tal que ∀ x, y ∈ X , se tiene

que d(f(x), f(y)) ≤ r · d(x, y). r se llama �fa
tor de 
ontra

ión� de f .

Ejemplo 1.6.1. Las siguientes fun
iones son 
ontra

iones:

f : X −→ X ; ∀ x ∈ X, f(x) = a, 
on a ∈ X 
onstante.

f : R −→ R; f(x) = 1
3
x+ 2

3
.

Proposi
ión 1.6.1. Toda 
ontra

ión es 
ontinua.

La demostra
ión está en [3, Proposi
ión 2.7.3℄.

De�ni
ión 1.6.2. Sea f : X −→ X una fun
ión. Un punto x0 ∈ X es un punto �jo

de f , si f(x0) = x0.

Proposi
ión 1.6.2. La 
omposi
ión de dos 
ontra

iones es, nuevamente, una 
on-

tra

ión.
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Demostra
ión. Sean f1, f2 
ontra

iones en un espa
io métri
o (X, d). Veamos que

f2 ◦ f1 es, también, una 
ontra

ión en ese espa
io:

∃ r1, r2 ∈ R, 
on 0 ≤ r1, r2 < 1, tales que ∀ x, y ∈ X , se 
umple que

d(f1(x), f1(y)) ≤ r1 · d(x, y), y, d(f2(x), f2(y)) ≤ r2 · d(x, y).

Enton
es,

d(f2(f1(x)), f2(f1(y))) ≤ r2 · d(f1(x), f1(y)) ≤ r2 · r1 · d(x, y).

Como 0 ≤ r2 · r1 < 1, se tiene lo que se quería.

�

El siguiente teorema, 
ono
ido también 
omo �Teorema de 
ontra

ión de Bana
h�, es

de fundamental importan
ia en este trabajo, ya que garantiza la existen
ia y uni
idad

de lo que llamaremos, en el 
apítulo 3, el atra
tor de un sistema iterado de fun
iones.

Además, este teorema impli
a una forma de 
onstruir di
ho atra
tor.

Teorema 1.6.1 (Teorema del punto �jo para espa
ios métri
os 
ompletos). Sean (X, d)

un espa
io métri
o 
ompleto, y f : X −→ X una 
ontra

ión en (X, d). Enton
es, f

tiene un úni
o punto �jo p. Además,

∀ x ∈ X, se tiene que ĺım
n→∞

f ◦n(x) = p.

La demostra
ión está en [3, Teorema 2.8.1℄.
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Capítulo 2

GÉNESIS

�No 
omprenderéis 
ómo se ha llegado a donde hemos llegado

si pres
indís del trabajo a través del tiempo.� -Pierre Ru
he-

(El teorema del loro, Denis Guedj)

Cono
er la historia de algo, nos ayuda a 
omprender su esen
ia y a darle un justo valor.

Por ello, este 
apítulo 
onsta del análisis del artí
ulo �Sur une 
ourbe dont tout point

est un point de rami�
ation�, del matemáti
o pola
o Wa
ªaw Sierpi«ski, referen
iado


omo [1℄

*

. Su trabajo, publi
ado por primera vez en la segunda dé
ada del siglo pasado,

se puede 
onsiderar 
omo el des
ubrimiento o�
ial de la �gura que es 
entro de interés

en esta monografía.

2.1. Algunos 
on
eptos preliminares

En la geometría eu
lidiana, un triángulo es la unión de tres segmentos determinados

por tres puntos no 
olineales. La de�ni
ión que Sierpi«ski utilizó en su artí
ulo in
luía,

además, la región interior o delimitada por sus lados. Por esa razón y por 
omodidad

(es
ribir �triángulo� en lugar de �interior de región triangular�, por ejemplo, resulta más


ómodo, in
luso de leer), en este 
apítulo, y en el resto de este es
rito, se manejará la

segunda 
onnota
ión, o sea, el 
on
epto modi�
ado que usó Sierpi«ski.

*

Esta es una tradu

ión al fran
és; el artí
ulo original está en pola
o.
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El objetivo del trabajo de Sierpi«ski fue dar un ejemplo de una 
urva que fuera a la vez


antoriana y jordaniana, y en la que 
ada punto fuera un punto de rami�
a
ión. Estos


on
eptos se de�nen a 
ontinua
ión.

De�ni
ión 2.1.1. Una 
urva 
antoriana es un 
onjunto en el plano, 
errado, 
onexo,

que 
onsta de más de un punto, y en el 
ual 
ada punto es un punto frontera.

De�ni
ión 2.1.2. Una 
urva jordaniana es 
ualquier imagen unívo
a y 
ontinua de

un segmento (�nito) de la re
ta.

A modo de referen
ia se exponen, rápidamente, otras de�ni
iones de 
urva de Jordan

(o 
urva jordaniana, 
omo se tradujo del artí
ulo). En [4℄, Apostol estable
e que un


amino en el plano es una fun
ión γ 
ontinua de�nida en un intervalo 
ompa
to [a, b]

de R y 
on valores en R2
. A la imagen de [a, b] por γ la llama 
urva des
rita por γ. Si

γ(a) 6= γ(b), a la 
urva la llama ar
o. Si γ es uno a uno en [a, b], a la 
urva la llama

ar
o simple o ar
o de Jordan. Si γ(a) = γ(b), a la 
urva la llama 
urva 
errada. Si

γ(a) = γ(b) y si γ es uno a uno en [a, b), a la 
urva la llama 
urva 
errada simple o


urva de Jordan. En [8℄, Fal
oner de�ne una 
urva de Jordan 
omo la imagen de un

intervalo [a, b] bajo una biye

ión 
ontinua f : [a, b] −→ Rn
. Como se puede eviden
iar,

el 
on
epto de 
urva de Jordan, varía de un autor a otro. De ahí la importan
ia de las

de�ni
iones en un trabajo de este tipo y, en general, en matemáti
as.

Continuando 
on el hilo de este 
apítulo, presentamos la de�ni
ión del 
on
epto que es

parte del título del artí
ulo [1℄.

De�ni
ión 2.1.3. Un punto de rami�
a
ión de un 
ontinuo es un punto p del


ontinuo tal que existen tres sub
ontinuos que tienen dos a dos al punto p, y sólo a él,

en 
omún.

La no
ión de 
ontinuo se de�nió en el 
apítulo anterior (De�ni
ión 1.4.3). Un sub
onti-

nuo, 
omo su nombre lo ha
e suponer, es un sub
onjunto de un 
ontinuo que también es

un 
ontinuo. Cabe a
larar que si se está hablando de un 
ontinuo y de un sub
ontinuo,

sin dar espe
i�
a
iones, se asume, naturalmente, que el sub
ontinuo es sub
onjunto

pre
isamente de ese 
ontinuo.
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2.2. La 
onstru

ión original de W. Sierpi«ski

En este punto 
omienza una de las dos 
onstru

iones importantes que ha
e Sierpi«ski

en su artí
ulo, en 
umplimiento del objetivo que planteó. Quizás, la nota
ión que uti-

liza en ambas parez
a un po
o 
ompli
ada, pero es rigurosa, dejando fuera de lugar a

ambigüedades, 
omo debe ser.

Como se verá en el ter
er 
apítulo, esta 
onstru

ión es la misma que se ha
e en la De-

�ni
ión 3.3.1 (El triángulo de Sierpi«ski), salvo la nota
ión y la des
rip
ión del pro
eso.

Sea T un triángulo equilátero 
on vérti
es A,B y C (ver Figura 2.1

**

, a). Uniendo los

puntos medios de sus lados, el triángulo T se divide en 
uatro triángulos equiláteros más

pequeños. Sean T0,T1 y T2 los que 
ontienen los vérti
es A,B y C, respe
tivamente, y

son paralelos a T. Sea U el triángulo restante. Eliminamos el interior de U. Los vérti
es

de los triángulos T0,T1 y T2 se designan, respe
tivamente: los de la izquierda, A0, A1

y A2; los de arriba, B0, B1 y B2; y los de la dere
ha, C0, C1 y C2 (ver Figura 2.1, b).

Pro
edemos 
on T0,T1 y T2 
omo lo hi
imos 
on T. Tendremos 9 triángulos paralelos

a T que designaremos por Tλ1λ2
, 
on λ1 ∈ {0, 1, 2} y λ2 ∈ {0, 1, 2}; y a sus vérti
es por

Aλ1λ2
, Bλ1λ2

y Cλ1λ2
. Los tres triángulos paralelos a U serán U0,U1 y U2, y suprimimos

sus interiores (ver Figura 2.1, 
).

En general, para el triángulo Tλ1λ2...λn
, sus vérti
es son: izquierda, Aλ1λ2...λn

; arriba,

Bλ1λ2...λn
; y dere
ha, Cλ1λ2...λn

; donde 
ada uno de los n índi
es toma los valores 0, 1 o 2.

Sometiéndolo a la misma opera
ión que al triángulo T, obtendremos tres nuevos trián-

gulos, Tλ1λ2...λn0,Tλ1λ2...λn1 y Tλ1λ2...λn2, 
onteniendo los vérti
es Aλ1λ2...λn
, Bλ1λ2...λn

y

Cλ1λ2...λn
, respe
tivamente, y paralelos al triángulo Tλ1λ2...λn

; y un 
uarto triángulo,

Uλ1λ2...λn
, en posi
ión invertida y del que se elimina su interior.

Sea τ el 
onjunto de todos los puntos del triángulo T que no pertene
en al interior de

ninguno de los triángulos U,U0,U1,U2,U00,U01,U02,U10, . . . ,Uλ1λ2...λn
, . . .

A 
ontinua
ión, dos propiedades interesantes de τ:

A�rma
ión 2.2.1. La medida de la super�
ie del 
onjunto τ es nula y su perímetro

es in�nito.

**

Tomada de [1℄.
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Figura 2.1: Constru

ión geométri
a del 
onjunto τ.

(a) (b)

(
)

Fuente: [1℄.

Demostra
ión. El perímetro de τ es la suma del perímetro del triángulo T más el

perímetro de 
ada triángulo Tλ1λ2...λn
, 
on λi = 0, 1, 2 e i = 1, 2, . . . , n. En la �gura 2.2

se dan los perímetros de las �guras que intervienen en la 
onstru

ión de τ, para lo


ual asumimos, sin pérdida de generalidad, que el lado del triángulo ini
ial mide 1.

3 +
3

2
+

(

3

2

)2

+ · · ·+
(

3

2

)n

= 3 +
n
∑

i=1

(

3

2

)i

−−−−→
n−→∞

∞

Para la otra parte, probaremos que la suma de las áreas de los triángulos U,U0,U1,U2,

U00,U01,U02,U10, . . . ,Uλ1λ2...λn
, . . . es igual al área del triángulo T; 
on eso se demuestra

que la medida de la super�
ie de τ es nula.

El área de U es

1
4
del área de T. El área de Uλ1

es

1
16

del área de T. El área de Uλ1λ2
es
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Figura 2.2: Perímetro de 
ada término de la su
esión 〈Ln〉.

, , , . . . , , . . .
3 3 +

3

2
3 +

3

2
+

9

4
3 +

3

2
+

(

3

2

)

2

+ · · · +

(

3

2

)

n

Fuente: [2℄.

1
64

del área de T. En general, el área de Uλ1λ2...λn
es

1
4n+1 del área de T.

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que el área de T es 1. De este modo, la

suma de las áreas de U,U0,U1,U2,U00,U01,U02,U10, . . . ,Uλ1λ2...λn
, . . . , es

A =
1

4
+ 3

(

1

16

)

+ 9

(

1

64

)

+ · · ·+ 3n−1

(

1

4n

)

+ 3n
(

1

4n+1

)

+ . . .

=
1

4

(

1 + 3

(

1

4

)

+ 32
(

1

42

)

+ · · ·+ 3n−1

(

1

4n−1

)

+ 3n
(

1

4n

)

+ . . .

)

.

Como |r| < 1 ⇒
∞
∑

i=0

ari =
a

1− r
, tenemos

A =
1

4

∞
∑

i=0

(

3

4

)i

=
1

4

(

1

1− 3
4

)

=
1

4
(4) = 1.

�

Proposi
ión 2.2.1. τ es 
ompa
to.

Demostra
ión. Es 
laro que T está a
otado (y, por ende, τ también) y es fá
il veri�-


ar que el triángulo T y 
ada triángulo Tλ1λ2...λn
, ∀ n ∈ N, son 
onjuntos 
errados. Por

Proposi
ión 1.3.8, se tiene que ∀ n ∈ N, (
⋃

Tλ1λ2...λn
), 
on λi variando en {0, 1, 2},

es un 
onjunto 
errado. Por de�ni
ión, τ es la interse

ión de todos los 
onjuntos

(
⋃

Tλ1λ2...λn
). Además,

(
⋃

Tλ1λ2...λnλn+1

)

⊆ (
⋃

Tλ1λ2...λn
) , ∀ n ∈ N. Luego, por el Teo-

rema del en
aje de Cantor (Proposi
ión 1.3.9), τ es 
errado. Finalmente, en virtud de

la Proposi
ión 1.4.2, τ es 
ompa
to.

�
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Proposi
ión 2.2.2. τ es un 
onjunto 
onexo.

Demostra
ión. Apli
ando las Proposi
iones 1.3.4 y 1.4.3, se tiene el resultado.

�

Proposi
ión 2.2.3. Todos los puntos del 
onjunto τ son puntos frontera.

Demostra
ión. Sean ε > 0 y x ∈ τ. Enton
es, ∃ M ∈ N tal que 1/2M < ε y existen

β1, β2, . . . , βM en {0, 1, 2} tales que x pertene
e al triángulo Tβ1β2...βM
. De ahí que

Tβ1β2...βM
⊆ Bd2(x, ε). Luego, el interior del triángulo Uβ1β2...βM

, que no está 
ontenido

en τ, está 
ontenido en Bd2(x, ε).
�

Teorema 2.2.1. τ es una 
urva 
antoriana.

Demostra
ión. Es 
laro que τ está en el plano y que tiene más de un punto.

Por eso y por las proposi
iones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3, se 
on
luye lo que se quería.

�

2.3. El 
onjunto τ 
omo una 
urva jordaniana

La segunda 
onstru

ión de Sierpi«ski toma 
omo base a la primera y es 
omo sigue:

Sea L(0)
la base AC del triángulo T. Sean S0 y S1 los extremos izquierdo y dere
ho,

respe
tivamente, de L(0)
(ver Figura 2.3

***

, a).

Sean S

′
0 = S0 y S

′
3 = S1. Sea S

′
1 el ter
er vérti
e del triángulo Tλ1

, 
on λ1 = 0, 1 o

2, 
uyos otros dos vérti
es son S0 y el punto medio del segmento S0S1. Y sea S

′
2 el

ter
er vérti
e del triángulo Tλ1

uyos otros dos vérti
es son S1 y el punto medio del

segmento S0S1. L
′
se de�ne 
omo la línea quebrada (
urva 
ompuesta ex
lusivamente

de segmentos de re
ta) S

′
0S

′
1S

′
2S

′
3, que 
ontiene exa
tamente un lado de 
ada triángulo

Tλ1
, 
on λ1 = 0, 1 y 2 (ver Figura 2.3, b).

Los siguientes 
uatro pasos (L′′, L′′′, L(4)
y L(5)

) no se des
riben 
on palabras, pero sí

están representados en la Figura 2.3, (
) - (f).

***

Tomada de [1℄.

32



Figura 2.3: Constru

ión geométri
a del 
onjunto R.

(a) (b)

(
) (d)

(e) (f)

Fuente: [1℄.
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En general, si L(n)
es la línea quebrada de vérti
es S

(n)
0 , S

(n)
1 , S

(n)
2 , . . . , S

(n)
3n , que 
ontiene

exa
tamente uno de los lados de 
ada uno de los 3n triángulos Tλ1λ2...λn
, enton
es la

línea quebrada L(n+1)
se formará sustituyendo el segmento S

(n)
i−1S

(n)
i , 
on i = 1, 2, . . . , 3n,

de L(n)
por la línea quebrada S

(n+1)
3i−3 S

(n+1)
3i−2 S

(n+1)
3i−1 S

(n+1)
3i , 
on S

(n+1)
3i−3 = S

(n)
i−1, y S

(n+1)
3i =

S

(n)
i ; S

(n+1)
3i−2 es el ter
er vérti
e del triángulo Tλ1λ2...λn+1

, 
uyos otros dos vérti
es son

S

(n)
i−1 y el punto medio del segmento S

(n)
i−1S

(n)
i ; y S

(n+1)
3i−1 es el ter
er vérti
e del triángulo

Tλ1λ2...λn+1
, 
uyos otros dos vérti
es son S

(n)
i y el punto medio del segmento S

(n)
i−1S

(n)
i .

L(n+1) = S
(n)
0 S

(n)
1 S

(n)
2 . . . S

(n)
3n S

(n+1)
3n+1 
ontiene exa
tamente un lado de 
ada uno de los

3n+1
triángulos Tλ1λ2...λn+1

. Al ��nal� de este pro
eso obtendremos una 
urva que, 
omo

veremos más adelante, llamaremos R.

Consideremos ahora el punto A 
omo el origen de 
oordenadas 
artesianas, la dire

ión

AC 
omo el eje positivo x y el segmento AC 
omo la unidad de longitud. La e
ua
ión

de la línea L(n)
se puede es
ribir de la forma

x = ϕn(t), y = ψn(t), 
on 0 6 t 6 1,

de manera que los valores 0, 1
3n
, 2
3n
, . . . , 1 de t tengan 
orresponden
ia 
on los puntos

S
(n)
0 , S

(n)
1 , S

(n)
2 , . . . , S

(n)
3n de L(n)

, respe
tivamente, y que las fun
iones ϕn y ψn sean lineales

en 
ada intervalo

[

i−1
3n
, i
3n

]

, 
on i = 1, 2, . . . , 3n.

Considere dos líneas quebradas 
onse
utivas, L(n)
y L(n+1)

, y sus respe
tivas e
ua
iones,


on 0 6 t 6 1:

x = ϕn(t), y = ψn(t), y, x = ϕn+1(t), y = ψn+1(t).

Para un i = 1, 2, . . . , 3n−1, 3n, �jo, la parte de la línea L(n)
en

i−1
3n

≤ t ≤ i
3n

es el

lado de uno de los triángulos Tλ1λ2...λn
, digamos del triángulo Tα1α2...αn

, para algunos

α1, α2, . . . , αn en {0, 1, 2}; mientras que la parte de la línea L(n+1)
en

i−1
3n

≤ t ≤ i
3n
,

es la línea quebrada S
(n+1)
3i−3 S

(n+1)
3i−2 S

(n+1)
3i−1 S

(n+1)
3i , 
ontenida en el triángulo Tα1α2...αn

, 
uyos

lados, 
omo se puede mostrar fá
ilmente por indu

ión, miden

1
2n
. Enton
es, se tiene

que para todo punto t del intervalo
[

i−1
3n
, i
3n

]

,

|ϕn(t)− ϕn+1(t)| ≤
1

2n
, y, |ψn(t)− ψn+1(t)| ≤

1

2n
. (2.1)

Los puntos (ϕn(t), ψn(t)), y, (ϕn+1(t), ψn+1(t)) pertene
en al mismo triángulo Tα1α2...αn
.

Cabe anotar que en el artí
ulo de Sierpi«ski, el valor del lado dere
ho de estas desigual-

dades es

1
3n
, en lugar de

1
2n
. Quizás no sea in
orre
to, pero no logramos llegar a esa

dedu

ión. De todas formas, lo que importa en este 
aso, 
omo se verá luego, es que
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este valor esté determinado y se haga tan pequeño 
omo se quiera, 
omo efe
tivamente

su
ede 
on

1
2n
.

Como las e
ua
iones (2.1) son válidas en 
ada uno de los intervalos

[

0, 1
3n

]

,
[

1
3n
, 2
3n

]

, . . . ,
[

3n−1
3n

, 1
]

, lo son para todo t en el intervalo [0, 1]. Además, lo son para 
ada número na-

tural n. Luego, para todo n y k naturales,

|ϕn(t)− ϕn+k(t)| ≤ |ϕn(t)− ϕn+1(t)|+ |ϕn+1(t)− ϕn+2(t)|
+ . . . + |ϕn+k−1(t)− ϕn+k(t)|

≤ 1

2n
+

1

2n+1
+ . . . +

1

2n+k−1

=
1

2n

(

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2k−1

)

=
1

2n

k−1
∑

i=0

1

2i
<

1

2n

∞
∑

i=0

1

2i

=
1

2n

(

1

1− 1
2

)

=
1

2n
(2) =

1

2n−1
.

Por lo tanto,

|ϕn(t)− ϕn+k(t)| <
1

2n−1
. (2.2)

Similarmente,

|ψn(t)− ψn+k(t)| <
1

2n−1
. (2.3)

Ambas e
ua
iones son válidas para todo punto t del intervalo [0, 1].

A�rma
ión 2.3.1. Las su
esiones de fun
iones 〈ϕn〉 y 〈ψn〉 
onvergen uniformemente

en [0, 1].

Demostra
ión. Sea ε > 0. Enton
es ∃ N ∈ N tal que

1

2N−1
< ε. Por la desigualdad

(2.2), se tiene, ∀ k ∈ N y ∀ t ∈ [0, 1], que

|ϕN(t)− ϕN+k(t)| <
1

2N−1
< ε .
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Sean m1, m2 ∈ N tales que m1, m2 > N . Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

m2 > m1. Luego,

|ϕm1
(t)− ϕm2

(t)| < 1

2m1−1
.

Como m1 > N , es 
ierto que

1

2m1−1
<

1

2N−1
< ε. Por lo tanto,

|ϕm1
(t)− ϕm2

(t)| < ε, ∀ t ∈ [0, 1].

Se satisfa
e, así, la 
ondi
ión de Cau
hy (Proposi
ión 1.2.5). Se 
on
luye que 〈ϕn〉 y,
análogamente, 〈ψn〉 
onvergen uniformemente en [0, 1].

�

A�rma
ión 2.3.2. Las fun
iones límite

ϕ(t) = ĺım
n→∞

ϕn(t), y, ψ(t) = ĺım
n→∞

ψn(t)

son 
ontinuas en [0, 1].

Demostra
ión. ∀ n ∈ N, las fun
iones ϕn y ψn son, por de�ni
ión, 
ontinuas en [0, 1].

Luego, por Proposi
ión 1.2.4, se tiene el resultado.

�

Teorema 2.3.1. La 
urva R, de�nida por las e
ua
iones

x = ϕ(t), y = ψ(t), 
on 0 ≤ t ≤ 1,

es una 
urva jordaniana.

Demostra
ión. R es el 
onjunto de puntos en el plano {(ϕ(t), ψ(t)) | t ∈ [0, 1]}. Como

ϕ y ψ son 
ontinuas en [0, 1], la fun
ión G : [0, 1] −→ R, tal que G(t) = (ϕ(t), ψ(t)), es


ontinua, por Proposi
ión 1.2.6. Luego, R = G([0, 1]), o sea, es una imagen unívo
a y


ontinua de [0, 1].
�

Veamos, a 
ontinua
ión, que τ y R resultan ser el mismo 
onjunto.

Teorema 2.3.2. El 
onjunto τ y la 
urva R son iguales.
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Demostra
ión. Sea x ∈ R. Enton
es, x = (ϕ(t), ψ(t)) = ( ĺım
n→∞

ϕn(t), ĺım
n→∞

ψn(t)) =

ĺım
n→∞

(ϕn(t), ψn(t)), para algún t ∈ [0, 1]. ∀ n ∈ N, (ϕn(t), ψn(t)) ∈ τ, pues 
ualquier

segmento de la línea quebrada L(n)
es un lado de un triángulo Tλ1λ2...λn

, y por ende,

todos los puntos de esta línea son puntos del 
onjunto τ. Así, x ∈ τ. Como τ es


errado (Proposi
ión 2.2.1), se 
on
luye que x ∈ τ.

Por otra parte, para todo n en los naturales, la línea quebrada L(n)
, 
omo ya se dijo,


ontiene exa
tamente un lado de 
ada uno de los 3n triángulos Tλ1λ2...λn
. Las líneas

L(n+1), L(n+2), L(n+3), . . . , por 
onstru

ión, y R, por ser la 
urva límite de la su
esión

de líneas quebradas 〈L(n)〉, están totalmente 
ontenidas en la unión de estos triángulos

y 
ada uno de ellos 
ontiene puntos de 
ada una de estas líneas. Sea p ∈ τ. Enton
es
existe un punto de R que está a una distan
ia de p menor que 1/2n. Luego, p es un

punto de a
umula
ión de R. Veamos que p = (a, b), para algunos a, b en R, pertene
e

a R:

p = (a, b) ∈ R
′
. Enton
es, existe una su
esión 〈(ϕ(tm), ψ(tm))〉 de puntos de R− {p}

tal que ĺım
m−→∞

(ϕ(tm), ψ(tm)) = (a, b). De ahí que

ĺım
m−→∞

ϕ(tm) = a, y, ĺım
m−→∞

ψ(tm) = b.

〈tm〉 es una su
esión en [0, 1], que es 
ompa
to. Luego, existe 〈tkm〉, subsu
esión de 〈tm〉,
tal que 〈tkm〉 −→ c ∈ [0, 1]. Como ϕ y ψ son 
ontinuas, se tiene, por Proposi
ión 1.2.3,

que

ĺım
m−→∞

ϕ(tkm) = ϕ(c), y, ĺım
m−→∞

ψ(tkm) = ψ(c).

Por Proposi
ión 1.2.1,

ϕ(c) = a, y, ψ(c) = b.

Por lo tanto,

p = (a, b) = (ϕ(c), ψ(c)) ∈ R.

�

Que τ y R sean la misma 
osa no solo sirve para mostrar una 
urva que es 
antoriana

y jordaniana simultáneamente, también impli
a dos maneras de obtener el triángulo de

Sierpi«ski, que aún no se ha de�nido, pero se hará en el 
apítulo 3. Además, dado que

τ es en realidad una 
urva, varios autores no lo llaman triángulo de Sierpi«ski, sino

más exa
tamente, �
urva triangular de Sierpi«ski�.
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2.4. Puntos de rami�
a
ión

A�rma
ión 2.4.1. Hay in�nitos puntos del 
onjunto τ que no son vérti
e de ningún

triángulo Tλ1λ2...λn
, para todo n en los naturales.

Demostra
ión. Por 
onstru

ión, ∀ n ∈ N, un vérti
e de 
ualquier triángulo

Tλ1λ2...λnλn+1
es un vérti
e o el punto medio de alguno de los lados de uno de los trián-

gulos Tλ1λ2...λn
. Enton
es, en la base AC del triángulo T , que perten
e a τ, aparte

de los extremos, los puntos que son vérti
e son exa
tamente los puntos medios de las

bases de los triángulos Tλ1λ2...λn
que están 
ontenidas en AC. Sea V el 
onjunto de

estos puntos. Ha
iendo 
orresponder a AC 
on el intervalo [0, 1], se tendría que V ⊆ Q.

Como Q es un 
onjunto numerable y [0, 1] es no numerable, se tiene que en AC hay

in�nitos puntos que no están en V . Análogamente, se puede a�rmar que en 
ada lado

de 
ualquier triángulo Tλ1λ2...λn
, hay in�nitos puntos que no son vérti
e.

�

Sea ahora p un punto arbitrario del 
onjunto τ que no es un vérti
e de T, ni de ningún

triángulo Tλ1λ2...λn
, para n = 1, 2, . . . . Es fá
il ver que existe una su
esión de índi
es

determinada por el punto p, 〈an〉, que toma valores en {0, 1, 2}, y tal que el punto p

pertene
e a 
ada uno de los triángulos Ta1 ,Ta1a2 ,Ta1a2a3 , . . .

Consideremos la su
esión de vérti
es (Aa1 , Aa1a2 , Aa1a2a3 , . . . ) (re
ordar que los Ai son

los vérti
es inferiores izquierdos de los triángulos Tλ1λ2...λn
) y designemos por P el


onjunto que 
onsta de p y de todos los puntos de los segmentos Aa1a2...aiAa1a2...ai+1
, 
on

i = 1, 2, . . . Algunos de estos segmentos podrían ser solo un punto (
uando los vérti
es

Aa1a2...ai y Aa1a2...ai+1

oin
iden). Sin embargo, hay mu
hos que no lo son.

A�rma
ión 2.4.2. Hay in�nitos segmentos Aa1a2...aiAa1a2...ai+1
que no se redu
en a un

solo punto.

Demostra
ión. Supongamos que hay exa
tamente un número �nito de segmentos

que tienen más de un punto (o sea, in�nitos puntos). Esto es, ∃ k ∈ N tal que

∀ i ≥ k, Aa1a2...ai = Aa1a2...ai+1
. Enton
es, el punto Aa1a2...ak es un punto 
omún de los

triángulos Ta1 ,Ta1a2 ,Ta1a2a3 , . . . Supongamos ahora que ∃ p′ 6= p tal que p′ es un punto


omún de los triángulos Ta1 ,Ta1a2 ,Ta1a2a3 , . . . De ahí que el segmento pp′ está 
ontenido

en 
ada uno de estos triángulos, pues si dos puntos pertene
en al mismo triángulo, el seg-

mento que los une también. Sea b la distan
ia de p a p′ y seaM ∈ N tal que la medida de
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los lados de Ta1a2a3...aM es menor que b. Enton
es, p′ /∈ Ta1a2a3...aM ,Ta1a2a3...aMaM+1
, . . .

Luego, p′ no es un punto 
omún de los triángulos Ta1 ,Ta1a2 ,Ta1a2a3 , . . . . Así, se tiene

que p es el úni
o punto 
omún de estos triángulos. Lo que impli
a que Aa1a2...ak = p.

Pero p no es vérti
e ni de ningún triángulo Tλ1λ2...λn
y Aa1a2...ak sí lo es. Se presenta

una 
ontradi

ión. Por lo tanto, la suposi
ión ini
ial es in
orre
ta y esto 
ompleta la

prueba.

�

Proposi
ión 2.4.1. El 
onjunto P es un sub
ontinuo de τ.

Demostra
ión. Veamos que P es 
errado:

Supongamos que P no es 
errado. Enton
es, ∃ q ∈ P = P ∪ P ′
tal que q /∈ P . Luego,

q ∈ P ′
. ∀ n ∈ N, el 
onjunto P se puede ver 
omo

P = Pn ∪Qn, 
on:







Pn = Aa1Aa1a2 . . . Aa1a2...an

Qn = P − Pn.

Pn, para n = 6, se ilustra aquí:

Figura 2.4: Pn, para n = 6.

(a) (b)

Pn es, 
laramente, 
errado. Por la Proposi
ión 1.3.1, el punto q es un punto de a
u-

mula
ión del 
onjunto Qn, que está 
ontenido en el triángulo Ta1a2...an . Por el mismo

resultado, q pertene
e al derivado de este triángulo. Como 
ualquier triángulo (in
luya

o no in
luya su interior) es 
errado, q ∈ Ta1a2...an y, 
omo esto se 
umple para todo n

natural, tenemos que q ∈ Ta1 ,Ta1a2 ,Ta1a2a3 , . . . De ahí que q = p. Esto es una 
ontra-

di

ión, pues q /∈ P . Por lo tanto, P es 
errado.

Por otro lado, es 
laro que P está a
otado. Así, por la Proposi
ión 1.4.2, P es 
ompa
to.
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Ahora veamos que P es 
onexo (la justi�
a
ión de 
asi todas estas a�rma
iones, es la

proposi
ión 1.3.3):

Todos los segmentos Aa1a2...aiAa1a2...ai+1
son 
onexos. También lo es el 
onjunto E =

∞
⋃

n=1

Aa1a2...anAa1a2...an+1
. ∀ ε > 0, ∃ m ∈ N tal que

1
2m

< ε. Luego, Aa1a2...am ∈ Bd(p, ε)

y, así, p ∈ E. Enton
es, 
omo P = {p} ∪ E, se tiene que E ⊆ P ⊆ E. Por lo tanto, P

es 
onexo, que era lo que se quería probar.

Por último, 
omo 
ada Aa1a2...aiAa1a2...ai+1
es un vérti
e o un lado del triángulo Ta1a2...ai0,

P = {p} ∪
∞
⋃

n=1

Aa1a2...anAa1a2...an+1
es sub
onjunto de τ.

Enton
es, P es un espa
io métri
o 
ompa
to y 
onexo, y además es sub
onjunto de τ.
�

De manera análoga, para el mismo punto p y partiendo de las su
esiones

(Ba1 , Ba1a2 , Ba1a2a3 , . . . ), y, (Ca1 , Ca1a2 , Ca1a2a3 , . . . ),

se obtienen otros sub
ontinuos de τ, digamos Q y R, respe
tivamente.

Teorema 2.4.1. Todo punto de τ, ex
epto los vérti
es A,B y C del triángulo T, es

punto de rami�
a
ión.

Demostra
ión. Supongamos que, por ejemplo, P y Q tienen, además de p, a p′ 
o-

mo punto 
omún. De la de�ni
ión del 
onjunto P , se tiene que el punto p′, que es

diferente a p, será ne
esariamente punto ini
ial o interior de uno de los segmentos

Aa1a2...aiAa1a2...ai+1
, 
on i = 1, 2, . . . ; digamos del segmento Aa1a2...akAa1a2...ak+1

(si fuera

punto �nal de un segmento, sería punto ini
ial del siguiente). Asimismo, para un j,

el punto p′, 
omo también pertene
e a Q, será punto ini
ial o interior del segmento

Ba1a2...ajBa1a2...aj+1
. Se ve, al 
onsiderar por separado los tres 
asos ak+1 = 0, ak+1 = 1

y ak+1 = 2, que si k = j, los segmentos Aa1a2...akAa1a2...ak+1
y Ba1a2...ajBa1a2...aj+1

no ten-

drían puntos 
omunes. Luego, k 6= j. Digamos que k < j (no se pierde generalidad). En-

ton
es, el segmento Ba1a2...ajBa1a2...aj+1
estaría situado en el triángulo Ta1a2...ak+1

; mien-

tras que todos los puntos del segmento Aa1a2...akAa1a2...ak+1
, salvo el punto Aa1a2...ak+1

,

estarían fuera de este triángulo. Así, el punto p′ no puede ser punto ini
ial o punto in-

terior de los segmentos Aa1a2...akAa1a2...ak+1
y Ba1a2...ajBa1a2...aj+1

simultáneamente. Esto

es una 
ontradi

ión. Por lo tanto, los 
ontinuos P y Q no tienen más puntos en 
omún

que el punto p.
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Figura 2.5: Aproxima
ión visual de los sub
ontinuos P,Q y R.

(a)

(b)

Por un razonamiento análogo, se demuestra también para los 
ontinuos P y R, así 
omo

para los 
ontinuos Q y R. Enton
es, los sub
ontinuos P,Q y R de la 
urva τ tienen,

dos a dos, solo a p 
omo punto 
omún. Luego p es un punto de rami�
a
ión.

Todo punto de la 
urva τ que no es vérti
e de ningún triángulo Tλ1λ2...λn
es, 
omo se

a
aba de mostrar, un punto de rami�
a
ión de esta 
urva. En 
uanto a los vérti
es de
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estos triángulos, en 
ada uno de ellos (ex
epto los que son vérti
es del triángulo T ),

se interse
an 
uatro segmentos diferentes situados sobre τ. En 
onse
uen
ia, todos los

puntos de esta 
urva, ex
epto los puntos A,B y C, son puntos de rami�
a
ión.

�

En resumen, para 
ada punto υ de τ que es vérti
e (ex
epto los véti
es del triángulo

ini
ial T), hay 
uatro sub
ontinuos que tienen dos a dos solo a υ 
omo punto 
omún.

Por otra parte, para 
ada punto de τ que no es vérti
e, hay tres sub
ontinuos que


umplen la misma 
ondi
ión. Uno podría preguntarse: ¾hay más o esas 
antidades son

máximas?

Para tener una 
urva 
uyos puntos, sin ex
ep
ión, sean puntos de rami�
a
ión, basta

dividir un hexágono regular en seis triángulos equiláteros (uniendo sus vérti
es a su


entro) e in
luir la 
urva τ en 
ada uno de ellos. La unión de estas seis �guras es la


urva en 
uestión.

También, para �arreglar el problema� de los tres úni
os puntos de la 
urva τ que no

son puntos de rami�
a
ión, podrían �pegarse� esos puntos de tal manera que la �gura,

aunque deformada, siga siendo planar. Una aproxima
ión visual de T2 (Se

ión 2.2),


on los vérti
es A,B y C siendo un mismo punto, se muestra en la Figura 2.6. No

es el resultado de ningún experimento (
omo la eje
u
ión de un programa grá�
o);

simplemente es 
onse
uen
ia de la imagina
ión, apoyada en el sentido 
omún. ¾La 
urva

obtenida de esta manera seguiría siendo 
antoriana y jordaniana?

Figura 2.6: A,B,C identi�
ados.
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Finaliza este 
apítulo 
on un 
omentario que Sierpi«ski ha
e en la parte �nal de su

artí
ulo. Hay puntos de la 
urva R que se llaman puntos doble porque la 
urva pasa

exa
tamente dos ve
es por 
ada uno de ellos. Esto signi�
a que la fun
ión G, de�nida

en la demostra
ión del Terorema 2.3.1, no es inye
tiva. Los otros puntos de esta 
urva

son simples, es de
ir, ella pasa una sola vez por 
ada uno de ellos.
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Capítulo 3

PLATO FUERTE

�Cuanto más sé, más des
ubro, más inmenso e

inexplorado me pare
e el terreno que se abre ante mí.�

Evariste Galois

Ini
iamos este 
apítulo des
ribiendo un método a
tualmente muy utilizado para 
ons-

truir 
onjuntos de tipo fra
tal; esto es, mediante la llamada teoría de los sistemas

iterados de fun
iones. Por supuesto que la apli
aremos para obtener el triángulo de

Sierpi«ski, S. Luego, usando la 
odi�
a
ión propor
ionada por la fun
ión de dire

io-

namiento (De�ni
ión 3.2.1), 
ara
terizamos 
iertos puntos de S (Teorema 3.3.3), lo 
ual

permite dedu
ir una propiedad, en 
ierta forma inesperada, de nuestro 
onjunto S.

3.1. Sistemas iterados de fun
iones

De�ni
ión 3.1.1. Un sistema iterado de fun
iones (SIF) es una estru
tura de

la forma {(X, d); f1, f2, ...fN}, en la que (X, d) es un espa
io métri
o 
ompleto, y 
ada

fi : X −→ X , 
on i = 1, 2, ..., N , es una 
ontra

ión en (X, d).

Lema 3.1.1. Sean un espa
io métri
o (X, d), y f1, f2, ..., fN 
ontra

iones en (X, d).
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Enton
es,

F : H(X) −→ H(X)

K 7−→ F (K) :=
N
⋃

i=1

fi(K)

es una 
ontra

ión en (H(X),h).

Teorema 3.1.1. Sean {(X, d); f1, f2, ...fN} un SIF, y F de�nida en Lema 3.1.1 
orres-

pondiente al SIF. Enton
es,

existe un úni
o A ∈ H(X) tal que F (A) =

N
⋃

i=1

fi(A) = A.

Además,

∀ K ∈ H(X), se tiene que ĺım
n→∞

F ◦n(K) = A.

El 
onjunto A se llama el atra
tor del SIF y es independiente del 
ompa
to ini
ial que

se es
oja.

La demostra
ión de este teorema es 
onse
uen
ia inmediata de la apli
a
ión del Teorema

del punto �jo (Teorema 1.6.1), teniendo en 
uenta que (H(X),h) es un espa
io métri
o


ompleto (Teorema 1.5.1) y que F : H(X) −→ H(X) es una 
ontra

ión (Lema 3.1.1).

De�ni
ión 3.1.2. Diremos que un 
onjunto A es autosemejante, si es el atra
tor de

un SIF.

Proposi
ión 3.1.1. Sean m ∈ N, m ≥ 2,

Σ := {1, 2, . . . , m}, y ΣN := {x = x1x2x3 . . . | xi ∈ Σ, ∀ i ∈ N}.
Enton
es,

d

ód

(x,y) :=
∞
∑

i=1

|xi − yi|
(m+ 1)i

, ∀ x,y ∈ ΣN,

es una métri
a sobre ΣN.

La demostra
ión está en [3, pág. 29℄

El espa
io de los 
ódigos, 
orrespondiente a m, es el espa
io métri
o (ΣN, d

ód

).

Los elementos de ΣN
se llaman 
ódigos, ó palabras semi-in�nitas.

De�ni
ión 3.1.3. Sea un SIF {(X, d); f1, f2, ...fN}. Su espa
io de 
ódigos aso
iado
es el espa
io métri
o (ΣN, d


ód

), 
on Σ = {1, 2, . . . , N}.
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3.2. La fun
ión de dire

ionamiento

Teorema 3.2.1. Sean {(X, d);w1, w2, . . . , wN} un SIF, ΣN
su espa
io de 
ódigos aso-


iado, y A su atra
tor.

Para 
ada α = α1α2α3 · · · ∈ ΣN, y x ∈ X, sea

ϕ(α) := ĺım
n→∞

wα1
◦ wα2

◦ · · · ◦ wαn
(x).

Enton
es, ϕ(α) siempre existe, pertene
e a A, es independiente de x, y la fun
ión

ϕ : ΣN −→ A

α 7−→ ϕ(α),

es 
ontinua y sobreye
tiva.

La demostra
ión está en [3, Teorema 4.3.5℄

De�ni
ión 3.2.1. Sean {(X, d);w1, w2, . . . , wN} un SIF, ΣN
su espa
io de 
ódigos

aso
iado, A su atra
tor, ϕ : ΣN −→ A la fun
ión de�nida en el Teorema 3.2.1, y a ∈ A.

Una dire

ión de a es 
ualquier elemento del 
onjunto

ϕ−1(a) := {α ∈ ΣN | ϕ(α) = a}.

El 
onjunto ϕ−1(a) se llama el 
onjunto de las dire

iones de a; y la fun
ión ϕ la

fun
ión de dire

ionamiento del atra
tor del SIF.

Lema 3.2.1. Sean {(X, d); f1, f2, . . . , fN} un SIF, y ϕ : ΣN −→ A la 
orrespondiente

fun
ión de dire

ionamiento.

Enton
es, ∀ α = α1α2α3 · · · ∈ ΣN
se 
umple que

ϕ(α1α2α3 . . . ) = fα1
(ϕ(α2α3 . . . )).

Demostra
ión. Por de�ni
ión, ϕ(α1α2α3 . . . ) = ĺım
n→∞

fα1
◦fα2

◦fα3
◦ · · ·◦fαn

(x), ∀ x ∈
X . fα1

es una 
ontra

ión, luego es 
ontinua (Proposi
ión 1.6.1). Así, ĺım
n→∞

fα1
◦ fα2

◦
fα3

◦ · · · ◦ fαn
(x) = fα1

(ĺımn→∞ fα2
◦ fα3

◦ · · · ◦ fαn
(x)) = fα1

(ϕ(α2α3 . . . )). �

Lema 3.2.2. Sean {(X, d); f1, f2, . . . , fN} un SIF 
uyas 
ontra

iones son inye
tivas,

y ϕ : ΣN −→ A la 
orrespondiente fun
ión de dire

ionamiento.

Enton
es, ∀ α = α1α2α3 . . . , β = α1β2β3 · · · ∈ ΣN, se tiene:

ϕ(α1α2α3 . . . ) = ϕ(α1β2β3 . . . ) ⇔ ϕ(α2α3 . . . ) = ϕ(β2β3 . . . ).
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Demostra
ión.

⇒) ϕ(α1α2α3 . . . ) = ϕ(α1β2β3 . . . ) ⇒ fα1
(ϕ(α2α3 . . . )) = fα1

(ϕ(β2β3 . . . )), por el

Lema 3.2.1. Como fα1
es inye
tiva, se 
on
luye que ϕ(α2α3 . . . ) = ϕ(β2β3 . . . ).

⇐) ϕ(α2α3 . . . ) = ϕ(β2β3 . . . ) ⇒ fα1
(ϕ(α2α3 . . . )) = fα1

(ϕ(β2β3 . . . )). Luego, por el

Lema 3.2.1, se tiene que ϕ(α1α2α3 . . . ) = ϕ(α1β2β3 . . . ).
�

3.3. El triángulo de Sierpi«ski

Cabe re
ordar que en esta se

ión el signi�
ado de triángulo será el mismo que el utili-

zado en el segundo 
apítulo, o sea, interior más frontera (para mayor detalle, remitirse

al preámbulo del 
apítulo 2).

En la siguiente de�ni
ión (la prin
ipal de este trabajo, probablemente), se usa una

nota
ión diferente a la de Sierpi«ski para nombrar a los triángulos de 
ada �gura de la

su
esión generada; pero la esen
ia es la misma. La �nalidad del 
ambio es didá
ti
a.

De�ni
ión 3.3.1 (El triángulo de Sierpi«ski). Sea S0 un triángulo equilátero de lado

1. Eliminando el interior del triángulo 
uyos vérti
es son los puntos medios de los lados

de S0, quedan 3 triángulos, T1(1), T1(2), y T1(3), de lado
1
2
. Sea

S1 :=
3
⋃

i=1

T1(i).

Eliminando el interior del triángulo 
uyos vérti
es son los puntos medios de los lados

de T1(i), ∀ i ∈ {1, 2, 3}, quedan 9 triángulos, T2(1), T2(2), . . . , y T2(9), de lado
1
4
. Sea

S2 :=
9
⋃

i=1

T2(i).

Eliminando el interior del triángulo 
uyos vérti
es son los puntos medios de los lados de

T2(i), ∀ i ∈ {1, 2, . . . , 9}, quedan 27 triángulos, T3(1), T3(2), . . . , y T3(27), de lado
1
8
. Sea

S3 :=

27
⋃

i=1

T3(i).
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El pro
eso 
ontinúa, obteniendo así una su
esión de 
onjuntos (S0, S1, S2, . . . , Sn, . . . ),

en la que

Sn :=
3n
⋃

i=1

Tn(i),

y el lado de Tn(i), ∀ i ∈ {1, 2, . . . , 3n}, es 1
2n
.

Figura 3.1: Constru

ión geométri
a del triángulo de Sierpi«ski.

, , , . . . , , . . .

S0 S1 S2 Sn

Fuente: [2℄.

S :=

∞
⋂

n=0

Sn

se llama el triángulo de Sierpi«ski.

3.3.1. El triángulo de Sierpi«ski 
omo el atra
tor de un SIF

Teorema 3.3.1. Sea el SIF s := {(R2, d2); f1, f2, f3}, 
on

f1(z) =
1

2
z, f2(z) =

1

2
z +

1

2
, f3(z) =

1

2
z +

1

4
+

√
3

4
i (i = (0, 1));

Enton
es,

El atra
tor de s es el triángulo de Sierpi«ski.

Demostra
ión. Sean S0 el triángulo de vérti
es (0, 0), (1, 0), y (
1
2
,
√
3
2
); y F 
orrespon-

diente a s , de�nida en el Lema 3.1.1.
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(i) Cal
ulando las imágenes bajo f1, f2 y f3 de los puntos (0, 0), (1, 0) y (1
2
,
√
3
2
), y 
on-

siderando que las fun
iones f1, f2 y f3 son similitudes dire
tas (
onservan ángulos)

*

, se

puede a
eptar, sin ne
esidad de mayor rigurosidad (algo más formal impli
aría el uso de

indu

ión matemáti
a), que la su
esión 〈F ◦n(S0)〉 es la misma su
esión 〈Sn〉 obtenida
en la De�ni
ión 3.3.1. Esto es, ∀ n ∈ N, se tiene que F ◦n(S0) = Sn.

(2i) Es 
laro que 
ada Sn es no va
ío. Además, por Proposi
ión 1.4.1, 
ada Sn es 
om-

pa
to, pues, 
omo es fá
il de veri�
ar, es 
errado y a
otado.

(3i) Por 
onstru

ión de la su
esión, se tiene que

S0 ⊇ S1 ⊇ S2 ⊇ · · · ⊇ Sn ⊇ . . .

(4i) Veamos que 〈Sn〉 es una su
esión de Cau
hy en (H(R2),h):

∀ n ∈ N, se tiene que

h(Sn, Sn+1) = máx{d̃(Sn, Sn+1), d̃(Sn+1, Sn)} = d̃(Sn, Sn+1),

pues d̃(Sn+1, Sn) = 0, por Lema 1.5.2.

d̃(Sn, Sn+1) = máx
{

d̂(a, Sn+1) | a ∈ Sn

}

= máx {mı́n {d(a, x) | x ∈ Sn+1} | a ∈ Sn} .

Cuando a ∈ Sn+1, mı́n {d(a, x) | x ∈ Sn+1} = 0, pues si x = a, d(a, x) = d(a, a) = 0.

Cuando a 6∈ Sn+1, signi�
a que está en uno de los interiores triangulares eliminados de

Sn. a ∈ Tn(k), para algún k entre 1 y 3
n
(ver De�ni
ión 3.3.1). Luego,mı́n {d(a, x) | x ∈ Sn+1}

es igual a la mínima de las distan
ias del punto a a los puntos de Tn+1(j1), Tn+1(j2) y

Tn+1(j3), para algunos j1, j2 y j3 entre 1 y 3n+1
, tales que

3
⋃

i=1

Tn+1(ji) ⊂ Tn(k).

De esos puntos, 
laramente el más 
er
ano a a está en la frontera del triángulo W , 
on

W = Tn(k)−
3
⋃

i=1

Tn+1(ji). Y se sabe, de la geometría eu
lidiana, que el punto del interior

de un triángulo equilátero que está a mayor distan
ia de su frontera es su orto
entro, o

sea, el punto donde se 
ortan las alturas del triángulo que, también, es su bari
entro, o

punto donde se 
ortan sus medianas; además, este punto equidista de sus lados. De ahí

que h(Sn, Sn+1) es igual a la distan
ia del orto
entro de W a 
ualquiera de sus lados.

Ha
iendo algunos 
ál
ulos geométri
os, se llega a que

h(Sn, Sn+1) =

√
3

12 · 2n .

*

Puede 
onsular sobre este tema en [3, Taller 4℄
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h(Sn, Sn+2) 6 h(Sn, Sn+1) + h(Sn+1, Sn+2).

h(Sn, Sn+3) 6 h(Sn, Sn+2) + h(Sn+2, Sn+3)

6 h(Sn, Sn+1) + h(Sn+1, Sn+2) + h(Sn+2, Sn+3).

h(Sn, Sn+4) 6 h(Sn, Sn+3) + h(Sn+3, Sn+4)

6 h(Sn, Sn+1) + h(Sn+1, Sn+2) + h(Sn+2, Sn+3) + h(Sn+3, Sn+4).
.

.

.

Así, si m > n, ∀ m,n ∈ N, se tiene que

h(Sn, Sm) 6 h(Sn, Sn+1) + h(Sn+1, Sn+2) · · ·+ h(Sm−1, Sm)

=

√
3

12 · 2n +

√
3

12 · 2n+1
+ · · ·+

√
3

12 · 2m−1

=

√
3

12

(

1

2n
+

1

2n+1
+ · · ·+ 1

2m−1

)

.

Luego, 
uando m,n→ ∞, h(Sn, Sm) → 0.

Enton
es, por (i), (2i), (3i) y (4i), 
omo (R2, d2) es 
ompleto, y utilizando el Lema 1.5.3,

se dedu
e que

ĺım
n→∞

F ◦n(S0) = ĺım
n→∞

Sn =
∞
⋂

n=0

Sn = S.

Por Teorema 3.1.1, se 
on
luye que el atra
tor de s es S.

�

3.3.2. Otra manera de 
onstruir el triángulo de Sierpi«ski

Sea L0 el triángulo de vérti
es (0, 0), (1, 0) y (1
2
,
√
3
2
), sin su interior (i.e., solo sus lados).

Y sean s de�nido en Teorema 3.3.1 y F de�nida en Lema 3.1.1 
orrespondiente a s .

La su
esión 〈Ln〉 = 〈F ◦n(L0)〉 se ilustra en la Figura 3.2

Sea L =
∞
⋃

n=0

Ln. Observando las su
esiones de 
onjuntos 〈Sn〉 y 〈Ln〉, se podría pensar

que el triángulo de Sierpi«ski se puede 
onstruir de una manera dual, tomando la unión

de los Ln, en lugar de la interse

ión de los Sn; esto es, uno puede sentirse in
linado a

asegurar que S = L, pero esto no es 
ierto. Sorprendentemente hay puntos en S (de
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Figura 3.2: La su
esión 〈Ln〉.

, , , . . . , , . . .
L0 L1 L2 Ln

Fuente: [2℄.

he
ho, in�nitos puntos) que no están en L; eso se probará luego. Ahora veamos que el

triángulo de Sierpi«ski es, en realidad, la 
lausura de esta unión.

Teorema 3.3.2.

S =
∞
⋃

n=0

Ln

Demostra
ión. Sean r ∈ S y ϕ : ΣN → S la fun
ión de dire

ionamiento 
orres-

pondiente al SIF s . Enton
es, ∃ α ∈ ΣN
tal que ϕ(α) = r, pues ϕ es sobreye
tiva

(Teorema 3.2.1). Luego, por de�ni
ión de ϕ,

ϕ(α) = ĺım
n→∞

fα1
◦ fα2

◦ · · · ◦ fαn
(x) = r, para todo x ∈ R2. (3.1)

Observemos que:

F (L0) = {fi(x) | x ∈ L0, y, i ∈ {1, 2, 3}},
F ◦2(L0) = {fi1 ◦ fi2(x) | x ∈ L0, y, i1, i2 ∈ {1, 2, 3}},

.

.

.

F ◦n(L0) = {fi1 ◦ . . . ◦ fin(x) | x ∈ L0, y, i1, . . . , in ∈ {1, 2, 3}}.

Sean x0 ∈ L0 y ε > 0. Por la e
ua
ión 3.1, existe N ∈ N tal que si n ≥ N enton
es

fα1
◦ . . . ◦ fαn

(x0) ∈ B(r, ε). Así, ∀n ≥ N ,

fα1
◦ . . . ◦ fαn

(x0) ∈ B(r, ε) ∩ F ◦n(L0) = B(r, ε) ∩ Ln

⊆ B(r, ε) ∩
( ∞
⋃

n=∞
Ln

)

.

51



Luego, r ∈
( ∞
⋃

n=∞
Ln

)

.

Para demostrar la otra 
ontenen
ia, tendremos en 
uenta los siguientes he
hos (los


onjuntos Sn son los mismos de la De�ni
ión 3.3.1):

(i) Ln ⊆ Sn para todo n = 0, 1, 2, 3, . . .

(ii) S0 ⊇ S1 ⊇ S2 ⊇ · · · ⊇ Sn ⊇ . . .

(iii) L0 ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ · · · ⊆ Ln ⊆ . . .

Sea x ∈
∞
⋃

n=0

Ln. De ahí que ∃ m ∈ N tal que x ∈ Lm. Por (iii) se tiene que x ∈ Ln,

para todo n ≥ m. Por (i) se tiene que x ∈ Sn, para todo n ≥ m. Y por (ii) se tiene que

x ∈ Sn, para todo n ≤ m. Así, x ∈
∞
⋂

n=0

Sn. Enton
es,

∞
⋃

n=0

Ln ⊆ S. Como S es 
errado

y puesto que la adheren
ia de un 
onjunto es el �menor� 
errado que lo 
ontiene ([3,

Ejer
i
io 2.9.12℄), se 
on
luye que

∞
⋃

n=0

Ln ⊆ S.
�

Sean p = (0, 0), q = (1, 0) y r = (1
2
,
√
3
2
). Estos son los puntos �jos de las 
ontra

iones

f1, f2 y f3, respe
tivamente, del SIF s . Veamos:

f1(0, 0) =
1

2
(0, 0) = (0, 0).

f2(1, 0) =
1

2
(1, 0) + (

1

2
, 0) = (1, 0).

f3(
1

2
,

√
3

2
) =

1

2
(
1

2
,

√
3

2
) +

1

4
+

√
3

4
(0, 1) = (

1

4
,

√
3

4
) + (

1

4
, 0) + (0,

√
3

4
) = (

1

2
,

√
3

2
).

Sea Lpq el segmento que une p y q. Lqr y Lpr se de�nen de manera análoga (Figura 3.3).

Lema 3.3.1. ϕ (Σ13) = Lpr, donde Σ13 :=
{

α ∈ ΣN | αi ∈ {1, 3} , ∀ i ∈ N
}

.

Demostra
ión. Sea α = α1α2 . . . ∈ Σ13. Como f1 (Lpr) ∪ f3 (Lpr) = Lpr, se tiene,

por Terorema 3.1.1, que Lpr es el atra
tor del SIF {(R2, d2); f1, f3}. Esto impli
a que

∀ x ∈ R2
,

ϕ (α) = ĺım
n→∞

fα1
◦ . . . ◦ fαn

(x) ∈ Lpr,

Luego, ϕ (Σ13) ⊆ Lpr.
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Figura 3.3: Los segmentos Lpq, Lqr y Lpr.

p q

r

Lpq

LqrLpr

Fuente: [2℄.

Para la otra 
ontenen
ia, primero demostremos que

ϑ /∈ Σ13 ⇒ ϕ (ϑ) /∈ Lpr (3.2)

Es de
ir, que 
ada dígito del 
ódigo aso
iado (dire

ión) de 
ualquier punto de Lpr es

úni
amente 1 o 3. Veamos:

Si ϑ = ϑ1ϑ2 . . . /∈ Σ13 es porque existe k ∈ N tal que ϑk = 2 (asumiremos que k es el

menor entero positivo tal que ϑk = 2). De modo que, por Lema 3.2.1,

ϕ (ϑkϑk+1 . . .) = f2 (ϕ (ϑk+1ϑk+2 . . .)) ∈ f2 (S) .

De ahí que ϕ (ϑkϑk+1 . . .) /∈ Lpr, pues Lpr ∩ f2(S) = ∅.
Veamos que para 
ualquier punto fuera de Lpr, sus imágenes por f1 y f3 tampo
o

pertene
en a Lpr:

Sea u ∈ S tal que u /∈ Lpr y supongamos que f1(u) ∈ Lpr. Enton
es, f1(u) ∈ f1(Lpr) ∪
f3(Lpr).

(i) f1(u) ∈ f1(Lpr): f1(u) = f1(v), 
on v ∈ Lpr. Como f1 es inye
tiva, se tiene que

u = v. ½Contradi

ión!

(ii) f1(u) ∈ f3(Lpr): f1(u) = f3(w), 
on w ∈ Lpr. f1(u) ∈ f1(S) y f1(u) ∈ f3(S).

De ahí que f1(u) ∈ f1(S) ∩ f3(S). Como el úni
o punto que está en f1(S) ∩ f3(S) es

(1
4
,
√
3
4
), se dedu
e que f1(u) =

1
2
u = (1

4
,
√
3
4
). u es de la forma (u1, u2), luego u1 =

1
2
y

u2 =
√
3
2
. Así, u ∈ Lpr. ½Contradi

ión!

Apli
ando un razonamiento análogo, se 
on
luye que f3(u) /∈ Lpr.

Por tanto,

ϕ (ϑ) = ϕ (ϑ1ϑ2 . . . ϑkϑk+1 . . .) /∈ Lpr.
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Sea x ∈ Lpr. Como ϕ es sobreye
tiva, existe α ∈ ΣN
tal que ϕ (α) = x. De modo que

ϕ (α) ∈ Lpr. Usando la impli
a
ión (3.2), se dedu
e que α ∈ Σ13, de donde x = ϕ (α) ∈
ϕ (Σ13). Así, se tiene la 
ontenen
ia que faltaba.

�

De manera similar se puede demostrar el siguiente lema:

Lema 3.3.2. ϕ (Σ12) = Lpq y ϕ (Σ23) = Lqr.

Los dos lemas anteriores permiten es
ribir el siguiente:

Lema 3.3.3. L0 = Lpq ∪ Lqr ∪ Lpr = ϕ (Σ12) ∪ ϕ (Σ23) ∪ ϕ (Σ13).

En resumen, para 
ada punto de Lqr, 
ada dígito que forma su(s) dire

ión(es) es 2

o 3, y 
ualquier punto que no pertenez
a a Lqr tiene el dígito 1 en alguna parte de

su(s) 
ódigo(s). Análogamente para Lpr y Lpq. También se puede observar que si los

dígitos 1, 2 y 3 apare
en, simultáneamente, en el(los) 
ódigo(s) aso
iado(s) de un punto

de S, enton
es el punto no pertene
e a L0. Además, las dire

iones de p, q y r son

1111 . . . , 2222 . . . y 3333 . . . , respe
tivamente.

Sea ahora x0 ∈ L1 − L0 y supongamos que es 
omo se muestra en la �gura.

Figura 3.4: x0.

Enton
es, x0 ∈ f1(ϕ (Σ23)). Luego, ∃ β ∈ Σ23 tal que x0 = f1(ϕ(β)). Por Lema 3.2.1,

se tiene que x0 = ϕ(1β), 
on β ∈ Σ23.

Si x0 tuviera otro 
ódigo que ini
ia también 
on 1, digamos 1δ, enton
es:

x0 = ϕ (1β) = ϕ (1δ) .
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Puesto que f1 es inye
tiva, podemos apli
ar el Lema 3.2.2 y es
ribir:

ϕ (β) = ϕ (δ) .

Es de
ir, β y δ son 
ódigos del mismo punto. Como β ∈ Σ23, enton
es ϕ (β) ∈ ϕ (Σ23),

luego ϕ (δ) ∈ ϕ (Σ23). De ahí que δ ∈ Σ23.

Razonando de manera similar 
on x0 en los otros dos segmentos, se dedu
e que un


ódigo para x0 es de una de estas tres formas:

α = 1β, donde β ∈ Σ23

α = 2β, donde β ∈ Σ13

α = 3β, donde β ∈ Σ12

Si x0 es uno de los vérti
es del triángulo 
entral, enton
es tendría dos 
ódigos, 
ada

uno de una de las tres formas anteriores (diferentes); mientras que si no lo es, podría

tener uno o dos 
ódigos que son de una de esas tres formas (la misma, en el 
aso de dos


ódigos).

Denotemos por 1Σ23 el 
onjunto de los 
ódigos de la forma 1β, donde β ∈ Σ23; 2Σ13 el


onjunto de 
ódigos de la forma 2β, 
on β ∈ Σ13; y 3Σ12 el 
onjunto de 
ódigos de la

forma 3β, β ∈ Σ12. Lo que se ha probado es que si un 
ódigo para x0 (si no es vérti
e

del triángulo 
entral) es α = 1β (β ∈ Σ23), α = 2β (β ∈ Σ13) o α = 3β (β ∈ Σ12), sus


ódigos o dire

iones ne
esariamente pertene
en a 1Σ23, 2Σ13 o 3Σ12, respe
tivamente.

Por tanto, podemos 
on
luir que

L1 − L0 = ϕ (1Σ23) ∪ ϕ (2Σ13) ∪ ϕ (3Σ12)− {a1, a2, a3}.

Los razonamientos anteriores, junto 
on el Lema 3.3.3, permiten a�rmar lo siguiente:

Lema 3.3.4. L1 = ϕ (Σ12) ∪ ϕ (Σ23) ∪ ϕ (Σ13) ∪ ϕ (1Σ23) ∪ ϕ (2Σ13) ∪ ϕ (3Σ12).

Pro
ediendo indu
tivamente y 
on 
uidado se 
on
luye que si x0 ∈ Ln enton
es los


ódigos de x0 son de la forma:

α = α1α2 . . . αnβ, (3.3)

donde β ∈ Σ12 ∪ Σ23 ∪ Σ13 y α1, α2, . . . , αn ∈ {1, 2, 3} .
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Figura 3.5: L1 − L0.

Fuente: [2℄, modi�
ada.

Re
ípro
amente, si un 
ódigo de x0 es de la forma (3.3), se tendrá:

x0 = ϕ(α) = ϕ(α1α2 . . . αnβ) = fα1
◦ fα2

◦ · · · ◦ fαn
(ϕ(β)) ∈ F ◦n(L0) = Ln.

Expresándolo en palabras, lo que se ha demostrado es que los puntos de los 
onjuntos

Ln son aquellos 
uyos 
ódigos ini
ian 
on n 
ifras que están en {1, 2, 3}, y luego sigue

una �
ola� en la 
ual solamente apare
en dos dígitos (máximo) que también pertene
en

a {1, 2, 3}.

A
abamos de estable
er una 
ara
teriza
ión de los puntos del 
onjunto

∞
⋃

n=0

Ln y la

podemos formalizar así:

Teorema 3.3.3. x0 ∈
∞
⋃

n=0

Ln si y sólo si existe k ∈ N tal que, los 
ódigos de x0 son de

la forma

α = α1α2 . . . αkβ, donde β ∈ Σ12 ∪ Σ23 ∪ Σ13, αi ∈ {1, 2, 3} , 1 ≤ i ≤ k. (3.4)

En esta expresión, el 
ódigo �nito α1α2 . . . αk puede ser el �
ódigo va
ío�, es de
ir sin


ifras. Este es el 
aso para los puntos de L0.

El anterior resultado nos permite a�rmar que S, el fra
tal que nos ha o
upado, 
ontiene

puntos que no están en di
ha unión. Re
ordemos la fun
ión de dire

ionamiento
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ϕ : ΣN → S. De ahí tenemos que para todo α ∈ ΣN
, ϕ (α) ∈ S. Claramente existen

elementos en ΣN
que no son de la forma (3.4). Como ejemplos, entre mu
hos otros,

están los siguientes: 123, 112321321 y 333111213111213. Anali
emos uno de estos:

ϕ
(

123
)

= ĺım
n→∞

f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ f1 ◦ · · · ◦ f1 ◦ f2 ◦ f3 (x) , ∀x ∈ R2.

Cal
ulemos la 
omposi
ión f1 ◦ f2 ◦ f3, que es nuevamente una 
ontra

ión (Proposi-


ión 1.6.2):

f1 ◦ f2 ◦ f3 (x) = f1

(

f2

(

1

2
x+

1

4
+

√
3

4
i

))

= f1

(

1

2

(

1

2
x+

1

4
+

√
3

4
i

)

+
1

2

)

= f1

(

1

4
x+

5

8
+

√
3

8
i

)

=
1

8
x+

5

16
+

√
3

16
i

Sea xf el punto �jo de la 
ontra

ión f1 ◦ f2 ◦ f3. Enton
es,

xf =
1

8
xf +

5

16
+

√
3

16
i ⇒ xf =

5

14
+

√
3

14
i.

De modo que

ϕ
(

123
)

= ĺım
n→∞

f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ f1 ◦ · · · ◦ f1 ◦ f2 ◦ f3 (xf) =
5

14
+

√
3

14
i.

Por lo tanto, xf = 5
14

+
√
3

14
i es un punto del triángulo de Sierpi«ski que no pertene
e a

∞
⋃

n=0

Ln.

Las últimas dos proposi
iones que enun
iaremos y demostraremos en seguida, fueron

planteadas en el artí
ulo [2℄ 
omo ejer
i
ios para el le
tor.

Proposi
ión 3.3.1. Sea D =
∞
⋃

n=0

F ◦n({xf}). Enton
es, la adheren
ia de D es el trián-

gulo de Sierpi«ski.

57



Demostra
ión.

D = F ◦0({xf}) ∪ F ◦1({xf}) ∪ F ◦2({xf}) ∪ . . . ∪ F ◦n({xf}) ∪ . . .
= {xf} ∪ {f1(xf), f2(xf), f3(xf)} ∪ {f1f1(xf), f1f2(xf ), f1f3(xf ),

f2f1(xf ), f2f2(xf), . . . , f3f3(xf )} ∪ {f ◦3
1 (xf ), f

◦2
1 f2(xf), . . . } ∪ . . .

= {xf} ∪ {fα1
◦ fα2

◦ · · · ◦ fαk
(xf) | αi ∈ {1, 2, 3}, k ∈ N}.

S es 
errado (Proposi
ión 2.2.1) y 
laramente D ⊆ S. De ahí que D ⊆ S ([3, Ejer
i
io

2.9.12℄).

Por otra parte, D = {y ∈ R2 | ∀ε > 0, B(y, ε) ∩ D 6= ∅}. Sea z ∈ S. Enton
es, existe

m0 ∈ N tal que

f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fm0
(S) = f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fm0

(ϕ(ΣN)) ⊆ B(z, ε)

(el triángulo de Sierpi«ski es un 
onjunto autosemejante). Luego, z ∈ D. De esta

manera se tiene la otra 
ontenen
ia, 
ompletando la prueba.

�

Proposi
ión 3.3.2.

∞
⋃

n=0

F ◦n({xf}) ∩
∞
⋃

n=0

Ln = ∅.

Demostra
ión. Supongamos que

∞
⋃

n=0

F ◦n({xf}) ∩
∞
⋃

n=0

Ln 6= ∅. Enton
es, existe b ∈
∞
⋃

n=0

F ◦n({xf}) ∩
∞
⋃

n=0

Ln. En la demostra
ión anterior, se mostró que

∞
⋃

n=0

F ◦n({xf}) = {xf} ∪ {fα1
◦ fα2

◦ · · · ◦ fαk
(xf ) | αi ∈ {1, 2, 3}, k ∈ N}.

Por Teorema 3.3.3, xf = ϕ(123) /∈
∞
⋃

n=0

Ln. De ahí que b 6= xf . Por otro lado, existe

n1 ∈ N tal que b = fα1
◦ fα2

◦ · · · ◦ fαn1
(xf ) = ϕ(α1α2 . . . αn1

123). Así, b tiene un 
ódigo

de la forma α1α2 . . . αn1
123 y pertene
e a

∞
⋃

n=0

Ln. Esto 
ontradi
e el Teorema 3.3.3.

�
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Capítulo 4

CONCLUSIONES

Así �naliza esta monografía, no sin antes, a modo de resumen, listar algunas propiedades

de S que fueron demostradas aquí.

*

El triángulo de Sierpi«ski 
umple lo siguiente:

1. Tiene área nula y su perímetro es in�nito.

2. Es un 
ontinuo.

3. Todos sus puntos son puntos frontera.

4. Es una imagen 
ontinua de [0, 1].

5. Todos sus puntos son puntos de rami�
a
ión (salvo tres).

6. Es el atra
tor de un SIF.

7. Es igual a

∞
⋃

n=0

Ln, pero diferente a

∞
⋃

n=0

Ln.

Se espera, sin ánimo arrogante, haber despertado o avivado la llama de interés del le
tor

por este 
ampo de las matemáti
as, tan abierto y atra
tivo. Además, que haya quedado

en él una sensa
ión de va
ío, no por falta de 
ontenido, sino 
omo efe
to del �nal de

una agradable experien
ia.

*

Otras propiedades se pueden 
onsultar en [3, Apéndi
e C℄ y [10℄.
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