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El problema que pretendemos abordar en nuestro trabajo parte de la comprension del foton
como un campo por excelencia monocromatico y su localizacion espacio-temporal. Las contradic-
ciones surgen a partir de que el modelo matematico para la descripcion de la luz a nivel cuantico
estan basados en el analisis de Fourier, y desde este punto de vista un campo monocromatico
es representado como una onda armonica. A grandes rasgos, el analisis de Fourier establece que
un campo monocromatico es aquel que se extiende infinitamente y de forma homogénea en el
tiempo y el espacio. De acuerdo al analisis de Fourier, solo una onda armoénica cumple estas ca-
racteristicas, la cual tiene un espectro tnico, es decir una tnica frecuencia asociada. Sin embargo,
experimentalmente la nocidon de fotén es un tanto diferente. Un fotén se encuentra localizado
dentro de un rango temporal At, y solo puede ser detectado dentro de dicho rango temporal, es
decir tiene cierto grado de localizacion. El inconveniente ocurre cuando se quiere tener un foton
parcialmente localizado que a su vez tenga una unica frecuencia bien definida. Esto es inviable
desde el analisis de Fourier, puesto que si se desea obtener un campo localizado, este debe estar
compuesto de infinitos modos que conforman un paquete de ondas.

En nuestro trabajo abordamos este problema partiendo desde los conceptos fundamentales
de la cuantizacion de la luz. Comenzamos describiendo una formulacién mecanocuantica de la
luz que permita estudiar el concepto de funcién de onda del foton. Posteriormente estudiamos el
proceso de segunda cuantizacion y analizamos especialmente el concepto de las fluctuaciones del
campo de vacio. Basados en una hipétesis en la que asociamos las ondas armoénicas con los estados
de vacio, construimos un modelo que permite solventar muchas de las dificultades conceptuales
que puedan conducir a malas interpretaciones. En este sentido, el estado cuantico de un fotén es
entendido como una composicion de estados de vacio sobre todos los modos o frecuencias en las
que una fuente puede emitir.

De gran importancia en nuestro trabajo es la necesidad de introducir una teoria de procesos
aleatorios al estudio de la radiacion a nivel fundamental, puesto que consideramos que las fluc-
tuaciones de vacio le otorgan a la radiaciéon un caracter estocastico. Finalmente realizamos una
aplicacion del modelo propuesto orientada a la emision emision espontanea y estimulada. Como
resultado principal en esta direccion veremos que nuestro modelo permite calcular las probabili-
dades de transicion mediante una definicion particular de los estado inicial y final de un sistema
atomo-campo.
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The issue we intend to solve in our work starts from the understanding that a photon not only
needs to be, strictly speaking, a monochromatic field, but also has to be, at least partially, localized
in space-time. Contradictions arise since the Fourier analysis only allows a localized field if it is
written as a wave packet, that is, as a sum of infinite harmonic wave functions. However, if photon
has to be a monochromatic field, it only has one single frequency and according to the Fourier
Analysis a monochromatic field is a harmonic wave function which is totally delocalized in space
and time.

In our work we take over this problem starting from the foundations of the quantum theory
of light. We start by describing a theory of first quantization of light, which allows to introduce a
sort of wave function for photons. Then we study the process of second quantization and analyze
one of the main features of the theory: the prediction of quantum vacuum fluctuations. Based
on the hypothesis that harmonic wave functions are the ones that describe mathematically the
vacuum field, we build a model that tries to solve some of the controversial points of the main
theory related to the nature of light. As a result we found that the state of one single photon can
be written as a composition of infinite vacuum states the same way a wave packet is a sum of
infinite harmonic waves.

Also, we introduced the random process theory into the foundations of radiation, since va-
cuum fluctuations determine the stochastic nature of light emission. At the end of the book we
describe a theoretical application of our model to the spontaneous and stimulated emission. Here
we found that the probabilities of transition can be computed by means of a clever way of defining
the initial and final state fo an atom-field system.
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Capitulo 1

Introduccion

“Mi punto de vista es que si tu filosofia no se actualiza cada dia, estas cegado a todo lo que el
universo puede ofrecerte”~Neil deGrasse Tyson.

Sin lugar a duda, la luz ha sido siempre un elemento manifiesto de nuestra vida diaria y un
tema de asombro desde el primer dia, cuya verdadera naturaleza se nos ha escabullido por siglos.
Muchas propiedades tnicas de la luz son extremadamente fascinantes, extrafias y han sido a lo
largo de la historia objeto de discusion y polémica dentro de la comunidad cientifica. Propiedades
que han convertido la busqueda de su verdadera esencia en un tema que ain hoy perturba la
imaginacion de los mejores fisicos [1-3].

Esta naturaleza enigmatica de la luz puede ser apreciada por su larga historia de controver-
sias. Sin ir mas atras en el tiempo, podemos empezar con Newton y Huygens a principios de los
afios 1700. Mientras que Newton consideraba a la luz como un rayo de particulas capaces de, por
ejemplo, “rebotar” en un espejo mediante reflexion, Christiaan Huygens sostenia que la luz era de
naturaleza ondulatoria. Este tltimo formuld un principio que en la actualidad lleva su nombre; el
cual afirma que todo punto de un frente de onda puede ser considerado como una fuente puntual
secundaria de ondas esféricas que se extienden con las mismas propiedades de la onda que proce-
den, y que estas ondas secundarias se superponen para construir un nuevo frente de onda dando
lugar asi a su propagacion. Casi cien anos después, en un intento de discernir sobre la naturaleza
corpuscular u ondulatoria de la luz, Thomas Young realiz6 su famoso experimento de la doble
rendija, y comprobd que se generaba de un patrén de interferencias cuando una fuente lejana se
difractaba en el paso por dos rejillas. Este descubrimiento demostraria que la luz se difractaba tal
como lo hacen las ondas y resolveria aparentemente el interrogante en favor de la teoria ondula-
toria, y ademas permitiria a la 6ptica ser integrada dentro de la teoria electromagnética gracias a
los trabajos de Fresnel, Sommerfeld, Kirchhoff, entre otros genios.

De este modo, la base conceptual para entender el fendmeno de la radiacion comienza con
James Clerk Maxwell y Henrich Hertz. Aunque Newton, Huygens, Young y muchos otros contri-
buyeron ampliamente a nuestro entendimiento de la Optica, la demostracion de Maxwell-Hertz
de que la luz esta constituida por los mismos ingredientes de las ondas electromagnéticas, campo
eléctrico y magnético, puede ser considerada como la primera revelacion a la pregunta de qué es

13



14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

la luz. De acuerdo con la descripcion, la luz es radiada por cargas aceleradas y es una excitacion
electromagnética de lo que en ese entonces se conocia con el nombre de “éter”.

El éxito de la teoria de Maxwell era formidable, era la primera teoria auto-contenida de la
radiacion que unificaba los fenémenos de electricidad y magnetismo, y le daba significado fisico
a la polarizacion transversal de la luz. Los fisicos de entonces se atrevian a proclamar que ya se
contaba con las teorias necesarias para entender cualquier fenémeno fisico... excepto dos, que no
se habian explicado aun y que curiosamente involucraban a la luz.

Uno de ellos es el experimento de Michelson-Morley. Su resultado constituiria posteriormente
la base experimental de la teoria de la relatividad especial de Einstein, descartando la existencia
del éter y postulando a la velocidad de la luz como una constante independiente del sistema de re-
ferencia inercial en el cual se mide. El segundo, la falta de una explicacion adecuada a la catastrofe
del ultravioleta (UV) de Rayleigh-Jeans y la naturaleza de la radiacién de cuerpo negro, impulso
a Plank a plantear la hipotesis de cuantizacion de la energia de los osciladores: para una onda
electromagnética de frecuencia v, las Unicas energias posibles que podian absorber las paredes de
la cavidad eran multiplos enteros del cuanto hv, en donde & es una nueva constante fundamental.
Una brillante hipdtesis que cambiaria radicalmente la concepcion fisica de entonces y conduciria
a los origenes de la mecanica cuantica.

Sin embargo, aunque ambos problemas involucraban a la luz, en ninguno de los dos casos la
cuantizacion de la luz habia sido mencionada para explicar dichos fendémenos. La relatividad es
una teoria clasica y Plank solo consideraba que las energias de los osciladores de las paredes de la
cavidad eran las que estaban cuantizadas, no el campo electromagnético.

El resurgir de la teoria corpuscular de la luz y los inicios del concepto moderno de foton son
debido a Albert Einstein, quien tomando prestadas las ideas de la cuantizacién de las energias de
Plank fue un paso mas alla al generalizar su hipétesis. Einstein propuso que la luz consistia de
un rayo de cuantos de luz, en donde cada cuanto poseia una energia hv y utiliz6 esta visiéon de
luz cuantizada para mostrar que se podia entender de forma simple algunas caracteristicas has-
ta entonces inexplicables del efecto fotoeléctrico. Es llamativo que Einstein obtuviera la idea de
foton tratando de explicar el efecto fotoeléctrico, teniendo en cuenta que una teoria semiclasica
puede explicar la esencia del fendmeno sin invocar la cuantizacion de la luz [4]. Veinte afios des-
pués, la existencia del foton como una entidad independiente fue demostrada mediante el efecto
Compton(1924) y descubrimientos posteriores de efectos cuanticos de la luz hacian indispensable
la nocidén de fotdn para una explicacion adecuada.

De modo que la conclusion era incuestionable, la interaccion entre la luz y la materia se realiza
mediante procesos elementales indivisibles, en la que la radiaciéon esta compuesta por particulas,
los fotones. Parametros corpusculares, como la energia E y el momento p del foton estan asociados
a parametros ondulatorios, como la frecuencia w y el vector de onda k mediante las relaciones
fundamentales

E=hw (1.1)
p = tk, (1.2)

en donde i = h/27.
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Asi, una vez mas se regresaba al concepto corpuscular de la luz y el viejo debate de su natura-
leza reaparecia. No obstante, la ciencia habia progresado lo suficiente y no seria igual que aquella
vez. Los cientificos entendieron que una completa interpretacion de los fendmenos 6pticos, espe-
cialmente el experimento de Young, solo puede ser obtenida conservando ambos aspectos, corpus-
culares y ondulatorios de la luz, y mediante la introduccién de nuevos conceptos fundamentales;
la mecanica cuantica.

Sila luz tiene caracteristicas tanto ondulatorias como corpusculares, comportandose de uno u
otro modo dependiendo de un experimento especifico, tal vez para la materia también sea asi. Eso
pensé de Broglie(1924) para obtener el premio Nobel cinco anos después y despejar, con ayuda
de algunos mas, el camino a Erwin Schrédinger para que pudiera introducir su famosa ecuacion
para las ondas de materia; la base de la mecanica cuantica no relativista. La vision sobre el debate
onda-particula que proporciona la mecanica cuantica es notable, la luz (o materia), no es ni onda
ni particula, sino una entidad confusa que cumple con el principio de superposicion. Cuando el
foton atraviesa la doble rendija en el experimento de Young, es detectado en la pantalla como
un punto en una region condicionada por su densidad de probabilidad, y una acumulacién de
dichos eventos realizados muchas veces reconstruye el patrén de difraccion caracteristico de la
interferencia de una onda clésica. Sin embargo intentar obtener informacién acerca del camino
tomado por el foton conduce a la destruccion de las franjas de interferencia y en consecuencia
ambas perspectivas, tanto onda como particula, pueden ser atribuidas a la luz con la misma validez
en virtud del principio de complementariedad.

La ecuacion de Schrodinger establece la base matematica para la dindmica de la materia, pero
;qué hay de la luz? Se advierte la necesidad de complementar las ecuaciones de Maxwell con una
visién cuantizada del campo electromagnético que incluya la naturaleza aleatoria y probabilistica
de la luz. Esto es precisamente lo que hace Paul Dirac [5], cuantizar el campo electromagnético
utilizando una técnica generalmente conocida como segunda cuantizacion, y colocar al fotén por
primera vez dentro de un formalismo matematico apropiado. Asi, acompafiado por otros genios,
Born(1925), Jordan(1925), Heisenberg(1926), nacia la teoria cuantica de la radiacion, la cual fue
secundada por el extraordinario éxito de la electrodinamica cuantica(1940), una teoria de la in-
teraccion luz-materia que ha logrado una exactitud numérica sin precedentes cuando de predecir
observaciones experimentales se trata.

La contribucion insignia de la electrodinamica cuéantica (QED, por sus siglas en inglés) puede
ser otorgada a la prediccion de la existencia del campo de vacio y sus fluctuaciones. El enfoque
usual de la cuantizacion de la radiacion electromagnética conduce a concluir que existe un estado
fundamental de minima energia, el cual es independiente de la existencia o no de fotones. Al
no haber particulas a qué atribuirles este estado del campo, es entonces atribuido al “vacio”, y
seria una propiedad intrinseca del universo en si mismo, que fluctia y que le otorgaria a la luz un
caracter estocastico. Aunque muchos cientificos cuestionan atn la existencia del campo de vacio y
lo consideran solo un formalismo necesario para que la teoria funcione, la realidad es que muchos
fendmenos pueden ser explicados haciendo uso de él, considerandolo incluso, la causa misma de
que estos fendémenos ocurran. La emision espontanea, el corrimiento Lamb, correlacion a nivel de
fotones, entre otros, son experimentos que son explicados exitosamente por la teoria e ilustran la
realidad de las fluctuaciones del vacio electromagnético [6-9].
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En efecto, la teoria cuantizada de la radiacién es indispensable para entender las propiedades
mas inusuales de laluz y su interaccion con la materia. Sin embargo, a pesar de que la reputacion de
la QED parece infalible, limitada solo por la capacidad de los fisicos de realizar los calculos, esta atin
presenta problemas conceptuales que conducen a malas interpretaciones. Especial y curiosamente
cuando tratamos de responder a la pregunta de qué es un foton. Los inconvenientes en este sentido
surgen al tratar de reconciliar la concepcién del fotén como un cuanto portador de energia hv y
su localizacion en el espacio. A grandes rasgos, desde el analisis de Fourier, un campo solo puede
ser estrictamente monocromatico si se extiende infinitamente y de forma homogénea en el tiempo
y el espacio. De acuerdo al analisis de Fourier, solo una funcién arménica de estas caracteristicas
puede tener un espectro unico, es decir una unica frecuencia asociada. Pero ;como puedo hablar
de una particula localizada y con una unica frecuencia si la funcion de onda que le asocio se
extiende infinitamente en el espacio?... con un paquete de ondas, diria alguien mas, pero entonces
el problema esta en la energia. El espectro de Fourier de un paquete de ondas no es unico, y
por ende la energia del fotéon como cuanto hv no estaria bien definida. Algunas interpretaciones
a este dilema hablan de fotones multimodales y policromaticos, otras del colapso de la funcién
de onda. En este trabajo de maestria abordaremos este problema y, partiendo desde conceptos
fundamentales, proponemos una nueva interpretacion desde una perspectiva mecano-cuantica y
extenderemos el concepto a la definicion del estado cuantico de un fotéon tomando en cuenta las
evidencias experimentales y el caracter estocastico de la radiacion.

Estrechamente relacionado con lo mencionado anteriormente sobre la localizacion del fotdn,
esta el ain hoy debatido concepto de su funciéon de onda y el desarrollo de una mecanica cuanti-
ca para fotones al estilo Schrodinger” [10-20]. El desarrollo de una “primera cuantizaciéon” para
fotones ha recobrado interés recientemente, entre otras cosas porque permitiria discutir diversos
efectos cuanticos que resultan de la interferencia y el entrelazamiento. Ademas la introduccion de
una funcién de onda asociada al fotéon permite una descripcion unificada de todas las particulas
a ambos niveles (primero y segundo) de cuantizacién. En esta direccién, se ha comprobado que
las ecuaciones de Maxwell pueden ser usadas como guia para interpretaciones mecano-cuanticas
apropiadas. El campo electromagnético se puede representar de una forma mas natural como un
campo vectorial complejo*, el cual se comporta precisamente de la misma forma que un campo
relativista para una particula, es decir como una funcién de onda. De este modo, el enfoque de
“primera cuantizacion” es desarrollado de forma equivalente al electromagnetismo clasico, de-
bido a que representa las ecuaciones de Maxwell en la forma de una ecuacién mecano-cuantica
relativista para particulas sin masa y de spin-1.

En conclusion, como hemos advertido en este breve recuento historico, dilucidar cudl es la
verdadera naturaleza de la luz no ha sido una pregunta facil de responder, sin embargo, aunque la
mision ha sido larga, parece ir encaminada en la direccion correcta. La descripcion cuantica de la
luz y la nocién de fotén como elemento de excitacién del campo cuantizado en un modo normal
apropiado, se presenta como una teoria que captura en gran medida el caracter fundamental de la
radiacion. Sin embargo aun falta camino por recorrer y vacios por llenar en la busqueda de una

O de Dirac, en el caso relativista.
El cual llamaremos campo generalizado de Maxwell definido F = E+icB, en donde E y B son el campo eléctrico
y magnético respectivamente.
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comprension completa de la luz. Sirvase esta introduccién como motivo suficiente para realizar
este trabajo de maestria y contribuir con nuestro aporte a dicha btisqueda.

Nuestra propuesta se reduce a abordar el problema de qué es el foton desde dos perspectivas:
desde una formulacion mecano-cuantica, entendiéndolo como un paquete de ondas cuya energia
esta relacionada con la frecuencia de la portadora de dicho paquete de ondas y que ademas se
encuentra localizada dentro de él con cierta probabilidad determinada por la funcién envolven-
te. Y desde una perspectiva de la electrodinamica cuantica, el estado de un fotén lo definiremos
como una suma continua de estados de vacio en los infinitos modos espectrales instantaneos que
una fuente puede emitir, es decir asociado a la naturaleza estocastica de la radiacion. A partir de
lo anterior, proponemos que estas dos perspectivas estan realmente conectadas si consideramos
que el campo de vacio que resulta de la QED es el equivalente clasico al campo monocromatico
del analisis de Fourier. Asimismo, observaremos en qué forma nuestra visiéon podria solventar
los problemas conceptuales entorno a la localizaciéon y la energia del fotén y cuales serian las
consecuencias que se manifiestan.

Comenzamos en el siguiente capitulo describiendo la formulacién mecano-cuantica para fo-
tones en los dos niveles de cuantizacion, describimos un desarrollo paralelo desde la cinematica
de Einstein y de las ecuaciones de Maxwell para la obtencién de una ecuacién mecano-cuantica
asociada al foton. La solucion de dicha ecuacion puede ser cuantizada para dar lugar a los opera-
dores de campo eléctrico y magnético habituales de la QED. En este mismo capitulo discutimos la
definicion del foton que proporciona la QED, discutimos sus caracteristicas y exhibimos una rela-
cion existente entre el campo generalizado de Maxwell y los operadores aniquilacién y creacion.
Posteriormente en el Capitulo 3, partimos de las propiedades del campo de vacio y los campos
monocromaticos para poner de manifiesto una similitud entre ambos conceptos y una equivalen-
cia entre ambos modelos de cuantizacion. En el Capitulo 4 introducimos una vision estocastica de
la radiacion, definimos un nuevo estado de un fotén como una suma de estados de vacio, e intro-
ducimos el concepto de estado de una fuente. Finalmente se aplica esta nueva nocion al estudio de
las probabilidades de transicion entre fotones y atomos para la emision espontanea y la emision
estimulada, haciendo énfasis en esta ultima para entender la nocién de coherencia de fotones. Por
ultimo, se presentan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Formulacion cuantica de la radiacion

“El trabajo de James Clerk Maxwell cambi6 el mundo para siempre”-Albert Einstein.

Tal y como se menciono6 en la introduccion, fue Dirac [5] el primero en combinar los aspectos
corpusculares y ondulatorios de la luz de tal manera que se pudieran interpretar todos los feno-
menos de interferencia y a la vez se explicara la emision y absorcion de un foton de cierta energia
por un atomo. La esencia de la teoria cuantica de la radiacién de Dirac estd basada en una idea
sencilla, consiste en asociarle un oscilador armoénico simple cuantizado a cada modo del campo
electromagnético de tal manera que el fotén aparezca como un elemento de excitaciéon de dicho
modo. Este proceso se describe como la cuantizacion del campo electromagnético y el término “se-
gunda cuantizacién” de la radiacion es con frecuencia utilizado en la literatura’ en analogia a la
cuantizacion del campo en la mecanica cuantica de Schrédinger (o Dirac), la cual es consecuencia
de una “primera” cuantizacion de la dindmica Newtoniana (o de Einstein).

Del mismo modo, referente a la distincién entre la luz vista como campo o como particula, la
definicion o existencia de una funcién de onda y la construccion de una mecanica cuantica para
fotones, paralela a la mecanica cuantica para la materia, tendria mucho que ofrecer. Sin embargo la
funcion de onda para fotones es un concepto controversial. El principal obstaculo para definir una
funcion de onda para fotones resulta precisamente del problema de su localizacion. La idea de que
el foton no puede ser localizado esta basado en el concepto de estricta localizacion matematica, en
donde el foton es presentado con probabilidad uno de localizarse en una region del espacio y pro-
babilidad cero en la region complementaria. Ya en 1949 Newton y Wigner [22] habian formulado
que los fotones no cumplian ciertas condiciones de invariancia inevitables para la construccion de
un estado localizado, trabajo que fue extendido y corroborado por Wightman [23]. Estos trabajos
son considerados por algunos cientificos como la prueba de que el fotén no puede ser localiza-
do, sin embargo muchos autores rechazan este punto de vista tan estricto [10,16,17,19,20,24], y
comparten la opinién de que, abandonando la nocién de localizacion estrictamente matematica,
existe la funcion de onda del foton, siempre y cuando esta sea 1til y esté adecuadamente definida.

Fermi también fue uno de los pioneros [21].
Aunque se puede discutir el correcto uso del término “segunda cuantizaciéon”, dado que realmente consiste en
cuantizar la teoria clasica de la luz, es decir las ecuaciones de Maxwell.

18
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Gracias a estos esfuerzos, recientemente se ha puesto en manifiesto un notable resultado. El
campo electromagnético tiene una representaciéon mas natural como un campo vectorial complejo,
llamado campo vectorial de Riemann-Silberstein (RS). Vector que fue estudiado en detalle por
primera vez en 1907 por Silberstein [25, 26] quien en su segundo articulo menciona que dicho
vector aparecio por primera vez en las conferencias de Bernhard Riemmann(1901). Lo notable en
sus trabajos es que el vector RS parece poseer todas las caracteristicas deseadas en una funcién
de onda para fotones, primordialmente porque es soluciéon de una ecuacioén similar a la ecuacion
de Dirac para particulas relativistas de spin 1/2; ecuacion que se puede obtener a partir de la
cinematica de Einstein o de las ecuaciones de Maxwell de forma paralela. Y ain mas interesante
resulta el hecho de que cuantizar dicha funcion de onda conduce a la teoria cuantica de la radiacion
tradicional.

Siguiendo esta ruta, este capitulo muestra los conceptos generales para la obtencion de la
ecuacion mecano-cuantica para fotones a partir de dos perspectivas aparentemente independien-
tes, desde las ecuaciones de Maxwell y de la cinematica de Einsten'. Ambos desarrollos conducen
a un campo generalizado de Maxwell que relaciona el campo eléctrico y magnético mediante el
vector complejo RS. En consecuencia, cuantizar dicho campo generalizado conduce a la cuanti-
zacion tradicional de la electrodinamica cuantica, ya que cuantizar este campo generalizado es
equivalente a cuantizar el campo eléctrico y magnético. Esta cuantizacion se presenta de manera
subsecuente en este capitulo y se muestra como las fluctuaciones asociadas a la energia fundamen-
tal, las llamadas fluctuaciones del vacio, son producto de dicha cuantizaciéon. También discutimos
las principales interpretaciones acerca del estado cuantico del fotéon que proporciona la teoria y
finalmente ponemos de manifiesto una relacion directa entre la amplitud del campo generalizado
de Maxwell y los operadores escalera.

2.1. Primera cuantizacion

Siguiendo el procedimiento similar al de los autores [10-20], se deduce una ecuacién mecano-
cuantica para fotones a partir de las ecuaciones de Maxwell y de la cinematica de Einstein, cuya
solucion toma la forma de un campo vectorial complejo, F(r, t) = E(r, t) + icB(r, t).

2.1.1. Campo generalizado de Maxwell como funcién de onda

Tal como se menciond, el elemento matematico que merece el nombre de funcién de onda de
un foton puede ser rastreado a partir de una forma compleja de escribir las ecuaciones de Maxwell
que se conoce desde hace tiempo en los trabajos de Riemann y Silberstein. Esta forma compleja
de las ecuaciones de Maxwell se obtiene multiplicando las ecuaciones

0.E(r,t) = c*VxB(r,t), V-E(r,t)=0, (2.1)
por el imaginario i y luego se suma con el segundo par de ecuaciones de Maxwell

—cd;B(r,t) =cVxE(r,t), V-B(r,t)=0, (2.2)

Que las ecuaciones de Maxwell puedan ser obtenidas desde la cinematica de Einstein, recupera la visiéon del
fotén como particula y no simplemente como un elemento de excitacién de un modo del campo electromagnético.
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las ecuaciones de Maxwell se reducen a

id,F(r,t) = cV xF(r, 1), (2.3)
V-F(r,t)=0, (2.4)

en donde
F(r,t) = E(r,t) + icB(r,t). (2.5)

La ecuacion 2.5 representa la forma compleja de las ecuaciones de Maxwell, en donde F es un
campo generalizado [14]. El siguiente paso a realizar es rescribir la ecuacion 2.3 mediante el uso
de las matrices de spin-1 S, S, y S, conocidas de la mecanica cuantica’ [16]

00 0 0 0 i 0 —i 0
Se=l0 0 -i| , S,=|0 00| , S,=[i 0 of . (2.6)
0i 0 i 00 0 0 0

La ecuacion 2.3 puede escribirse en términos de estas matrices de spin si aplicamos la siguiente
regla de conversion de notacion vectorial a notacién matricial [10]

AxB=-i(A-S)B, (2.7)

-
en donde A y B son vectores ordinarios de tres componentes y S = (S,,S,,S;) es un vector de
tres componentes compuestas por las matrices de spin-1.

La ecuacion resultante

iho,F(r, t) = c(§ : ?V)F(r, ), (2.8)

representa asi la ecuacion mecanocuantica para los fotones, cuyo Hamiltoniano es c(§ -[h/i ]V)

Utilizar el vector complejo 2.5 como funciéon de onda para una particula en el sentido de una
primera cuantizaciéon produce resultados consistentes, y sugiere que este vector deberia ser una
representacion mas natural para el campo electromagnético clasico también.

2.1.2. Ecuacion mecano-cuantica de un foton a partir de la cinematica de
Einstein

El enfoque corpuscular que se usa tradicionalmente también puede ser aplicado a los fotones.
Lo que se realiza es un paralelismo del tratamiento realizado por Dirac para determinar la ecuacion
de onda de un electrén, una particula de spin 1/2 a partir de la cinematica de Einstein. Siguiendo
esta ruta se halla la ecuaciéon de movimiento para una particula de masa cero y spin 1 [10,11, 14~

,19].

Es posible elegir una representacion especifica para las matrices S;, en este caso estas actiian sobre las compo-
nentes cartesianas del vector funcién de onda y no son la proyeccién del nimero cuantico de spin sobre el eje z; por
eso S, no es diagonal.
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La ecuacién de Dirac se deriva de la condicion relativista de la energia E, masa m y momento
pP;
(E? = c?p? —m?cHIB®w =0, (2.9)

donde I® es la matriz identidad 3x 3 y W es una funcién de onda de tres componentes'. Teniendo
en cuenta m = 0 para fotones, la ecuacion 2.9 la podemos descomponer en

, E [ P2 ppy pap:
(——p)1‘3)=(—I(3)—p-8)(—1(3’+p-8 —|pwpx Py Pypz|=0,  (210)
p:Px PPy P2

en donde S es igualmente el vector matricial de spin 1 cuyas componentes son Sy, S, y S, los
cuales cumplen las propiedades

[S0S,1=iS. . [S.S.0=iS, , [5,5.]=iS,. (2.11)

Por sustitucion directa se puede demostrar 2.10. Teniendo en cuenta que

popx Py PPz|=|py|[px Py P2, (2.12)

P PxPy PxP: [px
PzPx PzPy p22 P-

la expresion 2.10 aplicada a la funcién de onda de tres componentes W queda

2P \I’:(?I —p-S)(?I +p~S)\I’— py|(p-W)=0, (2.13)
2

de donde finalmente se obtiene que la anterior ecuacion debe satisfacer

E ,
(ZI(?’)—p'S)‘P:O, (2.14)

p-W=0. (2.15)

Por lo tanto, a partir de la ecuacion 2.14 se puede deducir una ecuaciéon de onda anéloga a la
ecuacion de Schrodinger utilizando el operador de energia y momento

E—=—ihd, , p— —ihV. (2.16)
Las componentes de la funcién de onda estin definidas por el nimero cuantico de spin, a saber W(r,t) =
W(r,t,s)

W(r, t,s—1)
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De esta manera se obtiene que
2 h
ihd, W (r,t)= C(S . 7V)\I’(r, t), (2.17)

la cual corresponde a la misma expresion 2.8 con W(r, t) = F(r, t).

Es asi, que es posible obtener una ecuacion mecano-cuantica del foton ya sea derivada a partir
de la cinematica de Einstein o de las ecuaciones de Maxwell. Este resultado sugiere que las ecua-
ciones de Maxwell en el fondo corresponden a una teoria cuantica relativista para fotones y no a
una teoria clasica. Observemos que el operador Hamiltoniano para el foton surge de este enfoque
como el producto escalar entre el vector momento y el vector de spin (helicidad) multiplicado por
la velocidad de la luz c. La ecuacion auxiliar 2.15 representa la condicion de divergencia V- W = 0.
Note que el factor # en la expresion 2.17 se puede cancelar, lo cual es consecuencia de que la masa
del foton es cero, de otra manera no se podria cancelar. Esto explica la ausencia de este factor
caracteristico de la mecanica cuantica en el electromagnetismo clasico.

Extraordinariamente, James Clerck Maxwell sin saberlo habia descubierto una correcta teoria
cuantica relativista para los fotones, cuarenta y tres afios antes de que Einstein siquiera hubiera
postulado su existencia. En donde, si un estado de un fotén del campo electromagnético es creado,
entonces su estado cuantico o funcioén de onda asociada, W(r, t), (PWF, por sus siglas en ingles)
esta determinada por el conocimiento de su distribucion del campo eléctrico y magnético en el
espacio en virtud de campo vectorial complejo F(r,?).

2.2. Segunda cuantizacion

Para analizar la concepcién de qué es un foton desde el punto de vista de la QED, procedemos
a cuantizar la funciéon de onda del foton. Tomemos en cuenta que cuantizar la funciéon de onda
W(r,t), es decir elevarla a estatus de operador, ‘/I—\’(r, t), y establecer relaciones de conmutacion, es
equivalente a cuantizar el campo eléctrico y magnético, puesto que se debe cumplir que "I\’(r, t) =
E(r,t) + icB(r, t) [10,15,20].

Aungque es posible realizar una cuantizaciéon multimodal en el espacio libre como un paquete
de ondas, para efectos de nuestro trabajo, podemos con seguir el procedimiento tradicional de la
cuantizacion del campo electromagnético en cavidades teniendo en cuenta que los modos discretos
introducidos por la cavidad pasan a ser continuos en el espacio libre [6,27-29]. Consideremos el
caso cuando el campo electromagnético esta confinado dentro una cavidad cuasi-unidimensional
de volumen finito con paredes perfectamente reflectantes como se muestra en la figura 2.1. Las
condiciones de frontera apropiadas a esta situacion fisica requiere que el campo eléctrico se desva-
nezca en las paredes. Un modo de un campo electromagnético clasico monocromatico y polarizado
en la direccion x que se propaga en la direccioén z, toma la forma
N

E(r,t) = é,E,(zt) = éx(v—eo)2 q(t)sin(kz), (2.18)

El cuasi se refiere a que aunque la estructura es realmente tridimensional, son solo los modos que se propagan
en una sola direccion los que son de interés.
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Figura 2.1: Cavidad 6ptica unidimensional de longitud L usada para cuantizar el campo.

en donde w es la frecuencia del modo, k es el nimero de onda relacionado con la frecuencia a partir
de k = w/c, é, un vector unitario en la direccioén de polarizacién y g(t) corresponde a una funcion
armonica en el tiempo que tiene unidades de longitud. La condicion de frontera z = L implica que
las frecuencias permitidas son w,, = c¢(mn/L), m = 1,2,.... El valor de w en la ecuacién 2.18 es
una de esas frecuencias, en donde las demés se pueden considerar al expandir el campo en todos
los modos de la cavidad [6].

El campo magnético se puede deducir a partir de 2.18 y toma la forma

1
) 1 (2077
B(r,t) = &,By(z,t) = el’ﬂ (V_eo) g(t)cos(kz), (2.19)

en donde 4(t) tiene unidades de momento.
De manera que la energia electromagnética clasica contenida en unidades S.I. esta dada por el
Hamiltoniano

H= %Jdv [EOEZ(L t)+ i13.2(r, t)l ,

| s 10 (2.20)
= E —B(z1)],
5 JdV [60 Az t)+ p y(z t)l
de lo cual la energia del campo clasico cumple que
1
H= E(pz +w?q?), (2.21)

en donde hemos denotado p(t) = 4(t).

El presente problema dinamico puede ser cuantizado notando que el Hamiltoniano es for-
malmente equivalente al de un oscilador arménico con masa unitaria. Identificando las variables
conjugadas g y p como operadores que cumplen las relaciones de conmutaciéon

[4,p1=ih, [4,41=0, [p,p]=0, (2.22)
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entonces los operadores campo eléctrico y magnético toman la forma

E.(zt) = (‘2/—622)2 4(t)sin(kz), (2.23)
0
2\2
By(z, t) = (Ci—k)(é—a;o) p(t)cos(kz) . (2.24)

Y el Hamiltoniano correspondiente como operador es

L

H=—-(p*+w?’4%). (2.25)

Es conveniente introducir los operadores no Hermiticos aniquilacion y creacion mediante las re-
laciones

4= (2hw) Y (wg +ip), (2.26)
a" = (2hw) " (wg-ip), (2.27)
de tal manera que
E.(zt) = Ey(d + a")sin(kz), (2.28)
By(z,t) = BO%(d —d%)cos(kz), (2.29)

en donde “el campo eléctrico por fotén” es &y = (hw/ey V)2 y By = (po/k)(eghw?/ V)12,

Los correspondientes estados propios, |#), del Hamiltoniano satisfacen
A 1
H|n>=hw(n+§)|n>, n=0,1,2.., (2.30)

en donde 7 puede ser interpretado como el nimero de fotones en el estado |n) que cumple

.I_

iiln)y=nln), con A=4a'd. (2.31)

2.2.1. Fluctuaciones del campo de vacio

Para analizar en qué consisten las fluctuaciones del vacio sigamos considerando el campo
electromagnético en un modo de frecuencia w en una cavidad tal como lo hemos hecho hasta
ahora y asumamos que la cavidad contiene precisamente 7 fotones, esto es, el campo se encuentra
en el estado |n). Si intentamos calcular el valor esperado del campo eléctrico para dicho estado

(| E(z,t)|n) = Eo(n|d +a' [n)sin(kz), (2.32)

notemos que (n|d|n)y = Vn(njn—-1) = 0y que (n|a*|n) = Vn+1(njn+1) = 0, con lo cual en-
contramos que el valor esperado del campo eléctrico, o el magnético, es cero cuando el campo se
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encuentra en un estado puro de nimero de fotones (llamado también estados de Fock). Esto es
cierto no importa que tan grande sea 1. En ocasiones se dice que cuando el campo electromagné-
tico contiene un gran numero de fotones su estado se aproxima al caso clasico, esto claramente
no es cierto para un estado numero, ya que no importa que tan grande sea el numero de fotones,
el valor esperado del campo es siempre cero .

Continuando con el estado numero, notemos que si calculamos el valor esperado del operador
intensidad, es decir el cuadrado del campo eléctrico,

(n|E*(z,t)|n) = E2sin?(kz) (n]aa’ + aa® + a*a + aa|ny, (2.33)
= E2sin®(kz)(n|2a%a + 1|n), (2.34)

1
= 2&; sin(kz) (n + E) , (2.35)

este es diferente de cero incluso cuando no hay fotones presentes, y aumenta a medida que hay
mas cuantos de luz.

De tal manera que, si las fluctuaciones del campo estan caracterizadas por la varianza“ o por
su raiz cuadrada (incertidumbre), AE(Z, t) , entonces

(AE(z,1))? = (E?(z, 1)) — (E(2, 1)), (2.36)

AE(z,t) = V2&, sin(kz)4[n+ % (2.37)

Como se podia esperar, la incertidumbre es diferente de cero, dependiente del nimero de fotones
en el campo y de la posicion en la cavidad. Sin embargo, el aspecto que mas llama la atencion de
este resultado, es que la incertidumbre es diferente de cero para el campo incluso cuando n = 0,
es decir para el estado de vacio |0). Un valor de incertidumbre diferente de cero implica que el
campo eléctrico cuantizado exhibe fluctuaciones incluso cuando no hay fotones presente.

Como resultado de estas fluctuaciones, valores aleatorios del campo aparecen y desaparecen.
En este sentido, la aleatoriedad intrinseca de la radiacién nos permitira proponer una interpre-
tacion al foton desde un fundamento estocastico, en el que las fluctuaciones del vacio juegan un
papel primordial. De este modo, el nombre de “vacio” es un tanto engafioso, ya que aunque no
es un campo directamente observable, este tiene efectos indirectos que pueden ser detectados y
es de hecho el responsable de fendémenos netamente cuanticos como la emisiéon espontanea, el
corrimiento Lamb, micromaser, quantum beats, quantum eraser, entre otros muchos [31].

De lo cual

2.2.2. El foton en la segunda cuantizacion

Aunque la palabra foton es universal en la dptica cuantica, esta es cominmente usada en varios
sentidos diferentes. Una interpretacién comun es que los operadores d y ' aniquilan o crean un

De hecho es otro tipo de estados del campo electromagnético conocidos como estados coherentes los que proveen
la “mejor” aproximacién cuantica a un estado clasico. Introducidos por primera vez por Glauber [30].
Para cualquier operador A, la varianza esta determinada como (AA)? = (A?) — (A)%.
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fotén

dny=vVnln-1y, a'my=Vn+1ljn+1). (2.38)

De acuerdo a esta interpretacion, la que otorga la cuantizacién del campo, el fotoén es un cuanto
de uno de los modos del campo electromagnético, y como tal este ocupa todo el volumen de cuan-
tizacion. Segun lo dicho, el fotén es una entidad integrada a la cavidad y no posee una identidad
independiente, en consecuencia, intentar hablar sobre la localizacion del foton resulta ilogico, en
este sentido el foton esta en toda la cavidad.

Pese a que esta vision de fotones deslocalizados da resultados razonablemente correctos por
ejemplo al explicar la interferencia, ella no provee una representacion precisa del proceso fisico
en experimentos reales, en donde la palabra foton es con frecuencia utilizada para describir un
paquete de radiacion relativamente localizado de energia hv. En estas situaciones, los fotones
son siempre objetos multimodales ya que el analisis de Fourier (ver apéndice A.2) implica que la
localizacion de un paquete de ondas requiere una superposicion de modos.

A continuacién analizamos las dos perspectivas mas conocidas que intentan solucionar el pro-
blema planteado. Una de ellas interpreta a los fotones como cuantos multimodales con energia
promedio y la otra involucra el concepto del colapso de la funcion de onda a uno de los estados
de energia definida.

Fotones multimodales

Para explicar en qué consisten los fotones multimodales, consideremos que una fuente tipica de
luz actua mediante emision espontanea. El tiempo de una emision es frecuentemente determinado
por la estadistica aleatoria de la fuente, pero una vez inicia, esta ocurre en un lapso de tiempo Aty
en consecuencia la energia de radiacion est4 localizada en forma de un pulso o paquete de onda. De
esta manera, la luz nunca tiene una frecuencia angular bien definida, sino que w esta distribuida
en todo un rango de valores Aw caracteristico de la naturaleza del emisor. Los valores minimos del
tiempo de duracion del pulso y rango de frecuencias estan relacionados por la teoria del analisis
de Fourier a través de sus incertidumbres (ver apéndice A.3).

Esta vision contempla la excitacion de un pulso que esta en cierto grado localizado en el tiempo
e involucra composicion de las infinitas ondas monocromaticas (modos) del sistema optico. La
separacion frecuencial es generalmente pequefia en comparacion con el intervalo de frecuencias
Aw, y es posible tratar la frecuencia w como una variable continua'. De esta manera, se modifica
el operador creacién, 4', que crea un fotén, |1) = 47|0), por el correspondiente operador “creacién
de paquete de onda”

at = fdwg(w)f(w), (2.39)
que crea un fotéon multimodal

1) = jdwé(w)d*w)m» (2.40)

En su libro [32], Cohen-Tannoudji realiza un procedimiento muy interesante en donde describe los campos en
el espacio reciproco espacial de Fourier, E(r, t) — £(k, t), evitando asi considerar el campo en el espacio libre dentro
de un cubo de volumen V que tiende a infinito.
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en donde &(w) es la amplitud espectral del paquete de ondas, y 4t(w) es operador creacién con-
tinuo sobre todos los modos.

Es asi que intentar solucionar el conflicto anteriormente planteado desde esta perspectiva,
consiste en que la integracién sobre frecuencias remplaza la idea de un cuanto de energia hw
en un modo discreto por un cuanto promedio fwg, en donde w( es una frecuencia media del
espectro del paquete de ondas |£ (w)]?. Algunos autores son de la opinién que el foton es realmente
policromatico en virtud del principio de incertidumbre y no monocromatico contrariamente a
lo que muchos piensan, por ejemplo, Keller [33] dedica un capitulo de su libro a desarrollar el
concepto de foton policromatico y considera al foton de Einstein una versién clasica de foton.

El colapso de la funcion de onda

Por otra parte, para analizar la interpretacion del colapso de la funcion de onda, notemos que
en general, cualquier estado del campo puede ser escrito como la superposicion de estados propios
de energia,

Wy=) culn), (2.41)
n
en donde ¢, es la amplitud compleja asociada al estado nimero de fotones, |n), que puede ser
interpretada como la amplitud de probabilidad de que el oscilador asociado esté excitado en el
n-ésimo estado propio de energia.

Sin embargo hay que recordar que esta combinacioén es valida solo para uno de los modos w
de la cavidad, dado que asi se realiz6 la cuantizacion. Para generalizar a un estado de radiacion
multimodal se introduce un estado generalizado de Fock, escrito de la forma

[{n}) = [n“1, n¥2,n¥3, n®4, n®s, ...y, (2.42)

el cual representa un estado puro del campo en el que se tiene en cuenta el nimero de ocupacion
para cada uno de los modos de la cavidad, w,, = c2rtm/L.

Nuevamente, como los estados de Fock forman una base ortonormal completa, siguiendo las
reglas de la mecanica cuantica, podemos expresar cualquier estado del campo en términos de una
superposiciéon de estados de Fock o estados nimero, pero ahora teniendo en cuenta todos los
modos de la cavidad, de la siguiente manera

W= E(fmhlinl), (2.43)
{n}

en donde & ({n}) es la amplitud de probabilidad normalizada que el campo se encuentre en el estado
l{n}).

Observemos entonces que ocurre cuando tenemos un fotén en la cavidad, es decir |W) = |1).
De acuerdo con la ecuacion 2.43, el estado |1) se puede describir como una combinacién lineal de
estados |[{1}), en donde

{1}1) =11“1,0,0,0,0,...), (2.44)
{1}2) =10,12,0,0,0,...), (2.45)
{1}*3) =10,0,1%3,0,0,...) , etc. (2.46)
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Por lo tanto
=) &, (2.47)

y dado que el operador creacidon que actiia sobre el campo de vacio crea un fotén en la frecuencia
w, d+(a)) =0), entonces

=) &wd*(@)|0). (2.48)

Para describir el foton en el espacio libre, se introduce el cambio de modos discretos a modos
continuos [6,9],) , — fd w, y por lo tanto el estado de un foton es definido como

1) = jda)g(w)a*(w)m). (2.49)

;Qué se puede interpretar entonces de la ecuacion 2.49 en términos del concepto de fotén? La
interpretacion del colapso de la funciéon de onda consiste en que el estado del foton no esta en un
estado de Fock definido, sino que tiene cierta probabilidad de estar en uno de los estados nimero
|n = 1) dentro de la superposicion. Esto significa que el estado de un foton no tiene una energia
definida, sino que puede colapsar a una de ellas #iw,, y a su estado correspondiente |{1}“) con
cierta probabilidad al momento de la deteccion.

Analisis

Notemos que las dos interpretaciones antes mencionadas, aunque diferentes, son matemati-
camente equivalentes. Esto se entiende debido a que las interpretaciones deben estar en concor-
dancia con el modelo de la cuantizaciéon del campo, que aunque pueda presentar falencias con-
ceptuales que puedan conducir a interpretaciones diferentes, sin duda la QED ha capturado el
formalismo adecuado que modela la radiacion tal como lo demuestra su capacidad de describir los
experimentos con gran exactitud.

Es cierto que las dos interpretaciones intentan unificar una vision de fotén localizado como
un cuanto de energia hv, sin embargo consideramos que ambas conducen a algunas situaciones
sin sentido. Por ejemplo, aunque fisicamente mas realista, un paquete de ondas el cual porta un
cuanto de energia basico fiw, en el que w( es un promedio de las frecuencias contenidas en su
espectro, implicaria que en un experimento en el que un foton interacciona con un atomo, como
en el efecto fotoeléctrico, el &tomo podria en principio interactuar con una frecuencia diferente
a la frecuencia w(, puesto que todo el espectro esta presente dentro del paquete de ondas y nin-
guno tiene preferencia sobre otro, es decir que la diferencia de energia del electron excitado podia
ser AE # hwy. Si esto es asi, entonces un atomo que es excitado por un foton de energia hw,
podria emitir un fotén de energia diferente al decaer, ya que la interaccion puede no realizarse a
la frecuencia media sino a una de las frecuencias del espectro. Ain mas extrafo si consideramos
los modos discretos dentro de una cavidad; si la combinacion de los modos genera el paquete de
ondas, entonces la frecuencia promedio w( puede ni siquiera ser una de las frecuencias promedia-
das, es decir puede ser una frecuencia que no pertenezca al espectro de la cavidad, lo cual carece
de sentido.
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En contraste, la interpretacion del colapso de la funcién de onda no presenta ese problema, ya
que la interaccidn tiene cierta probabilidad de producirse con una unica frecuencia del espectro.
Sin embargo, el colapso de la funcion de onda implica que el estado final del foton es un estado
[1)“, estado de energia fiw. El estado puro de un fotdn, como se pudo ver en la cuantizacion, es un
estado deslocalizado espacialmente, se extiende en toda la cavidad (fig. 2.1), entonces si el foton
es una combinacién de estados que se extienden indefinidamente ;por qué no se puede detectar
el foton en cualquier region del espacio? Es decir, si un detector se ubica en cierta distancia z de la
fuente y se activa en un tiempo t # z/c, es decir, ya sea cuando el fotén no ha llegado al detector o
cuando lo ha sobrepasado (ver fig.2.2), en principio la probabilidad de detectarlo seria diferente de
cero ya que hay cierta probabilidad de que colapse a un estado numero, y como este se extiende
en todo el espacio, se podria detectar independientemente de que el detector haya sido ubicado un
tiempo posterior al transcurso del foton. Claramente esto no ocurre experimentalmente, en cuyo
caso el foton nunca es detectado.

Figura 2.2: Un foton como superposicion de estados nimero de fotones ubicado a una distancia
d > z (a), puede colapsar a un estado nimero con cierta probabilidad y ser observado por un
detector en una posicion z (b). Esto no ocurre experimentalmente.

Por estas razones presentamos una version alternativa a la interpretacion del estado de un
foton, la cual se explicara desde el formalismo cuantico basandonos en premisas experimentales
que se deben cumplir y que, al igual que las dos interpretaciones anteriores, conserva la estruc-
tura matematica que predice la teoria cuantica (4). Antes, para efectos de esta trabajo pondremos
de manifiesto una relacion existente entre el operador de campo generalizado de Maxwell y los
operadores escalera.

2.2.3. Los operadores escaleras y el campo generalizado de Maxwell

Las ideas de la cuantizacion en cavidades pueden ser extendidas a sistemas opticos abiertos,
en donde no hay una cavidad identificable, pero donde la configuracidon experimental tiene una
extension finita determinada por las fuentes, las secciones transversales del haz, y los detecto-
res [6,7,9]. Las ondas estacionarias asociadas a cada modo de la cavidad cerrada, se remplazan
por ondas viajeras que se propagan de fuentes a detectores. Uno de los sistemas 6pticos mas sim-
ple a considerar se muestra en la fig. 2.2.3 y consiste en un divisor de haz. El cual es uno de los
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T

Figura 2.3: Representacion esquematica de un divisor de haz optico que muestra la notacion para
los operadores de campo en las dos secciones den entrada y las dos de salida.

componentes centrales en el estudio de la naturaleza cuantica de la luz. Un experimento que dis-
tingue entre la naturaleza clasica y cuantica de la luz consiste en una fuente que emite luz hacia
una de las secciones de entrada y que es dirigida por el divisor de haz hacia los detectores ubicados
en las secciones de salida. Los modos espaciales relevantes al sistema en este ejemplo constituyen
una excitaciéon conjunta de la seccién de entrada elegida y de ambas secciones de salida.

Los operadores d; en la figura 2.2.3 son los operadores aniquilacion de fotones para las sec-
ciones de entrada (i = 1,2) y salida (i = 3,4). Sin entrar a resolver el problema del divisor de
haz, la idea basica es que los operadores aniquilacion esencialmente representan las amplitudes
de los campos electromagnéticos cuanticos en las cuatro secciones del divisor de haz, los cuales
son analogos a las amplitudes clasicas complejas [27].

Aunque en Optica cuantica es usual considerar a d como el “campo”, realmente los operadores
de campo eléctrico en las cuatro secciones son proporcionales a la suma de 4; y su Hermitico
conjugado dj (ecuacion 2.28), con lo cual no es muy preciso describirlo como tal. Sin embargo,
una relaciéon un poco mas clara entre los operadores escalera y el campo electromagnético se
puede hacer si consideramos, en vez del campo eléctrico y magnético por separado, el campo
generalizado de Maxwell o vector RS.

Notemos que el operador del campo generalizado de Maxwell se escribe de la forma F(r, t) =
E(r,t) + icB(r, t), sin embargo en nuestro trabajo estamos interesados solo en su dependencia
temporal, F(f), puesto que es la dependencia temporal la que constituye el paquete de ondas. El
operador campo generalizado se puede escribir teniendo en cuenta las ecuaciones 2.23 y 2.24 de
la forma

F(t)=E(t)+icB(t), (2.50)
2\1

F(t)= %/—CZO) [c}(t)e1+ic($)ﬁ(t)e2], (2.51)
2\1

ﬁ(t)=(‘2/—a;)) %[wé(t)eﬁiﬁ(t)ez]- (2.52)

Esta tltima expresion toma una forma similar al operador aniquilaciéon pero donde aparecen
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los vectores unitarios, e; y e;, asociados a la direccién de polarizacion del campo eléctrico y
magnético respectivamente. En este sentido pensamos que es posible realizar una asociacion entre
los operadores escalera y el operador RS si consideramos las variables canonicas asociadas a la
cuantizacion de forma vectorial.

Para ello definimos la relacion de conmutacion entre los operadores posicion y momento vec-
torialmente de la forma

[9.p]=q@p-p@g=ini, (2.53)

en donde los operadores § y p son vectores cuyas componentes son operadores, los cuales de
ahora en adelante llamaremos vectores operador. Es decir 1 es un vector operador identidad que
al actuar sobre un estado genera el mismo estado..

A A A

Proposiciéon 1. Sea A y B dos vectores operador de tres componentes (A, A,, As) y (By, By, Bs)
respectivamente. Definimos el conmutador entre ellos en la forma

. Mbéﬂ+wbéﬂ+wbéﬂ
[A,B] = [42:?1] + [1‘}2:1?2] + [1‘}2,53] , (2.54)
[A3,B1]+[A3,By] +[A3, B3]

y el producto entre dos vectores operador en la forma
Al Bl Alél +A132 +Alé3
A®B = Az ® Bz = AZ;Bl +A2, B2 +AA2,1§3 . (255)
A3 B3 A3B] +A3,B2 +A3,B3

De manera que el producto entre dos vectores operador genera otro vector operador y dos vectores
operador seran conmutativos unicamente si todas las componentes del primer vector conmutan con
todas las componentes del segundo.

La suma esta definida componente a componente de la forma
1] [B A+ B,
2|+ Bz = Az + B2 . (256)
A3 B3 A3 + B3

s s

A+B=

Se pueden verificar las siguientes propiedades

m Asociacion

A

AeB)@C=A®BoC) (2.57)
» Distribucién
A®B+C)=A®B+A®C (2.58)

Nuestro interés esta en definir ahora los los operadores creacién y aniquilacion en una forma
vectorial tal que

ip(t)), (2.59)
ip(t)). (2.60)
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Y por lo tanto los campos eléctrico (Ec. 2.23) y magnético (Ec. 2.24) toman una forma intrinseca-
mente vectorial con los operadores escalera definidos anteriormente,

B(z,t) = E(a+ a')sin(kz), (2.61)

B(z t) = BO%(a —a")cos(kz), (2.62)

en donde 4 = je; y p = pe, y los vectores unitarios e; y e, son dos vectores perpendiculares
asociados a la direccion de polarizaciéon del campo eléctrico y magnético respectivamente. En este
caso particular e; = e, y ey = ey,.

Notemos que

[4,4] = (2hw) (@ +ip) ® (i — iP) — (w4 - ip) ® (Wi + ip)}, (2.63)
= (2hw) {~iw[§,p] - iw[4, P}, (2.64)
= (2hw) Hhw + ho), (2.65)
[a,a%]=1, (2.66)
y que ademas, dada la relaciéon de conmutacion 2.66, el operador Hamiltoniano cumple
. |
H:ha)(a ®a+§). (2.67)

Podemos observar que la accién del operador a4' sobre un estado de Fock, |n), efectivamente au-
menta la energia electromagnética en un cuanto fiw,

1
hw(§ﬁ++&+®ﬁ+@d)|n):Enfl+|n>, (2.68)
! )

hw(§&++&+®[ﬁ®&+—l])|n):En&+|n>, (2.69)

hwur At A At At oAt
— 4 +hwa'®a®a' —hwa' ||n)=E,a" |n), (2.70)

1

hw(E rit® a)a* i = (E, + hao)a'|n), (2.71)

en donde hemos utilizado la propiedad de asociacion 2.57.

De manera que observando las expresiones para el operador RS, F(t) (2.52), y el vector opera-
dor aniquilacion, a(t) (2.59), notamos que hay una equivalencia entre ellas, y que en concordancia
se podria argumentar que el operador aniquilacion puede entenderse como el analogo cuantico del
campo, pero no del campo eléctrico, sino del campo generalizado de Maxwell F(¢) = E(t)+icB(¢)".
El vector operador creacion de fotones, a'(t), estaria relacionado con el Hermitico conjugado del

En un fotén, el campo eléctrico y magnético son elementos conjugados, en donde no se puede entender la
existencia de uno sin el otro. En este sentido, la relaciéon del operador aniquilaciéon con el campo generalizado es
interesante, puesto que es precisamente este campo el que los fusiona como una sola entidad.
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operador F(t), F*(t) = E(t) — icB(t). Por lo tanto esta relacion entre el vector RS y los operadores
escalera proporcionaria un mecanismo de asociacion entre un modelo de segunda cuantizacion y
uno de primera cuantizaciéon. De manera que cobra sentido para nuestro trabajo que cuando cons-
truimos un paquete de ondas desde la primera cuantizacion hacemos uso del vector RS y cuando
lo hacemos desde una segunda cuantizacion usamos el operador creacién, ademas, puesto que en
la construccion del paquete de ondas, el operador creaciéon siempre acttia sobre el estado de vacio,
en los capitulos posteriores desarrollaremos la idea de que las funciones armonicas del vector RS
podrian ser las funciones de onda que mejor se ajustan a la descripcion del campo de vacio.



Capitulo 3

Fotones como composicion del campo de
vacio

“La ciencia no conoce su deuda a la imaginacion” — Ralph W. Emerson.

Por el precio de trabajar con campos complejos, el uso del formalismo de Riemann-Silberstein
simplifica de manera significativa la descripciéon del campo electromagnético tanto en el dominio
clasico como cuantico. Sin embargo, cuando de fotones se trata, pensamos que esta representa-
cion compleja no solo simplifica la descripciéon cuantica, sino que ademas es la representacion
adecuada y natural para entender verdaderamente qué es un foton. Esencialmente, porque a ni-
vel fundamental el campo eléctrico y magnético deben ser entidades acopladas, es inconcebible
entender el fotéon como campo eléctrico y magnético por separado. Esta concepcion es lograda
dentro de este formalismo de campo generalizado, ademaés de las notables caracteristicas mencio-
nadas anteriormente, tales como que este campo es solucion de una expresiéon que toma la forma
de una ecuaciéon mecanocuantica relativista y que su solucion posee las caracteristicas adecuadas
para ser considerada una funcién de onda del foton.

Inicialmente, en este capitulo describiremos las propiedades basicas en el formalismo de Riemann-
Silberstein para el campo electromagnético. Puesto que cada solucion de la ecuacion 2.17 es una
solucion de la ecuacion de onda

1 0?2

vio -2
c2 Jt?

F(r,t)=0, (3.1)

estudiaremos en particular las soluciones como ondas arménicas, y basados en el procedimiento
estandar del analisis de Fourier, se construira el paquete de ondas que describe la funcién de onda
de un fotén.

Es conocido en el electromagnetismo clasico, que las soluciones como ondas arménicas no
existen en la naturaleza. Son soluciones idealizadas que actiian como funciones base para construir
las sefiales finitas que realmente se obtienen experimentalmente. Sin embargo, como veremos
posteriormente en este capitulo, nuestra propuesta consiste en que las ondas armoénicas presentan

34
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algunas propiedades que en el marco de la electrodindmica cuantica, pueden ser encontradas en
uno de sus resultados principales: el vacio cuantico electromagnético.

3.1. Particularidades del formalismo Riemann-Silberstein

El vector complejo de Riemann-Silberstein puede ser construido considerando ya sea la suma
del campo eléctrico y magnético, tal como lo hicimos anteriormente, o considerando la resta de
ambos campos sin perder validez. De manera general se puede escribir que

F,(r,t)= \/E;(E(r, t)+icB(r, 1)), (3.2)

con F_(r,t) = F(r,t) y en donde la constante \/§ se introduce para que la energia electromag-
nética clasica
H=1 J(eoEz(r, t)+ iBZ(r, t)dv, (3.3)
2 Fo
tome la forma caracteristica

H= JF*(r, £)-F(r,t)dV. (3.4)

De la anterior expresion se nota que el Hamiltoniano clasico conduce directamente al valor medio
apropiado en la mecanica cuantica de la energia para la funcion de onda del fotén [15,33].

En mecanica cuantica las soluciones estacionarias de la ecuaciéon de onda juegan un rol signifi-
cativo, puesto que a partir de ellas se construyen todas las soluciones. Las soluciones estacionarias
se obtienen al separar la variable temporal y resolver la ecuacion de valores propios resultante.
En el caso de la ecuacion de onda para fotones 2.17, la ecuacion de valores propios se escribe

c(§ : ?V)F(r) = hwF(r). (3.5)

Observemos que si tomamos en cuenta la eleccion del signo en la definicion del vector RS, la
expresion para las ecuaciones mecano-cuanticas toman la forma

iho,F, = c(§~ ?V)FH (3.6)

iho,F_ = —c(§ : ?V)F_, (3.7)

Si asumimos una energia positiva, se lee de la expresion anterior que la proyeccién del spin en
la direcciéon del momento es positiva. Esta cantidad se conoce con el nombre de helicidad. De
manera que la eleccion del signo en el campo vectorial, es equivalente a elegir helicidad positiva
o negativa, la cual corresponde a una polarizaciéon derecha e izquierda respectivamente.
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Este resultado conduce a una conclusion interesante. De acuerdo a la mecéanica cuantica, las
soluciones con frecuencias positivas corresponden a las particulas, y aquellas con frecuencias ne-
gativas a las antiparticulas. Esto quiere decir que las partes frecuenciales positivas y negativas de
una misma solucion describen dos entidades fisicas muy diferentes. Sin embargo para los fotones
no es asi, puesto que las energias negativas pueden ser atribuidas a la polarizacion del foton (o a
la helicidad) ', entonces la informacién contenida en la parte negativa de una solucién debe ser
la misma que la contenida en la positiva. Esto es, los fotones no tienen antiparticulas, o de otra
forma, los antifotones son idénticos a los fotones. En fisica clasica, la parte frecuencial positiva
de una solucidén se conoce como sefial analitica (ver apéndice A.1). En nuestro caso denotaremos
F(;)(r) y Fg_r_)(r) a la solucion de frecuencias positiva y negativa respectivamente.

Como se menciono en la introduccion, el campo generalizado de Maxwell es solucion de la
ecuacion de onda [34]. Por lo tanto, de acuerdo al analisis de Fourier, una representacion integral
de F(r, t) conduce a una expansion de ondas planas monocromaticas de la forma

1

F(+)(r, t) = VI

jF(k; w)e! k=t gk (3.8)

en donde hemos considerado la parte frecuencial positiva de la solucién® y F(k; w) corresponde
a la amplitud compleja asociada a cada modo de la expansion.
Notemos que una onda plana asociada a uno de los modos

F(r, t) = F(k; w)e! *T-@*) (3.9)

también constituye una solucion a la ecuacion de onda 3.1. Para nuestro anélisis, estamos intere-
sados nicamente en la dependecia temporal de F. Consideremos entonces la integral de Fourier

F(r,t) = %j F(r;w)e ' dw. (3.10)

—00

Una componente del paquete de ondas describe una onda monocromatica de la forma
F(r,t) = F(r;w)e "¢, (3.11)

Esta funcion indica que para una posicion fija, r, la amplitud del campo oscila de manera armonica
a la cual se le puede asociar una frecuencia angular w.

Observemos que la base de la expansion son ondas armonicas (sinusoidales), las cuales por
definicion son funciones monocromaticas que tienen una extensiéon temporal infinita. Por ende,
3.11 no puede representar un campo real en la naturaleza dado que las senales y funciones de

Notese que este hecho es consecuencia de que los fotones no poseen masa en reposo, si tuvieran masa en reposo,
este concepto no aplica tal como ocurre con la ecuacion de Dirac para electrones.
gt
En su articulo, Birula [15], considera a F* = Fz:r) como la verdadera funcion de onda del foton, puesto que

involucra ambas helicidades, y con solo la parte positiva es suficiente para tomar en cuenta toda la informacion de la
funcién.
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onda que vemos en la vida real tienen un principio y un final, en otras palabras, en la naturaleza
la monocromaticidad pura no existe como tal. Sin embargo cada una de estas sefiales pueden ser
razonadas a partir de la composicién de un infinito nimero de estas ondas armonicas para formar
un paquete de ondas. Lo que ocurre es que al sumar las ondas sinusoidales, estas exactamente se
cancelan en todo tiempo, excepto durante el tiempo en el que la sefial esta presente. Por lo tanto,
todas las senales que vemos en la vida real pueden ser concebidas como una composiciéon de un
infinito niimero de ondas sinusoidales que han estado siempre presente desde el inicio del tiempo
y que continuaran existiendo por toda la eternidad.

En nuestro trabajo, proponemos que la caracteristica anteriormente mencionada sobre las on-
das armonicas, puede ser en principio atribuida al campo de vacio electromagnético. Esta hipo-
tesis, nos permite adoptar una perspectiva diferente en la descripcion de los fotones, puesto que
esto nos permite establecer vinculos entre un paquete de ondas de radiacion y el estado cuantico
de un fotdn. La principal de ellas es que si un fotén es una composicion de ondas armonicas mo-
nocromaticas entonces el estado de dicho fotén se describe como una composicion de estados de
vacio.

3.2. Propiedades del campo de vacio

Nuestra asuncion se basa en la existencia de un campo de vacio electromagnético que se ex-
pande en todo el espacio, que es aleatorio y que ademés contiene todo el espectro de radiacion.
De manera que a cada una de las componente espectrales del campo vacio se le pueda asociar una
onda monocromatica de amplitud y fase aleatorias.

De acuerdo a la electrodinamica cuantica, la energia para un modo del estado de vacio se
calcula a partir del valor esperado del Hamiltoniano 2.30, dando como resultado que

(0|H |0) = %w (3.12)

Esta es la energia asociada a las fluctuaciones del campo de vacio, y aunque se puede argumentar
que la energia no fluctia, debemos observar que este valor de la energia coincide con la integral
de volumen del valor esperado del cuadrado del campo eléctrico para el estado de vacio [3].

Demostracion. Clasicamente la densidad de energia electromagnética se expresa
_ g2
u=¢€yE-, (3.13)

y por lo tanto la integral de volumen determina la energia contenida en el campo electromagnético
en un volumen V,

E:eOJEZdV. (3.14)

Introduciendo el valor esperado del cuadrado del campo eléctrico para el campo de vacio en la
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anterior integral, y teniendo en cuenta la expresion 2.35, se tiene que

E = eof(0|ﬁz(z, £)10y dV (3.15)
=€ h—wsinz(kz)dV (3.16)
— €0 €0V ’ .

ho (F .,

L Adz, 1
AL, sin“(kz)Adz (3.17)
ho 1 . . )

= T EL’ Condiciones de frontera de la cavidad, sin(kL) = 0, (3.18)
hw

= — 1

. (3.19)
O

Este resultado surge como consecuencia de las consideraciones que se postulan sobre los cam-
pos al momento de realizar la cuantizacidn, tal como que el “campo eléctrico” por fotén tome la
forma &£, = (hw/eyV)Y?, puesto que la energia electromagnética de un campo clasico de dicha
amplitud da como valor #iw, la energia de un fotén. En su libro, Aspect [7] menciona que la elec-
cion de la amplitud del campo es un grado de libertad que se elije para que el conmutador entre
el operador aniquilacién y creacion sea igual a uno. Desde esta perspectiva es interesante ver la
razon de que el Hamiltoniano del campo aumente o disminuya en valores enteros de fiw.

Por lo tanto, dado que el Hamiltoniano y la integral de volumen del valor esperado del cuadra-
do del campo de vacio coinciden en su energia, esto permitiria argumentar que no solo el campo
de vacio fluctua, sino que también lo hace su energia, es solo que el Hamiltoniano arroja como
resultado el valor medio de energia electromagnética, ho En otras palabras, la expresion (0] E2 |0)
puede ser entendida de alguna manera como una densidad de energia electromagnética. Y puesto
que existen fluctuaciones en el campo de vacio, entonces existen fluctuaciones en esta densidad
de energia. Dichas fluctuaciones se dan alrededor de un valor medio de energia iw/2 el cual es el
valor esperado de la energia calculado a partir del Hamiltoniano del sistema.

Un comportamiento similar es también encontrado en las ondas armoénicas, en donde el va-
lor medio o promedio temporal del cuadrado de una funcién sinusoidal de la forma A sin(wt) es
A?/2. Estas caracteristicas que comparten las ondas arménicas y el vacio cuantico electromagné-
tico son las razones que nos hace pensar que las ondas armonicas que componen un paquete de
ondas son las funciones adecuadas para la descripcion fisica del campo de vacio. Lo cual indica
que posiblemente la solucion trivial de las ecuaciones de Maxwell, las ondas armoénicas, son el
analogo clasico del campo de vacio de la QED, el cual no es fisicamente medible, asi como una
onda armonica no es realizable en la naturaleza.

3.3. El campo de vacio como los armonicos de Fourier

Es conocido de algin tiempo, que el decaimiento espontaneo de un 4tomo no es necesariamen-
te una propiedad invariable del atomo, sino que esta puede ser modificada y controlada mediante
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las propiedades de la radiacion electromagnética. Sin embargo, resulta interesante que la emision
espontanea se puede inhibir cuando se eliminan los modos de vacio a las frecuencias de transi-
cion [35-38]. Es decir, un atomo no emite radiaciéon mediante emision espontanea si no existe un
campo de vacio a la frecuencia de transicion para estimularlo” .

Esta es una conclusién inequivoca de que el campo de vacio y la luz estan ligados, y no solo
eso, sino que podriamos ir aun mas alla y pensar que la luz estd realmente compuesta de dicho
campo. Si el campo de vacio es el componente de la luz, entonces un atomo excitado dentro de
una cavidad a la cual se le ha eliminado la frecuencia de transicién no tiene de donde “tomar la
radiacion prestada” para poder emitir.

Hemos tratado de poner de manifiesto todas estas observaciones partiendo de los conceptos
fundamentales de la primera y segunda cuantizacion de la luz. Siguiendo en la misma linea, plan-
teamos la siguiente analogia: las ondas armonicas es al campo de vacio lo que los paquetes de
ondas son a los fotones. Es el campo de vacio el componente fundamental de los fotones. Esto es,
si F(r, t) describe la funcién de onda del foton, esta se escribe de la forma

F(r,t) = fF(r;w)e_iwtdw. (3.20)

En tanto que el estado de un fotén, y teniendo en cuenta el resultado obtenido en la seccion 2.2.3,
se describe como un paquete de ondas en la segunda cuantizacion de la forma

)= deé(W)ﬁJr(w)IO)- (3.21)

La escritura en negrita de lo operadores escalera hace referencia a que su accidn esta asociada
al aumento o disminucién de la energia del campo F(r,t), es decir del campo electromagnéti-
co en todo el sentido de la palabra, asi se pueden evitar ambigiiedades al pensar en el campo
eléctrico y magnético como entidades independientes del foton. Esta forma de ver el problema
permitiria apreciar la cuantizacion del campo desde otra perspectiva, siempre pensando en cam-
po electromagnético como una sola entidad y de esta manera no llevar la analogia con el oscilador
mecano-cuantico tan lejos.

Continuando con nuestro argumento previo, puesto que seria el campo de vacio el responsa-
ble de la existencia de los fotones, que podemos preguntarnos en qué forma el campo de vacio
constituye el foton. Notemos que si comparamos las dos expresiones 3.20 y 3.21 parece haber un
inconveniente, ya que el estado a'|0) es el estado de un fotén |1) y no un estado de vacio. Sin
embargo, este estado @|0) no esta solo, sino que tiene unos coeficientes que lo acompanan. Es-
tos coeficientes cumplen un papel fundamental en la construccion del estado del foton, el cual
estudiaremos en el capitulo siguiente. Consideraremos que el vacio es un campo fluctuante e in-
troduciremos el concepto de estado de vacio congelado a partir de los conceptos estudiados hasta
ahora.

Asi como se puede inhibir completamente, el decaimiento de un atomo se puede intensificar si se eliminan todos
los modos del vacio excepto a la frecuencia de transicion [39].



Capitulo 4

Naturaleza estocastica de la luz: ;Qué es el
foton?

“Si quieres encontrar los secretos del universo, piensa en términos de energia, frecuencia y vibra-
cion” — Nikola Tesla.

Se debe resaltar que el formalismo cuantico (o sus formalismos equivalentes como espacios
de Hilbert, integrales de camino de Feynman, funciones de Wigner, etc.) provee un conjunto de
reglas matematicas cuyos céalculos coinciden cuantitativamente con los experimentos de forma
impresionante. No obstante, se paga un precio en cuanto a que este formalismo no ofrece una
clara imagen del micromundo. Desde esta perspectiva, con la busqueda de una descripciéon para
el foton que procure esclarecer un poco la fisica escondida, intentamos proveer una nueva nocioén
que, basada en argumentos heuristicos proporcionados por los experimentos, permita explicar
muchos fendmenos dpticos tanto cuantitativamente como cualitativamente.

La clave para nosotros la encontramos al involucrar el caracter aleatorio de la radiacion elec-
tromagnética al concepto de fotén. Es conocido, que el proceso de emisiéon de una fuente no es
determinista. Existen muchos factores que generan fluctuaciones en la fuente; el ruido térmico o
radiaciones de fondo en la cual esta inmersa la fuente, hacen que los &tomos vibren de forma in-
determinada y que consecuentemente la radiacion electromagnética tenga en principio un grado
de aleatoriedad inherente. Este tipo de situaciones se estudian dentro de una teoria estocastica
de la radiacidn, la cual consideramos necesaria para relacionar los fotones con las fluctuaciones
del campo de vacio, dado que es inevitable que una fuente, por mas idealizada que fuese, no esté
inmersa en el campo de vacio. Por consiguiente, seria precisamente este campo el encargado de
otorgarle el minimo grado de aleatoriedad posible a la radiacion.

Un primer paso en el estudio de la naturaleza de los fotones se realiz6 en el trabajo de Cal-
derén [40], cuyos resultados son nuestro punto de partida para ir en una nueva direccion intro-
duciendo la teoria de los procesos aleatorios al concepto de foton. Mostraremos que, tomando
en cuenta las fluctuaciones del vacio, cada fotén generado por una fuente puede ser considerado
como un proceso aleatorio independiente, el cual tiene asociada una densidad espectral de poten-
cia “instantanea” que caracteriza un paquete de ondas. Introducimos el concepto de estado de la

40
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fuente, el cual es construido a partir de una superposiciéon de estados de un fotén, en donde la
energia de cada uno de los estados de la superposicion esta asociada a la portadora de un paquete
de ondas. Dichas portadoras constituiran el espectro de la fuente para un ensamble de fotones.

4.1. Aleatoriedad en el proceso de emision

La teoria cuantica de la radiaciéon asume que la luz es emitida o absorbida cuando un atomo
realiza un salto entre dos estados cuanticos. Si el &tomo est4 en un estado |b) con energia Zj, este
puede decaer a un estado, |a) de menor energia E,, emitiendo un fotoén de energia hv = AE (Fig.
4.1); proceso conocido como emision espontanea.

Ep

La

Figura 4.1: Un atomo de dos niveles, con ancho de banda I en el nivel superior, espontaneamente
emite un foton. Las fluctuaciones del campo de vacio seria la causa que el electron en el estado
excitado decaiga al estado fundamental, en un tiempo caracteristico 7.

Si la transicion electrénica es realizada un gran ntimero de veces, el correspondiente cambio
de energia del atomo no varia siempre de la misma forma. Este comportamiento es evidenciado
mediante la observacion de la funciéon de densidad espectral de potencia, la cual es una medida
de la distribucion de la energia electromagnética para un rango de frecuencias determinado y que
constituye lo que se conoce como el espectro de emision de la fuente [8,41,42]. Una interpretacion
cuantica de esta situacion implica que la energia, y por lo tanto su frecuencia, de cada foton emitido
es diferente, y que ademas, el espectro de la fuente constituye una medida de la probabilidad
de que un fotoén con cierta energia sea emitido. La densidad espectral de potencia de la fuente
debidamente normalizada, se conoce con el nombre de perfil de linea espectral, y esta definida en
la forma [41,42]

a(V=vo) = f 5) (4.1)

:o S(v)dv’
en donde S(v), corresponde a la densidad espectral de potencia de la fuente.
Aungque el proceso de emision espontanea sugiere que el decaimiento de un atomo es un evento
fortuito, lo cierto es que la teoria cuantica de la radiacion presenta una justificacion a este feno-
meno. La emision espontanea realmente es en cierto sentido una emisién estimulada, en donde el
campo que estimula el decaimiento son las fluctuaciones del vacio [6,7,33]. Este campo aleatorio
que seria el responsable, entre otros fendmenos, del decaimiento “espontaneo” de un atomo no se



42 CAPITULO 4. NATURALEZA ESTOCASTICA DE LA LUZ: ;QUE ES EL FOTON?

puede ignorar y por ende entendemos que juega un papel fundamental en la creacion del foton,
principalmente el hecho de que este campo es un campo intrinsecamente aleatorio, y que de igual
manera, este debe otorgarle al fotéon un caracter estocastico.

Si consideramos que la radiaciéon electromagnética debe ser acordemente tratada tomando
en cuenta su fundamento aleatorio, en estas situaciones el analisis espectral debe realizarse me-
diante técnicas matematicas diferentes apropiadas. En tales casos, las componentes frecuenciales
individuales estan representados en términos de su contenido potencial o densidad espectral de
potencia, la cual recibe un tratamiento estadistico dentro de los procesos estocasticos [41-43].

En la teoria de procesos aleatorios o estocasticos las medidas son funciones continuas del
tiempo. Tal es el caso del campo eléctrico U(t), cuyas funciones estan definidas dentro de cierto
intervalo de tiempo. Una medida de un proceso aleatorio w-ésimo, “ U(t), produce una sefal en el
tiempo que debe ser medida repetidamente para cada valor del tiempo con el fin de especificar un
proceso completamente. Una coleccion de estas senales, E{” U (t)} se denomina ensamble y cada
sefial del ensamble, 1U(t), 2U(l‘), 3 U(t),..., “U(t), llamada muestra, puede ser tratada de forma
determinista, como se muestra en la figura 4.2.

U (t) 2U(1)

E{“U(t)}
MA/\/\/\/\/\/\/\
‘VUUUVVVV\t

Figura 4.2: Una sefial analitica aleatoria no estacionaria U (t), solo la parte real Re{U(t)} es mos-
trada.

Es decir, si se realiza una medida del campo eléctrico para el tiempo ¢, el valor obtenido tiene
asociada una sefial diferente cada vez que realizo el mismo procedimiento incluso si es para el
mismo tiempo t. Esto es, alguna vez el valor medido estara asociado a la sefal 1U(t), otra vez el
valor estara asociado a la sefial 2U|(t), y asi sucesivamente. Este comportamiento define lo que se
conoce como un proceso aleatorio'.

La densidad espectral de potencia (PSD, por sus siglas en inglés), es una funciéon matematica
que proporciona informacion sobre como esta distribuida la energia de dicha sefial sobre las dis-
tintas frecuencias de las que esta formada, es decir su espectro. Para una sefial determinista, la

A diferencia de una variable aleatoria &, en la que una medida produce un valor para dicha variable, y £ es
estadisticamente especificada cuando se mide un gran nimero de veces y se puede construir una funcién de densidad
de probabilidad [41].
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PSD se encuentra determinada por la transformada de Fourier de la sefial [41,42], sin embargo
para un proceso estocastico la definiciéon de la PSD es un poco mas complicada. Dada una PSD
w-ésima, “S(v), para un proceso aleatorio, “ U(t), definimos la PSD del proceso como el prome-
dio de ensamble de todas las PSDs de las sefales de muestra “instantaneas”, E{* S;;(v)}, como se
muestra en la figura 4.3. En donde cada una de las PDS “instantaneas™ esta definida por [41]

\F[©Ux (D))

“S(v) = %iinm T , (4.2)
y “Ux(t) es el proceso aleatorio truncado U (#)[1(¢/T).
M, M, M
// > // >
1% 1%
T, My L,k
// > o0 0 // >
v v

Figura 4.3: La densidad espectral de potencia instantanea para cada sefial de muestra “S(v) y la

de ensamble E{“S(v)}.

Asociacion al proceso de emision de un foton

Con lo anteriormente mencionado, proponemos las siguientes relaciones entre las caracteris-
ticas de los procesos aleatorios y el proceso de creacion de un fotén por un dtomo al decaer:

1. El proceso de emision de un fotéon debe estudiarse dentro del marco de procesos aleato-
rios, considerando que las fluctuaciones del campo de vacio otorgan el minimo grado de
aleatoriedad posible.

2. Un foton esté asociado a una de las sefales instantaneas posibles de un proceso aleatorio.

La palabra instantanea hace referencia a que en cada instante en el que se mide el campo, un proceso es asociado
a esta medicion y por ende una densidad de espectral de potencia “instantanea” es definida para dicho proceso.
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3. Un fotén emitido contiene el espectro asociado a cada una de las densidades espectrales de
potencia instantaneas del proceso realizado.

4. La frecuencia v, de un foton emitido con energia £ = hv, corresponde a uno de los modos
frecuenciales del espectro instantaneo asociado a cada proceso estocastico de emision.

5. La energia de los fotones emitidos constituyen el espectro de la fuente y por lo tanto, den-
tro de un marco de procesos estocasticos, estas estan asociados a la densidad espectral de
potencia de ensamble, E{*S(v)}.

6. El perfil de linea espectral para la densidad de potencia de ensamble constituye una medida
de la probabilidad que tiene la fuente de emitir un foton con energia hv.

Consideramos que estas proposiciones descritas son importantes para una conveniente des-
cripcion de la radiacion, puesto que ahora la teoria de los procesos estocasticos constituye una
herramienta valiosa para estudio de la radiacion electromagnética a nivel fundamental. Observe-
mos ahora el modelo para fotones que proponemos y como la teoria de procesos aleatorios juega
un papel fundamental en la descripcion de una fuente de emision.

4.2. Modelo para fotones

La explicacion del efecto fotoeléctrico de Einstein [44], jugd un enorme papel en el desarrollo
de la teoria cuantica moderna. Sin embargo, a pesar de las muchas aplicaciones exitosas que se
han realizado a partir de la nocién de cuantos de luz, su descripcion esta basada en un concepto de
radiacion en completo desacuerdo con los conceptos mas fundamentales de la teoria clasica de la
radiacion electromagnética, especialmente en el proceso de transferencia de energia y el concepto
de campo monocromatico.

Sobre la transferencia de energia

De vital importancia es el hecho de que los experimentos muestran que no existe limite inferior
en el tiempo de acumulacién de la energia electromagnética para el efecto fotoeléctrico [45,46]. En
vista de que la emisién de un foton tiene un tiempo de vida radiactivo, es decir, existe un tiempo
de transicion electronica para la produccion de un fotén [7,8], el hecho de que no exista un limite
inferior en el tiempo de acumulacion de energia indica que la energia se puede absorber durante
cualquier tiempo t < T incluso cuanto t — 0, es decir de forma instantanea.

En esta direcciéon proponemos una interpretacion diferente a la situacion anterior. Si pensamos
en que la energia electromagnética esta localizada, posiblemente de manera puntual, dentro del
paquete de ondas de radiacion, entonces la transferencia de energia siempre es instantanea, es
decir no existe acumulacion de energia, no es que la energia se vaya absorbiendo durante ese
tiempo. En otras palabras la interaccion entre un foton y un electron estaria condicionada a la
probabilidad de donde se encuentre ubicada la energia electromagnética dentro del paquete de
ondas, es decir puede realizarse dentro de cualquier tiempo dentro de la longitud de coherencia
0 < 1; < T incluso cuando 7; — 0 tal como se muestra en la figura 4.4.
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Figura 4.4: La energia electromagnética se encuentra localizada dentro del paquete de ondas, T;
representa la localizacion temporal de la energia electromagnética dentro del paquete de ondas.

Este concepto apoya la idea de que la energia electromagnética no esta distribuida uniforme-
mente dentro del foton, sino que esta debe estar localizada con cierta probabilidad determinada
por la envolvente del paquete de ondas [40]. Asi pues, la interaccion entre el foton y la materia
tiene mayor probabilidad de ocurrir cuando ha transcurrido un tiempo del orden t ~ 7/2 dentro
de la longitud temporal del paquete de ondas, puesto que la energia electromagnética tiene mayor
probabilidad de encontrarse en el centro.

Sobre el concepto de monocromaticidad

En virtud de la relacién de Einstein ‘E = hv, el fotdn tiene una frecuencia bien definida, lo
cual se evidencia en el hecho de que si un foton se hace pasar a través de un prisma, este se
refracta espectralmente de acuerdo a su frecuencia. En este sentido, el foton es estrictamente mo-
nocromatico, sin embargo esta definicién de monocromaticidad dista de la definiciéon de campo
monocromatico usual. Esto es, si el foton es un paquete de ondas, jcual es la frecuencia asocia-
da a la energia del foton? Aca es donde el concepto de campo monocromatico entra en conflicto,
basicamente porque si los fotones son intrinsecamente monocromaticos, esta definicion de mono-
cromaticidad se separa del concepto de campo monocromatico en el sentido del analisis de Fourier,
el cual corresponde a una funcién armonica que se extiende infinitamente en el tiempo.

Sin embargo, es llamativo que sean las mismas propiedades del propio analisis de Fourier las
que proveen una forma de asociar una frecuencia v particular a un paquete de ondas. Esto se
logra, reescribiendo un paquete de ondas, 1 (r, t), en la forma (Ver apéndice A.2)

(r,t) = f E(r,v)e P dy = A(r, t)e! PTVHe) (4.3)
R

en donde V' es la frecuencia de la portadora del paquete de ondas y corresponde a una de las
frecuencias del espectro, 4(r, t) y ¢(r) corresponden a la envolvente del paquete de ondas y a una
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fase correspondientes a la frecuencia v respectivamente.

Por lo tanto, un foton es monocromatico en el sentido de Einstein, es decir que cumple la
relacién fundamental £ = hv pero no lo es en el sentido de Fourier, puesto que un paquete de ondas
contiene infinitos modos. La mayoria de autores en la literatura tratan ambos conceptos como si
fueran lo mismo y consideran que la frecuencia asociada a la energia de un fotén corresponde a
uno de los modos de una funciéon armonica. Para nosotros, esta es una imposicion innecesaria que
lleva a los problemas conceptuales mencionados. Consideramos que se debe separar el concepto
de frecuencia asociada a la energia del foton de la frecuencia asociada a una funcién armonica,
puesto que aunque matematicamente son equivalentes, fisicamente no existe una justificacion
para realizar dicha correspondencia.

4.2.1. ;Qué es el foton?

Entonces ;jqué es el foton? Nuestra vision consiste en definir el fotdn a partir de sus caracte-
risticas, las cuales se pueden sintetizar dentro de la siguiente lista:

» El foton es un paquete de ondas cuantico'.

= El espectro de dicho paquete de ondas se encuentra determinado por la densidad espectral
de potencia instantanea, “S(v), del proceso aleatorio, “U(r, t), asociado a la emision del
foton.

» La energia del foton se encuentra localizada dentro del paquete de ondas y la envolvente de
dicho paquete de ondas determina la probabilidad de localizaciéon temporal de la energia.

» La energia del foton asociada a la frecuencia v cumple la relacion £ = hv, en donde v es la
frecuencia de la portadora del paquete de ondas®, y es matematicamente equivalente a uno
de los modos de la PSD instantanea.

;Cual es el estado cuantico de un foton?

. . ... . 1. At .
Para introducir el estado cuantico de un fotén libre, sea un operador b definido

b'(w) = Eat(w), (4.4)

el cual es un operador cuya accidén sobre el estado de vacio |0),

b(w)[0) =10},), (45)

La palabra cuantico la usamos para distinguirlo de un paquete de ondas clésico policromatico. Como veremos
mas adelante en el capitulo 5, las componentes espectrales del foton pueden entenderse como componentes espec-
trales de probabilidad, por ejemplo de interacciéon con la materia.

Asignar la frecuencia de la portadora a la energia del fotén es un principio que nosotros proponemos para que
nuestro modelo sea consistente.
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“congela” para el modo w uno de los infinitas configuraciones del vacio’, en donde )OL> es el estado

de vacio “congelado” en la frecuencia w, tal que la composicion de estos estados constituyen el

estado de un foton de energia 37’7‘",

)= de jol,). (4.6)

. pt , . . ,
Desde nuestra perspectiva, el operador b actta sobre el vacio seleccionando una onda armo-
nica con una amplitud y una fase aleatoria correspondiente para cada uno de los infinitos modos

permitidos. Estas ondas armonicas son representadas en los estados “congelados” ‘OI)> y la com-

posicion de todos estos estados construyen el estado del foton (paquete de ondas) tal como se
muestra en la figura 4.5.

0) - 0)

At
Figura 4.5: El operador b selecciona del vacio electromagnético una funcion armoénica de am-
plitud y fase aleatoria para cada uno de los modos, de manera que su composiciéon constituye el
estado del fotén |7/)

De esta manera concluimos que el campo de vacio es el verdadero campo monocromatico en
el sentido del analisis de Fourier, y que la funcion de onda de un fotén en la primera cuantizacién
esta relacionado con el estado de un foton en la segunda cuantizacién como un paquete de ondas,

)/(t) — fc(w)ei[wt+¢(w)] dw — |)/> = J\da) |01)> . (4.7)

Notemos que nuestra interpretacion, no entra en contradiccion con la definicion de fotéon como
un paquete de ondas en la electrodinamica cuantica en términos de su frecuencia angular, w, de

. , rt . . . . .
uesto que el vacio fluctia, el operador b selecciona instantdneamente una posible configuracion.
Puest 1 fluctda, el dor b selecciona instant t bl fi
Estos estados tienen una amplitud y fase “congelada” para cada modo, de manera que una vez el fotén es creado,
las funciones arménicas que lo componen no cambian hasta el momento de su aniquilacion.
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la forma
)= f dwé () (@)[0), (45)

puesto que matematicamente son equivalentes y por lo tanto cumple con las propiedades matema-
ticas de la electrodinamica cuantica. Sin embargo, hemos partido de una interpretacion diferente
para llegar a él, en el que el estado de un foton es una composicion de estados de vacio, cuyos mo-
dos conforman el espectro de densidad de potencia instantanea del paquete de ondas asociado en
el momento de su creacion. Sin embargo, solo uno de los modos se manifiesta matematicamente
como la frecuencia asociada a la energia del foton: la portadora del paquete de ondas.

En nuestro caso, la energia electromagnética esta asociada a la frecuencia de la portadora del
paquete de ondas, pensando que el campo electromagnético asociado vibra con dicha frecuencia,
hemos denominado al estado |7/> como el “estado vibracional” asociado a un fotén, el cual de ahora
en adelante lo llamaremos como tal.

4.3. Estado de la fuente

Si la densidad espectral de potencia instantanea es la responsable de otorgarle las componen-
tes espectrales al foton, como se muestra en la figura 4.6, entonces en cada instante que se da una
transicion electronica, el foton creado tiene caracteristicas diferentes, puesto que la PSD del pro-
ceso asociado es distinta y en consecuencia, el paquete de ondas lo compone un espectro diferente.

) N—’ I7)

1S() 25(v)
// "W* // M

21 v 2 14

5(0) i INE M A\
// W coe // Az

Figura 4.6: Cada densidad espectral de potencia constituye el espectro del paquete de ondas del
foton de energia, £ = hv.

Note que incluso fotones con la misma energia, es decir paquetes de ondas con igual portadora,
pueden existir a pesar de que las densidades espectrales de potencia fluctien. Esto significa que
dos fotones, con independencia de que tengan la misma energia, son distintos en el sentido de que
el paquete de ondas asociado a cada foton puede tener una envolvente y una fase diferentes pero
igual portadora (Fig. 4.7 ).

Este concepto es fundamental a la hora de definir la coherencia de fotones, puesto que a diferencia de lo que se
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LS(v) v 25(1/)‘
L, M

‘ v v | v 1%

Figura 4.7: dos paquetes de onda (fotones) diferentes pero con igual portadora (energia) asociados
a dos densidades espectrales de potencia diferentes.

Por otra parte, la densidad espectral de potencia de ensamble es una medida del espectro de
la fuente, y tal como se explico al inicio de esta capitulo, esta funciéon debidamente normalizada
se conoce como perfil de linea espectral. En nuestra situacion, la fuente debe estar condicionada
al proceso aleatorio, puesto que el espectro de la fuente esta determinado por la energia de los
fotones que ella emite. Por lo tanto, el perfil de linea espectral de la fuente lo definimos como

ﬂv(v) = ’ (49)

y lo consideraremos como una densidad de probabilidad P(V) de que una fuente pueda emitir
fotones con cierta energia determinada hv (Fig. 4.8).

E{“’S(u)}‘ /\ 5() [P(ﬁ) //\\
// = // ~

Figura 4.8: La densidad espectral de potencia de ensamble, la cual constituye el espectro de la
fuente, debidamente normalizada se puede interpretar como una densidad de probabilidad de que
la fuente emita fotones de energias £ = hv.

De esta manera es posible construir lo que llamamos el estado de una fuente, |F), a partir de
la superposicion de estados de un solo foton, de la forma

1) = fmd‘” (@] |y0), (4.10)

expresada en términos de la frecuencia angular. Y por lo tanto, la probabilidad de que la fuente
emita un fotén de energia hw,, es decir un estado |yw0> cuya portadora es wy = 27V, se puede

hallar aplicando ,
‘<7w0|‘f>‘2 = U}Rdw[zz(w)]”2 (Vaolye)

cree, nuestro resultado indica que dos fotones no son iguales simplemente por tener la misma energia.

= g(wo), (4.11)
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puesto que (¥, |7/a,) = 0(w—w’) [40] y g(wq) es la probabilidad determinada por el perfil de linea
espectral de ensamble 4.9.

Notemos que el estado de la fuente, |F) corresponde a una superposiciéon de estados vibracio-
nales, |)/w>. Contrastemos esto con la interpretacion del colapso de la funciéon onda discutida en
el capitulo 4, alli el fotén estaba compuesto por una superposicion de estados nimero de fotones
|n = 1), y medir uno de esos estados implicaba un “colapso” a uno de los estados ntimero de foto-
nes |n = 1), el cual no cumple con las propiedades de los fotones libres tal como hemos discutido.
Por otra parte, nuestro modelo permite construir el estado de la fuente, y por lo tanto ahora existe
una diferencia significativa, puesto que la fuente es una superposicion de estados |yw>, y por lo
tanto medir uno de esos estados implica un “colapso” a uno de estos estados, es decir el estado
vibracional es un estado puro de la radiacion en el espacio libre, el cual no presenta el problema
de la localizacion que si presentan los estados de Fock.

En resumen, las fluctuaciones del campo de vacio son el componente fundamental que hemos
utilizado en la busqueda de entender qué es un foton. Las fluctuaciones del campo de vacio le
otorga al foton un caracter estocastico, y como tal debe ser tratado. Hay que aclarar que el con-
cepto estocastico de la radiaciéon no es nuevo, e incluso existe una rama de la electrodindmica
denominada Electrodinamica Estocastica (SED, por sus siglas en inglés).

La Electrodinamica Estocastica [47-50] nace como un intento de darle significado fisico a
la mecanica cuantica partiendo de los resultados proporcionados por la QED. Esto es realizado
mediante un proceso de secuencia inversa de los pasos en los que se basa el razonamiento de la
QED, en el cual partiendo de la QED, eventualmente se concluye que existen las fluctuaciones del
vacio o un estado fundamental de energia finita de la radiacion electromagnética. Para la SED, se
empieza partiendo del supuesto basico de que existe un campo de fondo clasico y aleatorio que no
puede ser detectado y que tiene la potencia espectral del estado fundamental en la QED, e intenta
mostrar que se pueden predecir los fendmenos cuanticos de la radiacién usando las ecuaciones
clasicas de Maxwell y agregando este nuevo campo aleatorio.

Lo interesante de nuestro desarrollo y que se diferencia de la SED, es que mientras la SED
intenta modelar matematicamente cada fendmeno cuantico, muchas veces de manera aislada, en
nuestra concepcion de fotén llegamos directamente al modelo matematico descrito por la elec-
trodinamica cuantica, en el que el estado del foton es definido como un paquete de ondas con
caracteristicas que conducen a nuevas perspectivas. A partir de aca, mostraremos que es posible
interpretar partiendo desde nuestra perspectiva algunos fenémenos explicados desde el formalis-
mo matematico de la 6ptica cuantica, por ejemplo la emisiéon espontanea y estimulada.



Capitulo 5

Aplicaciones: Emision estimulada

“Para aquellos que han ido a la escuela, donde probablemente les dijeron algo de la luz compor-
tandose como ondas. Les estoy diciendo como se comportan realmente—como particulas™ Richard
Feynman.

5.1. Emision estimulada: Coherencia de fotones

La teoria cuantica de la radiacion asume que la luz se emite o se absorbe cada vez que un atomo
realiza un salto entre dos estados cuanticos. Se distinguen dos procesos: uno de absorcion, que se
presenta cuando el atomo salta a un estado de energia superior, proceso en el que se absorbe un
cuanto de luz cuya energia corresponde a la diferencia energética del estado inicial y final. Y un
proceso de emision correspondiente al proceso en el cual un a&tomo emite un foton al decaer a un
estado de energia inferior.

Un atomo en un estado excitado tiene una tendencia natural a des-excitarse y perder su exceso
de energia. Este proceso radiactivo lleva por nombre emision espontanea y cada tipo de atomo
tiene un espectro de emision caracteristico que determina todas las infinitas posibilidades en que
una transicion energética se puede llevar a cabo. Por otra parte, el campo de un fotén incidente
puede inducir una transicion atomica de un nivel superior a uno inferior, dicho proceso, el cual es
inverso al de absorcion, recibe el nombre de emision estimulada. En estas circunstancias, el nuevo
foton emitido replica todas las caracteristicas del foton que induce la transicion, y este fenémeno
de amplificacion de fotones que esta directamente relacionado con la nociéon de coherencia de
fotones, es esencial en el funcionamiento del laser (LASER: Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation).

Albert Einstein [51], basado en el analisis de intercambio de energia entre los atomos y la
radiacion en condiciones de equilibrio térmico, fue capaz de postular ciertas expresiones para las
densidades de probabilidad de los diferentes tipos de transicion que experimenta un atomo cuando
interactta con radiacién policromatica de densidad espectral de energia p(v). Los coeficientes A
y B introducidos por Einstein describen la tasa (probabilidad por unidad de tiempo) en la que
puede ocurrir emision espontanea y estimulada respectivamente.

51
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Las tasas de emision y absorcion pueden ser calculadas mediante los mecanismos de la me-
canica cuantica [8,27]. A continuacidon utilizaremos el Hamiltoniano de un sistema dtomo-campo
cuantizado para obtener las probabilidades de transiciéon que resulta a partir de la interaccion de
n fotones, cada uno en el estado vibracional |)/>, tal como fue postulado en 4.8, con un atomo.

Introduciremos el estado |1),,, que describe 1 fotones en el mismo estado |7/) e introduciremos la
nocion del estado de un atomo excitado a partir de los operadores de transicion electrénica y la
densidad espectral 4(v) caracteristica del &tomo, finalmente observaremos que para el caso limite
de muchos atomos y muchos fotones las expresiones se ajustan al calculo estadistico.

para empezar, supongamos que

A

A P
Hy=—+V(r), 5.1
0=5 -+ VI(r) (5.1)
describe el Hamiltoniano de un electrdn ligado a un atomo en ausencia de campos externos, en
donde V/(r) es el potencial de interaccion que liga al electrén con el nticleo. En presencia de campos

externos, el Hamiltoniano toma la forma

1 .
H(r,t) = 2—[P +eA(r, )] —ed(r,t) + V(r), (5.2)
m
en donde A(r,t) y ¢(r,t) son el potencial vectorial y escalar respectivamente, y e la carga del
electron tomada positivamente.

Dentro de lo que se conoce como la aproximacion dipolar [6,7,9,27], en donde se considera
que el vector potencial no varia espacialmente en las vecindades del 4&tomo, esto es A(r, ) =~ A(t),
y mediante una recalibracion del gauge, el Hamiltoniano en presencia de un campo externo puede
reducirse a la expresion mas simple,

., P2
H =— +V(r)+er-E(t), 5.3
- V(r)+er B 63)
la cual contiene solo el término de interaccion er - E(t). La cantidad —er es el momento dipolar,
d = —er, de alli el nombre de la aproximacién. En general el momento dipolar es un operador, d,

entonces,
A =H,+AYD, (5.4)

en donde HI) = —d - E(t), es el Hamiltoniano de interaccién.

Notese que en la expresion 5.4 no se ha especificado la naturaleza del campo de interaccion,
este puede ser considerado clasico o cuantico y observar las diferencias en cada caso'. Puesto que
nosotros estamos interesados en analizar la interacciéon de un atomo con el campo cuantizado,
se hace uso del operador campo eléctrico 2.28, pero considerando todos los posibles modos del
campo. Esto es

E= JSO[d(w) +d'(w)]dw, (5.5)

La principal diferencia que se puede encontrar resulta del hecho de que un campo clasico no da lugar a emi-
sién espontinea, puesto que si no hay campo con el qué interactuar en principio no habria emisiéon. Sin embargo
cuanticamente, la probabilidad de emision es diferente de cero incluso cuando no hay fotones presentes [7,27].
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en donde & = i(hw/2eyV)"/?é. Ademas, puesto que se estd considerando ahora la dinamica
del campo electromagnético en el sistema, H, debe contener también el Hamiltoniano asociado
al campo electromagnético. Para definir el Hamiltoniano asociado a los estados vibracionales,
primero definimos un operador creacion de un estado vibracional, B+, de la forma [40]

B = deg(w)a* (w), (5.6)

en donde Bt|0) = |7/) Y de manera analoga al Hamiltoniano descrito en 2.31, definimos el opera-
dor numero de fotones en el estado vibracional como

A

N =B'B, (5.7)
y por lo tanto el Hamiltoniano para el estado vibracional es
A, = hw(/\?+ l). (5.8)
2
En consecuencia el Hamiltoniano del sistema atomo-campo, Ho, sin considerar el Hamilto-

niano de interaccién debe escribirse

. P2

N |
_ th, L
H0_2m+V(r)+ha)BB+2). (5.9)

—

Esto significa que el Hamiltoniano total
A=H,+HY, (5.10)

en donde hemos incluido el Hamiltoniano de interaccion, describe la energia total del sistema.

A partir de aca, hacemos uso de los llamados operadores de transicion atomica [27], definidos
como

6, =ley(gl, 6 =Ig)(el=61, (5.11)

para realizar una extension en el concepto del estado de un atomo excitado o en estado base. Por un
lado el operador 4, actiia sobre un estado base |g) y lo lleva a un estado excitado |e), 6, |g) = |e),
similarmente, 6] [e) = |g).

Es conocido en espectroscopia que las lineas espectrales de los atomos tienen cierto ancho
y no corresponden realmente a una linea [52-54] incluso para medidas con muy alta precision.
En nuestro trabajo este resultado juega un papel fundamental, ya que esto indica que el nivel
energético de un &tomo no esta bien definido sino que cada atomo tiene un ancho de banda natural
determinado por la funcién de perfil de linea espectral g(v) . Esta funcién de linea espectral es una
medida de la probabilidad de que al momento de que un atomo decaiga a un estado de energia
inferior, esta haya disminuido una cantidad AZ = hv. Por lo tanto nosotros proponemos que
tanto el estado base como el excitado de un atomo no corresponden a un estado puro, puesto
que multiples transiciones energéticas son posibles cada uno con una probabilidad determinada
por el perfil de linea espectral de ensamble 4.9. Por lo tanto, en concordancia con la mecanica
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cuantica, proponemos que tanto el estado excitado como el estado base de un 4tomo es realmente
una superposicion de estados, los cuales toman la forma (ver fig 5.1)

&) = jdw ()] 26, (@)[g) (5.12)
|g>a=fdw[gg<w 126 w)le) (5.13)

en donde [g,(w)]"? y [gg(w)]l/ 2 pueden interpretarse como la amplitud de probabilidad de que
un atomo en estado excitado decaiga a alguno de los estados base y que un atomo en estado base
se excite a alguno de los estados excitados respectivamente. De manera que el producto de la
amplitud espectral del estado excitado, [g,(w)]'/?, con la amplitud espectral [g;(@w w)]"/?, determina
la densidad espectral de la transicion en su conjunto, es decir, dada su respectiva normalizacion, el
perfil de linea espectral de ensamble, [g,(w)]"?- [g5(@) w)]"/? = g(w) Esta definicion para los estados
excitado y base de un atomo tienen la caracteristica que para un ensamble de &tomos se recupera
la densidad espectral medida experimentalmente en espectroscopia, puesto que para cada atomo
el perfil de linea espectral es un perfil de probabilidad que en el caso limite de muchos atomos
construye el perfil de intensidad, en concordancia con la mecénica cuantica.

d 1/2

- = [ dw [5.())"2e)
o) —
|e<2)

e<r)

AE = hw, AE = hioy

1g1) = [ dwg,(w)]'*|8)
S -
g2)

g+

Figura 5.1: Tanto el estado excitado de un atomo, |e), como el estado base, |g), son una super-
posicién de estados en concordancia con la mecanica cuéntica.

Por otra parte, introducimos también el estado “n-vibracional”, |n>7/, un estado de n fotones
cada uno en el mismo estado vibracional. Definimos este estado como

(@
iy = [ do( 35

en donde hemos utilizado la relacion |n) = % |0).

(5.14)

Con todo lo anterior, supongamos que el estado inicial del sistema atomo-campo es |i) =
le)s |n)y, es decir el atomo est4 en un estado excitado y hay n fotones en el estado vibracional. Por
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lo tanto el estado final del sistema es [f) =|g), |1 + 1)7,, el cual indica que el &tomo ha decaido a
su estado base y en consecuencia emite un foton.

La tasa de transicion de un proceso de emision o absorcion se encuentra determinada por la
llamada regla de oro de Fermi [7-9, 27]. La cual indica que la tasa de transicion es directamente
proporcional al cuadrado del médulo de la matriz de elementos del respectivo proceso, { f|H!|i),
esto es )

W, o [(FIHD i),

(5.15)

en donde W, es la tasa de transiciéon de emision y H') es el Hamiltoniano de interaccion.

En general, en la literatura la regla de oro de Fermi es usada para calcular la tasa de transicion
entre lineas energéticas, es decir sin considerar el ancho de banda de los atomos [7-9, 27]. Lo
que se realiza posteriormente es una integral sobre todas las frecuencias introduciendo a mano
la densidad de energia de la luz y el perfil de linea espectral para un ensamble de atomos [53,

]. En nuestro desarrollo observaremos que este resultado surge de manera natural gracias a las
consideraciones realizadas anteriormente para los estados inicial y final del sistema atomo-campo.

Para ello, observemos que tanto el Hamiltoniano de interaccion, HW, como los estados inicial,
|i), y final, |f) tal como los definimos contienen integrales de frecuencia, por lo tanto

D fy=(n+1],(gl, H" le), |n), (5.16)

= deéz(w)g(w)(g,n+ 1|ﬁ’(1)|e,n>, (5.17)

en donde H A corresponde al Hamiltoniano de interaccién para uno de los modos [27]. Notese
que si &(w) corresponde a la amplitud espectral, entonces el cuadrado de ella £2(w) describe la
densidad espectral de la radiacion p(w).

La expresion que aparece dentro de la integral dentro de la integral, (g, n + 1 |H A le, n) corres-
ponde a la transicién entre lineas energéticas antes mencionada. Los coeficientes de Einstein para
la emision espontanea y para la emision estimulada son calculados a partir de dicha la expresion.
El coeficiente para la emision espontanea es calculado cuando en el estado inicial no hay foto-

A (I 2 . .
nes presentes, esto es A oc ‘( g 1|H AD le, 0)‘ , mientras que en el caso de la emision estimulada,

T UIN
B« |(g,n+1|H’ |e,n>’ :
Por lo tanto nuestro resultado implica que la tasa de transicion (o densidad de probabilidad)
esta descrita mediante la expresion

R 2
W, :f dwp(w)g(w)(gn+11H" e, n)| . (5.18)
R

Lo notable de nuestro resultado parte de que las probabilidades de transicion se encuentran
ponderadas por las densidad espectral de los atomos y de la radiacion de manera natural, partiendo
de las definiciones de los estados inicial y final propuestos. Y lo mas importante de todo esta en
que la expresion 5.18 es valida incluso cuando la interaccion se realiza entre un nico a&tomo y un
unico foton.
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Tal como lo estudiamos en este trabajo, un fotén en el estado vibracional posee una amplitud
espectral caracteristica, la cual caracteriza lo que denominamos densidad de potencia instantanea
en el capitulo 4. De forma similar, nuestra definicion del estado de un atomo permite a su vez
asociarle una densidad espectral a €1, a pesar de ser uno solo. Esto significa que en la interaccion
de un fotén con un atomo, una interpretacion adecuada conlleva a que las densidades espectrales
p(w)y g(w) juegan el papel de densidades de probabilidad de interaccion, tal que en el caso limite
de un ensamble de 4tomos y fotones, se recupera el resultado clasico .

Es decir, un atomo puede interactuar con un foton, siempre y cuando exista un soporte comuin
entre las densidades espectrales de probabilidad p(w) y g(w) tal como se muestra en la figura
5.2. Nuestro analisis implica que un foton puede estimular el decaimiento de un atomo excitado
con una probabilidad maxima en el caso de que los soportes coincidan perfectamente y minima
cuando no coinciden, es decir unos fotones inducen mas la transiciéon que otros. Notese que en
el modelo cuantico usado tradicionalmente [7-9,27] esta situacion no se puede presentar, puesto
que en dicho modelo el foton que induce la transicion tiene que igualar la diferencia de energia
del estado inicial y final, de lo contrario una transiciéon estimulada no es posible.

a.

Figura 5.2: Si existe un soporte comun entre las densidades espectrales del foton y del atomo (fig.
a) existe una probabilidad diferente de cero de que haya interaccion. Se presenta el caso maximo
si los dos soportes coinciden (fig. b) o el minimo si no hay soporte comun (fig. c).

Pensamos que esta situacion esta estrechamente relacionada con un proceso de deteccion de
fotén no destructivo. Recientemente se ha estudiado la posibilidad de deteccion de un fotén sin
destruirlo [55-58], dentro de lo que se conoce bajo el nombre de No Demoliciéon Cuantica (QND,
por sus siglas en inglés). En estos trabajos se hace mencién de la posibilidad de un atomo de
detectar la presencia de un fotdn sin que este sea absorbido y pueda ser “visto” por otro atomo

En el caso clasico (o mejor en el caso estadistico) se introducen a mano las densidades espectrales tanto de la
radiacion como de los 4tomos en el calculo de las probabilidades de transicion, pero solo para un ensamble de atomos,
puesto que para un atomo y un fotén ellos consideran que la transicion solo se da entre lineas energéticas [53, 54].
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mas adelante. Desde nuestro punto de vista, esto es un indicio de que existe una interaccién entre
el foton y el atomo lo suficientemente débil para no inducir una transicion electronica. Esta puede
ser la situacion entre un foton cuya frecuencia esta relativamente alejada de la frecuencia de
transicion del atomo, ya que tal como lo muestra nuestro resultado en 5.18, una interaccion entre
un fotén y un atomo puede ser lo suficientemente débil si el soporte comun entre sus densidades
es pequeno, y por lo tanto no ser suficiente para inducir una transicion, aunque si lo suficiente
para perturbar el atomo y permitir la “deteccién” del foton sin destruirlo.

Otro resultado importante de nuestro desarrollo parte del hecho de que podemos establecer
una nocién de coherencia de fotones. En nuestro caso dos fotones seran coherentes siempre y
cuando ambos estén en el mismo estado vibracional. Por lo tanto, en la emisiéon estimulada, el
estado final del campo corresponde al estado |n+1),, indicando asi que tanto el fotén emitido
como el que estimul la transicion tienen el mismo estado, es decir comparten los mismo estados
de vacio congelados'. Este concepto de coherencia es imposible de entender desde la nocion de
foton tradicional como estados de Fock [27], puesto que la descripcion cuantica de la emision
estimulada solo considera que el fotén emitido tiene la misma energia del que indujo la transicién.

Ademas, la expresion 5.18 también permite entender el funcionamiento de dispositivos laser a
partir de la nocién de coherencia de fotones. En este sentido, observemos que los fotones emitidos
por los atomos del medio activo del laser comparten un soporte comun amplio con los propios
atomos (Fig.5.2). Por lo tanto son esos mismos fotones los que tienen la mayor probabilidad de
inducir una transicion, este proceso repetido se refuerza cada vez mas hasta garantizar que los
fotones sean en su gran mayoria coherentes.

Comparten la misma envolvente, portadora y fase.



Capitulo 6

Conclusiones

“Por el resto de mi vida, voy a reflexionar sobre lo que es la luz”- Albert Einstein.

A continuacioén presentaremos las conclusiones y resultados principales de nuestro trabajo.

+ En el Capitulo 2 pusimos en evidencia que las ecuaciones de Maxwell tienen una repre-
sentacion natural mediante el uso de un campo vectorial complejo de la forma F(r,t) =
E(r,t) + icB(r, t). Este campo vectorial complejo es soluciéon de una ecuacién mecanocuén-
tica para fotones que puede ser deducida de manera paralela mediante las ecuaciones de
Maxwell o de la cinematica de Einstein para particulas sin masa y spin-1, esto significa que
las ecuaciones de Maxwell intrinsecamente representan una descripcion cuantica de la luz.
También se mostr6 que cuantizar dicho campo vectorial complejo es equivalente a cuantizar
el campo eléctrico y magnético por separado y como resultado principal encontramos que
los operadores creacion y aniquilacion esencialmente representan la amplitud del campo
generalizado de Maxwell.

+ En este mismo capitulo estudiamos como factor fundamental la existencia de un campo elec-
tromagnético de energia minima, este campo de vacio existe y fluctiia con independencia de
si hay fotones o no. A su vez analizamos la vision de foton otorgada por la electrodinamica
cuantica, en este sentido el fotéon es un modo normal de excitacion del campo cuantizado
dentro de una cavidad y que como tal este se extiende a lo largo de dicha cavidad, es decir
no posee una localizacion definida dentro de ella. En esta direccion, discutimos los incon-
venientes que presentan las dos visiones principales de fotones localizados: una en la que
se considera que los fotones son policromaticos o multimodales cuya energia esta asociada
a la frecuencia promedio y otra donde se considera el colapso de el estado de un fotéon a un
estado puro de energia.

+ En el Capitulo 3 estudiamos algunas particularidades del formalismo de Riemann-Silberstein.
Como resultado observamos que las soluciones negativas del campo generalizado F(r, t) =
E(r,t)+icB(r, t) son las soluciones positivas del campo F(r, t) = E(r, t) —icB(r, t), y en con-
secuencia los “antifotones” son los mismos fotones con helicidad negativa. Ademas, conclui-
mos que dadas las propiedades que comparte, cada uno de los modos del campo de vacio
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esta asociada a una onda armonica, y en consecuencia la funcién de onda de un foton des-
crita como un paquete de ondas puede interpretarse mediante la composicion de estados de
vacio. El resultado principal de este capitulo y el cual es la base de este trabajo se resume en
que las ondas armoénicas son al campo de vacio lo que los paquetes de onda son a los
fotones. Es decir, el campo de vacio es el verdadero campo monocromatico en el sentido
matematico del analisis de Fourier, puesto que este esta asociado a una onda armoénica. Por
su parte un fotén localizado lo describimos como un paquete de ondas cuantico compuesto
de campos de vacio, y por consiguiente el estado de un fotén es una composicion de estados
de vacio.

En el capitulo 4 hicimos uso de la teoria de procesos aleatorios para aplicarla al entendi-
miento de la luz. Concluimos que una correcta descripciéon de la luz a nivel fundamental
debe considerar el caracter aleatorio que le otorga las fluctuaciones del campo de vacio. Co-
mo resultado de esta propuesta, encontramos que un foton puede ser asociado a una sefial
instantanea de un proceso aleatorio y que cada una de estas sefiales instantaneas posee una
densidad espectral (espectro) de potencia caracteristica para cada foton. La frecuencia aso-
ciada a la energia del foton es uno de los modos frecuenciales del espectro y puesto que la
energia de los fotones emitidos constituyen el espectro de la fuente, estos estan asociados a
una densidad espectral de potencia de ensamble.

Concluimos que la funcién de onda asociada al foton debe describirse mediante un paquete
de ondas, sin embargo encontramos que dicho paquete de ondas puede expresarse a partir
de una funcién envolvente, una frecuencia asociada a la portadora del paquete de ondas y
una fase de acuerdo a la expresion 4.3. Concluimos que en principio es posible realizar una
asociacion entre la frecuencia de la portadora y la frecuencia asociada a la energia del foton,
E = hv. La razbn de esta asociacion esta basada en que en un paquete de ondas existe una
funcion que oscila la cual estd modulada, esta funciéon puede ser interpretada como el cam-
po electromagnético que oscila a una frecuencia determinada, por lo tanto dicha frecuencia
es la mejor candidata para relacionarla con la energia del foton. Ademas concluimos que
la energia electromagnética no se distribuye uniformemente lo largo del paquete de ondas
sino que debe estar localizada tal como los experimentos lo indican. En esta direcciéon con-
sideramos que la funciéon envolvente es una medida de la probabilidad de localizacion de
la energia electromagnética, teniendo mayor probabilidad de estar en el centro del paquete
de ondas. Definimos un estado de dichas caracteristica a partir de la expresion 4.8, el cual
denominamos estado vibracional.

Asimismo, en el capitulo 4, definimos el estado de vacio congelado, ‘OL) a partir de la ac-

cion del operador excitacion de vacio, b, descrito en 4.4. Los llamamos estados de vacio
congelados ya que una vez seleccionados, estos componen el estado vibracional sin modi-
ficarse. Debido a las fluctuaciones del campo de vacio, los estados de vacio congelados son
diferentes cada vez que se crea un foton, de ahi la necesidad de introducir la teoria de pro-
cesos aleatorios a nuestro trabajo. En nuestro trabajo hacemos una diferenciacion entre la
superposicion de estados y la composicion de estados, estos no deben ser tomados como
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sinébnimos. En nuestro caso, el estado de un fotén se construye a partir de la composicion
de estados de vacio a diferencia de una superposicion de estados, que en mecanica cuantica
se utiliza para describir un sistema fisico que existe simultaineamente en todos sus estados
teodricos posibles, lo que implica, dentro de la interpretacién de Copenhague, un colapso a
uno de dichos estados mediante un proceso de medida'. Tal es el caso del estado de la fuente
descrito en 4.3.

Concluimos que es posible describir el estado de una fuente a partir de los estados vibra-
cionales asociados a los fotones emitidos, es decir, la frecuencia asociada a la energia de
cada foton emitido por una fuente compone lo que se conoce como el espectro de la fuente.
Como resultado, el estado de una fuente, |F), es escrito como la superposiciéon de estados
vibracionales y la densidad espectral de potencia de ensamble normalizada, llamada perfil
de linea espectral de ensamble, es entendida como una densidad de probabilidad de que la
fuente emite un fotén de energia £ = hv, en donde Vv es una de las frecuencias del espectro
de la fuente.

En el capitulo 5 concluimos que fue posible realizar una formulacién mecanocuantica apli-
cando los conceptos estudiados para la descripcion de la emision estimulada. En este ca-
pitulo introdujimos el estado excitado y base de un atomo mediante las expresiones 5.12.
La razon para realizar estas definiciones parten del hecho de que experimentalmente se ha
demostrado que los 4tomos no poseen transiciones energéticas de lineas sino de bandas, es
decir un atomo excitado no decae siempre con la misma diferencia energética y un atomo
en el estado base no se excita siempre con la misma diferencia energética. En nuestro tra-
bajo nosotros le otorgamos a esta situacion un caracter fundamental, es decir, introducimos
este concepto desde el mismo estado cuantico del atomo. A su vez introdujimos un estado
n-vibracional, compuesto por #n fotones en el mismo estado (5.14). Como resultado impor-
tante, se obtuvieron las probabilidades de transicion calculadas a partir de la regla de oro
de Fermi. El resultado obtenido en la expresion 5.18 expresa que la probabilidad de tran-
sicion esta condicionada por el soporte comun entre el espectro de los atomos y de
los fotones. En la literatura, las densidades espectrales de los atomos y la radiacion son in-
troducidas posteriormente por necesidad, sin embargo en nuestro resultado las expresiones
surgen de forma natural.

Como resultado observamos que la expresion 5.18 es valida incluso cuando la interaccion es
entre un atomo y un fotén, un resultado impensable desde el punto de vista acostumbrado
de la electrodinamica cuantica. En este sentido, las densidades espectrales juegan el papel de
densidades de probabilidad, siendo maxima la probabilidad de interaccién cuando el soporte
comun entre el atomo y el fotén es amplio. Este resultado también juega un papel importan-
te en el entendimiento de la coherencia a nivel fundamental, puesto que dos fotones seran
coherentes si comparten todas las caracteristicas, es decir si estan en el mismo es-
tado vibracional. Nuestro resultado provee un mecanismo para comprender por qué un

Una composicién de estados puede entenderse como una expansion en términos de otros estados. Un ejemplo

claro de esto son los estados coherentes de campo electromagnético, los cuales corresponden a una composicién de
estados numero.
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fotén emitido por un atomo mediante emision estimulada comparte las caracteristicas del
foton que indujo la transicion.

Finalmente solo queda decir que las perspectivas de este trabajo apuntan a sus aplicaciones y a
la posibilidad de explicar una gran cantidad de fenémenos cuanticos y sobre todo tener un punto
de vista diferente a la hora de interpretar dichos fenémenos. Desde mi punto de vista, a pesar de
que nuestro entendimiento de la luz ha incrementado enormemente e el ultimo siglo, sospecho
que la luz seguira siendo un tema fascinante por un largo tiempo y continuara atrayendo nuevas
ideas y conceptos al entendimiento de su naturaleza.



Apéndice A
Analisis de Fourier

Explicamos dos aspectos importantes del analisis de Fourier: la sefnal analitica y el paquete de
ondas.

A.1. Senal Analitica: una funcién con espectro positivo

Sea F la transformada de Fourier de f,
F(x')= f F(x)e 2 gy’ (A1)
R

Si f es una funcion real, es decir f(x) = f(x), entonces F tiene simetria hermitica,
F(-x") = F(x). (A.2)

Dado que F(x” < 0) = 0, se dice que la funcién f tiene espectro negativo. Se desea entonces
construir una funcién f, cuyo espectro se estrictamente positivo, dado que para el caso de la
radiacion, las frecuencias negativas no son fisicamente realizables; no existen en la naturaleza.

Para ello definimos

Fa(x') = F(x)O/(x) (A3)
en donde
A~ ] 0, x'<0
®(x ) - { 1, x/ > 0
es la distribucion de Heaviside.
Para hallar la funcién f, correspondiente, usamos la transformacion inversa

falx) = ZJIRF(x’)@(x’)e”z"xx/dx’, (A.4)

en donde el dos que multiplica es necesario para la conservacion de la energia. Usando la propiedad

F(f =g] =F -G, se obtiene

fa(x) =2f(x) = J @(x')e”z"xx/dx'. (A.5)

R
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La distribucion 1 se puede definir 1 = v.p.7, donde v.p. significa el valor principal de la fun-

cidn, en este caso ’—; De esta manera, partiendo de la transformada de la distribucion 1 tenemos

que
H ’ ; ’ 1 d 1 ; /
J 1e720% gy = v.p.j X griznex’ gy o V.p.— ,J- —e 72T gy, (A.6)
R R X -2 dx’ Jg x
Por otra parte,
e do(x’
j 1e720% gy = §(x') = (),C ) , (A.7)
R dx
en el sentido de las distribuciones 6(x’) = d(;))(:f’).
Es asi que igualando A.6 y A.7 tenemos que
1 d L ionxx d 4
P — dx = , A8
VP —i27zdx’f]Rxe * dx’@(x) (A8)
donde finalmente . )
V.p.— f —e 7 gy =@ (x)+ C. (A.9)
—127C JRr X

Teorema: La transformada de Fourier de una funcién impar es siempre impar, es decir, si f(x) =
—f(=x) — F{)=-F(X).

1

Entonces, dado que la funcién | es una funciéon impar, su transformada debe ser impar. Pero

la funcién Heaviside no es impar a menos que la constante C = —%. Es asi que la expresion A.5 se
escribe ahora
1 1 | P e
falx) = 2f(x) * J [E - VP, J ;e—ﬂ’m dxl eI gy (A.10)
Distribuyendo, se tiene
, 1
fa=fx)=o(x)+if(x)*v.p.—, (A.11)
y dado que
_ 1 _1 f()
Fe0 =, fleup= v [ T0ay
llegamos a la sefial analitica
fa(x) = f(x)+ifg(x)], (A.12)
en donde ) o)
1
=—vp. | —d A.13
fu=_vp cx—n (A.13)

se conoce como la transformacién de Hilbert de la funcién f(x).

Es facil demostrar que la transformacién de Hilbert de la funcién A cos(kx — wt), la cual co-

rresponde a la solucién mas sencilla de la ecuacion de onda electromagnética unidimensional (una
onda plana), es la funciéon Asin(kx — wt).

compleja @ (x, t) = Ae'l

Es decir, la sefal analitica de la onda electromagnética ¢(x,t) = Acos(kx — wt) es la version
kx-w1) 1a cual ya no presenta el inconveniente de las frecuencias negativas.
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A.2. Paquete de ondas

Veremos como aplicando las propiedades del analisis de Fourier, un paquete de ondas se puede
escribir de infinitas formas, todas ellas como el producto de una portadora y una envolvente.

De la seccion anterior se obtuvo que una sefal analitica f4(x) se puede escribir a partir de una
funcién real f(x) como fa(x) = f(x)+ify(x), en donde fy es la transformada de Hilbert dada por
A.13.

Escribiendo la senal analitica en forma polar, se tiene que

fa=A(x)e' ™, (A.14)

en donde A(x) = /f2(x) + f3(x) y ¢(x) = arctan(];?(gcx)) )

El espectro de la funciéon puede ser trasladado en el dominio de Fourier arbitrariamente, como
se muestra en la figura A.2, mediante una operaciéon de convolucion,

Fao(x") = Fg(x")# 6(x" = %) (A.15)

Figura A.1: Traslacion del espectro de una sefial de altas frecuencias a bajas frecuencias.

Esta traslacion es valida para un £’ totalmente arbitrario, incluso para un valor por fuera del
espectro, la expresion A.15 siempre es valida.

Es asi que una sefal analitica, escrita como un paquete de ondas (combinaciones de ondas
monocromaticas), puede ser entendida como

J PA(x/)e+i2nxx’dx/ — fA(x) — J F»A(x/) " 5(x/ _f/)e+i2nxk’ — ]FA(x)e+i2nxJZ’, (A.16)
R R

en donde hemos utilizado la propiedad F[f - g] = F *G.

Entonces, dado que la sefial analitica f4(x) es compleja, f4(x) = A(x)e"‘ﬁ(x), tenemos que la
senal deseada se puede escribir de la forma

falx) = A(x)ellPto2mes] (A.17)

En donde es evidente que hay infinitas formas de construir la misma sefial como un paquete de
ondas, solo depende de a escojencia de X', ver fig A.2
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fA(m) _ A(x>ei[$(x)+2nx:z'}

Envolvente

Portadora

Figura A.2: Paquete de ondas

Es decir que considerar que X’ pertenezca al espectro [x), x}] es una condicion fisica que noso-
tros imponemos a la construccion del paquete de ondas, dado que no es necesaria desde el punto
de vista matematico. De esta manera la frecuencia de la portadora siempre se encentra dentro del
espectro que uno detecta de la sefial.

A.3. Relacion de incertidumbre

Veamos ahora como la relacion de incertidumbre puede ser deducida directamente del analisis
de Fourier.
Matematicamente

J x|f (%) dx =%, (A.18)
R

esto es equivalente al ‘centro de masa’ de la funcién |f (x)|", teniendo en cuenta la condicién de
normalizacion

J If (x)[?dx =1. (A.19)
R

La desviacion estandar, la cual puede ser interpretada como una medida de incertidumbre, es
una medida de dispersion de los datos con respecto al numero promedio, esta definida como (ver
figura A.3)

1/2
Ax = U (x—%)2|f (x)? dx] . (A.20)
R

Asumiendo que el valor medio de la distribucién, se encuentra en el origen, es decir, X = 0,
calculamos AxAx’.
Por la definicién de producto interno, ((/)(x)|z,b(x)> = LR ¢(x) - *(x) se tiene que

(Ax)? = sz If ()P dx = (xf (x), x (x)), (A.21)

(Ax)% = Lx'z

dx’ = (xF(x"),x'F(x")). (A.22)

F(x)
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»
»

0 T 0 T

v

Figura A.3: Incertidumbre en los dominios para un par de Fourier

Notemos que si

f(x)= j F(x)et 2™ gy, (A.23)
R
entonces al derivar con respecto a x se obtiene que
d : ’ N, +i2mxx’ .0
—f(x)=1i2w | x'F(x")e dx’, (A.24)
dx R
y por lo tanto
! F d (x)| = x"F(x) (A.25)
21" |dx - ' '
Es asi que
(AXY = (B V) = 5 (F | f )] 7| f (a.20
- ’  4n? dx "7 ldx ' '
Teorema de Parseval: La energia de una sefial es igual a la energia de su transformada:
j If (x)|? dx = J IF(x’) 2y’ (A.27)
R R
Por lo tanto
1 [/d d
Ax')? = —(— , = . A2
(A = < ), f(3) > (1.29)

Con lo cual, el producto que se deseaba calcular inicialmente se puede escribir
) 1 ’ /)
(A)*(Ax')? = 5 Cef (), xf (X (), f(x)), (A.29)

en donde f’(x) = %.
Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(w2 (u,u)- (v, v),



A.3. RELACION DE INCERTIDUMBRE 67

vemos que
1 1

(A28 = T xf (xf NS (0 S (0) = 5| (o f D (as0)

Finalmente, nos queda resolver el producto interno de la desigualdad
(5050 = [ ffa (a3)

Integrando por partes la ecuacion A.31, tenemos que

u=xf(x), du =[f(x)+xf'(x)]dx, (A.32)
v=f"(x), dv = f"(x)dx, (A.33)

por lo tanto

fxf(x)f’*(x)d X (), — ff dx+jxf*<x>f’<x>dx], (A34)
R R

fo J|f )2 dx, (A.35)

en donde el primer término de la derecha se desvanece dado que la funcién es absolutamente
integrable, es decir, debe tender a cero en los extremos para que la integral sea un valor finito.
También se usé la propiedad de (P (x), P(x)) = (P(x), p(x)).

Finalmente se tiene que

1
J xf(x)f"(x)dx=-=, (A.36)
R 2
=(Ax)*(Ax')* > 1LLp (A.37)
T 42| 2 '
Para finalmente llegar a la relacién de incertidumbre
1
AxAx" > — (A.38)

47

La desigualdad A.38 no es por si misma un principio cuantico. Ella solo expresa una propiedad
general del analisis de Fourier, donde numerosas aplicaciones pueden ser encontradas en fisica
clasica. Cuando se tiene en cuenta el caracter ondulatorio de la materia, manifiesto mediante las
relaciones de De Broglie, la relacion anterior se convierte en un principio de la naturaleza, el
principio de incertidumbre de Heiseberg.

Tomemos la solucién de una onda plana 1(x, t) = Ae'**=@!)_existe entonces una relacion de
incertidumbre entre la frecuencia v = w/27 y el tiempo, para una posicion fija. Es facil ver que
si x, representa al dominio del tiempo y x” el de las frecuencias, el principio de incertidumbre
correspondiente es

1
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Usando la relacion de De Broglie para le energia de una particula, E = hv, se obtiene la conocida
relacion

h
AEAt > 5 (A.40)
con h = h/2m.
De igual forma, para un instante determinado, existe una relacion de incertidumbre entre el

momento y la posicion de la particula. Usando la relacién de De Broglie para el momento, 2% =k

se obtiene la aiin més conocida relacion
h
AxAp > 5 (A.41)

en donde x representa la posicion y x” el momento de la particula.
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