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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DEL EFECTO DE LAS CORRECCIONES POST-NEWTOMIANAS EN LA
EVOLUCION DE SISTEMAS AUTOGRAVITANTES DE MUCHAS PARTICULAS *

AUTOR: JAVIER FERNANDO RAMOS CARD **
PALABRAS CLAVE: Dinamica estelar, galaxias, aproximacion post-newtoniana

DESCRIPCION: E| objetivo del presente trabajo consiste en emprender el estudio de los
efectos que las primeras correcciones relativistas generalas (aproximacion 1PN), introducen en
la descripcion evolutiva de sistemas auto-gravitantes de muchas particulas. Se muestra cdmo
incorporar la aproximacion 1PN en la dindmica de galaxias, con el fin de establecer una
comparacion directa con las predicciones arrcjadas por la teoria de gravitacién newtoniana y
evaluar la importancia de las contribuciones post-newtonianas. Para ello, se presentan a lo
largo de la tesis una exposicion de ciertos resultados de interés construidos en el seno de la
teoria newtoniana, para posteriormente confrontarles con su version 1PMN. Desde un principio
g2 aborda el problema de la descripcion del movimiento de particulas en campos axialmente
simétricos, desde una perspectiva newtcniana, para luago formular su version post-newtoniana.
Se encuentra que las confribuciones 1PN introducen cambics significatives en las curvas de
rotacion correspondientes a ciertos modelos estaticos axialmente simétricos. Esto se debe al
caracter no lineal gue las correcciones 1PN imprimen en la ley de rotacion y no a las
correcciones relativistas en la distribucion de materia.

El estudio de sistemas dominados por 0s encuentros se establece en el marco de la mecanica
estadistica del no equilibrio, partiendo de las ecuaciones de movimiento proporcionadas por la
aproximacidn 1PN. Para este caso se deducen las ecuaciones de |a jerarguia BBGKY, cuya
forma manifiesta marcadas diferencias con el caso newtoniano. Efectuando un tratamiento
aproximativo sobre la primera ecuacidn de dicha secuencia, se deduce una scuacion cinatica
del tipo Fokker-Planck-Rusenbluth. Dicha expresién presenta marcadas diferencias con el
resultado gue se obtiene si se parte de una ecuacidn de Fokker-Planck covariante. La forma
especial de estas scuaciones, permite vislumbrar su posterior tratamiento numérico, con el
animo de encontrar soluciones de interés fisico y establecer una comparacion con modelos
newtonianos conocidos.

* Tesis Doctoral
** Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica. Director: Guillermo A. Gonzalez Villegas
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TITLE: STUDY OF THE EFFECT OF POST-NEWTONIAN CORRECTIONS IN THE
EVOLUTION OF SELF-GRAVITATING SYSTEMS *

AUTHOR: JAVIER FERNANDO RAMOS CAROQ **
KEY WORDS: Stellar Dynamics, galaxies, post-Newtonian approximation

DESCRIPTION: The main objective of this investigation is to star the study the effect caused by
the first general relativistic corrections (1PN approximation), in the evolution of many particles
self-gravitating systems. It shows how to incorporate the 1PN approximation in galactic
dynamics, in order to establish a direct comparison with the predictions outlined by the
MNewtonian theory of gravitation and asses the importance of post-Newtonian contributions. To
do this, we present throughout the thesis a statement of certain interesting results, built within
the Mewtonian theory, to then confront them with their 1PN version. From the beginning we deal
with the problem concerning to the motion of particles in axially symmetric fields, from a
Mewtonian standpeint, to establish later its post-Mewtonian wversion. We find that the 1PN
contributions introduce important changes in the rotation curves corresponding to some static
axially symmetric models. This is due to the nonlinear nature of 1PN corrections in the rotation
law and not the relativistic corrections in the mass distribution.

The study of systems whose evolution is dominated by encounters is performed in the context
of non equiliprium statistical mechanics, starting from the 1PN equations of motion, for a set of
N point-like masses. For this case we obtain the equations of BBGKY hierarchy, exhibiting
sharp differences with the purely Mewtonian case. Performing an approximate treatment on the
first eguation of BBGKY hierarchy, we obtain a Kkinetic eguation of the Fokker-Planck-
Rusenbluth type. Such relation shows differences with the result obtained if one start from the
covariant Fokker-Planck equation.. The special form of these equations provides a glimpse into
their subseguent numerical treatment, in order to find parficular solutions and establish a
comparison with known Newtonian models.

* Tesis Doctoral
** Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica. Director: Guillermo A. Gonzélez Villegas
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CApriTULO 1

INTRODUCCION

1.1. CONTEXTO GENERAL

Uno de los principales objetos de estudio en astrofisica son los grandes sis-
temas estelares o, también llamados, sistemas autogravitantes de muchas particu-
las. Con esto nos referimos a un conjunto de estrellas y demas cuerpos celestes,
ligados mediante la interaccién gravitacional. Entre los sistemas autogravitantes
mas estudiados estan los clusters de estrellas, compuestos por entre 10 y 10°
estrellas; galaxias, formadas por hasta 10'2 estrellas y los grandes clusters de ga-
laxias, que pueden contener miles de ellas. La dindmica de sistemas estelares se
ocupa de estudiar el comportamiento de dichos objetos astrofisicos, a la luz de las
leyes fundamentales. Aunque en la actualidad, la mejor teoria para la gravedad
que disponemos es la relatividad general (TRG), la ley de gravitacién universal
de Newton es considerada por muchos como el paradigma que describe satis-
factoriamente la dinamica de galaxias. Sabemos que los efectos relativistas se
pueden manifestar de forma apreciable en algunos sistemas de estrellas binarias,
en grandes clusters de galaxias o a escalas cosmoldgicas, pero en el area de la
astrofisica denominada dindamica de galaxias parece ser un consenso general que
los efectos relativistas de la gravitacion no son tenidos en cuenta, por considerarse
despreciables. Parece ser que, hasta el momento, no hay evidencia directa de su
importancia, a escala galdctica [11].

No obstante, en anos recientes se ha suscitado un creciente interés en in-
corporar TRG en la descripcién de galaxias, como lo confirma la variedad de
modelos estelares relativistas que tenemos hasta el momento (ver referencias
(92, 93, 94, 53, 54, 123, 124, 125], entre otros). Quizas la principal razén para
considerar TRG en la dindmica interna de las galaxias, sea la hipdtesis de que
las curvas de rotacién predichas por TRG son mejor comportadas que las new-
tonianas. De hecho, algunos autores sostienen que, usando TRG, la celebrada
hipdtesis del halo de materia oscura es innecesaria (ver [34] y trabajos relaciona-
dos como [35, 22, 71, 101]). Sin embargo, algunas publicaciones han senialado que

esta afirmacién no es del todo cierta [83, 131, 52, 102]. En particular, Balasin



y Grumiller introdujeron un modelo relativista donde el porcentaje de materia
oscura requerido, para explicar la curva de rotacién plana, es de alrededor del
30 % menor que el requerido en el modelo newtoniano correspondiente [5]. A pe-
sar de que las contribuciones relativistas no resuelven completamente el problema
de las curvas de rotacién en galaxias, parece ser que estas si introducen efectos
apreciables 1.

Una forma de examinar el problema mencionado anteriormente consiste en
tomar tan solo las correcciones mas importantes que introduce TRG, a través de
un esquema aproximativo que nos proporcione una teoria de la gravedad corregi-
da a “primer orden”. Por ejemplo, si estamos interesados en estudiar dinamica
de galaxias, observemos primero que la velocidad media de las estrellas v es mu-
cho menor que la velocidad de la luz ¢, de tal forma que el cociente v/c < 1
puede considerarse como un parametro de expansion en el esquema aproximati-
vo. De hecho, la primera aproximacién post-newtoniana (1PN) proporciona un
tratamiento adecuado para describir sistemas compuestos por particulas lentas
con grandes masas (estrellas tipicas). La aproximaciéon 1PN, formulada por Eins-
tein en 1949 [41, 42, 43] y revisada posteriormente por Weinberg [132], da las
primeras correcciones relativistas generales de las ecuaciones de movimiento, es
decir, a orden v%/c%. Actualmente, aproximaciones post-newtonianas de mayor or-
den han sido desarrolladas a causa del creciente interés en torno a la cinematica
de objetos astrofisicos (y su emisién asociada de ondas gravitacionales) como
pulsares binarios, estrellas de neutrones y agujeros negros, los candidatos mas
promisorios para detectores como LIGO, VIRGO y GEOG600 [51, 91]. Sin embar-
go, en este trabajo trataremos tan sélo con la aproximacion 1PN, ya que, ademas
de proporcionar las contribuciones relativistas mas apreciables, describe satisfac-
toriamente los fendmenos asociados con estrellas tipicas (es preciso senalar que
esta aproximacién brinda una explicacion muy adecuada y precisa a fenémenos
como la deflexion de la luz y la precesién del perihelio alrededor del sol[132], como
mostraremos al final del capitulo).

Existen otras razones, ademas de las expuestas anteriormente, que conducen
a pensar que es necesario introducir las correcciones relativistas en la descripcion
evolutiva de una galaxia. Por ejemplo, en zonas de gran concentracion material,

como el nicleo y regiones aledanas, los campos gravitacionales pueden llegar a

1 Cabe sefialar que nos referimos especificamente al problema de la materia oscura en galaxias
y no a una escala mayor. Por ejemplo, en cosmologia se requiere que el contenido energético del
universo esté conformado en un 30 % por materia oscura, para lograr una concordancia con los

datos extraidos de la radiacion coésmica de fondo.



ser tan intensos que la mecanica newtoniana resulta insuficiente para explicar con
precisiéon los fenémenos que alli sucedan. Si ademas se asume que, con el trans-
curso del tiempo, el sistema autogravitante es conducido por la gravitacién hacia
estados de creciente densidad y creciente intensidad del campo, es evidente que su
comportamiento futuro estard cada vez mas influido por los efectos relativistas.
Incluso la evolucién de regiones cuya densidad estelar es comparativamente baja,
podria estar condicionada por dichos efectos. Aunque en estas (por ejemplo, el
halo), el campo gravitacional no es tan intenso como en el bulbo, la accién per-
sistente de las contribuciones relativistas, durante largos intervalos de tiempo (de
10% a 10'° afios), puede dar lugar a fenémenos colectivos distintos de los que se
llegarian a explicar o predecir usando gravitacion newtoniana. Esta tltima con-
sideracion surge de uno de los principales paradigmas de la mecanica estadistica
del no-equilibrio?: la persistencia de las interacciones a lo largo del tiempo, en el
seno de un sistema con muchos grados de libertad, es el mecanismo promotor de

su evolucién hacia estados de equilibrio [112].

1.2. ORGANIZACION DEL TRABAJO

La principal motivacién del presente trabajo consiste en incorporar la apro-
ximacién 1PN en la dindmica de galaxias, con el fin de poder establecer una
comparacion directa con las predicciones arrojadas por la teoria de gravitacion
newtoniana y evaluar la importancia de las contribuciones post-newtonianas. Para
ello, presentaremos a lo largo de la tesis una exposicion de ciertos resultados
de interés construidos en el seno de la teoria newtoniana, para posteriormente
confrontarlos con su versién 1PN.

Como se dijo anteriormente, existe una variedad de sistemas estelares que, de
acuerdo con sus caracteristicas internas (edad, masa, tamano, numero de estre-
llas), se les asocia un régimen especial de evolucién. Sistemas como las galaxias,
por ejemplo, pueden considerarse en su mayoria como sistemas libres de coli-

3

stones®, mientras que sistemas mas pequenos como los clusters globulares, clusters

2Aqui se hace alusién a los aportes hechos, durante las dltimas tres décadas, a la fisica de
los sistemas complejos. Las contribuciones mas significativas han sido lideradas principalmente
por la escuela de Bruselas (Prigogine, Sverne, Balescu, Petroffsky [6, 112]).

3En el contexto de los sistemas estelares se prefiere usar el término encuentros en lugar
de colisiones. La razoén es que éstas ultimas son bastante improbables en grandes sistemas
autogravitantes y realmente son los encuentros o acercamientos mutuos entre estrellas los que

podrian repercutir apreciablemente en la evolucién.



abiertos, nucleos galacticos etc, se describen mejor a través de un régimen coli-
sional. La primera parte de este trabajo (capitulos 2 y 3) lo dedicaremos al anélisis
de la dindmica de sistemas libres de colisiones. Son de gran interés en astrofisica
los sistemas axialmente simétricos, ya que constituyen un modelo que se ajusta
satisfactoriamente a la imagen que tenemos de muchas galaxias en el universo. En
el capitulo 2 empezaremos estudiando el movimiento de particulas de prueba en
campos axialmente simétricos, tanto desde la perspectiva newtoniana como desde
la post-newtoniana. Aqui, los conceptos fundamentales que entran a colacion, en
el caso de érbitas tridimensionales, son los de regularidad y caos*. Como veremos,
las contribuciones post-newtonianos modifican apreciablemente la estructura del
espacio de fase asociado a las orbitas, tanto en regiones de regularidad, como en
zonas cadticas. Ademas, en lo que respecta a orbitas circulares ecuatoriales en
galaxias, veremos que las contribuciones 1PN introducen, en ciertos modelos, un
efecto importante: el comportamiento de la curva de rotacién post-newtoniana
difiere significativamente de la newtoniana, en las inmediaciones del borde del
disco galactico. Eso es debido, no a las correcciones 1PN en la masa, sino a la
naturaleza no lineal de la ley de rotacion post-newtoniana, que mostraremos en
el apartado 2.3.2.

Posteriormente, en el capitulo 3, emprenderemos el estudio desde el enfoque
de la mecanica estadistica del equilibrio, deteniéndonos en la construcciéon de mo-
delos estelares autoconsistentes. Como resultado del andlisis que efectuaremos en
gravitaciéon newtoniana, fijaremos las bases para la formulacion del método que
nos permitird construir modelos autoconsistentes post-newtonianos. Los mode-
los newtonianos seran considerados como soluciones semilla, pues generaran su
correspondiente contra partida post-newtoniana al ser introducidos en el men-
cionado método. Como veremos, la teoria newtoniana establece que son dos las
integrales de las cuales depende la funcion de distribucion: la energia E y el mo-
mento angular acimutal L.°. Esto introducird una simplificacién enorme en la ob-
tencion de funciones de distribucién adecuadas a ciertos pares densidad-potencial
(PDP). De hecho, se dispone en la actualidad de una variedad considerable de
técnicas para la obtencién de funciones de distribucion dependientes de dos inte-
grales (E y L,), las cuales seran ilustradas en la seccién 3.1.2. Inclusive, uno de
los resultados del trabajo es precisamente, la elaboracion de un nuevo formalismo

para obtener funciones de distribucién con simetria axial [110], presentado en el

4Como ha sido sefialado por algunos autores, la naturaleza regular o cadtica de las érbitas

determina decisivamente la estructura interna de los sistemas estelares[107].
5Veremos que en el caso 1PN esto también es cierto.



apartado 3.1.3. Posteriormente nos concentraremos en FDs dependientes de la
integral de Jacobi, la cual es, esencialmente, una combinacion lineal de F'y L.
Veremos que la ventaja de trabajar con esta clase de FD, ademés de representar
modelos de interés en astrofisica, facilita la posterior formulacion de la version
1PN del modelo newtoniano. Asi, podremos llegar a la conclusion de que es posi-
ble obtener modelos post-newtonianos autoconsistentes en equilibrio, adecuados
para describir galaxias planas axialmente simétricas. Mediante una comparacion
directa con el correspondiente modelo newtoniano (el formalismo 1PN permite
hacer esto facilmente), veremos que dichos estados de equilibrio presentan a veces
diferencias significativas con los descritos por la aproximacion 1PN.

En el capitulo 4 estudiaremos el régimen colisional. Sistemas estelares como
los clusters globulares de estrellas, por ejemplo, se encuentran en una etapa de su
evolucion caracterizada por un proceso de relajacién dominado por los encuentros
débiles. Las correlaciones entre particulas juegan un papel fundamental aqui y, en
consecuencia, es menester adentrarnos en el terreno de la mecénica estadistica del
no equilibrio. Para ello, es necesario tener en cuenta primero que el problema de la
evolucion macroscépica relativista general de los sistemas autogravitantes, es una
cuestién que ya ha sido tratada, principalmente en la década de los 80, por Henry
Kandrup y Werner Israel [78]. En una serie de tres articulos ellos muestran, desde
una formulacion covariante de la mecanica estadistica del no-equilibrio en relati-
vidad general, hasta la obtencién (mediante técnicas de operadores de proyeccién)
de una ecuacién de Fokker-Planck relativista [78, 79, 80]. Esta parte del trabajo
de tesis, enmarcada dentro de dicha teoria general, se orienta sin embargo en una
direccién un tanto diferente. Uno de los interrogantes fundamentales aqui es: ;De
qué forma se ve modificada la descripcion evolutiva de un sistema autogravitante
de muchas particulas cuando se contemplan las primeras correcciones de la re-
latividad general? Consideramos que dicha descripcién debe establecerse, desde
un principio, en el contexto de la mecanica estadistica del no equilibrio y que las
correcciones al campo gravitacional deben ser introducidas a través de las ecua-
ciones de movimiento proporcionadas por la aproximacién 1PN, formuladas para
un sistema autogravitante de N masas puntuales idénticas.

Este enfoque conduce a una formulacién de la jerarquia BBGKY post-newtoniana
(seccion 4.1), la cual presenta marcadas diferencias con la secuencia newtoniana
[11]. En el caso newtoniano, es sabido que la razén de cambio de las funciones
de distribucién reducidas fs estd determinada por la variacion (respecto a las
coordenadas de fase) de fs y fsir1. En el caso post-newtoniano, aparece una de-

pendencia adicional con fs.5. Esto implica, a la luz de la mecanica estadistica



del no-equilibrio, una modificacién sustancial en la dinamica de correlaciones de
los sistemas autogravitantes de muchas particulas. En la seccion 4.2 se contempla
el problema de la obtencién de una ecuacién cinética® tratable, para la funcién
de distribucién de una particula, f. Empleando el formalismo de Klimontovich-
Dupree (KD) y, posteriormente, estableciendo un tratamiento aproximativo so-
bre el término de colisiones, se deduce una expresién del tipo Fokker-Planck-
Rusenbluth. Se espera que mediante un tratamiento numérico adecuado de dicha
ecuacién puedan obtenerse, en un futuro, algunas soluciones particulares que per-
mitan vislumbrar una comparacién con los modelos evolutivos newtonianos.
Antes de entrar de lleno en los detalles de la tesis, es preciso introducir los
aspectos basicos del formalismo inherente a la aproximacion 1PN, asi como las
principales pruebas observacionales que tenemos hasta el momento y algunas
perspectivas de investigacion en el tema. En particular, ilustraremos la utilidad de
esta aproximacion en el estudio del movimiento planetario, en donde se establece
que el perihelio tiene una precesion que, en ciertos casos, es significativa. Sabemos
que la precesion del perihelio de Mercurio es uno de los tests mas concluyentes

de la teoria general de la relatividad.

1.3. LA APROXIMACION POST-NEWTONIANA

Las ecuaciones de campo de Einstein son no lineales, y por lo tanto no siempre
pueden ser resueltas de forma exacta. Hoy en dia sabemos que al imponer ciertas
condiciones de simetria, podemos encontrar soluciones exactas ttiles, pero en
muchos casos ellas no son aplicables. El sistema solar, por ejemplo, no es estatico
e isétropo. Necesitamos, por lo tanto, no sélo encontrar mas soluciones exactas
sino también disponer de un método sistematico aproximativo en el que no se
asuman, en principio, propiedades de simetria del sistema. Hasta el momento
existen dos métodos que han resultado particularmente ttiles: la aproximacion de
campo débil y la aproximacién post-newtoniana. En la primera se asumen campos
débiles y particulas moviéndose relativisticamente, sirviendo como escenario para

el estudio de ondas gravitacionales. En la segunda, tema principal del presente

6Se hace alusién a lo que, en el contexto histérico de la mecénica estadistica, se entiende
por ecuacién cinética: una relaciéon que expresa la razén de cambio temporal de f en términos
de sus gradientes (de posicién y de velocidad), evaluados en un mismo instante de tiempo (ver
por ejemplo las referencias [14, 90, 130, 6]).



trabajo, estd adaptada a sistemas compuestos por particulas que se mueven de
forma no relativista, y experimentando tan sélo interacciones gravitacionales.

Historicamente Einstein fue el primero en calcular efectos post-newtonianos
como la precesion del perihelio de mercurio y la deflexién de la luz[41]. Estudios
de la aproximacién post-newtoniana fueron llevados a cabo por Lorentz y Droste
[98], Einstein, Infeld, y Hoffmann [41], Fock [48], Plebansky y Bazanski [108],
y Chandrasekhar y colaboradores [28, 29, 30, 31]. Actualmente se sabe que la
aproximacién post-newtoniana es importante para analizar una gran variedad
de problemas relativistas, tales como las ecuaciones de movimiento de pulsares
binarios [34, 61, 74, 89], pruebas de la relatividad general en el sistema solar
[133, 134, 135, 136], y radiacién gravitacional [20, 32].

Cualquier esquema de aproximacion requiere de uno o varios parametros
pequenos que caracterizan la naturaleza del sistema bajo estudio. Un pardametro
tipico adoptado en varios esquemas es la magnitud de la desviacién de la métri-
ca respecto a un cierto espacio-tiempo de fondo. En particular, si este telén de
fondo es precisamente espacio-tiempo de Minkowski y existe s6lo un parametro,
nos encontramos ante la llamada aproximacién post-minkowskiana. Recibe este
nombre debido a que el espacio-tiempo resultante se reduce al espacio-tiempo de
Minkowski en el limite en el que el parametro tiende a cero, el cual es conocido
como el limite de campo débil. En el caso de la aproximacién post-newtoniana
el espacio-tiempo de fondo también es el de Minkowski, pero el parametro de
expansion es la velocidad tipica de un componente del sistema dividido por la
velocidad de la luz.

Tal vez, una de las razones para que el interés en la aproximaciéon post-
newtoniana haya crecido significativamente en los tltimos anos, sea el descu-
brimiento del sistema binario de estrellas de neutrones PSR 1913416 , ya que
es el primer sistema astrofisico encontrado en donde los efectos relativistas de
la gravitacién juegan un papel fundamental en su evolucién [66]. Especialmente,
hacia el final de esta década, cabe resaltar que detectores tales como LIGO [1, 21]

y VIRGO [16] lograron medir directamente el efecto de las ondas gravitacionales.

1.3.1. Ecuaciones de Campo y Movimiento 1PN

Sea un sistema autogravitante cuyos valores tipicos de masa, separaciones y
velocidad son M, 7 y v, respectivamente. De la mecdnica newtoniana sabemos
que la energfa cinética tipica M?v?/2 debe ser mas o menos del mismo orden de

magnitud que la energia potencial tipica GM?/7 de tal manera que 92 ~ GM /7.



La aproximacion post-newtoniana puede ser descrita como un método para ob-
tener los movimientos del sistema a una potencia mayor de los pardmetros 2 y
GM /7, que la dada por la mecanica newtoniana. Es una expansiéon en potencias
de ©%/c? o, si se quiere, GM /c?F. Dicha expansién se efectia, en principio, so-
bre las ecuaciones de movimiento de la particula (ecuacién de la geodésica), que

pueden escribirse como[132]

Pat i opi da? ;. dad da®
ez 00 07 qt *dt dt
dxd dz? dz* ] da’
1 oro o - | 1.1
oo 2oy Edt dt | dt (1.1)

Fijémonos que en la aproximaciéon Newtoniana, la anterior expresion se reduce a

d2l‘i - ; 1 ag()o

@ =TT g
lo cual establece que la aceleracién es proporcional a GM /72, es decir, v2/r .
Por tanto el objetivo de la aproximacién post-newtoniana es calcular d?z’/dt?
hasta orden v/c*r. Cominmente, se conoce este esquema como aproximacion
post-newtoniana de primer orden o simplemente, aproximacién 1PN.
Como una consecuencia de los requerimientos anteriores, la aproximacion 1PN
establece que la métrica y el tensor energia momento obedecen a las siguientes

expansiones|132]:

0 2 4 1 3 0 2
Joo ~Jgoo + Goo + Yoo, gio =gio *+ Gio, 9ij =i + Gij,

0 2 1 0 2
Too ~Too + Too, Tio =T, T =15 + Ty,

n
respectivamente. El simbolo A, denota el término de orden n en v/c, correspon-
diente a la cantidad A, (indices griegos corren desde 0 hasta 3, mientras que los
indices latinos, de 1 a 3). Se cumple que 300: -1, 51101: Oy f]ij: 0ij. Ademas, se

puede mostrar que introduciendo coordenadas arménicas’ y definiendo
2 2 3 3
goo = —2¢/c, gio= G/,

do = —2(¢ + )/,

"Un sistema de coordenadas arménicas es aquel en el que se cumple la relacién g*? re 5=0
[132].




las ecuaciones de campo se pueden escribir como|[132]

47G 9
Vip = C—QTOO, (1.2)
2 2 aQ(b
Vi = 47TG(T00—|—T“)+W, (1.3)
1
vi, — 107G g (1.4)
C

Las cantidades ¢, ¥ y (;, llamados potenciales post-newtonianos, estan restringi-
dos por la condiciéon de que en el limite newtoniano ¢ debe coincidir con el
campo gravitacional clasico, mientras que ¢ y (; deben anularse. Dichos campos

post-newtonianos determinan el movimiento de particulas de prueba mediante la

relacion
d 1 9
o Vo V@) v (VX Q)

Resulta curioso que el primer renglén del lado derecho tenga una estructura simi-
lar a la expresién para la fuerza de Lorentz, experimentada por una carga eléctrica
con vector velocidad v, cuando se encuentra en presencia de una campo electro-
magnético. La expresién anterior no es més que (1.1) pero escrita explicitamente
en términos de los nuevos potenciales post-newtonianos definidos. A continuacion,
para ilustrar la utilidad de (1.5), mostraremos la forma en que conduce a una de
las més importantes y conocidas predicciones de la teoria general de la relativi-
dad: el perihelio de las drbitas planetarias (en principio, elipticas) experimenta,
en cada instante del movimiento, una precesion que depende esencialmente de
la masa solar M y del momento angular especifico L, asociado a cada planeta.
Este fendmeno se evidencia apreciablemente en el caso particular de la orbita de

Mercurio, constituyendo uno de los tests clasicos de la relatividad general.

1.3.2. La Precesion del Perihelio

Desde el punto de vista de la gravitaciéon newtoniana, una particula de prueba
(planeta) que se mueve alrededor de un centro de atraccién kepleriano ® (Sol),
describe una érbita cuyo momento angular especifico L = r x v se conserva. Esto,

como sabemos, es una consecuencia de la simetria esférica implicita y conlleva al

8Con el término kepleriano hago alusién a una fuente esféricamente simétrica cuyo campo
gravitacional obedece una ley de cuadrado inverso.
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hecho de que el movimiento siempre estara confinado a un plano perpendicular
a L, llamado plano orbital. Una forma ilustrativa de obtener una expresion que

describa dicha trayectoria, es observando que se cumple la siguiente relacion:

d dv GM,
E(VXL)_EXL__ 2

(& -Vv)r —rv],

en donde &, es el vector unitario radial. Ahora bien, de acuerdo con la identidad

de, 1.
o = ﬁ[(er V)T — 1V],

podemos escribir d(v x L)/dt = GMydé,/dt, que al efectuar la integral con

respecto a t, se obtiene[11]

vx L=GM, (ér + Gi%) : (1.6)
donde A es un vector constante (integral de movimiento), llamado vector de
Runge-Lenz. Dicho vector yace sobre el plano orbital (de hecho, es fécil mostrar
que A -L = 0) y apunta en la direccién de va desde el Sol hasta el perihelio de la
érbita’. Ademds, su magnitud es A = eG My, en donde e es la excentricidad de
la trayectoria. Ahora, si se efectia el producto punto de (1.6) con r, se obtiene
L? = GMgr + A - r, lo cual sirve para obtener una ecuacién entre la coordenada
radial 7 y la coordenada axial (o 4ngulo acimutal) ¢ '°. En efecto, si ¢ es el 4ngulo
acimutal correspondiente al vector de Runge-Lenz, entonces A-r = Ar cos(p—¢p)

y, en consecuencia, se obtiene la ecuacion de la elipse

I 1
" GMy1+ecos(p— o)

r (1.7)
Asi, desde la perspectiva newtoniana, los planetas se mueven alrededor del Sol
describiendo érbitas elipticas, en las que se conservan varias cantidades fisicas
como la energia, el momento angular total y el vector de Runge-Lenz. La con-
servacion del vector A implica que tanto la excentricidad e como el dngulo g
son constantes. Sin embargo, cuando las correcciones relativistas son tenidas en
cuenta a través de la aproximacion 1PN, es posible mostrar que ¢, (la coordena-

da acimutal del perihelio) presenta una variacién a lo largo del movimiento. Para

9La direccién en la cual apunta el vector de Lenz (también a veces referido como wvector
excentricidad) es llamada usualmente linea de las dpsides, dado que estd a lo largo de la recta
que pasa por el peridpside (o perihelio) y el apoédbside (o afelio).

0T,as cantidades r y ¢ son las coordenadas polares de la particula (respecto al centro de
masa), definidas en el plano orbital.
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ver esto, introducimos la ley post-newtoniana del movimiento generado por una
fuente estatica y esféricamente simétrica (el Sol, en una primera aproximacion)
[132],

dv GM@ N 1
E = —Ter — g [Qngé — 4V(V . V)¢@ + U2v¢®} (18)
con ¢ = —GMg/r. En virtud de esta ley post-newtoniana, el vector de Runge-
Lenz, dado por
M,
A-_C 98, +v xL, (1.9)

no sera una integral de movimiento, ya que un calculo directo de su derivada

temporal revela que

%:C—lz[TxL—l—vx(rxT)] (1.10)
en donde se ha definido
Y = —2V¢2 +4v(v - V)¢ — v’V (1.11)

A partir de (1.10) se puede calcular la precesién del perihelio, si se tiene en cuenta
que dpg/dt equivale a la razén de cambio de A=A /A con respecto a t, a lo largo
de la direccion perpendicular a L 'y A. Es decir,

deo dA

de donde, tras introducir (1.9), (1.10) y efectuar la integral a lo largo de un

periodo, se obtiene[132]
6rG* M3
BR= "

para la precesion del perihelio. En particular, para la érbita de Mercurio alrededor

(1.13)

del Sol tenemos Ayy = —2,06 x 107! radianes o, si se quiere, Apy = —17,6 X
10~* segundos de arco por siglo. La precesién calculada para los otros planetas
es practicamente despreciable, incluso para Venus, el segundo mas cercano al
Sol. Esto parece confirmar la idea de que las correcciones introducidas por TRG
se hacen mads significativas entre menor sea la distancia de separacién (entre
mayor sea el campo gravitacional). Sin embargo, como fue senalado por Balasin y
Grumiller [5], esto no siempre es cierto y, curiosamente, la misma trayectoria post-
newtoniana de Mercurio constituye un ejemplo claro: la distorsion de la érbita
eliptica es notoriamente mas pronunciada en el afelio que en el perihelio, a pesar

de que en el primero la interaccion gravitatoria es mas intensa que en el segundo.
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CAPITULO 2

GRAVITACION
NEWTONIANA Y
POST-NEWTONIANA

DE SISTEMAS AXIALMENTE
SIMETRICOS

Como se dijo antes, usualmente se considera que la ley de gravitacién universal
de Newton describe satisfactoriamente el comportamiento de grandes sistemas
estelares como las galaxias. Se sabe que, en muy buena aproximacién®, es posible
modelar dichos sistemas asumiendo una distribucién de masa continua, sin tener
que trabajar con los billones de masas puntuales que representan cada una de las
estrellas. Una vez se conoce la densidad de masa p, el potencial gravitacional ¢

queda automaticamente determinado por medio de la ecuacién de Poisson,
V3¢ = 4nGp. (2.1)

También es posible el proceso inverso a través de la misma relacion: una vez
conocido el potencial, determinar la distribuciéon de materia que lo genera. De
esta forma se obtiene lo que se conoce como el par densidad-potencial (PDP), el
cual es la caracteristica principal de un modelo estelar. El potencial gravitacional
obtenido, determina a su vez la naturaleza del movimiento de las particulas bajo

la accion de dicho campo, mediante la ecuacién
dv
— = V¢, 2.2
=y (22)
en donde v es el vector velocidad y t el parametro temporal. En este escenario

de la gravedad newtoniana, nos concentraremos en un caso de especial interés en

astrofisica: los sistemas estelares axialmente simétricos. Existe en el momento una

'Es la llamada aproximacién de campo medio[11].
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gran variedad de PDPs para esta clase de sistemas: [126, 103, 8, 104, 106, 86, 87,
88, 85, 46, 47, 72, 73, 75]. Son de especial importancia los modelos discoidales del-
gados, por representar en buena aproximacion al gran nimero de galaxias planas
observadas (ver referencias [137, 89, 122, 126, 127, 18, 76, 55, 109]). Especifi-
camente, un método simple para obtener la densidad superficial, el potencial
gravitacional y la curva de rotacién de discos de radio finito, fue desarrollado
por Hunter [67]. Dicho método estd basado en la obtencién de soluciones de la
ecuacion de Laplace en términos de coordenadas esferoidales oblatas, las cuales
estan idoneamente concebidas para el estudio de discos planos de extensién finita.
Mediante la superposicion de soluciones de la ecuacion de Laplace, expresiones
para la densidad superficial del disco, el potencial gravitacional y la velocidad
circular, pueden obtenerse como series de funciones elementales.

El ejemplo mas simple de un disco finito obtenido por medio del método de
Hunter es el bien conocido disco de Kalnajs [76], el cual puede ser obtenido tam-
bién, achatando un esferoide uniformemente rotante [137, 17, 18]. El disco de
Kalnajs tiene una densidad superficial bien comportada y representa un disco
rotando uniformemente, de tal manera que su velocidad circular es proporcional
al radio[67, 77]). Como veremos, otros modelos obtenidos mediante el método de
Hunter son los discos generalizados de Kalnajs [55], los discos de Pedraza, Ramos
y Gonzélez [109] y modelos particulares para las galaxias NGC3877, NGC3917,
NGC3949, NGC4010 [56]. A continuacién esbozaremos los aspectos mas rele-
vantes de dicho formalismo.

2.1. EL METODO DE HUNTER

Con el fin de obtener modelos discoidales finitos axialmente simétricos, es
necesario encontrar soluciones de la ecuacién de Laplace que representen el po-
tencial exterior de una fuente en forma de disco delgado. De acuerdo con esto, se
necesita resolver la ecuaciéon de Laplace para un potencial axialmente simétrico,

R

(b,RR + ? + (b,zz = O: (23)

donde (R, ¢, z) son las coordenadas cilindricas usuales. Se supone que, ademés de
la simetria axial, el potencial gravitacional tiene simetria de reflexién con respecto

al plano z = 0,

¢(R7 Z) = ¢(R, _2)7 (24)
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de tal manera que la derivada normal del potencial, d¢/0z, satisface la relacién

O 9¢
a(R’—z) = —&(R,Z), (25)

en concordancia con el caracter atractivo del campo gravitacional. También se
asume que 0¢/0z no se anula en el plano z = 0, con el fin de tener una distribucién
delgada de materia que representa el disco.

Dado un potencial gravitacional ¢(R,z) con las propiedades anteriores, la
densidad ¥(R) de la distribucién superficial de materia puede ser obtenida usando

la ley de Gauss [11]. Entonces, usando la ecuacién (2.5), se tiene

S(R) = % [%1 R (2.6)

Ahora, para obtener una densidad superficial correspondiente a una distribucién

discoidal finita de materia, se deben imponer las condiciones de frontera

%(R, 0") #0; R < a, (2.7a)
%(R, 07) =0; R > a, (2.7b)

de tal manera que la distribucién de materia estd restringida al disco z = 0,
0 < R < a. Introduciremos ahora las coordenadas esferoidales oblatas, cuya
simetria se adapta en forma natural a la geometria del modelo. Estas coordenadas

estan relacionadas con las cilindricas por medio de la relacién [105],

R =ay/(1+&)(1 -1, (2.8a)
z = aén, (2.8b)

donde 0 < £ < 0oy —1 < 7 < 1. Obsérvese que el disco tiene coordenadas
£ =0,0 < n? < 1. Al cruzar el disco, n cambia de signo pero no cambia su
valor absoluto. Este comportamiento singular de la coordenada 7 implica que
una funciéon par de n es una funcién continua en todo el dominio pero tiene una
derivada con respecto a 7 discontinua.

Ahora, en términos de coordenadas esferoidales oblatas, la ecuacién de Laplace

se puede escribir como

[(1+ 52)¢,£],£ +[(1 - 772)¢,77],n =0, (2.9)

y necesitamos encontrar soluciones que sean funciones pares de n y con las condi-

ciones de contorno

¢£(0,n) = F(n), (2.10a)
$n(&,0) =0, (2.10D)
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donde F'(n) es una funcién par que puede ser expresada como una superposicion
de polinomios de Legendre en el intervalo —1 < n < 1 [9]. De acuerdo con esto,
el potencial gravitacional newtoniano para el exterior de un disco finito delgado

con una densidad de materia axialmente simétrica puede ser escrito como [9],

) ZCanzn &) Pan(n), (2.11)

n=0

donde Cy, son constantes arbitrarias, Ps,(n) son los polinomios de Legendre y
qon (&) = *"1Qy,(i€), siendo Qo, las funciones de Legendre de segunda clase.
Con esta solucién general para el potencial gravitacional, la densidad superficial

esta dada por

27raGn

y, como mostraremos después, las constantes arbitrarias Cy, pueden escogerse
apropiadamente de tal manera que la densidad superficial presente un compor-
tamiento fisicamente razonable.

Ademas de la densidad de materia, otra cantidad comunmente usada para
caracterizar galaxias es la velocidad circular v.(R), también llamada curva de
rotacién, definida como la velocidad tangencial de las estrellas en érbitas circulares
alrededor del centro. Ahora, dado ¢(R, z), podemos facilmente evaluar v.(R) a

través de la relacion

O¢
=R | 2.13
UC 8R ZZO’ ( )
de tal manera que, usando (2.11), obtenemos
’(R) = 1 3 C 0)P, 2.14
v ( )—mzo 9nq2n(0) Py, (1) (2.14)

Ademas de la velocidad circular, existen otras dos cantidades importantes, en lo
que respecta a la cinematica de los modelos. Estas, describen la estabilidad ante
perturbaciones radiales y verticales de particulas que efectian orbitas cuasicircu-

lares [11]. Se trata de la frecuencia epiciclica,

Ldv2 207
K*(R) = in (2.15)
y la frecuencia vertical,
1 dv?

V(R) = V| _, — TR (2.16)
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Si los valores de k2 y 2 son positivos, tendremos un caso de estabilidad, mientras
que valores negativos de estas cantidades, representan situaciones de inestabilidad
(ante perturbaciones radiales y verticales, respectivamente)?.

A continuacién mostraremos tres aplicaciones del método de Hunter: (i) los
discos generalizados de Kalnajs; (ii)los modelos de Pedraza, Ramos y Gonzélez;
(iii) y por dltimo, una clase de modelos que obedecen a una determinada ley de
rotacion. Precisamente, en la seccién 2.1.3 contemplaremos especificamente el caso
de cuatro galaxias en el cluster de la Osa Mayor: NGC3877, NGC3917, NGC3949
y NGC4010, las cuales se ajustan satisfactoriamente a dicha ley de rotacion.
Por lo pronto, para familiarizarnos con el método comenzaremos presentando la

construccién de los discos generalizados de Kalnajs.

2.1.1. Los Discos Generalizados de Kalnajs (DGK)

Especificaremos el formalismo general esbozado anteriormente, considerando
una familia de discos finitos delgados con una densidad de masa bien comportada.
Se exigira que la densidad superficial de masa sea una funcién mondétonamente
decreciente con el radio, con un méaximo en el centro y anuldndose en el borde.

Para esto, se deben imponer las condiciones

¥(a) =0, 2.17)
Z(O) = Yinaz; (218)
y también exigir que
M = 27r/ Y(R)RAR, (2.19)
0

donde M es la masa total del disco. Ahora, usando la condicién de contorno

(2.10a), la densidad superficial puede escribirse en la forma

F(n)

N(R) = SmaChy (2.20)

donde F'(n) es una funcién par de 1, monétonamente decreciente en el intervalo
0<n<1,ytal que
F
lim £n) = 0. (2.21)

n—0 n

2Estas dos tltimas ecuaciones no son realmente las definiciones fundamentales para 2 y 12,
sino una forma alternativa de expresar estas cantidades, en términos de la velocidad circular.
Mids adelante, a través de las aplicaciones (en particular, 2.1.3), estudiaremos dichas cantidades

mas detalladamente.
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Ademas imponemos la condicion

/0 Fldy = 22, (2.22)

en concordancia con la ecuacién (2.19). Una funcién simple F'(n) que concuerda
con todos los anteriores requerimientos es[96]:

MG

F(n) = (2m+ 1)7772m, (2.23)

donde, con el fin de satisfacer (2.21), se debe tomar m > 1. Con esta particular

escogencia de F'(n) se obtiene una familia infinita de discos finitos con densidades
de masa dadas por

Yn(R) = (2.24)

2ma’? a?

(2m +1)M {1 RQ]m‘”?

Como se puede ver facilmente, el disco con m = 1 corresponde al bien conocido
disco de Kalnajs [76]. En consecuencia, esta familia de discos finitos delgados
puede ser entonces considerada como una generalizacion del disco de Kalnajs.

Ahora, de la relacién (2.12), la funcién F'(n) puede escribirse como

F(n) = KouPau(n), (2.25)
Fon = (24 1o (0)Coe (2.26)

Los coeficientes K, son encontrados, usando la propiedad de ortogonalidad de

los polinomios de Legendre, a través de la expresion

dn + 1 1
Ko = / Fn) Pon (). (2.27)
-1

La anterior ecuacién puede ser expresada como [9]

Ky — MG [7?1/2(471 +1)(2m + 1)I'(2m + 1)} |

2a [ 22"T(14+m—n)I(m+n+3)

de manera que, usando las propiedades de la funcion Gama, se obtiene:

C2n

MG [ /2 (4n + 1)(2m + 1)! }
© 2a [22m(2n+ 1)(m — n)IT(m + n + 2)gant1(0)

paran < my Cs, =0 paran > m.
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Con los anteriores valores de (5, se pueden calcular las diferentes cantidades
fisicas que caracterizan el comportamiento de los modelos. Entonces, por ejemplo,

el potencial gravitacional para los tres primeros miembros de la familia, estan

dados por
61(6m) = = Cleot ™ € + AB? ~ 1) (2.25)
62(6m) =~ feot " 4 1 (3g7 — 1)
+ B(35n* — 30n* + 3)], (2.28b)
63(€m) = = - Cleot™ €+ 10 (307 — 1)
- %(3577 — 30n* + 3)
+ O(2317° — 315n* + 1059* — 5)], (2.28¢)
donde
A }1[(352 1) cot~1 € — 3], (2.292)
4i8[(35§ +306% 4 3) cot € — 3567 — —g] (2.29b)
84548 [(231€° + 315¢6* + 10562 + 5) cot ™ ¢
—2316° — 238¢% — @5] (2.29¢)

con expressiones similares pero més complejas, para valores mas grandes de m.
Tomando & = 0 en las anteriores expresiones, se obtiene el valor del potencial

dentro del disco. En particular, para el primer miembro de la familia,

3tMG
a3

#1(R,0) = R, (2.30)

para R < a, y esta relacién es completamente equivalente a la correspondiente
expresién dada en [76].
Las expresiones para la velocidad circular correspondiente a los tres primeros

miembros son

3TMG ~

2 2 2.31
Vi = 1 R?, (2.31a)
157 MG ~ -
V2= R%(4 — 3R? 2.31b
2 320/ ( )7 ( )
1057 MG ~, _ = .
V2= T RA5RY — 12R2 + 8), (2.31c)

256a
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(a) (b)

Figura 2.1: (a) Densidad superficial ¥,,, como funcién de R para los DGK desde m = 1
(curva inferior hacia la izquierda) hasta m = 8 (curva superior hacia la izquierda). (b)
Curvas de rotacién V,, para los mismos modelos, también desde m = 1 (linea recta)

hasta m = 10 (curva superior).

donde R = R/a.
En la figura 2.1(a) graficamos la cantidad adimensional ¥,, = M¥,,(R)/ra>

param = 1,...,8 y para 0 < R < 1. Como podemos ver, los discos con mayores
valores de m presentan una mayor concentracion de masa en el centro. Estos
discos pueden ser considerados como modelos apropiados para describir galaxias

con un bulbo central.

Para ilustrar el comportamiento de las curvas de rotacion graficamos la canti-
dad adimensional V,,,(R) = \/W/af/m(f%), en la figura 2.1(b), param = 1, ..., 10.
La velocidad circular correspondiente a m = 1 es proporcional al radio, represen-
tando un disco uniformemente rotante. Por otra parte, para m > 1, la velocidad
circular crece desde cero en el centro del disco, hasta que alcanza un maximo en
un radio critico y luego decrece hasta un valor finito en el borde del disco. El

valor del radio critico decrece cuando m crece.

Aunque los modelos presentan un buen comportamiento en la densidad de
masa, sus curvas de rotaciéon no se aproximan satisfactoriamente a los datos me-
didos en muchas galaxias. Usualmente las observaciones revelan que la velocidad
circular, en zonas alejadas del ntcleo, no decae a medida que crece el radio, sino
que tiende a mantenerse constante o, en ciertas ocasiones, crece modestamente.
No obstante, como mostraremos a continuacién, la importancia de estos modelos

es fundamental ya constituyen el punto de partida para la formulacién de otros
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modelos mas acordes con la observacion.

2.1.2. Una Nueva Familia Infinita

de Modelos Estelares Discoidales

En la presente seccién mostraremos la formulacién de un nuevo conjunto in-
finito de discos delgados, generados mediante la superposicién de miembros de
la familia DGK, de tal forma que la densidad superficial resultante pueda expre-
sarse como una funcién bien comportada del potencial gravitacional. Como ha
sido senalado por diversos autores, este es un requerimiento fundamental para la
busqueda de funciones de distribucién que describen sistemas axialmente simétri-
cos en equilibrio (ver por ejemplo [50, 7, 75]). Asi, la nueva familia de modelos
tiene la ventaja de proporcionar su propia funcién de distribucién (ver apartado
3.1.5).

Ademas, los modelos tiene dos ventajas adicionales. Por una parte, la densidad
superficial de masa es bien comportada, como en el caso de los DGK, teniendo
un maximo en el centro y anuldndose en el borde. La distribucién de masa de
miembros superiores de la familia estd mas concentrada en el centro. Por otra
parte, las curvas de rotacién son mejor comportadas que las de los DGK. En-
contraremos que en algunos casos, la velocidad circular crece desde cero, en el
centro del disco, luego alcanza un maximo en algin radio critico y, después de
esto, permanece aproximadamente constante.

Comenzaremos diciendo que ¢, (0,7), dado por (2.11), puede escribirse como

Gn(0,m) = =D > A, (2.32)

s=0 r=0
donde A,, son constantes definidas como

(—1)"(4s — 2r)!Cs5q24(0)

Ay = , 2.
° 22srl(2s — 2r)1(2s — 1)! (233)
y la relacién (2.32) fue obtenida introduciendo la identidad[4]
- —1)"(4s — 2r)!
Pos(n) =) I L (2.34)

= 2%r1(2s — 2r)1(2s — 1)!

De (2.32) vemos que el médximo valor del potencial gravitacional del n-ésimo disco
es ¢,(0,0). Como veremos mas adelante, resulta conveniente definir un potencial

relativo mediante

Un(n) = ¢(0,0) — ¢n(0, 7). (2.35)
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Ahora, supongamos que escogemos una combinacion lineal de estos W, de tal

manera que conduzca a un nuevo potencial relativo W, de la forma
m
n=1

donde B, son constantes que pueden ser determinadas a partir de A,, y C,. El
nuevo potencial relativo T, es generado por una nueva distribucién de masa,
descrita por una densidad superficial 3,,, que es también una combinacién lineal
de ¥, (DGK). Es decir,

2n+1)M

2ma?

(2.37)

[

Sm(R) =) B Syt =
n=1

De esta relacién y (2.36), podemos notar que 3, puede ser escrito como

m ~ (2n—1)/(2m)

Sm(R) =Y B,x (j—m> , (2.38)

n=1 m0

y asi, podemos ver que esta nueva familia de discos esta caracterizada por el hecho
de que la densidad superficial de masa puede expresarse como una combinacion
de potencias del potencial relativo. Esto hace viable la posterior obtencion de las
funciones de distribucién de equilibrio para toda la familia (ver subseccién 3.1.5),
que podra ser considerada como un conjunto de modelos galdcticos autoconsis-
tentes. Ahora, las afirmaciones anteriores son ciertas sélo si podemos determinar

las constantes B, introducidas en (2.36). Veamos.

Calculo de B,

En este apartado, mostraremos un procedimiento que, usando las propiedades
de ortogonalidad de P,,, conduce a una relaciéon de recurrencia que expresa B,, en
términos de A,,, y C,. Empecemos senalando que, de acuerdo con las definiciones

(2.35) y (2.11), el potencial relativo asociado a los DGK puede escribirse como
Uin(n) = Z énP?n(n)a (2.39)
n=0

donde C,, son constantes definidas por

C, = Can2n(0) — Oon Z CQiQ2i(O>P2i(O)- (2-40)

1=0
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m B Bs Bs B, | B;
2 —5/8 1

3| —35/192 —7/12 1

4| —105/1024 | —21/128 | —9/16 1

5 | —1155/16384 | —231/2560 | —99/640 | —11/20 | 1

Cuadro 2.1: Constantes B,, para m = 2,3,4,5

De manera que, introduciendo (2.39) en (2.36), ¥,, puede también ser escrito en

términos de polinomios de Legendre:

Vo => Y BuCiPyi(n) = > DuPau(n), (2.41)
n=0 ¢=0 n=0
donde D,, son constantes a ser determinadas. Es importante notar que estas D,

satisfacen la relacién
m

Dy=Cy )Y B (2.42)

—n
1=0

Para calcular D,,, es preciso observar que, de acuerdo a (2.36) y (2.41), tenemos

> DuPau(n) = Ao, (2.43)
n=0

y usando las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, obte-
nemos

dn+1 [P,
D,, = Ao 5 /772 Py, (n)dn,

1
lo cual se reduce a

D4 [ 72(dn + 1)T(2m + 1) o)

2210 (14+m —n)D(m+n+ )

de tal forma que, usando (2.42), podemos determinar las constantes B,,. Después
de algunos célculos, puede mostrarse que[109]

m—n—1

D
B, = == — B, for n<m-—1. 2.45
z ;O (2.45)

En la tabla 3.2 mostramos los valores de B,, para los primeros cuatro modelos,
es decir m = 2,3,4,5. Aunque hemos resuelto el problema de encontrar estas

constantes, hay otro inconveniente. Si uno introduce dichos coeficientes en (2.37),
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0.6}

0.4;

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
R
Figura 2.2: Graficamos la densidad superficial de masa %o, 33, 4 v 35 (de abajo
hacia arriba en el borde izquierdo), dadas por (2.47), donde los parametros B,

estan determinados por (2.45). Dado que las densidades resultantes son negativas

en algunos rangos, debemos corregir Bj.

la correspondiente densidad superficial resulta ser negativa para ciertos rangos
de R, como se muestra en la figura 2.2, donde graficamos la 3 correspondiente
a los primeros cuatro modelos. Sin embargo, este problema puede ser resuelto

corrigiendo Bj, esto es, el coeficiente correspondiente al término dominante en

(2.37).

Correccién de B;

De aqui en adelante, consideraremos a B; como un parametro arbitrario que
puede escogerse de tal forma que ¥ > 0, en el rango 0 < R < a. Para cada
modelo, esperamos que B; tenga un limite inferior mas no uno superior. La razon

es que, de acuerdo con (2.24), vemos que

lim —— =

(2.46)
0 param > 2.

dx,, { —o00 param =1,
Esto significa que el comportamiento de ¥y, para R — a, difiere de las restantes
densidades superficiales caracterizada por una razén de cambio que tiende asintética-
mente a 0 en el borde del disco. Asi, es evidente que uno siempre puede encontrar
un valor minimo By, tal que el producto Bigin21 es mayor que cualquier com-

binacién lineal de ¥, Y3, . ... En el caso particular correspondiente a los nuevos
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m | Bimin By Bs B, Bs
2 0 1

3 10,101273 —7/12 1

4 10,128914 —21/128 —9/16 1

5 10,143207 | —231/2560 | —99/640 | —11/20 | 1

Cuadro 2.2: Constantes B,, corregidas, para los primeros cuatro modelos: m =
2,3,4,5.

modelos formulados aqui, la densidad superficial puede expresarse como
_ W R? 1/2 m - R2 n—1/2
S(R, By) = B X! (1 - §> + Z; B,X! <1 - §> . (247)

donde los coeficientes B, para n > 2, estan dados por (2.45). Una forma simple
de encontrar By, es exigiendo que 3,, se anule en B; = Bium y R = Run.

Esto es, requiriendo que las siguientes dos ecuaciones se cumplan:

dE<R7 Blmin) o
— =0, (2.48)
R=Rmnin
> (Rumins Bimin) = 0. (2.49)

La expresion (2.48) impone la condicién de que la densidad superficial tenga un
minimo en By = Biyin ¥ R = R, mientras que, a través de la relacién (2.49),
exigimos que su valor en tal punto critico sea 0. Encontramos numéricamente los
limites inferiores de By para los primeros cuatro miembros de la nueva familia, los
cuales aparecen en el cuadro 2.2. Las correspondientes densidades superficiales,
para diferentes valores de By > Binin, son mostrados en la figura 2.3. Notamos
que en todos estos casos, la concentracion de masa se anula en el borde y crece
hacia el bulbo del disco. Ademas, dicha concentracion crece con m. Finalmente,
el potencial gravitacional correspondiente a la nueva familia, generado como una

combinacion general de DGK, puede expresarse como

D,,(&,m) = — Z Z B, Corqor (&) Par(n), (2.50)

donde B,, estdn dados por (2.45), para n > 2 y B; es un parametro arbitrario
con un limite inferior determinado por (2.48)-(2.49).
A partir de 2.13 podemos calcular la velocidad circular para esta familia de

modelos. En la figura 2.4, graficamos esta cantidad fisica correspondiente a los
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a b
1 (@) L (b)
0.8 0.8
0.6 0.6
A N
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 O4R06 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
c d
1 () L (d)
0.8 0.8
0.6 0.6
N [N
0.4 0.4
0.2 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
R R

Figura 2.3: Gréficas de la densidad superficial de masa (a) %y, (b) X3, (c) X4, (d) X5,
para diferentes valores del pardmetro B;. En cada caso empezamos con By = By (la
curva mas baja), dado por el cuadro 2.2. Las curvas restantes, de abajo hacia arriba,
corresponden a incrementos de 0,01 en B, empezando desde Bin,. Vemos que el

problema de las densidades negativas se ha corregido.
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(a) (b)
1.5 1.5
1 1
> >
0.5 0.5
0.2 04Roe 0.8 1 0.2 0.4 _0.6 0.8 1
(c) (d)
1.5 1.5
1 1
> >
0.5 0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
R R

Figura 2.4: Curvas de rotacién para (a) m =2, (b) m =3, (¢) m =4, (d) m = 5, para
los mismos valores del parametro B escogidos en la figura 2.3. Las curvas inferiores

corresponden a Bi,, ¥ las curvas superiores corresponden a valores mas grandes de

B;.

cuatro primeros modelos de la nueva familia de discos. Para B; = Bimn las
curvas de rotacion tienen un maximo, luego decrecen suavemente hasta un radio
minimo local, a partir del cual vuelven a crecer. Ademaés, el maximo de la curva
de rotacién esta en un radio que decrece cuando m crece. Ahora, en el caso en que
By sea muy grande, la curva se aproxima a una linea recta, como consecuencia
del término dominante asociado con el disco de Kalnajs. Cabe mencionar que, en
el caso del modelo m = 3, el maximo valor de B; utilizado arroja una curva de

rotacién muy similar a la muchas galaxias observadas.

2.1.3. Modelos para cuatro galaxias en el cluster de
la Osa Mayor: NGC3877, NGC3917, NGC3949
y NGC4010
En esta seccién exploraremos la posibilidad de obtener modelos de discos del-

gados, en los cuales la velocidad circular coincida con el ajuste numérico hecho

a las curvas de rotacién observadas. Con el fin de hacer esto, consideraremos un
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enfoque distinto al empleado en las dos aplicaciones anteriores del método de
Hunter. En vez de asumir un determinado comportamiento para la densidad su-
perficial de masa, expresaremos la velocidad circular, dada por (2.14) como una
serie de potencias de una coordenada radial adimensional. Posteriormente, deter-
minaremos los coeficientes de la serie por medio de un ajuste numérico adecua-
do. Con ello quedaran a su vez determinadas las correspondientes distribuciones
de masa y demas cantidades que caracterizan el comportamiento cinemético de
los modelos particulares. Finalmente calcularemos la masa, efectuando la inte-
gral de la densidad, dada por la expresién (2.12). En particular, efectuaremos el
tratamiento descrito y el estimativo de la la masa para cuatro galaxias en el clus-
ter de la osa mayor: NGC3877, NGC3917, NGC3949 y NGC4010, usando datos
tomados a partir del articulo de Verheijen y Sancici[129]. Estos valores obtenidos
para M pueden tomarse como estimativos muy precisos para la cota superior
de masa de estas galaxias, ya que en el modelo se considera que toda la masa
esta concentrada en el disco galactico.

Recordemos las expresiones para la velocidad circular y la densidad superficial

de masa, pero esta vez, expresadas como funciones de la coordenada adimensional

R = R/a:

ﬁ®:%2@m@%m (2.51)
y o0
D) = gz D Canl20 + Vi (0) Pan () 2:52)

donde n = V1 — R2. Obsérvese que, integrando sobre el area total del disco,

obtenemos

=0, (2.53)

lo cual permite calcular el valor de la masa total M.

Como sabemos, todas las cantidades que caracterizan el modelo de disco estan
determinadas por las constantes Cs,, las cuales pueden ser determinadas a partir
de los datos observacionales correspondientes a las curvas de rotaciéon de alguna

galaxia en particular.

Una familia de modelos particulares

Con el fin de explorar la posibilidad de encontrar modelos en los que la veloci-
dad circular pueda ser ajustada a la curva de rotacién de una galaxia, debemos

limitarnos a un numero finito de términos en la serie. Esto significa que debemos
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hacer Cy,, = 0 para n > m, con m un entero positivo. De manera que, después de
introducir las derivadas de los polinomios de Legendre, la expresién (2.51) puede

escribirse como

m
VA(R) = Ay R, (2.54)
n=1
donde las A,,, son constantes que estan relacionadas con Cy,, a través de la relacion

. 4n + 1 - Agk
An(2n + 1) = q2n(0)

1
Con / n(1 — i) Bl ()i, (2.55)
-1

para n # 0, la cual es obtenida igualando las expresiones (2.51) y (2.54) y usando
propiedades de los polinomios de Legendre. Luego, si las constantes A, son
determinadas mediante un ajuste de los datos observacionales correspondientes a
la curva de rotacién, la relacién (2.55) proporciona los valores de las constantes
Cs, que definen el modelo particular de disco.

Como podemos ver, el valor de Cj no esta determinado por la expresion (2.55).
Sin embargo, a partir de (2.52) es claro que la densidad superficial de masa diverge

en el borde del disco, cuando n = 0, a menos que impongamos la condicién [67]

S Con(20 + D1 (0)Pan(0) = 0. (256)

n=0
que, luego de usar las propiedades de las funciones de Legendre, conduce a

m

Co =Y (=1)""'Can, (2.57)

n=1

la cual da el valor de Cy, y posteriormente de la masa total M, en términos de
Agp,.

Las expresiones anteriores implican que un modelo de disco particular es-
tara completamente determinado por un conjunto de constantes A,,, las cuales
se deben escoger de tal forma que las velocidades circulares puedan coincidir con
el ajuste efectuado sobre las curvas de rotacién observadas. Ademads, como las
potencias de R son un conjunto de funciones linealmente independientes, la
expresion (2.54) es bastante adecuada para ajustarse numéricamente a un con-
junto de datos. En consecuencia, la expresion (2.54) puede considerarse como una
especie de “curva de rotacién universal” para galaxias planas, la cual se puede
ajustar facilmente a los datos observados de la curva de rotacién de una galaxia

espiral en particular.
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Ajuste de Datos a los Modelos

Con el fin de acondicionar estos modelos a datos observados, escogimos cuatro
galaxias espirales en la Osa Mayor: NGC3877, NGC3917, NGC3949 y NGC4010.
Los datos correspondientes han sido tomados de un articulo reciente de Verheijen
y Sancici[129], quien presenta los resultados de las mediciones fotométricas de la
linea de 21 cm para 43 galaxias en el cercano cluster de la Osa Mayor, usando el
Westerbork Synthesis Radio Telescope. Para cada dato de la curva de rotacion,
tomamos el valor de a como el ultimo valor de radio tabulado o mostrado en
la grafica. En cosecuencia, asumiremos que el radio de la galaxia estd definido
por el dltimo valor de R medido. Entonces, tomando el radio normalizado en
unidades de a, efectuamos un ajuste de datos de minimos cuadrados, no lineal,
con la relacion general (2.54), considerando en cada caso un valor de m menor
que el nimero de puntos (datos) disponibles.

En la figura 2.5 mostramos las curvas de rotacién ajustadas para las cuatro
galaxias consideradas. Los puntos con barras de error corresponden a las obser-
vaciones, que son las reportadas en [129]. La linea sélida representa la curva de
rotacién determinada a partir de (2.54) con los valores para As,, dados por el
ajuste numérico. Como podemos ver, la relacién (2.54) se ajusta de forma bas-
tante precisa a los datos medidos. Luego, a partir de los valores obtenidos para
Ay, los correspondientes valores de Cy, son determinados usando (2.55) y (2.57).
En el cuadro 2.3 presentamos los valores de Cy,, para las cuatro galaxias, asi como
el correspondiente valor de m usado en (2.54). En el cuadro 2.4 indicamos, para
cada galaxia, el tipo morfoldgico (de acuerdo con la clasificacién de Hubble [11]),
el radio a en kpc y la masa total M, ambas en kg y en unidades de masa solar
(Ma).

Ahora, como el conjunto de constantes Cs,, define completamente cada modelo
de disco delgado, podemos calcular facilmente todas las cantidades fisicas de
cada galaxia. En la figura 2.6 presentamos las densidades superficiales para las
cuatro galaxias, como funciones de R= R/a. Para estas galaxias obtenemos una
densidad de masa bien comportada, teniendo un méaximo en el centro del disco y

posteriormente decreciendo hasta un valor nulo en el borde del disco.

Estudio de la estabilidad:

Frecuencias Epicilica y Vertical

Ya vimos antes, que las dos cantidades cinematicas que describen la estabili-

dad ante perturbaciones radiales y verticales (para particulas efectuando 6rbitas
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Figura 2.5: Velocidad circular v, en km/s, como funcién de la coordenada radial adi-
mensional R = R/a, para las galaxias espirales NGC3877, NGC3917, NGC3949 y

NGC4010.

Cuadro 2.3: Constantes Cs, [km?s™?] y valores de m.

NGC3877 NGC3917 NGC3949 NGC4010
m 6 7 ) 7
Co 17452.78  11258.92  15686.77 8801.12
Cy 26564.93  17210.85  24051.95  12875.61
Cy 13926.79 8998.92  13011.66 4944.66
Cs 7478.82 4573.34 7127.38 1117.08
Cs 4053.13 2213.64 4577.68 866.64
Cho 1887.23 1063.01 2096.77 1019.52
Cha 498.29 640.40 818.98
Cha 264.69 419.19
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Cuadro 2.4: Tipo morfoldgico, radio a y masa total M.

Tipo a [kpc] M [kg] M [Mg]
NGC3877 Sc 11.74  9.47 x 10* 4.76 x 10'°
NGC3917 Scd 15.28  7.95 x 10* 3.95 x 10'°
NGC3949 Sbc 8.72 6.32 x 10% 3.18 x 10%
NGC4010 SBd  10.84 4.41 x 10* 2.22 x 10'°
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Figura 2.6: Densidad superficial de masa ¥ x 1072 en kg/m?, como funcién de la variable

adimensional R = R/a, para las galaxias espirales NGC3877, NGC3917, NGC3949 y
NGC4010.
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Figura 2.7: Frecuencia epiciclcica cuadratica 2 x 107° en (km/s)?, como funcién de

R= R/a, para las galaxias espirales NGC3877, NGC3917, NGC3949 y NGC4010.
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cuasicirculares), son las frecuencias epiciclica y vertical. Recordemos sus corres-

pondientes expresiones, dadas al principio de la seccion 2.1:

1 dv? 202
2 —_ c c 2.
R = Rar T R (2:58)
' 1 dv?
2 w2 o Lave
vV (R) = V*®|__, B (2.59)

Al introducir (2.54) y emplear el hecho de que el potencial es solucién de la

ecuaciéon de Laplace, estas cantidades pueden expresarse como

R(R) = 2(n+1)Ay B2, (2.60)
n=1
donde k = ak y
P(R) = - 2nAy, B2, (2.61)
n=1

donde 7 = av. De manera que, usando (2.60), (2.61) y los valores de las constantes
A,, obtenidas a partir del ajuste numérico, pueden ser determinadas explicita-
mente. En la figura 2.7, mostramos la graficas de frecuencias epiciclicas para las
cuatro galaxias consideradas y, en la figura 2.8, las correspondientes graficas de
las frecuencias verticales. A partir de las figuras 2.7 podemos ver que tan sélo
la galaxia NGC4010 presenta una pequena region de inestabilidad radial, cerca
del borde del disco. Por otra parte, como se muestra en la figura 2.8, las cuatro

galaxias son inestables ante perturbaciones verticales.
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2.2. ORBITAS EN CAMPOS AXIALMENTE
SIMETRICOS

El problema de la descripcién del movimiento de particulas de prueba alrede-
dor de objetos con simetria axial ha sido un tépico ampliamente estudiado en
astrofisica. Desde hace mas o menos doscientos anos el movimiento alrededor de
objetos deformados por la rotacién, es decir, con deformacién oblata, ha sido un
problema sin resolver: aunque existe una enorme evidencia numérica que sugiere
la existencia de una tercera integral de movimiento, su forma analitica (si existe)
aun permanece oculta [19]. En contraste, el movimiento alrededor de cuerpos con
deformacién prolata es caético, como fue senalado por Guerén y Letelier [60].
En el contexto de los modelos estelares para galaxias, encontramos desde regu-
laridad hasta caos, dependiendo fuertemente del modelo especifico (como es de
esperarse). Por ejemplo, el bien conocido potencial de Stéckel genera trayectorias
completamente regulares, asi como los modelos de Plumer[69] y algunos miembros
de la familia infinita obtenida recientemente por Pedraza, Ramos y Gonzalez[109]
(aqui, sélo existe evidencia numérica de una tercera inegral aislada de movimien-
to). Pero el caos es la regla en modelos estelares axialmente simétricos, planos
o tridimensionales. Véase por ejemplo el estudio efectuado por Hunter acerca de

las érbitas que cruzan el disco [69].

2.2.1. EIl Método de las Superficies de Seccion

Si el potencial gravitacional ¢ es estatico y axialmente simétrico, el movimien-
to de una particula de prueba estard determinado por las siguientes ecuaciones

diferenciales [11]

R: VR, Z:‘/27

.09 .09
VR - 8R7 Vtz_ 82”

en donde hemos empleado coordenadas cilindricas (R, ¢, z) y definido un potencial

(2.62)

efectivo ¢ mediante la relacién
L2
2R?%

Dado que ¢ es estatico y axialmente simétrico, la energia especifica E y el momen-

o=+

(2.63)

to angular especifico L, son cantidades que se conservan a lo largo del movimiento
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de una particula de prueba. Este hecho restringe dicho movimiento a un subespa-

cio 3-dimensional del espacio de fase (R, z, Vg, V,), determinado por la ligadura
1 N
E = 5(V,,% +V2) + ¢ (2.64)

En otras palabras, en el espacio de fase, la trayectoria esta restringida a una hiper-
superficie de energia constante. De manera que, en el transcurso del tiempo, la
particula se movera indefinidamente a través de dicha regién del espacio de fase.
Dicho movimiento acotado, dependiendo de las condiciones iniciales, puede resul-
tar de naturaleza regular o caética®. Una herramienta adecuada para investigar
la naturaleza de estas dérbitas tridimensionales es el método de las superficies de
seccién de Poincaré?. Al registrar los cortes de una trayectoria cuando atraviesa
el plano z = 0, se forma en dicha regién (plano Pg, R) una figura que revela la
naturaleza regular o irregular de la érbita. Si la figura formada en la seccion es
un contorno cerrado definido (ya sea continuo o punteado®), la 6rbita es regular.
Esto quiere decir que ella esta confinada, en el espacio de fase, a un toroide inva-
riante. Si en cambio, la figura corresponde a una distribucién irregular de puntos,
la trayectoria es cadtica y, en el espacio de fase, ya no estard confinada a ningtun
toroide [11]. Cualquiera de las dos situaciones depende de las condiciones iniciales
elegidas para la trayectoria. Si las condiciones iniciales pertenecen a una region
de toroides invariantes (o destruidos), la trayectoria serd regular (o cadtica).
Tanto la naturaleza de las 6rbitas, como la estructura del espacio de fase
son reveladas a través de las superficies de seccién. Como veremos, en ellas se
pueden distinguir entre regiones cadticas y de regularidad; entre zonas de érbitas
periédicas, cuasiperiodicas y no periodicas; zonas de trayectorias tipo caja y tipo
lazo[11], etc. Esta coexistencia de caos y regularidad es una consecuencia del
teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) [11]. Por ello, los contornos regulares,
suaves y cerrados que aparecen en las secciones de Poincaré, reciben el nombre
de curvas KAM [11]. Algunas de ellas se agrupan formando cadenas de islas
resonantes, en torno a un punto del espacio de fase. La gran mayoria de las veces

son rodeadas por un mar de caos.

3Esto depende de la regién del espacio de fase a la que pertenezcan las condiciones iniciales
correspondientes a la trayectoria bajo estudio.
4Como su nombre lo indica, son cortes transversales en el espacio de fase reducido (tres

dimensiones), los cuales son atravesados, una y otra vez, por la trayectoria de la particula en

el transcurso del tiempo.
5En particular, si el contorno es punteado, es debido a una érbita periédica. Si el contorno

es continuo entonces es generado por una trayectoria cuasiperiédica.
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A continuacién, para ilustrar el empleo de las técnicas mencionadas arriba,
estudiaremos el movimiento de particulas de prueba alrededor de centros de atrac-
cién deformados. Cabe senalar que el método numérico empleado para integrar las
ecuaciones de movimiento es el de Runge-Kutta de 4° orden, de paso adaptativo,
sometido a la restriccién de que la energia sea conservada, dentro de cierta tole-
rancia (menor al 0,0001 %). El algoritmo estd implementado en la rutina creada
por Eric Wiensstein (Mathematica 6.0) en Marzo de 2006 [24].

2.2.2. Movimiento alrededor de Cuerpos con Deformacién

Prolata, Oblata y Octupolar

Como ha sido constatado por una amplia variedad de evidencias observa-
cionales, muchos objetos astrofisicos pueden ser modelados como cuerpos axial-
mente simétricos, con deformacién oblata o prolata. Por ejemplo, es sabido que
la Tierra posee momentos cuadrupolar y octupolar no despreciables, como con-
secuencia de su forma oblata[19]. También, muchas galaxias que tienen una gran
componente discoidal, pueden asumirse como cuerpos oblatos axialmente simétri-
cos con un gran momento cuadrupolar y, en algunos casos, con una deformaciéon
octupolar significativa, debido a los componentes restantes (por ejemplo, el halo).
Asi mismo, hay clusters de galaxias con forma de cigarro[33] y muchas galaxias
enanas que pueden ser considerados como objetos casi axialmente simétricos con
deformacién prolata[116]. Aunque en estos casos el momento cuadrupolar es con-
siderado como la mayor desviacién de la simetria esférica, hay situaciones donde
la deformacién octupolar desempena un papel significativo[63, 49].

El movimiento de particulas de prueba alrededor de objetos estelares, como
los mencionados arriba, es un problema de amplio interés en astrofisica. El caso de
centros de atraccién descritos como la suma de términos monopolar y cuadrupo-
lar, ha sido extensivamente estudiado por Guerén y Letelier, tanto desde una
perspectiva newtoniana como desde un punto de vista relativista, concluyendo
que la adicién de momentos multipolares externos puede inducir caos [61, 62, 60].
En gravedad newtoniana , asi como en relatividad general, puede encontrarse caos
cuando la fuente tiene deformacién prolata y la caoticidad crece a medida que
crece el momento cuadrupolar. Por otra parte, parece que el caso correspondiente
a deformacion oblata no conduce a movimientos cadticos, inclusive para grandes
momentos cuadrupolares. Sin embargo, la inclusion de deformacién octupolar
también puede inducir caos, tal y como fue mostrado por Heiss, Nasmitdinov y

Radu[64] y Li[97], para el caso del oscilador armonico.
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En esta seccién estudiaremos el movimiento de particulas de prueba en po-

tenciales gravitacionales axialmente simétricos que se pueden expresar como:

« B £(222 — R?) B v(22% — 32R?) (2.65)
VR AR AR '

En dicha ecuacion « es el término monopolar, que equivale a Gm, siendo m la

¢:_

masa total de la fuente y G la constante gravitacional. El término cuadrupo-
lar, denotado como (3, usualmente representa la mayor desviacion de la simetria
esférica. En particular, si # > 0 la fuente tiene deformacién prolata y si g < 0
tenemos el caso correspondiente a deformacién oblata . El momento octupolar
~ describe la asimetria de la fuente con respecto al plano ecuatorial, esto es, su
“forma de pera”’. Tanto # como ~ estan relacionados con la densidadd de masa

p(R, z) a través de las siguientes ecuaciones[11]:

g = 27T/ 7"4d7"/ df' sin 0" Py(cos 0")p(r', "), (2.66)
0 0

vy o= 27r/ 7"’5d7"’/ df' sin 0' P3(cos 0")p(r',0"), (2.67)
0 0

donde hemos empleado coordenadas esféricas r = VR? 4 22 ,cosl =z/ VR? + 22
y P, es el polinomio de Legendre de orden [.

En la figura 2.9(a) presentamos una seccién de Poincaré tipica, en z = 0,
correspondiente al movimiento de una particula de prueba en presencia de un
campo gravitacional generado por una fuente con deformacion prolata y momento
octupolar nulo (escogemos o = 1, sin pérdida de generalidad). Vemos regiones
regulares centrales y laterales, compuestas por curvas KAM en forma de anillo.
Ellas estan rodeadas por una regién cadtica que contiene a su vez dos pequenas
islas resonantes, cerca de sus bordes superior e inferior [115].

En la figura 2.9(b), activamos el momento octupolar (y = 0,02), manteniendo
la misma deformacién prolata. La superficie de seccion resultante presenta una
regién cadtica mas prominente, ya que en este caso, las zonas exteriores confor-
madas por islas resonantes se han traslapado. Las regiones regulares contienen
ahora toroides deformados. Estos pueden visualizarse claramente en la region
central y escasamente insinuados en la zona lateral [115].

En la figura 2.10(a), como consecuencia de incrementar el momento octupolar
hasta v = 0,04, la regién cadtica es mas prominente (la zona regular lateral ha
desaparecido), asi como las curvas KAM centrales. La figura 2.10(b) muestra los

contornos de nivel del potencial efectivo, para cada uno de los casos escogidos.
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Figura 2.9: (a) Superficie de seccién correspondientes a algunas érbitas con L, = 0,9,
E = —0,4, en un potencial caracterizado por « = 1, # = 0,3 y v = 0. (b) Superficie de
seccién para las mismas condiciones iniciales de la figura anterior. Hemos mantenido
los valores L, = 0,9, F = —-04, a =1y [ =0,3, pero ahora v = 0,02.

Finalmente las figuras 2.11, 2.12 y 2.13(a) muestran el efecto causado por el pro-
gresivo incremento en la deformacién octupolar, empezando desde una situacion
prolata regular [115]. Un fenémeno similar ocurre en el caso correspondiente
a deformacion oblata, el cual comunmente ejemplifica movimiento regular. De
hecho, existe una amplia evidencia numérica de que el movimiento de particulas

alrededor de un monopolo mas cuadrupolo oblato no es cadtico.

La figura 2.13 muestra la transicién desde la regularidad hasta el caos mediante
el incremento en y. Con £ = —0,32, L, = 1,1y § = —0,2, empezamos desde vy = 0
(Fig. 2.13(b)-a ) que corresponde a un movimiento regular; el caso v = 0,02
también es regular pero las curvas KAM se han distorsionado; en Fig. 2.13(b)-c
(v = 0,04) la distorsién es mayor y finalmente, cuando  se ha incrementado

hasta 0,06 notamos la apariciéon de una region cadtica encerrando curvas KAM.

Desde un punto de vista clasico, la deformacién octupolar en objetos as-
trofisicos puede introducir modificaciones significativas en la estructura del es-
pacio de fase correspondiente al movimiento de particulas de prueba alrededor de
centros de atraccién prolatos u oblatos. Aparte del incremento en la caoticidad, la

aparicion de toroides deformados en regiones de regularidad es un hecho remar-
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Figura 2.10: (a) En este caso, manteniendo los mismos valores que en las dos figuras
previas pero v = 0,04, tenemos un regién cadtica prominente encerrando tres curvas
KAM. (b) Contornos del potencial efectivo cuando L, = 0,9, E = =04, =1, 3 = 0,2,
tomando distintos valores para el momento octupolar: v = 0 (contorno mayor), v = 0,02
(contorno mediano) y v = 0,04 (contorno menor). Definen, en cada caso, la regién del

espacio de configuraciones en donde es posible obtener movimiento acotado.



42

0,4 /—- {a) 0.4

0.2 0.2
o o
> 0 > ¢
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
z 2
0.4 0.4
0.2 0.2
11 -1
> P >
-0.2 -0.2
-0.4 —a.4
0.8 1.2 1.6 2 0.8 1.2 1.6 2
R R

Figura 2.11: Superficies de seccién para L, = 0,9, F = —04, a =1, 3 =02y (a)
v =0; (b) v =0,02; (¢) v=0,04; (d) v = 0,06. En cada caso, ellas son generadas por
tres érbitas con condiciones iniciales (i) z =0, R = 0,91, Vg = 0; (ii) z =0, R = 0,78,
Ve =0y (iii) 2 = 0, R = 1,16, Vi = 0,18.
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Figura 2.12: Superficies de seccién para L, = 1,1, E = —-0,32, a =1, 8 = —0,2 y (a)
v =0; (b) v =0,02; (c) v =0,04; (d) v = 0,06. En cada caso, son generadas por tres
érbitas con condiciones iniciales (i) z = 0, R = 0,91, Vg = 0; (ii) z = 0, R = 0,78,
Ve =0y (iii) 2 = 0, R = 1,16, Vi = 0,18.
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Figura 2.13: Una érbita en el plano meridional con condiciones iniciales z = 0,
R = 0,78, Vg = 0 y los mismos parametros considerados anteriormente. Nuevamente
tenemos los casos (a) v = 0; (b) v = 0,02; (c¢) v = 0,04; (d) v = 0,06.
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cable, generado por la asimetria de la fuente con respecto a su plano ecuatorial.
Entre mayor sea dicha asimetria mayor distorsion se producira en las curvas KAM

y mas prominente seran las zonas estocasticas en el espacio de fase.

2.2.3. Movimiento Regular y Caético en DGK

Nos enfocaremos ahora, en la cinematica alrededor de los DGK, restringiéndonos
a los cuatro primeros miembros [114]. La cinemadtica correspondiente a los miem-
bros restantes (m > 5) puede ser inferida a partir del estudio elaborado para
m = 1,2,3,4. En todos los de este apartado tomaremos a = M = G = 1, sin
pérdida de generalidad.

Empezaremos la descripcion cinematica, analizando el comportamiento de las
trayectorias bidimensionales que se forman en plano ecuatorial, ya que, a través

de ellas, se pueden vislumbrar ciertos criterios de estabilidad para los modelos.

Orbitas en el Plano Ecuatorial

Los puntos de equilibrio del sistema dindmico (2.62), ocurren en Vi =V, =

z2=0, R = R,., donde R. debe satisfacer la ecuacién

8&) L2 <a¢)
99 _ L (90 _0, (2.68)
(aR o HETNOR) g

c

que es precisamente la condicién de orbita circular en el plano z = 0. Los puntos de
equilibrio del sistema dindmico (2.62) corresponden al caso en que la particula de

prueba describe un movimiento circular de radio R., momento angular especifico

L..— i\/Rg» <§—Z) , (2.69)
(Rc,0)

E = ¢(R.,0). (2.70)

(por unidad de masa)

y energia especifica

(El subindice ¢ en L,. indica que nos referimos a 6rbitas circulares). Ya vimos
antes, que las dos cantidades utilizadas para medir la estabilidad o inestabilidad
que tienen dichas trayectorias ante perturbaciones radiales y verticales (en la

direccién del eje z) son la frecuencia epiciclica k y la frecuencia vertical v,

%o d%¢
K = <@> , v’ = (ﬁ) : (2.71)
(Re.0) (Re.0)
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Figura 2.14: (a) Comportamiento de 2 para m = 1,2,3,4. Valores de R, para los
cuales dicha grafica se ubica arriba de la linea a trazos , corresponden a érbitas circulares
que son estables ante perturbaciones radiales. (b) Comportamiento de v? para m =
1,2, 3,4. Valores de R, para los cuales dicha grafica se ubica arriba de la linea a trazos,

corresponden a Orbitas circulares que son estables ante perturbaciones verticales.

Esto significa que si introducimos (2.69) en las segundas derivadas de ¢ obtenemos
k* y v* como funciones de R,.. Los valores de R, tales que x> > 0y (o) v* >
0 corresponden a drbitas circulares estables bajo perturbaciones radiales y (o)

verticales, respectivamente. En caso contrario las 6rbitas seran inestables.

Empezaremos por evaluar la estabilidad de los DGK, a través de (2.71). El
caso m = 1 presenta estabilidad radial en el rango 0 < R. < 1 (52 = 3m)
pero es radialmente inestable cuando 1 < R. < 1,198. Param = 2y m = 3
encontramos Orbitas circulares radialmente inestables, con radios en los rangos
2\/5/3 <R. <1075y 2/\/5 < R. < 1, respectivamente. En contraste, las érbitas
circulares para m = 4 son siempre estables bajo perturbaciones radiales. Conjetu-
ramos que los modelos m > 5 son también radialmente estables. La figura 2.14(a)
muestra el comportamiento de x? como una funcién de R, para m = 1,2,3, 4.
La figura 2.14(b), muestra el comportamiento de v? e ilustra la estabilidad ante
perturbaciones verticales. Encontramos los siguientes rangos de estabilidad ver-
tical: 0 < R, < 1 param = 1 (k? = =37/2); 0 < R. < 0,943 para m = 2;
0< R.<0,688 param = 3; 0 < R. < 0,604 para m = 4. Vemos que el rango de
estabilidad vertical decrece con m [114].

Las drbitas ecuatoriales generales estdn determinadas por (2.62) junto con las
condiciones V, = 2 = 2 = 0y E = V3/2+ én(R, 0). El movimiento est4 restringi-

do por la inecuacion E > gzgm(R, 0) y, en particular, encontramos movimiento
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acotado en un rango R < R < R, si este contiene al menos un valor critico
donde ¢,,, es mmimo y ¢ (Ry1,0) < E < ¢m(Ry,0). La figura 2.15(a) muestra
el potencial efectivo para m = 2 y L, = 1,242, cerca del borde del disco. En
las energias (a), (b), (c¢), y (d) tenemos érbitas acotadas, y (e), (f) corresponden
a movimiento no acotado. En la figura 2.15(b) presentamos las curvas de fase
resultantes y se muestran dos regiones de movimiento acotado y no acotado, di-
vididas por una curva separatriz (linea a trazos). Curvas de fase similares pueden
ser obtenidas para m = 1y m = 3 si usamos L. de acuerdo con (2.69), para
1<R.<1,198y 2/\/5 < R. < 1, respectivamente. Para m = 4 el potencial efec-
tivo no presenta maximos locales y su diagrama de fase no tiene curva separatriz
alguna [114].

A una energia dada F, determinada por la ecuacién (2.70) una vez fijamos
R., el maximo valor posible del momento angular especifico es L... Por tanto, es
conveniente parametrizar L, por medio de la razén k = L,/L... Resulta 1til cal-
cular el rango de valores de L., tales que ém tiene un minimo en 0 < R < 1, esto
es, asegurando que el movimiento acotado siempre sea posible dentro del disco.
De esta forma, establecemos los valores limite de las integrales de movimiento
para las cuales las particulas nunca escaparan de la fuente. Usando la relacion
(2.69), encontramos los siguientes rangos para el momento angular especifico: (a)
m=1,0 < |L.| < V37/2; (b) m = 2,0 < |L..|] < 2V107/9; (c) m = 3,
0 < |L..| € +/217/50; (d) m =4, 0 < |L..| < 15v/7r/64.

Orbitas Tridimensionales

A continuacién, presentaremos soluciones numeéricas de las ecuaciones de movimien-
to (2.62) correspondientes a dérbitas acotadas fuera del plano ecuatorial (excepto
cuando ellas cruzan el plano z = 0). Para ciertos valores de 'y L,, estan con-
finadas a regiones que contienen el disco y lo cruzaran una y otra vez. Como
fue mostrado por Hunter [?], este hecho usualmente conduce a la aparicién de
muchas orbitas cadticas, debido a la discontinuidad en la componente z del cam-
po gravitacional, produciendo un cambio abrupto en sus curvaturas. Existe una
importante excepcion a dicho comportamiento: el disco de Kuzmin, caracteriza-
do por un potencial de la forma ¢ = —GM[R? + (a + |2|)?]7/2, con a > 0. Sin
embargo, los llamados potenciales tipo Kuzmin, caracterizados por ¢(¢) donde
e = [R? + (a + |2|)%]"/?, son no integrables y presentan el comportamiento men-
cionado arriba. Los DGK presentan una estructura muy similar y podemos esper-

ar una dindamica analoga [114]. Cada potencial ¢,,(£,n) puede ser escrito en forma
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Figura 2.15: (a) Potencial efectivo para m = 2 y L, = 1,242. Las lineas horizontales
corresponden a los siguientes valores para la energia especifica: (a) -0.330975 (minimo
de ¢), (b)-0.330900, (c) -0.330850, (d) -0.33079 (méximo de ¢»), () -0.330700 y (f) -
0.330600. Minimos y méximos de ¢ ocurren en R, = 0,925 y R, = 0,960. (b) Diagrama
de fase para m = 2, correspondiente a los mismos valores de L, y E mostrados en la
figura 2.15. Aqui, (a) y (d) son 6rbitas circulares estables e inestables, respectivamente.
Las curvas (b) y (c) corresponden a movimiento acotado estable, mientras que (e) y (f)
describen movimiento no acotado. La linea a trazos representa una separatriz entre las

regiones de movimiento acotado y no acotado.
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tipo Kuzmin si tenemos en cuenta que £ = (Ry + R_)/2ay n = (R — R_)/2ia,
donde R, = [R? + (2 +ia)?]"? y R_ = [R? + (2 — ia)}]"/2. Ademas, ellos estén

caracterizados por una discontinuidad (en el disco) dada por[55]

0d,, 09,
( 0z ) =0+ < 0z ) =0~ 7 Sl 27

A pesar de que la anterior ecuacion impide la aplicacién del teorema KAM

(Kolmogorov-Arnold-Moser)[11], también encontramos una gran variedad de érbitas
regulares cruzando el disco.

En la figura 2.16 mostramos los contornos de nivel de qgm param = 1,2,3,4,
correspondientes a £ = —1,245 y L, = 0,2, esto es k = 0,276,0,266, 0,263 y
0,262, respectivamente. Para estos valores, el movimiento esta confinado a una
region que contiene el disco. Las correspondientes superficies de seccion z = 0 se
muestran en las figuras 2.18, exhibiendo un variedad de trayectorias regulares y
cadticas. La figura 2.18(a), que corresponde a los valores tomados en el contorno
(a) de la figura 2.16, muestra una gran curva KAM encerrando una cadena de
islas resonantes y tres conjuntos de anillos. También hay una gran zona cadtica
con dos cadenas de islas cerca del borde. La curva KAM grande, la cadena de islas
y el conjunto central de anillos son producidas por érbitas tipo caja, mientras que
los anillos laterales asi como las iltimas dos cadenas de islas, estan formadas por
orbitas tipo lazo. La curva punteada, resultante de una érbita periddica tipo caja,
separa las regiones estocdstica y regular. La figura 2.18(b) exhibe caracteristicas
similares a las mostradas en 2.18(a). Esta superficie de seccién corresponde a los
valores tomados en el contorno (b) de la figura 2.16. En este caso vemos regién
central definida por érbitas tipo caja (los cuatro anillos centrales) y una region
cadtica encerrandola que contiene una variedad de islas resonantes definidas por
orbitas tipo lazo. En este caso, las regiones de orbitas tipo caja y lazo estan clara-
mente separadas, en contraste con la figura 2.18(a), en donde ellas se alternan.
La superficie de seccién correspondiente a m = 3 (contorno (c) de la figura 2.16)
se muestra en fig. 2.18(c), exhibiendo una regién regular compuesta por una zona
central de érbitas tipo caja y dos cadenas islas resonantes, compuestas por 6rbitas
tipo lazo. En la region cadtica vemos nuevamente cadenas de islas y tres densas
zonas cerca del borde, conformadas por dérbitas tipo lazo. Algunas de las drbitas
en el plano meridional son mostradas en la figura 2.17. Finalmente, la figura
2.18(d) muestra las superficies de seccién para m = 4, k = 0,262 y £ = —1,245.
Encontramos una muy prominente region cadtica con solo dos cadenas de islas

y una pequena region regular de orbitas tipo caja. Las zonas estocasticas en
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Figura 2.16: Contornos de nivel para (a) ¢1, (b) @2, (¢) ¢3y (d) ¢4, cuando E = —1,245
y L, =0,2.

Figs. 2.18 son debidas a la superposicion de muchas resonancias originadas por
la presencia del disco[?]. Este hecho puede evidenciarse claramente en las tres
zonas mas densas cerca del borde de la seccién en la figura 2.18(c), donde las
islas resonantes estan casi translapadas en ' = —1,245. Cuando la energia crece
hasta —1,215, por ejemplo, la superposicion es completa y la trayectoria pasa de
regular a ser irregular (Fig. ??7). En la figura 2.18(d) mostramos también la huella
trazada por la superposicién de tres grandes islas centrales [114].

Con el fin de cuantificar el grado de inestabilidad de las orbitas, calculamos

los nimeros caracteristicos de Lyapunov (NCL), definidos como [114]

LON=  lim [%} | (2.73)
A, — 0 ¢
t — 00

donde A, y A son las desviaciones de dos 6rbitas en un instante 0 y ¢, respectiva-
mente. Obtenemos los NCL usando el procedimiento sugerido por Benettin et al
[10]. Asi, fijando las integrales de movimiento £ = —1,245y L, = 0,2, escogiendo
A, ~ 1077 y t = 107, estimamos N correspondiente a una tipica érbita cadtica
(cruzando el disco) para los casos m = 1,2,3,4 (Cuadro 2.5). Encontramos que

el grado de inestabilidad crece modestamente con m.
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Figura 2.17: Orbitas en el plano meridional para algunas condiciones iniciales de la
figura 2.18(c): (a)drbita tipo lazo con R = 0,739172, Vi = 0,362539 (la cadena de islas
dentro de la regién estocéstica, en la mitad); (b) 6rbita tipo banano en R = 0,421542,
Vr = 0,362539 (el anillo central mas grande); (c) dérbita tipo lazo en R = 0,405726,
Vi = 0,573413 (segunda cadena de islas dentro de la regién regular); (d) Una drbita
tipo lazo en R = 0,283155, Vg = 1,57197 que forma las tres zonas mas densas cerca del

borde de la seccién. El contorno exterior es la curva de velocidad cero.



52

oo
2
1
oo
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
R R
() (d)
Figura 2.18: Superficies de seccién correspondientes a E = —1,245, para (a) m = 1,

k = 0,276, en donde se muestra una pequena regién cadtica con dos cadenas de islas
resonantes y un toroide central; (b) m = 2, k = 0,266. Ahora la regién estocéstica es
m4és grande que en la figura 2.18(a) y la zona del toroide estd enteramente conformada
por érbitas tipo caja; (¢) m = 3, k = 0,263. Vemos una zona cadtica prominente
con cadenas de islas encerrando una regién regular de érbitas caja y lazo. Esta tltima
corresponde a las dos islas resonantes centrales; (d) m = 4, k = 0,262. La regién
cadtica es mas grande que en las figuras anteriores y contiene sélo dos cadenas de
islas resonantes (las curvas punteadas en la isla del extremo son debidas a una érbita
peridédica con figura de ocho). La zona regular central estd constituida enteramente por

orbitas tipo caja.
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m | LCN(+0,0001)
1 0,0108
2 0,0110
3 0,0118
4 0,0120

Cuadro 2.5: Estimacién de los NCL para condiciones iniciales z = 107, R =
0,681,Vg = 0,819 de una orbita que cruza el disco, correspondiente a la region

cadtica de las figuras 2.18.

Figura 2.19: Contornos de nivel de (a) ®;, E = —0,335, L, = 1,287; (b) Oy, E =
—0,389, L, = 1,196. Ambos casos tienen dos regiones conectadas, una de ellas contiene

el disco y la otra no.
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Figura 2.20: (a) Superficie de seccién param = 1, L, = 1,287y E = —0,335 (contorno
(a) de la figura 2.19). Hay una gran zona caética de érbitas que cruzan el disco, hacia la
izquierda de R = 1,116 (punto de silla) y una regién regular a la derecha. (b) Superficie
de seccién para m =2, L, = 1,196 y E = —0,389 (contorno (b) en la figura 2.19). La
region de orbitas que cruzan el disco tiene una regién estocastica angosta y una gran
zona de curvas KAM. Tenemos nuevamente una pequena zona regular a la izquierda
del punto de silla ubicado en R = 1,043.
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Un fenémeno interesante sucede cuando el potencial efectivo tiene puntos de
silla fuera del disco. Este es el caso de m = 1 y m = 2, cuyos puntos criticos
exteriores estan en los rangos 1 < R, < 1,198 y 1 < R. < 1,075, respectiva-
mente. Dichos puntos de equilibrio estan fuera del disco pero cerca de su borde,
de tal forma que, para ciertos valores de F, el contorno de q@m contendra tan
solo una fraccién del disco y una region libre en z = (0. Por tanto tendremos
orbitas que cruzan el disco y otras que no lo hacen. Por ejemplo, escogemos
k = 0,673 (correspondiente a R, = 1,116) y £ = —0,335, obteniendo el contorno
(a) de la figura 2.19. La superficie de seccién resultante (figura 2.20(a)) tiene una
gran region cadtica a la izquierda y una pequena region, totalmente regular, a
la derecha. Ambas estan divididas por el punto de silla, de tal forma que para
condiciones iniciales cerca de su izquierda la particula es atrapada en la zona es-
tocastica. En contraste, para condiciones iniciales cerca de la derecha del punto
de silla, el movimiento esta confinado a una region de toroides no destruidos. En
2.20(b) mostramos una situacién similar para m = 2. En esta superficie k = 0,991
(R. = 1,043) y £ = —0,389 (contorno (b) de la figura 2.19). Encontramos una
amplia zona de orbitas que cruzan el disco con una pequena componente cadtica
encerrando una cadena de islas y anillos KAM conformados por érbitas tipo caja.
A la derecha del punto de silla existe una pequena regién de regularidad. Para
los casos m = 3 y m = 4 no es posible obtener superficies de secciéon con las
caracteristicas anteriores, ya que sus potenciales efectivos no tienen puntos de

silla exteriores (el producto k*v? es positivo en R > 1) [114].

2.2.4. Orbitas en Modelos PRG

En esta subseccién estudiaremos el movimiento de particulas de prueba alrede-
dor de los modelos formulados en la seccion 2.1.2. En las figuras 2.21 y 2.22
mostramos el comportamiento de las frecuencias epiciclica y vertical, respectiva-
mente, para los primeros cuatro modelos y usando los mismos valores de B; que
en la figura 2.3. Vemos que estos modelos estan caracterizados por un amplio ran-
go de estabilidad bajo perturbaciones radiales. En particular, para By > Bimin,
existen Orbitas circulares radialmente estables con radios en el rango 0 < R < a.
En contraste, hay pequenos rangos de estabilidad vertical. Dichos rangos tien-
den a decrecer conforme m y B; crecen. De esta forma, podemos decir que la
estabilidad bajo perturbaciones verticales mejora en modelos con gran m.

Presentamos soluciones numéricas de (2.62) para el caso de dérbitas acotadas

que cruzan el disco. En la figura 2.23(a), mostramos la superficie de seccién z = 0
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Figura 2.21: Frecuencia epiciclica cuadratica,
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como funcién de R para los casos (a)

m = 2, (b) m = 3, (c) m = 4, (d) m = 5. Usamos los mismos valores para los

parametros By que en la figura 2.3. Las curvas inferiores corresponden a Bip, v las

curvas superiores corresponden a valores mas grandes que Bj;. En todos los casos,

observamos un rango prominente de estabilidad radial. Dicho rango crece con Bj.
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Figura 2.22: Frecuencia vertical cuadratica como una funcién de R para los casos (a)
m = 2, (b) m = 3, (¢c) m = 4, (d) m = 5. Empleamos los mismos valores para el
parametro By que en la figura 2.3. Las curvas inferiores corresponden a By, v las
curvas superiores corresponden a valores cada vez mas grandes para Bj. El rango de

estabilidad vertical es pequeno y crece con Bj.
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correspondiente a algunas 6rbitas con £ = —1,245 y L, = 0,2 (estos mismos
valores son usados en las siguientes tres superficies de seccién), correspondiente
al movimiento alrededor del modelo m = 2 con B; = 0,1. Como era de esperarse,
esta grafica exhibe una variedad de dérbitas regulares y cadticas. Hay una region
central conformada por dos clases de curvas KAM: los anillos centrales generados
por 6rbitas caja; un conjunto de islas resonantes (6rbitas lazo) encerrando los
anillos. Ademads, hay dos zonas laterales de regularidad, generadas por orbitas
lazo, las cuales estan siendo encerradas por un mar de caos. En la figura 2.23(b),
mostramos el efecto del incremento de B; en el modelo m = 2. Entonces, para las
mismas condiciones iniciales con £ = —1,245 y L, = 0,2, la superficie de seccién
revela un incremento en la region cadtica junto con una distorsion de las curvas
KAM (por ejemplo, ahora el toroide central es generado solamente por drbitas
caja).

Uno podria esperar superficies de seccion similares para modelos m = 3, ...,
pero, lo que realmente sucede es que para ciertos valores de B; todas las érbitas
son regulares. Este es el caso ilustrado en la figura 2.23(c), donde la seccién de
Poincaré, correspondiente al movimiento alrededor del modelo m = 3, revela
movimiento completamente regular. Este es un hecho sorprendente, ya que, en
esta clase de potenciales el caos es la regla. Si incrementamos B; (por ejemplo,
desde 0.2 hasta 1), como en el caso de la figura 2.23(d), encontramos nuevamente
una gran regién cadtica encerrando algunas regiones regulares de curvas KAM.
El pardmetro libre By, aparte de determinar algunas caracteristicas importantes
en orbitas ecuatoriales, juega un rol esencial en el movimiento 3-dimensional y
podemos conjeturar que para ciertos valores, es posible tener una tercera integral

de movimiento.
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Figura 2.23: Superficie de seccién para algunas orbitas con L, = 0,2, E = —1,245,

alrededor de: (a) modelo m = 2 con B; = 0,1; (b) modelo m = 2 con B; = 0,5; (c)
modelo m = 3 con B; = 0,2. En este caso tenemos sélo érbitas regulares. (d) modelo
m = 3 con By = 1. Ahora, una prominente region cadtica aparece como consecuencia

de la superposicién de las cadenas de islas laterales, mostradas en la figura previa.

.4
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2.3. ORBITAS POST-NEWTONIANAS
EN CAMPOS ESTATICOS CON SIMETRIA
AXIAL

Finalizaremos el presente capitulo explorando el papel que desempenan las
contribuciones 1PN en la descripcién del movimiento, cuando se trata de particu-
las orbitando al rededor de objetos estaticos y axialmente simétricos. Como en la
seccion anterior, restringiremos nuestro andlisis al caso de trayectorias acotadas,
fundamentales en la formacion de sistemas estelares. Para ello, recordemos la
ecuacién de movimiento post-newtoniana (1.5), la cual, en caso de que la fuente
sea estatica (( =0y 0¢/0t = 0), se reduce a
9¢

=—-Vo¢— l { (20° + ) + 3v§ +4v(v - Vo) — 2V¢] . (2.74)

dv
dt

Si ademas asumimos que la fuente tiene simetria axial, podemos usar coordenadas

cilindricas, para obtener las tres componentes de la ecuacion vectorial anterior:

o= mpp-22 (1 + (3R — R2p? — 22)/8)

~ OR
. (432% _ i(zgz) + ¢)) (2.75)
5 = —g—f (1 4 (352 — R?? - RQ)/02>
+ 12 (432% - %(2¢2 + 1/})) (2.76)
2Ry + Rp = 4§b (Ra_j; + a—f) (2.77)

donde el punto denota derivada con respecto a t. Observemos que la iltima de
estas relaciones introduce una simplificacién en el sistema dindmico (2.75)-(2.76).

Gracias a que ¢ = R¢, r + 2¢ , puede mostrase facilmente que se cumple

d 49
In(R*p) — — | =0
lo cual implica que la cantidad

(2.78)
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es una integral de movimiento y ¢ se reduce, a orden 1PN, a

. Ke¥? K 4¢

en donde K = el es una constante arbitraria. Obsérvese que, en el limite newto-
niano, K coincide con el L, clasico. Como consecuencia de (2.79), las ecuaciones
(2.75) y (2.76), adoptan la forma

- 2¢2+w o . K21 06 RO
K? 8¢
s (1+3)
. 207 + 1 2 2 0¢ Rz 0¢
= g (o 2 ) e g - n R}&+%m3@m

Es posible determinar la otra integral de movimiento (la versién 1PN de la energi-
a) si partimos del lagrangiano 1PN, correspondiente a una particula moviéndose
alrededor de un objeto estético[132],

U2 ¢2 w 3 (bUQ U4

2¢2 2 2c2 +@’ (2.82)

y encontramos el Hamiltoniano asociado, el cual es una cantidad conservada que

llamaremos E. Después de algunos calculos, encontramos que a orden 1PN,
1 3 3 2
E:v2<———¢— ”>+¢+—+£ (2.83)

De forma similar al caso newtoniano, la trayectoria de la particula estara con-
finada a la regién del espacio de fase definida por E constante, en la relacion
anterior. Una gran diferencia con el caso clasico, radica en el hecho de que ahora
no tenemos a disposicién un potencial efectivo que nos permita vislumbrar las
situaciones en las cuales se presenta movimiento acotado. Sin embargo, en este
caso seguiremos usando la superficie de seccion de Poincaré como herramienta
para investigar la estructura del espacio de fase, asociado al movimiento post-
newtoniano. Para ello, es menester despejar la componente z de la velocidad, a
partir de la férmula anterior. Si definimos

3¢ ¢* Y

By emer D4l (284)

1
A==
2 2c2 2c2
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tras efectuar algunos célculos, llegamos a

o A \/ 3(w—FE) : 4¢
2_ 2 N7 ) Rp?
= AR S R - (1 + ) (2.85)

de manera que, para un F y K dados, una vez escogidas las condiciones iniciales
para R, Ry z (con el objeto de obtener la seccién de Poincaré), la velocidad
Z queda determinada por (2.85). Aprovechamos para senalar que, asi como se
hizo en la seccion anterior, bastara con registrar sélo cortes con 2 > 0, en la
superficie de secciéon. A continuacién presentaremos las principales consecuencias
de introducir las correcciones 1PN en las ecuaciones de movimiento, empleando el
mismo enfoque descriptivo de los apartados anteriores. Ademas, hacia el final del
capitulo, nos concentraremos en el caso de érbitas circulares en el plano ecuatorial,

con el fin de vislumbrar las correcciones introducidas en las curvas de rotacion.

2.3.1. Movimiento Alrededor de Objetos con

Deformacién Oblata y Prolata

En el apartado 2.2.2 se mostré que la deformaciéon octupolar en centros de
atracciéon modifica la estructura del espacio de fase de las drbitas, en relacién al
caso en que tan sélo se tiene en cuenta la contribucion del monopolo y el cuadrupo-
lo. En esta seccion se hara algo similar, pero estudiando las consecuencias que se
derivan de introducir las correcciones 1PN, en el movimiento de una particula de
prueba alrededor de una fuente con deformacién cuadrupolar (prolata y oblata).
En este caso, ¢ obedece a la misma expansion multipolar newtoniana, caracteri-
zada por un monopolo a y un momento caudrupolar §. En lo que respecta a 1,

también podemos escribir

) (2.86)

a B2
b =- (R2+z2)5/2’

donde & y B desempenan el papel de momentos monopolar y cuadrupolar post-

newtonianos, respectivamente 6. De forma similar que en (2.66)-(2.67), estan rela-

6El potencial post-newtoniano v, al igual que ¢, es solucién de la ecuacién de Laplace, en
el vacio. Esto implica que podemos asumir una expansién multipolar como la de la ecuacién
(2.86).
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cionados con la distribucién material de la fuente a través de

00 1 2 2
a = 2w / r2dr’ / da' [T + T, (2.87)
0 -1

~ S 1 2 2 ..
g = 27?/ r'4dr'/ dx' Py(2)[T™ + T, (2.88)
0 -1

donde ' = cosf = 2'/v/R™?+ 2. De manera que, al introducir ¢ y 1 en el
sistema de ecuaciones (2.75)-(2.76), escogiendo valores apropiados para E y K,
podemos generar la correspondiente superficie de seccién, mediante un tratamien-
to numérico similar al efectuado en los apartados 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.4. Primero
consideramos la situacion en que la fuente presenta deformacion oblata, tomando
E=-04y K =0,9. En este punto, es preciso senalar que debemos mantener
los mismos ordenes de magnitud que en el andlisis clasico, ya que las contribu-
ciones newtonianas son dominantes en un sistema tipico. Ademdas mantendremos
las mismas unidades en donde, dicho sea de paso, tomamos ¢ ~ 100.

En la figura 2.24(a), se muestra la superficie de seccién correspondiente a seis
érbitas newtonianas (L, = 0,9) alrededor de una fuente cuya deformacién oblata
estd dada por f = —0,2 y a = 1. Como es de esperarse, no hay ningiin vestigio de
zonas caoticas en el espacio de fase, exhibiendo cuatro grandes anillos centrales
(el més grande es generado por érbitas cuasiperiddicas) encerrados por una regién
de islas resonantes. Los dos contornos exteriores, en el borde de la seccién, son
generados por drbitas tipo caja, una de ellas cuasiperiédica. En la figura 2.24(b)
hemos incluido las correcciones post-newtonianas, usando las mismas condiciones
iniciales de las oérbitas de la figura 2.24(a) y escogiendo B=-02 a=1. Se
puede observar que la estructura del espacio de fase presenta algunos cambios, en
relacion con el caso newtoniano. Mientras que la regién central de anillos KAM
ha permanecido invariable, ahora las islas resonantes son generadas por orbitas
periédicas y el gran contorno exterior ha desaparecido para convertirse en un mar
de caos.

La situacion correspondiente a un centro de atraccion con deformacion prolata
es ilustrada en la figura 2.25. Usando también £ = —04, L, = 0,9 y a = 1, pero
ahora § = 0,15, obtenemos la superficie de seccién para 10 érbitas newtonianas
(figura 2.25(a)). Observamos dos zonas de regularidad, una central y otra lateral,
alternadas por una prominente region cadtica. Al introducir las correcciones post-
newtonianas (figura 2.25(b)), se aprecian ciertos cambios significativos: (i) las
érbitas periddicas que conforman la regién central de la figura 2.25(a), ya no lo

son, segun la prediccién post-newtoniana; (ii) algunas islas en la regién lateral



64

ahora son generadas por Orbitas periédicas tipo lazo y (iii) la zona cadtica es

menos prominente que la conformada por o6rbitas newtonianas.

2.3.2. Correcciones Post-newtonianas en

las Curvas de Rotacién

Como veremos en la secciéon 3.2, es posible formular modelos de discos finitos
en la aproximacién 1PN, mediante la implementacién del método de Hunter [2].
Dichos modelos constituyen casos particulares de distribuciones con deformacion
oblata, por lo que se espera un comportamiento de las érbitas tridimiensionales
post-newtonianas como el senalado en el apartado anterior. Sin embargo, no hay
que olvidar que ahora son dos los factores que introducen irregularidad en el
movimiento: las correcciones 1PN y la presencia del disco. No nos detendremos
por lo pronto en el analisis de 6rbitas que cruzan el disco, sino en el caso de las
orbitas circulares en el plano ecuatorial. Esto, con el fin de mostrar los efectos de
las contribuciones post-newtonianas en las curvas de rotacion, asociadas a cada
modelo discoidal.

Sabemos que las érbitas circulares ecuatoriales son tales que R = 2 = 0,

R=7%=0y z=0. De manera que, la ecuacién de movimiento (2.75) se reduce a

2 Rog|  _ 9 20" +9
Iy [Hc?aR _, OR o+ 2 Y

Esta ultima ecuacién puede ser usada para obtener la velocidad circular v, = R¢

como una funcién del radio R (a orden ¢™2),

B oo 46 RO\ RO
”@—\/ @(“?‘3@)*9@

Como es de esperarse, esta relacion se reduce a la expresion clasica, v, = \/R0¢/OR,

en el limite ¢ — oo. Quizas, la diferencia mas importante entre esta relacién y

(2.89)

z=0

(2.89) es que, en el caso newtoniano, el radical es lineal en ¢ y sus derivadas,
mientras que en la aproximacion 1PN, depende de términos no lineales que in-
volucran ¢, v y derivadas. Esta dependencia no lineal puede llegar a ser signi-
ficativa en algunos casos (apartados 3.2.3 y 3.2.4) y practicamente despreciable
en otros (ver 3.2.5). Con el fin de ilustrar qué tan importantes pueden ser los
efectos post-newtonianos, presentaremos aqui las curvas de rotacién asociadas a
los dos primeros miembros de la familia DGK, en sus dos versiones: newtoniana y

1PN (la formulacién post-newtoniana de estos discos, se expone detalladamente
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Figura 2.24: (a)Superficie de seccién correspondiente a seis 6rbitas newtonianas alrede-
dor de una fuente cuya deformacién oblata estd dada por 8 = —0,2 y @ = 1. Vemos
cuatro anillos centrales encerrados por una regién de islas resonantes, limitada por
dos contornos exteriores de érbitas tipo caja. (b) Ahora incluimos las correcciones
post-newtonianas, usando las mismas condiciones iniciales de las 6rbitas del caso (a)
y escogiendo 8= —0,2, @ = 1. La seccién presenta algunos cambios que se eviden-
cian especialmente en las islas resonantes y uno de los contornos exteriores, los cuales
que estan ahora formadas por Orbitas periédicas. El gran toroide exterior, compuesto
inicialmente por orbitas peridédicas, ha desaparecido y lo que se observa ahora es una
prominente regién cadtica. Obsérvese que ahora las coordenadas de fase en la superficie
de seccién son R y su momento canénico conjugado Pr. En el caso post-newtoniano

éste 1ltimo no coincide con Vx.
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Figura 2.25: (a) Superficie de seccién generada por 10 6rbitas newtonianas con
E=-04,L, =09 a=1y 6 = 0,15. Hay dos zonas de regularidad, una central
y otra lateral, alternadas por una prominente regién cadtica. (b) Las drbitas post-
newtonianas, con las mismas condiciones iniciales que en el caso (a), generan una su-
perficie de seccién con una estructura algo distinta. Ahora ya no hay érbitas periédicas
en la regién central y, en cambio, si aparecen en la regién lateral. Ademas, la zona

cadtica es menos prominente que la conformada por érbitas newtonianas.
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Figura 2.26: (a) Curvas de rotacién, newtoniana (linea a trazos) y post-newtoniana
(linea completa), correspondientes al primer miembro de la familia DGK, escogiendo va-
lores tipicos para la masa, el radio y la velocidad angular: M = 4x10%°kg, a = 3x10%°m,
Q = 2 x 10713 Hz (usamos unidades MKS, donde G = 6,67 x 1071'm3/Kgs? y
c = 3 x 108m/s). En este caso vemos que las correcciones 1PN crecen con el radio.
(b) Curvas de rotacién, newtoniana (linea a trazos) y post-newtoniana (linea comple-
ta), correspondientes al segundo miembro de la familia DGK, empleando los mismos
pardametros del caso (a). Vemos nuevamente que las contribuciones 1PN se hacen més

significativas hacia el extremo del disco.
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en los apartados 3.2.3 y 3.2.4 y en la referencia [2]). En las figuras 2.26(a) y
2.26(b) se aprecia claramente que, en estos modelos, los efectos post-newtonianos
aumentan con el radio. Cerca del extremo del disco galactico, el comportamiento
de las curvas newtoniana y post-newtoniana difiere en gran medida, sobre todo
en la figura 2.26(b). En cambio, como veremos en el apartado 3.2.5, existen otros
modelos, como los discos PRG, en donde las correcciones 1PN son préacticamente

despreciables (usando valores tipicos de masa y radio).



CAPITULO 3

DESCRIPCION ESTADISTICA
DE SISTEMAS ESTELARES:
I. REGIMEN SIN COLISIONES

3.1. SISTEMAS AUTOGRAVITANTES
EN EQUILIBRIO: ESCENARIO
NEWTONIANO

En la descripcion macroscépica de los sistemas estelares, existe un parametro
fundamental que determina el tipo de régimen evolutivo en el cual se encuentra
un determinado sistema autogravitante. Es el llamado tiempo de relajacion y se

define como[11]

retas o ?ﬂt (3.1)

n N

donde N es el niimero de estrellas y t...ss = R/v es el tiempo de cruce [11]*. Fisica-
mente, t,.... €s el tiempo necesario para que el sistema estelar pierda la memoria
de sus condiciones iniciales (por efecto de los multiples encuentros mutuos), y
se relaje. Sistemas estelares para los cuales t,¢4, sea superior a su edad, se dice
que obedecen a un régimen libre de colisiones, ya que el papel de los encuentros
es despreciable. Las galaxias tipicas tienen N ~ 10! estrellas y tienen una edad
de unos cientos tiempos de cruce, entonces para estos sistemas los encuentros
no son relevantes, excepto en regiones cercanas al centro. Por otra parte, en un
cluster de estrellas con tiempo de vida tipico de 10Gyr, N = 10° ¥ toross & 1MyT,
los encuentros si juegan un papel importante. Veremos que ellos determinaran
dos cantidades fisicas que cuantifican el mecanismo de relajacion del sistema: los

coeficientes de difusion. Esto sera tratado principalmente en el préximo capitulo.

!Tiempo requerido por una estrella tipica con rapidez v para cruzar una galaxia de tamafo
R.

69
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Por lo pronto, empezaremos analizando el caso en que el sistema autogravitante

se encuentre en régimen sin colisiones (galaxias).

3.1.1. La Ecuacion de Boltzmann sin Colisiones

Cuando se modela una galaxia como un sistema sin colisiones, no es practi-
co seguir cada una de las orbitas de los billones de estrellas que la componen.
La mayoria de las predicciones medibles dependen de la probabilidad de encon-
trar una estrella, con una posicién en el elemento d3x, alrededor de x y con una
velocidad en el elemento d®v, alrededor de v. Por esto, se define la funcién de
distribucién (FD) f tal que f(x,v,t)d3xd?v representa la probabilidad de en-
contrar una estrella en el rango dado en un tiempo ¢ [65]. Como vemos la FD
esta definida el espacio de fase 6-dimensional, conformado por las coordenadas
(x,v) de una estrella. 2 Un punto en este espacio representa el estado de una
particula. Asi mismo, en cualquier instante de tiempo, el estado de un sistema
entero conformado por N estrellas estd representado por N puntos en el espa-
cio de fase. Si en cada punto del espacio de fase se construye un elemento de
volumen d3xd?v y medimos la probabilidad de encontrar una estrella en dicho
volumen, el resultado es por definicién f(x,v,t)d3>xd®v. Comuinmente, a esta f
se le denomina a menudo como funcion de distribucion de una particula, pero por
el momento, en aras de la simplicidad, en este capitulo usaremos simplemente el
término funcién de distribucién o FD.

Puede mostrarse que dicha FD obedece una ecuacion de movimiento o de
evolucién, conocida como ecuacién de Boltzmann sin colisiones [11],

Of Lo 0 4 0f _

0. (3.2)

Esta es una ecuacién en derivadas parciales de f como funcién de las 6 coorde-

nadas del espacio de fase y del tiempo. También puede expresarse de la forma

of 0 .
E+a—w'(fw>—0, (33>

donde w = (x,Vv) son las coordenadas del espacio de fase. En analogia con la
dinamica de fluidos, ésta tltima establece que mientras f evoluciona en el tiempo,
existe una corriente de probabilidad sobre el espacio de fase, fw. De acuerdo con
(3.3), la ecuacién de Boltzmann sin colisiones se reduce a
df
P

2En este contexto, el conjunto de coordenadas espaciales y de velocidades (x,Vv) es lo que

0, (3.4)

entendemos por las coordenadas de la estrella.
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lo cual quiere decir que el flujo de probabilidad a través del espacio de fase es
incompresible; es decir, a pesar de que la densidad f varie de punto a punto, ésta

es constante en el sistema de referencia de una estrella particular.

El Teorema de Jeans

Sea un sistema estelar en donde es posible definir una funcién de las coorde-

nadas del espacio de fase I(x, V), tal que

d . ol . 01
EI[X(t),v(t)] :X-&—i-v-a—v—

Entonces, por definicion, I se conoce como una integral de movimiento. Por otra

0: (3.5)

parte, si el sistema estelar se encuentra en equilibrio o en un estado estacionario

df /0t =0y, por tanto, la ecuacién de Boltzmann sin colisiones se reduce a

of . of

Vemos que la condicién (3.5) para que una cantidad I sea una integral de movimien-

0. (3.6)

to es exactamente idéntica a la condicién (3.6) de que I sea una solucién en es-
tado de equilibrio de la ecuacién de Boltzmann sin colisiones. Esto conlleva a un
poderoso teorema, formulado originalmente por Jeans [11]:

Cualquier solucion en estado estable de la ecuacion de Boltzmann sin coli-
sitones depende de las coordenadas del espacio de fase solo a través de las integrales
de movimiento del sistema. Ademds, cualquier funcion de las integrales constituye
una solucion en estado estable de la ecuacion de Boltzmann sin colisiones.

Este teorema constituye una herramienta muy fuerte en la construccién de
modelos autoconsistentes, especialmente para aquellos que presentan algin tipo
de simetria, al reducir el niimero de variables de las cuales pueda depender la
funcién de distribucién. De esta forma, el problema de encontrar una FD que
satisfaga la ecuacién de Boltzmann sin colisiones, para un sistema dado, queda
solucionado al considerar cualquier funcién que dependa sélo de sus integrales de

movimiento.

3.1.2. FDs para Sistemas Axialmente Simétricos

En coordenadas cilindricas, un sistema es axialmente simétrico si todas sus
propiedades son independientes del angulo azimutal ¢. El momento conjugado de
¢ es L, = Ruv, el cual permanece constante a medida que el sistema evoluciona

y es por tanto una integral de movimiento [57]. Por otra parte, para sistemas
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aislados cuyas propiedades no dependen del tiempo, la energia total E constituye
una segunda integral de movimiento. De modo que centraremos nuestra atencion

en sistemas descritos por FDs de la forma f(FE,L,).

Relacion entre la FD y los Observables

Muchas veces resulta conveniente descomponer f(E, L,) en una parte que es

par respecto a L, y otra parte impar [11]
f(E,LZ) :f+<E7L2)+f—(E7LZ>’ (37)

donde

Como veremos, cada una de estas partes por separado desempena un papel espe-
cial, segiin el observable que estemos teniendo en cuenta. Por ejemplo, veamos la

integral
v(x) = /d3vf(E, L.), (3.9)

que proporciona la probabilidad, por unidad de volumen, de encontrar una es-
trella particular en x, independientemente de su velocidad. Dado que f_(FE, L,)
es impar respecto a L, ésta no contribuye a la integral. Esta cantidad esta pro-
fundamente relacionada con los observables mas inmediatos, pues al multiplicar
por el nimero total de estrellas N, la masa total M o la luminosidad L de una
galaxia, se obtiene la densidad de estrellas n(x), la densidad de masa p(x) y
la densidad de luminosidad j(x), respectivamente [11]. Estos observables son de
gran importancia pues pueden ser medidos experimentalmente mediante técnicas
fotométricas.

En algunas ocasiones, es conveniente modificar la definicion de la FD de tal
modo que fd®w no represente la probabilidad de encontrar una estrella dada en
el volumen del espacio de fase d®w, sino quizés, el valor esperado, masa total,
o luminosidad total de las estrellas en d®w. Estas modificaciones corresponden
a multiplicar f por N, M, o L, respectivamente. Idealmente, estas diferentes
definiciones deberian estar reflejadas en diferentes notaciones para la FD. En la
practica la definicién usualmente es clara segin el contexto, y f es usada para
denotar todas estas cantidades.

Otro tipo de observables son aquellos relacionados con las velocidades, los
cuales se pueden determinar en la practica mediante experimentos que involucran

el efecto Doppler. En el marco de referencia de la Tierra, las cantidades medibles
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estdn determinadas por la velocidad media a lo largo de la linea de vision v)(x)
y la dispersién de velocidades estelares en cada punto de la galaxia alrededor de
V(x), la cual estd caracterizada por el tensor de dispersién de velocidades. Este

tensor es diagonal en el marco de referencia de la galaxia y sus componentes son
[11]

1 _ _ —
afj(x) = m /d3v(vi — ;) (v; — ;) f(x,V) = T;0; — ;0. (3.10)
Dado que v(x) = §-v (donde § es un vector unitario que va desde el observador
hasta el centro de la galaxia), para determinar 7j(x) primero es necesario calcular
la velocidad media de una estrella en el sistema de referencia de la galaxia, cuyas

componentes son [11]

1

or =~ /dvRUR/dvz/dU¢f[%(U}2% +v? +03) + ¢, Rug| = 0, (3.11a)
1

v, = - /dvzvz/dvR/dv(;sf[%(vé + 02 4 v3) + ¢, Rug) =0, (3.11Db)
1

@¢ = ; /d’UgbU(b/dUR/dvzf[%(U}Q% + vf + U;) + ¢7 RU¢]- (3110)

Las integrales para vr y v, se anulan porque los integrandos son funciones impares
de vg y v, respectivamente. La integral de 74 se anularia si el integrando fuera
impar y debido a esto, solamente contribuye f_(FE, L,).

Como se puede observar, las partes par e impar de la FD desempenan pa-
peles independientes. En realidad, si se parte del par potencial-densidad solo es
posible determinar f, (e, L,), existiendo un ntimero infinito de posibilidades para

f-(g,L,), de las cuales cada una representa un estado de rotacién diferente.

La Ecuacién Fundamental

Supongase una estrella que tiene una energia especifica £/, como consecuencia
de su interacciéon con un campo gravitacional cuyo potencial asociado es ¢, el
cual es generado por la totalidad del sistema estelar. En este contexto, resulta
conveniente definir un potencial relativo ¥ y una energia relativa € de la estrella,
mediante [11]

=—0+ o y =—F+¢yg=V— %vQ, (3.12)

en donde ¢y es una constante. En la practica, generalmente se elige ¢y tal que

f>0parae >0y f =0 paraec < 0. Obviamente, ¢ = 0 corresponde a la energia
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relativa de escape del sistema. En particular, el potencial relativo de un sistema

aislado satisface la ecuacién de Poisson
V23U = —4nGp, (3.13)

sujeta a la condicién de contorno ¥ — ¢y cuando |x| — oo.
Dado un sistema estelar con potencial relativo ¥ = W(x) y densidad de masa
p = p(x) consistente con la ecuacién de Poisson, su funcién de distribucién f =

f(e, L.) satisface la siguiente ecuacién integral

p(x) = /d3Vf+(5,LZ). (3.14)

Los modelos que satisfacen esta relacion son llamados modelos estelares auto-
consistentes porque la densidad determina al potencial a través de la ecuacion de
Poisson y, al mismo tiempo, el potencial determina la densidad de tal forma que
sea consistente con la ecuacién de Boltzmann sin colisiones. A la relacién (3.14) se
le conoce como ecuacion newtoniana de la autogravitacion, la cual mas adelante
adoptara una simbologia maés explicita y también la denominaremos ecuacion
fundamental.

Ahora, pasaremos a estudiar detenidamente (3.14) para el caso de los sistemas
cuya distribucién de materia es volumétrica, llamados sistemas tridimensionales,
y aquellos caracterizados por una distribucion superficial de masa, llamados sis-
temas planos. En este ultimo caso, las dimensiones del espacio de fase se reducen
y, por esta razon, la relacion entre el par potencial-densidad y la funcion de dis-
tribucion sufre un cambio sustancial, con relacion a la correspondiente a sistemas

tridimensionales.

Sistemas Tridimensionales

De acuerdo con la definicion de la energia relativa y el potencial relativo, es
posible reescribir la ecuacién (3.14) de tal forma que las variables de integracion
sean € y L,. Utilizando coordenadas cilindricas (vy,,&,vs) para el espacio de
velocidades, con el eje de simetria en direccién acimutal, se obtiene vg = v,, cos¢,
v, = vpsiné. En este nuevo sistema, el diferencial de volumen queda d3v =
U dvy,dugdé. Ademas, dado que el integrando es par respecto a vy, (3.14) puede
ser escrita de la forma

27 Vpmax Vmmax
p(x) = 2/ / / f+(e, L) vpmdvu,dvgdéE. (3.15)
o Jo

Ummin

3De ahora en adelante, a lo largo del presente capitulo, se utiliza la definicién de la FD tal

que fd%w representa la masa total en el elemento dfw.
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Si tenemos en cuenta que dv,dv,dé = J'dedL.d¢, al integrar sobre &, la
ecuacion (3.15) se reduce a

4:7T €max

Lzmax
. [ / fole, L)AL, | de. (3.16)
R 0

Los limites de (3.16) se escogen de acuerdo con relacién € = W — 1(v7, + L2/ R?).
Cuando v, = 0, se obtiene L .« = Ry/2(V — ¢). El valor minimo de ¢ es 0 por
definicién, mientras que el maximo resulta ser ¥, cuando L, = v,, = 0. Con esto,

la ecuacién queda

p=
RO 0

Cdm [ [/R\/Q(‘IJ—E) f+(5,Lz)sz] de. (3.17)

Esta ecuacion es la llamada ecuacion fundamental de la autogravitacion, pues
relaciona a f,, Wy p, y al solucionarla se conforma automaticamente el modelo
autoconsistente. Se trata de una ecuacion integral de primera clase en donde la
funcién desconocida f sélo esta presente en el integrando. Varios autores han
estudiado dicha ecuacién, obteniendo algunas soluciones de interés en astrofisica:
Eddington [44], Dejonghe [38], Hunter y Qian [69], entre otros.

Sistemas Planos

En el caso de sistemas planos, las estrellas estan restringidas al plano z = 0,
razon por la cual las dimensiones del espacio de fase se reducen a 4. Por tanto,

la ecuacién (3.14) tiene que ser modificada de la siguiente forma:

X(x) = /d2Vf+(8, L,), (3.18)

donde X(x) es la densidad superficial de masa y d*v = dvgduv,. Ahora, dado que

el integrando es par, tanto en v como en v, podemos escribir

Vgpmax Urmax
(x) = 4 / / Fi(e, L)dvydu,, (3.19)
0 0

que, expresada en términos de € y L., se escribe

_ v Ry 2(¥=2) f-i-(esz)
s f [ [ e e

la cual es conocida como la ecuacion fundamental para sistemas planos. Al igual

que (3.17), una vez solucionada esta ecuacién queda construido automéaticamente
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el modelo autoconsistente. Los estudios de la ecuacién (3.20) han sido compa-
rativamente menores que en el caso de sistemas tridimensionales; los resultados
més relevantes fueron obtenidos por Kalnajs [77], quien solucioné la ecuacién
asumiendo una forma particular para la funcion de distribucién. Por tltimo, cabe
mencionar que Hunter y Qian [69] encontraron que es posible utilizar los métodos
desarrollados para sistemas tridimensionales en el caso de sistemas planos, si se
construye una pseudo-densidad volumétrica de masa de la forma

50, R) EWLR) g (3.21)

-2 W

v —
la cual tomaria el lugar de p en la ecuacién (3.17). Aunque este hecho es un
resultado til, el calculo analitico de (3.21) puede resultar bastante complicado
para ciertas X(¥, R).

El principio de Maxima Entropia

Alrededor de 1890, J. W. Gibbs descubrié que las relaciones fundamentales
entre las variables termodindamicas, pueden ser obtenidas bajo la hipdtesis de
que la probabilidad de encontrar un sistema en un elemento de volumen dr del
espacio de fase, es proporcional a e ?#dr, donde /3 es un parametro que él iden-
tificé como el inverso de la temperatura del sistema, y H es su hamiltoniano [65].
Actualmente, se sabe que dicha hipétesis puede ser deducida a partir del principio
de maxima entropia: las relaciones termodindmicas de un sistema fisico pueden
ser obtenidas buscando la densidad de probabilidad en el espacio de fase, p, que

maximize la entropia*
— /dTplnp +C, (3.22)

Veamos a qué consecuencias conlleva el hecho de aplicar tal principio a los sis-
temas estelares.

El espacio de fase de una galaxia de N estrellas es 6 N-dimensional, y el dr
en la ecuacién (3.22) se refiere a un elemento de este espacio de fase, en lugar
de un elemento del espacio de fase de una sola estrella. Sin embargo, es posible
despreciar las correlaciones entre particulas de un sistema sin colisiones, de modo
que la probabilidad pd7 asociada con un rango de configuraciones en el espacio de
fase 6 N-dimensional de toda la galaxia es justamente el producto de los factores

fd%w asociados con estrellas individuales. En estas circunstancias, la ecuacién

4La constante C' debe escogerse de tal forma que se cumpla la tercera ley de la termodindmica.
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(3.22) se convierte en

S = —N/d6wflnf + C. (3.23)

Al exigir que el extremal de S se anule, se obtiene la siguiente ecuacion a solu-

cionar:
/d6w5f+ In(f*/f7)=0. (3.24)

Por otra parte, para un sistema con momento angular total L_i.1, por la ecuacion
(3.11c), se cumple que

Luwa =5 [ €w(f* = 1)L (325)

Tomando la variacién de (3.25) se llega a la relacién

/ d*wéftL, =0, (3.26)

debido a que § L ota1 = 0. Las ecuaciones (3.24) y (3.26) constituyen un proble-
ma variacional con ligaduras que puede solucionarse mediante el método de los
multiplicadores de Lagrange [4]. En este caso, el multiplicador de lagrange « se

escoge de tal forma que se satisfaga la ecuacion

| -
n <f—) —alL, =0, (3.27)

de manera que

fr=fet (3.28)

Finalmente, por la ecuacién (3.8) se deduce que

Fle L) = foles 1) ot (3.29)
(e, L,) = f+(e, L) ———, .
) + eCYLz + 1
y por lo tanto, la funcion de distribucién total queda
2f+(€7L2)
L)=>""""2 3.30
fle Ly = 0 (330)

Este resultado fue obtenido por primera vez por Dejonghe [38], y representa una
herramienta muy f1til en la construccién de modelos autoconsistentes puesto que,
una vez hallado f,, permite encontrar la FD que representa el estado mas pro-
bable de rotacién. Ademads, es aplicable tanto a sistemas tridimensionales como
a sistemas planos debido a que en su formulacién no se utiliza la ecuacién funda-

mental.
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Puede verse que |f_(e, L,)| < fi(g, L), garantizando que la funcién de dis-
tribucion total sea siempre positiva. Ademads, el parametro « define las carac-
teristicas rotacionales del sistema.El sistema esta en un estado sin rotacién cuan-
do o = 0, y rotacion maxima cuando o — +oo. Para a — 400, la rotacién es
en sentido antihorario y f(e,L,) = [1 + sign(L.)|f+(e, L,). Para o — —o0, la
rotacién se da en sentido horario y f(e, L,) = [1 —sign(L.)]f+ (s, L,).

3.1.3. Formalismos para Obtener FDs

Se han desarrollado varios métodos analiticos para solucionar la ecuacién fun-
damental (3.17), en el caso de sistemas tridimensionales, y (3.20), en el caso de
sistemas planos. Los mas relevantes son los resultados de Fricke [50] y los resulta-
dos de Jiang y Ossipkov [75], los cuales asumen una dependencia particular entre
la densidad y el potencial y, por esto, solo pueden ser aplicados a una variedad
limitada de modelos. Por otra parte, se han utilizado otras técnicas para solu-
cionar la ecuacién integral mediante el uso de transformadas pero las dificultades
son aun mayores. La motivacién principal de este capitulo consiste en formular un
método mas general que el sugerido por Jiang y Ossipkov, que ademas reproduzca

los resultados obtenidos por Fricke.

Para poder solucionar la ecuacién (3.17), es necesario encontrar algin tipo de
relacion funcional entre la densidad de masa y el potencial gravitacional. Debido

a esto, escribiremos la ecuacion fundamental como

=
p(R,\I/):% /0 [ /0 Fole, L)AL, | de. (3.31)

Ahora, analizaremos el problema detenidamente, suponiendo varios tipos de de-
pendencias de la FD con respecto a la energia relativa £ y el momento angular
L.,.

FDs de la forma Y L?"h,(¢)

Jiang y Ossipkov comienzan considerando FDs de la forma

frle L) = L2 ha(e), (3.32)
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donde h,, es una funcion suave de ¢ y n = 0,1,2,.... Ahora, introduciendo esta

EFD en (3.31) e integrando respecto a L, se obtiene

4 2n+1/2R2n v
p(R,¥) = Z 7T—/ o () (T — )"+ 2de, para  n > —1/2,
~ 2n+1 0

(3.33)
mientras que si n < —1/2 la integral diverge. Debido a esto, suponemos que la

densidad se puede escribir en la forma

p(R, W) => R*j,(V), para n>—1/2. (3.34)

n

Comparando término a término las ecuaciones (3.33) y (3.34) se llega a la relacion

47T2n+1/2

\
~ \I/ — \I/— n+1/2 ) )
pulw) = 22— / () (W — )12 (3.35)

Se asumird que (d’p,(¢)/dy?)y—o = 0 para todo j € {0,1,...,n} y todo n €
{0,1,2,...,m}. Entonces, tomando la derivada (n + 1)-ésima de (3.35) y usando
la ecuacion integral de Abel [74], se obtiene

- 1 d [7dp.0) v
hn(g)_(Qw)3/22"F(n+%)d_5/0 AT = (3.36)

Por ejemplo, si suponemos que 5, (¥) puede expresarse como una serie de poten-

cias de ¥ en la forma
(W) =) AU, (3.37)
k

entonces la correspondiente FD es

. Ankr(k + 1) n _k—n—3/
Jo(e Le) = zn: Xk: 720320 (n + 1/2)0(k —n — 1/2)Li e (3:38)

Este resultado es totalmente equivalente la solucion de Fricke, para valores reales

de n, y por lo tanto puede ser considerado como una generalizacion.

FDs de la forma > L?"g,(Q)

Se puede obtener una expresion mas general para la funcién de distribucion, si
asumimos que ésta depende de Q = e—L%/(2R?) y L., donde R, es una constante

arbitraria. Suponemos que el sistema solo tiene estrellas con ) > 0, de forma que
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f(Q,L,) =0 para @ < 0. Obviamente, Q — ¢ cuando R, — oo. Efectuando el

cambio de variables a dL.d(), la ecuacién fundamental se puede escribir como

4 [V
R V)= —
o) =7 |

donde f+(Q7 LZ) = [f(QJ LZ)+f<Q7 _Lz)]/2 Naturalmente? f+(Q7 Lz) es la parte
par de f(Q, L,). Siguiendo un procedimiento similar al efectuado anteriormente,

R\/2(9-Q)/(1+R?/R2)
/ f+(Q,L.)dL. | dQ, (3.39)

0

suponemos que la funcién de distribucion se puede escribir como
2n
= E L7g,(Q), (3.40)
n
siendo n un nimero entero. Entonces, bajo esta suposicion, se realiza la integral

(3.39) obteniendo

47T2n+1/2R2n
\I[ e
pURY) ; 2n+ 1)(1 + R?/R2)

v
n+1/2/0 In(Q) (¥ — Q)n+1/2dQ, (3.41)

cuando n > —1/2. Ahora, suponemos que la densidad se puede escribir en la

forma R (1)
npn
p(R, V) = Z 5 BRI para n > —1/2, (3.42)
y mediante una comparacién con (3.41), se concluye que
R 47T2n+1/2 v .
i) = [ @ - (3.3

Esta ecuacion es equivalente a (3.35) de modo que, se asumird nuevamente que
(& pp () /dip?)y—g = 0 para todo j € {0,1,...,n} y todo n € {0,1,2,...,m}.
Tomando la (n + 1)-ésima derivada de (3.43) y usando la ecuacién integral de

Abel, se puede obtener

1 d [9dp,(v)  dy
0(Q) = = [ ) (3.44)
(2m)¥22"T(n+ 3) dQ Jo  dv Q-9
paran =0,1,2,...,m. De manera que la funcién de distribuciéon queda
2’”: (27)" 3/2L2“ d [Pdpu(y)  dY (3.45)
2T+ 1)dQ Jy — dbt Q-0 |

Sumando sobre todos los valores posibles de R, se obtiene la siguiente expresion:

m 3/2L2n Q dn+1 A di
QL= Z Sl e e
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correspondiente a una densidad de la forma

R pn(¥)
Z Z 1 + RQ/R2 n+1/2’ (347)

con R, >0yn>-—1/2.

Implementacion de la Derivada Fraccional

El método de Jiang y Ossipkov, a pesar de representar un resultado impor-
tante, asume una dependencia de la FD solamente a través de potencias enteras
del momento angular y, debido a esto, no reproduce estrictamente los resultados
de Fricke. Ademas, no puede ser aplicado directamente al caso de sistemas planos,
debido a que, en dicho caso, la ecuacién fundamental no se reduce a la ecuacion
integral de Abel. Por esta razén, es necesario la formulacién de un método mu-
cho mas general, que pueda ser aplicado a una variedad mas amplia de sistemas.
En este capitulo se presentara un nuevo formalismo, desarrollado con herramien-
tas de calculo fraccional, que puede ser empleado en la obtencién de funciones
de distribucion, tanto para sistemas tridimensionales como para sistemas planos,
y generaliza muchos de los métodos mencionados anteriormente. Empezaremos

considerando que una FD de la forma
= L2h,(e), (3.48)

donde n € R y el 2 en el exponente de L, garantiza que f, es par. Entonces,

Z 47r2n+1/2R2n

\I/ =

/ B () (T — &)"F1/2de, (3.49)

para n > —1/2, mientras que diverge para n < —1/2. Por tanto, asumimos que

la densidad de masa esta dada por
=> Rj,(¥), para n>-1/2. (3.50)

Una comparacion entre (3.49) y (3.50), conduce a la relacién

A 2nt1/2

()
Pl o+ 1

/ B (€)(U — &)1/ 2(e. (3.51)

En este punto introducimos el operador de derivada fraccional D7, que representa

una derivada de orden j, con respecto a z, para cualquier valor real de j (ver
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apéndice A). Asumiendo que (D%p,(¥))g—o = 0 para todo j € (0,n + 1/2),
entonces

4
0

Esta ecuacién integral es més simple que la primera y puede ser invertida mas

facilmente si uno toma la derivada una vez méas con respecto a W:

1 n+3/2 ~
ha(€) = Dy pu(w)| 3.53
asi, la FD puede ser expresada como
fole L) =) Ly D”+3/2ﬁn(\11)‘ . (3.54)
’ w20 +3/20 (n +1/2) Y V=c

n

En el caso en que n € N, de acuerdo con la definicién del operador de Riemann-
Liouville [121], la ecuacién (3.54) se reduce a la férmula obtenida por Jiang y
Ossipkov [75].

Como un caso particular, supongamos que p,(¥) puede escribirse en la forma
(W) =) Ay U, (3.55)
k

Entonces, aplicando el operador de derivada fraccional a (3.55)

n+3/2 E__ Ankr(k + 1) k—n—3/2
Dy ;Ank\If _Zk:r(k—n—uz)lp , (3.56)

para k > n + 1/2, obtenemos la correspondiente FD:

B Al (k + 1) L2neh—n=3/2
fle L) =D w2732 (n + 1/2)0(k —n — 1/2)° (3:57)

n,k

Este resultado es totalmente equivalente a la soluciéon de Fricke, para valores
reales de n, y por lo tanto puede ser considerada como una generalizacion.

Es posible deducir una expresion mas general para la FD si asumimos que
depende de € a través de Q = ¢ — L?/(2R?),donde R, es un radio de escala.
Supongamos que el sistema solo tiene estrellas con > 0, de tal forma que
f(Q,L,) =0para @ < 0. Aqui, Q — € como R, — oo. La ecuacién fundamental,
en términos de (), queda

p f+(Q, L)L, | dQ, (3.58)

dr [V Ry/2(¥-Q)/(1+R2/R2)
-5, |

0
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donde f,(Q, L.) es la parte par de f(Q, L,). Puede mostrarse que

Lgn n+3/2 ~
f+(Q7 LZ) - Z 7TQ”+3/2F(TZ + 1/2) D\If pn(\lj) =0 ) (359)

n

corresponde a una densidad de masa de la forma

R p (V)
p(R, V) = Zn: (1+ Rz/Rg)nH/m

for n>-1/2, (3.60)

donde n € R. Ahora, si sumamos sobre todos los valores posibles R, obtenemos

la solucién general

L2n " ~
QL) =3 T (1 1 12) Dy () —Q’ (3:61)

(l?n
correspondiente a una densidad de la forma

R 5y (V)
p(R, V) = Z (1+ R2/Rc2l)n+l/2’

Ra.mn

(3.62)

con R, >0yn>-—1/2.
El presente formalismo puede usarse también, de forma directa, en el caso
de sistemas planos. Comenzaremos estudiando el caso de modelos con potencial

gravitacional divergente. Como en el caso tridimensional, suponemos que

frle, L) =) L2h(e), (3.63)

n

lo cual implica

SR, 0) =Y VTR (n +1/2) /0 Y o (o) e, (3.64)

I'(n+1)

para n > —1/2. Por tanto, si asumimos

S(R, ) =) R70,(¥), n>-1/2, (3.65)
entonces oneiT 1/9 v
oo (W) = YT g (n(:f) /2) /O (0 — )"y (2)de. (3.66)

Si (D},0,(¥))g—o = 0 para todo j € (0,n), entonces, tomando la derivada frac-

cional de n-ésimo orden, la ecuacién (3.66) conduce a

Do, (¥) = 72" 0 (n + 1/2) / " ho () de. (3.67)



84

En consecuencia,

() = ﬁ2”+1fl(n r Yo R0 (3.68)
y la FD es
file, L) = Z N T Dyton (W), _. - (3.69)

Esta ecuacién corresponde al método desarrollado por Kalnajs [77] (para n = 0),
trabajando en un sistema de referencia adecuado.

Como caso particular considérese
= ATt (3.70)
k
Entonces, tomando la derivada fraccional obtenemos

n Ankl(k 4+ 1) g
Dyt AUt =y ﬁ\lﬂ“ L (3.71)
k k

y la FD, en este caso sera

A D(k + 1) L2neh—n—1
Z R (0 4 12Tk —n) (8:72)

Esta relacién puede interpretarse como el caso andlogo de la expansién de Fricke,
cuando tratamos con sistemas planos.

Puede mostrarse que si la densidad tiene la forma

R on (¥
Z; 1+R2/R2 (3.73)

entonces, la correspondiente FD es

LG n+1
Frl@ b= RZ ; st D W, BT

para R, >0,n > —1/2y Q =¢ — L?/(2R?).
Asi mismo, si analizamos el caso de modelos con campo gravitacional sin cota

superior, podemos deducir que para la densidad

- S X wr me 379
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y asumiendo que
lim DJ (@) =0 (3.76)

¢—00

para todo j € (0,n), entonces

(n+1)L2

I+ ZZ \/‘1“ m1 Do o9 (3.77)

para R, >0,n > —1/2y Q = E + L?/(2R?).

Como ilustracién del método desarrollado, lo aplicaremos a dos casos sim-
ples: el modelo logaritmico de Binney y el disco de Mestel, y veremos que las
correspondientes FDs coinciden exactamente con las obtenidas utilizando otros
métodos.

El modelo logaritmico de Binney tiene un potencial gravitacional de la forma
[11]

1 2
H(R, z) = 51}3 In <1 + R? + %) , (3.78)

mientras que su densidad de masa es

g (14+2¢* + R*+(2—q?)7%)

pUR,z) = ArGg? (14+ R? + 22¢72)? (3:79)
Siguiendo a [75], escribimos (3.79) como
p(R.g) = 10 {2(1 — ¢*) R4/ 4 g~ 0/%
A7 Gq? (3.80)

(2 — 1)6—%/”3} .

Por tanto, tomando en cuenta que D¢e™ = a“e® para cualquier a € R, obtene-
mos

fo(BE, L) = AL?eE/%8 4 Be "F/v6 4 e 2P/ (3.81)

donde A, B y C' son constantes dadas por

A= (3)5/2 d-q) (3.82)

m Gq*vd ’
2\ 1
B=(2) —— .
(7r5) Gq?vy’ (3.83)
2¢° — 1
C a (3.84)

B 475/2Gq?vy
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Noétese que coincide con la FD encontrada por Evans en 1993 [46], usando el
método de Lynden-Bell [11], o a la encontrada por Jiang y Ossipkoz usando la
ecuacién integral de Abel.

Otro caso de interés es el disco de Mestel, que esta caracterizado por un

potencial de la forma [11]

¢(R) = v;In <R%) : (3.85)

y una densidad superficial de masa dada por

S(R) = 5,00 (3.86)
R
donde Xy = v?/(2rGRy). Ahora, podemos escribir la densidad como

x
S(R) = R e G e, (3.87)
0

para cualquier m € R. Aplicando la ecuacién (3.77) para R, — oo, se sigue que
fo(B. L) = FLc P17 (3.88)

donde F'y o son constantes dadas por

2 v2
= 3.89
o T omt1 (3.89)

2027(m+1)ﬂ71/2
['(m+ 1/2)Rimg2m+2’
Esta solucién coincide con la obtenida por Evans [46], y propuesta antes por
Toomre [128].

F =

(3.90)

3.1.4. FDs Dependientes de la Integral de Jacobi: el caso
de los DGK

Un método bastante simple para encontrar FDs de sistemas discoidales axial-
mente simétricos, fue introducido por Kalnajs[77]. Dicho formalismo considera
FDs dependientes de la integral de Jacobi J = E — )L, es decir, la energia me-
dida desde un sistema de referencia en rotacién con velocidad angular constante
Q. Es conveniente definir un potencial efectivo ¢, = ¢ — $Q*R* (el subindice r
significa que se trata de una cantidad medida en el sistema de referencia rotante)

de tal forma que, si escogemos un marco de referencia en el cual la distribucion
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de velocidades es isétropa, la FD serd independiente de L, y la relacién entre la

densidad superficial de masa y la FD se reduce a

2 —or / Y e (3.91)
0

Aqui, ¥, = —¢ + L°R* + ¢o, y &, = £ + QL. + ¢or — o, esto es, el potencial y
energia relativos, medidos en el marco rotante. Ademds, si uno puede expresar ¥

como una funcién de ¥, derivando (3.91) con respecto a ¥,., obtenemos:

1 d¥

He) = 5w

(3.92)

U, =e,
Notese que en este formalismo también es necesario expresar la densidad de masa
como una funcion del potencial. Para ilustrar el uso de este método, lo aplicaremos
en la busqueda de FDs para los primeros dos miembros de la familia DGK, de
gran importancia en el presente trabajo.
Para el primer modelo DGK tenemos:
_ Vsl

(W) = <5 vy’ (3.93)

donde Qy = [37rGM/(4a*)]'/?. Dado que estamos tratando con sistemas dis-
coidales, es necesario calcular la pseudo densidad p por medio de la ecuacion

(3.21) y de paso obtener®
7TZ((;1)
p) = 5o (3.94)

De esta forma, obtenemos la parte par de una FD que depende de la energia

relativa (es equivalente a calcular la componente de Fricke de (3.94)):

Z(l)
D)= ———.
1+ 2 pay/ 2e

Podemos notar que f1(¢) corresponde a la FD formulada por Kalnajs [11] cuando

(3.95)

2 = 0. La FD que maximiza la entropia se puede obtener usando (3.30) y el

resultado es o
(4) Xe

fl (5,Lz> = WQOCL\/%(l—l—e—O‘LZ).

Recordemos que el parametro a determina un estado particular de rotacién en

(3.96)

el sistema estelar. Cuando « crece (decrece), la probabilidad de encontrar una

estrella con L, positivo (negativo) también crece (decrece).

5En este caso no es posible usar el método de la derivada fraccional, pues la relacién potencial-
densidad no satisface los requerimientos minimos.
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Podemos generalizar este resultado si establecemos el analisis en un marco
rotante. En primera instancia, es necesario tratar con el potencial efectivo, con el
fin de tener en cuenta las fuerzas ficticias. Escogiendo convenientemente ¢y, el

potencial relativo en el marco rotante toma la forma

(95 — )

\Ijlr(R) = 2

(a® — R?), (3.97)

de tal manera que la densidad superficial de masa y la pseudo densidad pueden

expresarse como

Vs 1/2
(V) = ———="y. 3.98
W= e (399
y (1)
T
(V) = ———=V,. 3.99
p( 1 ) a\/m 1 ( )
La parte par de la FD resultante, en el marco rotante es
1)
B 2c
e CY (3.100)

N 2ma/Q2 — Q2\/2¢,

y puede ser deducida utilizando el mismo procedimiento para hallar fl(f:) (¢). Fi-
nalmente, podemos retornar al marco inercial original a través de la relacion entre

&, €y L, para obtener

> [2(e + QL) — Q%%
2ma\/Q% — 02

que es totalmente equivalente a la FD dada originalmente por Kalnajs.

AP, L) = (3.101)

Podemos generar otra FD si tomamos sélo la parte par de (3.101) y usando

el principio de maxima entropia

2/ L)

7(B)
fl (8’ Lz) 1+ e—alz °

(3.102)

Para el segundo modelo DGK efectuamos un procedimiento similar. En un
marco de referencia rotante el potencial relativo esta dado por

a’® — R?)

Uy (R) = ( ToRaE [45GMm(a® — R?)

(3.103)
+30GMra? — 64a5§22]

mientras que la densidad de masa estd dada por (2.24) cuando m = 2. Este caso es

un poco mas complicado que el anterior, ya que la solucion analitica de la pseudo
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densidad no puede ser efectuada con total libertad. Necesitamos trabajar en un
marco convenientemente escogido de tal forma que la relaciéon entre densidad
superficial de masa y el potencial relativo sea simple. De (3.103) es posible ver

que si escogemos la velocidad angular de rotacién como

[1bGM T
Q=+ ——r— 104
32a% ' (3.104)

el potencial relativo se reduce a

45GMr

\II2T(R) - T8(l5

(> — R?)2. (3.105)

Ahora, podemos expresar la densidad de masa en términos del potencial relativo,

1284 3/
Yo (Uy,) = 8P (45GM7T \If%) : (3.106)

y la integral para la pseudo densidad puede ser efectuada

V2rs@T(7/4) (1284 \** /A (3.107)
['(9/4) 45G M e '

ﬁ(\Ij2r> -

De esta forma, la parte par de FD en el marco rotante y la FD completa en el

marco inercial son:

@) 3/4
" 3n® / 1284 s
= , 3.108
2+ (5) = g1 (45GM7T cr (3.108)
Y ~1/4
Ve L) = (5 QL. — %Q%ﬁ) , (3.109)

donde 2 esta dada por (3.104) y k es una constante dada por

3n® /12804 \¥* (3.110)
K= )
8t \45G M
Ahora, usando el principio de maxima entropia:
(4)
< 2 L,
e, 1 = e L) (3.111)

1+ el
Ahora vamos con el método de Kalnajs. Resulta conveniente introducir las co-
ordenadas esferoidales oblatas para obtener una relaciéon mas sencilla entre la
densidad de masa y el potencial relativo:

45GMm ,  15GMm — 32a3Q?

v = . 112
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Es posible reescribir esta expresion como

W, () = (m1” + K2)? + K, (3.113)

donde k1, ko ¥ K3 son constantes dadas por

 [15GM~  [128a 15GMn — 32a°Q2
TN T8a 0 TV saMn 1284

_ 128a (15GMnm — 32a°Q? 2
45G M 128a '

Como 3 puede expresarse en términos de n en la forma

R3 =

Sm(n) = SMp* 1, (3.114)
la relacion entre Yo v Wy, es:

5, = N (V‘I’% — h3 — “2)3/2

(3.115)

R1

Ahora usando (3.92) obtenemos:

Pley) =

3 ( fr kz) - (3.116)

871']{3%/2 Er — kS

y el resultado en el marco inercial es:

5 0L, — O%a2/2 — ks — k
(B) 32 \/\/€+ )2 ks — k> (3.117)

L,) =
5 (e, L) 87Tk3i))/2 e+ QL. —Q2a2/2 — ks

Obviamente, esta FD es la misma que (3.109) con la condicién (3.104). Final-
mente, por la ecuacién (3.30), la FD que obedece el principio de maxima entropia

es

. 2/B)(e, L)
(B) . 24 s iz
a7 (e L,) = g

Es posible encontrar diferentes clases de FDs para los primeros cuatro miem-

(3.118)

bros de los DGK. Dichas FDs pueden ser formuladas, en primera instancia, como
funciones de la integral de Jacobi, requiriendo que la densidad de masa puede ser
escrita como una funcién dependiente del potencial. Por ello sdlo es posible hacer
esto para los casos m = 1,2, 3,4, solamente (en los casos restantes, el potencial

es una funcién polinomial de R de grado 10,12,...) [111].
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3.1.5. FDs para los modelos PRG

La deduccion de las FDs asociadas a los modelos PRG es particularmente
simple si trabajamos en un marco de referencia rotante adecuado, tal y como se
hizo en la seccién anterior [111]. Para comenzar, recordemos lo establecido en la
secci6én 2.1.2 acerca del parametro By, dado por la relacién de recurrencia (2.45)
(de ahora en adelante lo denotaremos como Bj). El potencial relativo se puede

escribir como

m
U5, = BjUy + Y B, = Apon™. (3.119)
n=2
Por otra parte, si escogemos un B; diferente, el potencial relativo se transforma

e1n

Uy = B0y + Y B,U, = Ayon™ + (By — B;) ¥y,
ot (3.120)

= Am07]2m + %(Bl - BT)Q%CL%]Q,

donde Qy = [3rGM/(4a®)]*/2.
Ahora, trabajemos en un marco rotante con velocidad angular 2. En este

marco de referencia, el potencial efectivo esta definido como [11]
pe = ¢ — VPR* = o+ L% (* — 1), (3.121)
y escogiendo apropiadamente las constantes, el potencial relativo-efectivo sera
o = Amon™™ + (B - B))Q2a*n? — %QQaQnQ. (3.122)
Notese que si uno escoge €2 como
Q = +00\/B; — B}, (3.123)
el término con n? desaparece y la ecuacién (3.122) se reduce a
Uy = Apon®™™. (3.124)
Por lo tanto, la relacion entre la densidad y el potencial puede escribirse como
) m " 0, (2n—1)/(2m)
Sm(R) = ; B,X! (A—mo> : (3.125)

Finalmente, usando el método de Kalnajs [77], obtenemos la FD correspondiente

al m-ésimo modelo:

1 i B,x (20 — 1) A, 0D/ (3.126)
1—(2n—1)/(2m) :
e <g QL — 1Q2a2)
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(a) (b)

5 2
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4
1.5
3 1.25
Y— Y— 1
2 0.75
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1
0.25

o1 02 0.03 04 05 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
J J
(C) (d)
2 2
1.75 1.75
1.5 1.5
1.25 1.25
— 1 — 1
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25
0.01 002J003 0.04 0. 05 0.01 002J003 0.04 0. 05

Figura 3.1: Graficas de las FDs como funciones de la integral de Jacobi para (a) m = 2,
(b) m =3, (c) m =4, (d) m =5, para diferentes valores del pardmetro B;. Las curvas
inferiores corresponden a B, . v las curvas superiores corresponden a valores de By

méas grandes.

Es fécil ver que las FDs obtenidas por medio de la ecuacién (3.126), para los
casos m > 3, podria ser negativa en el espacio de fase correspondiente al dominio
fisico. Para evitar este inconveniente, es necesario imponer una condiciéon mas
fuerte sobre las constantes Bj, con el fin de obtener FDs bien definidas. Para

hacer esto, formulamos las siguientes ecuaciones:

dfim(J, Blin)

Imin
=0, (3.127)
dR J:Jmin
S (Jmin, Bimin) = 0. (3.128)
La relacién (3.127) impone la condicién de que la FD tenga un minimo By = Bf;,

y R = Ry, mientras que, a través de la relacién (3.128), exigimos que su valor
en dicho punto critico se anula. La soluciéon numérica de estas ecuaciones aparece

en la tabla 3.1, para los modelos con m = 3,4, 5.

Entonces, tomando estos valores como un limite inferior By, las FDs dadas por
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m | B
2 0
3 | 0,182292
4 | 0,287827
5 | 0,381061
Cuadro 3.1: Coeficientes Bj,,,;,, para los primeros cuatro modelos: m = 2,3,4,5

(3.126) son positivo definidas en el dominio fisico. La figura 3.1 muestra las gréfi-
cas de las FDs como funciéon de la integral de Jacobi, con diferentes valores de Bj.
En general, podemos ver que la probabilidad es maxima para valores pequenos de

J, y tiende a ser constante cuando J crece. Ademas, en los casos m > 3 podemos

/
1min»
/
1min

ver que para valores de B; cercanos a B la probabilidad tiene un minimo
J =~ Jum, v tiende a cero cuando By — B
las ecuaciones (3.127) y (3.128).

La figura 3.2 muestra el comportamiento de las FDs. En (a) y (b) son grafi-

en J = Juin, en concordancia con

cados los contornos correspondientes al modelo m = 2, con diferentes valores
del parametro . Como se puede observar, o determina un estado particular de
rotacién en el sistema estelar. Cuando « crece, la probabilidad de encontrar estre-
llas con L, positivo también crece. En 3.2 (c¢) and (d) son graficados los contornos
del modelo m = 3 con By ~ Bj,;, para los mismos valores de a.. El comportamien-
to de las FDs para para los casos restantes es muy similar al mostrado en estas
figuras: cuando By > B, los contornos son similares a (a) y (b), mientras que

By = Bj,,,, los contornos son similares a (c) y (d), en concordancia con la figura
3.1.
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Figura 3.2: Contornos de f,, param =2, B; = 0,1 y (a) o = 1; (b) a = 10. Ademés
es incluido el caso m = 3 con B; = 0,2y (¢) o = 1; (d) a = 10. Grandes valores de la

FD corresponden a zonas claras.
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3.2. SISTEMAS ESTELARES EN EQUILIBRIO
EN LA APROXIMACION 1PN

Esta seccion esta dedicada a efectuar la descripcién de sistemas estelares
axialmente simétricos y estacionarios, a la luz de las leyes fisicas fundamentales,
pero ahora teniendo en cuenta las primeras correcciones post-newtonianas [2].
Mostraremos que es posible idear un formalismo en donde, tomando como punto
de partida ciertos modelos newtonianos, se obtiene el correspondiente modelo es-
telar corregido a orden 1PN. Dado que, desde un principio, dicha formulacion se
establecera desde el enfoque estadistico, los nuevos modelos obtenidos poseeran
la propiedad de ser autoconsistentes (a orden 1PN) [2].

Desde el punto de vista estadistico, el estado del sistema se encuentra descrito
por la funcién de distribucién F(x, v, t) 8. Asf como se ha asumido en el seno de la
teoria newtoniana, el sistema estelar (una galaxia) puede seguir siendo modelado
satisfactoriamente por un conjunto de particulas sin colisiones y, en consecuencia,
la FD debe obedecer a la ecuacion de Boltzmann sin colisiones. En la aproximacion

1PN, dicha expresién se escribe[119] 7

O0F 99 0F 1 (09 oy 09 5 0P\ OF
Jzt Oz Ov' 2 (8xi<4¢+v) 055" T o ) au

Ademas, la FD determina la distribuciéon de materia mediante las siguientes

v

0.  (3.129)

ecuaciones|119]:

;00 (x,t) = ¢ / F(x,v,t)dv, (3.130)
%00 (x,t) = /(v2+2¢(x,t))F(x,v,t)d3v, (3.131)
T (x.1) = / vl F(x, v, £)d%, (3.132)
%Oi (x,t) = c/viF(x,v,t)d%. (3.133)

Un sistema estelar caracterizado por una FD que satisface (3.129), estd descrito
por por una distribucién de masa y energfa, dada por (3.130)-(3.133), cuya inte-
raccién gravitacional estd codificada por un trio de potenciales dados por (1.2)-

(1.4). Dichas ecuaciones estén escritas al estilo newtoniano y, en consecuencia,

5En esta seccién, por simple conveniencia, comenzaremos denotando a la funcién de dis-

tribucién con la letra F', en vez de f, como se ha hecho en muchas partes de esta tesis.
"Es preciso sefialar que el nombre usado por los autores es ecuacion de Liouville en vez de

ecuacion de Boltzmann sin colisiones.
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podemos distinguir claramente entre las contribuciones post-newtonianas (acom-

pafiadas por un factor ¢=2 ) y las newtonianas.

Rezania y Sobouti [119] encontraron la versién post-newtoniana de los politro-
pos de Eddington [44], partiendo de una FD que tiene la misma forma que en
el escenario newtoniano (es decir F' oc E"%/2 donde E es la energia y n es un
entero positivo), que describe un sistema esféricamente simétrico en equilibrio
termodindmico. Ellos mostraron que F' es una solucién estacionaria de (3.129), si
y sélo si, la energia E de una particula de prueba estd corregida a nivel 1PN (ver
ecuacion (3.154)). Introduciendo esta FD en (3.130)-(3.133), el lado derecho de
(1.2)-(1.4) puede escribirse como una funcién de ¢ y 1, obteniendo un conjunto
de ecuaciones diferenciales. Para un potencial newtoniano dado ¢y, estas ecua-
ciones determinan las correcciones post-newtonianas ¢py y ¥ ((; = 0 debido a

que ellos consideraron sistemas estacionarios [119]).

Mostraremos que un procedimiento analogo puede implementarse en el caso
axialmente simétrico, es decir, tomando un PDP newtoniano con una FD depen-
diente del momento angular azimutal L, y la energia FE, integrales de (3.129),
formulamos dos ecuaciones fundamentales de la autogravitacion, con el fin de
determinar, a partir de una soluciéon newtoniana, sus campos post-newtonianos
asociados. Debido al hecho de que, en este caso tales ecuaciones son mas com-
plicadas que las correspondientes al caso esféricamente simétrico 8[119], tenemos
que introducir restricciones adicionales para simplificar el problema. Por ejem-
plo, restringiremos nuestra atencién a modelos descritos por una FD dependiente
de la integral de Jacobi J, un caso de interés en astrofisica. Otra simplificacion
se logra si nos restringimos a las distribuciones discoidales usando coordenadas
esferoidales oblatas: mostraremos que las correcciones post-newtonianas pueden

calcularse mediante ecuaciones algebraicas, en vez de ecuaciones diferenciales [2].

Presentaremos una serie de aplicaciones en donde las ecuaciones algebraicas
resultantes pueden resolverse exactamente, lo cual significa que es posible obte-
ner soluciones analiticas. La importancia de estas soluciones puede ser evaluada
a través de una comparacion entre los perfiles de masa y curvas de rotacién
descritos, tanto desde la gravitaciéon newtoniana, como desde el enfoque de la

aproximacién 1PN. Nos enfocaremos en los modelos DGK y PRG.

8En el caso esféricamente simétrico el formalismo conduce a un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias mientras que en el axialmente simétrico, para distribuciones volumétricas

de materia, se obtienen dos ecuaciones elipticas.
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3.2.1. Meétodo de Hunter en la Aproximacién 1PN

Mostraremos que, en la aproximacion 1PN el método de Hunter puede imple-
mentarse en el caso de sistemas autogravitantes en estado estacionario, es decir,
cuando ¢ y ¢ son independientes del tiempo y (; se anula. Por tanto, (1.2)-(1.4),
en el vacio, se reducen a dos ecuaciones de Laplace: V3¢ = 0y V21 = 0. Debido
a la simetria axial, podemos usar coordenadas cilindricas (R, ¢, z), para decir que
ambos campos son independientes de ¢, es decir ¢ = ¢(R,z) y ¥ = ¢Y(R, z).
Ademas, si el disco se encuentra en el plano ecuatorial, es natural requerir que
los campos post-newtonianos tienen simetria de reflexion con respecto al plano
z=0:

Qb(Rv Z) = ¢(R7 _Z)v ¢(R7 Z) - ¢(R7 _Z>’ (3134)
de tal forma que
0 0 0 0
8—f(R,— )= —a—f(R, ) a—f(R,—z) _ —a—f(R, 2, (3.135)

en concordancia con el caracter atractivo de la gravitaciéon. También asumiremos
que 0¢/0z y 01/0z no se anulan en la zona del disco, con el fin de obtener la
correspondiente distribucién delgada de energia y momentum. Dicha distribucion,
restringida a la regiéon 0 < R < a del plano z = 0 (recordemos que a denota el
radio del disco), sera descrito por una distribucién de energia y momentum tipo

“cascarén”. Si definimos

0
T"=*%(R)6(z), O0<R<a (3.136)

2 2
T + T"=06(R)5(z) 0<R<a (3.137)

(0 es la distribucién delta de Dirac), usando (1.2)-(1.4), el teorema de Gauss y

las relaciones (3.135), puede mostrarse que

1 (99
S(R) =5 (g)z_0+ , (3.138)

o(R) ﬁ (g_f)z:m | (3.139)

Noétese que X puede ser interpretado como una densidad superficial de masa,
mientras que o es una densidad superficial de energia y momento. Las anteriores

relaciones implican que con el fin de tener una distribucién de materia como la
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descrita por (3.138)-(3.139), debemos exigir que
99

P ——(R,0") #0, R < a, (3.140)
gd)(R 07) =0, R > a, (3.141)

con la misma condicién para 1. En este punto resulta conveniente invocar las
coordenadas esferoidales oblatas, las cuales sabemos que se adaptan de forma
natural a la geometria del problema. Recordemos que ellas estan relacionadas

con las cilindricas mediante la relacion

R=ay/(1+€)(1—n?), (3.142)
z = akn, (3.143)

donde 0 < ¢ < ooy —1 <7 < 1. Nétese que (i) el disco tiene coordenadas £ = 0,
n* =1 — R%/a?; (ii) las condiciones (3.140)-(3.141) adoptan la forma

S 0) = H). (3.141)
d¢
8_17(6’ 0) =0, (3.145)

donde H es una funcién par de n. La solucién general de la ecuacién de Laplace

que satisaface las condiciones anteriores puede escribirse como

¢(&,m) ZAznqgn &) Pan(n), (3.146)
n=0
donde A, son constantes arbitrarias, Pa,(n) v ¢2.(§) = i*""1Qq,(i€) son los

usuales polinomios de Legendre y las funciones de Legendre de segunda clase,

respectivamente. El potencial post-newtoniano v tiene la misma forma,

b€ n) Zanqzn &) Pan(n), (3.147)

n=0

pero aqui las constantes de expansion son las Bs,,. Es preciso senalar que, tomando
el limite ¢ — 00, ¢ debe ser igual al potencial gravitacional Newtoniano mientras
que 9 se anula junto con la ecuacién (1.3). Esto sugiere que podemos asumir que
las constantes de expansion As,, pueden ser expresadas como

Asyy = Coy + Doy /&, (3.148)
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de tal forma que ¢ también puede expresarse como ¢ = ¢y + ¢py, donde ¢y es
la solucién newtoniana, determinada a través de las constantes Cs,, v ¢py €s la

correccién post-newtoniana, determinada por Ds,.

Podemos deducir férmulas explicitas para > y ¢ en coordenadas esferoidales
oblatas, introduciendo (3.146)-(3.147) en (3.138)-(3.139), obteniendo:

1 oo
= SraCr ; Agn (20 + 1)gan11(0) Pon (1), (3.149)
1 o0
? = 2maGn ; Bn (20 + 1)42n41(0) Pon (). (3.150)

Aqui, de acuerdo con (3.148), observamos que ¥ puede también escribirse como

la suma de un término newtoniano Yy y una correcciéon post-newtoniana X py.

Ahora que hemos establecido la estructura fundamental de los modelos con
correcciones 1PN, tenemos que dar el siguiente paso: exigir que los modelos
obtenidos sean autoconsistentes, es decir, que ellos estén descritos por una FD
dependiente de las integrales de movimiento, relacionada de forma consistente

con la distribucion superficial de masa.

3.2.2. Ecuaciones Post-Newtonianas de la Autogravitacion:

Sistemas Estacionarios con Simetria Axial

La FD correspondiente a un sistema discoidal axialsimétrico , debe depender
de las velocidades y posiciones en la forma F' = f(R,vg,v,)0(2)d(v,), donde f
es una funcién de distribucion tal que se anula cuando R > a. Introduciendo F
en (3.129) e integrando con respecto a z y v, (usamos coordenadas cilindricas),

puede mostrarse que la distribucién f obedece a la siguiente relacién [2]:

of R 0%\ vrv, 0p Of dp+v2\ ¢ 10y w3l Of
vp———(1- === 1+ =) =4+ 22 2L =
OR c20R) R OROv, c? OR ¢20R R| dvg

(3.151)
donde ¢ /OR y 01/OR son evaluados en z = 0. La ecuacién anterior es la version
1PN de la ecuacion de Boltzmann para un cascarén bidimensional axialmente
simétrico en estado estacionario. En consecuencia, f(R,vg,v,) desempena el rol

de funcién de distribucién (reducida) que describe dicho cascarén discoidal. De
hecho, a partir de (3.130)-(3.132) y (3.136)-(3.137), uno puede mostrar facilmente

Y
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que f esta relacionada con ¥ y o a través de

X(R) = //f(R, VR, Vyp)dURdU,,, (3.152)
o(R) = //[4E — 20)f(R,vRr, vy)dvrdy,, (3.153)

donde ¢ y 1) son evaluados en z = 0. Es importante senalar que

207 +
i
C

1
E = -1+, con d=¢

5 (3.154)

L. = Ru,e ¥ ~ Ru,(1—¢/?) (3.155)

son integrales aisladas de (3.151) que pueden ser interpretadas como generaliza-
ciones a orden 1PN de la energia y el momento angular acimutal clésicos, respec-
tivamente [119]. Esto significa que cualquier f dependiente de E'y L, es solucién
de (3.151) y viceversa: una solucién de (3.151) siempre puede ser expresada como
una funciéon de F y L,. Como es usual en teoria newtoniana, resulta conveniente

definir un potencial relativo ¥ y una energia relativa ¢ de una particula como

e = —E+® (3.156)
U o= —d+d (3.157)

donde @ es evaluado en z = 0 y ®( es una constante escogida de tal manera que
f>0parae >0y f = 0 para ¢ < 0. El potencial relativo depende sélo de
la coordenada 7, que en el disco satisface la relacién n? = 1 — R%/a®. Por esta
razén ¥ puede ser considerado como una funcién que depende de R en el intevalo
0< R<a.

En esta seccion, estamos especialmente interesados en FDs dependientes de la
integral de Jacobi J = QL, — E, que clasicamente es interpretada como la energia
medida desde un marco de referencia que rota con velocidad angular © [11].
Trataremos con modelos discoidales descritos por esta clase de FD: los primeros
dos miembros de los DGK y los modelos PRG. Especificamente, en términos de

la energia relativa, las FDs correspondientes a estos modelos dependen de
1
J=e+QL, — 59%2. (3.158)

Nuestro objetivo es obtener modelos estelares en la aproxiamcion 1PN descritos

por FDs que tengan la misma dependencia funcional. Con el fin de hacer esto,
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examinemos primero el comportamiento de J a la luz de la aproximacion 1PN.

Esta puede escribirse explicitamente como
J=VU+(1-2¢/)QPR?/2—0%a®/2— (1/2) vy + (v, — QR(1—¢/c?))?], (3.159)

en donde hemos utilizado (3.154), (3.155), (3.157) y el hecho de que términos
con ¢~* se desprecian, como es requerido por la aproxiamcién 1PN. A partir de la
anterior ecuacién, uno puede observar que .J varia entre un valor minimo J,,;, = 0

y un valor méximo

0%a?¢

2¢
Y 2

C)_

1
Tmae = ¥ — 5§22a2n?(1 : (3.160)
donde hemos usado el hecho de que, en correspondencia con el caso newtoniano,
Dy es @ evaluado en £ =0y n =0, es decir &g = ®(0,0). Los valores Join ¥ Jimaz
determinan los limites de (3.152) y (3.153), cuando ellos son escritos en términos
de J. Teniendo en cuenta que 2wd.J = dvgdv,, la relacién (3.152) puede escribirse

CcOo1mo

Jmaz
5= 27r/ F(I)dJ, (3.161)
0

mientras que (3.153) requiere de cédlculos méds extensos, para escribirla en términos
de J. Primero obsérvese que F = &y — Q%a?/2 + QL, — J y recuérdese que, en
este caso, L, = Ru,, para ser consistentes con la aproximacién 1PN. Entonces,

usando el hecho de que

/ / v, fdvrdv, = 2m(v,) /0 " (3.162)

escribimos

Jmaz Jmaz
0:47r(2(1>0—Qza2—¢+2a§2\/1—n2<v¢))/ f(J)dJ—SW/ Jf(J)dJ
" " (3.163)
Finalmente, exigiremos que los modelos 1PN sean auto consistentes, es decir, que
¥, dada por (3.161), sea equivalente a la obtenida mediante (3.149). Asi, llegamos

a la primera ecuacion de la autogravitacion en aproximacion 1PN:

s
2raGndy + Z(D%/C2)(2n + 1)q2n+1(0) Py (1)

n=0

Jmaac
= 4n%aGn / fd.J. (3.164)
0
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Por otra parte, también exigiremos que o, dado por (3.163), sea equivalente a la
obtenida usando (3.150). El resultado es la sequnda ecuacion de la autogravitacion

en la aproximacion 1PN:

S Tmazx
Z an<2n + 1)q2n+1 (O)Pgn(ﬁ) = —1671'2CLG?7/ deJ
n=0 0
Jmﬂ,ﬂ)
+8m2aGn2® — V?a® — ¢ + 2aQ/1 — n2{v,)] / fdJ. (3.165)
0

Una vez escogemos f(J), el lado derecho de (3.164) y (3.165) se puede expandir
explicitamente como una combinacion lineal de potencias pares de 7. En parti-
cular, la aparicién de ¢* impone una regla acerca de la maxima potencia en la
combinacion lineal: si el potencial newtoniano es un polinomio de orden k en 7,
la maxima potencia de 1 en el lado derecho de la ecuaciéon fundamental es 2k.
Este hecho sugiere que podemos imponer la condicion de que S = 2k en el lado
izquierdo de (3.164) y (3.165). Como veremos més adelante, invocando la inde-
pendencia lineal de los polinomios, podemos obtener ecuaciones algebraicas que
conectan las constantes de expansion desconocidas Bsy,, y Da, (post-newtonianas)

con las constantes newtonianas Cy, (conocidas).

3.2.3. Disco de Kalnajs en la Aproximacién 1PN

Recordemos los DGK, cuyo potencial es

O = =D Oon 4an(€) Pau(), (3.166)
n=0
donde m = 1,2,... y el subindice N denota el hecho de que estamos tratando

con un modelo newtoniano. Las constantes de expansion estan dadas por

(m) MG (4n + 1)(2m + 1)!
T a2t (2 4 1) (m — n)I(m + 1+ 3)dzn41(0)

, (3.167)

paran < my Céf) = 0 para n > m. El caso m = 1 representa el conocido disco

de Kalnajs, cuya distribucién de masa es [76],

3M [ R 3Mpy

) = 2— = = 3.168
N oma? a?  2ma?’ ( )
y estd caracterizado por la FD
3M —1/2
f(J) = 123 [2(Q2 — 0%)J] (3.169)
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donde
02 — 3rGM

° " 4a3

y 2 es una constante que equivale a la velocidad angular media. Esto significa que

(3.170)

(3.169) describe un sistema autogravitante que rota como un cuerpo rigido (la
velocidad angular es independiente de R) con radio a, masa total M, velocidad
angular €2 y, en consecuencia, velocidad angular media (v,) = QR.

Ahora, con el fin de obtener el correspondiente modelo 1PN, tenemos que
introducir (3.166)- (3.169), recordando que m = 1, en (3.164) y (3.165), teniendo
en cuenta que debemos hacer S = 2 en las sumas. La primera ecuacion de autogra-
vitacién puede ponerse en forma de una ecuacién polinomial, ¢y + can? +cun* = 0,
donde ¢y, son constantes dadas en términos de Dy, Do, D4, By, By y By. De
hecho, debido a la independencia lineal de los monomios, tenemos que ¢y, = 0

para todo n, y en consecuencia, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Dy — Dy + Dy = 97G*M?*Q?/[8a*(Q2 — 0?)], (3.171)
¥Dy +9Dy = By—15B,/8, (3.172)

xDy = 35B,/16 — 3nG*M?/4a*
~GMO?a, (3.173)

donde

v o= [24a* (2 - Q%) — 9T MG/ (97 MG), (3.174)
¥ = [1357MG/8 — 80a*(Q2 — Q)] /(97 MG), (3.175)
X = T0[128a*(2 — Q%) — 277 M G]/ (8647 M G). (3.176)

Ahora, efectuando un procedimiento similar en la aplicacién de la segunda ecuaciéon

de autogravitacion, obtenemos

By—By+ B, = 0, (3.177)
3By —10By = 6MGaQ? —27nG*M?/4a?, (3.178)
B, = 9nG*M?/140a* — 30G MO?a. (3.179)

De esta manera, tenemos un sistema de 6 ecuaciones lineales para 6 variables,
Dq, Dy, Dy, By, By y By, que puede ser resuelta trivialmente: la ecuacién (3.179)
proporciona autométicamente el valor de B, y puede ser introducido en (3.178),

determinando el valor de B,. Nuevamente, dichos valores son introducidos en
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(3.177) para obtener By; y asi sucesivamente. Encontramos los siguientes resul-

tados:
b o_ . 2GTME ATT09G3 72 M3
0 8a2 (a3Q2 — 3GMn) 44842 (1284302 — 357G M)
3G*m(1 4 80m)M? 9 (28G3M373 — 95G3 M37?)
a 32042 2842 (84302 — 21GM7)
(3.180)
D, — C3GPr(Tm = 13)M? 9 (28G° M7 — 95G° M %)
2 2842 28a2 (832 — 21GMm)
(3.181)

27G2M?r (1840203 + 39G M
D, — m (1840%a” + ™) (3.182)
140a? (128402 — 357G M)

B 3G*M?m(15m — 1)

_ 2
By = 2aGM (7 —1)Q S0z , (3.183)
2 3G2M27r(217r —2)
By, = —aGM(Tm —10)Q2 — 3.184
18GM [GMr  5a%Q?
B, = - . 3.185
! 35a ( 8a 3 ) (3-185)

Estas constantes determinan completamente las correcciones post-newtonianas de
¢y el potencial escalar ¢, asi como la distribucién de masa y las curvas de rotacién
correspondientes al nuevo modelo. De hecho, usando valores tipicos de una galaxia
(M ~ 10%°g, a ~ 10®m, Q ~ 1078 Hz, G = 6,67 x 107''m3/Kgs? ¢ = 3 x
108m/s), mostramos las gréficas generadas segiin la teorfa newtoniana y segiin la
aproximacién 1PN (densidad de masa y curva de rotacién). Las correcciones en
la densidad de masa son despreciables, como es confirmado por la figura 3.3(a),
donde las lineas a trazos y llena (modelos newtoniano y 1PN, respectivamente)
practicamente coinciden. Sin embargo, la velocidad circular revela correcciones
significativas que crecen con el radio (Fig. 3.3(b)). Entre mayor sea R, mayor es

la correccién en v,.

3.2.4. Segundo Modelo GKD en la aproximacién 1PN

El miembro m = 2 de la familia GKD puede también describirse mediante
una FD dependiente de J [111] :

IM 10a® 1/4
f(J)Z\/ga2 (GSM%HJ) , (3.186)
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Densidad de Masa Velocidad Circular
150 -

o (Kg/n?)

Ve (Knmy/s)
iR
3

3

0 05 1 15 2 25 3
R (10 m) R (10%° m)

() (b)

Figura 3.3: (a) Densidad superficial de masa segtin la teoria newtoniana (linea a trazos)
y segun la aproximacién 1PN (linea sélida). Hemos usado valores tipicos en una galaxia:
M =4x10%g, a =3 x10m, Q =2x 10783 Hz, G = 6,67 x 107 "1m3/Kgs?, ¢ = 3 x

0%m/s. Ambas graficas coinciden practicamente. Las correcciones 1PN en la masa no
son significativas, a pesar de que las correcciones en v, son importantes. (b) Curvas de
rotacién segun la teoria newtoniana (linea a trazos) y segin la aproximacién 1PN (linea
sélida). Hemos usado los mismos pardmetros que en la figura previa. Las correcciones
1PN son significativas y aumentan con el radio, a pesar de que las correcciones en la

densidad de masa son despreciables.

que conduce a una densidad superficial de masa dada por

M (1 - 32)3/2 _ 5MypP

a? oma?’

(3.187)

y una velocidad circular media (v,) = /157GM/32a3R. El potencial gravita-
cional asociado estd dado por (3.166), haciendo m = 2.
Apoyéndonos en la experiencia con el modelo m = 1, empezamos con (3.165)

la cual, después de algunos célculos, adopta la forma

4
Z Ban (20 4 1)q2n41(0) Pay(n Z Com?, (3.188)

n=0
donde Co=Cy, =0y
Cy = (25m*10!G*M?)/(160a?)
Ce = —(75m*10/G*M?)/(160a*)
Cs = (75m*10!G*M?)/(2240a%). (3.189)



106

Obsérvese que hemos escogido S = 4 en la segunda ecuacién fundamental, debido
a que estamos tratando con un modelo m = 2. La relacién (3.188) se puede
resolver usando la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Legendre y

la relacién ([9])

b _ v T(2j +1)
/_171 Pyi(n)dn = BT i TG 1132 (3.190)

Entonces, integrando (3.188) con respecto a 1, obtenemos

7C%2 2 (4n + 1)T(2n + 1
B%_Z VTl ( )T( )

B -0 QZn-H(O)(QTL + l)F(z —n+ 1)F(2 4+ 3/2>7 (3191)

y, en consecuencia, el potencial post-newtoniano asociado 1 esta completamente
determinado mediante la ecuacion (3.147).

Podemos efectuar un procedimiento similar para obtener la correccion post-
newtoniana de ¢, determinada por la primera ecuacion fundamental. Después de

algunos calculos, (3.165) puede escribirse como

4
Z {D2n (V20 Pon(n) + q20.(0) P2, (0)] — 6'21'77% - B2nQ2n(0)P2n(7])} =0, (3.192)
n=0

donde hemos definido

Oon = 7(2j +1)/(320°)g20+1(0) — 20 (0))
Co = (675m2°G*M?)/(4096a%) 4 (0, 0)

Cy = —(1575m*G*M?)/(4096a%)
Cy = —(11257%2G*M?)/(2048a?)
Co = —(2025m%G2M?)/(4096a%)
Cs = (2025m>G2M?)/(81924%). (3.193)

Entonces, las constantes de expansién que determinan ¢py, son

4

VTCoi2 % (dn + 1)T(25 4 1) Bongan(0)
Dy, = - - , n=1,2,3,4,
— U2, (2n+ DI —n+ DI'(i + n + 3/2) Von
(3.194)
y
1 C’ZQ 2i— 1F 27+ 1)
DO Z \/_ 2 j Z Dgzq% P2’L ) . (3195)

o+ 7/2 I'(i+ 1)+ 3/2)
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Ahora que hemos determinado ¢ y 1, estamos en condiciones de mostrar la co-
rrespondiente distribucién de masa y curvas de rotacién. Usando nuevamente
valores tipicos M ~ 10%kg, a ~ 10?*°m), graficamos tanto las predicciones new-
tonianas como las post-newtonianas y observamos un fenémeno similar al del
primer DGK: Las correcciones en la distribucién de masa son despreciables (ver
Fig. 3.4(a)) mientras que la velocidad circular revela correcciones significativas
(ver Fig. 3.4 (b)); de hecho la curva de rotacién 1PN es mejor comportada que

la newtoniana.

Densidad de Masa Velocidad Circular

120 -

o (Kg/n?)
Ve (Knmy/s)

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
R (10% m) R (10% m)

() (b)

Figura 3.4: (a) Densidad superficial de masa para el segundo miembro de la familia
DGK (m =2), con M = 4x10%*%g, a = 3 x10*m, G = 6,67 x 10~ 1m3/Kgs? ¢ = 3 x
108m/s. Ambas graficas, newtoniana (linea a trazos) y 1PN (linea completa), coinciden,
practicamente. (b) Curva de rotacién para el segundo miembro de la familia DGK,
usando los mismos pardametros de la figura anterior. A pesar de que las correcciones
1PN a la distribucién de masa son despreciables, ellas resultan ser apreciables en la

velocidad circular.

3.2.5. Version Post-newtoniana de los Modelos PRG

Recordemos que los modelos PRG, etiquetados con k£ = 2,3, ..., estan carac-

terizados por una densidad de masa

k
M
> B @m+ )yt (3.196)

k) _
N 2ma? —
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ko B Y S gY B
2 0 1

3 0.182292 —7/12 1

4 0.287827 —21/128 —9/16 1

5 0.381071 —231/2560 —99/640 —11/20 1

Cuadro 3.2: Constantes de expansién para los primeros cuatro miembros de la

familia PRG.

cuyo potencial gravitacional es

k m
W =33 805 gi(€) Pailn), (3.197)

m=1 i=0

donde las constantes ﬁ,(ff) son cantidades adimensionales definidas univocamente,
excepto por 5§’“>, el cual es un parametro libre (para el k-ésimo modelo) con un
limite inferior. Estas constantes, para los primeros cuatro miembros de la familia
PRG, son especificados en la tabla 3.2:

Cada PDP descrito arriba admite una FD que depende de J, dada por

M B am2 —1) [ J
) () = E
m=1 kO kO

donde

r (m)
Ser 22pl(2s — 2r)1(2s — r)! (3-199)

Puede mostrarse que la velocidad circular media, correspondiente al k-ésimo mo-

delo, es
<Uso>(k) — QPR =W /1 — > (3.200)

donde Q®) | 1a velocidad angular media, esta dada por

020 — 02 [ - o] | (3.201)
con
. 571202k + 1)a® a2
51(1@ _ ( ) kO _ Zﬁék_)z

2HHD(E)D(k 4+ 1+ 2)Cage(0) 5
(3.202)
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Para obtener la versién 1PN de estos modelos, introducimos la anterior infor-
macién en (3.165), que toma la forma

2% oGt
Z B (20 + 1)gans1(0) Pon(n) = P Z o (2m + )™
n=0 m=1

[2k-2m+1 ) ok

3
m Qo1 §Q(k)2a2n2 + Q(k)2a2 + ¢ék):| ] (3203)

k .. , . , .
Para obtener Bén) explicitamente en términos de parametros newtonianos, pro-

cedemos como en la anterior aplicacién (DGK, m = 2). El resultado es

k 2\/_GM42—|— X 2m—|—1)
Béi) = Z
a(4i + 2)q2i+1(0

ozko )(2k — 2m + 1)T(2k + 2m + 1)
222k 4+2m — D'k+m —i+ 1)I'(k+m+i+3/2)

3QF)262T(2m + 3)
8'(m —i+2)I'(m+1+5/2)

Q0262 + "N (2m + 1)
Fm—i+1)I'(m+i+3/2)

(3.204)

y asi, de la ecuacién (3.147), tenemos el campo posnewtoniano Y»®) | asociado al
k-ésimo disco. Efectuando un procedimiento similar, empezando por la segunda

ecuacion fundamental, podemos escribir

2k

> DI (2 + 1) 21 (0)YE = (3.205)

j=0
GM

2&]{70{1(6]8) m=1

k
+ Z Z )\nJ (Ym Y;'?H-l + Z Z Z wljnsZiT]r‘Ls

n=1 j=0 =1 j=0 n=1 s=0

k

(4m* — 1) [uXm+Zy]

para ¢ =0,1,...2k. Hemos definido dos cantidades independientes de D2] ,

o= 200 ] ZD% 02;(0) Py; 0), (3.200)

vj = <D§I;) + B( )) 7Q2j(0) (3.207)
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y las constantes conocidas

Anj = 926125(]“)05?)(1%()

Fins = =287 B CY) 52 45(0)424(0),
junto con
X _ vr T(2m+1)
b2 (m—i+ D)I(m+i+3/2)’
oo 22m+4a l' 2] — 21 (275 — 1!
" F2m+2j—-20+1)
F'm+j—Il—i+1D)(m+j—1+i+3/2)
y

l+t22l+2t

F(2m+2j—21+25—2t+1)
(23—2t)'F(m+j—l+s—t—z+1)
(45 — 20)!(4s — 2t)!
@s—ﬂqwn+j—l+s—t+z+3m)

(3.208)
(3.209)

(3.210)

(3.211)

(3.212)

La relacién (3.205) es un sistema de 2k + 1 ecuaciones lineales en 2k + 1 incogni-

tas, las constantes de expansién Dg;-). Resolvimos dicho sistema para k = 2, 3,4,

definiendo la correccion 1PN de ¢. Las correspondientes densidad de masa y cur-

va de rotacién son mostradas en la figura 3.5, donde escogimos M ~

10°Kgq y

a ~ 10%°. Aunque, como en las aplicaciones anteriores, presentamos los resultados

newtoniano (linea a trazos) y post-newtoniano (linea sélida), ellas se superponen

en todos los casos. Entonces, tomando valores tipicos de radio y masa, las correc-

ciones 1PN son despreciables en modelos PRG.
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Mass Density

‘ : Circular Velocity
05F ] ; ; ;
150000 - —
04F
% 03 1 @ 100000 | 1
N £
5 02 Bl =
50000 —
01f ]
0.0 L, ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ] ot ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ E
0 5.x10° 1.x10° 15x10° 2.x10° 25x10%° 3.x10% 0 5x10° 1.x10%° 15x10° 2.x10° 25x10%° 3.x10%
R(m) R(m)

Figura 3.5: (a) Densidad superficial de masa para el modelo PRG con £k = 2 y
M = 4x10%%%g, a = 3x 10%m, 82 = 0,8, G = 6,67 x 10~1m?3/Kgs?, c = 3 x 108m/s.
Ambas graficas, newtoniana y post-newtoniana, coinciden, practicamente. (b) Veloci-
dad circular correspondiente al mismo modelo y empleando los mismos parametros que

en la figura anterior. Nuevamente, ambas graficas coinciden.
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CAPITULO 4

DESCRIPCION ESTADISTICA
DE SISTEMAS ESTELARES:
II. REGIMEN COLISIONAL

Una de las bases fisicas en las cuales se sustenta la ecuacién de Boltzmann
sin colisiones es la conservacion del ntimero de particulas descritas por la FD. En
realidad, la cantidad de estrellas no se conserva debido a que ellas nacen y mueren,
entonces su flujo a través del espacio de fase seria descrito mas acertadamente
por una ecuacién del tipo [11]

of of of

donde B(x,v,t) y D(x,v,t) son las tasas por unidad de volumen del espacio
de fase a las cuales las estrellas nacen y mueren. En la ecuacién de Boltzmann
sin colisiones, B — D es igual a 0, lo cual es una aproximacién ttil si y sélo si
B — D es menor en magnitud que los términos a la izquierda de la ecuacion
(4.1). El término x - 0f /0x es del orden de vf/R, donde v y R son la velocidad
caracteristica y el radio de la galaxia. De manera similar, el término v - f/0v
es del orden de af /v, donde a es la aceleracién caracteristica. Como a & v/t cross,
los dos tltimos términos del lado derecho de la ecuacién (4.1) son del orden de

f/teross- Entonces, consideremos el pardmetro

B-D
f/tcross .

La ecuacion de Boltzmann sin colisiones es valida si v < 1, lo cual no siempre se

v = (4.2)

cumple. Por ejemplo, esto sucede en el caso de sistemas de vida corta como las
nebulosas planetarias, en donde B ~ D [11]. Incluso suponiendo que v < 1, la
ecuacion de Boltzmann sin colisiones presenta otra limitante: sistemas estelares

con un alto grado de correlacién entre estrellas. Veamos.

113
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La densidad de estrellas en un elemento de volumen infinitesimal del espacio
de fase es N f, donde N es el nimero total de estrellas en la galaxia. Sin em-
bargo, en la practica lo tinico que podemos medir es la densidad promedio en
un volumen lo suficientemente grande para contener varias estrellas. La suposi-
cién que usualmente se hace es que la densidad en dicho volumen es N f, donde
f es el promedio de f (sobre el mismo volumen). No obstante, ésto solo serfa
correcto si las posiciones de las estrellas en el espacio de fase no estuvieran co-
rrelacionadas; es decir, cuando el hecho de que una estrella se encuentre en un
determinado punto del espacio de fase no influye en la probabilidad de que otra
estrella tenga una localizacién dada. En realidad, la presencia de una estrella en
A siempre incrementa la probabilidad de que otra estrella se encuentre en un B
cercano, debido a la naturaleza atractiva de la interaccién gravitacional. Por lo
tanto, la suposicién de que las distribuciones de probabilidad de estrellas indivi-
duales sean separables no es estrictamente valida. Los multiples encuentros que,
de forma persistente perturban las trayectorias medias de las estrellas, generan
correlaciones entre ellas y activan el proceso de relajacion del sistema. Si dicho
sistema tiene una edad superior (o del mismo orden) a su tiempo de relajacion,
la contribucién de los encuentros en su evolucién es significativa. Las particulas
pierden la memoria de sus condiciones iniciales y efectiian trayectorias que, vistas
en el espacio de fase, se dispersan o difunden por el efecto de dichos encuentros,
y se dice entonces que el sistema se encuentra en un régimen colisional.

Uno de los principales problemas a tratar en este capitulo es el de la ob-
tencién de una ecuacién cinética! que incluya las correcciones relativistas y que
incorpore el proceso de relajacion en la evolucién del sistema. Como fue senal-
ado por Kandrup, los los objetos astrofisicos donde las correcciones relativistas
son significativas en el proceso de relajacion son principalmente en los nucleos
activos y, quizéas, conglomerados de estrellas relativistas cuya edad es menor que
su tiempo de relajacién [80]. Existe una sélida evidencia observacional de que
existen ntcleos que contienen agujeros negros masivos formados por la inesta-
bilidad dindmica de los sistemas relativistas de estrellas [80]. En particular, los
efectos relativistas podrian ser importantes en el caso de nicleos galdcticos de-
sacoplados del resto de la galaxia, los cuales podrian llegar ser mas y mas densos

(y relativistas) en una escala de tiempo del orden de su tiempo de relajacién

1Se hace alusién a lo que, en el contexto histérico de la mecanica estadistica, se entiende
por ecuacién cinética: una relaciéon que expresa la razén de cambio temporal de f en términos
de sus gradientes (de posicién y de velocidad), evaluados en un mismo instante de tiempo (ver

por ejemplo las referencias [14, 6]).
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[117, 118]. Dado que estos sistemas estan compuestos por estrellas con velocidad
mucho menor que la velocidad de la luz, el enfoque post-newtoniano proporciona
la herramienta adecuada para investigar su comportamiento.

Dado que, en la obtencién de la ecuacién cinética deseamos ser lo mas ri-
gurosos posibles, estableciendo una deduccion partiendo de primeros principios,
adoptaremos desde un inicio el enfoque de la mecanica estadistica del no equi-
librio, esbozando de paso una dindamica post-newtoniana de correlaciones y fi-
nalmente deduciendo la secuencia BBGKY, cuya primera ecuacion servira como

punto de partida para la obtencién de la ecuacién cinética?.

2Cabe sefialar que determinar si es posible o no obtener una ecuacién cinética que describa
la evolucién de los sistemas autogravitantes, a partir de los métodos usuales de la mecanica
estadistica, es un problema abierto. Por una parte, no esta claro si estos sistemas alcanzan un
estado de equilibrio térmico bien definido. Por otra parte, se sabe que existen divergencias en
ciertos términos de las ecuaciones [6, 112]. Estos dos obstéculos son debidos a la naturaleza
atractiva y de largo alcance de la interaccion gravitacional. Una alternativa para superar este
escollo, estd en aprovechar la preponderancia que tienen los encuentros débiles en sistemas
de esta naturaleza [11]. Como se ilustrard més adelante, esto permite tratar al sistema en la
aproximacién GDA (Gas Débilmente Acoplado). Precisamente para los GDA si es posible la

formulacién de una ecuacién cinética bien comportada [6, 112].
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4.1. HACIA UNA DINAMICA POST-NEWTONIANA
DE CORRELACIONES

4.1.1. Ecuaciones de Movimiento para un

Sistema de Particulas Puntuales

Recordemos que, de acuerdo con la aproximacion 1PN, una particula que se
mueve lentamente bajo la accién de la gravedad, experimenta una aceleracion
dada por [132]

v = —V¢+c—12 —V(2¢2+¢)—%+VX(VX5)
—l—3v%+4v(v V)¢ —vVo|, (4.3)

(el punto denota derivada respecto a t) donde ¢, £ y ¥ son los potenciales new-
toniano, post-newtoniano vectorial y post-newtoniano escalar, respectivamente.
Estdn determinados por el tensor energia-momento 7%, mediante las siguientes

relaciones [132]:

0
TOO (X/,t)
x — x|’

o(x,t) = —G/d3x’ (4.4)

3t 1 926(x' 2 2
P(x,t) = ’Xd_xxl‘ [—8 (ba(;’t) +G T (x',t) + GT" (x',t)] ,(4.5)
T’O (x',t)
Ei(x.1) — —4G/d3 Rl (4.6)

Para el caso en que la fuente de la interaccion gravitacional sea un sistema de N

masas puntuales idénticas (que se mueven con velocidad < ¢ ), las componentes
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del tensor energia-momento tienen la forma:

T () =m0~ w0, (@7
T (x,t) = mi 00.0) + 3 ¢ — 1), (4.9
T (1) = 30— x(0) (1.9
72% (x',t) = mZv vFs(x — xi(t)), (4.10)

de manera que, introduciendo (4.7)-(4.10) en (4.4)-(4.6) y después de efectuar

algunos calculos, se encuentra que la aceleracién puede ser escrita en la forma

szg_;]g—l—ZAwwz —i—ZZTXX“X] (4.11)

i=1 j#i
en donde
2
—X; i (X=X 4
Aw,w;)) = G;n X=X |3 (Vi (x=x) —V2—2v?+4v-vi+LG
c |x —x;[3 | 2 |x — %] |x — %]
(4v —3v;) - (x — x;)
+(V Vz) |X—XZ|3 9
(4.12)
Y(x,xix;) = G*m? 8(x —x;)  T(xi —x;)
27—l Uk -%F - xP
(o)X B 2x) (i —x) (4.13)
Z x = x[2[x; — x5 '

Puede observarse que las correcciones relativistas a la aceleracién de una particu-
la son del orden de ¢™2(v* + GNm/r) veces V. Tomando valores tipicos para la
velocidad (v ~ 107cm/s), la masa (m ~ 103g), el nimero de estrellas (N ~ 10'9)

y una distancia minima® entre estrellas (r ~ 10®cm), se puede estimar que A+

3Usaremos la notacién w = (x,v), y también dw = d>xd>v, mas adelante.
4Nos referimos a un estimativo de la mfnima separacién requerida para que la aproximacién

de particulas puntuales sea valida
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es de alrededor 10* veces méds pequena que la aceleracién debida a la interaccién
newtoniana. Desde este punto de vista, considerando un corto intervalo de tiempo,
el efecto de las contribuciones post-newtonianas sobre la trayectoria individual
de una particula (en una galaxia, por ejemplo), es practicamente despreciable.
Sin embargo, a lo largo de grandes intervalos de tiempo, puede esperarse tam-
bién que el efecto colectivo persistente de estas pequenas contribuciones, en el
seno del sistema, logren desviarla apreciablemente de su trayectoria newtoniana
inicialmente estimada. La persistencia de estos encuentros, a lo largo del tiempo
(durante intervalos del orden de la edad del sistema), determinard la importancia
de las contribuciones relativistas.

De acuerdo con (4.11), (4.12) y (4.13), la dindmica microscépica del sis-
tema autogravitante en cuestion estd descrita por las siguientes ecuaciones de

movimiento:

Xj = Vj, Vj = Z (g]n +A]n) ‘|‘ Z Z Tjnk:a J = 17 s 7N (414)

n#j n#j kjn
en donde
rjn o
gin = —Gm—5-, Tj, = X; — Xy, Tjn = |Tjnl. (4.15)
Gm | ri, |3 ri )2 Gm
Ay = —5 2= —(Vn-ﬂ) —vjz-—202+4vj-vn+4
c Tin 2 Tin in

+(v; —vy)(4v; — 3v,,) - :JT”} ,(4.16)
J

2,2
v = G Tk ek o Tin Tjn Tk Tin (4.17)
nk = oy r3 r3 TrkT2 r2 3 ’

jn gk nk nk! jn j nk

Notese el caracter ternario de la interaccién Y. Esto generara, en la descripcion
estadistica, un cambio sustancial en las ecuaciones de evolucion de las funciones
de distribucién reducidas. A propdésito, dichas entidades, fundamentales en la for-
mulacién de la jerarquia BBGKY?® post-newtoniana, seran el objeto de la siguiente

subseccion.

5La jerarquia BBGKY es una secuencia de ecuaciones mediante las cuales se encuentran
relacionadas todas las funciones de distribucién reducidas fs. En el caso newtoniano f; se

encuentra determinada por fa, fa estd determinada por f3, y asi sucesivamente [11].
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4.1.2. Las Funciones de Distribucion Reducidas

En la descripcién estadistica del problema de muchos cuerpos, la funcién de
distribucién de N particulas es la entidad que, por excelencia, codifica el estado

del sistema en su totalidad,
F(wy,...,wy,t),

y constituye una medida de la densidad de probabilidad de que el sistema se
encuentre en el estado (ws,...,wy), en el instante ¢ (de aqui en adelante se
usard la notaciéon w; = (x;,v;), y también dw; = d*x;d*v;). Por lo general, se

exige que F' esté normalizada:

/dwl < -dwNF(wl,. .. ,wN,t) = 1. (418)

Junto con F', también se definen las llamadas funciones de distribucién reducidas

[6]:

fs(wy, ... ws, t) = /dws+1---dwNF(wl,...,wN,t), s=1,...,N,

(4.19)
que constituyen una medida de la densidad de probabilidad de que s particulas

(N —s)!

(arbitrarias) tengan coordenadas de fase wy, ..., wy en el instante t. Se acostumbra

expresar a las fs a través de la denominada expansién cluster [6, 112]:

fa(w, w2) = fi(wr) fi(wa) + ga(wi, wo), (4.20)

fa(wi, wa,ws) = fi(wr) fi(wa) fi(ws) + fi(w1)ga(ws, ws)
+ fi(wa)go(wr, w3) + f1(ws)ge(wr, ws) + gs(wi, wa, ws),
(4.21)

A las gs(ws,...,ws) se les denomina funciones de correlacion de s-particulas, y
representan el grado de dependencia estadistica entre cuerpos. Es natural pensar
que dicha dependencia estadistica es provocada por las interacciones , las cuales,
con el transcurso del tiempo, conducen al sistema través de diversas configura-
ciones o estados de correlacion. Para comprender cémo se lleva a cabo la secuencia
entre estados de correlacién, es necesario emprender un estudio de la dindmica de
las correlaciones [6]. Para ello, comenzaremos enunciando el problema de cémo

formular una jerarquia BBGKY post-newtoniana.
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4.1.3. Jerarquia BBGKY en la aproximacién 1PN

El punto de partida para la deduccion de la secuencia BBGKY es la ecuacion
de Liouville [6, 11],

GtF+Z{V (Fx;) + 0, - (Fv;)} =0, (4.22)

en donde V; = 0/0x, y 0; = 0/0v; son los gradientes de posicién y velocidad
de la j-ésima particula. La ecuacion anterior es la expresion del conocido teore-
ma de Liouville: como consecuencia del cardcter determinista de las ecuaciones
de movimiento, el numero de microestados de un conjunto de Gibbs dado, debe
conservarse a través del tiempo [6, 112]. De manera que si F'(wy, ..., wy,t) es la
densidad de microestados, debe satisfacer la ecuacién de continuidad (4.22). En
dicha ecuacion deben introducirse las ecuaciones de movimiento en la aproxima-
cién 1PN

Xj =Vj, vj = Z (g[]n] + A]n) + Z Z Tjnka .] - 1a cee 7N (423)
nj n#j kZjn

en donde
8ljn] = —Gm?" (4.24)

G 13 2\ G
A, — _m{raT[_(VnL) 2R v, v m]
2 J " rjn

(v — Vo) (Av; — 3v,,) - %"} (4.25)

jn
G*m? | ri Tk Tin Tpg - T
Yo = o |85 gtk g Do TmInk Tind (g )
2¢°Tj, i rnk rnkr Tin  Thk
En las expresiones anteriores se ha empleado la notacién
Tjn = Xj — Xn, Tin = [Tjn]- (4.27)

Como se vera mas adelante, es conveniente mostrar explicitamente las propiedades
de simetria (con respecto al intercambio de particulas) que exhiben los términos
de interaccion gpn), Ajn ¥ Yjnk. De (4.24), se observa que gi;, es antisimétrico
(en adelante el stmbolo [jn] denotard antisimetria con respecto a j, n; es decir, que

el término en cuestion cambia de signo cuando las j-ésima y n-ésima particulas
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son intercambiadas). De forma similar, (jn) denotara simetria con respecto al
intercambio j < n), mientras que Aj, v Y jn, segun (4.25) y (4.26) no muestran

explicitamente ninguna propiedad de simetria. Sin embargo, si se definen

1

1
_[Ajn + Anj]a A[]n] = 5

Ay = 3

A, — Ayl (4.28)

como la parte simétrica y antisimétrica de Aj,, y, similarmente

1 1

Y jnyk = §[Tjnk + Yokl Yijnk = §[Tjnk — Yokl (4.29)

como la parte simétrica y antisimétrica de Y j,;, entonces
Ajn = Ajn) + Agjn, Ljnre = Ly + L (4.30)

Introduciendo ahora (4.24) y (4.30) en (4.23), combinando este resultado con
(4.22), y usando las identidades

YD BumAi =) Bun(4; + A, (4.31)

j=1 n#j j<n =1

N N

DY BugAi =) Byu(A; — Ay, (4.32)
=1 n#j j<n =1

se obtiene la siguiente forma para la ecuacion de Liouville:

O F = Z LIF+ ) Z [LI% + LT ] F (4.33)

j<n =1
en donde se ha definido
L) =—v;-V;, (4.34)
L9 = {8y — Apyu} - Ojn — {AGn) - Djn +23(v; — Va) - 8jm }- (4.35)
Ly = =Y Gk Djn — Xjnge - Ojmn- (4.36)

En estas ecuaciones se ha empleado la notacion

Noétese que, de acuerdo con (4.35) y (4.36), LgA y Lmk son simétricos con respecto

aj,n
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En este punto, ya es posible obtener una expresion para la jerarquia BBGKY.
Se asumira, primero que todo, que F' es simétrica con respecto a cualquier inter-
cambio w; < w,. Esta suposicién estd basada en el hecho de que el sistema en
consideracién se compone de particulas idénticas [6, 11]. También se asumira que

F' se anula en las fronteras del espacio de fase. Esto implica, a la luz del teorema

/d3XVF = /d3v8F = 0.

Puede verificarse que, de acuerdo con estas condiciones, se cumple que

de Gauss que

/ dw;LIF = / dw;dw; LINF = / dw;dw; L} F = 0.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, combinando (4.19) con (4.33),
después de efectuar los correspondientes calculos, se obtiene la siguiente expresion
para la jerarquia BBGKY:

k<s
o, ZLO S <L5A s L>

j<n =1 k#jn

s k<s
/dws+1 (Z Lj(s+1 + Z Z LY in(s+1) T Z Z LJ(S+1)]€) fot1

j<n =1 J=1 k#j

+ Z / dws+1dws+2L]‘T(s+l)(s+2)fs+27 s=1,2,...,N. (4.38)

Se observa que en el caso de los sistemas autogravitantes post-Newtonianos (en
la aproximacién 1PN), esta secuencia presenta una diferencia crucial con la jerar-
quia correspondiente al caso puramente Newtoniano (y en general, con cualquier
sistema regido por interacciones binarias). En este tltimo, la razén de cambio de
fs depende sélo de fsy fsi1 [11].

4.1.4. Ecuacién de Liouville Generalizada y

Dinamica de Correlaciones

Ya senalamos antes que, las f; pueden expresarse como una combinacion lineal

de patrones de correlacion. Esto se expresa, de forma general, como [6]

Folw, ... w, Z 1---5]), (4.39)
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en donde el simbolo §2, representa las siguientes situaciones:

;

0 (Correlacién nula)
Q=< C (Correlacién total)
1,2,...,8,12,13,...,123,124,...,123--- (s — 2) (Correlacién parcial)

\

Los patrones con {2 = 0 corresponden a términos completamente separables (no
dependen de las funciones de correlacién). Ellos denotan estados de vacio (la
palabra vacio en este contexto significa ausencia de correlaciones o independencia
estadistica). Los patrones con €2 = C son términos no separables con respecto a
todas las coordenadas de fase involucradas. Ellos denotan estados de correlacion
total. Por ultimo, los patrones con 2 = 1,2,...,s,... corresponden a términos
parcialmente separables y denotan estados de correlacion parcial.

Las primeras cuatro distribuciones reducidas, usando la notaciéon empleada en

(4.39), tienen la siguiente representacién (obsérvese la correspondencia con (4.20)
y (4.21)):

filwr) = [1]0) (4.40)

Falwr, ws) = [12]0) + [12|C) (4.41)

3wy, we, ws) = |123]0) + [123|1) + [123]2) + [123|3) + |123]C) (4.42)
Fi(wi, wa, wy, wy) = [1234]0) + [1234[1) + - - - 4 [1234]12) + - - - + |1234|C) (4.43)

La representacién de las fs en términos de patrones de correlacion, constituye la
antesala para la definiciéon de una entidad fundamental en la mecanica estadistica
del no equilibrio. Se trata del vector de distribucion f(t), cuyas componentes son

el conjunto de todos los patrones de correlacién [6] :
fO) ={l1---s[Q)},  s=1,....N. (4.44)

A través de esta consideracion, el sistema (4.38) puede representarse como [6]

N
O{sHQ) =D Y (QI{SHL + L8 + LY Q) [{r}He), (4.45)
r=1 Qf
en donde, empleando la notaciéon de Dirac, se han introducido las definiciones

(QU{SHL Y} = barda.e, > LS, 1<s <N, (4.46)

j=1



124

(QUSHLMY) = budoser Y Y Lin (4.47)

j<n =1
+ 5(3_‘_1)7«5QS+IQ;‘ /dws+1 ZL?éH-l)’ 1<s<N-—-1,
j=1

s  k<s

QLT = Suba D D D> Liu (4.48)

j<n =1 k#jn

s s k<s
LENECSEY ETRH) B) BAANED B DL M
j<n =1 J=1 k#j

+ O(s+2)r00, 100 Z/dw8+1dws+2LjY(s+l)(s+2)7 2<s<N-2
j=1

<Q2’12|£T|{T}|Q/r> = 57’3594% /de(LE?’ + Lgsz + Lg:n)

+ 57‘4&2;@1/dw3dw4(L£4+LgS4)a (4.49)

OILEH) = Srdogo [ dwnLtS, OIILTHION) = besdo [ duadu LTy,

(4.50)
Las ecuaciones (4.46)-(4.50) definen la representacién matricial de los operadores
L0, £9% y LY. Ellos conforman lo que se denomina el operador de Liouville gene-

ralizado L :
L=L04L%+ LY, (4.51)

y por esta razon, la expresién (4.45), que también puede ser escrita como
of(t) = LE(t), (4.52)

es llamada la ecuacién de Liouville generalizada. Nétese que £° no genera transi-
ciones entre estados de correlacién, mientras que £9* y LT si lo hacen. El primero
produce transiciones entre estados 2, y 25,1, y el segundo entre estados §2,, 2411
y Qgy0. Por ello se dice que la ecuacién (4.45), que expresa la razén de cam-
bio de cada estado en términos de estas transiciones, describe la dindmica de

correlaciones del sistema.
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4.1.5. Sobre la Obtencién de una Ecuacion Cinética

La representacion (4.44) posee una propiedad fundamental. El conjunto {|1-- - s|€2) }

consta de dos subconjuntos: (i) El subconjunto de todos los estados de vacio
(Q = 0); (ii) El subconjunto de todos los estados de correlacion (total y par-
cial), correspondientes a Q = 1,2,...,s,...,C. En otras palabras, el vector de
distribucion puede ser expresado como la suma de una componente de vacio, que
serd denotada por VE(t), y otra componente de correlaciones, simbolizada como
Cf(t):

f(t) = VE(t) + CE(¢). (4.53)

Esta ecuacion sugiere que es conveniente introducir dos operadores de proyeccion,
V y C, en el espacio de los vectores de distribucién. El primero proyecta a f(t)
sobre su componente de vacio y el segundo lo proyecta sobre su componente de

correlacién. Deben obedecer, por tanto, las siguientes propiedades
Vi=1V, C?=C, VC =0V =0, V+CO=1I. (4.54)

Es facil mostrar que, tras introducir (4.53) en (4.52), usando las propiedades
(4.54), se obtiene
oVE(t) =VLVE() + VLCE(L). (4.55)

Esta relacién expresa el hecho de que la razén de cambio de Vf{(t) depende de
VE(t) y Cf(t). Dicha dependencia (en términos de la componente de correlacién),
hace que (4.55) no se muestre explicitamente como una ecuacién de tipo cinético,
pues no es cerrada en V{(t). ;Cémo mostrar que, a partir de la ecuacién de Liou-
ville, puede deducirse una ecuacion cinética que describa la evolucion irreversible
de un sistema dindmico?

Hacia la década de los 70’s, la escuela de Bruselas propuso una alternativa

para este problema, la cual consiste en asumir que

1. El vector de distribucion se expresa como la suma de una componente

cinética, £(t), y una componente no cinética, f(t):

~

£(£) = £(t) + £(t). (4.56)

2. Cada una estas componentes evolucionan independientemente, obedeciendo

su propia subdinamica:

— — A A

of(t) = CE(t),  af(t) = LE). (4.57)
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Las suposiciones anteriores sugieren la definicion de dos nuevos operadores de
proyeccion cinética y no cinética, los cuales deben satisfacer ciertas condiciones
especiales [6]. Al efectuar el proceso de construccién de dichos operadores (los de-
talles de este tratamiento, que por cierto es bastante extenso, pueden consultarse

en [6]), se encuentra que es posible obtener una relacién de la forma

OVE(t) = VLVE(t) + VQVE(t). (4.58)

en donde Q es un operador independiente del tiempo, cuya forma explicita se
mostrard en 4.1.5. Esta tiltima expresién, que es una ecuacién cerrada para VF(t),
es denominada la ecuacion cinética general.

La aplicacion de este enfoque depende de si es posible o no construir los
operadores de proyeccion cinética y no cinética. Ello, evidentemente, depende
de la naturaleza del sistema dinamico en cuestion. Se sabe que para el caso de
los gases débilmente acoplados y plasmas, es aplicable el anterior formalismo.
También se sabe que, por ejemplo, para un sistema compuesto por tres particulas
que interactian por medio de fuerzas centrales, no es aplicable (dicho sistema
no alcanza un estado de equilibrio). Surge entonces una cuestién fundamental:
. Es posible obtener una ecuacion cinética para los sistemas autogravitantes? Una
primera aproximacion a la respuesta de este interrogante, descansa en el terreno
de la fenomenologia y en un examen de los trabajos precedentes en el campo de
la teoria cinética.

A través de un enfoque alternativo, basado en procesos estocasticos, Rosenbluth-
MacDonald-Judd [120], Chandrasekar [26, 27], Kandrup [?], entre otros, han
mostrado que la evolucion de los sistemas autogravitantes puede describirse por
medio de la ecuacion cinética de Fokker-Planck [11]. Su deduccién (en particular,
la simplificacién del término de colisiones) esta basada en la preponderancia de
los encuentros débiles: la mayor parte de la dispersion de particulas, en el espacio
de fase, es debida a procesos en los cuales el cambio fraccionario en la velocidad
es pequeno (dv/v < 1) [26, 11]. Por otra parte, la ecuacién de Fokker-Planck
puede considerarse como un caso especial de la ecuacion cinética de un gas débil-
mente acoplado (GDA). Se sabe que dicha expresion, en el limite hidrodindmico
se reduce a la ecuacion de Landau, la cual contiene como caso especial a Fokker-
Planck [6]. Estas coincidencias sugieren que, en una primera aproximacion, debido
a la preponderancia de los encuentros débiles en la evolucion de un sistema au-
togravitante de muchas particulas, su descripcion cinética es equivalente a la de

un gas débilmente acoplado.
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La Aproximacion GDA

Considerar que el sistema se comporta como un GDA (Gas Débilmente Acopla-
do) consiste en asumir que £9* 4+ LY genera sobre la evolucién una contribucién
pequeiia frente a la generada por £°. Esto puede ser cuantificado a través de un

pequeno parametro adimensional A\ de la siguiente forma
L=7L0+ AL, L =rL%+ ", D<Akl (4.59)

Después de emplear los métodos de la teoria de perturbaciones, en las expresiones
finales puede hacerse A = 1. Su funcién es de caracter practico y no introduce
ninguna implicacion fisica adicional. Es tan so6lo una forma de cuantificar la pre-
ponderancia de los encuentros débiles en la evoluciéon de los sistemas autogravi-
tantes.

Al introducir (4.45) en la componente cinética de (4.52), aplicando luego el
proyector V' (usando (4.53), (4.54) y teniendo en cuenta que V' y C' conmuntan

con LY [6]), se obtiene
OVE() = LOVE(t) + A\VL'VE() + ANV L CE(t). (4.60)

Como se sefialé anteriormente, es posible encontrar la relacién entre Cf(t) y VE(t)
a través de una ecuacién de la forma (4.58). El procedimiento para lograr esto,
que por cierto es bastante extenso, se encuentra detalladamente en [6]. En dicha

referencia se deduce la siguiente expresiéon
AVLCE() =) VA VE(®), (4.61)

n=1

en donde el operador VA,V esta dado por

0 0 e e} T1—T2 T3—T4 T2n—3—T2n—2
VAHV = / dT2 / dT4 s / dTQn/ d’Tg / dT5 e / dTanl
0 0 0 0 0 0

ng(’rg)va(’ﬁ — Ty — Tg)VQ(T4)VZ/~{(T3 — T4 — 7'5)Vg(7'6)V

X Vz;{(Tznfs — Top—2 — 7—2n71>vg(7—2n)va(7_2n71 — Top — Tzn+1)v-(4-62)
Aqui aparece el llamado propagador de Vlasov,

VU(T)V = Vexp {7V (L + ALV}, (4.63)
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y el operador G(7), dado por

G(r)=(2m)"" Z )\m”/cdz exp(—izT) L {CR°(2)L'}" R (2)CL',  (4.64)

m=0

en términos del llamado operador resolvente,
R(2) = — (L +iz)~ L. (4.65)

Introduciendo (4.61) en (4.60), se obtiene

OVE() = V(L +AL)VE(H) + > VA VE®). (4.66)
n=1
En la serie que aparece en el lado derecho se tomaran los términos de hasta
segundo orden (A?). Segtin (4.63), A\ corresponde al término de més bajo orden
para el propagador de Vlasov y, de acuerdo con (4.64), la serie de G comienza
con un término A%, Esto significa que n = 0, en (4.61), el primer término de la
serie del operador cinético, es por lo menos de segundo orden. Por tanto, en esta
aproximacion, se tiene
S vav = vagv. (4.67)
n=0

Usando algunas relaciones del formalismo presentado en [6], se obtiene que

VARV = 32 / drV LU () LU (—7)V, (4.68)
0

en donde
U (1) = exp(TLY). (4.69)

Asi, (4.61) adopta la forma

OVE®t) = LOVE(t) + \WLVE(t) + N2 / N drV LU (T) LU (—T)VE(t). (4.70)

Esta es la ecuacion cinética general de segundo orden para un GDA. La integral
que aparece en el lado derecho corresponde al término de colisiones, el cual con-

0 ¢ 2y ¢, Los términos con ¢~* tendrén que ser despreciados,

tiene términos en ¢

a fin de obtener una ecuacién cinética consistente con la aproximacién 1PN.
Con el objetivo de mostrar como reducir (4.70) a la forma de una ecuacién

cinética estandar, se tomara, por simplicidad, el caso puramente Newtoniano.

Esto correspondera a hacer

LN — 9, LY -0,
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en todas las expresiones anteriores. Ahora, se escribird (4.70) para la primera com-
ponente de Vf(t), es decir, |1|0). Para esto es necesario tener una expresién para
las componentes (01| — [{r}|€2,) de cada operador involucrado alli. De acuerdo

con (4.46)-(4.50) (despreciando términos en ¢2), se tiene que
OV LV () = 6,1 L, (4.71)
OUVLVI) %) =5 [ duslt, (4.72)

(O[LVLYCU (7) L2U(—T)V {1 }) = 5r2/dsz?zU{)Q(T)L?QUfQ(—T), (4.73)

en donde
Uty(1) = exp(TLY,) (4.74)

Recordando que [1]|0) = fi(wy,t), tras la introduccién de (4.71)-(4.73) en (4.70),

se obtiene (tomando ya A = 1)

Oufi(wnt) = LOfi(wn,t) + / dun Lty fy (w1, 1) fi (1, 1)

" / ar / dun LU (1) LU (—7) fiuwn, £) f (. £)(4.75)
0

Después de efectuar algunos calculos, se puede mostrar que esta expresion adquiere

la forma [6]
dfi(wi,t) = —vi-Vifi(wi,t) —g(x1,t) - O fi(w, 1) (4.76)
—1—/dw2/ drog - {V1¢12V1$12} : (312 + Tvl?)fl<wla t)fl(“&i%
0
en donde
r
g(xy,t) = —Gm/defl(m,t)T—}f, (4.77)
12
es el campo gravitacional Newtoniano medio, y
~ Gm
¢12 = -0, Via = V1 — Va. (478)
|I'12 - V127'|

La expresion (4.76) se muestra explicitamente como una ecuacién cinética. Al
comparar dicha expresién con el limite newtoniano de (4.128), se puede establecer
que la funcién de correlacién de dos particulas debe tener la siguiente forma (la

siguiente relacién también puede ser deducida a partir de (4.60) [6]):

gg(’wl, Wwao, t) = /OO dTlezlg : (612 + TV12)f1 (wl, t)fl (”LUQ, If). (479)
0



130

Esto proporciona una alternativa para simplificar el problema de la obtencion
de una ecuacién cinética para sistemas estelares: al asumir g3 = 0 y que la de-
pendencia estadistica entre particulas es debida principalmente a la interaccion
Newtoniana, entonces la evolucion del sistema autogravitante estd descrita por
(4.76) y (4.79). Precisamente, en la siguiente secciéon miraremos este problema

con mas detalle, aunque empleando un enfoque distinto y menos intrincado.
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4.2. TEORIA CINETICA POS-NEWTONIANA

Presentaremos dos formulaciones para ecuaciones cinéticas tipo Fokker-Planck-
Rosenbluth (FPR) en la aproximacién 1PN [113]. La primera formulacién parte
de la ecuacién de Fokker-Planck covariante para un gas simple, introducida re-
cientemente por Chacén-Acosta y Kremer [25]. La segunda formulacién se apoya
en el establecimiento de una jerarquia BBGKY post-newtoniana, desarrollada sis-
tematicamente partiendo de las ecuaciones 1PN y usando el método de Klimontovich-
Dupree (KD) [82, 40]. Cerraremos la jerarquia mediante la introduccién de una
funcion de correlacion de dos particulas que describa adecuadamente el proce-
so de relajacion. Este esquema revela un aspecto que no es considerado en la
primera formulacion: la contribucién de las correlaciones ternarias en los coefi-
cientes de difusion, como consecuencia de la naturaleza ternaria de la interaccion
1PN. Ambas formulaciones pueden ser consideradas como una generalizacién de
la ecuacién deducida por Rezania y Sobouti en 2000 [119], para sistemas estelares

en los cuales los efectos relativistas de la gravitacion son importantes.

4.2.1. La Ecuacién de Fokker-Planck-Rosenbluth

La ecuacion de Boltzmann sin colisiones en la aproximacion 1PN para un sis-
tema autogravitante, embebido en un espacio-tiempo minkowskiano, fue deducida
por Rezania y Sobouti en 2000 [119], encontrando algunas soluciones relevantes.
El propésito de este apartado consiste en ir mas alla del caso colisional e incor-
porar situaciones en donde los encuentros entre particulas desempenan un rol
significativo, y deducir una ecuacién cinética tratable que describa la evolucién
de esta clase de sistemas autogravitantes.

Es bien sabido que la evolucion de los clusters globulares, donde se asume que
las correcciones relativistas no son importantes, esta descrita satisfactoriamente
por la ecuacion cinética de Fokker-Planck. En la aproximaciéon local, es posible
obtener relaciones explicitas para los coeficientes de difusién, en términos de los
potenciales de Rosenbluth, y dicha ecuacion adopta una forma bastante tratable
[11] (la denominaremos ecuacién FPR):

of of of 9, 1 o

g5 9 - Al -
o Y ax T8 oy T "an D T aguan

(BYS), (4.80)

en donde hemos empleado la convencién de suma (i, j = 1,2,3). Aqui, Ay y Bf{}
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son los coeficientes de difusion o coeficientes de Rosenbluth (el subindice N remar-
ca el hecho de que estamos tratando con la teorfa newtoniana). Dicha ecuacién
describe la evolucién de funciones de distribucion f(x,v,t) de una particula de
prueba, que se mueve a través de un mar homogéneo de estrellas campo. Ellas
estdn descritas por una funcién de distribucién estética e independiente de la
posicién, ¥(v), que determina D y D%. Si cada estrella campo tiene la misma
masa m que la estrella de prueba, los coeficientes de Rosenbluth toman la forma
[11, 120]

; 0 v(v')
AN = 871'G2m2 hlAa—Ui/dSV/rV/’, (481)
- 2
BY = 47G*m*InA /d3V’\IJ(V’)|V — V'], (4.82)
V;0V;

donde In A es el logaritmo de Coulomb y G la constante gravitacional. Como es
sabido, la obtencién de (4.81)-(4.82) requiere de tres hechos fundamentales: (i)
Asumir que los encuentros binarios dominan el proceso de relajacion del sistema
[26, 27]; (ii) asumir que todos estos encuentros son locales (esto es, con pardametros
de impacto mucho menores que el tamano del sistema); (iii) un conocimiento
detallado de la dindmica microscopica de dos cuerpos.

Tal vez, una forma natural de obtener una versién 1PN de (4.80), es comen-
zando por la ecuacién covariante de Fokker-Planck y luego efectuar su aproxi-
macién post-newtoniana. Actualmente, podemos encontrar diferentes versiones
de este tipo de ecuaciones cinéticas, como la obtenida por Kandrup [78, 79, 80,
basada en un punto de vista estocéstico (esto es, partiendo de una ecuacién mas-
ter covariante). Un esquema mas fundamental ha sido introducido recientemente
por Chacén-Acosta y Kremer [25], quienes derivaron una ecuacién de Fokker-
Planck para un gas simple en presencia de un campo gravitacional, comenzando
desde la ecuacién de Boltzmann relativista general. Existen varias razones que
nos impulsan a adoptar dicho esquema. Dado que dicha deduccién esta soporta-
da por la ecuacion de Boltzmann, la correspondiente relacion de Fokker-Planck
es consistente con situaciones donde el sistema evoluciona hacia un estado de
equilibrio, caracterizado por la funcién de distribucién de Maxwell-Jiitner [23].
Por otra parte, dicha ecuacion es valida para sistemas cuyo proceso de relajacion
estd dominado por encuentros débiles, que es la imagen usual para modelar el com-
portamiento de sistemas autogravitantes. Ademas, los coeficientes de difusién que
caracterizan la ecuaciéon de Fokker-Planck covariante (ver ecuacién (4.83)) estén

presentes en una forma que facilita la implementacion de la aproximacién 1PN.
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Las limitaciones del esquema anterior pueden ser visualizadas a través de la
consideracién de un punto de vista ain més fundamental [113], basado en la
jerarquia BBGKY(13, 15, 81, 138]. Examinando la dindmica del sistema en el
nivel microscépico, podemos observar un aspecto fundamental de la interaccion
descrita por la aproximacién 1PN que no es contemplado cuando se parte de la
formulacion covariante. Como mostraremos mas adelante, la fuerza 1PN ejercida
sobre cada particula tiene una naturaleza ternaria (ver (4.114),(4.117)). Esta
caracteristica conduce a la aparicién de patrones de correlacion de tercer orden
en la primera ecuacion BBGKY y no todos ellos se anulan después de introducir
la suposicién de encuentros binarios (ver (4.128), (4.131)), un hecho empleado en
la formulacién de términos de colisiones tipo Landau [90, 6, 84] o tipo Fokker-
Planck.

A pesar de que la aparicion de patrones de tercer orden dan origen a un térmi-
no de colisiones que no se muestra de una forma estdandar (ecuacién (4.131)), este
puede llevarse a una forma FPR escogiendo adecuadamente la funcién de correla-
ci6én de dos puntos g y haciendo g3 = 0 [113]. Aqui, dos factores desempenaran un
papel importante: (i) La ecuacién FPR clésica puede ser deducida de la primera
relacion BBGKY, escogiendo una funcién de correlacién correspondiente a un gas
débilmente acoplado (GDA) en el régimen hidrodindmico (esto no es un hecho
sorprendente, ya que la deduccion usual de la ecuacién FPR se asume que los
encuentros débiles juegan un rol importante en el proceso de relajacién); (ii) en
la aproximacion 1PN la ley de conservacién del momento para un sistema de
particulas puntuales es el mismo que en teoria newtoniana, y esto se cumple si y
sélo si cada particula obedece la ecuacién newtoniana de movimiento [132]. Esto
significa que el proceso de dispersion y, en consecuencia, la forma explicita de gy
en la aproximacién 1PN es la misma que en el caso newtoniano. Estas considera-
ciones nos permiten incorporar la funciéon de correlacion de un GDA en el limite
hidrodinamico, en la contribucion post-newtoniana del término de colisiones, para

su posterior simplificacién [113].

4.2.2. Deduccion a partir de la Ecuacion Covariante de
Fokker-Planck

Comenzaremos diciendo que la funcién de distribucién f(z*, p') de un gas au-

togravitante de particulas, todas con igual masa en reposo m, satisface la ecuacién



134

covariante de Fokker-Planck[25]:

of of 0
w9 po o 9 Y
Ly wb P op° Op*

82

1
DH —

(f D) (4.83)

donde p* = mU* es el 4-momento, I'7,, son los sfmbolos de Christoffel, 2 = (ct, x)
son las coordenadas del espacio de configuraciones y D*, D" son los coeficientes

de difusién dados por

3
Dt = / LAY Fodoy =522 (4.84)
Pxo
v v d3p*
DW= f*Ap’:Ap*FadQ\/—gp , (4.85)
*0

donde f, = f(z#,pl), Apt = pl —pt, g = det(guw), F = /(pipa)?> — mict es el
flujo invariante, o es la seccién eficaz diferencial y df) es un elemento de angulo
solido que caracteriza el proceso de dispersion. Las cantidades p* y p# denotan el
4-momento de la estrella de prueba y de las estrellas de campo antes del encuentro,
respectivamente, mientras que p'# y p* representan sus 4-momentos después del
encuentro.

Con el fin de efectuar la aproximacién 1PN de (4.83), tenemos que tener en
cuenta varios factores importantes. Necesitamos una expansién de (4.83)-(4.85)
hasta orden (v/c)*, donde ¥ es una velocidad newtoniana tipica en el sistema. En
esta aproximacion g, estd dado en términos de el potencial Newtoniano ® y los

campos post-newttonianos v, & (ver Apéndice B y la referencia [113]) :

goo = —1—20/ —2(D*+v)/c", (4.86)
goi = &/, (4.87)
gij = (1=28/c%)d;;. (4.88)

(los indices latinos varfan de 1 a 3). Por otra parte, la 4-velocidad U* est4 rela-

cionada con la velocidad clésica v! = dz'/dt a través de la ecuacién
Ur=U*H  VF=(1,v"/c), (4.89)
estando restringida por la relacién
g UMY = —¢. (4.90)

Otro hecho importante es que en la aproximacién 1PN la ley de conservacion

del momento para un sistema de particulas puntuales es satisfecha si y sélo si
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cada particula obedece la ecuacién newtoniana de movimiento [132]. En otras
palabras: deben obedecer la ley de conservacion del momento clasica. Inmedia-
tamente observamos dos implicaciones que jugaran un papel fundamental en el
célculo de los coeficientes de difusién. Estos fueron obtenidos en la referencia [25]
escogiendo el marco de referencia del centro de masa de las particulas que partici-
pan en la colision. El hecho de que en la aproximacién 1PN ellas obedecen la ley
clasica de conservaciéon del momento, implica que AU? = 0 y, en consecuencia,
D® = D" = 0. Por otro lado, también en virtud de la ley clésica de conservacién
del momento, debemos considerar gdf) como la seccién eficaz newtoniana. estas

consideraciones nos permiten escribir (4.83)-(4.85) como

0 , 1 02 g
= — v _—— v
Luf a(ﬂ.(fA )+ 26)Uian(fB ) (4.91)
donde Ly es el operador de Liouville, definido como
0 , 0
_ JTH — Tt ygryY— 4.92
Ly=U B WUMU ETig (4.92)

. : BU,
A = /f*AU;\/(Uﬂ,?Ua)2 — AadQ/—g UU , (4.93)
*0

g . . d3U,
BY = /f*AU:AUﬁ\/ (UaU,)? — AadQy/—g T (4.94)
*0

Hemos decidido expresar la ecuacion de Fokker-Planck en términos de la 4-

velocidad en vez del 4-momento para facilitar la implementacién de algunos resul-

tados usados por Rezania y Sobouti en el caso no colisional [119]. Ahora f(z*, U?)

es una densidad de fase en el espacio 6-dimensional (z?, U?) y & es la seccién efi-

caz diferencial newtoniana. El lado izquierdo de (4.91) en la aproximacién 1PN,
puede escribirse como [119]

Ul (o 0 0P 0 1

ur = U0 01 oo

e {(4@4—@2)

oL
ot v oxt  Oxtovt 2 ‘

ox’

oxi Ozt

09D 0D a¢+(agi %)Uj+aﬂ of

gyt 2 i .
R T TR ot avi}’(4‘95)

donde U°/c, determinado a partir de (4.90), estd dado por

U° 2 D
—_— =14 ——-—. 4.96
c + 2c2 2 ( )
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En consecuencia, la ecuacién (4.91) puede ponerse en la forma

0 192
-(fA") + =
(A +

(En+Lpn)f = A= Y]

(fBY) (4.97)

donde Ly v Lpy son los operadores de Liouville newtoniano y post-newtoniano,
dado por

0 ;0 00 0
by = ot v dri Ozt Ov (4.98)

o , 00, 0D 00
£PN = C—2|:(4(I)+U)% U’U@ ’Uat
oY 06 0§\ ;06| 0
oot ((%cj o)V T o oo (4.99)
y A =¢/U° a orden c¢72, equivale a
2
d

A:l—;—CZJrg. (4.100)

De acuerdo con (4.97), necesitamos una expansién del operador de Fokker-Planck
(término entre paréntesis en el lado derecho) a orden ¢~2. Aquf tenemos que tener
en cuenta que Jv'/OU’ estd dada por[119]

9 Qv (go; + g™ /c) para i # k
ou - —17,3770~2 k l .
—Q7 U " + 300" (gok + gwv'/c)]  parai=Fk
donde
Q = U"(goo + goiv' /). (4.101)
Entonces obtenemos
0 ol 0 0 1 G, » 0
oui " avigw  Vau Tz (Z” Vo~ 2V g ) (4.102)
k#i JFi
con
FETEEE (4.103)
N 2c2 % '

Ahora obtendremos A’ y BY a orden ¢~2. Es 1til considerar que, en el marco
de referencia del centro de masa, U? = U°, U! = —U" y, como consecuencia de

la condicién (4.90), tenemos que goo = Gooss Joi = —Yoix, Gij = Yijx- Esto nos
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ayudard a simplificar el calculo de cantidades como AUj /U, U, y UsU,. De

hecho, después de algunos cédlculos, encontramos [113]

AU? 20\ Avt 20 502 3
o (1 )2 =12 PU= (1425 ) P,
Uso c? c c?

2 4P
(UfUa)2—c4_c<l+%—C—) v —v.|.

Introduciendo estas relaciones en (4.93)-(4.94), obtenemos a orden ¢ 2

A = /7|v — V. |f. AviadQd ., (4.104)
BY = /77|V — V.| fe AV AV GdQ P, (4.105)

con ,
:—1—%+1i—f), n=—1- 4;; +1§—2@. (4.106)

De las ecuaciones (4.104)-(4.105) uno puede observar que la relacién entre A*, B%
y los coeficientes de Rosenbluth clésicos. Para esto, uno debe asumir que f, puede
ser reemplazada por una funcién de distribucion de un mar homogéneo de estrellas
campo en equilibrio y considerar la seccion eficaz diferencial correspondiente a

una ley de fuerzas de cuadrado inverso. Es decir
f(x, Vi, t) = U(v,), &= G*m*v — v, tsin"(6/2), (4.107)

donde ¥(v,) = W, es la FD de la estrella campo y 6 es el angulo de dispersion
medido en el marco de referencia del centro de masa. Introduciendo (4.107) en
(4.104)-(4.105) uno puede observar que los factores ¢ de A* y B% son equivalentes
a los coefientes de Rosenbluth A} y B¥, dados por (4.81)-(4.82) (detalles de este

célculo pueden consultarse en [120]). Por tanto, podemos escribir
Am—ay— Ay, BY——BY- By, (4.108)

donde A, v BY estdn dados por (4.81)-(4.82) y

. G2m 20110\ U(v,)AvidQd3v,

A = * 4.109
PN <202 > v — v, [3sin*(6/2) ( )
i G?*m? V2 12(I> U (v,) Avi AvIdQd3v,

By = (&%) e pagry
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Finalmente, introduciendo (4.108) y (4.102) en (4.97), encontramos que la apro-

ximacion 1PN de (4.91) puede escribirse como

Ly +Lm)f = = (A) + 55 (BRD) = () + 350 (B
oy [TUAY) + Ky (B (111)
donde hemos definido los operadores 7; y Ky; como
T = (- 2@)% + 6507 (2 + vl%> : (4.112)
K = (”2 - 1?) av?;uj * 3U;Ul av?;vj
+6,; (2 + vl%) + H;i%. (4.113)

La relacién (4.111), en contraste con (4.83), es una ecuacién cinética no covarian-
te que se puede interpretar como una extension 1PN de la ecuaciéon FPR clasica
(4.80). Aqui, las contribuciones newtoniana y post-newttoniana aparecen sepa-
radas tanto en el lado derecho como en el izquierdo. Observamos que los campos
post-newttonianos ¢ y & contribuyen tan sélo a través de Lpy v no aparecen en
el término de colisiones. En la proxima seccién veremos que la deduccion de la
ecuacion cinética a partir de la dinamica microscépica revela contribuciones adi-
cionales a los coeficientes de difusion. La razén es que la interaccién 1PN presenta

contribuciones provenientes de 1 y &;, que no desaparecen cuando la secuencia
BBGKY es cerrada [113].

4.2.3. Derivacién a partir de la Dinamica Microscépica:
La Primera ecuacion 1PN-BBGKY

En esta seccién vamos a esbozar la descripcién estadistica del sistema auto-
gravitante partiendo de la dindmica microscdpica [113]. En particular, trataremos
con la jerarquia BBGKY, la cual, formalmente, equivale a la ecuacion de Liouville.
En particular, consideraremos sélo la primera ecuacion de la secuencia, desde la
cual obtendremos la ecuacién cinética. Dado que empezamos a partir de la ley de
fuerza 1PN no covariante, la correspondiente ecuacion de evolucion sera también
expresada en una forma no covariante. Como se dijo en la seccién anterior, esta

es una propiedad que caracteriza la aproximacion 1PN.
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Sea un sistema compuesto por N particulas puntuales idénticas, con masa m,
interactuando gravitacionalmente y moviéndose con velocidad < ¢. De acuerdo

con la aproximacion 1PN, cada particula experimenta una aceleracién dada por
v =gr(x,t)+Tx(x,v,1), (4.114)

donde gk v 'k son la fuerza gravitacional (por unidad de masa) newtoniana y

post-newtoniana, respectivamente (el subindice K, motivado por el posterior uso

de las funciones de Klimontovich, indica que tratamos con campos exactos en vez
)

de campos medios). Ellos estan dados por [132]

X —X;
8Kk = —Gm;—b{_xi', (4.115)
0 ¢ 0
2 - = 2 > R
T = aX(2<I> + ) at—i—vx(axxﬁ)

(4.116)

od 0 , 0P
—|—3V§+4V(V-a—x)q)—v I

La ultima ecuacién representa la correcciéon relativista de la fuerza en la aproxi-
macién 1PN, la cual incluye la contribucion de los potenciales post-newtonianos
¢ y ¢ . En este caso (masas puntuales idénticas), podemos obtener una forma
explicita para I'y, en términos de posiciones y velocidades. Hemos encontrado

que la contribucién puede escribirse en un forma bastante sugestiva (ver apéndice

B):
N N

T =Y Aw,wi)+ > ) T(x%:,%;), (4.117)

i=1 i=1 j#i
donde w = (x,Vv) (esta notacién serd usada de aqui en adelante). Aqui, la fuerza
relativista total se muestra como el resultado de dos contribuciones: un término
de interaccion binaria dependiente de la velocidad A, y el término de interaccion
ternaria Y. Ellos son definidos como sigue:

G P e
Alw,w;) = T Yoo \TT G2 0y2 4 gy v;
’ N o '

+3 V- I’in 2
2 Tex;

+(V—Vi)(v V) Lo,

} . (4.118)

r3

TX;

T(x,x;,%X;) =



140

con
Ty, = X — X;. (4.120)

Como mostraremos, A conduce a la incorporacion de la funcién de correlacién de
dos puntos en la descripcion estadistica. Por otra parte, Y origina la aparicion
de patrones de correlacién de tercer orden, que es una diferencia esencial con el
caso puramente newtoniano.

Con el fin de introducir la descripcién estadistica de la evolucion para este
sistema, usaremos el formalismo KD [82, 40]. Dicha formulacién de la mecénica
estadistica del no equilibrio, ha sido ampliamente usada en el tratamiento pro-
babilista de sistemas dominados por interacciones de la clase (4.114) (ver por
ejemplo [139, 58, 100]). El método comienza introduciendo la densidad de fase

microscépica de una particula o densidad de espacio de fase (funcién KD):
(x,v,1) Za x — x;(t)]0[v — vi(t)], (4.121)

donde § es la funcién delta de Dirac 3-dimensional. Claramente, esta funcién

satisface la siguiente ecuacién de evolucién (ecuacion KD):

0fk Ofk 0fk 0fk
- r =0 4.122
ot YV ox TBK Ty TRy T (4.122)
donde gi y I'k estan dados por (4.115) y (4.117), o por las relaciones equivalentes
gr(x,t) = —Gm/d6w fr(w' t)rm/ (4.123)

Tx(w,t) = /dGW’fK(W’,t)A(W,W’)

—l—/dGW'dGW"fK(W',t)fK(W”,t)T(X, x' x"). (4.124)

La funcién de distribucién de una particula (que representa el estado del
sistema), asi como la primera ecuacién BBGKY (que describe su evolucién tem-
poral), son obtenidas promediando la funcién KD y la ecuacién KD, respectiva-

mente. De hecho, es facil ver que el promedio de fx es

(fr(w,t)) = f(w,1), (4.125)

donde f es la usual FD de una particula, la cual representa el comportamiento de
una particula promedio en el sistema. También, existen relaciones que conectan

las funciones de correlacién, fy fx [6, 58]:

(frfr) =1+ g(w,w t)+dw —w)f, (4.126)
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<fo}{f}/(> = ff/f” + g3(W7 Wl? WH? t) + ng<W/7 WH> t) + f/92(wv WH? t)
+ /g2 (w, W', t) + 6(w — W) [ff" + g2(w, w", )]
(W — W) f + galw, W' t)] + 5w — w)5(w — W) f

+o(w = w)[f [+ ga(w, W', 1)]. (4.127)

Aqui g5 y g3 son funciones de correlacion de dos y tres puntos, respectivamente,
v f= fw,t), f' = f(w',1), etc.

Como es usual, asumimos que f debe satisfacer una ecuacion cinética que
describa su evolucion. Con el fin de deducir dicha ecuacién, empezamos por la
primera ecuacién BBGKY la cual es obtenida tomando el promedio de (4.122),
usando la relaciones (4.125)-(4.127):

af of of of 0

8t+ Ix +g- v +I- v a—V-F, (4.128)

donde g y T, el potencial gravitacional medio newtoniano y post-newtoniano,

estan dados por [113]

g(x,t) = —Gm/d6 fr;j””, (4.129)

I'(w,t) = /dﬁw’f’A(w,w')—|—/dﬁw’dﬁw”f’f”T(x,x',x”), (4.130)

mientras que el lado derecho (término de colisiones), F tiene la forma

3
Tax

F = /dGW/gQ(W,W/,t) [A(w,w’) —Gmrml} (4.131)

/

+ / d6wld6wu [QQ(W/, WH, t)f 4 gz(W, W”, t)f/

+go(w, W t) f" + gs(w, w' W’ )] T(x,x,x").

La ecuacién (4.128) es la primera ecuacién de la jerarquia BBGKY en la apro-
ximacién 1PN. El lado izquierdo, (término convectivo) depende de los campos
medios g, I', y tiene la misma estructura de un término cinético de campo medio
(el lado izquierdo de la ecuacién de Vlasov [130, 59]).Ademds, es facil ver que

este término convectivo es equivalente al de la ecuacién (4.97). Sin embargo, el
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término de colisiones esta dado en una forma no estandar. Podemos interpretarlo
como la suma de dos términos: (i) un término de dos particulas, caracterizado
por go v las interacciones binarias g, A; (ii) un término de tres particulas, carac-
terizado por la interaccion ternaria Y y los patrones de correlacion ternarios de
la forma fgo v g3. Esta dltima contribucién hace un tanto dificil la tarea de cerrar
la jerarquia, con el fin de obtener una ecuacién cinética tratable. Sin embargo,
como veremos mas adelante, encontramos que es posible hacer esto, estableciendo
algunas suposiciones razonables acerca del comportamiento de las funciones de
correlacion. En particular, asumiremos que el proceso de relajacién del sistema
sigue algo asi como una dinamica de correlaciones tipo GDA. Esta suposicién
proviene del hecho de que la ecuacion FPR puede ser deducida directamente a
partir de la primera ecuacién BBGKY, introduciendo una funcién de correlacion
correspondiente a un GDA en el régimen hidrodindmico [113]. La validez de estas

afirmaciones sera el tema de la préxima seccién.

Una Deduccién Alternativa de la Ecuacién FPR:

La Aproximaciéon GDA Hidrodinamica

Como se ha dicho antes, los encuentros débiles juegan un papel dominante
en el proceso de relajaciéon de los clusters de estrellas [26, 27]. Esto sugiere que
podemos esperar una estrecha analogia entre el proceso de relajacion del cluster
(dominado por encuentros débiles) y el proceso de relajacion de un GDA (basado
en interacciones débiles). De hecho, podemos mostrar que la introduccién de una
funcién de correlacién (en el régimen hidrodindmico) en el término de colisiones
de la primera relacion BBGKY newtoniana, conduce a la usual ecuaciéon FPR
[113]. Antes de hacer esto, expondremos brevemente algunos aspectos relevantes
de la dindmica de correlaciones de un GDA.

Un GDA clésico es comunmente descrito como un conjunto de particulas que

interactiian por medio de un potencial gaussiano de la forma [6]
V(r) = Voexp[—(r/a)?], (4.132)

donde r es la separacién entre particulas, V, representa el maximo valor del poten-
cial y v es una longitud de interaccion (para r mayor que « la interaccién practica-
mente se anula). La evolucién temporal, para esta clase de sistemas, esta descrita
por la ecuacion cinética propia de orden 2 (ver [6], p. 574) y hay un aspecto en
el que estamos especialmente interesados, en torno de dicha ecuacién: la forma

explicita de las funciones de correlaciéon. Observamos que (a orden 2) gs, g4, etc,



143

se anulan y que gy esta dada por la relacion [6]:

o av , /’
go(w,w' t) = /0 d7$ (Vo +7Vu) [f f'], (4.133)
donde hemos usado la notacion
0 0 0 0
er = a_x — &7 VUUI = a_v — W, Uyy =V — V,. (4134)
y
Viw, W', 1) = Vye (ree—m0ul/0)?, (4.135)

Ademas, si consideramos que el GDA esta en régimen hidrodinamico, entonces
la variacién espacial de f estd caracterizada por una longitud hidrodinamica Ly,

definida como [6]

(4.136)

L; = max

offox] ~
Dado que Lj > «, el sistema puede ser considerado practicamente homogéneo
(f no depende de las coordenadas espaciales), sobre distancias del orden de a.
Podemos sacar provecho de esto y simplificar (4.133). En la expansién de Taylor
de f’ en x’ alrededor de x,

af(x, v/ t
oxv)

el segundo término es de orden «/L;, comparado con el primero (los siguientes

fO V) = fx V) = T (4.137)

términos son més pequenos). Entonces, podemos tomar f(x',v' t) = f(x,V' )
y luego O[f f']/0x" = 0. Efectuando un procedimiento similar, partiendo de la
expansién de f en x alrededor de x’, también obtenemos 9|[f f']/0x ~ 0. Esto
significa que, en el limite hidrodindmico, podemos hacer V ./[ff'] =~ 0 y reem-
plazar ' por f(x,V’,t) en el factor restante V,,[f f'] de (4.133). Asi, efectuando

la integral (4.133), g2 puede escribirse como

92(W7W,7 t) = g(W7 Wl) ' v’lﬂ), [f(X’ V/7t)f(X’V7 t)]? (4'138)
con
N VTVo a2 [ O
g(W,W) = uzv/ € ﬁ + (wa’uvv’

T /) [1 + ErE(Quur )] e%f} , (4.139)

donde Erf(Q,.) es la funcién error y

o Uy’ = Tygr

Quw = —————. (4.140)
Uy O
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Ahora contemplemos las implicaciones concernientes a la implementacion de
(4.138) en el término de colisiones de la primera ecuaciéon BBGKY newtoniana,

que escribimos como [113]

9. Fy= —Gm/dﬁw’gg(w,w’,t)

| ARG
3

xx’

— 4.141

o (4.141)
Nuevamente, el subindice N denota el hecho de que tratamos con el caso newto-
niano. En C mostramos que después de la introduccién de (4.138) en la anterior

ecuacion, esta se reduce a

0 0 - 1 2 iy
e Fy=—— (A Z BY 4.142
donde hemos introducido las definiciones
1 a f(xv Vla t)
AN = —477'3/20[‘/0GTTL8 ) /dgvlw, (4143)
BY = _27T3/2aV0Gmavﬁvj /dsvlf(x, v t)|v —v|. (4.144)

A partir de las anteriores relaciones, podemos notar inmediatamente que (4.142)

equivale al término de colisiones FPR (4.80), escogiendo V, como

V= 29 A (4.145)

-

y asumiendo que
f(x, v 1) = U(v), (4.146)

donde ¥(v'), en el contexto de la ecuacién FPR deducida en §8.1 de [11], es una
funcién de distribucién de las estrellas campo. Con (4.145)-(4.146), A%, y BY son
exactamente los coeficientes de Rosenbluth (4.81)-(4.82), describiendo el efecto de
deriva y difusién generado por un mar homogéneo de particulas campo, de masa
m y funcién de distribucién ¥(v’), sobre una estrella de prueba con la misma
masa y funcién de distribucién f(w,t).

La suposicién (4.146) es proporcionada por la aproximacién hidrodindmica, la
cual establece que el sistema es practicamente independiente de las coordenadas
espaciales sobre el rango de correlacion a. Ademas, como es usual, exigimos que

la distribucion homogénea U satisfaga la relacion

/ AV V) = % (4.147)
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donde V es el volumen del sistema.

Todas las consideraciones anteriores nos conducen a establecer que, con el fin
de obtener la ecuaciéon FPR partiendo de la jerarquia BBGKY, podemos escoger

g3 = g4 = -~ =0y una funcién de correlacién de dos particulas [113]
QQ(W, Wl? t) = g(W, W/) : VM)' [\II(V/)f(Wv t)]? (4148)

donde G esta dado por la ecuacion (4.139), definiendo previamente la constante
V, a través de (4.145).

4.2.4. La Ecuacién Fokker-Planck-Rusenbluth

en la Aproximacién 1PN

En este punto estamos en condiciones de deducir una ecuacion cinética alter-
nativa para el sistema autogravitante en la aproximacion 1PN. Aqui, un hecho
importante, proveniente de nuestra experiencia ilustrada en el apartado 4.2.2,
jugara un papel crucial: dado que en la aproximacién 1PN la conservacion del
momentum para un sistema de particulas es satisfecha, si y sélo si, cada particu-
la obedece a la ecuaciéon newtoniana de movimiento, el proceso de dispersion
esta caracterizado por una seccién eficaz diferencial asociada a la ley newtoniana
de fuerza. En otras palabras: la correlacion estadistica entre dos particulas, en
aproximacion 1PN, debe ser descrita por la funcion de correlacion de dos puntos
correspondiente al escenario newtoniano. Esto significa que, como consecuencia
de las afirmaciones entabladas aqui, en la seccion anterior, podemos modelar sa-
tisfactoriamente el proceso de relajacion del sistema autogravitante introduciendo

(4.148) en el término de colisiones (4.131), donde también hacemos g3 = 0.

Entonces, introduciendo (4.148) en (4.128) y haciendo ' ~ U(v'), f" ~ U(v")
(suposicién (4.146)) en el término de colisiones (4.131), obtenemos (ver apéndice

C y la referencia [113])

L1
(A f) + 581}1-81)]-

of of of of  d
a Va8 o ey T Tan

(BYf),
(4.149)

donde A? y B% son el vector de deriva 1PN y el tensor de difusién 1PN, respec-
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tivamente. Estos se encuentran dados por

9 [ s, YV)
8vi/dv|v—v’|

0 0 y
3,/ / . 17 /
+/d v U(v') {_81)9 —(%J} QF v (w,v') (4.150)

Al = 87G*m?In A

0 0

"o /
dvj O

—l—/d?’v’dsv”\ll(v’)\ll(v") [ } Y\ (x, v, V"),

2

BY = 47rG2m21nAa—a/d3V’\P(V’)\v—V’|

0v;0v;
—Q/dsvl\I/(VI)QgN(W,V/), (4.151)
donde
Ui (wov') = [ dXN (W) e w) (4.152)

N . .
+2V / Px <"1 (x, %', x") G (w, w'),

Y (x, v, V") = /d?’X’d?’x”Tis(X,x’,X")gj(W/>W")- (4.153)

El primer término del lado derecho de (4.150) y (4.151) corresponde a la con-
tribucién newtoniana (coeficientes de Rosenbluth clésicos) y el otro representa
la correccion post-newtoniana que puede ser calculada explicitamente una vez
escojamos una expresion particular para la distribucion de estrellas campo ¥. En
este esquema, los coeficientes de difusion parecen ser mas complicados que en la
formulacién mostrada en el apartado 4.2.2. Al respecto, debemos senalar que ellos
no necesariamente deben coincidir, aun despreciando correlaciones ternarias. La
forma en la cual A%y y BY, determinan el término de colisiones en la primera

formulacién, difiere de la presentada en esta seccién [113].

Perspectivas sobre la Obtencion de Soluciones Particulares

Una manera de evaluar directamente la forma en que las correcciones rela-
tivistas de la gravitacién introducen nuevos efectos en la evolucion de las ga-
laxias, reside en el cédlculo de soluciones particulares del sistema autoconsistente

conformado por las ecuaciones (4.149), (4.129) y (4.130). Recientemente se han
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desarrollado metodos numéricos de solucién de la ecuacién de Fokker-Planck 3-
dimensional, con un término de colisiones general [95]. Para incorporar dicho
tratamiento numérico dentro del modelo evolutivo propuesto aqui, es necesario
calcular explicitamente los coeficientes de difusién de (4.149). Esto se logra esco-
giendo una forma particular para W, la cual, en una primera instancia, podria ser

la distribucién Maxwelliana:

_ Ui —v? /202

en donde o es la dispersién de velocidades de las estrellas campo. Otra situacion de
interés fisico lo constituyen los sistemas estelares modelados como discos delgados.

En este caso la funcién f debe restringirse a los planos z =0 y v, = 0,

f(z,y, 2,05, 0y, 0,) — f(2,y, 2,0, 0y,0,)0(2)0(vs). (4.155)

Puede mostrarse que tanto la forma de la ecuaciéon Vlasov-Fokker-Planck, como
la forma de los coeficientes de difusién, son preservadas bajo dicha restriccion,
pero proyectados en z = 0 y v, = 0. En esta direccion, también se han de-
sarrollado métodos numéricos autoconsistentes de soluciéon para la ecuacién de
Fokker-Planck [95]. La incorporacién del método propuesto en la referencia an-
terior, dentro del formalismo presentado aqui, requiere (ademads de la restriccién
(4.155)), el célculo especifico de los coeficientes de difusién. Puede asumirse que
U sea de la forma (4.154), pero bidimensional:

U(v) = #e*”iﬂfﬂ/ 2%, (4.156)
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Es el momento de exponer los aspectos mas importantes que se estudiaron,
descubrieron y formularon a lo largo de la investigacién que dio como fruto esta
tesis. Para estudiar el efecto de las correcciones post-newtonianas en la evoluciéon
de los sistemas estelares, fue necesario, desde un principio, efectuar un anélisis
extensivo desde la perspectiva newtoniana, ya que es considerada comuinmente
como el paradigma de la dindmica de galaxias. Nos interesamos especialmente en
el caso axialmente simétrico ya que, ademas de aportar simplicidad, constituye
una imagen con la que pueden ser identificadas muchas de las galaxias observadas.
En el andlisis efectuado, ademas de aprender las técnicas pertinentes, se logré ob-
tener un nimero apreciable de resultados nuevos e importantes. A continuacién
enumero las principales novedades que surgieron en el escenario de la gravitacion

newtoniana:

» Emprendimos la descripcién del movimiento de particulas en campos axial-
mente simétricos, examinando en detalle el caso en que la fuente tiene de-
formacion cuadrupolar y octupolar (seccién 2.2.2). Encontramos que la de-
formacién octupolar en objetos astrofisicos puede introducir modificaciones
significativas en la estructura del espacio de fase. Aparte del incremen-
to en la caoticidad, dicha estructura estd caracterizada por la aparicién
de toroides deformados en regiones de regularidad, lo cual se debe a la
asimetria de la fuente con respecto a su plano ecuatorial. Entre mayor sea
dicha asimetria mayor distorsién se producird en las curvas KAM y mas

prominente seran las zonas estocasticas en el espacio de fase.

» En lo que respecta a la cinemética alrededor de los DGK (seccién 2.2.3),
un hecho notable es que la estabilidad de las érbitas circulares ante pertur-
baciones radiales y verticales crece con el parametro m (para m > 2). Otro
hecho importante es que el rango del momento angular axial para el cual
podemos encontrar movimiento acotado dentro del disco, decrece con m.
En otras palabras, entre més estable es el DGK, menos posibilidades tiene

de mantener las particulas dentro del disco. Estas consideraciones tienen

149
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especial relevancia en la busqueda de funciones de distribucion de equilibrio
consistentes con estos modelos de galaxia. En efecto, en la seccién 3.1.4

mostramos la obtencion de dichas FDs, para los primeros dos modelos.

Los calculos numéricos mostrados en el apartado 2.2.3 confirman el anali-
sis hecho por Hunter acerca de las orbitas que cruzan el disco. Existe un
movimiento cadtico inducido por la presencia del disco y a pesar de que
las actuales versiones del teorema KAM no son aplicables (debido a la dis-
continuidad del campo de fuerza), existe también un rango significativo de
orbitas regulares. Ademads, ya que en nuestro caso tratamos con modelos
de discos finitos, una distincién entre las érbitas que cruzan el disco y las
que no, es a veces necesaria. En el ultimo caso no encontramos movimien-
to cadtico, aun en situaciones extremas donde los puntos de silla ubicados
fuera de la fuente, y las regiones con y sin disco estan conectadas (Figu-
ras 2.20(a) y 2.20(b)). Aunque uno estarfa tentado a pensar que dichos
puntos hiperbdlicos pueden inducir caos en una region libre de disco, lo
que realmente sucede es lo contrario. Estas consideraciones tienen especial
relevancia en modelos de galaxias compuestos por un disco delgado y un
halo. Las particulas pertenecientes al halo seguiran un movimiento como el
descrito en el apartado 2.2.3 y, como ha sido probado por algunos autores,
este hecho determina decisivamente la estructura interna de dichos sistemas
estelares [107] .

En las subsecciones 2.1.2 y 3.1.5, presentamos la obtencion de un conjunto
de modelos para galaxias planas axialmente simétricas (los modelos PRG),
mediante la superposicion de miembros pertenecientes a DGK. La distribu-
cién de masa de cada modelo (etiquetado con el parametro m = 2,3,...),
descrito por (2.37), es méximo en el centro y se anula en el borde, en con-
cordancia con una gran variedad de galaxias. Sin embargo, la densidad de
masa puede ser expresada como una funcién del potencial gravitacional (ver
ecuacion (2.47)), que hace posible deducir, de forma exacta, las FDs que

dan cuenta de las caracteristicas de los citados modelos.

Los modelos PRG tienen otras caracteristicas interesantes concernientes a
su cinematica. Por una parte, mostramos que para algunos valores de B, la
velocidad circular tiene un comportamiento muy similar al visto en muchas
galaxias discoidales. Por otra parte, el analisis de las frecuencias epiciclica

y vertical, asociado a Orbitas cuasicirculares, revela que los modelos son
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estables ante perturbaciones radiales pero inestables ante perturbaciones
verticales, aparte de las inestabilidades debidas a la presencia del cascarén
de materia. Puede ser que dichas limitaciones sean superadas mediante la

introduccién de un halo esférico (oscuro).

En lo que compete al movimiento exterior de particulas de prueba alrededor
de los modelos PRG, encontramos que el comportamiento de las 6rbitas que
cruzan el disco es similar al visto en los DGK. Sin embargo, para ciertos va-
lores del parametro By, la secciéon de Poincaré generada sugiere la existencia

de una tercera integral de movimiento, en principio, no analitica.

Encontramos dos clases de FDs para los modelos. La primera clase de solu-
ciones la constituyen funcionales de la integral de Jacobi y describen sis-
temas cuyo estado rotacional, en promedio, es similar al de un cuerpo rigido.
La segunda clase de soluciones se obtiene mediante el procedimiento intro-
ducido en [39], obteniendo FDs que representan sistemas con un estado
rotacional medio consistente con el principio de maxima entropia y, por
tanto, mas probables que los primeros. Estas afirmaciones sugieren que la
familia presentada aqui, puede considerarse como un conjunto de modelos

realistas que describen satisfactoriamente una gran variedad de galaxias

En la seccién 2.1.3 mostramos la formulacién de cuatro modelos particu-
lares de discos delgados, construidos de tal forma que se ajustaran a los
datos observacionales de las curvas de rotacion para las galaxias NGC3877,
NGC3917, NGC3949 y NGC4010 del cluster de la osa mayor. Estos mo-
delos presentan densidades de masa bien comportadas (similar al perfil de
luminosidad de muchas galaxias espirales) y los valores obtenidos para la
correspondiente masa total M estan dentro del orden de magnitud espera-
do para dicha magnitud. En consecuencia, las expresiones aqui obtenidas
para la velocidad circular, ecuacién (2.54), puede ser considerada como un
especie de “curva de rotacion universal” para galaxias planas, la cual puede
facilmente ser ajustada a los datos observados para una galaxia en particu-

lar.

En uno de los modelos mencionados en el parrafo anterior obtuvimos una
pequena regién de inestabilidad radial cerca del borde del disco. Ahora, co-
mo los modelos son completamente determinados por las constantes As,,
fijadas numéricamente mediante el ajuste de los datos obtenidos a par-

tir de la curva de rotacién, no existen parametros libres que puedan ser
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ajustados exigiendo estabilidad radial. Una posible solucién de este proble-
ma puede ser considerado un ajuste numérico menos restrictivo que deje
algunos parametros libres. Esto se puede hacer tomando la sumatoria en
la expresion (2.54) hasta un valor de m mayor que el nimero de puntos

disponibles.

Los modelos construidos para las cuatro galaxias mencionadas, presentan
una region central con fuertes inestabilidades ante perturbaciones verticales
en orbitas cuasicirculares. Este resultado era de esperarse debido al hecho
de que los modelos en consideracién consideran sélo el disco galactico. De
hecho, como podemos inferir a partir de la expresién(2.59), la inestabili-
dad vertical siempre estara presente en modelos construidos a partir de
soluciones de la ecuaciéon de Laplace y ajustadas de tal forma que sus ve-
locidades circulares reproduzcan el comportamiento observado, es decir, una
proporcionalidad directa con el radio. Por lo tanto, modelos mas realistas
deben considerar el caracter no delgado del disco galactico, o la contribucién

de un halo esférico.

Creemos que los valores de M que fueron obtenidos para las cuatro galaxias
estudiadas, pueden considerarse como un estimativo bastante preciso de su
cota superior de masa, ya que en el modelo estd apoyado en el hecho de

toda la masa estd concentrada en el disco galactico.

En el tercer capitulo, uno de los aspectos estudiados mas importantes, es
el hecho de que en la actualidad disponemos de una variedad de técnicas
para hallar FDs axialmente simétricas, que dependan de dos integrales. En
particular, se introdujo el formalismo de la derivada fraccional, el cual, en
contraste con los métodos basados en técnicas de transformadas integrales,
no requiere que la densidad de masa tenga una continuacién analitica de
argumentos complejos. De hecho, esta es la principal desventaja involucrada
en tales métodos. Ademas, dicho formalismo puede ser considerado como
un método general que contiene, como casos particulares, los resultados
obtenidos en [50], [77] y [75]. Puede ser aplicado a una gran variedad de
modelos axialmente simétricos, debido a la forma funcional de la densidad.
Otra ventaja de este formalismo es que puede ser aplicado directamente
tanto a sistemas tridimensionales como a sistemas planos, sin necesidad de
introducir una pseudo densidad. Por tanto, tomando en cuenta lo dicho,

este formalismo representa una poderosa herramienta en la construccion de
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modelos estelares autoconsistentes.

De acuerdo con la naturaleza del presente trabajo, los resultados més impor-
tantes fueron obtenidos en el marco de la aproximacion post-newtoniana. Aqui,
apoyandonos en el examen previo de los modelos newtonianos, establecimos una
comparacion para evaluar la incidencia de las contribuciones 1PN, tando desde
un enfoque microscépico (movimiento de particulas) como desde la descripcion
macroscopica que proporciona la mecanica estadistica. Desde ambos puntos de
vista, la implementacién del formalismo que trae consigo la aproximacion 1PN se

logré establecer de forma directa y natural.

1. En una primera etapa se efectué un andlisis de orbitas post-newtonianas
alrededor de objetos estaticos con simetria axial, enfocandonos especial-
mente en fuentes con deformacion prolata oblata y octupolar. El estudio
dio como resultado que, si trabajamos con parametros astrofisicos usuales,
la repercusiéon de las correcciones 1PN, se traduce tan sélo en una ligera
modificacién de la estructura del espacio de fase, sin introducir grandes
desviaciones con respecto a las trayectorias clasicas. Si se usan valores mas
grandes para los momentos multipolares, se aprecian cambios significativos,
pero con una dudosa precisién, ya que ello exigiria, tal vez, la adopcion
de una aproximacién post-newtoniana de orden superior. Estas considera-
ciones, sugieren que, en el nivel de descripcion microscépico, el rol que
desempenan las correcciones 1PN en galaxias, es bastante modesto. Sin
embargo, las contribuciones 1PN se hacen apreciables cuando adoptamos el

enfoque estadistico.

2. En lo que respecta al estudio de sistemas estelares en equilibrio sin colisiones
(galaxias, principalmente), encontramos varios resultados interesantes. En
la seccion 3.2 se desarrollé un método para obtener modelos de galaxias con
correcciones 1PN, partiendo de PDPs caracterizados por una FD depen-
diente de la integral de Jacobi. Dichos modelos describen discos delgados
axialmente simétricos estacionarios de radio finito. El método comienza im-
plementando el método de Hunter en el formalismo proporcionado por la
aproximacion 1PN; luego se considera la ecuacién de Boltzmann sin coli-
siones en aproximacion 1PN y sus soluciones estaticas axialmente simétri-
cas, en particular, dependientes de la integral de Jacobi; finalmente, se im-
pone la condicién de que dichas FDs sean consistentes con las ecuaciones
planteadas desde el principio. Asi, los modelos corregidos son también au-

to consistentes, debido a que es un requerimiento planteado por el mismo
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formalismo. Se mostraron algunos casos de interés a los cuales el método
puede aplicarse: los primeros dos miembros de GKD y la familia de mo-
delos PRG. Los primeros dos casos revelan diferencias significativas entre
las curvas de rotacién predichas por la teoria newtoniana y las sugeridas
por la aproximacién 1PN. En particular, observamos correcciones significa-
tivas en el modelo m = 2; a grandes radios la curva de rotacion se aleja
apreciablemente de la prediccién newtoniana (Figura 3.4 (b)). Sin embargo,
los modelos newtoniano y post-newtoniano coinciden en la distribucién de
masa. Por otra parte, al introducir la familia de modelos PRG (con curvas
de rotaciéon mejor comportadas) en el formalismo, se encontré que, esen-
cialmente no hay diferencia apreciable entre la predicciéon newtoniana y la

post-newtoniana.

El anélisis de sistemas estelares cuya evolucién se encuentra en el régi-
men colisional y en estado no estacionario, demando estudiar, con cierta
profundidad, algunos conceptos y técnicas concernientes a la mecéanica es-
tadistica del no equilibrio. Fue asi como se logré esbozar un esquema de la
dindamica de correlaciones post-newtonianas, a través de la formulacion de la
ecuacién de Liouville generalizada (seccién 4.1.4), pasando por la obtencion
de la jerarquia BBGKY post-newtoniana (ecuacién 4.38), la cual presenta
una diferencia crucial con la jerarquia correspondiente al caso puramente
Newtoniano (y en general, con cualquier sistema regido por interacciones
binarias). En este tultimo, la razén de cambio de f; depende sélo de f
y fsi1 [11], mientras que, al introducir las correcciones 1PN, aparece una
nueva dependencia con fs. o (esto es debido a que la interaccién 1PN presen-
ta términos de cardcter ternario). Como en gravitacién newtoniana, queda
abierto el problema de la deduccién de una ecuacién cinética exacta, es

decir, a partir de la ecuacién (4.52).

En la secciéon 4.2 se presento la deduccién de dos ecuaciones tipo FPR que
pueden ser usadas, para modelar la evolucién en el régimen de difusion, de
sistemas estelares donde los efectos relativistas juegan un papel significati-
vo. En la primera formulacion, la contribucion de patrones de correlacién
de tercer orden en los coeficientes de difusién es despreciada, mientras que
en la segunda esto si se toma en cuenta. Ya que el lado izquierdo de (4.111)
y (4.149) son equivalentes, se puede esperar que ellos sean consistentes con
la ecuaciones post-newtonianas de la hidrodinamica en relatividad gene-

ral [119]. Sin embargo la generalizacién a las ecuaciones eulerianas de la
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hidrodinamica newtoniana, deducida en cada formalismo, diferirdn en el
término asociado a una aceleracion de deriva, ya que estd determinada por

los coeficientes de difusion.

. Ya que (4.111) y (4.149) estén escritas de una forma no covariante (co-
mo consecuencia del esquema 1PN) su interpretacion fisica, asi como sus
diferencias con la ecuacién FPR newtoniana, pueden ser vislumbradas en
un lenguaje newtoniano. Debemos senalar que ellas tienen un punto en
comun: Una vez esogida la funcion de distribucion para las estrellas campo,
los coeficientes de difusién (4.109)-(4.110) o (4.150)-(4.151) pueden calcu-
larse explicitamente, haciendo posible encontrar soluciones numéricas a las
ecuaciones (4.111) y (4.149) (por ejemplo, usando el método mostrado en
[61]).

. El formalismo KD nos permitié deducir, de una forma relativamente sim-
ple, la primera relacién BBGKY post-newtoniana,(4.128). Constituye un
ejemplo interesante acerca de la importancia de este método, cuando trata-
mos con la descripcion estadistica de un sistema dindmico dominado por
interacciones dependientes de la velocidad[58]. El factor més relevante que
puede observarse a través de (4.128) es quizds la aparicién de factores de
correlacion de tercer orden en el término de colisiones. Esta caracteristica,
ausente en el caso puramente newtoniano, es una consecuencia de la in-
teraccion ternaria Y (ver (4.119)). Uno podria ir més lejos y pensar que
aproximaciones post-newtonianas mas refinadas (2PN, 3PN y asi sucesiva-
mente) conducirian descripciones basadas en correlaciones de orden mayor.
No seria sorprendente el hecho de que la teoria gravitacional de Einstein
incrementa el nivel de correlacion, en una descripcion de la mecanica es-

tadistica del no equilibrio.

. Mediante las hipdtesis (4.148) y (4.146), la ecuacion (4.128) se reduce a la
usual ecuacién FPR (4.80) (en el caso puramente newtoniano). Este hecho
sugiere que la aproximacion local, empleada en los enfoques estocasticos de
la teoria cinética (ver por ejemplo §8.3 de [11]), es equivalente a la aproxi-
macién GDA hidrodinamica, usada aqui. A través de dicha aproximacion
modelamos el proceso de relajaciéon mediante una dindmica de correlaciones
correspondiente a un gas dominado por interacciones débiles de corto al-
cance, V(r) = —(2GmIn A/a\/7) exp(—r?/a?). El rango de interaccién «,

introducido aqui, define una escala caracteristica de distancias sobre las
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cuales (i) los encuentros juegan un papel dominante, y (ii) la funcién de
distribucién puede ser considerada homogénea. Uno puede estimar su or-
den de magnitud teniendo en cuenta las consideraciones hechas en la apro-
ximacion local y decir que a debe ser del orden del minimo parametro de
impacto para el cual dicha aproximacién se cumple. Es decir, & ~ R/N,
donde R es el radio caracteristico del sistema [11]. De acuerdo con estas
afirmaciones, la ecuacién (4.149),mostrada en la seccién 4.2.4, describe la
evolucion de la funcién de distribucién correspondiente a una particula de
prueba que interactia con un mar homogéneo de estrellas campo en equili-

brio termodinamico, tomando en cuenta correcciones 1PN.

8. Los principales resultados de esta tesis se han divulgado a través de una

serie de 8 articulos internacionales, de los cuales ya han sido aceptado 4:

» Fokker-Planck-Rosenbluth-type Equations for Self-Gravitating Systems
in 1PN Approximation. Javier F. Ramos Caro and Guillermo A. Gonzélez
Villegas. Classical and Quantum Gravity, 25, 045011 (2008).

s Chaotic and Regular Motion around Generalized Kalnajs Disks. Javier
F. Ramos Caro, Likidcen F. Lopez Suspez and Guillermo Gonzélez.
Montly Notices of the Astronomical Society, 386 (1), 440 (2008).

s An Infinite Family of Self-consistent Models for Azisymmetric Flat
Galazies. Juan F. Pedraza, Javier Ramos Caro and Guillermo A. Gonzélez.
Montly Notices of the Royal Astronomical Society, 390 (4), 1587 (2008).

» Fractional Derivative Approach to the Self-gravitation Equation. Juan
F. Pedraza, Javier Ramos Caro and Guillermo A. Gonzalez. Mont-
ly Notices of the Royal Astronomical Society: Letters, 391 (1), 124
(2008).

s Two-Integral Distribution Functions for Generalized Kalnajs Discs.
Juan F. Pedraza, Javier Ramos Caro and Guillermo A. Gonzalez. arx-
1v:0806.4275v1 [astro-ph]

» Self-consistent Models for Axisymmetric Flat Galaxies in 1PN Ap-
proximation. C. Akimushkin, J. Ramos-Caro and G. Gonzdlez. arx-
1v:0910.1627 [astro-ph)].

s Finite thin disc models of four galaxies in the Ursa Major cluster:
NGC3877, NGC3917, NGC3949 and NGC4010. Guillermo A. Gonzélez,
Sandra Plata and Javier Ramos-Caro. arxiv:0906.1355 [astro-ph.GA]
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s Chaotic and Regular Motion around bodies with Octupolar deforma-
tion. Javier Ramos-Caro, Framsol Lépez and Guillermo A. Gonzalez.
arxiv:0806.4282 [gr-qc]

9. Asi mismo, varios de los resultados obtenidos fueron presentados como a

través de las siguientes ponencias internacionales:

» SEGUNDO CONGRESO LATINOAMERICANO DE FISICA.
(a) An Infinite Family of Self-Consistent Models for Flat Azisymmet-
ric Galazies.
(b) Movimiento Cadtico alrededor de Objetos Estelares con Deforma-

cion Octopolar: Formulacion Newtoniana y Post-Newtoniana. Zacate-
cas, Zacatecas, México. Octubre 20-24 de 2008

= SEGUNDA REUNION COLOMBO-VENEZOLANA DE RELATIVI-
DAD Y GRAVITACION.
(a) Regular and Chaotic Orbits Around Axisymmetric Galaxies.
(b) A Fokker-Planck-Rosenbluth equation in 1PN Approzimation.
Armenia, Colombia, Octubre 28-31 de 2007

» SEGUNDO CONGRESO BINACIONAL DE RELATIVIDAD Y GRA-
VITACION.
Post Newtonian Kinetic Theory for Many Particle Self-gravitating Sys-
tems: The 1PN Collisional Viasov Equation.
Isla Coche, Venezuela, Noviembre 7-11 de 2006.

= PRIMERA REUNION COLOMBO-VENEZOLANA DE RELATIVI-
DAD Y GRAVITACION.
Teoria Cinética Post-Newtoniana de Sistemas Autogravitantes de Muchas
Particulas.
Cartagena, Colombia. Noviembre 1-3 de 2005.
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APENDICE A

La Derivada Fraccional

En céalculo diferencial, se define la primera derivada de una funcién por medio
de un limite apropiado, el cual representa la razén de cambio de dicha funcion.
También se definen las derivadas sucesivas enteras de una funcion: segunda deriva-
da, tercera derivada, etc. Sin embargo, es posible concebir tedéricamente, en lugar
de la primera derivada de una funcién, una derivada de orden no entero, utilizando
para ello técnicas especiales.

La historia del concepto referente una derivada de orden no entero se remonta
al nacimiento mismo del célculo diferencial [121]. A finales del siglo XVII, G.
W. Leibniz, filésofo y creador del calculo moderno, propuso la existencia de la
derivada de orden 1/2 y plante su posible significado. Sin embargo, la primera
investigacion rigurosa fue realizada por primera vez por Liouville en una serie
de articulos entre 1832-1837, en donde esbozd los primeros avances relacionados
con operadores fraccionales. Mas adelante, nuevas investigaciones y desarrollos
efectuados entre otros por Riemann, condujeron a la construcciéon del operador
fraccional de Riemann-Liouville, el cual ha sido la piedra angular del céalculo
fraccional desde entonces.

Antes de Liouville y Riemann, Euler realizé el primer paso en el estudio de
la integracién fraccional. El estudié el caso simple correspondiente a integrales
fraccionales de monomios de orden real; se ha dicho que esto lo condujo a la cons-
truccién de la funcién gamma, la cual generaliza el operador factorial para valores
reales. Los resultados obtenidos por Liouville fueron retomados mas adelante por
el matematico sueco Holmgren, quien en 1865 realizé importantes contribuciones
en el desarrollo del célculo fraccionario. Sin embargo, fue Riemann quien dio la
forma final al operador derivada fraccionario, haciéndolo mucho maés 1til que sus
predecesores.

En la actualidad, aunque existen diferentes formas y definiciones equivalentes
del operador fraccional, el operador de Riemann-Liouville es atin el mas utilizado

al efectuar derivadas de orden fraccional. Este operador esta dado por

mpap oy Lo dm T fy)
D 110) = =y |, ] -
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donde 0 < a@ < 1 y n es cualquier niumero natural.



APENDICE B

Potenciales Post-newtonianos
para un Sistema

de N Particulas Puntuales

Idénticas

En la aproximacién 1PN, @, £ y ¢ estan dados por [132]

TOO / t

O(x,t) = —G/d?)x/ﬁ, (B.1)
d3x’ 1 0?®(x/,t 2 , 2
V(x,1) = —/‘X_X,| {E 8(152 )+GT00(x,t)+GT (x|,
(B.2)
1

) /TaO X/,Zf

&(x,t) = —4G/d3x |x£x’]>' (B.3)

(Denotamos a, b = 1,2, 3). Para un sistema compuesto por N particulas puntuales

idénticas, las componentes del tensor energia-momento, a este orden, son

T (x,1) = mﬁvjé(x’—xxt», (B.4)
™ (x,1) = mz{ )+ 3 ot =00, (8.5)
T (x,1) mzv;lé(x'—xi(t)), (5.6
T (X', t) = mZv“vb(Sx —x,(t)). (B.7)
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Introduciendo (B.4) en (B.1), y (B.6) en (B.3), obtenemos

D(x,t) = —Z’X_Gﬁ (B.8)

£(x,t) = —Z|4Gﬂ (B.9)

mientras que, introduciendo (B.5) y (B.7) en (B.2) (la expresién 7% indica suma

sobre a), 1 toma la forma

a (3/2)Gmv; vaf
- —Z |x — x| ZZ‘X—Xlel—X]‘

=1 j#i
Gm 0?
s o Z/ |X—X’||X —x;(t)] (B-10)

Con el fin de resolver la integral en el lado derecho, introducimos la identidad [4]

|x—x’|:27r2 K2 ’

que nos permite escribir

1 . 1 /dgkd3k/€ kX k'x) (k,—k)-xl

x —x||x —x;| 4t k2k"?

La integral sobre x” de esta tltima expresién, en virtud de la identidad

/ 1 lz
J(K — k) = (27T)3/d3 R

d*x’ d’k .
= ——etle i), B.11
/|X—X’HX'—XZ'| / k4e ( )

Definiendo coordenadas cartesianas, tales que k, esta en la direccion de

equivale a

r=x-—X;, (B.12)

y luego, cambiando a coordenadas esféricas e introduciendo la transformacion

u = kr = k|x — x;|, la integral del lado derecho de (B.11), toma la forma

Pk | © g
/ Crel o) — dnx — /O duszlgu. (B.13)
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Dado que

* sinu T
du =——,
0 u? 4

encontramos que (B.11) se reduce a

d3x/
/ g [ — = —271|x — x| (B.14)

Entonces, tenemos que tener en cuenta el término

0? v?2 Vi (x—x)]> x-x dv;

—|x —x;(t)| = L — — L
g X~ Xl = = x — x;|° x — x| dt

en (B.10). Aqui, en concordancia con el orden de la aproximacion, debemos tomar
—Gm g 5
|Xz - X]’

Finalmente, podemos escribir (B.10) como

Y(x,t) = —G2m2§:Z { (x = 33 +2%) - (% — Xj)}

2|x — x| |x; — ;3

—Gmi { ‘XQV? .0, } . (B.15)

— X;| 2|x — x;|3

Introduciendo las relaciones (B.8), (B.9) y (B.15) en (4.116), podemos expresarla
como en (4.130).
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APENDICE C
Deduccion de las Relaciones
(4.142)-(4.144)

Introduciendo (4.138) en (4.141), esta puede expresarse como

0
_a_V : FN = /dgvlvvv’ : QN : vvv/ [f(xa V/,t)f(X,V,t)], (Cl)

donde el subindice N indica que estamos tratando con un caso newtoniano y que

2y es un tensor de segundo rango, definido como

Qy = /OOo dT/d3r Pz}(:)] [GV(r 5):““”’)} , (C.2)

donde hemos cambiado el dominio de integracién x’ por r = x — x/, y hemos

llamado ®(r) = —Gm/r. Es conveniente expresar ®(r) y V(r) en la expansion de
Fourier:
d(r) = / dPkdre®*r, V(r) = / d*kVye™T, (C.3)
con C sy
. m . (6% o —(ka/2 2

Introduciendo (C.3) en (C.2), encontramos!
Qy = 87° / dr / ke ™% &,V Kk, (C.5)
0

La integral con respecto a 7 puede ser evaluada usando la representaciéon (ver
apéndice 2 de [7])

/0 " dreti — mo(x) £iP (1) : (C.6)

X

donde P(1/x) denota la parte principal. Teniendo en cuenta que d(x) es una

funcién par, P(1/z) es impar, y ®;V,kk es impar en el vector k, obtenemos

QN = 87T4/d3k5(k . um)/)(I)kakk. (C?)

IEn esta ecuacion, el simbolo kk representa el producto exterior del vector k por si mismo.
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El calculo de la integral anterior es simplificado usando coordenadas esféricas
y escogiendo el eje Z en la direccién u,, (detalles de esta transformacién son

mostrados en [6], seccién 11.6). Encontramos que

2
d— vo! Wy’
Qy = ¢l dwll (C.8)

u

v’

donde I es el tensor densidad de segundo rango y
C =87’ / dkk3®, Vi, = —132GmaV,. (C.9)
0

La relacién (C.8) nos permite escribir la divergencia de velocidad de Fy en la
forma Fokker-Planck:
0 0

oy Fy= _8_W(ANf) +

17
2 (%Zﬁvj

(BLf) (C.10)

en donde hemos usado la convencién de sumatoria (7,7 =1,2,3) y

- 0 o1 ..

7 _ 3,/ / . 1]
Ay = /d v f(x,V) [_8Uj _82);} Qy, (C.11)
BY = 2/d3v'f(x,v’)(z§§. (C.12)

Finalmente, introduciendo (C.8) y (C.9) en las tltimas relaciones, obtenemos
(4.143)-(4.144).
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