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DESCRIPTION

An example od differential part parabolic type equation is heat equation, this model de-
scribes temperature evolving inside a solid, such as a length 1 metal bar. At first, it is heated
at u(x1,tp) and from point ¢y, temperature evolves freeely. The solving of this model predicts

temperature u(z,t) at point z on time ¢, for z € [0,1] and t > t.

To determine the unity of some problems related to the model previously described we go to
the energy method and at the beginning of the maximum, the latter establishes that whether
temperature in the frontier and at the initial moment doesn’t overcome certain value M and
there aren’t heat sources inside the body, temperature of it should be lesser or equal than M

over the time.

The energy technique, besides it’s use for the case the bar is finite, it also may used when the

bar is finite.

For obtaining the solution of the problems, several methods are used, such as the Fourier’s
transformed equation and Laplace’s transformed equation, where the solving of some models

depend continuously on the initial data.
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TITULO: UNA INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS
PARCIALES DE TIPO PARABOLICO *
AUTOR: ADRIANA LEON VALDERRAMA™

PALABRAS CLAVES: Ecuacién del calor, ecuaciones diferenciales parciales de tipo

parabdlico, primer problema de contorno, principio del maximo .

DESCRIPCION

Un ejemplo de ecuacién diferencial parcial de tipo parabdlico es la ecuacién del calor, este
modelo describe la evolucion de la temperatura en un cuerpo sélido, como por ejemplo en una
barra metalica de longitud uno. Inicialmente se calienta a una temperatura u(x,tg) a partir
del instante g la temperatura evoluciona libremente. La solucién de este modelo predice la
temperatura u(z,t) en el punto x en el instante ¢, para z € [0,1] y ¢t > to.

Para determinar la unicidad de ciertos problemas, relacionados con el modelo descrito ante-
riormente se recurre al método de la energia, y al principio del maximo, este tltimo establece
que si la temperatura en la frontera y en el momento inicial no supera cierto valor M y no
hay fuentes del calor dentro del cuerpo, la temperatura del cuerpo serd menor o igual a M a

través del tiempo.

La técnica de la energia, ademés de utilizarse para el caso en que la varilla sea finita, también

puede utilizarse cuando la varilla es infinita.

Para obtener la solucién de los problemas se usan varios métodos, como el método de Fourier
o separacion de variables, transformada de Fourier y transformada de Laplace, cuya solucién

de algunos modelos depende continuamente de los datos iniciales.
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Introduccion

Esta monografia presenta: la deduccién de la ecuacion del calor, el estudio del com-
portamiento de las soluciones del primer problema de contorno como el principio del
maximo y unicidad. También presenta varias Técnicas para la solucion del primer prob-

lema de contorno como: series de Fourier, Transformadas de Fourier y de Laplace.

Segun Luis Caffaelli profesor de la University of Texas at Austin, en su Leccién inagural
del curso 2003-2004 del 22 de septiembre de 2003 dice: “La ecuacion del calor fue
propuesta por Fourier en 1807 en su memoria sobre la propagacion del calor en los
cuerpos solidos. En ella proponia ademaés el germen de lo que pasaria a ser la Teoria de
las Series de Fourier. Tan controvertida fue esta ultima que tomo 15 anos, hasta 1822,
para que la Academia de Ciencias decidiese publicarla.” La ecuacion del calor es un
modelo matematico que trata de describir la evolucién de la temperatura en un cuerpo
solido teniendo encuenta algunas propiedades como: si la temperatura es constante en
una regién, la energia térmica no fluye, la energia térmica fluye de la regién mas caliente
a la mas fria, el flujo de energia térmica es proporcional a la temperatura para un mismo

material, y es diferente para distintos materiales.

Ademas, en la deducién del la ecuacién del calor no tendremos en cuenta la existencia
de fuentes internas, que hacen variar la energia térmica, y tomaremos las propiedades

térmicas del material como constantes.



Capitulo

Formulacion del problema

1.1. Deduccion de la ecuacion del calor

ot ox?
En este capitulo presentamos el modelo matematico de la ecuacion del calor, el cual
describe la evolucién de la temperatura en un cuerpo solido. Consideramos una barra
metalica aislada de longitud uno, que hacemos coincidir con el intervalo 0 < x < 1.
Inicialmente a temperatura cero, que después de un cierto tiempo t, hemos calentado a
una temperatura u(x,tg), manteniendo sus extremos, en z = 0 y z = 1 a temperatura

Ccero.

A partir del instante ¢, dejamos que la temperatura u(z,ty) evolucione libremente.
Estamos interesados en un modelo matemético que nos permita predecir la temperatura
u(z,t) del punto x en el instante ¢, para x € [0,1] y ¢ > tp, a partir de nuestro
conocimiento de u(z,ty) = ug(x) y el hecho que en x = 0 0o z = 1 la temperatura

permanece igual a cero.

Naturalmente no hay un “tinico modelo”. Hay infinitos, dependiendo de la precisién y el
rango de valores en que pretendamos sea vélido (altas o bajas temperaturas cambiaran el

comportamiento del material, impurezas del material de la barra podrian ser relevantes,

IIT
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etc).

Los fenémenos de calor y radiacién frecuentemente son modelados por la ecuacion del
calor, la cual describe la transferencia de energia térmica causada por la agitacién de

moléculas.

Existen dos procesos basicos que intervienen en la transterencia de la energia térmica:

conduccién y conveccion.

La Conduccién resulta de los choques de moéleculas cercanas, por las que la energia
cinética de vibracién de una molécula se transfiere a su vecina mas cercana, este es el
caso del flujo de calor en solidos, o incluso en fluidos (liquidos y gases) en los que la

velocidad es suficientemente pequena.
La Conveccion resulta cuando una mélecula vibrante se traslada de una region a otra.

Llamamos densidad de energia térmica a la cantidad de energia térmica por unidad

de volumen. Notamos esta densidad por e(z,t).

Si suponemos que todas las cantidades térmicas son constantes a lo largo de cada secciéon
transversal, podemos considerar idealmente la varilla como un objeto unidimensional.
La forma mas facil de llevar esto a cabo es aislar perfectamente el area de la superficie
lateral de la varilla. De esta manera la energia térmica no puede atravesar la superficie
lateral. Supongamos que la varilla no se caliente de manera uniforme, esto significa que
la energia térmica depende de x (ademads de t), es decir, la densidad de energia térmica

varia de una seccion transversal a otra.
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La siguiente figura muestra la asociacién de una secciéon de la barra con la coorde-

nada x.
Iy
AYA AN
VAV, \/
z+0 r x+ Azx r=1
Figura 1

Energia térmica. Consideremos el volumen de la varilla comprendido entre dos sec-
ciones transversales cercanas,de area constante A, correspondientes a x y x + Ax, que
llamaremos seccién infinitesimal. Si la densidad de energia térmica es constante en esta
seccién infinitesimal, entonces la energia total alli es el producto de la densidad de en-
ergia térmica por el volumen. En general, la densidad de energia no es constante. Sin
embargo, si Ax es muy pequeno, entonces e(x, t) se puede aproximar por una constante

en ese volumen de tal manera que

energia térmica = e(z,t)AAx,

ya que el volumen de la seccién infinitesimal es AAx.

Conservacién de la energia térmica. La energia térmica entre x y x + Az varia
con el tiempo debido al flujo a través de las fronteras ( Secciones z y = + Azx) y a
la energia generada en el interior (debido a fuentes positivas o negativas de energia

térmica). Como hemos supuesto que la superficie lateral esta aislada, no hay flujo de
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energia térmica a traves de esta superficie.
Finalmente, todo el proceso de flujo de calor se puede describir mediante la siguiente

ecuacion en palabras,

la variacion de la energia térmica en el tiempo es igual al flujo de calor a través de
las fronteras por unidad de tiempo mds la energia térmica generada en el interior por

unidad de tiempo

Esta ley se llama conservacién de la energia térmica.

En una varilla unidimensional, la energia térmica solo puede fluir hacia la derecha o

hacia la izquierda.

El Flujo de calor
El flujo de calor es la cantidad de energia térmica por unidad de tiempo. Notamos este
flujo por ¢(z,t), ¢ es positivo si la energia térmica fluye hacia la derecha y negativo si

lo hace a la izquierda.

Fuentes de Calor

La energia térmica tambien puede variar debido a la existencia de fuentes internas:
Q(z,t) = energia térmica generada por unidad de volumen y por unidad de tiempo

que puede ser debida a reacciones quimicas o calentamiento eléctrico. Q(x,t) es aprox-
imadamente constante en la variable espacial en cada seccién infinitesimal, y asi la

energia térmica total generada por unidad de tiempo en dicha seccién es aproximada-

mente Q(z,t)AAz.

Conservacion de la energia térmica en una seccion infinitesimal. La variacion
de energia térmica se debe al flujo a través de las fronteras y a las fuentes internas, esto

es:

%[e(z, HAAz| = ¢(z,t)A — ¢z + Az, t) A+ Q(x,t) AAx (1.1)

Esta ecuacién no es exacta porque hemos supuesto que varias cantidades son aprox-

imadamente contantes en la seccion infinitesimal. Sin embargo es mas precisa cuanto
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mas pequeno es Ax. Ahora si dividimos por Az y luego tomamos el limite cuando

Az — 0, en (1.1) obtenemos

de . ¢z, t) — p(x + Ax,t)
ot Alu}crgo Az

+ Q(z,t) (1.2)

Este resultado es exacto, y por lo tanto reemplazamos el simbolos ~ en (1.1) por el
simbolo = en (1.2). Al tomar el limite Az — 0, t se mantiene fija y por la definicién de

derivada parcial se obtiene

de %

E = _8.75 + Q. (1.3)

Temperatura y calor especifico Normalmente describimos los materiales por su
temperatura, no por su densidad de energia térmica. Distinguir los conceptos de tem-
peratura y energia térmica no es algo trivial. S6lo a mediados del siglo dieciocho la
posibilidad de realizar mediciones experimentales precisas permitio a los fisicos des-
cubrir que pueden necesitarse diferentes cantidades de energia térmica para elevar la

temperatura una misma cantidad en dos materiales distintos.

Calor especifico es la energia térmica necesaria para elevar una unidad de temperatura

a una unidad de masa de una sustancia. Notamos el calor especifico con c.

Ejemplo 1.1.0.1. La enegia térmica necesaria para elevar la temperatura una unidad
de masa de 0°c a 1°c podria ser diferente de la que necesitamos para elevarla de 85°c a

86°c para la misma sustancia.

A menudo, para intervalos de temperatura no demasido grandes, el calor especifico
es aproximadamente independiente de la temperatura. Sin embargo, los experimentos
sugieren que diferentes materiales requieren distintas cantidades de energia térmica para
calentarse. En algunas situaciones en las que la composicién de nuestra varilla podria
variar de un punto a otro, el calor especifico dependerd de z, ¢ = ¢(x).

En muchos problemas la varilla esta compuesta por un tnico material en cuyo caso

tomaremos el calor especifico como una constante.
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La energia térmica. La energia térmica concentrada en una seccién infinitesimal es
e(x,t)AAx. Sin embargo, también se define como la energia necesaria para elevar la
temperatura desde 0°c, a su temperatura actual u(x,t) . Como consideramos el calor
especifico independiente de la temperatura, la energia térmica por unidad de masa es

justamente c(z)u(x,t).

La Densidad de masa (masa por unidad de volumen) es una funcion de z y la

denotamos por p(z).

Ejemplo 1.1.0.2. S tenemos una varilla de un material no uniforme, la densidad de

masa varia con T’68p€CtO a x.

La masa total de la seccion infinitesimal es pAAx y por tanto la energia térmica es

c(x)u(z, t)pAAz entonces
e(x,t)AAx = c(z)u(x,t)p(x)AAw.
De aqui deducimos que la relacion bésica entre energia térmica y la temperatura es:
e(x,t) = c(x)u(z, t)p(x). (1.4)

Esta nos dice que la energia térmica por unidad de volumen es igual a la energia térmica

por unidad de masa y por la densidad de masa.

Derivando con respecto a t la igualdad (1.4), obtenemos

de ou(z,t)
% — ol (15)

Sustituyendo (1.5) en (1.3) obtenemos:

ou 0¢p

c@)p(z) 5y = -5 +@Q. (1.6)

La ecuacion diferencial parcial (1.6) tiene dos funciones incognitas u y ¢.
A continucacién presentamos una relacion entre el flujo de energia térmica ¢ y la tem-

peratura u, para ello enumeraremos algunas propiedades cualitativas del flujo de calor.
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1. Sila temperatura es constante en una regién, la energia térmica no fluye.

2. Si hay diferencia de temperaturas, la energia térmica fluye de la region mas caliente

a la mds fria.

3. A mayor diferencia de temperatura (para el mismo material) mayor es el flujo de

energia térmica.

4. El flujo de energia térmica es diferente para distintos materiales, incluso con la

misma diferencia de temperatura.

Fourier (1768-1830) observé las anteriores propiedades y las resumié (junto con niimerosos

experimentos) en la férmula

ou

— 1.
oo (1.7

¢:_

conocida como Ley de Fourier de la conduccion del calor.

La ecuacion (1.7) establece que el flujo de calor ¢(z) es proporcional a la diferencia
de temperaturas. Si la temperatura u crece, cuando x crece, entonces % > (0 y como
la energia térmica fluye de la region mas caliente a la mas fria, esto quiere decir que
en este caso la energia térmica fluye hacia la izquierda, de aqui el signo negativo de la

ecuacién (1.7).

El coeficiente de proporcionalidad ky mide la capacidad del material para conducir el
calor, el cual depende del tipo de material y se llama conductividad térmica. Cuanto

mas grande sea ky mayor sera el flujo de calor, para la misma diferencia de temperatura.

Si tenemos una varilla compuesta de diferentes materiales, kg sera funcion de x. Mas
aun, los experimentos demuestran que la capacidad de conducir calor para la mayoria
de los materiales varfa segin la temperatura, es decir, kg sera funcion de = y u pero
la dependencia respecto a la temperatura es a menudo poco significativa en problemas
concretos, por lo tanto supondremos que la conductividad térmica kg solo depende de

z, es decir ko = ko(z).

Si la ley de Fourier (1.7) se sustituye en la ecuacién de la conservacion de la energia
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térmica (1.6) aparece una ecuacién en derivadas parciales con una tnica incognita,

ou
C,OE

ou
(o) +@ (18)

0
o
Ya que normalmente las fuentes de energia calorifica (Q son conocidas, los coeficientes
térmicos ¢, p v ko dependen del material y por ello pueden ser funciones de z. En el
caso especial de una varilla uniforme ¢, p y ko son constantes, y la ecuacién en derivadas
parciales (1.8) se convierte en

ou 0%u
Pay = ko(@) +@Q

Si ademds no hay fuentes, es decir Q = 0 y después de dividir por la constante cp la

ecuacion queda

ou f 0%y

a 2(@) (1.9)

donde la constante, k? = ’;—g se conoce como difusividad térmica. Esta ecuacién nos

describe como la temperatura se dispersa.



Capitulo

UNICIDAD

2.1. Condiciones iniciales y en la frontera

En este capitulo hablaremos sobre dos técnicas para determinar la unicidad de ciertos
problemas: Principios del maximo y el método de la energia.

La ecuacién (1.9) del capitulo anterior no determina la funcién temperatura u(z,t) de
manera Unica. Por ejemplo si u(x,t) es una solucién, también lo es u(z,t) + ¢ para

cualquier nimero real cEsto lo podemos enunciar en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.1.0.1. Si u(z,t) es una solucion de la ecuacion

ou ., 0%
o = )

entonces u(z,t)+c tambien es solucidn, para cualquier nimero real c.

Demostracion.

Sea u(x,t) una solucién de (2.1), entonces

O(u(z,t)+¢) Ou  0Oc  Ou  ,0%u k282(u+c)

ot o T Vo 922

Concluimos que la ecuacién (2.1) no determina la funcién temperatura u(zx, t) de manera

Unica. v

XI
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Para la unicidad de la solucién de la ecuacién (2.1) se requieren ciertas condiciones
iniciales y en la frontera.

En el caso de la temperatura en nuestra varilla que coincide con el intervalo 0 < z <1,
descrita en el primer capitulo tenemos:

Las condiciones en la frontera, son temperaturas dadas en los extremos z = 0 y
r =1

Condicion inicial, es la temperatura en la barra cuando el tiempo es igual a cero.

Los siguientes ejemplos muestra modelos de la de la temperatura en una barra, con

condiciones en la frontera (CF) e iniciales (CI).

Ejemplo 2.1.0.3. La temperatura u(z,t) de una barra de longitud L, con extremos
izquierdo y derecho a temperaturas constantes Ty, Ty y temperatura inicial p(x). Satis-

face el siguiente modelo:

o
o’ Cox”
uw(0,t) =Ty, wu(L,t)=T, para t>0, (CF),

u(z,0) =p(x) para 0<x<L. (CI).

para O0<xz <L, t>0,

Ejemplo 2.1.0.4. El modelo para la distribucion de temperatura u(z,t) en una barra

que no tiene pérdida de calor por sus extremos es:

ou ., 0%

E—k(@), para O0<xz <L, t>0,
ou ou
_ —— = > .
ax(O,t) ax(L, t)=0 para t>0, (C.F)

u(z,0) = p(x) para 0<x<L. (CI)

Las condiciones dadas en la frontera (C.F) en este problema se llaman condiciones de

aislamiento.
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Ejemplo 2.1.0.5. Aun se pueden especificar otras condiciones en la frontera, podemos
tener una coombinacion de temperatura fija y condiciones de aislamiento. St el extremo
1zquierdo se mantiene a temperatura constante T y el extremo derecho esta aislado,

entonces tenemos las condiciones :

ou
w(x,0) =T —(L,t) =0.
(+,0) UL, 1)
La ecuaciéon del calor, junto con las condiciones iniciales y en la frontera determina
de manera unica la distribucion de la temperatura en toda la barra en todo tiempo

posterior,como lo veremos a continuacién en el teorema 1 y su corolario.

2.2. Principios del Maximo y Unicidad

En esta seccidén continuamos con el estudio de las soluciones de la ecuacion diferencial del

calor (2.1). Un conjunto importante en este estudio es el llamado cuadrildtero curvilineo.

Definicién 2.2.0.1 (Cuadrildtero curvilineo). El conjunto de puntos del plano xt lim-
itado por las rectast = to, t =T y las curvas x = f(t),x = g(t) continuas y f(t) < g(t)
para todo t en el intervalo [to,T], lo notamos por G y lo llamaremos cuadrildtero

curvilineo. Este conjunto se muestra en la siguiente figura.

t
T
f(t (t)
G
o —T; 3
>z
f(to) = 20 g(to) = 11

Figura cuadrilatero curvilineo
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Definicién 2.2.0.2. Sean G C R? y x € R%. Se dice que x es un punto frontera de G
st todo disco con centro en x y radio arbitrario pero mayor que O contiene puntos tanto
de G y de su complemento GC. El conjunto de todos los puntos frontera del conjunto

G se denomina frontera de G y se denota por 0G.

Definicién 2.2.0.3 (Frontera parabdlica). La frontera parabdlica del cuadrildtero curvilineo
G es un subconjunto de la frontera de G, notado por I' y constituido por las curvas

r = f(t), z = g(t), y el subconjunto [xo,z1] de la recta t = to, esto es [xg,x1] =
{(z,t0)/mo <z < a1}, donde xo = f(to), x1=g(to)

Definicién 2.2.0.4. Sea G C R?, se dice que x es un punto de adherencia de G si todo
disco con centro en x contiene puntos de G. El conjunto de los puntos de adherencia

de un conjunto G se denomina adherencia de G, se denota por G, y G = G U JG.

Definicién 2.2.0.5. Sean G C R?, se dice que x es un punto interior de G si existe
un disco centrado en x, totalmente contenido en G. El conjunto de todos los puntos

interiores de un conjunto G se denomina interior de G y se denota por G

2.2.1. Primer problema de contorno

Sean: G el cuadrildtero curvilineo descrito en la definicién (2.2.0.1) y ¢ una funcién

continua en I'. El problema de encontrar una funcién v € C(G) tal que

u(z,t) = ugy(x, 1), si(z,t) € G (2.2a)
u(z,t) = p(z,t), si(z,t)el. (2.2b)

Se llama primer problema de contorno para la ecuacién (2.2a).
La restriccion: u(x,tg) = ¢(x, tg), se llama condicién inicial y las restricciones u(f(t),t)

y u(g(t),t) son las condiciones de contorno o condiciones en la frontera.
Definicién 2.2.1.1. Sea f una funcion definida en una region R que contiene al punto

(z2y4) ¥ (2¥y¥)

1. La funcion f tiene un minimo local en (x.ys) si f(x,y) > f(z.y.) para todo (z,y)

en un disco que contiene a (T,y.).
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2. La funcion f tiene un mdzimo local en (x*y*) si f(x,y) < f(x*y*) para todo (x,y)

en un disco que contiene a (x*y*).

2.2.2. Principio del maximo para el primer problema de con-

torno

Teorema 2.2.2.1. Toda solucién u € c*(G) del problema (2.2a) - (2.2b), alcanza su
maximo y su minimo en la frontera parabolica I', es decir, los valores mdzimo y minimo
de la funcion u(z,t) se alcanzan o bien en el momento inicial t = to o bien en los puntos
de la frontera x = f(t) o x = g(t).

Demostracion.

Por el método de reduccién al absurdo. Sea u una solucién continua en G tal que, M =
max,cq u(x,t) y m = méx,cp u(z, t), donde M > m y supongamos que u(zy,t,) = M,
entonces (z1,t;) estard en el interior de G' o en el conjunto A = {G — G°UT'} =

{(, 1)/ (T) <z < g(T)}.

Comparando signos en ambos miembros de la ecuacién (2.2a)

ur(z1,t1) = Uge(21,11),

Como u(xq,t;1) = M entonces por el corolario 42.2 en la pagina 397 y el teorema 42.4
en la pagina 399 en [1] se tiene que u,(z1,t1) =0y Ugy(21,81) < 0.
Ahora, la funcién wu(zq,t) alcanza su valor maximo en ¢ = t;, entonces si t; < T,

u(z1,t1) =0, si t; = T entonces u(xq,t;) > 0, luego

0 S Ut(l'l,tl) = U,m;(I‘l,tl) S 0 (23)

La expresién (2.3) no implica contradiccién, porque ambos miembro pueden ser cero.

Para conseguir una contradicciéon consideramos la siguiente funcién

v(x,t) = u(x,t) + (M —m)(z — x,)? /41 (2.4)
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donde

lo =max{g(t) :to <t <T}, L=min{f(t);to<t<T}, I=1—1.

y v(xy,ty) =u(xy,ty) = M.

Veamos que v restringido a I' es estrictamente menor que M. Sea (x,t) un punto

arbitrario de I' entonces

v(x,t) = u(z, t) + (M —m)(z — x1)* /41> <m+ (M —m)* /41
=m+(M—-—m)/4
=m+ M/4—m/4
= M/4 + 3m/4
< M/4+3M/4
=M

luego v(x,t) < M.

Lo anterior implica que v no alcanza su maximo en I'. Si (z3,3) es un punto en el cual
v alcanza su punto maximo, este estara en el interior de GG o en el conjunto A. Como
v € C*(G), entonces

Umx(IQ,tg) S 0 'Ut(l'g,tQ) Z 0. (25)
Por otro lado, por la definiciéon de v se tiene

v (2,1) — Vpe (2, ) = wy(,8) — Upe(w, 1) — (M — m) /20>
= (2, t) — uy(z,t) — (M —m) /21 =—(M —m)/2I* < 0.
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Esto es
Ut(xv t) < v;r;t(xu t) (26)

entonces de (2.5) y (2.6) se tiene v(xq,t2) < 0, lo que contradice la desigualdad
Ut(ZEQ,tQ) Z 0. v

Para el minimo puede aplicarse este resultado a la funciéon —u.

OBSERVACION

El sentido fisico de este teorema establece: que si la temperatura en la frontera y en el
momento inicial no supera cierto valor M y no hay fuentes del calor dentro del cuerpo,
la temperatura del cuerpo sera menor o igual a M a través del tiempo.

La interpretacion del resultado es evidente, si no hay fuentes de calor, el maximo valor

de la temperatura tiene que alcanzarse en un extremo de la barra o en el instante inicial.

Corolario 1. Si dos funciones uy(z,t) y us(z,t), definidas y continuas en la region G,

satisfacen el siguiente problema:

{ (2, 1) = Uge(x, 1) (x,t) Eé, u € C?*(Q),
u(z,t) = ¢(z,1t) (z,t) el ue O,

entonces u; (r,t) = uy(z,t) para todo (x,t) € G.

Demostracion.
Sea v(z,t) = ug(x,t) — uy(x,t), como las funciones u;(x,t) y uz(x,t) son continuas en

G entonces v es continua en G.

Veamos que v es solucion de la ecuacién diferencial en (2.7).

Vi = Ut — Ut = Uigy — U2gx = (ul - u2)azx = VUgg,

por lo tanto, v es solucion del problema

up(z,t) = uge(x, 1) (z,t) Eé,
u(z,t) =0 (x,t) €T
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Por el principio del valor maximo v alcanza su maximo y su minimo en I' esto es

0 < v(z,t) <0 entonces v(x,t) = 0 para todo (x,t) € G por lo tanto u; = uy. \4

2.3. Método de la energia

2.3.1. Unicidad de la solucion del problema de Cauchy

En el caso de la varilla infinita aparece la técnica de la energia para demostrar la

unicidad de ciertos problemas como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1.1. Si u es una solucion continua y acotada en R del siguiente problema

9, 02
a—?:a—xg, reR, t>0,
u(z,0) = f(z), zeR, donde/ |f(z)?dz < oo

entonces esta es unica.

Demostracion.
En este caso, podemos demostrar la unicidad de la soluciéon del problema de cauchy
usando el método de energia. Supongamos que u; y us son dos soluciones. Consideramos
w = u; — us entonces w satisface

ow  0*w

EZW (-OO<?L’<OO, t>0)
X

w(z,0) =0 (—oo <z < 0)

Ademas supongamos que w y sus derivadas son continuas, entonces

lim g—w(:c,t) = lim g—w(x,t) =0,Vt (2.9)

T——00 €T T—00 €T
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Consideremos la funcién del tiempo

1 o0
I(t) = —/ w?(z,t)dr con I1(0)=0, I(t)>0 Vi
—0o0

Teniendo en cuenta que la integral anterior converge uniformemente respecto a t, por
ser u; us soluciones continuas y acotadas e integrables en R, entonces la derivada se

puede introducir en la integral.

2
Como ai(x,t):2w(x,t)8a—t)(x,t) entonces

ot

dl 1 [T ow? o Jw T 92w
%—5/_00 Wda:—/_oo w—dx—/ w——dzx

Integramos por partes

0w
U= w dv—wdx
ou_ou o
or  Ox U= oz

De manera que

o 92w ow |t e dw

o0

—00

usando (2.9) se concluye

Entonces
—(t) <0 vt > 0
dt( ) ’ ’

0<I(t)<I0)=0 Vit>0.
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Luego

It)=0, w=0 esto es u; = us.

2.3.2. Unicidad de la soluciéon del problema de valor inicial

Teorema 2.3.2.1. Siu es una solucion continua y acotada en R del siguiente problema

de Dirichlet o Neumann

ou  0%u
— = — L t
5 92 O<zx< >0

u(z,0) = f(z) x€(0,1)

u(0,t) =go(t) vy u(l,t)=gi1(t), Vt>0 (Dirichlet)

ou ou
0 %(O,t) =go(t) y %(l,t) =gi(t) Yt>0 (Neumann)

entonces esta es unica

Demostracion.
Supongamos que 1y y us son dos soluciones y consideraremos w = u; — uq, entonces

ow 0 Oouy  Ouy 0*uy;  0%us 0? 0*w

TR T At vl Tel il il vl UL Rl ety

w(z,0) = uy(z,0) —uz(z,0) = f(x) — f(x) =0 0<zx<l
w(0,t) = u1(0,t) —uz(0,t) = go(t) — go(t) =0 V¥Vt >0
w(l,t) =ui(l,t) —us(l,t) = 1 (t) —gu(t) =0 VE>0

ow 8u1 8U2

20,0 = £ = w2) = 20,8 = 2(0,0) = (1) — gu(t) =0
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ow 0 ouy Ous
— (L. t) = — — = ——(L — —=(L = — =
S (Lt) = (= ) = S ) = G2t = 1lt) — u () =0 Ve >0
Luego w satisface
ow  *w
E—w O<LL’<L, t>0

w(xz,0)=0 (0<z<L)
w(0,t) =w(L,t) =0 Vt>0, o
ow ow

Consideremos la funcién del tiempo
L
I(t) = —/ w?(z,t)dr con I(0)=0, I{t)>0 VYt w*>0
0
la cual representa la energia de la funciéon w. entonces,

dIl 1 [Fow? L ow Lot

Integramos por partes

0w
U =W dv = 527 dx
ou_ou Y
or Ox v ox

De manera que

dﬁ ( ) — Y > Y

0< I(t) <I(0)=0 Vt>0.

XXI
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Luego

It)=0, w=0 esto es u; = us.



Capitulo

SOLUCION DEL PRIMER
PROBLEMA DE CONTORNO

En este capitulo usaremos varios métodos de soluciéon como: Método de Fourier o Sep-
aracién de variables, Transformada de Fourier, Transformada de Laplace, y presentare-
mos la definicion de las funciones de Green, para obtener soluciones de ciertos problemas

de contorno. La teoria de existencia de soluciones no la consideraremos.

3.1. Meétodo de las series de Fourier

Ejemplo 3.1.0.1. Eztremos de la barra mantenidos a temperatura cero.

Determinaremos la temperatura u(z,t) en el punto x y tiempo t de una barra delgada,
homogenea y de longitud L, cuya temperatura inicial en la seccion transversal en x y
perpendicular al eje x es (). Supongamos que p(x) es continua en [0, L] y los extremos
de la barra son mantenidos a temperatura cero durante todo el tiempo. El modelo de

este problema es:

XXIII
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@:k2(32—g), para 0<xz <L, t>0,
u(0,t) =0, w(L,t)=0, para t>0, (C.F) (3.1)
u(z,0) = ¢(x) para 0<zx<L. (CI)

Suponemos ademés que ¢ y su primera derivada son continuas en el [0, L], y satisface

las siguiente condicion de concordancia.
©(0) = ¢(L) = 0. (3.2)

SOLUCION.

Buscamos una solucién u(x,t) continua en el rectangulo R donde
R={(z,t) eRN?®/ 0<z<L, 0<t<T}

El método de Fourier supone que la solucién u(z,t) tiene la forma:
u(z,t) = X(x)T'(t). (3.3)

Entonces
u(z,t) = X(2)T'(t),

ug(z,t) = X' (2)T(t),
Uz (2, 1) = X" (2)T(1).
Ahora, sustituimos en la ecuacién u; — ku,, = 0, para obtener:
g — kug, = X(2)T'(t) — kX" (2)T(t) = 0,

X(z)T'(t) = kX" (x)T(¢),

T() _ X'()
KT~ X(2)
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El lado izquierdo depende solo del tiempo, y el lado derecho sélo de la posicién z. Como

estas variables son independientes, entonces para alguna constante A se tiene.

T() _ X'(2)
KT~ X(2)

= -\ (3.4)
De (3.4) se obtiene la ecuacién diferencial ordinaria
X"(z) + XX (z) =0,

vy u(0,t) = X(0)T(t) = 0.

SiT(t) = 0 para todo t, entonces la funcién temperatura u(x,t) tiene el valor constante
cero, lo que ocurre si la temperatura inicial ¢(x) = 0 para 0 < 2 < L. De otra manera,

T'(t) no podria ser idénticamente cero, de manera que

Anélogamente

El problema para X es por tanto

X"(z)+ XX (z) =0, (3.5)
X(0)=X(L)=0. '
Los valores propios del problema (3.5) son
n?m?
A, = 73 para n=123,.. (3.6)
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Entonces obtenemos la siguiente sucesién de soluciones para X ()

nmx

X, (z) = c2sen(T) n=123,.. (3.7)

De (3.4) obtenemos

T'(t) + AET(t) = 0,

nm

T'(x) + (=)*kT(t) = 0.
Luego la solucion general es
2
T(t) = Cse 22 M para n=1,23,..

Entonces obtenemos la siguiente sucesion de soluciones para T'()

TL27T2
T.(t)=Cse 22 M n=1,23,.. (3.8)

De la ecuacion (3.3)

up(z,t) = Xp(2)T(t)
= () sen(n%x)Cge’kQ(%)%
= (1,C4 sen(%x)e’k%%)%

=C, sen(%x)e’m%)% n=1223,..

Llamando C,, = C5C'5 obtenemos una sucesion de soluciones, de la ecuacion de calor y

las condiciones de frontera u(0,t) = u(L,t) = 0.

Falta encontrar una solucién que satisfaga la condicién inicial u(z,0) = ¢(x). Podemos
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elegir n y C,, de manera que

un(z,0) = C sen? = p(z),

sélo si la funcién p(z) es un multiplo del seno. No siempre es asi. En general debemos

intentar construir una solucién usando la superposicion, de la siguiente forma:

u(z,t) = Z Cmen(?) ek LE

Ahora necesitamos

0) = g C’nsen(?) = o(x).

La anterior expresion es el desarrollo de Fourier en senos de ¢(z) en [0, L]. Si elegimos

[ rom()

con esta eleccién, tenemos la solucion,

> L nim 2 2
(1) = %Z( /0 F(€) sen T%g) sen<$) k]I (3.9)

OBSERVACION

Como buscamos una funcién u(z,t) continua tenemos los siguientes limites

0=1m0 = hmu(O t) = lim u(z,0) = lim ¢(z)

t—0 —0 z—0 z—0
entonces ll’r% p(x)=0 y por ser ¢ continua en [0, L]
Tr—>

©(0)=0

0=1im0 =1limu(L,t) = lim u(z,0) = lim ¢(x)

t—0 t—0 r—L r—L
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esto  es h’rrigo(x):O y por ser ¢ continua en |0, L]
p(L) =0

Luego ¢ satisface la condicién (3.2)

3.2. Funcién de Green para el problema mixto

Recordando el problema

U — kup, =0 0<z<L
u(z,0) =¢(x) 0<z<L (3.10)
u(0,t) =u(L,t) =0 0<t<T

tiene solucion

_ LUCI
u(z,t) = ;C’nsen 7€ (3.11)
donde .
=1 [ (€)sen("TE ) de (3.12)

son los coeficientes de Fourier de ¢(x) y
= nwx
0)=>» C, —) = .
0= 3 Cusen(") = o)

Sustituyendo (3.12) en (3.11) se obtiene

L 2 o0
u(zx,t) :{/0 Z;e”2”202/L2tsen?senn?w£}(p(f)df. (3.13)

Puede introducirse el simbolo Y bajo la integral porque la serie encerrada entre llaves
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en (3.13) converge uniformemente respecto a cada & € [0, L.

Definicién 3.2.0.1. La funcion G definida por

nmtx nmc

G(z,&,t) = (%) Zsen( 7 )Sen(mrf)e_(T)Qt

se llama funcién de Green del problema (3.10).

Con la anterior notacion la solucion del problema (3.10) es

wat) = [ Glat gl (3.14)

Supongamos que en el instante inicial t=0, en el punto x = £ € (0,L) se libera una
cantidad de calor Q = p. Esta situacion se modela considerando que la cantidad de
calor se libera en una pequena vecindad del punto, digamos (£ — 6,& +6), y tomando
limite para 6 — 0. Entonces, en dicha vecindad se producird un aumento de temperatura

(), y sabemos que tiene que ser tal que

E+6
/5 pps(r)dr = Q

-4

Como p puede considerarse constante si la vecindad es pequena,

£+
/ ws(x)dr =1
3

—0

Supongamos que @5 € C*, @5 > 0y s = 0 fuera de la vecindad. Entonces para cada d,

tenemos un problema mixto con condiciones de contorno nulas y condicién inicial

U(z,0) = ps(z), x€]l0,L] (3.15)
La solucion de este problema es

§+0

wie.t) = [ 66 np@d= [ o e
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€49

— Gla, 1) /g el = Glae ),

donde £ € (£ — 6, +9).

Como G es continua, tenemos que limgs_g us(z,t) = G(x, ). Por eso la funcién G (x) =
G(z,&,t) representa la distribucién de temperatura en la barra, en el instante ¢, si en
el instante inicial ¢ = 0 se libera una cantidad de calor Q = p en el punto x = &.
G tambien se denomina funcién de fuente puntual instantanea. Se puede comprobar
directamente que G es solucion de la ecuacion del calor. Nétese que (3.14) nuevamente

representa un principio de superposicion.

Observaciéon 1. Aqui también ocurre que las restricciones impuestas a @ son demasi-
ado restrictivas en la practica. Por ejemplo, a veces es necesario resolver problemas
en que ¢ es continua a trozos. En muchos casos importantes puede demostrarse que la
formula (3.15) es una solucion (al menos generalizada) del problema, y que u es con-
tinua en los puntos de continuidad de ¢. FEsta observacion es valida para el problema
de Cauchy.

3.3. Transformada de Fourier

Otro método para resolver la ecuacion del calor es la transformada de Fourier y bus-
camos la solucién en el espacio schwartz. El espacio schwartz esta constituido por las
funciones definidas en R, con derivadas de todos los ordenes continuas y dichas funciones

junto con sus derivadas se anulan en el infinito. Este espacio se denota por S(R).

Definicién 3.3.0.2. Si f € S(R) entonces la integral

—+00

Sf](w) = f(t)e ™" dt

—00

converge para todo w en R y se llama transformada de Fourier de la funcion f, que

también se denota f(w). Donde i = /—1.

Teorema 3.3.0.2. si f € S(R) entonces e (iw)" f (w).

dx™
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Presentamos un esbozo de la demostracion para el caso particular n = 2

Demostracion.
Hallaremos la transformada de la segunda derivada, es decir comprobaremos el teorema

(3.3.0.2) cuando n=2

0%u * 9%u ,
Z - - - —iwg
Blggalwt) = [ Fa(&ne e
integramos por partes
—iw 82“
u=e "¢ dv:a—e(g,t)dg
ou , ou
2 —twé _ -
o€ iwe V=g ¢ (&,1)
entonces
< 9%u , O oo > Ou ,
e —iwé — mwg T et . —iwé
[ Gatene e =i Gien) 4 [ e e ag
= iw _mg—Z(g,t)e—iwédg
nuevamente integrando por partes
u=e Wt dv = g—z(g, t)dé
g—z = jwe ™8 v =u(&,t)

+oo oo
+(iw)2/ u(€, t)e e

—0o0

iw /_: g—z(f,t)eiwédf = jwe "u(€,t)

= (iw)*a(w, t) = —wi(w, t)
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Luego
Sl==](w,t) = —wa(w,t). (3.16)

v

Definicién 3.3.0.3. Conwvolucion Sean f y g funciones definidas en la recta real.

Entonces f tiene convolucion con g si

1. ff f)dt y fabg(t)dt existen para todo intervalo [a,b].

|l =ngolar

converge. En este caso, definimos la convolucion f* g de f con g como la funcion

(f o)t / 1t —7)g

Teorema 3.3.0.3. Supongamos que f y g son acotadas y continuas en la recta real y

2. Para todo nimero real t,
dada por:

que [T |f(®)|dt y [Z2|f(t)|dt ambas convergen. Entonces,

/_Zf*g<t)dt: /_Z f(t)dt/:g(t)dt.

2. Transformada de la Convolucion y su inversa

BLA(E) * g(0)](w) = flw)g(w).

T w)g()](t) = (f *g)(¢)

Ejemplo 3.3.0.2. Conduccion de calor en la recta

o oa (3.17)

u_ Py _o<p<oo t>0
u(z,0) = f(z) —oo<zx<oo.
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Como x varia sobre la recta real, tomamos la transformada de Fourier en la variable x

y dejamos t como parametro. La transformada de la ecuacién del calor es:

ou 0%*u

Slgpl(w, ) = kS5 51(w, 1), (3.18)

debido a que x y t son independientes, la transformada pasa a través de la derivada

parcial respecto a t

0 il ‘ o [ . 0
St = [ e as = 2 [ e o = D),
Luego 5 5
S[a—?](w,t) = 5w, 1). (3.19)

Remplazando (3.16) y (3.19)en la ecuacion (3.18) obtenemos

J . T
au(w,t) = —wku(w,t)

con solucién general

a(w,t) = ae~" .

Para determinar el coeficiente a, tomamos la transformada de la condicién inicial para
obtener
haciento ¢ = 0 entonces

y la solucion es

a(w,t) = f(w)e ™. (3.20)

De la tabla de transformada de Fourier que se encuentra en [5] en la pagina 99 tomamos
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la férmula

esto es

de la anterior igualdad tenemos

entonces

Por lo tanto

i —a?z? — 1 ff—; — — w3kt
sG] ol -

Ahora reemplazando (3.22) en (3.20) obtenemos

iw, 1) = f(wm[z j]%]

Del teorema (3.3.0.3) se concluye

s{u}<w,t>=s[f<y>* ! }

Aplicando la transformada inversa de Fourier, obtenemos

u(z, 1 =[f<y>* : j,%]

1 _@—y)?

et dy.
2V kitn Y

wat) = [ )

XXXIV

(3.21)

(3.22)
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3.4. Transformada de Laplace

Definicién 3.4.0.4. Sea f(t) una funcion en [0,00]. La transformada de Laplace de f

es la funcion F(s) definida mediante la integral

F(s) = /OO e S f(t)dt

0

El dominio de F(s) estda formado por todos los valores de s para los que la integral

anterior existe. La Transformada de Laplace de f se denota como F o £{f}.

En el siguiente ejemplo se debe usar la transformada de Laplace.

Ejemplo 3.4.0.3. Consideremos el problema en una semirrecta:

B para0 <t <t
u(0,t) =
0 parat >t

en donde A, By ty son constantes positivas. Esto define un problema con una temper-
atura inicial constante distinta de cero y una distribucién de temperatura discontinua
en el extremo izquierdo de la barra.

Podemos escribir la condicién en la frontera més nitidamente en términos de la funcion

de Heaviside H:

0 parat<t
H(t) = parat =to
1 parat>0

u(0,8) = B[1 — H(t — to)].
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Tomamos la transformada de Laplace de la ecuacion del calor, respecto a t y consider-

AIMoS a T como parametro,
ou 9%u
¢ [5] ke {@} |

Para la transformada de OJu/0t, la derivada de la variable transformada, usamos la

formula operacional para la transformada de Laplace:

0
£ {a—ﬂ (s) =sU(x,s) —u(x,0) = sU(z,s) — A.
La transformada pasa a través de 9?u/0x? debido a que z y t son independientes:

2

2 o0 2 S
0

0x? ox? [, Ox?

Transformando la ecuacién de calor se obtiene

82
sU(x,s) — A=k=—=U(z,s).

0x?
Escribimos esta ecuacién como
9? s A
@U(ﬂ?, S) — %U(IE, 8) = —E,

que es una ecuacién diferencial ordinaria en x. La soluciéon general de esta ecuacion es

A
Uz, s) = aq.eVe/k 4 pemVelke L
s

Para que la solucién sea acotada, necesitamos que lim;_,o, U(z, s) < 0o

S A A
lim (ase sike |y e=Vs/ke 4 —)= aslim eVeFe L p o 1fm se” VR 4 lim = =
s

r—00 r—00 r—0o0 r—oo §
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v A /T
= a, lim eV*/* 4 lim = entonces as =0 ya que lim eV*/* =(0—
T—00 T—00 S

T—00

Luego la solucién general es

SThe A
Ulz,s) = be V/ke 4 " (3.23)

Para obtener b, aplicamos la transformada de Laplace de u(0,t) = B[l — H(t — to)],
para obtener

U(0,5) = BE[1](s) — BE[H(t — t,)|(s) = Bé _ B%e‘tos.

1 1 A
U(0,s) = B- — B=e 0* = b, + =,
S S S

asi

bs =

—tos

B—-A B
— —e
s s
Reemplazando b en (3.23) para obtener

B—-A B . A
Uz, s) :{ - —e_tos} e~ Vslke 4
s s s
__Zz \/g 7L\/§
VE v A
—B-AE B2
s s s

Ahora obtenemos la soluciéon usando la inversa de la transformada de Laplace:

u(z,t) = £ U(x, s)].

-1 eiﬁ\/g —tos
u(z,t) = £ [(B—A) — Be™™

S S S

WS4
e- 42 (3.24)

Esta inversa puede ser calculada usando tablas estandar y haciendo uso de la fun-
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cion error y la funcion de error complementario, las cuales tienen un uso frecuente en

estadistica. Estas funciones estan definidas por
2 [Y o
erf(x) :—/ e ¢ d¢
T Jo
2 [ e
erfolx) = —/ e =1 — erf(a). (3.25)
™ X

De la tabla de Transformada de Laplace que se encuentra en [2] en la péagina 226

tomamos la férmula

¢! {e—:ﬁ} - erfc(QLﬂ) (3.26)
de (3.24)
=0 [ e o

de (3.26)

+A

t(t—to)

=(B — A)erfc(xz/\/\/f

=B GTfC(Q—\/H> - ABTfC<2—\/H> — B H(t — to)@TfC(m) + A

A I (A () R S

e_fﬁ\/g]

S

) — BH(t—t)&™* [
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De (3.25)

u(z,t) = Ber fc(z\iﬁ) +Aer f (QL\/H) ~BH(t—ty)erfe (ﬁ)
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