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Resumen

TITULO: MODELOS TRIDIMENSIONALES AXIALMENTE SIMETRICOS PARA
LA DISTRIBUCION DE MASA EN LA COMPONENTE DISCOIDAL DE GALA-
XTIAS ESPIRALES'.

AUTOR: SALAZAR ARIZA, Karol Vianney?.

PALABRAS CLAVES: Astrofisica, Modelos tridimensionales, Expansion multipolar
del potencial gravitacional.

DESCRIPCION: Muchos de los modelos construidos para la distribucién de masa en
galaxias han considerado que ésta se encuentra confinada a lo largo de un plano. Por
lo tanto, es muy importante construir modelos tridimensionales que den cuenta de la
distribucién tridimensional de masa, logrando asi aproximarse mas a las galaxias reales
que hacen parte de nuestro Universo observable. En nuestro trabajo se construiran mo-
delos tridimensionales axialmente simétricos para la distribucién de masa en galaxias,
en el marco de la teoria de la gravitacion de Newton. Los modelos se obtendran a partir
de la expansion multipolar del potencial gravitacional en funcién de los polinomios de
Legendre, y utilizando la soluciéon de la ecuacion de Poisson se hallard la densidad de
masa. Seguidamente se encontraran cantidades de interés fisico como la velocidad cir-
cular, la frecuencia epiciclica y la frecuencia vertical. Una vez obtenidas, se procederan
a imponer restricciones sobre los parametros y constantes con el fin de garantizar que
la distribucién de masa sea una funcién mondétonamente decreciente en la coordenada
radial y en la coordenada z, ademas que la velocidad circular y las frecuencias sean can-
tidades positivas. Con los valores de los pardmetros y constantes ya definidos se podran
determinar los valores de las cantidades fisicas ya mencionadas y se realizara un anélisis
grafico donde se compararan de manera cualitativa las curvas de rotacién arrojadas por
nuestros modelos con los datos observacionales de las curvas de rotacién de una galaxia
real y se estudiaran las curvas de las frecuencias vs el radio de la galaxia con el fin de
que los modelos sean estables.

ITrabajo de grado
2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Guillermo Alfonso Gonzdlez Villegas (Director).
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Abstract

TITLE: AXIALLY SYMMETRIC TRIDIMENSIONAL MODELS FOR THE MASS
DISTRIBUTION IN THE DISCOIDAL COMPONENT OF SPIRAL GALAXIES?.

AUTHOR: SALAZAR ARIZA, Karol Vianney*.

KEY WORDS: Astrophysics, Tridimensional models, Multipolar expansion of the
gravitational potential.

DESCRIPTION: Many of the built models for the mass distribution in galaxies
have considered that the latter are confined throughout a plane. Therefore it is very
important to build tridimensional models that give account of the tridimensional mass
distribution, making in this way a better approximation to the real galaxies that belong
to our observable Universe. In this work we will build axially symmetric tridimensional
models for the mass distribution in galaxies, in the framework of Newton’s gravitation
theory. The models will be obtained through a multipolar expansion of the gravitational
potential as a function of the Legendre polynomials, and we will find the mass density
using the solution to the Poisson equation. Next, we will find quantities of physical
interest such as the circular velocity, the epicyclic frequency and the vertical frequency.
Once they are obtained, we will proceed to impose restrictions on the parameters and
constants in order to guarantee that the mass distribution is a monotonous decreasing
function in the radial coordinate and the z coordinate, and that the circular velocity
and the frequencies are positive quantities. With the values for the parameters and
constants previously defined we will find the values for the physical quantities above
mentioned and perform a graphical analysis where we will compare in a qualitative way
the rotation curves obtained from our models with the observational data from rotation
curves of a real galaxy. We will also study the frequency curves vs the galaxy radius in
order to check the conditions under which the models are stable.

3Degree project.
4Faculty of Sciences, School of Physics, Guillermo Alfonso Gonzélez Villegas (Supervisor).
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Introduccion

Se estima que existen mds de cien mil millones (=~ 10'') de galaxias en el Universo
observable [1]. Una galaxia es un sistema masivo compuesto de estrellas, nubes de gas,
polvo y materia oscura, unidos gravitacionalmente. La cantidad de estrellas que forman
una galaxia es variable, desde las enanas con 107, hasta las gigantes con 10'? [2, 3]. Las
galaxias se encuentran en un amplio rango de formas, tamanos y masas, y pueden ser
divididas de acuerdo al sistema de clasificacion de Hubble [4] en cinco tipos principales:
elipticas (E0 — ET7), espirales (Sa — Sd), espirales barradas (SBA — SBD), irregulares
(Irr), y lenticulares (S0) (ver Figura 1).

-Sb

espirales

EO -E3 E7-

elipticas espirales barradas

- SBa- -SBc-

Figura 1: Diagrama de la clasificacién de Hubble, en la que se ven las galaxias elipticas,
espirales y espirales barradas

Las galaxias elipticas (E0 — E7), tal como lo indica su nombre tienen el perfil
luminoso de una elipse y estan dominadas por estrellas viejas. En la clasificacion, éstas
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se denotan por FE,, donde n es diez veces la elipticidad de una galaxia, siendo Fy una
galaxia esférica y F; una galaxia altamente dilatada [5]. Las galaxias lenticulares son
una clase de galaxias intermedias entre las elipticas y las espirales y son etiquetadas
como SO en la clasificaciéon de Hubble [4]. Las galaxias espirales (Sa — Sd) y espirales
barradas (SBa — SBd), tienen forma circular pero con una extensién de brazos en
forma de espiral envueltos en polvo de brillo variable, y apuntando normalmente en la
direccién de la rotacién del disco. Finalmente, las galaxias con formas irregulares (Irr)
son el resultado de perturbaciones provocadas por la atraccion gravitacional de galaxias
vecinas; éstas no presentan estructura ni simetria bien definida [1, 2, 3].

Los modelos que se construiran para la distribucién de masa son aplicables a galaxias
espirales [6]. Las galaxias espirales presentan varias partes, las cuales son: la componente
discoidal, en la cual se encuentra el disco y un abultamiento central(bulbo). También
un halo de materia oscura que se extiende més alla del disco (Ver Figura 2). Recientes
observaciones muestran que al parecer hay un agujero negro supermasivo en el centro
de la mayoria de galaxias espirales [1]. Para una orientacién inicial, es usual utilizar las
cifras de nuestra galaxia para ilustrar las dimensiones de una galaxia espiral tipica [7].

Disk
(Spiral Arms)

Central

Bulge Globular

Clusters

Figura 2: Esquematizacion de las componentes de la Galaxia.

Disco y bulbo central. En el disco y en el bulbo se encuentran alrededor de 10!
estrellas, teniendo una masa total ~ 5 * 10'° masas solares®. Por otra parte, el disco
también contiene gas y pequenas particulas sélidas (“polvo”), que en conjunto se co-
nocen como el medio interestelar y el total de su masa es de alrededor del 10% de la
masa en las estrellas [1].

51 masa solar = 1,99 * 103%kg
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Halo de materia oscura. El halo oscuro es un componente muy importante, tan-
to en tamano y en masa, el cual tiene un radio de alrededor de 200kpc y una masa
del orden de 10'? masas solares [1]. Probablemente el halo estd compuesto por algu-
nas particulas elementales® que interactian débilmente, més no electromagnéticamente.
Para la mayoria de los propésitos, el halo interactiia con los otros componentes de la
Galaxia sélo a través de la fuerza gravitacional, y por lo tanto, la dinamica estelar es uno
de los pocos instrumentos que tenemos para el estudio de este componente misterioso
y fundamental del universo.

Agujero negro central. En el centro del disco, se encuentra un agujero negro, de
masa 4 x 10° masas solares. El agujero negro es a veces llamado Sagitario A*.

Para modelar galaxias debemos tener muy presente que cada una de las componen-
tes contribuyen al potencial gravitacional de ella misma’. Por consiguiente, construir
un modelo que comprenda todos los efectos de todas las partes es realmente dificil.
Afortunadamente, las contribuciones de todas las partes estan limitadas por ciertas
escalas de distancias, asi que todas las componentes no necesitan ser incluidas en un
modelo razonablemente realista [7]. De modo que es comtinmente aceptado el hecho de
no incluir todas las contribuciones de las componentes. Un modelo del centro de la via
lactea, por ejemplo, podria incluir el agujero negro central y la densa regién central
del ciimulo [3], donde los efectos de los brazos espirales o del halo de materia oscura
ciertamente se pueden despreciar.

Como una primera aproximacion para el modelo, sélo se va a tener en cuenta la
componente discoidal. La mayor parte de la masa en dichas componentes reside en las
estrellas que la conforman. Asi, para calcular el potencial gravitacional de una gran
coleccion de estrellas, se deberia, en principio sumar los potenciales de cada una de las
masas puntales. Sin embargo, esto no es practico debido al niimero de estrellas (=~ 10*!)
que componen una galaxia tipica. Por lo tanto, es suficiente con modelar el potencial
gravitacional como el generado por la distribuciéon de masa considerada axialmente
simétrica o imperturbable, debido a que no se tendra en cuenta la distribuciéon de masa
perturbada que representa el patrén espiral [1]. Esta distribucién puede describirse por
una densidad de masa volumétrica, la cual genera el potencial gravitacional, que a su
vez determina tanto la velocidad circular como las frecuencias epiciclica y vertical.

El modelamiento de galaxias mediante la distribucién de masa ha sido un tema
ampliamente estudiado a través de los anos [6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. La
distribucién de masa se encuentra utilizando la ecuacién de Poisson y por medio de
un potencial gravitacional, siendo el par potencial-densidad la caracteristica principal

6Estas particulas no se han detectado atin en el laboratorio.
"En el sistema autogravitatorio las estrellas de prueba son las mismas que conforman las galaxias.
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de un modelo tedrico determinado. Los datos observacionales de la velocidad circular
o curva de rotacion, la cual se define como la velocidad de las estrellas en un plano
galdctico, permite ajustar dichos modelos tedricos con la curva de rotacién de una
galaxia en particular, y asi determinar la distribucién de masa contenida en un galaxia.
Por lo tanto, la curva de rotacién es uno de los métodos observacionales mas directos
que nos permite medir la masa contenida en una galaxia [1, 16, 18|.

Hasta el momento se han estudiado diversos modelos que describen de una manera
aproximada los aspectos principales de una galaxia. Desde discos infinitesimalmente
delgados [19, 20], pasando por discos gruesos infinitos [21, 22, 23]. Ahora bien, en este
trabajo se construiran modelos tridimensionales axialmente simétricos para la distribu-
cion de masa en galaxias, del mismo modo que el trabajo realizado por Vogt y Leteleir en
2005 [8], obteniendo asi unos casos particulares del par potencial-densidad del modelo
generalizado de Nagai y Miyamoto de 1976 [11].

En el capitulo 2 se presentara el formalismo teérico del potencial gravitacional, ha-
llando asi una relacion entre el potencial gravitacional y la densidad de masa. También
se estudiaran familias de potenciales axialmente simétricos, los cuales son generados
por distribuciéon de masa simple. Por otro lado, se estudiran los movimientos de las
estrellas en orbitas circulares. Finalmente se analizard la estabilidad de dichas érbitas.
En el capitulo 3 se presentaran los modelos obtenidos al considerar la expansién del
potencial gravitacional hasta el término n = 4 y mediante un analisis grafico se estu-
diaran cantidades como: la distribuciéon de masa, la velocidad circular y la estabilidad
del modelo.
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Modelos de galaxias
tridimensionales axialmente
simétricos

La interaccion gravitacional juega un papel muy importante en la elaboracion y analisis
de modelos de galaxias [24]. Aunque la descripcién correcta de la interaccién gravita-
cional requiere de la relatividad general, en el presente trabajo se obtienen buenos
resultados al calcular la distribucion de masa contenida en una galaxia mediante la
aproximacién Newtoniana [16].

La teoria de la gravitacién Newtoniana para el modelamiento de galaxias esta basada
en las siguientes suposiciones:

1. El campo gravitacional producido por la distribuciéon de masa es débil.

2. Las estrellas se mueven con velocidades muy pequenas comparadas con la veloci-
dad de la luz.

3. Las presiones, flujos y tensiones son pequenos en comparacion con la densidad de
masa-energia.

La curva de rotacion es un método directo que permite medir la masa contenida en una
galaxia, a través del ajuste de dicha curva con un modelo tedrico, caracterizado por
un par potencial-densidad. El término curva de rotacién hace referencia al conjunto de
velocidades de las estrellas que se mueven alrededor de una orbita circular en el disco
meridional de las galaxias, para distintos radios.
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En el presente capitulo, se estudiaran las orbitas circulares de las estrellas en pre-
sencia de campos gravitacionales. También se hallaran las condiciones para garantizar
que las estrellas oscilen alrededor de sus Orbitas. Se comenzara por estudiar el poten-
cial gravitacional en el marco de la teoria de la gravitaciéon de Newton. También se
analizaran las distribuciones de masa para sistemas aplanados con potenciales gravita-
cionales simples. Después se estudiaran las condiciones necesarias para la existencia de
orbitas circulares y finalmente se examinara la estabilidad de las érbitas.

1.1. Teoria del potencial

Las componentes de la galaxia que se consideraran son el disco y la protuberancia cen-
tral. La mayor parte de la masa en dichas componentes reside en las estrellas, de manera
que el potencial gravitacional se modelara como el generado por una distribucién de
masa tridimensional continua con simetria axial [1]. Teniendo en cuenta lo anterior, se
encontrard una expresion analitica del campo gravitacional generado por una distri-
bucién continua de materia. A partir de la ecuacién de Poisson, se podra hallar una
relacién entre el potencial gravitacional y la distribucion de masa.

1.1.1. Gravitacion

La ley de la gravitacién universal de Newton nos dice que cada estrella! atrae a todas
las otras estrellas en el universo con una fuerza que es directamente proporcional al
producto de las masas e inversamente al cuadrado de las distancia de separacion entre
ellas. Esta ley puede ser escrita como

F=-G—e, (1.1.1)
T

en donde G es la constante de proporcionalidad de Cavendish. A una distancia r de
una estrella de masa M, una segunda estrella de masa m experimenta una fuerza de
atraccion. El vector unitario e, apunta desde M hasta m, el signo menos indica que la
fuerza es atractiva, esto significa que m es atraida hacia M.

La Ec. (1.1.1) es aplicable sélo para estrellas puntuales. Ahora bien, si se reemplaza
una o las dos estrellas puntuales por un cuerpo con cierta extension, se asumira que el
campo de fuerza gravitacional es un campo lineal. En otras palabras, se podra admitir

1Las estrellas son consideradas como masas puntuales, debido a que sus tamafos son pequeflos en
comparacion con las distancias entre ellas.
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que es posible calcular la fuerza neta sobre una estrella debido a otras estrellas, si se
toma el vector suma de todas las fuerzas individuales. Por esta razon, para una galaxia
con una distribuciéon continua de materia, la suma se convierte en la integral

r2

F = —Gm/ plr )erdv/, (1.1.2)

en donde p(r’) es la densidad de masa y dv’ es el elemento de volumen en la posicién
definida por el vector r’ desde el origen hasta el punto dentro de la distribucién de
masa.

El vector campo gravitacional g, que representa la fuerza por unidad de masa ejer-
cida sobre una estrella en el campo de un cuerpo de masa M, estd dado por por la
expresion:

F M
Considerando ahora una distribucién continua para el nimero de estrellas que componen
una galaxia tipica ~ 10!, la cual estd descrita por una densidad p(r’), se obtiene el

campo gravitacional en la forma

p(re, .
g = —G/U S—dv'. (1.1.4)

r

1.1.2. Potencial gravitacional

El vector campo gravitacional g es conservativo, asi que g se representa como el gra-
diente de una funcién escalar

g=-Vo, (1.1.5)

en donde ® es llamado el potencial gravitacional. Por otro lado, considerando una
superficie cerrada arbitraria S con una masa m situada dentro de ésta, se encuentra
que el flujo gravitacional ¥,, saliendo a través de S es

\Ifm:j{n-gda, (1.1.6)
S

en donde la integral es sobre toda la superficie S y el vector unitario n es normal a la
superficie en el area diferencial da. Sustituyendo g (Ec. 1.1.3), se tiene que

cos
r2 ’

n-g=-Gm (1.1.7)

en donde 0 es el angulo entre n y g. Sustituyendo la ecuacién anterior dentro de la Ec.

(1.1.6) se obtiene

U, — _Gm cos

da = —47Gm. (1.1.8)

g 12
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La ecuacién anterior es indiferente con respecto a el lugar se donde se ubique la masa
m dentro de la superficie S.

Generalizando el resultado de la Ec. (1.1.8) para muchas masas m; dentro de la
superficie S, se tiene

U, = j{ n-gda= —47rGZmZ-. (1.1.9)
S i

Ahora bien, si se cambia por una distribuciéon continua de masa dentro de la superficie
S, entonces

v, = j{n -gda = —47rG/,0dv, (1.1.10)
S v

en donde la integral del lado derecho es sobre todo el volumen V' encerrado por S.
Usando el Teorema de la divergencia en el segundo término de la Ec. (1.1.10) se cumple

7{H~gda:/v-gdv. (1.1.11)
S v

Igualando el lado derecho de la Ec. (1.1.11) con el segundo término de la Ec. (1.1.10),
se tlene

/UV~gdv - /U(—47TG)pdv, (1.1.12)

por lo tanto

V.-g=—4nGp. (1.1.13)
Teniendo en cuenta la forma de g definida en la Ec. (1.1.5) se obtiene
V-g=-V:-Vd=-V°0, (1.1.14)

De esta forma, se obtiene una relacién entre el potencial gravitacional y la distribucion
de masa de la forma
V20 = 4G, (1.1.15)

en donde la ecuacién anterior es conocida como la ecuaciéon de Poisson. En regiones
libres de materia, es decir p = 0, la Ec. (1.1.15) se reduce a la forma conocida como la
ecuacion de Laplace

Ve = 0. (1.1.16)

1.2. Pares potencial-densidad

El calculo del potencial gravitacional generado por una distribuciéon de masa es a menu-
do una tarea complicada, que conduce a expresiones complejas que involucran funciones
especiales 6 célculos numéricos [1]. Sin embargo, a continuacién se van a describir fa-
milias de potenciales axialmente simétricos, los cuales son generados por distribuciones
de masa realistas y bastantes simples.
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1.2.1. Modelo de Kuzmin

Kuzmin [25] introdujo un par potencial-densidad para modelar discos, a partir de un
potencial gravitacional en coordenadas cilindricas con simetria axial, el cual depende
de las variables (R, z), en donde R es la coordenada radial y z es la coordenada vertical.
Dicho potencial se define de la forma

_ GM
VR + (a+[2?)

(R, z) = (1.2.1)

en donde a es una parametro diferente de cero, el cual tiene dimensiones de longitud.

Aplicando el teorema de Gauss para un volumen aplanado que contiene una porcién

pequena del plano z = 0, se concluye que ® estd generado por la densidad superficial
aM

S(R) = PRI (1.2.2)

1.2.2. Modelo de Miyamoto y Nagai

El modelo de Miyamoto y Nagai [6] define un potencial gravitacional en coordenadas
cilindricas, en términos de los parametros a y b, los cuales son diferentes de cero y cuyos
valores cumplen con las restricciones impuestas sobre la distribuciéon de masa; es decir,
que sea una funcién mondtonamente decreciente tanto en la coordenada radial como
en la coordenada z. Por lo tanto, dependiendo de los valores de dichos parametros, se
puede representar cualquier estado intermedio, desde discos infinitesimalmente delgados
hasta un sistema esférico. Debido a lo mencionado anteriormente se define el potencial
gravitacional generalizado como:

Oy = .
\/R2 + a4 (22 + b?)2)2

(1.2.3)

El potencial anterior es libre de singularidades en todo el espacio, y tiende al potencial de
una masa puntual cuando R y z llegan a ser muy grandes. Para cuando a = 0, se reduce
al potencial gravitacional ® de Plummer [12], y cuando b = 0 se reduce al potencial
gravitacional ® de Kuzmin [25]. La distribucién de masa en tres dimensiones p(R, 2)
correspondiente a este potencial gravitacional, facilmente derivada de la ecuacién de
Poisson (1.1.15), esta dada por la forma

—apb? aR? 4 [a + V2% + V**[a + 3v/22 + b?]

p(R, 2) =
AnG \/(R2 + a4 (22 4 b2)3)2)5(22 + b2)3

(1.2.4)
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La ecuacion anterior es positiva en todo el espacio. Por otra parte, la ecuacién de
Poisson es lineal en el potencial y la densidad de masa, por lo tanto, la diferencia entre
dos pares potencial-densidad cualesquiera es un par potencial-densidad. Por esta razon,
si se deriva un par potencial-densidad con respecto a uno de sus parametros, se obtiene
un nuevo par potencial-densidad. Debido a lo mencionado anteriormente, Toomre [15]
derivé una familia de pares potencial-densidad derivando el potencial gravitacional ®,,
n veces con respecto a a’.

1.3. Orbitas en potenciales axialmente simétricos

Utilizando los valores aproximados para las dimensiones de la Galaxia [1], podemos
estimar el camino libre medio de una estrella antes que colisione con otra estrella. Para
un conjunto de particulas que se mueven en orbitas de linea recta, el camino libre
medio es A = 1/(no), donde n es la densidad de niimero y o es la seccién transversal.
Suponiendo que todas las estrellas son como el Sol, la seccién eficaz de colision es
o~ m(2R)?, donde R = 6,96 x 10'%m es el radio solar. Si se distribuyen 10! estrellas
uniformemente sobre un disco de radio de 10 kpc y grosor de 1 kpc, entonces la densidad
de nimero de estrellas en el disco es de 0,3pc™ y el camino libre medio es A = 1,5 x
103cm= 5 x 10*pc. El intervalo entre colisiones es de aproximadamente \/v, donde
v es la velocidad aleatoria de las estrellas en un lugar determinado. Cerca del Sol, las

! encontrando asi que el

velocidades aleatorias de las estrellas suelen ser unos 50 km s~
intervalo de colisién entre estrellas es aproximadamente 10'° afios, mds de 10® veces la
edad de la Galaxia. Evidentemente, las colisiones entre estrellas son tan raras que no
tiene niguna importancia para la dindmica de la galaxia. Por lo tanto, el movimiento
de cada estrella esta determinado tinicamente por la atraccion gravitacional de todas

las otras estrellas de una Galaxia.

La velocidad circular es una propiedad fisica de interés para la distribucién de masa,
debido a que permite tener informacion sobre la velocidad de las estrellas que se mueven
alrededor de un plano galactico en drbitas circulares alrededor del centro. A través de la
velocidad circular se puede medir directamente la masa contenida en una galaxia; dicho
método es considerado uno de los mas eficientes desde el punto de vista observacional [1,
16, 18, 26]. Por lo mencionado anteriormente, se hallard una relacién entre el potencial
® y la velocidad circular v., ademas se obtendran las condiciones necesarias para la
existencia de érbitas circulares.

Por otro lado, se hallara una relacién entre las frecuencias epiciclica y vertical®con el

2Las frecuencias epiciclica y vertical son las oscilaciones de las estrellas en el eje radial y en el eje
zeta respectivamente, alrededor de una 6rbita circular.
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potencial ®. También se analizara la existencia de puntos criticos en el potencial efectivo
®.s¢, debido a que se debe garantizar que las estrellas oscilen alrededor de la drbita
circular. Los puntos en donde el potencial efectivo ®.¢; alcanza su valor minimo, se
denominan puntos de equilibrio estable. Es decir, si la estrella se desplaza ligeramente
de su orbita circular, se verda sometida a una fuerza restauradora, con el fin de que
siga oscilando alrededor de su orbita circular, asegurando asi que el modelo a analizar
sea estable. De otra parte, los puntos en donde el potencial efectivo ®.;; alcanza su
valor maximo, se denominan puntos de equilibrio inestable, en estos puntos la estrella
tendera a alejarse cada vez mas de su orbita circular.

1.3.1. Movimiento en el plano meridional

El movimiento de las estrellas fuera del plano ecuatorial del sistema, representa una
situacion compleja e interesanBinney:2008aate, debido a que el movimiento es conside-
rado a lo largo de todo el espacio. El estudio de estas érbitas en galaxias con simetria
axial, puede ser reducido a un problema en dos dimensiones, gracias a la conservacion
del momento angular de la componente z de las estrellas [1, 27]. Ademas, se asume que
el potencial es simétrico alrededor de plano z = 0. La ecuacién general del movimiento
de una estrella estd dada de la forma

i=—V®(R,z). (1.3.1)

Reescribiendo r y V® en términos de sus componentes paralelas a los vectores unitarios
€Rr, €y ¥ €, se tiene

r = Rép + zé, (1.3.2)
' 0P 0P
Vo = ﬁGR + Eez. (133)

Partiendo de la Ec. (1.3.1) y utilizando la aceleracién en coordenadas cilindricas junto
con el gradiente del potencial ® (Ec. 1.3.3), se obtienen las ecuaciones de movimiento

R— Ri? = —g—;};, (1.3.4)
d, -

- (R%) =0, (1.3.5)

5o 02 (1.3.6)

CER
La Ec. (1.3.5) expresa la conservacién del momento angular respecto al eje z, en donde
el momento angular con respecto al eje z queda definido por L, = R?y. Las otras dos
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ecuaciones (Ecs. 1.3.4 y 1.3.6) describen el movimiento de las estrellas en el plano R y
zZ.

Eliminando ¢ de la Ec. (1.3.4) se tiene

.. 0 L?
——— [® z 1.3.
R 8R( +2R2>’ (1.3.7)
en donde
L?

es llamado el potencial efectivo. La orbita en 3D de las estrellas es el resultado de la
combinacién del movimiento sobre el plano meridional (R, z) y la rotacién alrededor
del eje z con velocidad angular 1/1 = L./R?. Por lo tanto, las ecuaciones de evolucién
de Ry z en términos del potencial efectivo, quedan expresadas en la forma

. OPeyy
_ 1.3.
a@eff
=-—1 (1.3.10)

Por esta razoén, el movimiento tridimensional de una estrella en un potencial axialmente
simétrico ®(R, z), puede ser reducido a un movimiento en dos dimensiones sobre el plano
meridional (R, z).

Por otro lado, es importante obtener el minimo del potencial efectivo ®.¢, de esta
forma se obtiene la condicién necesaria para que las érbitas sean circulares. En el minimo
del potencial se satisacen las condiciones

0D ;; OO L2

_ L 1.3.11
oR ~oR 1 " (1.3.11)
a(beff
= . 1.3.12
5, — U (1.3.12)

La segunda condicién dado por la (Ec. 1.3.12) se satisface en cualquier lugar del plano
ecuatorial (z = 0), y la primera se satisface para un radio constante R = R, es decir

oo L2

2
T I (1.3.13)

La anterior es una condicién simple para una érbita circular con velocidad angular ).
Asi, el minimo del potencial efectivo se alcanza para un radio constante Ry, en el cual
la orbita circular tiene momento angular L,.
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Definiendo la velocidad angular como ¢ = v./R y teniendo en cuenta la condicién
dada por la Ec. (1.3.13), la velocidad circular para cualquier radio estd dada en la forma
0P

2-R—. 1.3.14
vi=Ron (1.3.14)

Los valores que toma la velocidad circular deben ser mayores o iguales a cero.

1.3.2. Estabilidad de las é6rbitas

Las érbitas circulares estan asociadas a dos oscilaciones independientes con frecuencias
sobre los ejes R y z llamadas frecuencia epiciclica y vertical. Debido al movimiento
de las estrellas en el plano meridional (R,0), se debe garantizar que las 6rbitas sean
estables, es decir, que las estrellas oscilen en torno a su orbita circular.

Ahora bien, expandiendo el potencial efectivo ®.¢; en una serie de Taylor alrededor
de un punto (z, z) = (0,0), en donde x = R — Ry

1 82<I>6ff 1 82(I)eff
Derp = Pers(F0,0) + 5 ( ) o+ = ( 24 .. (1.3.15)
2\ OR? (Ro.0) 2 072 (Ro.0)

En la anterior expansion no se tendran en cuenta todas las expresiones de los términos
de orden z2? o potencias superiores de x y z en la aproximacién del potencial efectivo.
Se definen dos nuevas cantidades de interés fisico:

= Frecuencia epiciclica

9*P
k2 (Ro) = ( eff) , (1.3.16)
OR* ) (gy0)
s Frecuencia vertical
2 PDesy
v (Ry) = 5.2 ) (1.3.17)
(RO’O)

Derivando la Ec. (1.3.15) con respecto a x y z respectivamente, se obtiene

0Pers _ (0*Deyy

= 1.3.1
5 ( SR (R070)az, (1.3.18)
® 2Q
Oess _ (O ey 3 (1.3.19)
0z 072 (Ro.0)
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Asi, teniendo en cuenta los resultados conseguidos en las Ecs. (1.3.18) y (1.3.19), junto
con las definiciones para las frecuencias vertical y epiciclica, las ecuaciones de movi-
miento quedan expresadas como

i = —kr, (1.3.20)

=12z (1.3.21)

Por lo tanto, el comportamiento de x y 2z es equivalente a los desplazamientos de dos
osciladores armonicos, con frecuencias k y v respectivamente.

Derivando una vez més la Ecs. (1.3.11) y (1.3.12) con respecto a R y z, se pueden
expresar las frecuencias epiciclica y vertical como

82 82 32 (0% 3 [0d
12 ( eff) _ <_> L3 (_> . (—> . (1.3.22)
OR? ) gyo)y \OR?) (g0 R OR? ) (geo) B \OR/ (5,0

O*®. sy 0*®
v = ( 55 ) = <@> : (1.3.23)
(Ro,0) (Ro,0)

Al igual que para la velocidad circular, los valores de las frecuencias epiciclica y vertical

deben ser mayores o iguales a cero, de esta forma se garantiza que las estrellas oscilaran
alrededor de la orbita circular.
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Modelos multipolares para galaxias
aplanadas

En el capitulo anterior se encontraron distribuciones de masa a partir de potenciales
axialmente simétricos con formas simples [6, 12, 25]. En este capitulo, se comenzara por
estudiar y encontrar el potencial gravitacional dado por una expansion multipolar hasta
el término n = 3. Por otro lado, se realizaran transformaciones en el potencial gravita-
cional, con el fin de encontrar una soluciéon de la ecuacion de Poisson, y asi construir
modelos tridimensionales que estén caracterizados por los pares potencial-densidad. Se
hallaran las distribuciones de masa correspondientes a los términos de la expansion
multipolar de los potenciales gravitacionales. Finalmente se encontraran los modelos
caracterizados por el par potencial-densidad obtenidos al considerar la expansion del
potencial hasta el término n = 3 junto con su respectivo andlisis gréafico.

2.1. Expansién multipolar del potencial gravitacio-
nal

Una expresion general para una expansion multipolar del potencial gravitacional en
coordenadas esféricas es dada en la forma

= a, P,cos(0)
n=0

en donde P, son los polinomios de Legendre, a, son constantes relacionadas con los
momentos multipolar y 6 es el dngulo polar en coordenadas esféricas. Considerando la
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expansion del potencial gravitacional hasta el término n = 3 se obtiene

ag  ajcosf ax(3cos?d—1) az(5cos®O — 3cosh)
W(rg) = 20 - MRS ECE I - L (212

Ahora bien, al pasar de un sistema de coordenadas esféricas a un sistema de coordenadas
cilindricas, se emplean las siguientes transformaciones

cosf — z, (2.1.3)
r
r— VR?+ 22 (2.1.4)

El potencial gravitacional en coordenadas cilindricas se puede expresar como

ag arz as(22% — R?)  a3z(22* — 3R?)

\I/(R, Z) = — T 3 5 T
(R4 22)2 (R?2+22)z  2(R?>+2?%)2 2(R? + 22)2

(2.1.5)

Aplicando otra transformacion sobre z se logra que el Laplaciano del potencial sea
distinto de cero

2= 2 =a+ V22402, (2.1.6)

en donde a y b son parametros diferentes de cero que tienen dimensiones de longitud,
determinando asi que tan esférico y tan plano es el modelo. De manera que el potencial
de la Ec. (2.1.5) en términos de z*, queda definido por un nuevo potencial ®(R, z)

U(R,z) — ®(R,z) = U(R, 2"). (2.1.7)

Por lo tanto, el potencial ®(R, z) en términos de las transformaciones dadas por las
Ecs. (2.1.3), (2.1.4) y (2.1.6), queda definido de la forma

o az* ag(—R2 +22%)  azz* (22 — 3R?)

(R, z) = — T 3 5 7
(R4 2*%)2 (R*42*?)2  2(R%4 2*?)> 2(R? + 2*?)z

. (2.1.8)

El potencial gravitacional de la Ec. (2.1.8) se reescribird en términos de z, a 'y b. De
esta forma, los potenciales gravitacionales quedan definidos para

s n=20
Dy(R,z) = — T \/227—1-192)2]%' (2.1.9)
=1
o o B ar(a+ V22 + b?)
a(R,2) = R+ (a+ V2 + 02?2 [R2+ (a+ V22 +0%)?))2 (2.1.10)
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a ai(a + V22 +b?)

) e VT R+ (a s VR
LR+ 200+ VEF ) (2.1.11)
2R+ (a+ V2 +02)%3 -
= n=3
P3(R, 2) = — - e

[R2+ (a+ VZ+02E [R2+ (a+ V2 + 0P)2)):
B as[—R? 4+ 2(a + V22 + b2)?] B az(a + \/m)[Q(a + \/m)z _3RY
2R+ (at VB ARP T (at V24 PPE

(2.1.12)

La Ec. (2.1.9) fue el potencial considerado por Miyamoto y Nagai [6] n, en donde el
parametro ag equivale a GM , siendo M la masa total del sistema. Ellos construyeron un
modelo tridimensional caracterizado por un par potencial-densidad dado por las Ecs.
(1.2.3) y (1.2.4), el cual emula bastante bien la estratificacién de la distribucién de masa
para la Galaxia tanto en el bulbo central como en el disco [6]. Las Ecs. (2.1.10) y (2.1.11)
fueron los potenciales gravitacionales escogidos por Vogt y Letelier [8] para representar
un modelo tridimensional tedrico. La Ec. (2.1.12) es el dltimo término considerado en
la expansion del potencial para la construccién de un nuevo par potencial-densidad en
el presente trabajo.

2.2. Distribucion de masa

A partir del potencial gravitacional, dado como una expansiéon multipolar hasta el
término n = 3, se obtiene la distribucién de masa por medio de la ecuacion de Poisson.
La distribucion de masa es una cantidad de interés fisico muy importante, la cual
permite tener una idea de como estd distribuida la masa en una galaxia al momento
de realizar un analisis grafico; es decir, a través de ésta se puede identificar en donde
se encuentra la mayor cantidad de masa en las componentes que se consideran en el
modelamiento.

Por lo mencionado anteriormente, es importante encontrar una relacién entre el
potencial gravitacional ®(R, z) y la distribucién de masa. Para comenzar, el potencial
gravitacional dado por la Ec. (2.1.5) es una solucién de la ecuacién de Laplace, y por
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lo tanto se debe cumplir que:
2 \I[aR
\Y \I/:\I/,RR—FF—F\I’,ZZ:O. (221)

Es necesario utilizar la transformacién en z dada por la Ec. (2.1.6), de esta manera se
evidencia que los potenciales gravitacionales dados por las Ecs. (2.1.9), (2.1.10), (2.1.11)
y (2.1.12) son soluciones de la ecuacién de Poisson, es decir el Laplaciano del potencial
es distinto de cero, es decir

V2®(R, 2) = 4rGp(R, 2), (2.2.2)

en donde p(R, z) es la distribucién de densidad tridimensional, correspondiente al po-
tencial gravitacional ®(R, z), la cual es definida por la expresién

1

p= e

i)
(@RR + Tf* + <I>7zz> . (2.2.3)

2.3. Pares potencial-densidad

En estd seccién, se presentardan los modelos que se obtuvieron al considerar la expansion
multipolar del potencial hasta el término n = 3. Las ecuaciones analiticas para la
densidad, la velocidad circular, las frecuencias epiciclica y vertical, correspondientes a
los potenciales gravitacionales de las Ecs. (2.1.9), (2.1.10), (2.1.11) y (2.1.12), estaran
parametrizadas en términos de a con el fin de realizar un analisis gréfico sencillo de
dichas cantidades!. De acuerdo a lo anterior, se obtendran las ecuaciones junto con sus
correspondientes graficas para las superficies de densidad constante? y las curvas de las
variables fisicas, correspondientes a diferentes valores de los parametros utilizados.

2.3.1. Modelo para el par potencial-densidad n=0

Considerando el potencial gravitacional dado por la Ec. (2.1.9) y utilizando la ecuacién
de Poisson, se encuentra la distribucién de masa®, la cual se expresa de la forma

b’ {R? 41+ 3¢)[1 + €2, (2.3.1)

T R+ (11 67

1Las cantidades introducidas serdn consideradas adimensionales.
2Las densidades fueron normalizadas a la unidad en el centro.
3Ver Apéndice A para el cdlculo de la densidad.
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donde R = R/a, b="b/a, 2 = z/a, ag = GM, p = a®p/M y € = \/ 22 + b2, siendo M la
masa total del sistema?. La ecuacién anterior no tiene ninguna limitacién, en cuanto a
los valores que se tomen para l;, pues las superficies de densidad constante siempre van
a ser funciones monétonamente decrecientes tanto en la coordenada radial R como en
la coordenada z, y sus valores seran positivos.

Las graficas de los contornos de (R, z) (Ec. 2.3.1), se muestran en la Figuras (2.1),
(2.2) y (2.3), con pardmetros (a) b=1.0, (b) b=0.5 y (c) b=0.1. Donde la distribucién de
masa es multiplo de la densidad de masa del centro; es decir, a medida que R aumenta
la densidad se hace cada vez mas pequena en comparacion con la densidad del centro. Se
puede observar que se describe de manera satisfactoria la parte discoidal de la galax1a
espiral, para todos los valores de b, pero sélo se tomaron tres diferentes valores de b
para graficar los contornos de densidad.

Por otro lado, cabe destacar que los contornos de la densidad van tomando una forma
cada vez mas aplanada a medida que b se hace mds pequeno; es decir, si tomamos el
contorno de densidad constante con valor 0.001, por ejemplo, vemos que cada vez el
contorno dismunuye significativamente su valor en el eje Z en cada grafica, aplanandose
cada vez més. También se va haciendo mds plano en el eje R, en otras palabras, el disco
cada vez es mas delgado.

(Ia)

Zfa

o 5 10 1 ol jeia 30
Ria

Figura 2.1: Contornos de densidad constante en el plano (R Z) correspondientes al
pardametro (a) b=1.0.

4E] sistema es conformado por el bulbo y el disco de una galaxia espiral.
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(b)

Zfa

Figura 2.2: Contornos de densidad constante en el plano (f%, Z) correspondientes al
pardametro (b) 6=0.5.

(c)

Zia

Figura 2.3: Contornos de densidad constante en el plano (]%, Z) correspondientes al
pardmetro (c) b=0.1.
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Por otra parte, la velocidad circular y las frecuencias epiciclica y vertical® corres-
pondientes al potencial de la Ec. (2.1.9), estan dadas por
-9 R?

= TR (2.3.2)

Njw

k* = }?2 +40l Jig)i : (2.3.3)
(B2 + (1+b)2)3

140
b[R? + (1 +b)?)2

: (2.3.4)

en donde 2 = av?/GM, k* = &®k*/GM y * = a’v®/GM. Las gréficas de dichas
cantidades se muestran en las Figuras (2.4), (2.5) y (2.6), para diferentes valores de b.
La curva de la velocidad circular tiene un comportamiento similar a la curva de rotacion
de una galaxia real [18], sin olvidarse que la comparacién es tinicamente cualitativa. Por
ultimo, las curvas de las frecuencias muestran un comportamiento valido, es decir, para
diferentes valores del R las frecuencias k y U son siempre positivas, por lo tanto, avalan
la estabilidad del modelo.

Velocidad Circular

0.6

(c)
ost (b)

0.4

0.3 [

Vc

0.2 [

01 |

Figura 2.4: Curva de la velocidad circular ¢, con pardmetros (a) b=1.0 , (b) b=0.5y (c)
b=0.1.

5Ver Apéndice A.
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Frecuencia Epiciclica

Figura 2.5: Curva de la frecuencia epiciclica con pardmetros (a) b=1.0, (b) b=0.5y (c)
b=0.1.

Frecuencia Vertical

Figura 2.6: Curva de la frecuencia vertical o con pardmetros (a) b=1.0, (b) b=0.5y (c)
b=0.1.

2.3.2. Modelo para el par potencial-densidad n=1

Considerando el potencial gravitacional dado por la Ec. (2.1.10), se encuentra la distri-
bucién de masa®, la cual se expresa como

52
Am&3[R? + (1 +€)?)
+(1+€)°2a1 (1 +48) + (1 +€)(1 +39)]}-

ARYL — an) + RA(1+&)[an(1 — 8) + (1 + &) (2 + 3¢)]

b=

|

(2.3.5)

6Ver Apéndice B.1 para el cilculo de la distribucién de masa.
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en donde a; = a;/GMa. Los pardmetros y constantes también fueron reescalados en
términos de a. Para el valor particular de a; = 1, la ecuacién anterior se reduce a
la distribucién de masa de Miyamoto y Nagai (Ec. 1.2.4). Por otro lado, la ecuacién
de la densidad para este modelo esta limitada; es decir, los parametros y constantes
solo pueden tomar ciertos valores, tal que el comportamiento de las superficies de la
densidad sean monotonamente decrecientes y sus valores sean positivos. Por lo tanto,
estos valores se escogieron de tal manera que cumplan con las condiciones expuestas
anteriormente.

De este modo, se muestran las graficas de los contornos de la densidad p en la
Figuras (2.7), (2.8) y (2.9), con pardmetro b=0.5 y constantes (a) @,=1, (b) @&;=0.5 y
(c) b=-0.1. Para estos valores la densidad es una funcién que cumple con lo mencionado
anteriormente, ademas se ve claramente que a medida que disminuye el parametro a;
los contornos de la densidad se van haciendo cada vez mas planos; es decir, los contornos
de densidad constante que estratifican la parte del disco se van haciendo cada vez mas
largo y delgados, mientras que el eje Z se mantiene casi constante, ya que su variacion
no es muy significativa.

Zfa

Figura 2.7: Contornos de densidad constante en el plano (}?, Z) con parametros y cons-
tantes b=0.5 y a;=0.5.
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(b)

Zia

25

Figura 2.8: Contornos de densidad constante en el plano (R, ) con pardmetros b=0.5

Zla

. . . . . .
0 5 10 15 R/ m 25 =0 35
a

Figura 2.9: Contornos de densidad constante en el plano (R, Z) con parametros b=0.5
v d4;=-0.3.
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Las ecuaciones de la velocidad circular y la frecuencia epiciclica y vertical” corres-
pondientes al potencial de la Ec. (2.1.10), estan definidas de la forma

o WP+ (14 D)(1+b+3a)] (2:3.6)
‘ [R2 + (1 + )23 ’ -

o1 {R*+ R*(1+b)[5(1 +b) — 3a,] +4(1 + )3 (1 +b+3a1)}, (2.3.7)

(14 0)2(1+ b+ 2a,)

: (2.3.8)

_|_
bR + (1+0)?]

=2 1.2 o 2
en donde 07, k* y v

estan parametrizadas al igual que en la subseccién anterior. Las
graficas de dichas cantidades se muestran en las Figuras (2.10), (2.11) y (2.12), para
los mismos valores del pardametro y constantes considerados en los contornos de la
densidad. La curva de la velocidad circular presenta un comportamiento similar a la
curva de rotacién de una galaxia real [18]. También, al igual que en el modelo anterior,
se presentan valores positivos para las frecuencias, por ende el modelo sigue siendo

estable.

Velocidad Circular

0.6

(a)
(b)
05|

)

0.4

03 |

V¢

0.2 |

01 F

Figura 2.10: Curvas de la velocidad circular @, con pardmetros b=0.5 (a) d,=-0.1, (b)

"Ver Apéndice B.2 para el calculo de la velocidad circular y las frecuencias epiciclica y vertical.
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Frecuencia Epiciclica

Figura 2.11: Curvas de la frecuencia epiciclica k con pardmetros constantes b=0.5 (a)
a1=-0.1, (b) a;=0.5y (c) a;=1.0.

Frecuencia Vertical

Figura 2.12: Curvas de la frecuencia vertical 7 con pardmetros b=0.5 (a) d@,=-0.1, (b)
@=0.5y (¢) a1=1.0.
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2.3.3. Modelo para el par potencial-densidad n=2

Considerando la ecuacién del potencial gravitacional dado por la Ec. (2.1.11) y utili-
zando la ecuacién de Poisson, se encuentra la distribucién de masa® de la forma

b 261 — & 4 3 s s
SrE TR 1 (L ef (0 @) 3L+ &7~ 6 (1 + ) = 3

+3R2(1 4 €)2[2(1 + €)%(1 + 26) + 2a1 (1 + &) — (1 + 25¢)]
+2(1+ &)1+ &1+ 36) + 2a1 (1 + &) (1 + 4€) + 3ao(1 + 5¢)]}

ﬁ =
(2.3.9)

en donde Gy = as/GMa?. Los pardmetros y constantes también fueron reescalados en
términos de a como en la subseccién anterior. Para los valores particulares de a; = 1
y Gy = 2/3, se recobra la ecuacién de densidad del modelo tres de Miyamoto y Nagai.
Por otro lado, la ecuacién de la densidad para este modelo también esta limitada, es
decir, los parametros y constantes sélo pueden tomar ciertos valores.

A continuacion, se muestran las graficas de los contornos de la densidad p en la
Figuras (2.13), (2.14), (2.15) y (2.16), con pardmetros b=0.5 y (a) d,=1, d;=2/3 (b)
a;=1, a3=-0.1, (¢) @a1=0.0, a;=2/3 y (d) @;=0.0, a;=-0.1. Para estos valores la densidad
es fisicamente aceptable al igual que en el modelo anterior. También se puede notar que
cuando los valores de as son cada vez mas pequenos, para un b y ay fijo en las figuras
(a) y (b), el perfil de distribucién de la masa se hace mas plano; es decir, los contornos
de densidad constante que estratifican la parte del disco se van haciendo cada vez mas
largo y delgados, mientras que el eje Z se mantiene casi constante, ya que su variacion
no es muy significativa. En las figuras (¢) y (d) tienen un comportamiento similar al de
las figuras (a) y (b). Pero, cuando el pardmetro a; se hace més pequeno, los contornos
de la densidad se hacen atin més largos y delgados.

8Ver Apéndice C.1 para el célculo de la distribucién de masa.
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Zla

Figura 2.13: Contornos de densidad constante en el plano (R, Z) con pardmetros b=0.5,

(b)

Zia

L L L L L L L L
o 2 4 [ ] R/ 10 12 14 16 18
a

Figura 2.14: Contornos de densidad constante en el plano (]%, Z) con pardmetros 5:0.5,
&1:05 y &2:—0.1
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(c)

0.0001

Zla

Figura 2.15: Contornos de densidad constante en el plano (R, Z) con pardmetros b=0.5,

@)

Zia

i} 5 10 1 20 25 30
Ria

Figura 2.16: Contornos de densidad constante en el plano (]%, Z) con pardmetros 5:0.5,
&1:0 y &2:—0.1.
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Por otra parte, las ecuaciones de la velocidad circular y las frecuencias epiciclica y
vertical? correspondientes al potencial de la Ec. (2.1.11), estdn dados por

9 R

C

T (2R* + R2[4(1 4 b)? 4 6a,(1 + b) — 3a) 2.3.10)

+2(1 +b)2[(1 + b)% + 3a1(1 + b) + 6as]},

=y 1 o _— .
k —2[R2+<1+5)Q]g{2R + 3RY4(1 + b)* — 21 (1 + b) + ao]
FI8E2(1 4+ B)2[(1+ D)2 + 1 (1 + ) — 3]

+8(1+b)Y[(1 4+ b)% + 3a1 (1 +b) + 6as]},

(2.3.11)

~2 1 D4 T a H2 T 7\2
7 S (L 2RY(1+b+ar) + R*(1+b)[4(1 + b) 23.12)

+ 201 (14 D) — 9as] + 2(1 + b)3[(1 4 b)? + 2a1 (1 + b) + 3ay]},

en donde 92, k? y % estdn parametrizadas al igual que en subseccién anterior. Por lo
tanto, las respectivas graficas de dichas cantidades se muestran en las Figuras (2.17),
(2.18) y (2.19), para los mismos valores de los parametros considerados en los contornos
de la densidad. De modo que, la curva de la velocidad circular presenta al igual que en
los casos anteriores un comportamiento similar a la curva de rotacion de una galaxia
real [18]. Por otro lado, se puede apreciar que los valores de las frecuencias son positivas
y muy pequenas cerca al centro, y por ende este modelo también es considerado estable.

Velocidad Circular
® '
©
(@)

05| (a)

Vc

Figura 2.17: Curvas de la velocidad circular v. con parametro b=0.5 (a) a1=0.5, ay=2/3,

(b) @1=0.5, d3=-0.1, () @,=0.0, 33=2/3 y (d) @1=0.0, Giz=-0.1.

9Ver Apéndice C.2 para el célculo de la velocidad circular y las frecuencias epiciclica y vertical.
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Frecuencia Epiciclica

Figura 2.18: Curvas de la frecuencia epiciclica k& con pardmetros b=0.5 (a) a;=0.5,
:=2/3, (b) @1=0.5, dr=-0.1, (¢) @=0.0, &=2/3 v (d) @,=0.0, Gy=-0.1.

Frecuencia Vertical

Figura 2.19: Curvas de la frecuencia vertical  con pardmetros constantes b=0.5 (a)
a1=0.5, a2=2/3, (b) a;=0.5, a;=-0.1, (c¢) a;=0.0, ax=2/3 y (d) @;=0.0, a;=-0.1.
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2.3.4. Modelo para el par potencial-densidad n=3

Finalmente, considerando el potencial gravitacional dado por la Ec. (2.1.12) y utilizan-
do la ecuacién de Poisson, se encuentra la distribucién de masa'? dada por

62 D3 ~
Sl (LT T

+ RO[3(as — ar) + 2(1 + &) (—ai (1 +4€) + (1 + £)(1 + 3(€)))]

+ 3R+ €)%as(18¢ = 7) + (1 +€)(2(1 + €)(1 — 3ar€)

+2(1 + 6)2(2 4 3€) — ag(4 + 25¢))] (2.3.13)
+ R2(1 4 &)3[—8as(2 + 276) 4+ (1 4+ &)(2(1 + €)%(4 + 9¢)

+ 21 (1 + €)(5 + 8€) + 3a(1 — 15¢))]

+2(1+€)°[4a3(1 + 66) + (1 4+ €)((1 +&)*(1 + 3¢)

+2a1 (1 + §)(1 + 4€) + 3az(1 + 5¢))]}-

p=

en donde a3 = a3/GMa?. Los pardmetros y constantes también fueron reescalados en
términos de a. La ecuacién de la densidad para este modelo también estd limitada, es
decir, los parametros y constantes sélo pueden tomar ciertos valores, al igual que en los
dos 1ltimos modelos considerados.

A continuacién, se muestran las graficas de los contornos de la densidad p en la
Figuras (2.20), (2.21), (2.22) y (2.23), con pardmetros b=0.5, d1=0.5 (a) d,=0.5, d3=2/3
(b) @2=0.5, a3=-0.1 (c) @2=0.0, az=2/3 y (d) a2=0.0, a3=-0.1. Para estos valores la
densidad es fisicamente aceptable al igual que en los dos modelos anteriores. También
se puede notar que cuando los valores de @ son cada vez mds pequefios, para un b y a
fijo en las figuras (a) y (b), el perfil de distribucién de la masa se hace mas plano; es decir,
los contornos de densidad constante que estratifican la parte del disco se van haciendo
cada vez mas largos y delgados, mientras que el eje Z se mantiene casi constante, ya
que su variacién no es muy significativa. Las figuras (c) y (d) tienen un comortamiento
similar al de las figuras (a) y (b). Pero, cuando el pardmetro a; se hace mas pequeno,
los contornos de la densidad se hacen un poco mas largos.

10Ver Apéndice D.1 para el célculo de la distribucién de masa.
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Zla

Figura 2.20: Contornos de densidad constante en el plano (R, Z) con pardametros cons-
tantes b=0.5, a1=0.5, as=0.5y az=2/3.

(b)

Zia

Figura 2.21: Contornos de densidad constante en el plano (R, Z) con parametros cons-
tantes b=0.5 a,=0.5 a,=0.5 y az=-0.1.
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Zla

Figura 2.22: Contornos de densidad constante en el plano (R, Z) con pardametros cons-
tantes b=0.5, a1=0.5, as=0, y az=2/3.

(d)

Zia

L L L L L L L L
o 2 4 [ ] R/ 10 12 14 16 18
a

Figura 2.23: Contornos de densidad constante en el plano (R, Z) con parametros cons-
tantes b=0.5, a;=0.5, as=0, y az=-0.1.
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Las ecuaciones de la velocidad circular y las frecuencias epiciclica y vertical'! co-
rrespondientes al potencial de la Ec. (2.1.12), estdn definidas de la forma

@3: - s {2R% + 3R 2(1 + )% + 2a, (1 + b) — ay]
2A12 + (1+ b7 - (2.3.14)
+ 3R (1 + b)[4ay (1 + b)r? + 2(1 + b)® + 3ay(1 + b) — Ha)
+2(1+0)3[(1+b)((1+b)* +3(ar (1 +b) + 2a9)) + 10as]},
7.2 1 8 6
ZZ[RQ o 1{2R + RO[14(1 + D) — 6ay(1 + b) + 3ay)
+ R*1+b)[30(1 + b)% + 123, (1 + b)? — 51ay(1 + b) — 45as)] (2.3.15)
+ 2R%(1 4 b)*[13(1 + b)® + 21a, (1 + b)? — 3ay(1 + b) — 95as]
+8(1+b)°[(1 + b)® + 3a1(1 + b)? + 6ay(1 + b) + 10as]},
o 1 {2R(1+b—a)
26[R2 + (1 +b)?]3
+ R*[3d5 + (1 +b)(2(1 + b)(3 +b) + 2a1b(2 + b)) — 9ay) (2.3.16)

+ R*(1 + b)*[—24as + (1 + b)(6(1 + b)? 4 6a, (1 + b) — 3as)]

+2(1 + b)*[4ds + (1 + b)® + 24, (1 + b)® + 3az(1 + b))}
en donde 9?2, k2 y % estdn también parametrizadas al igual que en subsecciones an-
teriore. Las gréficas de dichas cantidades se muestran en las Figuras (2.24), (2.25) y
(2.26), para los mismos valores de los parametros considerados en los contornos de la
densidad. La curva de la velocidad presenta un comportamiento valido, al igual que en
los modelos anteriores. Por otro lado, se puede apreciar que los valores de las frecuencias
también son positivas y muy pequenas cerca al centro, y por ende este modelo también
es considerado como estable, al igual que los modelos anteriores.

1Ver Apéndice D.2 para el calculo de la velocidad circular y las frecuencias epiciclica y vertical.
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Velocidad Circular

0.7

Figura 2.24: Curvas de la velocidad circular v, con parametros 520.5, a1=0.0, a,=2/3
y ZI,g:—O.l.

Frecuencia Epiciclica

Figura 2.25: Curvas de la frecuencia epiciclica k con pardmetros b=0.5, ,=1.0, as=2/3
y a3=0.0.
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Frecuencia Vertical

1.6 T T T T

Figura 2.26: Curvas de la frecuencia vertical 7 con pardametros b=0.5, a;=1.5, as=2/3
y a3=0
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Conclusiones

En este trabajo se han planteado modelos tridimensionales axialmente simétricos para
la distribucién de masa en galaxias, en el marco de la teoria de la gravitacién de Newton.
Estos modelos se obtuvieron considerando el potencial gravitacional como una expan-
sién en términos de los polinomios de Legendre dado por la Ec.(2.1.1) y, a través de
la ecuacién de Poisson, se encontraron las correspondientes densidades de masa. Estas
corresponden a la caracteristica principal de los modelos que se obtuvieron. Para cada
modelo se calculé el perfil de velocidad en el plano galactico junto con las frecuencias
epiciclica y vertical de las oscilaciones de las estrellas alrededor de las orbitas circulares.

Los modelos estudiados describen satisfactoriamente, de manera cualitativa, el com-
portamiento observacional mostrado en las curvas de rotacién [18]. Por otra parte, los
contornos de la superficies de densidad mostrados para cada modelo presentaron un
comportamiento valido para la parte discoidal de una galaxia espiral. Adicionalmente,
las curvas de las frecuencias tienen un comportamiento satisfactorio, ya que siempre los
valores son positivos mostrando asi que los modelos que se consideraron son estables.

En los modelos, los contornos de densidad muestran que a medida que se toma un
término mas de la expansion del potencial gravitacional, y por ende se tienen en cuenta
méas parametros, el bulbo se va haciendo cada vez mas ancho y aplanado. Por lo tanto
el modelo n = 3 presenta ya no un disco delgado como en los casos anteriores, sino
por el contrario el disco se hace cada vez mas grueso a medida que los parametros se
van haciendo mas pequenos. Estos modelos son de gran utilidad, ya que permiten por
medio de los parametros a ajustar con los datos observacional de la curva de velocidades
circular de una galaxia real, y asi obtener resultados que describan satisfactoriamente
el comportamiento observacional, y por ende se podra corroborar de esta forma la
aplicabilidad de los modelos planteados.

Un inconveniente de estos modelos es que la densidad de masa no es una funcién

o1



mondtonamente decreciente, tanto en la coordenada radial R como en la coordenada
z, para ciertos valores arbitrarios de los pardmetros y constantes. Sin embargo, esto se
puede solucionar al imponer las restricciones necesarias sobre las velocidades circulares
y las frecuencias epiciclica y vertical para que estas cantidades sean no negativas. Di-
chas restricciones fueron lo suficiente para garantizar que la densidad de masa sea una
funcion fisicamente aceptable; es decir, los contornos de la distribucion de masa estan
describiendo de manera aceptable la parte discoidal de la galaxia.
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A

Par potencial-densidad para el
modelo n=0

La primera derivara del potencial dado por la Ec.(2.1.9) con respecto a R se expresa

de la forma

-
___GMR (A0.1)

2lfe+ (1+ 7]
en donde los parametros estan reescalados al igual que en el capitulo 3. Derivando

'R

nuevamente la ecuacion anterior con respecto a R se obtiene

GM
a3[R? + (1 +€)?]
Por otro lado, derivando el potencial gravitacional dado por la Ec.(2.1.9) con respecto
a z, se obtiene

{(1+¢)* —2R%). (A.0.2)

Q. pp=

Njot

B ZGM(1+¢)
T @@+ RR (1467
en donde los parametros estan también reescalados. Derivando nuevamente la ecuacion
anterior con respecto a 2

(A.0.3)

GM 2 2 2
3= SO 1 (1 _,_5)2]%{5 1+ R+ (1 +&)7
+ 2[R 4+ (146 —32%¢(1+ 6)? = 22 + O[R* + (1 4+ )7} (A.0.4)

Entonces, si reemplzamos las ecuaciones anteriores en la ecuacion de la densidad dada
por la Ec.(2.2.3), se obtiene

52
AmE3[R? + (1 +€)?]

p= {R* + 1+ 3¢][1 + €)%} (A.0.5)

ot
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B

Calculos para el modelo n=1

B.1. Par potencial-densidad

Derivando el potencial gravitacional dado por la Ec.(2.1.10) con respecto a R, se obtiene
RGM -
O,p=—— {[R* + (1 + €)% + 31 (1 + &)}, (B.1.1)
CaR (L
en donde, los parametros también estan reescalados en términos de a al igual que en
capitulo 3. Volviendo a derivar con respecto a R, queda definido como

GM - , ) ~2
a3[1:22+(1+€)2]g{[R + (1 + (L + &) —2R7

Q. pp=

+3a,(1+&)[(1+€)? — 4R?)}. (B.1.2)

Por otro lado, derivando el potencial gravitacional dado por la Ec.(2.1.10) con respecto
a z, se obtiene
ZGM .
Q== AR+ 1+ +9)
a*¢[R? + (14 €)%
— @ [R*+ (14 &)+ 3@ (1+ €)%}, (B.1.3)

Derivando nuevamente con respecto a z, se obtiene

GM _ , 2
= ey (1 oni A mal s sal+ o)

122

(IR + (1 + €)?[¢? — 52¢ — 52)
+ 2R+ (1+OHER*+ (1+9))
1262 4 4a€)). (B.1.4)
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Reemplazando las ecuaciones anteriores en la funcién de la distribucién de masa dada
por la Ec.(2.2.3), se obtiene la densidad analitica para este modelo, dada de la forma

1
AT [R2 + (1 + €)Y
+ R20%ay(1+ €)[2 + 362 +5¢] + (1 + €)®[2a1 (1 + 4€) + (1 + &)(1 + 3¢)]},

p= {*RY(1 — ay) + R*?a, (1 + €)[1 — 8¢

b? -, R -y .
= ey (g e AT a) T ROl -8+ (1462 +3)
+ (1+6)°R2an (1 +4€) + (1 +€)(1 +3¢)]}. (B.15)

B.2. Velocidad circular y frecuencias

La velocidad circular esta definida por la siguiente expresion

0P
2 - R——. B.2.1
vi=Ros (B2.1)

Reemplazando la derivada del potencial gravitacional dado por la Ec.(B.1.1) en la
ecuacién anterior, se obtiene la velocidad circular evaluada en z = 0, dada de la forma

. R’GM
a[R? + (14 0)?)2

{R?+ (1 +b)(1+b+3a)}, (B.2.2)

en donde los parametros también fueron reescalados en términos de a, de tal manera

que

o RYR2+ (14 b)(1 4 b+ 3a)] (B.23)
‘ [R? + (14 b)?3 ' o

Por otra parte, las frecuencias epiciclica y vertical estan definidas respectivamente de

0*® 3 (0D
k* = <—> + — (—> : (B.2.4)
OR? (Ro,0) R\OR (Ro,0)

82@6]0]6 82<P
1/2 = < 822 ) = (ﬁ) y (B25>
(Ro,0) (Ro,0)

en donde estas cantidades, al igual que la velocidad circular, son evaluadas en z = 0. Re-

la forma

emplazando las derivadas del potencial dados por las Ecs.(B.1.1,B.1.2) en la frecuencia
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epiciclica, se obtiene
- 1 - - ~ - ~ -
k2 = — ——{—2R* + 3R* + 6R*(1 +b)? + R*(1 +b)?
[R?2+ (14 0)?]2
— 12, R*(1 +b) — 2R*(1 4 b)? + 9a,(1 + b)R? + 3(1 4 b)*
+9a1(1+0)° + (1+0)3(3a, +1+0)},
1

— [R2+(1+13)2]5{R + R*(1+0)[5(1 +b) —3a1] +4(1+b)°(1 + b+ 3ay)},

(B.2.6)

y reemplazando la derivada del potencial dado por la Ec.(B.1.4) en la ecuacién de la
frecuencia vertical, se obtiene

(B.2.7)
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C

Calculos para para el modelo n=2

C.1. Par potencial-densidad

Considerando el tercer término asociado a la expansion del potencial gravitacional, dado
de la forma ) - ,
g BT A2+ O] (C.1.1)
2a[R?* + (1+¢£)?)2
en donde los pardmetros también estan reescalados en términos de a al igual que en
capitulo 3. Derivando el potencial gravitacional dado por la ecuaciéon anterior con res-

pecto a R, se obtiene

) 3GMayR

R ETEr (T e (C.1.2)

La segunda derivada del potencial con respecto a R estd dada de la forma

3G Masy ~4 4 52 2
D, nn= — 4R+ (1+ —27TR*(1 + : C.1.3
W g R (9 = TR0 (€.13)
Por otro lado, derivando el potencial gravitacional dado por la Ec.(C.1.1) con respecto
a z, se obtiene

3G Mayi(1+ €) S,
D= i _{2(1+ €)% — 3R}, C.1.4
2a2§[R2+(1+§)2]§{ (1+¢) } (C.1.4)

Derivando nuevamente con respecto a z, se obtiene

T e ;G iw(? o {[=3R + 201+ PP (L + OIR* + (1 + )7
+ 2R — 6622 (1 + €)%} + 42%¢(1 + ) [R* + (1 + £)7). (C.1.5)
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Reemplazando las ecuaciones anteriores en la funcién de la distribucién de masa dada
por la Ec.(2.2.3), se obtiene la densidad analitica para este modelo, dada de la forma

3ayb>
83 [R? + (14 €)?

b= {—3R* — R%(1 + €)?[1 + 25¢]+2(1 + )*(1 +58)}.  (C.1.6)

o

Ahora bien, si unimos la densidad dada por la ecuaciéon anterior con la densidad corres-
pondiente al modelo n = 1, se obtiene la distribucién de masa de la forma

b —OR* + 2R*(1 — a,)[R? 2] o~ P2 2
87T§3[RQ+(1+§)213{ IR +2R* (1 — a1)[R* + (1 + €)%] — 3asR*(1 4 &)*(1 + 25¢)

+ 2R (1+ &R+ (L+&)ar(1 — 88) + (1 + &) + (2 4 3¢)]

+2(1 4 P[R? + (1 + &)%)[2a1 (1 + 4€) + (L + &)(1 + 3¢)] + 6as(1 + €)*(1 + 5¢)},
b 6 ~ 4 3 @~ _ ax

+3R*(1+6)?2(1 + )2 (1 + 26) 4 2a, (1 + €) — ao(1 + 25¢)]

+2(1+ (1 + &)1+ 36) + 2a1 (1 + &) (1 + 4€) + 3a(1 + 5¢)]}. (C.1.7)

ﬁ:

C.2. Velocidad circular y frecuencias

Reemplazando la derivada del potencial gravitacional dado por la Ec.(C.1.2) en la
Ec.(B.2.1), se obtiene la velocidad circular evaluada en z = 0, dada de la forma

=0~
C

v

= St 0+ {12(1 + b)* — 3R?}. (C.2.1)
Ahora bien, si se une la velocidad circular dada por la ecuacién anterior con la velocidad
circular correspondiente al modelo n = 1, se obtiene

- - ) ~ ) ] ~
2 = TN {2R?[R* 4+ (1 +b)?] + 2(1 + b)(1 + b+ 3a;)[R* + (1 + b)?]

[SIEN]

— 3ayR? + 12a5(1 + b)?},

— RN {2R* + R?[4(1 + b)* + 6a, (1 + b) — 3a]

[SIEN

+2(14D)%[(1 + b)? + 3a,(1 + b) + 6ay)}, (C.2.2)

en donde la ecuacién anterior es la correspondiente velocidad circular del modelo. Re-
emplazando las derivadas del potencial gravitacional dado por la Ecs.(C.1.2,C.1.3) en
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la Ec.(B.2.4), se obtiene la frecuencia epiciclica evaluada en z = 0, dada de la forma

ag

= — .
2[R? + (1 + b)?)2

{3R" — 54R*(1 4+ b)? +48(1 + b)'}. (C.2.3)

Ahora bien, si unimos la ecuacién anterior con la ecuaciéon de la frecuencia epiciclica
correspondiente al modelo n = 1, se obtiene

7.2 1 4 2 7\2 2 N D2 7\2 N a
i = T ]9{23 [R% 4 (1+0)%) + 2R2(1 + D)[R2 + (1 + b)?][5(1 + b) — 3]
+4(1+b)*(1 4 b+ 3a;)[R? + (1 + b)?] + 3R*ay — 54, R*(1 4 b)? + 48ay(1 + b)*},

1 6 A1y N2 a 7 a
i (Hb)]g{zR + 3RMA(1 4 b)? — 2a,(1 4 b) + o]

+ 18R (14 0)?[(1 +b)* + a1 (1 + b) — 3ay)
+8(1 4 b)*[(1 + b)? + 3a,(1 + b) + 6ay)}, (C.2.4)

en donde la ecuacion anterior es la ecuacion de la velocidad circular correspondiente al
modelo.

Reemplazando las derivadas del potencial gravitacional dado por la Ec.(C.1.4)en la
Ec.(B.2.5), se obtiene la frecuencia vertical evaluada en z = 0, dada de la forma

. 3a
7=

2B[R2 + (1 + )]

2(1+0)* - 3R*(1 +b)}. (C.2.5)

Ahora bien, si unimos la frecuencia vertical dada por la ecuacién anterior con la fre-
cuencia vertical correspondiente al modelo n = 1, se obtiene

~ 1 b— &) R2 7\2
vt = 5[R+(1+b)]7{ R2(14b— ay)[R? + (1 + b)Y

+2(1 4 b)2(1 4 b+ 2a1)[R* + (1 + b)?] — 94, R*(1 + b) + 6a,(1 + b)*},

AA2RY 1 4+ b+ ay) + RA(1+b)[4(1 + b)?

(1
1
20[R? + (1 4 0)?
+2a1(1 + b) — 9as] + 2(1 4 0)3[(1 + b)? + 241 (1 + b) + 3as)}, (C.2.6)

en donde la ecuacién anterior es la frecuencia vertical correspondiente a este modelo.
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D

Calculos para para el modelo n=3

D.1. Par potencial-densidad

Considerando el tdltimo término asociado a la expansion del potencial gravitacional,

dado de la forma =
o - _GMas2(L+8° —3(1+ R (D.1.1)
2a[R2 4 (1 + €)%z

en donde los pardmetros también estan reescalados en términos de a al igual que en

capitulo § Derivando el potencial gravitacional dado por la ecuacién anterior con res-
pecto a R, se obtiene

5GMasR(1 + €)
20+ (1+ )7
La segunda derivada del potencial con respecto a R, estd dada de la forma

5GMasz(1+¢€) A -, -, )
D, nn= B 414+ &) "+ 18R* —41R*(1 + . D.1.3
W= gy (T 0O (1+9% (D.13)
Por otro lado, derivando el potencial gravitacional dado por la Ec.(D.1.1) con respecto
a z, se obtiene

,R {4(1 +€)* — 3R%}. (D.1.2)

'z

B 2a25[é§f?fi g B €)'+ 3R — 24R*(1 + €)%, (D.1.4)

Derivando nuevamente con respecto a z, el potencial correspondiente al modelo se
obtiene

== e = j_”(H (BR800 = 4R+ IR + (15 €1F)
+ 226(1 4 €)[200R*(1 + €)* — 40(1 + €)* — T5RY]}. (D.1.5)

64



Reemplazando las ecuaciones anteriores en la funcién de la distribucién de masa dada
por la Ec.(2.2.3), se obtiene la densidad analitica para este modelo, dada de la forma

a3b?
STER2 + (14 €)%z
—8R2(1+€)%(27€ +2) + 8(1 + £)°(6¢ 4+ 1)} (D.1.6)

{3RS 4+ 3R* (1 +£)(18¢ - 7)

ﬁ:

Ahora bien, si unimos la densidad dada por la ecuaciéon anterior con la densidad corres-
pondiente al modelo n = 2, se obtiene la distribucién de masa de la forma

i R 2
S 1 (1 gT B 2R - a)[R+ (1467

+3asRM(1 + ) (18 — 7) + 3RYR* + (1 4+ &)?)[2(1 + €)% — 6a1£(1 + &) — 3ay]

— 8azR2(1+ €)3(27¢ +2) + 3R*(1 + )*[R* + (1 + €)?][2(1 + £)*(1 + 2¢)

4 2a1 (1 + &) — ao(1 + 25€)] + 8as(1 4 £)°(6& + 1)

+2(1 4+ MR+ (L+&))[(L+ £)°(1 4 3) + 2a1 (1 + &) (1 + 4€) + 3aa(1 + 5¢)]},
% Se

CSre R+ (1+6)2)%3 2R =)

+ RO[3(as — an) + 2(1 + &) (—ar (1 +4€) + (1 + &)(1 + 3(€)))]

+ 3RY1 + €)% [as (18 — 7) 4+ (14 &)(2(1 + €)(1 — 3a,€)

+2(1 + 6)2(2 4 3€) — ag(4 + 25¢))]

+ R2(1 4 &)3[—8as(2 + 276) 4+ (1 + &)(2(1 + €)%(4 + 9¢)

+ 21 (1 + €)(5 + 8€) + 3ay(1 — 15¢))]

+2(1+€)°[4a3(1 + 6) + (1 +&)((1 +&)*(1 + 3¢)

+ 201 (14 &)(1 4 4€) + 3ax(1 + 56))]}. (D.1.7)

p=

D.2. Velocidad circular y frecuencias

Reemplazando la derivada del potencial gravitacional dado por la Ec.(D.1.1) en la
Ec.(B.2.1), se obtiene la velocidad circular evaluada en z = 0, dada de la forma
o 5azR2(1 + €)

T +l3>2]%{4(1 +B)? - 3R, (D.2.1)
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Ahora bien, si unimos la velocidad circular dada por la ecuacién anterior con la velocidad
circular correspondiente al modelo n = 2, se obtiene

o R

©2[R24(1+0D)Y2

+ R?[R? + (1 + b)?][4(1 + b)* + 6a, (1 + b) — 3a)]

+2(1 + b)*[R? 4+ (1 + b)?][(1 + b)? + 3as(1 + b) + 6as]

+ 5as(1 + b)[4(1 + b) — 3R?]},

R +{2R + 3R*2(1 + b)% + 24, (1 + b) — ay)

2[R% + (1 + b)?)2

+ 3R*(1 + b)[4ay (1 + b)r? + 2(1 4 b) + 3ay(1 + b) — 5as)

+2(1 4 0)3[(1+ b)((1+b)% + 3(ar (1 4 b) + 2az)) + 10as]}, (D.2.2)
en donde la ecuacion anterior es la correspondiente velocidad circular del modelo. Re-

emplazando las derivadas del potencial gravitacional dado por la Ecs.(D.1.1,D.1.2) en
la Ec.(B.2.4), se obtiene la frecuencia epiciclica evaluada en z = 0, dada de la forma

ia_ 5l 1+b)
2R+ (1+0)22

Ahora bien, si unimos la ecuacién anterior con la ecuacion de la frecuencia epiciclica
correspondiente al modelo n = 2, se obtiene

P !

2[R + (1 +
+3RYMR? + (1 + b)%[4(1 + b)? — 241 (1 + b) + do)
+ 18R*(1 + )2 [R? + (14 0)?)[(1 4 b)? + a1 (1 + b) — 3ay)
+8(1 4 b)A[R* + (1 + b)?][(1 + b)* + 3a.(1 + b) + 6as)]
1903 R?(1 4 b)® + 80as(1 + b)°® — 45a3R*(1 4 D)},

1

2R+ (140)7%
+ R*1+b)[30(1 + b)% + 12a, (1 + b)? — 51ay(1 + b) — 45as)]
+ 2R (1 + b)*[13(1 + b)® + 21y (1 + b)? — 3aa(1 + b) — 95as]
+8(1+b)°[(1 + b)® + 3a1(1 + b)? + 6ay(1 + b) + 10as)}, (D.2.4)

{2RY[R? + (1 + D)7

{—38(1 4 b)*R? + 16(1 + b)* — 9R}. (D.2.3)

T {2R°[R + (1 +b)?)

+{2R® + R°[14(1 + b)? — 64y (1 + b) + 3as)]

en donde la ecuacién anterior es la ecuacion de la velocidad circular correspondiente al
modelo. Reemplazando las derivadas del potencial gravitacional dado por la Ec.(D.1.4)
en la Ec.(B.2.5), se obtiene la frecuencia vertical evaluada en z = 0, dada de la forma

7’ = T 0T {+8(1 +b)* +3R" — 24R*(1 + b)*}. (D.2.5)

N[
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Ahora bien, si unimos la frecuencia vertical dada por la ecuacién anterior con la fre-
cuencia vertical correspondiente al modelo n = 2, se obtiene

~2 1 D4 7 ~ H2 7\2
S SR 5)2]%{21% (14+b—ay)[R"+ (1+b)7]
+ RA(1+0)[R*+ (1 +b)%)[4(1 + b)*
+ 201 (1 + b) — 9ag] + 2(1 4+ 0)[R* + (1 + b)?][(1 + b)* + 2a1 (1 + b) + 3as)]
+8(14b)* + 3R* — 24R*(1 4 b)?},
1 o 7 -
T T
+ R*[3as + (1+0)(2(1 4 b)(3 4 b) + 2a1b(2 + b)) — 9as)
+ R*(1 4 b)*[—24as + (1 + b)(6(1 + b)® + 6d, (1 + b) — 3ay)]

+2(1 4 b)*4ds + (1 + ) 4 2a1 (1 + b) + 3ag(1 + b))} (D.2.6)

en donde la ecuacion anterior es la frecuencia vertical correspondiente a esté modelo.
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