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DESCRIPCION

Los coeficientes binomiales, notados cominmente por (Z), son los coeficientes en
el desarrollo de la n-ésima potencia del binomio (a + b), debido a esto reciben este
nombre. Estos coeficientes son utilizados en casi todas las ramas de la matematica
principalmente en la estadistica, la teoria de ntmeros , el algebra, la matematica
finita, etc.. A pesar de esto, se conocen solamente unas pocas propiedades de
tales coeficientes, se desconoce se desarrollo histérico y normalmente se extienden
Unicamente a enteros positivos.

El primer capitulo de ésta monografia es una breve resea histérica de los coefi-
cientes binomiales, donde se presenta su origen, su posible desarrollo histérico y
algunas aplicaciones que estos han tenido a lo largo de la historia. En el segundo
capitulo se muestran las propiedades més importantes de los coeficientes binomia-
les, utilizando para su prueba diferentes herramientas como el tridngulo de Pascal,
la difinicién por el factorial, los principios basicos de conteo, y las funciones genera-
doras. En el tercer captulo se dard una idea del uso de los coeficientes binomiales en
un resultado muy importante en teoria de ntimeros: el teorema del ntimero primo,
obteniendo algunos resultados mas débiles. En el cuarto capitulo se extienden los
coeficientes binomiales a valores reales, utilizando para ello la funcién Coeficiente
Binomial.
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DESCRIPTION

The binomial coefficients, commonly noticed for (Z), they are the coefficients in
the development of the powers (a + b)"™, due to this they receive this name. These
coefficients are used in many branches of the mathematical. In spite of this, they
know each other only some few properties of such coefficients, their historical
development is ignored and they usually extend only to whole positive integers.

The first chapter of this monograph is a brief historical review of the binomial
coefficients, where it is presented its origin, its possible historical development and
some applications that have had along the history. In the second chapter the most
important properties in the binomial coefficients are shown, using for their proof
different tools like Pascal’s triangle, the definition by means of the factorial, the
basic principles of count and generating functions. In the third chapter an idea
of the use of the binomial coefficients will be given in a very important result in
Numbers Theory: the Theorem of Prime Number, obtaining soOme weaker results.
In the fourth chapter the binomial coefficients extend to real values, using for it
the Binomial Coefficient Function.
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Introduccion

Los coeficientes binomiales, notados comtinmente por (Z), son los coeficientes

en el desarrollo del binomio (a + b), debido a esto reciben este nombre.

Alrededor del afio 300 a.C. el caso particular(1+a)? aparece en Los Elementos
de FEuclides, pero fue mucho més adelante, cerca del ano 1100 d.C., donde
los matemaéticos arabes Al-Kajari y Al-Samaw’al llegan a un resultado mas
general, dando a conocer una tabla de potencias de (a + b) hasta el grado 12.

Blaise Pascal es el primero en relacionar rigurosamente los coeficientes bi-
nomiales con el teorema del binomio. También muestra nuevas propiedades
y aplicaciones a la Combinatoria y a la Teoria de Probabilidades. Gracias a
esto los coeficientes binomiales también reciben el nombre de ntimeros com-
binatorios.

Los coeficientes binomiales siguen apareciendo a lo largo de la historia de
la matematica mostrando nuevas propiedades y aplicaciones. Es mucho, y
al mismo tiempo poco, lo que conocemos acerca de ellos. Con este trabajo
se pretende mostrar su historia, algunas propiedades (utilizando diferentes
métodos), una aplicacién a un resultado muy importante en Teoria de Ntime-
ros: el Teorema del Numero Primo. Ademas se mostrara la funcién coeficiente
binomial como una posible extension de los coeficientes binomiales a valores
reales.



Capitulo 1

Breve resena historica

El desarrollo de (a + b)* y (a + b)® es muy antiguo, el caso (1 + a)? se
encuentra en Los Elementos de Fuclides al rededor del ano 300 a.C.. El
matematico arabe al-Karaji, alrededor del ano 1100 d.C., es el primero en
mostrar un resultado mas general. El describi6 c6mo evaluar los términos en
el desarrollo binomial (a+ b)?* con la demostracién, luego lo hizo con (a+ b)3
con solo una oracion y asi sucesivamente, todo por un proceso que puede ser
generalizado.

Después, en informes del trabajo de los matematicos arabes Al-Kajari y Al-
Samaw’al rededor de (1175) describieron la regla generadora

()=o) (),

simultaneamente con una tabla para (a + ). El procedimiento también fue
conocido en por el poeta, matematico, astronomo y filésofo persa aka Omar
Khayyam (1039-1123), probablemente basdndose en fuentes chinas e indias
mas antiguas. Este procedimiento fue a menudo usado, no en el célculo de
potencias, sino en el cdlculo de raices.

Los coeficientes binomiales son propuestos también en China, nuevamente
con respecto a encontrar raices. Hay ilustraciones de esto en la obra del
matemético chino Chu Shih-chieu, Ssu - yuan yu - chien (Espejo precioso de
los cuatro elementos) escrita en 1303, donde en su primera pagina aparece un
delicado diagrama del llamado triangulo de Pascal; la obra refiere su estudio
a los “cuatro elementos” como las cuatro incognitas figurativamente llamadas



Figura 1.1: Diagrama del tridngulo de Pascal hasta el orden 11 en el libro
aritmética del matematico arabe Al-Samawal.

cielo, tierra, hombre y objeto.En la obra del también matematico chino Yang
Hui, Analisis detallado de las reglas matematicas (1261) se hace mension a
tales coeficientes. Otro matemadtico chino Chia Hsien (1100) lo define cémo
Sistema de tabulacion para calcular coeficientes de binomios.

En Occidente, el tridngulo de Pascal aparecié en el titulo de una pagina de
el libro Rechnung (1527) por el algebrista aleman Petrus Apianus. También
hay una tabla de orden 18 en otro libro aleman, Arithmetica Integra del
matematico Michael Stifel (1544), considerado cémo el mas importante de
los libros de algebra impresos hasta esa época.

El nombre coeficiente binomial fue introducido mas tarde por Stifel (1486-
1567), que mostrd, alrededor de 1550, cémo calcular (1 + x)" apartir del
desarrollo de (1+z)"!. El matemdtico italiano Nicolo Tartaglia (1499-1559)
estudia en su obra en parte péstuma que consta de tres volimenes publi-
cados entre 1556 y 1560 General trattado di numeri et misure (Tratado ge-
neral sobre el nimero y la medida) una disposicién numérica similar que
llamé Rectangulo aritmético.

El genial matemadtico, mistico y polemista francés Blaise Pascal (1623-1662)
es el primero en relacionar rigurosamente los niimeros combinatorios con el
teorema del binomio (ya en alguna forma conocidos desde el siglo XIV)en un
tratado escrito en 1653 y pdstumamente publicado en 1665 (que incluia tam-



Figura 1.2: Diagrama del triangulo de Pascal en el libro Espejo precioso de
los cuatro elementos del matematico chino Chu Shih-Chieu escrita 1303.
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Figura 1.3: Portada del libro Rechnung del matematico aleman Apianus,
donde aparece por primera vez en occidente el tridangulo de Pascal en el ano
1527.

bién su muy particular método de induccién): Traité du triangle arithmétique
(Tratado del triangulo aritmético), deduciendo nuevas propiedades y aplica-
ciones del tridngulo al desarrollo de (a + b)", a la teoria combinatoria y a la
teoria de probabilidades. En 1886 el matematico escocés George Chrystal lo
denomina Triangulo de Pascal en el volumen I de su obra Algebra.

Jaime Bernoulli (1654-1705) en su Ars Conjectandi, de 1713, usé una inter-
pretacion de Pascal para demostrar que

(z+y)" = iﬂ (?) "y

Isaac Newton (1646-1727) mostr6 cémo calcular directamente (142)" sin an-
tes calcular (1+xz)" !, El mostré que cada coeficiente puede ser determinado,
usando el anterior, por medio de la férmula

(7«11):7;1(2)

El teorema del binomio, descubierto entre 1664-1665, fue comunicado por




primera vez en dos cartas dirigidas en 1676 a Henry Oldenburg (entre 1615-
1677), secretario de la Royal Society que favorecia los intercambios de corres-
pondencia entre los cientificos de su época. En la primera carta, fechada el 13
de junio de 1676, en respuesta a una peticiéon de Leibniz que queria conocer
los trabajos de matematicos ingleses sobre series infinitas, Newton presenta
el enunciado de su teorema y un ejemplo que lo ilustra, y menciona ejemplos
conocidos en los cuales se aplica el teorema. Leibniz responde, en una carta
fechada el 17 de agosto del mismo ano, que posee un método general que le
permite obtener diferentes resultados sobre las cuadraturas, las series, etc.,
y menciona algunos de sus resultados. Interesado por las investigaciones de
Leibniz, Newton le responde también con una carta fechada el 24 de octubre
en la que explica en detalle como ha descubierto la serie binémica.

Aplicando los métodos de Wallis de interpolacion y extrapolacién a nuevos
problemas, Newton utilizo los conceptos de exponentes generalizados median-
te los cuales una expresién polinémica se transformaba en una serie infinita.
Asi estuvo en condiciones de demostrar que un buen numero de series ya
existentes eran casos particulares, bien directamente, por diferenciaciéon o
integracion.

El descubrimiento de la generalizacion de la serie binémica es un resultado
importante de por si; sin embargo, a partir de este descubrimiento Newton
tuvo la intuicién de que se podia operar con series infinitas de la misma ma-
nera que con expresiones polindomicas finitas. El analisis mediante las series
infinitas parecia posible, porque ahora resultaban ser una forma equivalente
para expresar las funciones que representaban.

Newton no publico nunca el teorema del binomio. Lo hizo Wallis por primera
vez en 1685 en su Algebra, atribuyendo a Newton este descubrimiento.



Capitulo 2

Definicién y propiedades
basicas de los coeficientes
binomiales

Los coeficientes binomiales (Z) reciben este nombre porque son los coefi-
cientes en el desarrollo de la n-ésima potencia del binomio (a + b). Estos
se aplican y se utilizan en muchas areas de la matematica y tienen varias
interpretaciones dependiendo del area de aplicacion. En este capitulo se pre-
sentard su definicion, sus propiedades basicas y algunas de sus aplicaciones
a la matematica.

2.1. Tridangulo de Pascal

El llamado sistema de tabulacion para calcular coeficientes de binomios o
método celestial, también llamado triangulo aritmético o Rectangulo de Tar-
taglia o més comunmente conocido como Triangulo de Pascal es uno de los
modelos numéricos mas famoso en la historia de la matematica; sencillo en
construcciéon y maravilloso como fuente, ofrece una notable correspondencia
entre su simple construccion, los coeficientes del desarrollo del binomio de
Newton y los relevantes conceptos de combinaciones y variaciones del andli-
sis combinatorio y el calculo de probabilidades.

El tridngulo de Pascal esta formado por los coeficientes del desarrollo de (a+



b)", conocidos como coeficientes binomiales. Efectuando algunas operaciones
encontramos que los coeficientes para algunas potencias de (a + b) son:

(a+0)°=1
(a+b)'=a+0b
(a+b)?* =a*+2ab+b*
(a+b)* = a® + 3a’b + 3ab® + b°
(a+b)* = a* + 4a’b + 6a*b* + 4ab® + b*
(a+b)® = a® + 5ab + 10a®b* + 10a?b® + 5ab* + b°

Como se puede observar los exponentes de a y b van disminuyendo y aumen-
tando en una unidad respectivamente en cada término, el “problema.®® en-
contrar los respectivos coeficientes. Ordenando solamente los coeficientes te-
nemos que

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Figura 2.1: Triangulo de Pascal

Observando este tridngulo concluimos que los nimeros de los extremos siem-
pre son 1’s y los otros resultan de sumar los dos nimeros que se encuen-
tran ubicados encima de ellos. Si queremos encontrar los coeficientes de la
potencia (a + ) solo debemos seguir haciendo el tridngulo hasta la fila
correspondiente a n = 10.

Hay una manera sencilla de determinar los coeficientes del desarrollo de la
n — esima potencia de (a + b): el primer término de (a + b)" es a™, osea,
el primer coeficiente es 1. El segundo término es na™ 'b, osea, el segundo
coeficiente es n. Para encontrar el coeficiente del tercer término multiplicamos
el coeficiente del término anterior por el exponente de a, también del término
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anterior, y luego eso se divide por el exponente de b aumentado en 1, osea, el
coeficiente del tercer término es "(n;l). Este proceso se hace repetidamente
hasta encontrar todos los coeficientes de (a + b)™. Por lo tanto el desarrollo
de (a+ b)" es:

a+b ":a”—i-na”’lb—l——n(n_l)a"’2b2+
( 2
nn—1(Mn-2) , 53 nn—1)(n—-2)-...-2-1
TR 4 b".
* 2.3 ¢ VT T Ty T

Este resultado se conoce como teorema del binomio, el cual se va a utilizar
mas adelante.

El triangulo de Pascal tiene varias propiedades importantes. Algunas de esas
propiedades se pueden determinar fcilmente al observar el triangulo, en cam-
bio otras no se ven tan fcilmente. Una de las propiedades que se puede ver
con mayor facilidad es el eje de simetria central que posee el triangulo:

|
1 1
1 4 1
1 3 3 1
1 4 b 4 1

Figura 2.2: Propiedad de simetria del triangulo de Pascal

Si sumamos los términos de un segmento de diagonal obtenemos el térmi-
no que esta en la parte inferior izquierda, ésta propiedad se conoce como
propiedad de la adicion paralela



Figura 2.3: Propiedad de la adicién paralela

Como este triangulo posee un eje de simetria se obtiene un propiedad similar
a la adicion paralela, ésta es la llamada propiedad de la adicién superior

1 5 10 10 5 1

Figura 2.4: Propiedad de la adicién superior

Sumando los términos de cada fila del tridngulo obtenemos potencias de 2:

10



1 1 21

1 2 1 2

1 3 3 1 23

1 4 6 4 1 b3

Figura 2.5: Suma de los términos de cada fila

Otro aspecto importante que se presenta en el tridngulo de Pascal es la
generacién de la famosa Sucesién de Fibonacci através de la suma de las
diagonales de menor pendiente

Figura 2.6: Sucesion de Fibonacci en el triangulo de Pascal

Esta propiedad no fue conocida por Pascal, pues fue descubierta a finales del
siglo XIX.

11



2.2. Definicion clasica y propiedades de los
coeficientes binomiales.

A continuacién se presentard la definicion mas comin de los coeficientes
binomiales:

Definicién 2.1. Sean n, k enteros no negativos, el coeficiente binomial (Z)
estd definido por
k 0 n <k

donde n! es la funcidn factorial y se define comon! =n-(n—1)-...-2-1.

El factorial de n es también calculado por medio de la funcién Gamma como
n! =TD(n+1) = [[7t"e"dt, paran > —1. Esta definicién permite generalizar
el coeficiente binomial a valores no enteros, incluyendo valores complejos.

Utilizando la definicién anterior de (Z) podemos demostrar algunas propieda-
des de los coeficientes binomiales de una manera sencilla, al igual nos provee la
posibilidad de utilizar el método de induccion en los casos donde sea necesario
utilizarlo.

Ahora veremos las dos propiedades principales de los coeficientes binomiales,
estas son la propiedad de simetria y la propiedad de la adicion.

Propiedad 2.1. (Propiedad de simetria) Sean n,k enteros no negativos, en-

(0)-(")

Demostracion.

12



Propiedad 2.2 (Propiedad de la Adicién). Sean n,k enteros no negati-
08, entonces

n\ (n—1 n n—1

k) \ k k—1
Demostracion.

n—1 n—1\  (n—-1)! (n—1)!
( k )+(k—1)_k:!(n—l—k;)!+(k—1)!(n—1—(l<:—1))!
(n—1)! (n—1)!
Min—k—1) = Dl(n—#)!

_(n=k)(n— 1!+ k(n—1)!
B kl(n — k)!

n!
k! —k)!

()

De la definicién (2.1) se tiene que los nimeros (}), llamados coeficientes
binomiales, son efectivamente los coeficientes en el desarrollo de (a + b)", y
por las dos propiedades anteriores se concluye que estos generan el tridngulo
de Pascal.

]

B W
ot e e
I R B ) B (B €

Figura 2.7: Triangulo de Pascal expresado con coeficientes binomiales

2

Lo anterior nos conduce a expresar el teorema del binomio en términos de

13



los coeficientes binomiales:
n n n n n—1 n n—r_r n n
(x+y)" = o) ) Tyt T Yy
T n

k=0

La demostracion de este teorema es un ejercicio clasico de induccién matema-
tica.

Otras propiedades importantes de los coeficientes binomiales son:

Propiedad 2.3. (Propiedad de la adicion paralela) Sean n, k enteros no

negativos, entonces
N n+k\ (n+k+1
k B k

S =)+ ()

Demostracion. Usando la propiedad de la adicion de forma iterada podemos

escribir
n n+k
k—1

n+k+1 B n+k
k O\ k

14



Para n =1 da la expresién

%Zi(l;ri):1+2+...+(k_1)+k:<7;ir1>:(k;rl):@

i=0

que proporciona una férmula para la suma de los k& primeros naturales. Los
numeros que resultan de la suma anterior, son los llamados niimeros trian-
gulares.

Propiedad 2.4 (Propiedad de la adicién superior). Sean n,k enteros
no negativos, entonces

()= @) () () - G0

Demostracion. Aplicando la propiedad de simetria al coeficiente binomial

(”+1) obtenemos,
n+1\ (n+1
k+1) \n—k)
n+1

k41
Aplicando la propiedad de la adicién en forma iterada al coeficiente (n_k),
se tiene que

(o) =G (i)
()G )
)G ) ) ()
() () (Y ()

Aplicando nuevamente la propiedad de simetria a la suma anterior, se obtiene

15



que

() ()

O

Esta propiedad es una suma de coeficientes binomiales contiguos donde el
indice superior sigue el indice de sumacion y el inferior es constante. Para
k = 2 resulta

,Z;:(;) = (3) + (3) o+ <Z) _ <”;1> _ (n+1)7g(n—1)

que corresponde a la suma de los n primeros niimeros triangulares. Los niime-
ros que resultan de la suma anterior, son los llamados niimeros piramidales.

Propiedad 2.5. Sean n, k enteros no negativos, entonces

(kL):(Z)ZIIf

Demostracion.

(k: Z 1) T (n—k —nll)!(k 1)

n! n—k
T n—k-DI(k+ 1) n—k
_ nl(n—k)
(n—k)(k+1)!
n! n—k

T n—k)k k+1
_(n\n—k
C\kJk+ 1

16




Esta propiedad nos proporciona una manera de calcular un coeficiente bino-
mial utilizando el anterior.

Otras propiedades béasicas de los coeficiente binomiales se presentaran mas
adelante utilizando otras herramientas que facilitan su demostracion.

2.3. Principios de conteo y coeficientes bino-
miales

En esta seccion se presentaran algunas herramientas bésicas que permiten
determinar el nimero de elementos de algunos conjuntos sin que sea necesario
enumerar sus elementos.

Uno de los procedimientos mas utilizados en la historia de la humanidad es
el de contar. A raiz de esto surgieron y se desarrollaron los sistemas de nume-
racién , los cuales contribuyeron al desarrollo de la aritmética, la geometria
y en general de toda la matemaética.

Cuando se habla de “contar”se habla de enumerar los elementos de un conjun-
to para determinar cuantos elementos tiene. Existen principios que permiten
resolver este problema de una manera rapida sin necesidad de nombrar y
enumerar los elementos del conjunto. Dos de estos principios son el de la
Adicion y el de la multiplicacion.

El Principio de la Adicién plantea:

“Sean A y B dos conjuntos disyuntos, con p y q elementos res-
pectivamente, entonces AU B posee p + q elementos”.

Este principio de la adicion también puede nombrarse en los siguientes térmi-
nos: “Si un objeto A puede escogerse de p maneras y otro objeto B puede
escogerse de q maneras, entonces el niimero de maneras de escoger el objeto
A o el objeto Besp+q.”

El Principio de la multiplicacion tambien es llamado Principio fundamental
de enumeracion y plantea:

“Si un objeto A puede escogerse de p maneras y un objeto B
puede escogerse se q maneras, entonces el niimero de maneras de
escoger el objeto A y el objeto B es pq”.
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Estos principios dan origen a las permutaciones y combinaciones, las cuales
son muy utilizadas en combinatoria. Las permutaciones se relacionan con el
ordenamiento de objetos y las combinaciones con la escogencia de objetos.

Ejemplo 2.1. Dados los objetos A,B, C. ;De cuantas maneras estos se
pueden ordenar?.

Los tres elementos se pueden ordenar de 6 maneras distintas, asi: ABC ACB

BAC BCA CAB CBA.

Para el caso general de n objetos, hay n maneras de escoger un objeto para
el primer lugar, n — 1 maneras para el segundo lugar, n — 2 maneras para el
tercer lugar, y asi sucesivamente hasta 1 para el tltimo lugar. Por el principio
de la multiplicacion tenemos que el niimero de maneras de ordenar n objetos
distintos es:

nn—1)---1=mn!

Cada ordenacién de los n objetos se denomina una Permutacion simple de n
objetos o simplemente una Permutacion.

Ejemplo 2.2. Sea el conjunto {ay,as,as,aq,as}. De cuantas maneras se
pueden escoger 3 elementos del conjunto?.

En total hay 10 maneras, estas son:
{G1,@27G3} {Gl,amazx} {a17a2,a5} {CL1>CL3,G4} {al,ag,a5}
{al,a4,a5} {G2,a3,a4} {az,a3,a5} {aQ,a4,a5} {ag,a4,a5}

Se podria pensar que la respuesta fuera 5 maneras para escoger el primer
objeto, 4 maneras para el segundo y 3 para el tercero, osea 5 -4 -3 = 60
maneras de escoger los 3 objetos. Algunos ejemplos de esa escogencia serian
{a1, a2, a3}, {a1,as,as},{as, a1,as}, etc..., los cuales son todos iguales. Por lo
tanto hay que quitar las elecciones que se repiten. Como en cada eleccién los
elementos pueden ser escritos en 3! = 6 ordenes, cada escogencia fue contada
6 veces. Luego hay % = 10 maneras de escoger 3 objetos.

Para el caso general tenemos que el numero de formas de escoger k objetos
distintos de un conjunto de n objetos es:
nn—1)---(n—k+1)
k!

,0<k <n.
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Si multiplicamos el numerador y denominador por (n — k)! obtenemos

k!(nn—ik)!:(Z)OSkSn (2.1)

Cada escogencia de los n objetos se denomina una Combinacion simple de n
objetos o simplemente una Combinacion.

El nimero que resulta de la ecuacién (2.1) se denomina niimero combinatorio
y coincide con la definicién de los coeficientes binomiales (Z) presentada en la
seccién anterior. Por lo tanto el coeficiente binomial (Z) representa el niimero
de formas de escoger k objetos distintos de n objetos posibles.

Los coeficientes binomiales tienen también otro significado, ellos determinan
el nimero de subconjuntos de un conjunto dado, osea

(8) = 1 es el nimero de subconjuntos de 0 elementos de un conjunto de n

elementos.

(71‘) = n es el nimero de subconjuntos de 1 elemento de un conjunto de n

elementos.

(5) = "("271) es el numero de subconjuntos de 2 elementos de un conjunto de

n elementos.

(Z) = 1 es el nimero de subconjuntos de n elementos de un conjunto de n
elementos.

En general se tiene que (Z) es el nimero de subconjuntos de £k elementos

que se obtienen de un conjunto de n elementos. Entonces el nimero total de
subconjuntos de un conjunto de n elementos es

(6)+ () - () ()=

Esta es una de las propiedades de los coeficientes binomiales ya presentada
en la seccién 2.1.
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2.4. Funciones generadoras

Algunas propiedades de los coeficientes binomiales son dificiles de probar
utilizando la definicién (2.1). Por esta razén se presentard una herramienta
muy util y poderosa llamada funciones generadoras , ellas permiten demostrar
algunas propiedades de los coeficientes binomiales de una manera rapida y
sencilla.

Algunas veces enumerar significa determinar propiedades de alguna sucesion
de nimeros ag, a1, as, . . . ,donde ay es asociado con un problema P de alguna
sucesion de problemas Py, Py, P, . ... La manipulacién de tales sucesiones es
un aspecto importante en muchos problemas que tienen que ver con conteo.

La idea de esta técnica es asociar a cada sucesién de nimeros reales una
funcién de variable real de modo que las operaciones comunes en la sucesion
correspondan a las simples operaciones en las correspondientes funciones.

Las técnicas analiticas para operar con funciones son frecuentemente mas
simples y poderosas que las técnicas combinatorias para operar con sucesiones
directamente. Por lo tanto algunas veces es conveniente aplicar este método
de funciones generadoras a algunas situaciones combinatorias.

Definicién 2.2. Sean {a,} una sucesion de nimeros y una sucesion de fun-
ciones {6,(z)}, se llama funcion generadora de la sucesion {a,} a:

flx) = Zar@« = a0y + a101 + agdy + - - + apldy + - - -
r=0
Los elementos de la sucesién de funciones dg(x), 61(x), d2(x), .. ., se les llama
funciones indicadoras. Aqui, aj, esta asociado a dx(z) para k =0,1,2,3,...y

la funcién f se dice que genera a tales coeficientes.

Una sucesién de problemas combinatorios { P} puede ser representado me-
diante una funcién generadora y esta funcién genera las soluciones a di-
chos problemas, soluciones que estan dadas por los elementos de la sucesién
{ay}, donde cada problema combinatorio estd relacionado con un elemento

de {ox(x)}.

Ejemplo 2.3. Sea {P;} una sucesion de problemas combinatorios, k = 0, 1,
2,..., donde el término Py estd definido por:*“ ;De cudntos modos se pue-
den distribuir k objetos identicos en 5 personas?”. Esta sucesion se puede
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representar mediante la siguiente funcion generadora:

fla) = <é>x0+ G)xl + (g):p2+...+ <k"£4>xk+
- (T+4)x’“

ﬁ
Il

la cual genera las soluciones de los problemas Py,
Asi:

(g) es la solucion del problema Fy. Problema indicado por el exponente k de

x, en este caso k = 0.

(‘;’) es la solucion del problema P;. Problema indicado por el exponente k de

x, en este caso k = 1.

En general (kz4) es la solucion del problema Py y la funcion indicadora con-

veniente para este tipo de problemas es di(x) = x*.

Este caso particular de funcién generadora se conoce como funcion gene-
radora ordinaria. Ellas permiten demostrar de una manera sencilla algunas
propiedades de los coeficientes binomiales que de otro modo son dificiles de
obtener y demostrar.

Sean n un nimero entero positivo fijo y una sucesién de nimeros {a, } definida
por a, = (:f), tenemos entonces que la funcién generadora de la secuencia a,.

) fule) = (1 +2)" = i (") z" (2.2)

r
r=0

Cabe recordar que (:f) = 0 si r > n. Por lo tanto cuando r > n + 1 los
terminos siguientes de la suma son 0’s. Esta funcién generadora tiene solo un
nimero finito de sumandos y se puede interpretar también como una funcion
de z.
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Para = =1 en la ecuacién (2.2), se tiene que

-§ (-0 ()@ oo

que da el nimero de subconjuntos de un conjunto de n elementos.

Si x = —1, se obtiene que

=3 ()= () -+ () () -

Derivando la ecuacién (2.2)

Para x = 1 en la ecuacién(2.4), se tiene que

r= (1) w2(y) +a(i) + el =ne

Tenemos que fo,(z) = (1+2)"(1+2)" = [fu(x)]? A21 desgrroll;xr [fn(x)2]2, los
coeficientes de x™son (") ("), (")( " ), ..., osea (”) , (") , (") - (Z) (Por

0/ \n 1/ \n—1 0 1 2
la propiedad de simetria) y el coeficiente de z™ en fo,(z) es (), entonces

2n_n2+n2+n2++n2

n) \0 1 2 n
Estas son algunas propiedades de los coeficientes binomiales que se pueden
demostrar facilmente utilizando las funciones generadoras.
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Capitulo 3

COEFICIENTES
BINOMIALES Y NUMEROS
PRIMOS

En este capitulo se presentara una idea del uso de los coeficientes binomiales
en un resultado muy importante en la teoria de ntimeros : El teorema del
numero primo. De igual forma se mostraran algunos problemas, relacionados
con este teorema, en una manera puramente elemental, obteniendo algunos
resultados més débiles. Para esto se tomara como base un articulo de la
revista American Mathematical Monthly llamado “A Story of Binomial Co-
efficients and Primes” (Una historia de los coeficientes binomiales y primos),
cuyo autor es J.W. Sander.

3.1. Un poco de historia

Los numeros primos y sus propiedades fueron estudiados primero por los
matematicos griegos antiguos. Pitagoras y sus discipulos, en el ano 600 a.c.,
realizaron un estudio muy completo de estos nimeros, y en general de los
enteros. Su interes también se centro en otro tipo de ntimeros, los nimeros
perfectos y amigos. Los niimeros perfectos, como 6 y 28, son aquellos en
donde la suma de sus divisores propios es el mismo numero y un par de
nimeros son amigos, como 220 y 284, si la suma de los divisores propios de
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uno de los niimeros es el otro, y viceversa.

Para el momento en que aparecieron los Elementos de Euclides cerca del ano
300 a.c., varios resultados importantes referente a los nimeros primos habian
sido probados. En el libro IX, Euclides prueba que hay infinitos primos. Esta
es una de las primeras demostraciones que utiliza el método de contradiccion
para establecer un resultado. Euclides también da un prueba del teorema
fundamental de la aritmética: “todo niimero se puede escribir como producto
de primos de una manera tnica, salvo por el orden de los factores”.

Euclides demuestra que si el nimero 2P — 1 es primo, entonces el nimero
2P=1(2P — 1) es perfecto, donde p es primo. El matematico Euler (mucho més
adelante en 1747) prob6 que todos los nimeros perfectos pares son de esta
forma.

Los siguientes progresos importantes sobre ntimeros primos fueros hechos por
un matemaético frances, Pierre de Fermat (1601-1665), que se conoce general-
mente como el padre de la Teoria moderna de ntimeros. El demostré que todo
nimero primo de la forma 4n + 1 se puede escribir de manera tnica como
la suma de dos cuadrados, y que si p es primo, entonces para todo entero a
se tiene que a? = p(modp). Este tltimo resultado se conoce como el pequeno
teorema de Fermat y es la base para la solucién de muchos problemas en
Teoria de nimeros, y también en métodos para determinar si un nimero es
primo o no.

Fermat coincidié con otros matematicos de esos dias, en particular con el
monje Marin Mersenne. En una de las cartas dirigida a Mersenne, Fermat
conjeturd que los nimeros de la forma 2" 41 son primos si n es una potencia
de 2. El verificé esta conjetura para n = 1, 2 , 4, 8 y 16. Los ntimeros de
esta forma se llaman nimeros de Fermat, y fue hasta después de 100 anos
que Euler demostré que el nimero 232 +1 = 4294967297 es divisible por 641,
asi que no es primo.

Los nimeros de la forma 2P — 1 atrajeron la atencion de varios matematicos,
entre ellos Mersenne, el cual los estudié detalladamente. Gracias a ésto, estos
nimeros recibieros su nombre: nimeros de Mersenne.

No todos los niimeros de la forma 2P —1, con p primo, son primos. Por ejemplo,
21 —1 = 2047 = 23 x 89 es compuesto, aunque ésto fue observado tan solo en
1536. Por muchos anos los nimeros de esta forma proporcionaron los primos
mas grandes. En 1588 Cataldi demostro que el nimero Mg es primo, y éste
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fue el mas grande primo conocido durante cerca de 200 anos hasta que Euler
probé que Mj es primo. Un siglo més tarde Lucas demostr6 que Mio7(el cual
tiene 39 digitos) es primo.

En 1952 Robinson demostrd, usando una computadora, que los nimeros
Mso1, Mgo7, Mis79 v Magg son primos. Antes del ano 2003 un total de 40
primos de Mersenne se habian encontrado. El mas grande es Magggg011 que
tiene 632.043 digitos.

A primera vista los primos parecen estar distribuidos entre los enteros de
una manera muy irregular. Por ejemplo, en los 100 niimeros inmediatamen-
te anteriores a 10.000.000 hay 9 primos, mientras que en los 100 nimeros
siguientes hay solamente 2 primos, el primo 370.261 va seguido de 111 com-
puestos. No existe primo alguno entre 20.831.323 y 20.831.533. Sin embargo,
si se examinan grandes bloques de primos se encuentra que su distribucion
media parece bastante regular.

Gauss y Legendre hicieros cédlculos extensos acerca de la densidad de los
nimeros primos. Ambos dieron una estimacién para 7(n) definida como el
numero de primos menores o iguales a n. Legendre estimé m(n) por

n
~ log(n) — 1,08366’

mientras que la estimacion de Gauss esta en términos de la integral loga-

ritmica
( )_/” ! dt
m(n
2 10g(t)

A continuacién se presenta una breve tabla de esta funcién y su comparacion
con n/log(n).

7(n)

Gauss y Legendre examinaron una tabla como esta para n < 10°, propusie-
ron independientemente que, para n grande, el cociente w(n)/(n/log(n)) era
préximo a 1, y conjeturaron que este cociente tiende a 1 cuando n tiende a
0o. Tanto Gauss como Legendre intentaron demostrar esta afirmaciéon pero
no tuvieron éxito.

“En 1851 el matemético ruso Chebyshev dio un paso importante al demostrar

que si dicho cociente tenia limite, este debia ser 1. Sin embargo, no fue capaz

de demostrar que el cociente tenfa limite”!.

! Apostol, Tom. Introduccién a la Teoria Analitica de Nimeros. Cuarta edicién
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n 7(n) n/logn  w(n)(n/logn)

10 4 4,3 0,93
102 25 21,7 1,15
103 168 144.,9 1,16
10* 1229 1086 1,11
10° 9592 8636 1,10
106 79498 72464 1,08
107 664579 621118 1,07
108 5761455 5434780 1,06
10° 50847534 48309180 1,05
1010 455052512 434294482 1,048

En 1859, Riemann estudié los niimeros primos en conexion con la funcion

C(s):Z%,s>1

n=1

conocida como la funcién Zeta de Riemann. El considerd valores complejos
de s y conecto la distribucion de los primos con las propiedades de la funcién
¢(s). Sin embargo, no fue capaz de resolver el problema anterior, pues no
se habian desarrollado las matematicas necesarias para justificar todos los
detalles de este método.

Utilizando el método de andlisis complejo, en 1896 Hadamard y de la Valle
Poussin, demostraron independientemente que

m(n)

n—oo n/logn -

Este resultado es el famoso Teorema del niimero primo, y su demostracién
constituyé en uno de los éxitos mas completos en la teoria analitica de niime-
TOS.

“En 1949, dos matemaéticos contemporaneos, Atle Selberg y Paul Erdos, cau-
saron sensacién en el mundo matematico al hacer una demostracién elemental
del teorema del nimero primo. Su prueba no utiliza ni ((s), ni la teoria de
las funciones complejas y, en principio, es accesible a todo el que se halle
familiarizado con el célculo elemental”?.

2Ibid.
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3.2. Teorema del niimero primo

El primer matematico que mostro algunos resultados del comportamiento de
la funcién 7(x) (mostrada en la seccién anterior)fue Chebyshev en 1851/52.
El demostré que

<7T( )<CQ

(3.1)

! log x log x’

para algunas constantes 0 < C; < 1 < Cs. El resultado (3.1), sin embargo, se
puede deducir de una manera “elementaliitilizando los coeficientes binomiales

2n
A continuacion se escribe la descomposicién en factores primos de ( ) para
algunos valores pequenos de n:

("2} = 2%.32.7-13-17-23-31-37-61-67-71-73-79-83-89-97-101-103-107-109-113
(22)=2°.32.7-112-13-17-23-31-37-61-...- 113

(‘&) =2°.3%.7-112-13-17-23-31-37-67-...- 113

(129) =26.3.5%.112-13-17-19-23-37-41-67-...- 113

(‘%) =2-3-5%-112-13-17-23-37-41-67-...- 113127

La primera observacién es que estos coeficientes binomiales tienen muchos
factores primos y al mismo tiempo estos factores casi no se repiten, asi que

. ) . ., .
se puede utilizar a (:) como una aproximacién para [][ p, con p primo.
p<2n

Otro aspecto importante que hay que tener en cuenta es que cada primo
p,n < p < 2n, divide a (2") exactamente una vez, puesto que p divide al
numerador (2n)! de (277) una vez, pero no puede dividir a n! y por eso no
es factor del denominador, por lo tanto todo p > n esta solo una vez en la
descomposicion en factores primos de (2:)

Ahora, la principal idea para probar el resultado de Chebyshev (3.1) es usar

2
( n) que es una aproxmla(:lon para H P, D prlmo
p<2n

Tomando logaritmos y reemplazando 2n por x, obtenemos

x%lognp Zlogpwﬂ ) log x

p<lzx p<lzx
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Uno se podria preguntar la ventaja de usar (2:) en lugar de [] p. Una res-
p<2n

puesta es que los coeficientes binomiales poseen propiedades multiplicativas,
al igual poseen una buena propiedad aditiva: la férmula de recursién. Esto
provee la posibilidad de utilizar induccion para probar algunos resultados.

El matemético Paul Erdos indujo una bonita idea del uso de los coeficientes
binomiales para una demostracién del teorema de Chebyshev en 1930. El
conjeturd que para n > 4, los enteros (2:) no tienen factores primos repe-
tidos, aunque se ha mostrado que sus factores casi no se repiten. En 1985,
Sarkozy, probd que (27?) no tiene factor primo repetido para todos los n > ng
suficientemente grandes. Recientemente Velammal demostrd el teorema de
Sarkozy con una constante explicita ng = 28009,

Para calcular el exponente de un primo p en la descomposicion en factores
primos de n!, designado como e,(n!), se usa una simple férmula:

n — Sy(n)
p—1

donde S,(n) denota la suma de los digitos de n escritos en base p, i.e., S,(n) =

> n;, donde

ep(nl) = : (3.2)

n=ngp® +ne1pt+ ...+ nip + no, (3.3)

para algunos enteros s, 0 < n; < p, ng > 0.

Ejemplo 3.1. Calcular el exponente del primo p=3 en el coeficiente binomial
(27;‘), para n=00.

Por la ecuacion (3.2), se tiene que
2n (2n)!
e =e
“\\n >\ (n))?

=e3((2n)!) — 2e3(n!)

= e3(1201) — 2e5(601).
De (3.2) se obtiene que

120 — S5(120)
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Escribiendo 120 como la expresion (3.3)
120=1-3"+1-3+1-324+1-340,

luego S5(120) = 4. Entonces

120 -4

De forma andloga calculamos e3(60!)

60 — S5(60) 60 —4
e3(60!) = 3_31( ) _ S— =28

(1)) <5529

Utilizando la formula (3.2) podemos encontrar el exponente de todos los fac-
tores primos del coeficiente binomial (2:)

Por lo tanto

Definicién 3.1. Sean n un entero positivo y p un primo, se define L,(n)
como el nimero de digitos n; > p/2 en la representacion (3.3).

Los dos siguientes teoremas, los cuales son reconocidos a Lagrange y a Kum-

. 2 .
mer, muestran que el orden del primo p en (:) es relacionado finalmente con

Ly(n).

Teorema 3.1. Para un entero positivo n,

e ((?)) — La(n) = Sy(n).

Demostracion. Por (3.2) tenemos que
e (<2n>> =e5((2n)!) — 2eq(n!)
n
=2n — S3(2n) — 2(n — Sy(n))
= 2n — S5(2n) — 2n + 255(n)
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Como n esta escrito en base 2, una multiplicacién de n por 2 significa sim-
plemente un desplazamientos de digitos, luego Sy(2n) = Sa(n). Entonces

e ((2:» — 25y(n) — Sa(n) = Sa(n).

Teorema 3.2. Para un entero positivo n y un primo p, se tiene que

¢ <(2:)) > L,(n).

S S
. I y .
Demostracion. Sean 2n =Y n,p'y n = > n;p' las representaciones de 2n y
i=1 =1
n en base p respectivamente, entonces

e ((2)) = etz — 26,000

1 /
= — (2n,~—ni>.
p—1 i=1

Para n; > p/2 tenemos que n; < 2n; — p+ 1, entonces



O

Erdos constantemente formulé la pregunta: jDado un entero positivo a, siem-
pre encontraremos un primo p talque p* | (2:), si n es suficientemente gran-
de?. Este interrogante de Erdos nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién 3.2. Sea a un nimero entero y p un primo, tenemos que

2
Ea,p(N):card{n:O§n<N,p“((;)},

2
E.(N) = card {n 0<n<N,p*¢ < n> para todos los primos p} .
n

E,(N) es el nimero de exepciones n, 0 < n < N, de la pregunta de Erdos

para potencias primas p®.

Ejemplo 3.2. Calcular E53(5). 7 Por la definicion (3.1) se tiene que

2
E273(5):card{n:0§n<5,32)((g)}
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Para n=0,tenemos que 3* 1
Para n=1,tenemos que 3* "

(o) =1
;) =2
Para n=2,tenemos que 3* ¢ (;L) =6
Para n=3,tenemos que 3*{ (g) 2
() =7

Para n=/,tenemos que 3* 1
osea,
E53(5) = card{0,1,2,3,4} =5

Teorema 3.3. Para enterosa>1yk >0

a—1
k
Bea2) = (t)
t=0

{00650

a—1
tiene ezactamente . (
=0

osea, el conjunto

k

t) elementos no divisibles por 2°.

Demostracion. Por el teorema (3.1) tenemos

2
E,2(2%) = card {n 0<n <221y ( n)}

n

2
:card{n:0§n<2k,eg((g)) <a}

=card{n:0<n <2* Ly(n) <a}

= card{(no,nl, R ,nk,l) S {O, 1}k : an < G}
1

card{(no,nl, ) € {0,1}F an = t}

(1)

a

~+

o
- o

~+
Il
()
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Teorema 3.4. Para enterosa> 1y k >0, y un primo p > 3, entonces
k a—1
p+1 k
E,,(p") < [ ——
= (757) ()

Demostracion. Como hay (p — 1)/2 digitos > p/2 en la representacién (3.3)
de n, y son contados en L,(n), por el teorema (3.2) obtenemos

2
Emp(pk) = card{n 0<n< pk,p‘”( (:)}

2
:card{n:0§n<pk,ep<(:)) <a}

< card{n 0<n <pk,Lp(n) < a}

a—1

:anrd{n:0§n<pk7[/p(n>:t}

t=0

I

™M
O =
VR
Sl
N~
VR
=]

2o |
[
~
VR
=3

2o |
—_
S~
T

]

a—1

Note que si a > k, entonces > (’:) = 2% el cual es el cardinal del conjunto
t=0

en el teorema anterior. Por lo tanto, 2 no divide a alguno de los coeficientes

del conjunto.

Teorema 3.5. Sean un entero a > 1 y un primo p, para algin € > 0 y N
suficientemente grande, se tiene que

E,,(N) < Nw*e,
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donde

ptl
2
log p

log
Tp =

Para algin primo p y a > 1, podemos encontrar ¢ suficientemente pequeno
talque 7y, £ € < 1. Por lo tanto, este teorema implica lo siguiente:

Corolario 3.1. Sea un entero a > 1 y un primo p. Entonces

E, (N
lim =222 (V)

= = 0.

Decimos que E,,(NN) tiene densidad asintética 0, y como E, ,(N) > E,(N),
se concluye que el conjunto de exepciones del problema de Erdds FE,(NN)
también tiene densidad asintotica 0.

La demostracién del teorema del ntimero primo y otros resultados importan-
tes referente a éste teorema puede encontrarlos en [4].
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Capitulo 4

FUNCION COEFICIENTE
BINOMIAL

En el capitulo 2 se estudiaron los coeficientes binomiales solo para valores
enteros no negativos, pero estos pueden extenderse a valores reales (incluso
a valores complejos). Para ello utilizaremos la funcion coeficiente binomial.

Antes de definir la funcién coeficiente binomial es indispensable presentar
primero otra funcioén, la funcién Gamma. Esta funcion fue introducida por
el matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) para generalizar la funcion
factorial a valores no enteros. Mas adelante debido a su gran importancia, fue
estudiada por otros matematicos eminentes como Andrien-Marie Legendre
(1752-1833), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Joseph Lioville (1809-1882),
Karl Weierstrass (1815-1897), asi como muchos otros.

4.1. Funcion Gamma

Durante los anos 1729 y 1730, Euler introdujo esta funcién analitica que tiene
la caracteristica de interpolar la funcion factorial para valores no enteros. En
una carta fechada el 13 de octubre de 1729 dirigida a Christian Goldbach,

Euler le propuso la siguiente definicion:
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Definicién 4.1 (Euler, 1729). Sea x un numero real positivo, se define

T

I (z) = pip* _ p
P rx+1)(x+2)---(x+p) x(x+1)(§+1)---<%+1>7 (4.1)

entonces

['(z) = lim T'y(z).

p—00

Este acercamiento, usando un producto infinito, fue utilizado tambien por
Gauss en 1811, en su estudio de la funcién gamma. La notacién I'(x) fue
introducida por Legendre en 1809, mientras que Gauss la expresé por I(x)
(que representa I'(x 4 1)).

Claramente
p! D
(1) = - ,
A TE RS [ ) SO s Lo
! r+1
Ty(z+1) = Py LA )

= x
(z4+1)(z+2)-(z+p+1) z4+p+17

por lo tanto
i) =1,
Dx+1) =al(x) (4.2)

La relacién ['(z + 1) = zI'(x) se denomina Ecuacion Funcional.

En otra carta escrita en 8 de enero de 1930, también dirigida a su amigo
Goldbach, Euler dio otra definicién equivalente para I'(z).

Definicién 4.2 (Euler, 1730). Sea x un nimero real positivo, entonces
1
I(z) = / (= log(t))™dt. (4.3)
0

Haciendo un cambio de variable, obtenemos el siguiente teorema:
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Teorema 4.1. Sea x un numero real positivo, entonces

[(z) = /0 h t" e tdt (4.4)

o también
D(z) = 2 / {2012 gt (4.5)
0

Demostracion. Haciendo cambio de variable en la ecuacién (4.3), tenemos

1 oo
/ (—log(t))" tdt = / u* e du.
0 0

Haciendo u? = —log(t), obtenemos

1 00
/(—log(t))x_ldt:2/ w2l du.
0 0
O

De este teorema vemos que la funcién gamma I'(x) esta bien definida para
x > 0 (y més generalmente para los nimeros complejos con la parte real
positiva), pero no esta definida para valores enteros negativos.

L— 1 _ Son:

Las graficas de las funciones z! =T'(z + 1) y - = NS

[

10 aeast 75
J i

1]

Figura 4.1: Funcién Gamma y su reciproca
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Para x = 1 en la ecuacién (4.3) tenemos

(1) = / e tdt =1 (4.6)
0
Integrando por partes la ecuacion (4.3), para x > 0, se obtiene

[(x+1) = / tre tdt = [t e + x/ t" e tdt = ol (z).
0 0

Para valores enteros la ecuacion funcional se convierte en
I'(n+1)=n!

También es posible ampliar esta funcion a valores negativos invirtiendo la
ecuacion funcional (la cual se convierte en una identidad de la definicién
para —1 < z < 0)

(z) = w (4.7)

Por ejemplo I'(—3) = —2I'(3). La reiteracién de esta identidad permite exten-
der la funcién gamma a los ntimeros reales negativos, excepto en los enteros
negativos.

De la ecuacién (4.5) tenemos

1 o0
r<1+—):2/ e dt =2
2 0

Aplicando la ecuacion funcional a todo entero positivo n, resulta:

F(er) _ 1-3-5-...-(2n—1)\/7_T

— V7

<[5




y para valores negativos

F (_”+%) - 1-3-5(-_.%??2(;1— 1)ﬁ

No se conoce ninguna expresién bésica para F(%) 0 F(}l), pero fue probado

que esos numeros son trascendentales (respectivamente por Le Lionnais en
1983 y Chudnovsky en 1984).

Teorema 4.2. (Weierstrass) Para todo nimero real x, v # —1,—2, -3, ..
tenemos el producto infinito

ﬁ — e ﬁ (1 + f) /P (4.8)

p

°)

donde v es la constante de Fuler y se define

1 1 1
v = lim <1 +o+o++ = log(p)> = 0,5772156649015328606...
p

p—00 2 3
Aplicando el teorema anterior a ﬁr(%x)’ tenemos
s () (1)
= —qp e " 14+ = )e®P (1 -2 %/
[(x)(—x) }_[1 p p

efi(e-3)

p=1

Por la ecuacién funcional tenemos que I'(—z) =

#7 por lo tanto la

igualdad se puede escribir como
1 1

(@) T(—a) ”ﬁ(l‘}f_j)’

p=1

y usando el producto infinito:

S 1 ((!
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tenemos que

(e

[(2z)[(1 - z) = (4.9)

senmx
La ecuacién (4.9) se conoce como la férmula del complemento (o reflexion)y
es vélida para cuando x y (1 — x) no son cero o enteros negativos. Esta
férmula también fue descubierta por Euler.

Aplicando la féormula del complemento para los valores x = %, T = %, xr = }L
se obtiene
1
()
2
r(Nr(2) = 27“/3,
3 3 3
1 3
r{-|r(-1]= 2.
()r(5) -
Teorema 4.3. (Legendre, 1809)Para todo nimero real x, v # 0,—1, -2, ...,
se tiene que
1 NZS
['(x)T <I + 5) = 22$_1F(2x) (4.10)

Esta féormula se conoce como férmula de la duplicacion.

4.2. Definicion de la funcion coeficiente bino-
mial

En esta seccion se presentara la funcién coeficiente binomial como una posible
extension de los coeficientes binomiales a valores reales.
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Definicién 4.3. Sean x,y niumeros reales, v # —1,—2,—3,... , entonces
() = s 2 v
C(r,y) =
0,x <y

donde x! estd definido por medio de la funcion gamma vista en la seccion
anterior.

La superficie generada por la funciéon C' es

Figura 4.2: Grafica de la funcién C

Realizando un acercamiento, se observan las llamadas “Avenidas de Manhat-
tan”

41



Figura 4.3: Acercamiento de la funcién C

4.3. Una descripcién general de C

Como se vio anteriormente, la funcion factorial puede ser definida por z! =
oo x —t . . .

fo tYe"'dt, para x > —1, y extendido unicamente a enteros no negativos

por z! = (z +n)!/(x +n)(x +n —1)...(z + 1), para un entero n talque

(x+mn)> -1

La funcién C se define también de esa manera y es igual para (z,y) € R? —
{z =—-1,-2,-3,...}. Como la funcién z! no esta definida para —1, =2, —3...,
C tampoco lo estara para esos mismos valores. Un resultado muy importante
que se utilizara repetidamente es que

1 (—n+1)(—n+2)...(—1)(0)

= 0! =0

La funcién C hereda las propiedades basicas de los coeficientes binomiales
(”), para n y m enteros positivos, asi de una de estas propiedades se tiene
m

que
x J—

Clz—1,9) = Z—2C(a,y).

Para x = 0 en la ecuacién anterior se tiene que C' no esté definida en (—1,y),
a menos que C(0,y) = 0 (luego y es un entero diferente de 0) o y = 0. Esto
mismo ocurre para r = —2, —3, —4, ....
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Examinando la superficie generada por la funcién C, se puede ver que:

m Para {0 <z < gy}U{-14+n<2<0y>0},0<n<l1,Ces
suavemente ondulada.

» Para la linea y — x = 1 se tiene que

o) = o+ = e —e — 1)

z!
TR 0

Por lo tanto C' vale 0 a lo largo de esta linea, y lo mismo sucede en las
lineas y —x = 2,3,4, ...

= Parax > —1,y > 0, se hace grande rapidamente, alternamente positiva
y negativa, pasando por cero en las lineas y—x = 1,2, 3, ...y tendiendo
a t+oo en las lineas x = —1,—-2, -3, .. ..

= Paray <0, esceroen y=—1,—2 —3,..., y muy cercana a cero en el
cuadrante x > —1,y < 0.

= En el octante —1 > y > x + 1 se hace cercana a cero, excepto cerca a
las lineas © = —1, —2, —3, ..., donde tiende a +oo.

4.4. Algunas secciones de C

Ahora veremos que ocurre en las secciones horizontales, verticales y diago-
nales de la funcion C'

En todas las formulas de esta seccion z # —1,—-2,-3,..., 0 < n < 1; h
un nimero real y n,m son enteros positivos, aunque algunas veces se tra-
bajara con +m y también incluiremos m = 0. Si una férmula contiene un
término h!, donde h es negativo, podemos reemplazarlo por (h + n)!/(h +
n)(h+n—1)...(h+ 1), para un entero n talque (h +n) > 0.
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4.4.1. Secciones verticales

Para estudiar las secciones verticales de la funcion C, utilizaremos la identi-
dad ﬁ = senmy, derivada de la ecuacién (4.9).

x = 0 : Se tiene que

c0.y) = y!(—.y)! Ty

En particular, esta seccion vale 1 cuando y = 0 y 0 cuando y = +m.

X =1 : Se tiene que

Los clasicos coeficientes binomiales,
Clny)= —n — ) sty=m0<m<n
' y!(n—y)! 0, si y = +m, fuera de ese intervalo.

n! senmy
. en general.
m—y)(n-1-y).(a-y) xy > T8

Con esta ultima definicion se obtienen rapidamente muchos valores pequenos
para |y| grande, puesto que el denominador del polinomio es de grado n + 1
en .

x=—h,h+#1,23,...: Se tiene que

De la ecuacién (4.9) tenemos que senmy = Wﬂ—nw luego esta seccién es una
generalizacién para esta identidad, una especie de “casi-seno”. Esta funcion
“casi-seno” tiene ceros en —1,—2,—3,... y cuando y = 1 — h, se tiene que

_ (=h)! _=nr
e s T gy ey AT s gy T S T

Luego esta funcion también tiene un cero en y =1 — h , y lo mismo sucede
paray = 2—h,3—h,4—h,...Laseccién C(—1,y) es un miltiplo de la funcién
seno, pero el multiplo (—1)! no esté definido.
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Cuando r =n + % , obtenemos la seccion

C(n—i—l,y): (n+3)!

2 yl(n+ 45—y

esta funcién tiene ceros en y = —1,—2,—3,... . Paray =n + % se tiene que

n+-,n+—-| = = )
2 2 ylin+i—-n-=3  yl(-2)

C( 1 3) (n+3)! _ (n+3)!

luego la funcion tendra un cero en este valor de y. Lo mismo sucede para los
5 7 9
valores n +3,n+5,n+35,....

Cuando xr = —n——l la funcién tiene ceros nuevamenteeny = —1, -2, —3, ...
29 ) ) ) )
1 3 5
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Figura 4.4: Coleccién de Secciones Verticales

46



4.4.2. Secciones horizontales

y = 0 : Se tiene que

y = m : Se obtiene que

x! x(x—1)(z—=2)...(z—m+1
C@m”:mm@—mﬁ:( ! ;!( )

son los coeficientes binomiales extendido a los nimeros reales. Cuando x es
un entero positivo y 0 < x < gy estas secciones son cero y se comportan como
™ para |z| grande.

y = —m : Se tiene que
x!
C(x,—m) = =0
(2, =m) = i T
y = 41 : Se tiene que
x!
C(x,£n) = )
= i)

1

Si x = —3, entonces

Por lo tanto esta funcién tiene un cero en ese valor de x, de igual forma la
funcién tiene ceros en x = —%, —%, —%, ..., y su grafica es presentada en la
coleccion de secciones horizontales.
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y = m + 7 : Se tiene que

z!
(m +m)!(x —n—m)!

C(zx,m+mn) =

:(x—n)(:c—n—l)...(yc—n—m+1).O(x’n)‘

n+1(n+2)...(n+m)

Estas secciones de C' tienen ceros enn, n+1,n+2,..., n+m—1, y también
tiene un cero en n — 1, pues C'(x,n) es 0 en ese punto. Asi la funcién se hace
muy cerrada a cero en el intervalo [n, m +n — 1].

y = —m — 7 : Se tiene que

z!
(—m —n)!(z+m+n)!

Clx,—m —n) =

B . nn+1)...(n+m—1) ‘ B
=(=1) m+m+1D)(n+m=+2).. (x+n+m) Cla, =),
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Figura 4.5: Coleccion de Secciones Horizontales
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4.4.3. Secciones diagonales

Primero, veremos para rectas con pendiente positiva:

y =x+ h : Se tiene que

|
Cla,o+h) = ———— = O, ~h),

(z + h)(—h)

la cual corresponde a las secciones horizontales descritas anteriormente.

Para las rectas con pendiente negativa recurriremos a la formula de la dupli-
cacién vista en la seccién 4.1:

(22)! = (%) 22 | (x - %) !

Para los valores simples:

y = —x : Se tiene que

N

z!

Cle,=2) = Toiea ~ = (z— Dl(=a)

Esta seccién nuevamente es una funciéon “casi-seno” (Ver C(—h,y)) y tiene

ceros en 1,2,3,... y en —3,—3 —2 . Cuando z < 0 la funcién crece rapi-

damente y cuando z > 0 decrece rapidamente, esto se debe al factor 272%.
y = —x —n — n: Se tiene que

x!
(—x —n—m)!2x +n+n)l

Clr,—x—n—mn)=

Esta funcion no esta definida para = —1,—2,—3, ... y tiene ceros cuando
—r—n—n=—1,—-2,-3,... ycuando 2x + n+n = —1,—2, -3, ..., osea
cuando v = 3(-n—1—-17),3(-n—2—-7),2(-n =3 —n),....

3

7 se tlene que

Para el caso y = —x — 2

3 x!
¢ (‘”” T 21) T (Ce— 2391 (20 4 238)1
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Cuando z = —1%

c(m,1§—2§> _ (=)

4 4
Esta funcion también tiene ceros en —%, %, li, ..yen —1%, —2%, —2%, —3%,
En cada intervalo [—2, —1], [-3,-2],[—4, —3],... la funcién tiene dos ceros,
y tiende a infinito en la misma direccién en cada limite derecho de esos
intervalos. Este comportamiento es tipico de cada seccion y = —x—h, h < 3,
h no entero.

En el intervalo [—2, —1] la funcién tiene un cero, en [—3, —2] tiene 3 ceros. En
los 2 primeros intervalos, la funcién tiende a infinito en direcciones opuestas a
sus extremos derechos. Todo esto se ilustra aqui en una secuencia de graficas
alrededor de y = —x — 3.
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Figura 4.6: Coleccion de Secciones Diagonales
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