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RESUMEN

TÍTULO: ELEMENTOS CAYLEY UNITARIOS EN ÁLGEBRAS DE GRUPO

CON INVOLUCIÓN ORIENTADA

1

AUTOR: Yzel Wlly Alay Gómez Espíndola

2

PALABRAS CLAVE: álgebras de grupo, involuión, orientaión, elementos Cay-

ley unitarios.

DESCRIPCIÓN

Sea KG el álgebra de grupo del grupo G sobre el uerpo K on araterístia ero.

Dadas en G una orientaión σ y una involuión ∗, onsideramos una involuión

orientada ⊛ en KG de manera natural. Un elemento Cayley unitario en KG es

un elemento unitario on la forma u = (1 − k)(1 + k)−1
donde k es un elemento

antisimétrio tal que 1+k es invertible en KG.El objetivo de esta tesis es estudiar los

resultados presentes en la literatura on respeto a la araterizaión y onstruión

de elementos Cayley unitarios en KG on involuión lásia orientada.

Iniialmente onsideramos a KG on involuión anónia (orientaión trivial) y

haremos una revisión bibliográ�a entrandonos en los resultados mostrados por

Chuang-Lee en [3℄ y Ribeiro-Vieira en [10℄. Considerando algunos asos partiulares

exhibimos elementos Cayley unitarios onstruidos a partir de elementos antisimétri-

os k = x−x−1
, on x ∈ G, tal que 1+k es invertible y fue posible onluir que estos

elementos solo dependen del orden de x en el grupo G, de esta forma onluimos que

es su�iente trabajar on grupo ílios.

Posteriormente estableimos algunos resultados totales, onsiderando KG on invo-

luión lásia orientada, on respeto a la obtenión de elementos Cayley unitarios

onstruídos a partir de antisimétrios k = 1+ (x+ x−1), donde x ∈ G y σ(x) = −1.

1

Trabajo de grado.

2

Faultad de Cienias, Esuela de Matemátias, Maestría en Matemátias, Alexander Holguín

Villa, Dotor en Cienias.
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ABSTRACT

TITLE: CAYLEY UNITARY ELEMENTS IN GROUP ALGEBRAWITH ORIEN-

TED INVOLUTION

3

AUTHOR: Yzel Wlly Alay Gómez Espíndola

4

KEYWORDS: group rings, oriented involution, Cayley unitary elements.

DESCRIPTION

Let KG be the group algebra of the group G over �eld K with harateristi zero.

Given in G a σ orientation and an involution ∗, we onsider a ⊛ oriented involution

in KG naturally. A Cayley unitary element in KG is a unitary element with the

form u = (1 − k)(1 + k)−1
where k is an skew element suh that 1 + k is invertible

in KG. The main goal of this thesis is to study the results presented in the literature

with respet to the haraterization and onstrution of Cayley unitary elements in

KG with lassial involution oriented.

First we onsider KG with anonial involution (trivial orientation) and we will do

a literature review fousing on the results shown by Chuang-Lee in [3℄ and Ribeiro-

Vieira in [10℄. Considering some partiular ases we show Cayley unitary elements

onstruted from skew elements k = x−x−1
, with x ∈ G, suh that 1+k is invertible

and it was possible to onlude that these elements only depend of the order of x in

the group G, in this way we onlude that it is enough to work with ylial groups.

Subsequently, we established some total results, onsidering KG with lassial invo-

lution oriented, with respet to obtaining Cayley unitary elements onstruted from

antisymmetri k = 1 + (x+ x−1), where x ∈ G and σ(x) = −1

3

Degree work.

4

Faulty of Siene, Shool of Mathematis, Master of Mathematis, Alexander Holguín Villa,

PHD of Siene.
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Introduión

Dado un anillo R, todo anti-automor�smo sobre R de orden 2 es llamado una in-

voluión. Un ejemplo elemental es la apliaión traspuesta

t : Mn(K) −→ Mn(K),

de�nida en el anillo de matries de orden n sobre un uerpo K. En partiular uando

K = R, A ∈ Mn(R) es llamada simétria si At = A y antisimétria uando At = −A.

Además, el onjunto de unidades simétrias en Mn(R) lo onstituyen la matries in-

vertibles que son simétrias. Una matriz invertible A ∈ Mn(R) es llamada unitaria

si AAt = 1.

En general si R es un anillo on involuión ∗, es usual denotar a los onjuntos de

elementos simétrios y antisimétrios por R+ = {r ∈ R : r∗ = r} y R− = {r ∈ R :

r∗ = −r}, respetivamente. Además, si R tiene 1R, entones U+(R) = U(R) ∩ R+
,

donde U(R) denota el onjunto de elementos invertibles del anillo R, es llamado

el onjunto de unidades simétrias. Un elemento u ∈ U(R) es llamado unitario si

uu∗ = 1R. Se denotará por Un(R) al subgrupo multipliativo de las unidades uni-

tarias de R. Cuando k ∈ R−
es tal que 1 + k es invertible, es posible mostrar que

u[k] = (1 − k)(1 + k)−1
es un elemento de Un(R) y es llamado un elemento Cayley

unitario onstruído a partir de k; denotaremos por UnC(R) al onjunto de todos los

elementos Cayley unitarios de R. Más aún en [3℄ fueron determinadas las ondiiones

bajo las uales un elemento unitario es el produto de dos elementos Cayley unitarios

en Mn(D), donde D es un anillo de división.

9



Dados un uerpo F y un grupo G, se de�ne el álgebra de grupo FG, omo el F

espaio vetorial, usando las operaiones del grupo y el uerpo, generado sobre el

grupo G on oe�ientes en el uerpo F . Dada ualquier involuión ∗ en el grupo

G, se puede extender F -linealmente a FG, también denotada ∗ : FG → FG y de

manera análoga se de�nen los onjuntos FG+
, FG−

, U+(FG), Un(FG) y UnC(FG)

de elementos simétrios, anti-simétrios, unidades simétrias, unidades unitarias y

elementos Cayley unitarios respetivamente.

Luego del trabajo de Amitsur, [6, Cap. 5℄, y el interés en anillos on involuión desa-

rrollado a partir de la déada del 1970 por Herstein y olaboradores, [6℄, es natural

estudiar álgebras de grupo desde este punto de vista. Más aún, algunas preguntas de

la teoría general de anillos on involuión, son planteadas en el ontexto de álgebras

de grupo obteniendo, laro está, respuestas que involuran tanto al grupo G omo

al uerpo F que de�nen el álgebra de grupo FG. Por ejemplo en [10℄, al onsiderar

sobre FG la involuión lásia, es deir, la induida de la apliaión g 7→ g−1
para

g ∈ G, donde es G un grupo �nito y F es un uerpo de araterístia diferente de

dos, se demuestra que x ∈ G es Cayley unitario si y solo si el orden de x en G es

impar. Además, onsiderando un tipo espeial de elementos anti-simétrios en FG,

se onstruyen elementos Cayley unitarios que involuran la bien onoida suesión

de Fibonai.

Iniialmente estudiaremos algunos resultados onoidos en álgebras de grupo on la

involuión lásia, espeialmente aquellos que involuran unidades y elementos Cay-

ley unitarios onstruídos a partir de elementos anti-simétrios en FG, destaando

onstruiones espeiales omo las mostradas por Vieira y Ribeiro, [10℄, donde omo

ya se menionó en el último párrafo, involuran suesiones reurrentes, partiular-

mente la suesión de Fibonai. Posteriormente estudiaremos el álgebra de grupo on

la involuión lásia orientada y mostraremos algunos resultados obtenidos aera de

la onstruión de elementos Cayley unitarios.
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Capítulo 1

PRELIMINARES

En adelante se mostrarán algunos oneptos que han sido identi�ados omo nee-

sarios para el estudio, omprensión y desarrollo del tema entral de esta tesis. La

mayoría de las de�niiones y resultados que se mostrarán pueden ser enontrados en

textos de álgebra, una buena referenia para onsultar estos tópios es [8℄.

1.1. Teoría de Anillos

Tras estudiar la estrutura que posee un onjunto junto on una operaión bina-

ria, resulta natural de�nir una segunda operaión binaria sobre el onjunto e ir

onsiderando nuevas propiedades de ésta operaión, lo que permite estudiar nuevas

estruturas algebraias.

De�niión 1.1.1. Un anillo es un onjunto R junto on dos operaiones binarias,

que serán denotadas por �+� y �·�, de tal forma que R on la operaión + es un

grupo abeliano y que para todo a, b, c ∈ R se umple:

i) (a · b) · c = a · (b · c),

ii) a · (b+ c) = a · b+ a · c,

11



iii) (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Si además R veri�a que a · b = b · a, para todo a, b ∈ R, diremos que el anillo es

onmutativo. Un anillo es llamado un dominio si a · b = 0 implia que a = 0 o b = 0.

Dos elementos diferentes de ero a, b ∈ R tales que a · b = 0 son llamados divisores

de ero. Un anillo R que ontiene un elemento 1R 6= 0 tal que para todo a ∈ R

se umple que 1R · a = a · 1R = a, es llamado un anillo on unidad. A menos que

se indique lo ontrario, todos los anillos que usaremos en esta tesis son anillos on

unidad. Un dominio onmutativo on unidad es llamado un dominio entero.

De�niión 1.1.2. Un elemento a de un anillo R es llamado invertible si existe

un elemento en R, que será denotado por a−1
y será llamado su inverso, tal que

a · a−1 = a−1 · a = 1R. El onjunto

U(R) = {a ∈ R : a es invertible},

es llamado el grupo de unidades de R.

Un anillo es llamado un anillo de división si todos sus elementos no nulos son inver-

tibles. Un anillo de división que también es onmutativo es llamado un uerpo.

De�niión 1.1.3. Un subonjunto no vaío S de un anilloR, es llamado un subanillo

de R si este es errado bajo las operaiones de R y es un anillo on respeto a esas

operaiones.

De�niión 1.1.4. Un subonjunto no vaío I de un anillo R es llamado ideal iz-

quierdo de R si se umple que:

i) Si x, y ∈ I, entones x− y ∈ I,

ii) Si x ∈ I y a ∈ R, entones ax ∈ I.

12



Análogamente, se de�ne ideales a dereha. Un subonjunto no vaío L de un anillo

R es un ideal (algunas vees llamado ideal bilateral) si él es tanto ideal a izquierda

omo ideal a dereha de R. Un anillo R arbitrario siempre tiene ideales, de heho R y

(0) son ideales y son llamados ideales triviales. Todo ideal I 6= R, I 6= (0) es llamado

propio. Sin embargo pueden no existir ideales propios en un anillo R, en este aso R

será llamado simple.

Un ideal propio I de un anillo onmutativo R es llamado ideal primo de R si dados

a, b ∈ R y ab ∈ I implia que a ∈ I ó b ∈ I. Además, I es llamado ideal maximal de

R si siempre que J ideal de R e I ⊆ J ⊆ R, entones J = I ó J = R.

De�niión 1.1.5. Sea R un anillo on unidad. El radial de Jaobson de R, denotado

por J(R), es la interseión de todos los ideales maximales a izquierda de R.

Considere el onjunto C = {m ∈ Z+ : ma = 0, ∀a ∈ R}, donde ma = a+ a+ · · ·+ a

(m-vees). Si el onjunto C es vaío se die que R es de araterístia 0 y esribimos

char(R) = 0. Si C 6= φ se die que R es de araterístia n, donde n = mín{C} y

esribimos char(R) = n.

Sean R y S anillos, una funión f : R → S es llamada un homomor�smo de anillos,

si para todo a, b ∈ R tenemos:

f (a + b) = f (a) + f (b) .

f (ab) = f (a) f (b) .

Al onjunto de todos los homomor�smos deR en S se lo denota por hom(R, S). Si una

apliaión ϕ entre los anillos R y S umple on la primera ondiión de la De�niión

anterior y umple que f (ab) = f (b) f (a), deimos que ϕ es un anti-homomor�smo.

13



A ontinuaión de�niremos un familia espeial de anillos.

Sea R un anillo on unidad y G un grupo(no neesariamente �nito). Denotamos por

RG al onjunto de sumas formales

RG =

{

∑

g∈G
rgg | rg ∈ R, g ∈ G

}

,

donde rg = 0 asi siempre, esto es, solo un número �nito de oe�ientes son diferentes

de ero en ada una de esta sumas. Se de�nen la suma y produto en RG omo,

∑

g∈G

rgg +
∑

g∈G

sgg =
∑

g∈G

(rg + sg)g,

(

∑

g∈G
rgg

)(
∑

h∈G
shh

)

=
∑

i∈G
tii, donde ti =

∑

gh=i

(rgsh).

Se puede veri�ar que RG dotado on estas operaiones es un anillo on unidad

1 =
∑

g∈G
ugg, donde el oe�iente orrespondiente a la unidad del grupo es 1R y

ug = 0, para otro elemento g ∈ G.

De�niión 1.1.6. El onjunto RG on las operaiones de�nidas anteriormente es

llamado el anillo de grupo de G sobre R.

De�niión 1.1.7. Por analogía, se de�ne el grupo multipliativo de las unidades del

anillo RG por

U(RG) = {α ∈ RG : αβ = βα = 1, para algún β ∈ RG}.

1.1.1. Módulos y Álgebras

Sea R un anillo on unidad y M un grupo abeliano. Deimos que M es un R-módulo

o simplemente un módulo (uando R es laro), si existe una aión de R en M , esto

14



es una funión

R×M → M

(r,m) 7→ rm

tal que para todo r, s ∈ R y todo m,n ∈ M se umple que:

(r + s)m = rm+ sm,

r (m+ n) = rm+ rn,

(rs)m = r (sm),

1Rm = m.

En algunos textos onsideran que un R-módulo debe umplir solo las primeras tres

ondiiones de la anterior De�niión y si se veri�a la última ondiión el R-módulo

es llamado unitario.

Ejemplo 1.1.8. Si I es ideal de R, entones R/I es un R-módulo, donde la aión

es dada por

R× R/I → R/I

(r, x+ I) 7→ rx+ I.

En partiular para todo n ∈ N, n ≥ 1, Zn es un Z-módulo.

De�niión 1.1.9. SeaM un R-modulo. Un subonjunto no vaíoN ⊆ M es llamado

un R-submódulo de M , si N se umplen las siguientes ondiiones:

i) Para todo x, y ∈ N , x+ y ∈ N .

ii) Para todo r ∈ R y todo n ∈ N , rn ∈ N .

Si N es un R-submódulo de M , esribimos N ≤R M o simplemente N ≤ M si es

laro quien es R.

15



De�niión 1.1.10. Sea R un anillo onmutativo. Un R-módulo A es llamado un

R-álgebra si existe una multipliaión, de�nida sobre A, tal que, on la misma suma

dada en A y esta multipliaión, A es un anillo en el ual se umple la siguiente

ondiión:

r(ab) = (ra)b = a(rb) (1.1)

para todo r ∈ R y todo a, b ∈ A.

Si A es un anillo on unidad 1A, entones la ondiión 1.1 implia que el onjunto

R · 1A está ontenido en el entro de A.

Si R es onmutativo y M es un R-álgebra, deimos que N ⊆ M es un R-subálgebra

de M si es un submódulo y un subanillo de M.

Se de�ne el produto entre elementos de R y elementos de RG. Sea λ ∈ R

λ

(

∑

g∈G
rgg

)

=
∑

g∈G
(λrg)g.

Note que on este produto se puede ver a RG omo un R-módulo. Cuando R es

onmutativo, RG es llamado el álgebra de grupo de G sobre R.

Ejemplo 1.1.11.

i) Si V es un espaio vetorial sobre un uerpo K, entones los K-submódulos de

V son preisamente sus subespaios.

ii) Los Z-submódulos de un grupo abeliano A son exatamente sus subgrupos.

iii) Si onsideramos al anillo R omo un submódulo sobre el mismo, entones sus

submódulos son preisamente sus ideales a izquierda.

Como aso partiular del segundo ítem del ejemplo anterior, tenemos que los Z-

submódulos de Z son sus ideales, que son de la forma nZ y para n,m ∈ Z se tiene

nZ ⊂ mZ, si y solo si, m|n. Como el número de divisores de n ∈ Z es �nito, se sigue
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que la adena de ontenenias nZ ⊂ m1Z ⊂ m2Z ⊂ · · · ⊂ miZ ⊂ · · · no puede poseer
in�nitos R-submódulos. Esta propiedad y una análoga se formalizan a ontinuaión.

De�niión 1.1.12. Sea M un R-módulo. Deimos que M satisfae la ondiión de

adena asendente (CCA), si toda adena de submódulos de M

M1 ⊂ M2 ⊂ · · · ⊂ Mi ⊂ · · ·

termina; esto es, si existe un índie t tal que Mt = Mt+i, ∀i ∈ N. Si M satisfae la

CCA es llamado módulo Noetheriano.

De�niión 1.1.13. Sea M un R-módulo. Deimos que M satisfae la ondiión de

adena desendente (CCD), si toda adena de submódulos de M

M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mi ⊃ · · ·

termina; esto es, si existe un índie t tal que Mt = Mt+i, ∀i ∈ N. Si M satisfae la

CCD es llamado módulo Artiniano.

1.2. Involuiones

En esta Seión daremos la de�niión de involuión en el ontexto de grupos y en el

ontexto de anillos, presentaremos algunos ejemplos y probaremos algunas propie-

dades generales que nos serán de utilidad en los Capítulos 2 y 3.

De�niión 1.2.1. Sea G un grupo. Una apliaión ϕ : G −→ G es llamada una

involuión sobre G si para todos g, h ∈ G se satisfae que:

i) ϕ(gh) = ϕ(h)ϕ(g);

ii) ϕ(ϕ(g)) = g,

17



es deir, ϕ : G −→ G es un antihomomor�smo de orden 2.

Ejemplo 1.2.2. Sea G un grupo. La apliaión ∗ : G −→ G dada por g 7→ g∗ = g−1

es una involuión en G, llamada la involuión lásia.

De�niión 1.2.3. Sea G un grupo. Un homomor�smo σ : G −→ {−1, 1} = U(Z) es
llamado una orientaión de G.

De�niión 1.2.4. Sea R un anillo. La apliaión φ : R −→ R es llamada una

involuión si esta es un antihomomor�smo de orden 2, es deir, si para todos a, b ∈ R

se satisfaen:

1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b);

2. φ(ab) = φ(b)φ(a);

3. φ(φ(a)) = a.

Observaión 1.2.5. Usualmente se usa el símbolo ∗ para denotar involuiones y

diha involuión atuando sobre un objeto x se denota por x∗
en lugar de ∗(x).

Ejemplo 1.2.6. Sea R un anillo. La apliaión

t : Mn(R) −→ Mn(R) de�nida por

(aij)
t = (aji), es una involuión sobreMn(R), onoida omo la apliaión traspuesta.

Ejemplo 1.2.7. Sea R = C y onsideremos la apliaión

∗ : C → C

α+ βi 7→ α− βi.

Se veri�a fáilmente que ∗ es una involuión en C, denominada onjugaión om-

pleja.
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Ejemplo 1.2.8. Sea R un anillo on involuión ϕ y G un grupo on involuión φ.

De�nimos para el anillo de grupo RG, la siguiente apliaión

∗ : RG → RG

α =
∑

x∈G

αxx 7→ α∗ =
∑

x∈G

ϕ(αx)φ(x).

Ahora,

(α+ β)∗ =

(
∑

x∈G

αxx+
∑

x∈G

βxx

)∗

=

(
∑

x∈G

(αx + βx)x

)∗

=
∑

x∈G

ϕ(αx + βx)φ(x)

=
∑

x∈G

ϕ(αx)φ(x) + ϕ(βx)φ(x) =

(
∑

x∈G

αxx

)∗

+

(
∑

x∈G

βxx

)∗

= α∗ + β∗.

(αβ)∗ =

(
∑

x∈G

αxx ·
∑

y∈G

βyy

)∗

=

(
∑

x,y∈G

(αx · βy)(xy)

)∗

=
∑

x,y∈G

ϕ(αx · βy)φ(xy)

=
∑

x,y∈G

(ϕ(βy) · ϕ(αx))(φ(y)φ(x)) =
∑

y∈G

ϕ(βy)φ(y) ·
∑

y∈G

ϕ(αx)φ(x)

=

(
∑

y∈G

βyy

)∗

·
(
∑

x∈G

αxx

)∗

= β∗α∗.

Finalmente, dado que ϕ y φ son de orden 2 tenemos

(α∗)∗ =

(
∑

x∈G

ϕ(αx)φ(x)

)∗

=
∑

x∈G

ϕ(ϕ(αx))φ(φ(x)) =
∑

x∈G

αxx = α,

y así ∗ de�ne una involuión sobre RG.

En un anillo onmutativo R, el homomor�smo identidad umple on las ondiiones
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de la De�niión 1.2.4, así la siguiente apliaión de�ne una involuión en el anillo de

grupo RG.

De�niión 1.2.9. Sea RG un algebra de grupo sobre un anillo onmutativo R. La

apliaión

∗ : RG → RG

α =
∑

x∈G

αxx 7→ α∗ =
∑

x∈G

αxx
−1, (1.2)

es una involuión en RG, onoida en la literatura omo la involuión anónia

en RG,

Proposiión 1.2.10. Sea ∗ una involuión en un anillo R. Entones se umplen las

siguientes propiedades:

i) 1∗R = 1.

ii) Si x ∈ U(R), entones (x−1)
∗
= (x∗)−1

.

iii) x ∈ ζ(R) si y solamente si x∗ ∈ ζ(R).

Demostraión.

i) Tenemos que

1 = (1∗)∗ = (1 · 1∗)∗ = (1∗)∗ · 1∗ = 1 · 1∗ = 1∗.

ii) Si x ∈ U(R), entones apliando ∗ en xx−1 = 1 y utilizando que 1∗ = 1,

obtenemos que (x−1)∗x∗ = 1∗ = 1. De manera análoga x∗(x−1)∗ = 1 y por lo

tanto (x−1)∗ = (x∗)−1.

iii) Si x ∈ ζ(R), entones para todo y ∈ R tenemos que
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x∗y = x∗(y∗)∗ = (y∗x)∗ = (xy∗)∗ = (y∗)∗x∗ = yx∗

y por tanto x∗ ∈ ζ(R). Reíproamente, si x∗ ∈ ζ(R) entones

xy = (x∗)∗(y∗)∗ = (y∗x∗)∗ = (x∗y∗)∗ = (y∗)∗(x∗)∗ = yx

de aquí que x ∈ ζ(R).

Veamos omo dada una involuión ∗ y una orientaión σ sobre G , se puede de�nir

en RG una nueva involuión.

De�niión 1.2.11 ([5℄, Página 13). Sea R un anillo onmutativo. Dadas una orien-

taión σ y una involuión ∗ en G, la apliaión ⊛ en RG dada por

⊛ : RG → RG

α =
∑

g∈G

αgg 7→ α⊛ =

(
∑

g∈G

rgg

)
⊛

=
∑

g∈G

rgσ(g)g
∗, (1.3)

de�ne una involuión llamada involuión de grupo orientada.

Como α 7→ α⊛
es una involuión, entones para todo g ∈ G,

g = g⊛⊛ = (σ(g)g∗)⊛ = σ(g)σ(g∗)g.

De ahí obtenemos que gg∗ ∈ ker(σ) para todo g ∈ G y reíproamente, i.e., si para

todo g ∈ G, gg∗ ∈ ker(σ), entones ⊛ dada por la expresión (1.3) es una involuión.

En partiular, tenemos que N = ker(σ) es invariante bajo ∗ y además si σ es no

trivial tenemos (G : N) = 2.
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Si en la expresión (1.3) la involuión ∗ es dada por g 7→ g−1
, para ada g ∈ G y σ

es trivial, la involuión oinide on la anónia de�nida por la expresión (1.2). Si

en este aso, σ no es trivial, tenemos una involuión onoida en la literatura omo

involuión lásia orientada dada por

∑

g∈G

rgg 7→
∑

g∈G

rgσ(g)g
−1. (1.4)

Esta involuión jugará un papel muy importante en el desarrollo del Capítulo 3.

Finalmente, uando ∗ es una involuión arbitraria sobre G y σ es trivial, la involuión

de�nida sobre RG se denomina una involuión de grupo.

Tenemos las siguientes propiedades.

Lema 1.2.12. Sean ∗ una involuión de�nida sobre G, σ una orientaión del grupo

G y N = ker(σ) = {g ∈ G : σ(g) = 1}, entones

i) Si g ∈ N , entones g∗ ∈ N.

ii) Si o(g) es impar, entones g ∈ N.

Demostraión.

i) Como vimos luego de la De�niión 1.2.11, para todo g ∈ G, gg∗ ∈ ker(σ) = N .

En partiular, si g ∈ N entones g∗ ∈ N .

ii) Si o(g) = n-impar, entones usando la Proposiión (1.2.12-I) y el heho que σ

es un homomor�smo, tenemos

1 = σ(1) = σ(ggg . . . g
︸ ︷︷ ︸

n-vees

) = σ(g)σ(g)σ(g) . . . σ(g)
︸ ︷︷ ︸

n-vees

,

esto es, 1 es igual al produto de una antidad impar ya sea de 1′s o de −1′s,

por lo tanto σ(g) = 1 y así g ∈ N.
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De�niión 1.2.13. Sea R un anillo on una involuión ∗.

1. Un elemento k ∈ R es llamado elemento simétrio si k∗ = k. Como es usual

denotaremos por R+
al onjunto de los elementos simétrios de R on respeto

a ∗, i.e.,

R+ = {k ∈ R : k∗ = k}.

2. Un elemento k ∈ R es llamado elemento antisimétrio si k∗ = −k. Al

onjunto de los elementos antisimétrios de R se denota por R−
, así

R− = {k ∈ R : k∗ = −k}.

En partiular, si RG esta dotado de la involuión ⊛ dada por la expresión 1.3,

denotaremos los onjuntos de elementos simétrios y antisimétrios on respeto a

⊛, respetivamente por RG+
y RG−

.

El siguiente resultado muestra omo RG+
y RG−

(on respeto a la involuión a-

nónia) son generados omo R−módulos, uando R es un anillo onmutativo en el

ual 2 es invertible.

Proposiión 1.2.14. Sea R un anillo onmutativo en el ual 2 es invertible y ∗ la

involuión anónia de RG dada por (1.2). Entones

1. RG−
, omo R-módulo, es generado por x− x−1

on x ∈ G.

2. RG+
, omo R-módulo, es generado por x+ x−1

on x ∈ G.

Demostraión.

1. Sea α = t(x− x−1) on t ∈ R y x ∈ G. Veamos que α∗ = −α.
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α∗ = (t(x− x−1))∗ = t(x− x−1)∗ = t(x−1 − x) = −α.

Sea ahora α =
∑

x∈G

αxx ∈ RG−
, entones α = −(α)∗, esto es

∑

x∈G

αxx =

−
∑

x∈G

αxx
−1. Comparando supp(α) y supp(−(α)∗), notamos que αx = −αx−1

,

para todo x ∈ G. Se sigue que

2α =
∑

x∈G

αxx+

(

−
∑

x∈G

αxx
−1

)

=
∑

x∈G

αx

(
x− x−1

)
,

luego

α =
∑

x∈G

1

2
αx

(
x− x−1

)
.

Esto prueba que

RG− = 〈x− x−1 : x ∈ G〉R.

2. De forma análoga se muestra que

RG+ = 〈x+ x−1 : x ∈ G〉R.
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Capítulo 2

ELEMENTOS CAYLEY

UNITARIOS EN KG

En adelante vamos a onsiderar el álgebra de grupo KG on K-uerpo, char(K) 6= 2

y G un grupo �nito. Además que sobre KG está de�nida la involuión anónia

obtenida por la extensión K-lineal de g 7→ g−1
, para g ∈ G, dada por la expresión

(1.2).

De�niión 2.0.1. Sea R un anillo on una involuión ∗. Un elemento u ∈ U(RG)

es llamado elemento unitario si uu∗ = 1. Denotaremos por Un(RG) al subgrupo

de todas los elementos unitarios de RG.

Ejemplo 2.0.2. Consideremos R = C on la involuión dada en el Ejemplo 1.2.7 y

G un grupo. Observe que todo elemento de S ′ ⊂ C es unitario. De heho si a+ bi es

unitario, se sigue que 1 = (a+ bi)(a+ bi)∗ = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 y de aquí que

Un(CG) = S ′
.

Proposiión 2.0.3. Sea k ∈ R−
. Entones 1 + k ∈ U(R), si y solamente si 1− k ∈

U(R).
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Demostraión. Si 1+k ∈ U(R), entones existe x ∈ R tal que x(1+k) = 1 = (1+k)x.

Luego

x(1 + k) = 1 = 1∗ = (1 + k)∗x∗ = (1 + k∗)x∗ = (1− k)x∗

(1 + k)x = 1 = 1∗ = x∗(1 + k)∗ = x∗(1 + k∗) = x∗(1− k)

esto es 1− k ∈ U(R). De manera similar se obtiene la a�rmaión reíproa.

Proposiión 2.0.4. Sea k ∈ R−
y 1 + k ∈ U(R), entones u = (1 − k)(1 + k)−1 ∈

Un(R).

Demostraión. Dado que k∗ = −k, se sigue que

u∗ = ((1− k)(1 + k)−1)∗

= ((1 + k)∗)−1(1− k)∗

= (1− k)−1(1 + k).

Luego

uu∗ = (1− k)(1 + k)−1(1− k)−1(1 + k)

= (1− k)[(1− k)(1 + k)]−1(1 + k)

= (1− k)[(1 + k)(1− k)]−1(1 + k)

= (1− k)(1− k)−1(1 + k)−1(1 + k)

= 1.

Por lo tanto u es un elemento unitario de R.

De�niión 2.0.5. Un elemento u ∈ Un(R) es llamado Cayley unitario en R, si

existe k ∈ R−
on 1 + k ∈ U(R) tal que u = (1 − k)(1 + k)−1. En este aso se die
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que u es el elemento Cayley unitario obtenido a partir de k y se denota por u[k]. El

onjunto de los elementos Calyley unitarios de R es denotado por UnC(R), es deir,

UnC(R) = {u ∈ Un(R) : ∃k ∈ R−, u = (1− k)(1 + k)−1}.

Proposiión 2.0.6. Sean R un anillo on involuión y u[k] ∈ UnC(R). Entones

u−1
[k] = u[−k].

Demostraión. Si u[k] ∈ UnC(R) entones 1+k es invertible en R y de la Proposiión

2.0.3 se tiene que 1− k es invertible en R, así

u[k]u[−k] = (1− k)(1 + k)−1(1 + k)(1− k)−1 = 1.

Análogamente se establee que u[−k]u[k] = 1 y por tanto u−1
[k] = u[−k].

La siguiente Proposiión proporiona ondiiones neesarias y su�ientes para que

un elemento unitario u sea Cayley unitario.

Proposiión 2.0.7 ([3℄, Lema 1). Sea R un anillo dotado de una involuión ∗ en

el ual 2 es invertible. Entones, un elemento unitario u ∈ R es un elemento Cayley

unitario si y solo si 1 + u es invertible en R.

Demostraión. ⇒) Si u ∈ UnC(R), entones u = (1 − k)(1 + k)−1
para algún

elemento antisimétrio k tal que 1 + k es invertible en R. Luego

1 + u =1 + (1− k)(1 + k)−1

=(1 + k)(1 + k)−1 + (1− k)(1 + k)−1

=2(1 + k)−1.

Como 2 es invertible en R, se sigue que 1 + u es invertible en R.

⇐) Sea u ∈ Un(R). Si 1 + u es invertible en R, entones k = (1 − u)(1 + u)−1
es

antisimétrio. En efeto, omo ∗ es una involuión y u ∈ Un(R), entones
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k∗ = ((1− u)(1 + u)−1)∗

= ((1 + u)−1)∗(1− u)∗

= ((1 + u)∗)−1(1− u)∗

= (1 + u∗)−1(1− u∗)

= (1 + u−1)−1(1− u−1)

= (1 + u−1)−1u−1u(1− u−1)

= (u(1 + u−1))−1(u(1− u−1))

= (u+ 1)−1(u− 1)

= −(1 + u)−1(1− u).

Como (1− u)(1 + u) = (1 + u)(1− u), entones (1 + u)−1(1− u) = (1− u)(1 + u)−1
.

Luego

k∗ = −(1 + u)−1(1− u) = −(1− u)(1 + u)−1 = −k.

Ahora, omo 2 es una unidad en R, entones 1 + k = 2(1 + u)−1
también lo es y

1 + k = 2(1 + u)−1

(1 + k)(1 + u) = 2

(1 + k)u = 1− k

u = (1 + k)−1(1− k)

u = (1− k)(1 + k)−1

Las dos últimas líneas se siguen del heho que (1 + k)(1 − k) = (1 − k)(1 + k). Así

u ∈ UnC(R).
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Dado que para todo x ∈ G, xx∗ = 1 = x∗x, entones G ⊂ Un(KG). Considerando

esto, resulta natural preguntarse que ondiiones debe umplir un elemento x de G

para ser Cayley unitario.

Si el orden de x en G es n tenemos que

(1 + x)

[
1

2

(
1− x+ x2 − · · ·+ (−1)n−1xn−1

)
]

=
1

2

(
1 + (−1)n−1

)
. (2.1)

Por la Proposiión 2.0.7, es laro que x ∈ UnC(KG) si y solo si (1+x) ∈ U(KG), es

deir, si y solo si n es impar. Se sigue que si G es un grupo �nito on orden impar

entones, G ⊂ UnC(KG).

Ahora si el orden de G es impar (n > 1), entones x = u[k] para algún k ∈ KG−
y

1 + x = 2(1 + k)−1
. Por 2.1 tenemos que

(1 + x) = 2
[
(1−

(
x− xn−1

)
−
(
x3 − xn−3

)
− · · · −

(
xn−2 − x2

)]−1
.

Corolario 2.0.8. Sea x ∈ G un elemento no trivial de orden impar n. Entones

x = u[k] donde k = −(x− xn−1)− (x3 − xn−3)− · · · − (xn−2 − x2).

Si el orden de un elemento x de G es par entones x 6∈ UnC(KG), esto muestra que

en general UnC(KG)  Un(KG). Sin embargo, ¾será posible que un elemento α de

U(KG) se pueda obtener usando elementos Cayley unitarios ? El siguiente resultado

establee ondiiones neesarias y su�ientes de uando un elemento unitario es el

produto de dos elementos Cayley unitarios en KG.

Proposiión 2.0.9 ([3℄, Lema 2). Sea R un anillo on involuión ∗ en el ual 2 es

invertible. Entones, un elemento unitario u en R es el produto de dos elementos

Cayley unitarios si y solo si (1+u)− (1−u)k es invertible en R para algún elemento

antisimétrio k on 1 + k invertible en R.
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Demostraión. ⇒) Supongamos que u ∈ Un(KG) es el produto de dos elementos

Cayley unitarios, esto es, u = v[h]w[k]. Entones uw[−k] = v[h], es deir, uw[−k] ∈
UnC(KG). Por la Proposiión 2.0.7 se sigue que 1 + uw[−k] es invertible en KG.

Luego

(1 + uw[−k])(1− k) = (1 + u(1 + k)(1− k)−1)(1− k)

= (1− k) + u(1 + k)

= (1 + u)− (1− u)k,

también es invertible en KG.

⇐) Si (1+u)−(1−u)k = (1+uw[−k])(1−k) es invertible en KG para algún elemento

k ∈ KG−
on 1+k invertible en KG, entones [(1+u)−(1−u)k](1−k)−1 = 1+uv[−k]

es también invertible. En virtud de la Proposiión 2.0.7 uv[−k] ∈ UnC(KG), esto es,

uv[−k] = w[h], on h ∈ KG−
. Por tanto, u = w[h]v[k].

Como ya observamos, un elemento de un grupo on orden par no puede ser un

elemento Cayley unitario, ver (2.1). En este aso, podemos preguntarnos si x ∈ G es

el produto de dos elementos Cayley unitarios. La respuesta en general es no, veamos

un ejemplo de ello.

Ejemplo 2.0.10. QS3

Consideremos el grupo simétrio de orden 3 dado por la presentaión

S3 = 〈x, y | x2 = 1, y3 = 1, xy = y−1x〉 ∼= D3,

y su álgebra de grupo sobre el onjunto de los números raionales QS3.

A�rmaión: x no es el produto de dos elementos Cayley unitarios. De heho, omo

el orden de x es 2, ada elemento antisimétrio de QS3 es de la forma α(y − y−1),
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on α ∈ Q. Pero

(1 + x)− (1− x)α(y − y−1) = (1 + x)− (αy − αxy − αy−1 + αxy−1)

= (1 + x)− (αy − αxy − αxyx+ αxxyx)

= (1 + x)− (αy(1 + x)− αxy(1 + x))

= (1− αy + αxy)(1 + x),

note que 1 + x es divisor de ero, pues (1 + x)(1 − x) = (1 − x2) = 0 y así no es

unidad. Se sigue de la Proposiión 2.0.9 que x no es el produto de dos elementos

Cayley unitarios en QS3.

2.1. Cayley Unitarios obtenidos a partir de x− x−1

En esta Seión se estudiará omo obtener elementos Cayley unitarios, onstruídos

a partir de generadores x − x−1
de KG−

, on x ∈ G, tales que 1 + (x − x−1) sea

invertible en KG.

Si x ∈ G es de orden 2 entones x = x−1
, así x − x−1 = 0. Teniendo en uenta la

Proposiión 1.2.14 onsideraremos antisimétrios de la forma x−x−1
donde el orden

de x sea mayor que 2. Los siguientes dos ejemplos permitirán orientar el estudio de

los elementos Cayley unitarios en ualquier álgebra de grupo KG, on K uerpo de

araterístia ero.

Ejemplo 2.1.1. KD4

Consideremos el grupo D4 = 〈x, y : x2 = 1, y4 = 1, xy = y−1x〉, entones

KD−
4 = 〈y − y−1〉K .

Dado que (1 + y − y−1)
(
3
5
− 1

5
y + 2

5
y2 + 1

5
y3
)
= 1, se sigue que 1 + y − y−1

es inver-
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tible. Así de la De�niión 2.0.5 tenemos que

u =
(
1− (y − y−1

) (
1 +

(
y − y−1

))−1

=
(
1− y + y3

)
(
3

5
− 1

5
y +

2

5
y2 +

1

5
y3
)

=
1

5
− 2

5
y +

4

5
y2 +

2

5
y3,

es un elemento Cayley unitario de KD4.

Ejemplo 2.1.2. KQ8

Sea Q8 = 〈x, y : x4 = 1, x2 = y2, xy = y−1x〉 el grupo de los uaternios de orden 8.

A ontinuaión presentamos a Q8 por extenso junto on el orden e inverso de ada

elemento:

Elemento 1 x x2 x3 y xy x2y x3y

Orden 1 4 2 4 4 4 4 4

Inverso 1 x3 x2 x x2y x3y y xy

De la tabla se observa que los elementos x, y, xy ∈ Q8 son su�ientes para generar

KQ−
8 , en partiular x− x−1, y − y−1, (xy)− (xy)−1 ∈ KQ−

8 . Además

(1 + (x− x−1))
(
3
5
− 1

5
x+ 2

5
x2 + 1

5
x3
)
= 1

(1 + (y − y−1))
(
3
5
− 1

5
y + 2

5
y2 + 1

5
y3
)
= 1

(1 + (xy − (xy)−1))
(
3
5
− 1

5
(xy) + 2

5
(xy)2 + 1

5
(xy)3

)
= 1.

Se obtienen respetivamente los siguientes elementos Cayley unitarios en KQ8

u1 =
1
5
− 2

5
x+ 4

5
x2 + 2

5
x3,

u2 =
1
5
− 2

5
y + 4

5
y2 + 2

5
y3,

u3 =
1
5
− 2

5
xy + 4

5
x2 + 2

5
x3y.
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Observaión 2.1.3. En el Ejemplo 2.1.1 onstruímos un elemento Cayley unitario

para KD4 a partir de un elemento de orden 4 en D4. En el Ejemplo 2.1.2, onsidera-

mos tres elementos de orden 4 del grupo de los uaternios y a partir de ada uno de

ellos obtenemos un elemento Cayley unitario paraKQ8. Si bienD4 ≇ Q8 se puede ob-

servar que los elementos Cayley unitarios tienen la misma estrutura, es deir, si z es

un elemento de orden 4 en alguno de estos dos grupos entones u = 1
5
− 2

5
z+ 4

5
z2+ 2

5
z3

es un elemento Cayley unitario obtenido a partir del antisimétrio z − z−1
. Hemos

probado lo siguiente

Lema 2.1.4. Sea x ∈ G on o(x) = n > 2. Si (1 + (x − x−1))−1
existe, entones el

elemento Cayley unitario u[x−x−1] está de�nido y no depende del grupo G.

Por el Lema anterior, es su�iente trabajar on grupos ílios Cn = 〈x〉, o(x) > 2. En

las siguientes tablas se muestran los inversos de elementos de la forma 1+(x−x−1) y

sus respetivos elementos Cayley unitarios, en funión del orden de x (3 ≤ o(x) ≤ 8).

n (1 + (x− x−1))−1

3 1
2
+ 0x+ 1

2
x2

4 3
5
− 1

5
x+ 2

5
x2 + 1

5
x3

5 5
11

− 2
11
x+ 3

11
x2 + 1

11
x3 + 4

11
x4

6 1
2
− 1

4
x+ 1

4
x2 + 0x3 + 1

4
x4 + 1

4
x5

7 13
29

− 7
29
x+ 6

29
x2 − 1

29
x3 + 5

29
x4 + 4

29
x5 + 9

29
x6

8 7
15

− 4
15
x+ 1

5
x2 − 1

15
x3 + 2

15
x4 + 1

15
x5 + 1

5
x6 + 4

15
x7

Cuadro 2.2: Inversos de (1 + (x− x−1)).
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n u = (1− x+ x−1)(1 + x− x−1)−1

3 0 + 0x+ x2

4 1
5
− 2

5
x+ 4

5
x2 + 2

5
x3

5 − 1
11

− 4
11
x+ 6

11
x2 + 2

11
x3 + 8

11
x4

6 0− 1
2
x+ 1

2
x2 + 0x3 + 1

2
x4 + 1

2
x5

7 − 3
29

− 14
29
x+ 12

29
x2 − 2

29
x3 + 10

29
x4 + 8

29
x5 + 18

29
x6

8 7
15

− 8
15
x+ 6

15
x2 − 2

15
x3 + 4

15
x4 + 2

15
x5 + 6

15
x6 + 8

15
x7

Cuadro 2.4: Cayley unitarios obtenidos a partir de (x+ x−1).

Los resultados que se muestran en Tabla 2.2 sugieren que 1+(x−x−1) es invertible en

KCn uando K es un uerpo de araterístia ero, además los oe�ientes muestran

una regularidad muy espeial, pues a partir del oe�iente de x2
ada uno de ellos es la

suma de los dos anteriores. Para probar que estos dos hehos son iertos, mostraremos

una forma general de (1 + (x− x−1))−1
.

Sea x un elemento de orden n. El inverso de (1 + (x − x−1))−1
, en aso de existir,

debe ser de la forma a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1
. Al efetuar el produto

(1 + (x− x−1))(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1) = 1,

resulta el siguiente sistema de euaiones







a0 + an−1 − a1 = 1

a1 + a0 − a2 = 0

a2 + a1 − a3 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

an−1 + an−2 − a0 = 0,
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es deir, la existenia del inverso de 1+(x+x−1) depende de la existenia de soluiones

para este sistema. El siguiente ejemplo es un aso partiular, uando o(x) = 8, en él

se evidenia una regularidad que permitirá generalizar la forma que tiene (1 + (x−
x−1))−1.

Ejemplo 2.1.5. Sean C8 = 〈x〉 yK un uerpo on araterístia ero. A ontinuaión

mostraremos un proedimiento, el ual es desrito en [9℄, para enontrar a0, a1, a2,

a3, a4, a5, a6, a7 ∈ K tales que

(
1 +

(
x− x−1

)) (
a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ a7x
7
)
= 1.

Al realizar el produto anterior, se obtiene el siguiente sistema de euaiones







a0 + a7 − a1 = 1

a1 + a0 − a2 = 0

a2 + a1 − a3 = 0

a3 + a2 − a4 = 0

a4 + a3 − a5 = 0

a5 + a4 − a6 = 0

a6 + a5 − a7 = 0

a7 + a6 − a0 = 0.

Resolveremos este sistema siguiendo los siguientes pasos:

Primer paso: Despejamos a7 de la 8
a
euaión y la sustituimos en la 7a euaión; luego

despejamos a6 de la 7
a
euaión y la sustituimos en la 6a euaión y así suesivamente.

De esta manera obtenemos
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a0 =
21− 21a7

33

a1 =
a0 − 13a0

21

a2 =
a0 − 8a1

13

a3 =
a0 − 5a2

8

a4 =
a0 − 3a3

5

a5 =
a0 − 2a4

3

a6 =
a0 − a5

2

a7 = a0 − a6.

Segundo paso: Esribamos ahora todos los ai's en términos de a7 , reemplazando a0

en a1, a0 y a1 en a2 y así suesivamente.







a0 =
21

33
(1− a7)

a1 = −12

33
(1− a7)

a2 =
9

33
(1− a7)

a3 = − 3

33
(1− a7)

a4 =
6

33
(1− a7)

a5 =
3

33
(1− a7)

a6 =
9

33
(1− a7)

a7 =
12

33
(1− a7).

Terer paso: Enontramos los valores de los ai's alulando a7 y reemplazandolo en
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las demás euaiones. De esta forma se obtiene

a7 =
4

15

a6 =
3

15

a5 =
1

15

a4 =
2

15

a3 = − 1

15

a2 =
3

15

a1 = − 4

15

a0 =
7

15
.

Como ya menionamos los oe�ientes siguen la euaión de reurrenia ai = ai−1 +

ai−2 para todo i ≥ 2. Esta es preisamente la euaión de reurrenia que sigue

la suesión de Fibonai on términos iniiales F0 = 0 y F1 = 1. Teniendo esto

en uenta, busamos la forma de relaionar los oe�ientes on los números en la

suesión de Fibonai y enontramos que el último sistema puede ser reesrito así







a0 =
0 + 21

34− 1
(1− a7) =

F0 + F8

F9 − 1
(1− a7)

a1 =
1− 13

34− 1
(1− a7) =

F1 − F7

F9 − 1
(1− a7)

a2 =
1 + 8

34− 1
(1− a7) =

F2 + F6

F9 − 1
(1− a7)

a3 =
2− 5

34− 1
(1− a7) =

F3 − F5

F9 − 1
(1− a7)

a4 =
3 + 3

34− 1
(1− a7) =

F4 + F4

F9 − 1
(1− a7)

a5 =
5− 2

34− 1
(1− a7) =

F5 − F3

F9 − 1
(1− a7)

a6 =
8 + 1

34− 1
(1− a7) =

F6 + F2

F9 − 1
(1− a7)

a7 =
13− 1

34− 1
(1− a7) =

F7 − F1

F9 − 1
(1− a7).

Podemos notar que para n = 8:

ai =
Fi + (−1)iFn−i

Fn+1 − 1
(1− an−1) , i = 0, 1, 2, . . . , n− 1
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Despejando an−1 de aquí tenemos que

an−1 =
Fn−1 + (−1)n−1

Fn+1 + Fn−1 − (1 + (−1)n)

luego,

1− an−1 =
Fn+1 − 1

Fn+1 + Fn−1 − (1 + (−1)n)

de esta forma

ai =
Fi + (−1)iFn−i

Fn+1 + Fn−1 − (1 + (−1)n)
, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Esto nos motiva a enuniar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Sean x ∈ G un elemento de orden n > 2 y K un uerpo on

araterístia ero. Entones el elemento 1+x−x−1
es invertible en KG y su inverso

está dado por a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1

, donde

ai =
Fi + (−1)iFn−i

Fn+1 + Fn−1 − (1 + (−1)n)
, para i = 0, 1, . . . , n− 1.

No vamos a demostrar este resultado por ahora, más adelante veremos que es on-

seuenia inmediata de un teorema más general.

2.2. Cayley Unitarios a partir de α
(
x− x−1

)

En esta Seión veremos omo onstruir elementos Cayley unitarios a partir de an-

tisimétrios de la forma α(x − x−1). Con el �n de umplir este propósito, vamos

primero a de�nir una euaión de reurrenia más general que la que rige a la sue-

sión de Fibonai, posteriormente vamos a estableer un resultado que muestra omo

determinar (1 + α(x− x−1))−1
.
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2.2.1. Una suesión reurrente

Para α ∈ K, α 6= 0 se de�ne la suesión (Gi)i∈N de forma reursiva de la siguiente

forma

G0 = 0, G1 = 1 y Gi = α2Gi−2 +Gi−1 para i ≥ 2. (2.2)

A ontinuaión vamos a usar ténias de funiones generadoras omo las mostradas

en [2℄ y [11℄, para obtener una expresión que permita alular los elementos en la

suesión (Gi)i∈N en un número �jo de pasos. Por ejemplo una expresión de este estilo

para la suesión de Fibonai es la onoida fórmula de Binet.

Fn =
1√
5

((

1 +
√
5

2

)n

−
(

1−
√
5

2

)n)

.

Sea G(t) =

∞∑

i=0

Git
i
la funión generadora de la suesión (Gi)i∈N. Por la Proposiión

4.8 en [2℄ la funión generadora está dada por

G(t) =
C(t)

1− t− α2t2

donde C(t) = C0 + C1t, así

(1− t− α2t2)(G0 +G1t+G2t
2 + · · · ) = C0 + C1t,

G0 + (G1 −G0)t+ (G2 −G1 −G0α
2) + · · · = C0 + C1t.

Considerando la última igualdad y que G0 = 0, G1 = 1 se enuentra que C0 = 0 y

C1 = 1. De esta forma

G(t) =
t

1− t− α2t2
.
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Usando desomposiión en fraiones simples enontramos que

t

1− t− α2t2
=

A

α(t− t1)
+

B

α(t2 − t)
,

donde A =
t1

α(t2 − t1)
, B =

t2
α(t2 − t1)

, t1 =
1 +

√
1 + 4α2

−2α2
y t2 =

1 +
√
1− 4α2

−2α2
.

Sustituyendo obtenemos

t

1− t− α2t2
=

1

α2(t2 − t1)

(
t1

t− t1
− t2

t− t2

)

.

Dado que t1t2 = − 1

α2
, tenemos que

t1
t− t1

− t2
t− t2

=
t1t− t2t

(t− t1)(t− t2)
=

α2(t2t− t1t)

1 + α2t2tα2t1t− α2t2)

=
1 + α2t1t− 1− 1α2t2t

(1 + α2t1t)(1 + α2t2t)
=

1

1 + α2t2t
− 1

1 + α2t1t
.

Sea λ ∈ K, tenemos que en el anillo de las series formales K[[t]] es ierto que

1

1− λt
=

∞∑

i=0

λiti. En onseuenia,

G(t) =
t

1− t− α2t2

=
1√

1 + 4α2

(
∞∑

i=0

(α2(−t2))
iti −

∞∑

i=0

(α2(−t1))
iti

)

=

∞∑

i=0

1√
1 + 4α2





((
α2
(
1 +

√
1 + 4α2

))

2α2

)i

−
((

α2
(
1−

√
1 + 4α2

))

2α2

)i


 ti

=

∞∑

i=0

1√
1 + 4α2

((
1 +

√
1 + 4α2

)i −
(
1−

√
1 + 4α2

)i

2i

)

ti.
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Por tanto,

Gi =

(
1 +

√
1 + 4α2

)i −
(
1−

√
1 + 4α2

)i

2i
√
1 + 4α2

. (2.3)

Más aún, dado que

(

1 +
√
1 + 4α2

)i

−
(

1−
√
1 + 4α2

)i

=
∑

m

(
i

m

)(√
1 + 4α2

)m

−
∑

m

(
i

m

)

(−1)m
(√

1 + 4α2
)m

= 2
√
1 + 4α2

∑

m−impar

(
i

m

)
(
1 + 4α2

)m−1

2 ,

obtenemos

Gi =
1

2i−1

∑

m−impar

(
i

m

)
(
1 + 4α2

)m−1

2 . (2.4)

2.2.2. Enontrando

(
1 + α

(
x− x−1

))−1

Sean Cn = 〈x〉 tal que n > 2 y α un elemento no nulo de un uerpo K on a-

raterístia ero. Veamos omo enontrar (1 + α (x− x−1))
−1
. Para estableer una

forma general para tal inverso, estudiaremos iniialmente el aso partiular en que

o(x) = 8.

Sean C8 = 〈x〉 y α un elemento no nulo de K. Queremos enontrar a0, a1, a2, a3, a4,

a5, a6 y a7 en K tales que

(
1 + α

(
x− x−1

)) (
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 + a6x

6 + a7x
7
)
= 1.
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Esto es equivalente a resolver el siguiente sistema







a0 + αa7 − αa1 = 1

a1 + αa0 − αa2 = 0

a2 + αa1 − αa3 = 0

a3 + αa2 − αa4 = 0

a4 + αa3 − αa5 = 0

a5 + αa4 − αa6 = 0

a6 + αa5 − αa7 = 0

a7 + αa6 − αa0 = 0.

Vamos a resolver este sistema siguiendo los pasos desritos en el Ejemplo 2.1.5.

Primer paso:







a0 =
(1− αa7)(1 + 5α2 + 6α4 + α6)

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6

a1 =
α(α6a0 − (1 + 5α2 + 6α4 + α6)a0)

1 + 6α2 + 10α4 + 4α6

a2 =
α(α5a0 − (1 + 4α2 + 3α4)a1)

1 + 5α2 + 6α4 + α6

a3 =
α(α4a0 − (1 + 2α2 + α4)a2)

1 + 4α2 + 3α4

a4 =
α(α3a0 − (1 + 2α2)a3)

1 + 2α2 + α4

a5 =
α(α2a0 − (1 + α2)a4)

1 + 2α2

a6 =
α(αa0 − a5)

1 + α2

a7 = α(a0 − a6).
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Segundo paso:







a0 =
1 + 6α2 + 10α4 + 4α6

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7)

a1 =
−α− 5α3 − 6α5

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7)

a2 =
α2 + 4α4 + 4α6

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7)

a3 =
−2α5 − α3

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7)

a4 =
2α4 + 4α6

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7)

a5 =
2α5 + α3

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7)

a6 =
4α6 + 4α4 + α2

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7)

a7 =
6α5 + 5α3 + α

1 + 7α2 + 15α4 + 10α6
(1− αa7).

Los primeros diez términos de la suesión (Gi)i∈N desrita anteriormente son:

G0 = 0

G1 = 1

G2 = 1

G3 = 1 + α2

G4 = 1 + 2α2

G5 = 1 + 3α2 + α4

G6 = 1 + 4α2 + 3α4

G7 = 1 + 5α2 + 6α4 + α6

G8 = 1+ 6α2 +10α4+4α6

G9 = 1 + 7α2 + 15α4 + 10α6 + α8
.

Reesribiendo los ai's en términos de los Gi's tenemos que
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a0 =
α8G0 + (−α)0G8

G9 − α8
(1− αa7)

a1 =
α7G1 + (−α)1G7

G9 − α8
(1− αa7)

a2 =
α6G2 + (−α)2G6

G9 − α8
(1− αa7)

a3 =
α5G3 + (−α)3G5

G9 − α8
(1− αa7)

a4 =
α4G4 + (−α)4G4

G9 − α8
(1− αa7)

a5 =
α3G5 + (−α)5G3

G9 − α8
(1− αa7)

a6 =
α2G6 + (−α)6G2

G9 − α8
(1− αa7)

a7 =
α1G7 + (−α)7G1

G9 − α8
(1− αa7)

Luego para n = 8,

ai =
αn−iGi + (−α)iGn−i

Gn+1 − αn
(1− αan−1) , i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

y de aquí que

ai =
αn−iGi + (−α)iGn−i

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)
, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 2.1.6.

Teorema 2.2.1. Sean x ∈ G un elemento de orden n > 2 y α ∈ K, on K una

extensión real de Q. Entones el elemento 1 + α(x− x−1) es invertible en KG y su

inverso está dado por a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1

, donde

ai =
αn−iGi + (−α)iGn−i

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)
, (2.5)
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para i = 0, 1, . . . , n− 1.

Demostraión. Probemos primero que Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n) es diferente

de ero. Si n es impar tenemos que Gn+1+α2Gn−1−αn(1+(−1)n) = Gn+1+α2Gn−1.

Como α2 ≥ 0 se sigue de (2.4) que Gn+1 + α2Gn−1 > 0. Si n es par tenemos que

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n) = Gn+1 + α2Gn−1 − 2αn. Dado que n+ 1 es impar,

tenemos de (2.4) que

Gn + 1 =
1

2n

∑

m−impar

(
n+ 1

m

)
(
1 + 4α2

)m−1

2 ,

uando m = n+ 1 tenemos el sumando

1

2n

(
n+ 1

n+ 1

)
(
1 + 4α2

)n

2 =
1

2n
+

(
n/2

1

)
4α2

2n
+

(
n/2

2

)
16α4

2n
+ · · ·+ (4α2)

n

2

2n

=
1

2n
+

(
n/2

1

)
4α2

2n
+

(
n/2

2

)
16α4

2n
+ · · ·+ αn > αn.

Esto muestra que Gn+1 > αn
. De forma análoga se observa que Gn−1 > αn−2

. En

onseuenia Gn+1 + α2Gn−1 > 2αn
y así Gn+1 + α2Gn−1 − 2αn > 0.

De esta forma los ai's están bien de�nidos. Ahora sea x ∈ G un elemento de orden

n > 2. Con el �n de probar que a0+a1x+ · · · an−1x
n−1

es el inverso de 1+α(x−x−1)

es su�iente mostrar que a0+αan−1−αa1 = 1, an−1+αan−2−αa0 = 0 y ai+αai−1−
αai+1 = 0, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n− 2}. Usando (2.2) y (2.5) tenemos que

a0 + αan−1 − αa1 =
αnG0 +Gn + α(αGn−1 + (−α)n−1G1)− α(αn−1G1 − αGn−1)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
Gn + α2Gn−1 − (−1)nαn − αn + α2Gn−1

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)
= 1.
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an−1 + αan−2 − αa0

=
αGn−1 + (−α)n−1G1 + α(α2Gn−2 + (−α)n−2G2)− α(αnG0 + (−α)0Gn)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
αGn−1 + (α)n−1 + α3Gn−2 − (−α)n−1 − αGn)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
α(Gn−1 + α2Gn−2 −Gn)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)
= 0.

ai + αai−1 − αai+1

=
αn−iGi + (−α)iGn−i + α(αn−i+1Gi−1 + (−α)i−1Gn−i+1)− α(αn−i−1Gi+1 + (−α)i+1Gn−i−1)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
αn−i(Gi −Gi+1 + α2Gi−1) + (−α)i(Gn−i −Gn−i+1 + α2Gn−i−1)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)
= 0.

Lo que demuestra el resultado.

Al tomar α = 1 en el Teorema 2.2.1 tenemos omo onseuenia inmediata el Teorema

2.1.6.

2.2.3. Cayley unitarios obtenidos a partir de α
(
x− x−1

)

El siguiente resultado muestra omo onstruir elementos Cayley unitarios u[k] en

KG para k = α(x − x−1) donde K es una extensión real de Q. Sean x ∈ G tal que

o(x) = n > 2 y α ∈ K diferente de ero, donde K es una extensión real de Q.

Teorema 2.2.2. Sean x ∈ G un elemento de orden n > 2, α ∈ K y k = α(x−x−1),

donde K es una extensión real de Q. Entones el elemento Cayley unitario u[k] está

dado por b0 + b1x+ · · ·+ bn−1x
n−1

, donde

b0 =
Gn − 2α2Gn−1 + αn(1 + (−1)n)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)
y bi = 2ai, para i = 1, . . . , n− 1, (2.6)
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y los ai's son dados por (2.5).

Demostraión. Tenemos que

u[k] =
(
1− α

(
x− x−1

)) (
1 + α

(
x− x−1

))−1
.

Ahora, por el Teorema 2.2.1

(1 + α(x− x−1))−1 = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1,

donde los ai's son dados por (2.5). Luego,

(
1− α

(
x− x−1

)) (
1 + α

(
x− x−1

))−1
=
(
1− α

(
x− x−1

)) (
a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1
)

= (a0 − αan−1 + αa1) + · · ·+ (ai − αai−1 + αai+1)x
i + · · ·+ (an−1 − αan−2 + αa0)x

n−1.

De aquí, igualando oe�ientes, obtenemos

b0 = (a0 − αan−1 + αa1),

bi = (ai − αai−1 + αai+1) ∀i ∈ {1, 2, . . . n− 1}

Usando (2.5) enontramos que

b0 =
αnG0 +Gn − α(αGn−1 + (−α)n−1G1) + α(αn−1G1 − αGn−1)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
Gn − α2Gn−1 + (−α)n + αn − α2Gn−1

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
Gn − 2α2Gn−1 + αn(1 + (−1)n)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)
.
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y

bi =

=
αn−iGi + (−α)iGn−i − α(αn−i+1Gi−1 + (−α)i−1Gn−i+1) + α(αn−i−1Gi+1 + (−α)i+1Gn−i−1)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
αn−iGi + (−α)iGn−i − αn−i+2Gi−1 + (−α)iGn−i+1 + αn−iGi+1 − (−α)i+2Gn−i−1)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
αn−iGi + (−α)iGn−i + αn−i(Gi+1 − (α)2Gi−1) + (−α)i(Gn−i−1 − α2Gn−i−1)

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

=
αn−iGi + (−α)iGn−i + αn−iGi + (−α)iGn−i

Gn+1 + α2Gn−1 − αn(1 + (−1)n)

= 2ai.

Ejemplo 2.2.3. QC3

Sea C3 = 〈x〉, entones QC−
3 = {α(x−x−1);α ∈ Q}. De esta manera todo elemento

Cayley unitaro de QC3 es obtenido a partir de k = α(x − x−1), para algún α ∈ Q.
Ahora, del Teorema 2.2.2 se sigue que u[α(x−x−1)] esta dado por b0+b1x+b2x

2
, donde

b0 =
G3 − 2α2G2 + α3(1 + (−1)3)

G4 + α2G2 − α3(1 + (−1)3)

=
(1 + α2)− 2α2

(1 + 2α2) + α2

=
1− α2

1 + 3α2
,

b1 = 2
α2G1 + (−α)1G2

G4 + α2G2 − α3(1 + (−1)3)

= 2
α2 − α

(1 + 2α2) + α2

=
2α(α− 1)

1 + 3α2
,
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y

b2 = 2
α1G2 + (−α)2G1

G4 + α2G2 − α3(1 + (−1)3)

= 2
α2 + α

(1 + 2α2) + α2

=
2α(α+ 1)

1 + 3α2
.

Así, todo elemento Cayley unitario de QC3 es de la forma

1

1 + 3α2
(1− α2 + 2α(α− 1)x+ 2α(α+ 1)x2),

para algún α ∈ Q, esto es

UnC(QC3) =

{
1

1 + 3α2
(1− α2 + 2α(α− 1)x+ 2α(α+ 1)x2);α ∈ Q

}

⊆ Un(QC3).

Note que UnC(QC3) no es subgrupo de Un(QC3), pues el produto de dos elementos

Cayley unitarios no es neesariamente Cayley unitario. De heho, sean k1 = −(x −
x−1) y k2 = −1

3
(x− x−1), entones

u[k1] = x y u[k2] =
2

3
+

2

3
x− 1

3
x2
,

de ahí que

u[k1]u[k2] = −1

3
+

2

3
x+

2

3
x2.

Ahora

1 + u[k1]u[k2] =
2

3
(1 + x+ x2)

el ual es un divisor de ero, pues

2

3
(1 + x+ x2)(1− x) =

2

3
(1− x3) = 0 (o(x) = 3).
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Luego, 1+u[k1]u[k2] no es invertible y por la Proposiión 2.0.7 onluimos que u[k1]u[k2]

no es un elemento Cayley unitario de QC3

Ejemplo 2.2.4. QS3

Sea S3 = 〈x, y | x2 = 1, y3 = 1, xy = y−1x〉. Dado que los únio elementos de orden

mayor que 2 son y−1
e y, se sigue que QS3

− = {α(y− y−1);α ∈ Q} = QC3
−
. Luego

UnC(QS3) = UnC(QC3)

=

{
1

1 + 3α2
(1− α2 + 2α(α− 1)x+ 2α(α + 1)x2);α ∈ Q

}

.

Ejemplo 2.2.5. QC4

Sea C4 = 〈x〉. A partir de que o(x2) = 2, o(x) = 4 y o(x3) = 4, además que

x−1 = x3
, se sigue que todo elemento Cayley unitario de QC4 es obtenido a partir

de k = α(x− x−1), para algún α ∈ Q, i.e., QC−
4 = {α(x− x−1);α ∈ Q}. Ahora, del

Teorema 2.2.2 se sigue que u[α(x−x−1)] esta dado por b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3
, donde

b0 =
1

1 + 4α2
, b1 = − 2α

1 + 4α2
, b2 =

4α2

1 + 4α2
y b3 =

2α

1 + 4α2
.

Luego,

UnC(QC4) =

{
1

1 + 4α2
(1− 2αx+ 4α2x2 + 2αx3);α ∈ Q

}

⊆ Un(QC4).

A partir de la forma de los elementos en UnC(QC4), se puede onluir que x, x2
y

x3
no son Cayley unitarios en QC4, puesto que tienen término independiente nulo.

Ejemplo 2.2.6. QD4

Sea D4 = 〈x, y|x2 = 1, y4 = 1, xy = y−1x〉. Los únios elementos on orden mayor

que 2 son y−1
e y, por tanto

QD4
− = {α(y − y−1);α ∈ Q} = QD4

−,
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de esta forma

UnC(QD4) = UnC(QC4) =

{
1

1 + 4α2
(1− 2αy + 4α2y2 + 2αy3);α ∈ Q

}

.

Ejemplo 2.2.7. QC5

Sea C5 = 〈x〉. A partir de que o (x) = 5, o (x2) = 5, o (x3) = 5 y o (x4) = 5, además

que x−1 = x4
y (x2)

−1
= x3

, se sigue que todo elemento Cayley unitario de QC5 es

obtenido a partir de un antisimétrio on la forma

k = α (x− x−1) + β (x2 − (x2)−1) = α (x− x4) + β (x2 − x3), on α, β ∈ Q.

Es deir,

QC−
5 =

{
α
(
x− x4

)
+ β

(
x2 − x3

)
;α, β ∈ Q

}
.

En este aso no es posible usar el Teorema 2.2.2 para alular elementos Cayley

unitarios on α 6= 0 6= β. Sin embargo en [9℄ se muestra la siguiente presentaión

para los ai's, obtenida omputaionalmente

a0 =
α4 + 2βα3 − β2α2 + 3α2 − 2αβ3 + 1 + β4 + 3β2

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4

a1 =
α4 − 2α3 + 2βα3 − β2α2 − 3βα2 + αβ2 − α− 2αβ3 + 2αβ + β2 + β4 + β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4
,

a2 =
α4 + 2βα3 + α3 + α2 − βα2 − β2α2 − 2βα− 3αβ2 − 2αβ3 + β + β4 + 2β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4
,

a3 =
α4 + 2βα3 − α3 + α2 + βα2 − β2α2 − 2βα− 3αβ2 − 2αβ3 + β + β4 − 2β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4
,

a4 =
α4 + 2α3 + 2βα3 − β2α2 + 3βα2 − αβ2 + α− 2αβ3 + 2αβ + β2 + β4 − β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + β4
.

A partir de estos oe�iente se alulan los bi's, obteniendo

b0 =
1− 3α4 + 6βα3 − 6β3 + 3α2β2 + α− 3α4 + β2

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4

b1 = 2

[
α4 − 2α3 + 2βα3 − β2α2 − 3βα2 + αβ2 − α− 2αβ3 + 2αβ + β2 + β4 + β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4

]

,
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b2 = 2

[
α4 + 2βα3 + α3 + α2 − βα2 − β2α2 − 2βα− 3αβ2 − 2αβ3 + β + β4 + 2β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4

]

,

b3 = 2

[
α4 + 2βα3 − α3 + α2 + βα2 − β2α2 − 2βα− 3αβ2 − 2αβ3 + β + β4 − 2β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + 5β4

]

,

b4 = 2

[
α4 + 2α3 + 2βα3 − β2α2 + 3βα2 − αβ2 + α− 2αβ3 + 2αβ + β2 + β4 − β3

5α4 + 10βα3 − 5β2α2 + 5α2 − 10αβ3 + 1 + 5β2 + β4

]

.

El denominador de los ai's, bi's es igual a 5(α
2+αβ−β2)+5(α2+β2)+1 y por tanto

siempre es mayor que ero, garantizando que los ai's y bi's están bien de�nidos.

Observaión 2.2.8. Sea Cp = 〈x〉 donde p es un número primo �jo. Entones

α1(x− xp−1) + α3(x
3 − xp−3) + · · ·+ αp−2(x

p−2 − x2) es antisimétrio y uando 1 +

α1(x−xp−1)+α3(x
3−xp−3)+· · ·+αp−2(x

p−2−x2) sea invertible, es posible estableer

una expresión para los elementos Cayley unitarios en QCp. Sin embargo, hasta el

momento no hay un resultado que permita alular diretamente los elementos Cayley

unitario de QCp para p arbitrario, esto se debe a que es neesario estableer nuevas

suesiones reursivas del tipo (Gi)i∈N y enontrar una regularidad en los ai's que se

relaione on dihas suesiones.
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Capítulo 3

ELEMENTOS CAYLEY

UNITARIOS EN KG CON

INVOLUCIÓN ORIENTADA

Sean K un uerpo on araterístia ero, G un grupo on una orientaión σ no

trivial y una involuión ∗. Sea N = kern(σ) = {g ∈ G : σ(g) = 1} y onsideremos la

siguiente partiión sobre el grupo G:

S1 = {g ∈ N : g∗ = g},
S3 = {g 6∈ N : g∗ = g},

S2 = {g ∈ N : g∗ 6= g},
S4 = {g 6∈ N : g∗ 6= g}.

Sea α ∈ KG, podemos esribir este elemento de la forma

α =
∑

g∈S1

αgg +
∑

g∈S2

αgg +
∑

g∈S3

αgg +
∑

g∈S4

αgg,

luego

α⊛ =
∑

g∈S1

αgg +
∑

g∈S2

αgg
∗ −

∑

g∈S3

αgg −
∑

g∈S4

αgg
∗.
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Por tanto α⊛ = −α si y solamente si







αg = −αg, si g ∈ S1

αg∗ = −αg, si g ∈ S2

αg∗ = αg, si g ∈ S4

Comparando α y α⊛
, tenemos sobre el onjunto S1, αg = −αg, i.e., 2αg = 0, pero

char(K) 6= 2. Esto permite onluir que trabajando on el onjunto de elementos

antisimétrios de KG, el onjunto S1 es vaío.

Por tanto, omo K−módulo, KG−
es generado por la unión de los siguientes on-

juntos

L2 = {g 6∈ N : g∗ = g}, L3 = {g+g∗ : g 6∈ N, g∗ = g}, L4 = {g−g∗ : g ∈ N, g∗ 6= g}.

Cuando ∗ es la involuión induida por g 7→ g−1
para ada g ∈ G y σ es no trivial,

tenemos que

KG− = 〈{g ∈ G : g 6∈ N, g2 = 1} ∪ {g+ g−1 : g2 6= 1, g 6∈ N} ∪ {g− g−1 : g2 6= 1, g ∈
N}〉K

El estudio de la obtenión de elementos Cayley unitario en álgebras de grupo onsi-

derando antisimétrios k ∈ 〈{g ∈ G : g 6∈ N, g2 = 1} ∪ {g − g−1 : g2 6= 1, g ∈ N}〉K
fue realizado en el Capítulo anterior. Además en el Lema (1.2.12-II) mostramos que

si o(x) es impar entones x ∈ N . Por lo tanto, en adelante vamos a onsiderar anti-

simétrios de la forma k = α(x+ x−1) tal que x es de orden n-par (n ≥ 4), x 6∈ N y

α ∈ K no nulo.
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3.1. Enontrando

(
1 +

(
x + x−1

))−1

A ontinuaión, onsiderando antisimétrios de la forma (x+ x−1), desribiremos

omo obtener el inverso de (1 + (x+ x−1)) .

Ejemplo 3.1.1. Sean C4 = 〈x〉 on σ(x) = −1 y sea K un uerpo on araterístia

ero. Si (1 + (x+ x−1)) es invertible en KC4, su inverso es de la forma a0 + a1x +

a2x
2 + a3x

3
. Esto es,

(
1 +

(
x+ x−1

)) (
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3
)
= 1.

Al efetuar el produto anterior, se obtiene el siguiente sistema de euaiones







a3 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0

a1 + a2 + a3 = 0

a2 + a3 + a0 = 0.

Sigamos el primer paso desrito en el Ejemplo 2.1.5 para resolver este sistema. Des-

pejamos a3 de la 4a euaión y la sustituimos en la 3a euaión obteniendo,







a3 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0

a1 − a0 = 0

a3 = −(a2 + a0).

En la terera euaión del anterior sistema podemos notar que a2 se elimina y por

tanto no es posible ontinuar on este paso. Neesitamos explorar otra forma de

resolver el sistema tratando de enontrar, en el proeso, una regularidad para los

ai's. A partir del sistema iniial vamos a seguir los siguiente pasos:
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Primer paso: Restar la 4a euaión de la 3a y restar la 2a euaión de la 1a. De esta

forma se obtiene

a1 = a0 y a3 = a2 + 1.

Segundo paso: Sustituir los valores obtenidos en el sistema iniial y resolver el sistema

resultante, es deir, 





2a0 = −a2

a0 + 2a2 = −1,

resultando que a0 =
1
3
y a2 = −2

3
, luego a1 =

1
3
y a3 =

1
3
. Así,

(
1 +

(
x+ x−1

))−1
=

1

3
+

1

3
x− 2

3
x2 +

1

3
x3.

Ejemplo 3.1.2. Sea C6 = 〈x〉 on σ(x) = −1 y sea K un uerpo on araterístia

ero. Si (1 + (x+ x−1)) es invertible en KC6, su inverso es de la forma a0 + a1x +

a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5
. Esto es,

(
1 +

(
x+ x−1

))
(a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5) = 1.

De aquí se obtiene el sistema







a5 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0

a1 + a2 + a3 = 0

a2 + a3 + a4 = 0

a3 + a4 + a5 = 0

a4 + a5 + a0 = 0.

Vamos a seguir los pasos desritos en el ejemplo 3.1.1.
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Primer paso:

a0 = a3, a1 = a4, y a5 = a2 + 1.

Segundo paso: Al sustituir los anteriores valores en el sistema iniial, obtenemos







a0 + a1 + a2 = 0

a0 + a1 + a2 = −1,

lo ual es ontraditorio y por tanto, (1 + (x+ x−1)) no es invertible en KC6.

Ejemplo 3.1.3. Sea C8 = 〈x〉 on σ(x) = −1 y sea K un uerpo on araterístia

ero. Si (1 + (x+ x−1)) es invertible en KC8, su inverso es de la forma a0 + a1x +

a2x
2 + · · ·+ a7x

7
. Esto es,

(
1 +

(
x+ x−1

))−1 (
a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ a7x
7
)
= 1.

De donde 





a7 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0

a1 + a2 + a3 = 0

a2 + a3 + a4 = 0

a3 + a4 + a5 = 0

a4 + a5 + a6 = 0

a5 + a6 + a7 = 0

a6 + a7 + a0 = 0.

Nuevamente siguiendo los pasos desritos en el Ejemplo 3.1.1, obtenemos:

Primer paso:

a0 = a3, a1 = a4, a2 = a5, a3 = a6, a4 = a7, a5 = a0 y a7 = a2 + 1.
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Así,

a0 = a2 = a3 = a5 = a6 y a1 = a4 = a7.

Segundo paso: Sustituyendo,







2a1 + a0 = 1

2a0 + a1 = 0.

De aquí que a0 = −1
3
y a1 =

2
3
, luego a2 = a3 = a5 = a6 = −1

3
y a4 = a7 =

2
3
. Así,

(
1 +

(
x+ x−1

))−1
= −1

3
+

2

3
x− 1

3
x2 − 1

3
x3 +

2

3
x4 − 1

3
x5 − 1

3
x6 +

2

3
x7.

En la siguiente tabla se muestra el inverso de (1 + (x+ x−1)) uando o(x) = n par

mayor que 2 y σ(x) = −1

n (1 + (x+ x−1))−1

4 1
3
+ 1

3
x− 2

3
x2 + 1

3
x3

6 NO ES INVERTIBLE

8 −1
3
+ 2

3
x− 1

3
x2 − 1

3
x3 + 2

3
x4 − 1

3
x5 − 1

3
x6 + 2

3
x7

10 1
3
+ 1

3
x− 2

3
x2 + 1

3
x3 + 1

3
x4 − 2

3
x5 + 1

3
x6 + 1

3
x7 − 2

3
x8 + 1

3
x9

12 NO ES INVERTIBLE

14 −1
3
+ 2

3
x− 1

3
x2 − 1

3
x3 + 2

3
x4 − 1

3
x5 − 1

3
x6 + 2

3
x7 − · · ·+ 2

3
x13

16 1
3
+ 1

3
x− 2

3
x2 + 1

3
x3 + 1

3
x4 − 2

3
x5 + 1

3
x6 + 1

3
x7 − 2

3
x8 + · · · 1

3
x15

18 NO ES INVERTIBLE

Cuadro 3.2: Inversos de (1 + (x+ x−1)).
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Si o(x) = n par mayor que 2 on σ(x) = −1, podemos observar del sistema obtenido

a partir de (1+(x+x−1))(a0+a1x+a2x
2+ . . .+an−1x

−1) = 1 un aspeto interesante,

este es que al despejar ai de la euaión i-ésima (1 ≤ i ≤ n − 1) y a0 de la n-ésima

euaión se enuentra que

a0 = −(an−1 + an−2), a1 = 1− (a0 + an−1) y ai = −(ai−1 + ai−2).

Esta regularidad puede veri�arse fáilmente en los asos mostrados en la tabla

anterior. Vamos a formalizar este heho on en la siguiente Proposiión.

Proposiión 3.1.4. Sean G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y sea

el álgebra de grupo KG dotado de la involuión lásia orientada. Si o(x) = n par

(n ≥ 4) y σ(x) = −1, entones k = (x+x−1) ∈ KG−
y si (1+k) es invertible en KG

su inverso es de la forma a0+a1x+a2x
2+ . . .+an−1x

n−1
, donde a0 = −(an−2+an−1),

a1 = 1 − (an−1 + a0) y ai = −(ai−2 + ai−1) para 2 ≤ i ≤ n − 1. Además ai = am

donde m ≡ i (mód 3).

Demostraión. Es laro que k = (x+ x−1) ∈ KG−
. Ahora,

(
1 +

(
x+ x−1

)) (
a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ an−1x
n−1
)
= 1,

y al efetuar el produto tenemos







an−1 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

ai−1 + ai + ai+1 = 0

ai + ai+1 + ai+2 = 0

ai+1 + ai+2 + ai+3 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

an−2 + an−1 + a0 = 0.
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De la primera euaión a1 = 1 − (an−1 + a0), de la segunda a0 = −(an−2 + an−1) y

de las demás euaiones tenemos que ai = −(ai−2 + ai−1) para 2 ≤ i ≤ n− 1.

Por otro lado, de las euaiones i + 2 e i + 3 enontramos que ai = ai+3. Haiendo

variar i vemos que ai = ai+3t on t ∈ Z, esto es ai = am donde m ≡ i (mód 3).

La onlusión de la anterior Proposiión muestra que los oe�ientes ai's siguen la

euaión de reurrenia Hi = −(Hi−2 +Hi−1). Tomemos omo términos iniiales de

esta suesión H0 = 0 y H1 = 1, luego

H2 = −1

H3 = 0

H4 = 1

H5 = −1

H6 = 0

H7 = 1

H8 = −1

H9 = 0

H10 = 1

H11 = −1

H12 = 0

H13 = 1

H14 = −1

H16 = 0

H17 = 1.

Observando los resultados mostrados en la Tabla 3.2 podemos onjeturar los siguien-

te.

Conjetura 3.1.5. Sean G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y el álgebra

de grupo KG dotado de la involuión lásia orientada. Si o(x) = n par (n ≥ 4) y

σ(x) = −1, entones si (1 + k) es invertible en KG, su inverso es de la forma

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1
y

1. Si n = 6m+ 2, entones ai = −
(
Hi+1 −Hi

3

)

para 0 ≤ i ≤ n− 1.

2. Si n = 6m+ 4, entones a0 =
1

3
y ai =

Hi −Hi−1

3
para 1 ≤ i ≤ n− 1.

En base a lo observado en la Tabla 3.2 y a la soluión de los sistemas en los ejemplos

mostrados surgen las ideas para probar los siguientes resultados.

Lema 3.1.6. Sean G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y onsidere el

álgebra de grupo KG dotado de la involuión lásia orientada. Si x ∈ G tal que

o(x) = 6t on t ∈ Z y σ(x) = −1, entones 1 + (x+ x−1) no es invertible en KG.
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Demostraión. Si 1 + (x+ x−1) es invertible en KG, su inverso es de la forma a0 +

a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1
. Esto es,

(
1 +

(
x+ x−1

)) (
a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ an−1x
n−1
)
= 1.

Efetuando el produto tenemos el siguiente sistema de euaiones







an−1 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

ai−1 + ai + ai+1 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

an−4 + an−3 + an−2 = 0

an−3 + an−2 + an−1 = 0

an−2 + an−1 + a0 = 0.

De las dos primeras euaiones tenemos que an−1 = 1+ a2 y de las euaiones n− 2

y n − 1 tenemos que an−4 = an−1. De esta forma a6t−4 = 1 + a2 on t ∈ Z. Por

la Proposiión 3.1.4 tenemos que a2 = a2+3t1 on t1 ∈ Z y dado que 6t − 4 =

3(2t)− 6 + 2 = 3(2t− 2) + 2, entones a2 = a6t−4. Se sigue que a6t−4 = 1 + a6t−4 lo

ual es ontraditorio y así el sistema es inonsistente. Por lo tanto 1+ (x+ x−1) no

es invertible en KG.

Lema 3.1.7. Sean G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y onsidere el

álgebra de grupo KG dotado de la involuión lásia orientada. Si x ∈ G tal que

o(x) = 6t+ 2 on t ∈ Z y σ(x) = −1, entones 1 + (x+ x−1) es invertible en KG y

su inverso es de la forma a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1
donde a0 = −1

3
, a1 =

2
3
y

ai = −(ai−2 + ai−1) para 2 ≤ i ≤ n− 1.

Demostraión. Si 1 + (x+ x−1) es invertible en KG, su inverso es de la forma a0 +
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a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1
. Esto es,

(
1 +

(
x+ x−1

)) (
a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ an−1x
n−1
)
= 1,

y al efetuar el produto obtenemos el siguiente sistema







an−1 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

ai−1 + ai + ai+1 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

an−3 + an−2 + an−1 = 0

an−2 + an−1 + a0 = 0.

Por la Proposiión 3.1.4 tenemos que a1 = a1+3t1 y que a2 = a2+3t2 on t1, t2 ∈ Z.
De las dos últimas euaiones obtenemos que a0 = an−3. Dado que n− 3 = 6k− 1 =

3(2k−1)+2 y que n−1 = 6k+1 = 3(2k)+1, se sigue que a0 = a2 y que a1 = an−1.

Considerando esto, las primeras dos euaiones quedan así







2a1 + a0 = 1

2a0 + a1 = 0.

Resolviendo este sistema enontramos que a0 = −1
3
y a1 =

2
3
.

Lema 3.1.8. Sean G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y onsidere el

álgebra de grupo KG dotado de la involuión lásia orientada. Si x ∈ G tal que

o(x) = 6t+ 4 on t ∈ Z y σ(x) = −1, entones 1 + (x+ x−1) es invertible en KG y

su inverso es de la forma a0 + a1x+ a2x
2 + . . . + an−1x

n−1
donde a0 =

1
3
, a1 = 1

3
y

ai = −(ai−2 + ai−1) para 2 ≤ i ≤ n− 1.
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Demostraión. Si u = 1+(x+x−1) ∈ U(KG), entones su inverso u−1
es de la forma

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1
. Esto es,

(
1 +

(
x+ x−1

)) (
a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ an−1x
n−1
)
= 1,

que nos lleva al siguiente sistema de euaiones







an−1 + a0 + a1 = 1

a0 + a1 + a2 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

ai−1 + ai + ai+1 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. =
.

.

.

an−3 + an−2 + an−1 = 0

an−2 + an−1 + a0 = 0.

Por la Proposiión 3.1.4 tenemos que a0 = a3t1 y que a1 = a1+3t2 on t1, t2 ∈ Z. De las
dos últimas euaiones obtenemos que a0 = an−3. Dado que n−3 = 6k+1 = 3(2k)+1

y que n−1 = 6k+3 = 3(2k+1), se sigue que a0 = a1 y que a0 = an−1. Considerando

esto, de la primera euaión tenemos que 3a0 = 1 y así, a0 = a1 = 1
3
. Usando

la reurrenia para los ai's mostrada en la Proposiión 3.1.4 y los valores a0, a1

podemos determinar los demás ai's, esto implia que 1 + (x + x−1) es invertible en

KG.

Los anteriores Lemas nos permiten determinar el valor del término independiente y

del oe�iente del término lineal en el inverso de 1+(x+x−1), uando este existe. De

la euaión de reurrenia lineal ai = −ai−2−ai−1 para la suesión (ai)i≥2, de�nimos

la suesión (bi)i∈N omo bi = ai+2. Usando ténias de funiones generadoras vamos a

estableer una forma errada que permita alular los términos en la suesión (bi)i∈N.

Usando la Proposiión 4.9 en [2℄ tenemos que el término general de la suesión (bi)i∈N
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es

bn = c1

(

−1

2
+

√
3

2
i

)n

+ c2

(

−1

2
−

√
3

2
i

)n

.

Si o(x) = 6k + 4, del Lema 3.1.8 tenemos que

a2 = b0 = c1 + c2 y a3 = b1 = c1

(

−1

2
+

√
3

2
i

)

+ c2

(

−1

2
−

√
3

2
i

)

.

Luego,







c1 + c2 = −2
3

c1

(

−1
2
+

√
3
2
i
)

+ c2

(

−1
2
−

√
3
2
i
)

= 1
3
.

Resolviendo el sistema enontramos que c1 = c2 = −1
3
. De esta forma,

bn =
(−1)n+1

3(2n)

[(

1−
√
3i
)n

+
(

1 +
√
3i
)n]

. (3.1)

Si o(x) = 6k + 2, del Lema 3.1.7 tenemos que

−1

3
= a2 = b0 = c1+c2 y −1

3
= a3 = b1 = c1

(

−1

2
+

√
3

2
i

)

+c2

(

−1

2
−

√
3

2
i

)

,

Por tanto,







c1 + c2 = −1
3

−1
2
(c1 + c2) +

√
3
2
i(c1 − c2) = −1

3
.

Reemplazando la primera euaión en la segunda tenemos







c1 + c2 = −1
3√

3i(c1 − c2) = −1,
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y al resolver el sistema enontramos que c1 = −
(

1−
√
3i

6

)

y c2 = −
(

1+
√
3i

6

)

. De esta

forma

bn =
(−1)n+1

3(2n+1)

[(

1−
√
3i
)n+1

+
(

1 +
√
3i
)n+1

]

. (3.2)

La prueba del siguiente resultado se sigue inmediatamente de los Lemas 3.1.6, 3.1.7

y 3.1.8, junto on la informaión de las expresiones (3.1) y (3.2).

Teorema 3.1.9. Sean G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y el álgebra

de grupo KG dotado de la involuión lásia orientada. Sea x ∈ G tal que σ(x) = −1.

Las siguientes son validas:

1. Si o(x) = 6t, t ∈ N, el elemento (1 + (x+ x−1)) no es invertible en KG.

2. Si o(x) = 6t + 2, t ∈ N, el elemento (1 + (x + x−1)) es invertible en KG y

su inverso es de la forma a0 + a1x + a2x
2 + . . . + a6t+1x

6t+1
, donde a0 = −1

3
,

a1 =
2
3
y para todo n ≥ 0

an+2 =
(−1)n+1

3(2n+1)

[(

1−
√
3i
)n+1

+
(

1 +
√
3i
)n+1

]

.

3. Si o (x) = 6t+ 4, t ∈ N, el elemento (1 + (x+ x−1)) es invertible en KG y su

inverso es de la forma a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ a6t+3x

6t+3
, donde a0 = a1 =

1
3
y

para todo n ≥ 0

an+2 =
(−1)n+1

3(2n)

[(

1−
√
3i
)n

+
(

1 +
√
3i
)n]

.

Si bien este último resultado nos permite determinar (1 + (x+ x−1))−1
, los álulos

neesarios son aún dispendiosos. Los Lemas 3.1.7 y 3.1, nos permite alular los ai's y

notar que esto siguen un ilo; en aso que o(x) = 6k+2 tenemos el ilo

{
−1

3
, 2
3
,−1

3

}

y en aso que o(x) = 6k+4 tenemos el ilo

{
1
3
, 1
3
,−2

3

}
. Esto nos permite onjeturar

lo siguiente.
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Conjetura 3.1.10. Sea G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y x ∈ G

on σ(x) = −1. Si o(x) es par y o(x) 6= 6t para algún t ∈ N, entones el elemento (1+

(x+x−1)) es invertible en KG y su inverso es de la forma a0+a1x+· · · ao(x)−1x
o(x)−1

.

Además

1. Si o(x) = 6t+ 2 para algún t ∈ N, entones ai = −1
3
uando i ≡ 0, 2 (mód 3) y

ai =
2
3
uando i ≡ 1 (mód 3).

2. Si o(x) = 6t + 4 para algún t ∈ N, entones ai =
1
3
uando i ≡ 0, 1 (mód 3) y

ai = −2
3
uando i ≡ 2 (mód 3).

3.2. Cayley unitarios obtenidos a partir de

(
1 +

(
x + x−1

))

En la seión anterior vimos omo obtener (1 + (x+ x−1))
−1
, uando este existe.

Esto permite onstruir elementos Cayley unitarios a partir de antisimétrios de la

forma x+ x−1
.

Sea x ∈ G un elemento on o(x) = 6t + 2 ó o(x) = 6t + 4 (o(x) ≥ 4) y sea k =

(x+ x−1), del Teorema 3.1.9 tenemos que 1+ (x+ x−1) invertible, luego el elemento

Cayley unitario onstruído a partir de k es de la forma b0+b1x+b2x
2+· · ·+bn−1x

n−1
.

Esto es,

u[k] = (1− k)(1 + k)−1

= (1−
(
x+ x−1

)
)(1 +

(
x+ x−1

)
)−1

= (1−
(
x+ x−1

)
)(a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ an−1x
n−1).

Efetuando produto y onsiderando la reurrenia de los ai's mostrada en la Pro-
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posiión 3.1.4, enontramos que

b0 = −an−1 + a0 − a1 = 2a0 − 1

b1 = −a0 + a1 − a2 = 2a1

b2 = −a1 + a2 − a3 = 2a2
.

.

.

.

.

.

bi = −ai−1 + ai − ai+1 = 2ai
.

.

.

.

.

.

bn−2 = −an−3 + an−2 − an−1 = 2an−2

bn−1 = −an−2 + an−1 − a0 = 2an−1.

Teniendo en uenta lo que aabamos de deduir, podemos estableer el siguiente

resultado que permite onstruir elementos Cayley unitarios del álgebra de grupo

KG dotado de una involuión orientada.

Teorema 3.2.1. Sean G un grupo, K un uerpo on araterístia ero y el álgebra

de grupo KG dotado de la involuión lásia orientada. Sea x ∈ G tal que σ(x) = −1.

Las siguientes a�rmaiones son validas:

1. Si o(x) = 6t + 2, t ∈ N, el elemento Cayley unitario u[k] obtenido a partir del

antisimétrio (x+x−1), es de la forma b0+ b1x+ b2x
2+ . . .+ b6t+1x

6t+1
, donde

b0 = 2a0 − 1 y bi = 2ai para todo 1 ≤ i ≤ 6t+ 1.

2. Si o(x) = 6t + 4, t ∈ N, el elemento Cayley unitario u[k] obtenido a partir del

antisimétrio (x+x−1), es de la forma b0+ b1x+ b2x
2+ . . .+ b6t+3x

6t+3
, donde

b0 = 2a0 − 1 y bi = 2ai para todo 1 ≤ i ≤ 6t+ 3.

Dado x ∈ G on σ(x) = −1, el Teorema 3.1.9 muestra ondiiones para que el

antisimétrio k = x + x−1 = x + xo(x)−1
sea invertible en KG y el Teorema 3.2.1

muestra omo onstruir el elemento Cayley unitario a partir de k. La siguiente tabla

muestra elementos Cayley unitarios en funión del orden de x.
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o(x) u[k] =
(
1−

(
x+ xo(x)−1

)) (
1 + x+ xo(x)−1

)−1

4 −1
3
+ 2

3
x− 4

3
x2 + 2

3
x3

8 −5
3
+ 4

3
x− 2

3
x2 − 2

3
x3 + 4

3
x4 − 2

3
x5 − 2

3
x6 + 4

3
x7

10 −1
3
+ 2

3
x− 4

3
x2 + 2

3
x3 + 2

3
x4 − 4

3
x5 + 2

3
x6 + 2

3
x7 − 4

3
x8 + 2

3
x9

14 −5
3
+ 4

3
x− 2

3
x2 − 2

3
x3 + 4

3
x4 − 2

3
x5 − 2

3
x6 + 4

3
x7 − · · ·+ 4

3
x13

16 −1
3
+ 2

3
x− 4

3
x2 + 2

3
x3 + 2

3
x4 − 4

3
x5 + 2

3
x6 + 2

3
x7 − 4

3
x8 + · · · 2

3
x15

Cuadro 3.4: Cayley unitario a partir de k = (x+ x−1) on σ(x) = −1.
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Capítulo 4

CONCLUSIONES Y PROBLEMAS

ABIERTOS

En el Capítulo 2 onsideramos G un grupo, K un uerpo iniialmente on char(K) 6=
2 y el álgebra de grupo KG dotada de la involuión anónia. Bajo estas ondiiones

analizamos la existenia del inverso 1+k, donde k = (x−x−1) (x ∈ G) es un elemen-

to antisimétrio, lo ual permitió onstruir elementos Cayley unitarios a partir de k.

Posteriormente, onsideramos un elemento antisimétrio más general k = α(x−x−1)

y nuevamente analizamos la existenia del inverso de 1 + k, lo ual requirió el estu-

dio de iertas suesiones reurrentes. Posteriormente se estableió un resultado que

permite alular elementos Cayley unitarios a partir del valor de α y del orden del

elemento x.

En el Capítulo 3 onsideramos G un grupo, K un uerpo on char(K) = 0 y el

álgebra de grupo K dotada de la involuión lásia orientada. Considerando elemen-

tos x ∈ G on orden par y orientaión no trivial, tratamos de estableer resultados

similares a los del Capítulo 2, pero este estudio no pudo haerse de forma totalmente

análoga y requirió explorar otros aminos. De la investigaión aera de omo obtener
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elementos Cayley unitarios a partir de antisimétrios k = x+x−1
on σ(−1), obtuvi-

mos las Conjeturas 3.1.5 y 3.1.10, los Lemas 3.1.6, 3.1.7 y 3.1.8, y los Teoremas 3.1.9

y 3.2.1, los uales son resultados nuevos. Sin embargo, al onsiderar antisimétrios

más generales k = α(x + x−1) nuestro estudio e investigaión no permitió estable-

er resultados que permitieran determinar la forma de (1 + k)−1
y por ende de los

elementos Cayley unitarios bajo estas ondiiones.
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