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RESUMEN

TiTULO: ESPACIOS HOMOGENEOS NUMERABLES *
AUTOR: JULIAN ENRIQUE NEIRA DIAZ ™

PALABRAS CLAVE: ESPACIOS HOMOGENEOS, TOPOLOGIAS INVARIANTES, GRUPOS
TOPOLOGICOS, AXIOMA DE MARTIN, HOMEOMORFISMOS.

DESCRIPCION:

Es sabido que todo grupo topoldgico es un espacio homogéneo, pero existen espacios homogéneos que
no admiten una estructura de grupo topoldgico, por ejemplo, el cubo de Hilbert. Por esto, estudiaremos los
espacios con topologias *-invariantes, que son una versién débil de los grupos topoldgicos, basandonos
en el trabajo de van Douwen '. Probaremos que si (X, 7) es numerable, regular y homogéneo y (G, %) es
un grupo numerable, entonces existe una topologia x-invariante p sobre G tal que (X, 7) =~ (G, p). Con esto
demostraremos que T es x-invariante para alguna operacién de grupo * sobre X.

En el primer capitulo, recordaremos algunos conceptos y resultados clasicos de la topologia centrandonos
en el estudio de los espacios numerables. En el siguiente capitulo, daremos el concepto de espacio
homogéneo y mostraremos una caracterizacién esencial que relaciona el grupo de autohomeomorfismos
‘H(X) con la existencia de una topologia *-invariante p sobre un grupo (G, ) tal que (G, p) ~ X. Gracias a
esta equivalencia, nuestro trabajo se reduce a construir homeomorfismos a partir de una versién verdadera
del axioma de Martin. Por ultimo, mostramos el espacio S, y la topologia +-invariante p sobre Z para la

cual (Z,p) = S,,.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doctor en
Matematicas.

Eric VAN DOUWEN. “Countable homogeneous spaces and countable groups”. En: General topology
and its relations to modern analysis and algebra 6 (1986), pags. 135-154.
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ABSTRACT

TITLE: COUNTABLE HOMOGENEOUS SPACES *
AUTHOR: JULIAN ENRIQUE NEIRA DIAZ

KEYWORDS: HOMOGENEOUS SPACES, INVARIANT TOPOLOGIES, TOPOLOGICAL GROUPS,
MARTIN’S AXIOM, HOMEOMORPHISMS.

DESCRIPTION:

It is known that every topological group is a homogeneous space, but there are homogeneous spaces that
do not admit a topological group structure, for example, the Hilbert cube. Therefore, we will study spaces
with x-invariant topologies, which are a weak version of topological groups, based on the work of van
Douwen '. We will prove that if (X, 7) is countable, regular and homogeneous and (G, %) is a countable
group, then there is a x-invariant topology p on G such that (X, ) =~ (G, p). With this we will show that 7 is
x-invariant for some group operation x on X.

In the first chapter, we will recall some classical concepts and results of topology focusing on the study
of countable spaces. In the next chapter, we will give the concept of homogeneous space and show an
essential characterization that relates the group of autohomeomorphisms #(X) with the existence of a
x-invariant topology p on a group (G, x) such that (G,p) =~ X. Thanks to this equivalence, our work is
reduced to constructing homeomorphisms based on a true version of Martin’s axiom. Finally, we show the
space S,, and the +-invariant topology p on Z for which (Z, p) ~ S.,.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Déctor en
Matematicas.



Introduccion

Sea X un espacio topologico. Decimos que X es homogéneo si para cualesquiera
z,y € X, existe un homeomorfismo h de X en X tal que h(z) = y. Esto es que dos
puntos cualesquiera son indistinguibles topoldégicamente.

Es sabido que los grupos topolégicos son un ejemplo de espacios homogéneos. Sin
embargo, los grupos topoldgicos no son los Unicos ejemplos de espacios homogéneos.
Por ejemplo, estudiaremos el espacio S, que es homogéneo pero su topologia no es
compatible con ninguna operacion de grupo. Otro ejemplo, mas sofisticado, es el cubo de
Hilbert [0, 1]", como lo mencionan Arhangel’skii y van Mill en '. Sin embargo, van Douwen
" mostr6 que para los espacios homogéneos numerables el resultado es, como veremos,
aproximadamente verdadero.

Una version mas débil de los grupos topoldgicos son los espacios con topologias
x-invariantes. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y * una operacion de grupo sobre X,
entonces 7 es una topologia *-invariante si g « U € 7, para cualesquierag € Xy U € 1.

En 1986, van Douwen mostr6é que si X es un espacio regular 71 numerable y G un grupo
numerable, entonces X es homogéneo si, y solo si, existe una topologia x-invariante p
sobre G tal que X ~ (G,p). En particular, X es homogéneo si, y solo si, X ~ (Z,p),
con p alguna topologia +-invariante sobre Z. Esto muestra que un espacio regular 7;
numerable es homogéneo si, y solo si, admite una operacion de grupo * que haga a su
topologia x-invariante.

¢,Cual es el espacio mas sencillo al que le podemos aplicar el teorema de van Douwen?
Ciertamente, es Q. De hecho, mostraremos dos topologias +-invariantes p sobre Z que
hacen a (Z, p) idéntico a Q en el sentido topoldgico. Ademas, estudiaremos y aplicaremos
el teorema de van Douwen al espacio S, de Arhangel’skii-Franklin, que juega un papel
importante en topologia general.

T Jan ARHANGELSKII A.V. y VAN MILL. “Topological Homogeneity”. En: Recent Progress in General
Topology Il (ene. de 2014). DOI: 10.2991/978-94-6239-024-9_1.
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1. Topologias +-invariantes

El objetivo de este capitulo es tener los resultados y conceptos necesarios para estudiar
con éxito 2.2.1 y 2.3.2, que son los teoremas principales de la tesis y la motivacion
de este texto. Para esto, presentamos una version débil pero verdadera del axioma de
Martin y las topologias x-invariantes.

El axioma de Martin nos sirve como herramienta para nuestras demostraciones
principales, pues nos facilita la construccion de homeomorfismos y homomorfismos. Por
otro lado, las topologias *-invariantes son una versién débil de los grupos topoldgicos y
dirigen nuestro estudio al relacionarlas con los espacios homogéneos.

1.1. Preliminares

En esta seccion recordamos varias propiedades de separacion y nos centramos en el
estudio de los espacios numerables. Mas especificamente, mostramos si un espacio
numerable es regular y Ty, entonces es normal y cero dimensional. En esta implicacién
es fundamental que el espacio sea numerable, pues en general no es cierta.

1.1.1. Propiedades de separacion  Aqui definimos varios conceptos que necesitamos
y recordamos diferentes propiedades de separacion. Ademas, damos diferentes
caracterizaciones que usamos a lo largo del texto segun nos convienen.

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topologico. X es T'; si para cualesquiera =,y € X
conz # y, existen Uy V abiertostalesque x e U,y eV, 2 ¢ Vyy & U.

La siguiente caracterizacion de la propiedad 7); es inmediata, por lo que no la
demostramos.

Proposicion 1.1.2. Sea X un espacio topolégico. X es T, si, y solo si, los conjuntos
unipuntuales son cerrados.

Definicion 1.1.3. Sea X un espacio topolégico. X es Hausdorff si para cualesquiera
x,y € X con x # y, existen U y V abiertos disyuntos talesque z € Uy y € V.

Ejemplo 1.1.4. Si X es un espacio infinito y tiene la topologia cofinita, entonces no es
Hausdorff pero si 7.
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Definicion 1.1.5. Sea X un espacio topologico. X es regular si para cualesquiera F'
cerradoy z € X \ F, existen U y V abiertos disyuntos talesque F C Uy x € V.

Ejemplo 1.1.6. Todo espacio métrico es regular.
Proposicion 1.1.7. Si X es un espacio regular y T\, entonces es Hausdorff.

La siguiente caracterizacion de un espacio regular es bien conocida. Como la usamos
bastante incluimos la demostracion.

Proposicion 1.1.8. Sea X un espacio topoldgico. X es regular si, y solo si, para todo U
abierto y x € U, existe W abierto talque x €¢ W C W C U.

Demostracion. Supongamos que X es regular. Sea U abiertoy x € U. Como X \ U es
cerradoy = ¢ X \ U, existen abiertos 'y W disyuntos con X \ U C V' y z € W. Veamos
que W C U.Como X \ U C V, entonces X \ V C U. Asi, dado que W C X \ V que es
cerrado, entonces W C X \V C U. Siguequex ¢ W C W C U.

Probemos la reciproca. Sea F cerradoy = ¢ F. Como = € X \ F que es abierto, entonces
existe 1V abiertotalque s €¢ W C W C X \ F. SeaV = X \ W. Tenemos que F C V que
es abiertoy V N W = (). De esto, X es regular. n

Definicion 1.1.9. Sea X un espacio topologico. X es normal si dados F'y GG cerrados
disyuntos, existen U y V' abiertos disyuntos talesque F C Uy G C V.

El siguiente resultado lo usamos en 1.1.15. Su prueba es analoga a la de 1.1.8, por lo
que no la incluimos.

Proposicion 1.1.10. Sea X un espacio topoldgico. X es normal si, y solo si, dados F' C
U C X con F cerrado y U abierto, entonces existe W abierto talque F C W C W C U.

Definicion 1.1.11. Sea X un espacio topoldgico. X es D, si para cualesquiera =,y € X
con x # y, existen U y V abiertos-cerrados disyuntos talesque z e Uy y € V.

Notemos que todo espacio D, es Hausdorff.

Definicion 1.1.12. Sea X un espacio topologico. X es cero dimensional si admite una
base de abiertos-cerrados y es 77.

Finalizamos mostrando que todo espacio cero dimensional es D, y regular. En la siguiente
parte de la seccién probamos que la reciproca es cierta en espacios numerables.
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Teorema 1.1.13. Sea X un espacio topoldgico. Si X es cero dimensional, entonces X es
D, y regular.

Demostracion. Veamos que X es D,. Sean z,y € X con = # y. Sabemos que X es T}
y admite un base de abiertos-cerrados. De esto, existe U abierto de X talque z € U y
y ¢ Uy V abierto-cerrado tal que x € V' C U. Tomemos W = X \ V. Entonces W es
abierto-cerrado y y € W. Concluimos que X es D;.

Ahora probemos que X es regular. Sean U abiertoy x € U. Existe V' abierto-cerrado tal
quez €V =V CU.Asi, X es regular. O

1.1.2. Espacios numerables  En esta segunda parte demostramos que si un espacio
es numerable, regular y Hausdorff, entonces es cero dimensional. Para esto, recordamos
y probamos algunos resultados para espacios numerables.

Empezamos probando que si un espacio es numerable y regular, entonces es normal.
Este resultado es esencial porque trabajamos con espacios numerables.

Teorema 1.1.14. Sea X un espacio topologico. Si X es numerable y regular, entonces X
es normal.

Demostracion. Sean FF C U C X con F cerrado y U abierto. Usaremos 1.1.10 para
probar que X es normal, esto es, construiremos W abierto talque F C W C W C U.

Si F es finito, la existencia de W sigue facilmente de 1.1.8. Sea F infinito. Fijemos las
enumeraciones F' = {f, : n € N} y X = {z,, : n € N}. Construiremos por recursién una
sucesion no decreciente de abiertos (W,,), tal que f,, € W, C W, C U, para todo n € N.

De esta sucesion tomaremos W = | J W,. La construccion se ilustra en 1.1.
neN

Por 1.1.8, existe W, abierto tal que f, € Wy € W, C U. Si 29 ¢ Wy U F, esto
es, rp € X \ (W, U F), entonces por 1.1.8 existe O, abierto tal que =, € O, y
Oy N(WoUF) =0.Siz, € WyUF, tomemos Oy = (.

Definamos U, = U \ O,. Asi, existe 1V, abierto tal que f; € W, C W, C U;. Como W, U W,

es abierto y W, U W, = W, U W, C U, podemos asumir que Wy, C W;. Siz, ¢ W, UF,
entonces existe O, abiertotalque z;, € O,y O, N (WL UF) =0.Siz, € W UF, O; = 0.

12



Figura 1.1: Sucesion (1,),,.

Para la recursién, supongamos que hemos construido U,,, O, y W,, abiertos tales que:

I) fneWNQanUnyWn—lan

n) Siz, ¢ W, UF,entonces z,, € O,y O, N (W, UF) = (. En caso contrario, O,, = 0.

Definamos U,,,; = U, \ O,. Asi, existe W,,,, abierto tal que f,.1 € Wy.1 € Wit C Upp
y W, € W,41. Ahora, si z,+1 ¢ W, 1 UF, tomemos O, a un abierto tal que =, 11 € O,41
YOpi1 N Wy UF)=0. Sixz,y € W,y UF, entonces O,,,1 = 0.

Sea

W= Jw..

neN

Es claro que W es abierto y FF C W. Verifiquemos que W C U. Sea » ¢ U y n tal que
r = x,. Sabemos que z,, € O, abiertoy O, N W = 0, por lo tanto, z,, ¢ W. O

Recordemos que todo espacio X Lindeléf (es decir, toda cubierta abierta de X admite
una subcubierta numerable) y regular es normal. Por tanto, una prueba inmediata del
teorema anterior sigue de que todo espacio numerable es claramente Lindelof.

A continuacion, probamos el resultado principal de esta seccién.
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Teorema 1.1.15. Sea X un espacio topologico. Si X es numerable, Hausdorff y regular,
entonces X es cero dimensional.

Demostracion. Como X es Hausdorff entonces es T;. Sean U abierto y x € U. Sabemos
que si existe W abierto-cerrado tal que = € W C U, entonces X admite una base de
abiertos-cerrados.

Construiremos recursivamente una sucesion de abiertos (W,), tal que = € W, y
W,, € W,41 C U, paratodo n € N. De esta, tomaremos W = |J W,,.

neN
Fijemos una enumeracion X = {z, : n € N}. Por 1.1.8, existe W, tal que
r e Wy, CW, CU.Six, ¢ W, entonces existe O, abierto con z € Oy y Oy N Wy = (. Si
zo € Wy, tomemos O, = 0.

Definamos U, = U \ O,. Como X es normal por 1.1.14, por 1.1.10 existe 1, abierto con
Wy, € Wy € W, C U,. Supongamos que z; ¢ W, entonces existe O, abierto tal que
r, € O,y O,NW; = 0. Si z; € Wy, tomemos O; = (). Como se esperaria, definamos
Uy = U, \ O.

Sigamos recursivamente. Supongamos que hemos contruido U,,, W,, y O,, abiertos tales
que:

) W1 CW,, CW, CU,.
n) Six, ¢ W,, entonces z,, € O, y O, N W,, = (). En caso contrario, O,, = .

Definamos U, = U, \ O,,.. Por 1.1.10, existe W,,,, tal que W,, C W1 € W,11 C Upy1.
Definamos por Gltimo O,,11. Si 2,41 ¢ W41, tomemos O, a un abierto tal que z,,, €
Ont1 Y Onit "N Wyiy = 0. Si 2,41 € W, 11, entonces O,,, = (). La construccion se ilustra
en1.2.

Con la sucesién formada, tomemos

W= W

neN

Claramente W es abierto. Veamos que W es cerrado. Sea x,, € W para algiin n € N. Si
x, ¢ W, entonces z,, € O,. Como O, N W = (), entonces z,, ¢ W. De esto, z,, € W,, C
Wit CW. Asi, W C W, O

14



Figura 1.2: Construccion de W.

Probaremos de otra forma este ultimo resultado. Para esto, usaremos el lema de Urysohn,
pero solo daremos su enunciado. Puede encontrarse una demostracion del lema en 2.

Lema 1.1.16. (Lema de Urysohn). Sea X un espacio topoldgico. Entonces, X es normal
si, y solo si, dados dos cerrados disjuntos A y B no vacios, existe f : X — [0, 1] continua
tal que f(A) = {0} y f(B) = {1}.

Demostracion alternativa de 1.1.15. Es inmediato que X es 7). Veamos que X admite
una base de abiertos-cerrrados. Sean U un abierto de X y x € U. Por 1.1.14, X es
normal. Como X \ Uy {z} son cerrados, por 1.1.16 existe f : X — [0, 1] continua tal que
JXAU) =A{0}y flz) = 1.

Como X es numerable, existe » € (0,1) \ f(X). De esto, z € f~'((r,1]) € U. Probemos
que f~!((r,1]) es abierto-cerrado. Como [0,7) y (r,1] son abiertos de [0,1], entonces
F740,7))y f~'((r,1]) son abiertos disyuntos de X. Ademas, X = f~1([0,r)) U f~1((r, 1]).
Asi, f~1((r,1]) es abierto-cerrado. O

En particular, 1.1.15 prueba que todo espacio regular, 77 y numerable es D,, sin embargo,
el reciproco no es valido, como lo muestra 2.1.4.

2 Elder CAMARGO Javier y VILLAMIZAR. Topologia General. Ediciones UIS, 2019.
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Ejemplo 1.1.17. Q con la topologia usual es cero dimensional, pues admite como base
de abiertos-cerrados al conjunto

B={(rs)NnQ:rseR\Q}.

El siguiente corolario lo usamos en la prueba de 2.1.7.

Corolario 1.1.18. Sean X un espacio numerable, regular y T, sin puntos aislados.
Sea U un abierto, entonces U puede escribirse como una union enumerable de
abiertos-cerrados no vacios disyuntos dos a dos.

Demostracion. Para empezar, por 1.1.15, X es cero dimensional y por lo tanto, D,.
Sea U un abierto. Como X no tiene puntos aislados y es D,, entonces U es infinito.
Consideremos una enumeracion U = {u,, : n € N}.

Como X es D,, existe V' abierto tal que vy € V' C U. Asi, como X admite una base de
abiertos-cerrados, existe W, abierto-cerrado tal que up € Wy, C V C U.

Definamos U; = U \ Wy y k; = min{m € N : u,, € U;}. Existe W, abierto-cerrado tal que
Uk, € W1 g Ul.

Siguiendo recursivamente, supongamos que hemos definido k,,, W,, abierto-cerrado y U,
abierto tales que:

1) k, =min{m € N: u,, € U,}.

) wug, € W, C U,.
Definamos U, = U, \W,, ¥ k1 = min{m € N : u,, € U, }. Existe W,,,; abierto-cerrado

tal que uy, , € Wy1 € Upya.

Por la forma en que tomamos los k,,, sigue que U = |J W,,. O]
neN

Nos referiremos a Q como el conjunto de los numeros racionales con la topologia inducida
por la métrica usual. Claramente, Q es un espacio métrico numerable sin puntos aislados.

16



De hecho, Q es el Unico espacio de tales caracteristicas, como lo muestra el siguiente
resultado. Su demostracion se encuentra en 3.

Teorema 1.1.19. Sea X un espacio topoldgico. Si X es numerable, metrizable y sin
puntos aislados, entonces X =~ Q.

Esta caracterizacion de Q la usaremos para construir topologias sobre Z homeomorfas a

Q.

El siguiente resultado es parte del teorema de metrizacion de Urysohn. Su demostracion
se encuentra en 2,

Teorema 1.1.20. Sea X un espacio topoldgico. Si X es regular, T1 y admite una base
numerable, entonces X es metrizable.

1.2. Un teorema sobre drdenes parciales

En esta seccion presentamos una version débil del axioma de Martin para espacios
numerables, la cual puede demostrarse. Dicha version la usamos al momento de construir
funciones con propiedades especificas, como lo veremos en el siguiente capitulo.

Definicidon 1.2.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que D C P es
denso en P si para todo p € P, existe ¢ € D tal que ¢ < p.

A continuacién mostramos la version débil del axioma de Martin para espacios
numerables.

Teorema 1.2.2. Sea P un conjunto parcialmente ordenado y D = {D,, C P : n € N} una
coleccion numerable de subconjuntos densos en P, entonces existe una cadena C C P tal
queCN D, # (), para todon € N.

Demostracion. Construiremos la cadena recursivamente. Sea d, € Dy,. Como D; es
denso en Py dy € PP, existe d; € D, tal que d; < d,. Siguiendo recursivamente,
supongamos que encontramos d,, € D, tal que d,, < d,,_1, para algin n > 1. Como D,,
es denso en P, existe d,,.; € D,,,; tal que d,,1 < d,.

3 Frederick DASHIELL. “Countable Metric Spaces Without Isolated Points”. En: The American
Mathematical Monthly 128 (mar. de 2021), pags. 265-267. DOI: 10.1080/00029890.2021 . 1856586.

17


https://doi.org/10.1080/00029890.2021.1856586

Tomemos C = {d,, : n € N}. Como

entonces C es una cadena. Claramente d,, € C N D,, para todo n € N. O

Recordemos que una funcidon es un conjunto de pares ordenados, en este sentido,
podemos decir que una funcidén contiene a otra. Ademas, la union de una C-cadena
de funciones es una funcion. Con esto en cuenta, terminamos esta seccion con una
aplicacion de la version débil del axioma de Martin.

Corolario 1.2.3. Sean X y Y espacios topologicos. Definamos
P = {h : h es un homeomorfismo de un abierto de X en un abierto de Y'}.

Ordenemos P por inclusion inversa, estoes, f < h si f D h.

SiD ={D, : n € N} es una coleccion numerable de subconjuntos densos en P, entonces
existen abiertos U de X, V de Y y un homeomorfismo g : U — V tales que para todo
n € N, existe h € D,, con g D h.

Demostracion. Por 1.2.2, existe una cadena C C P tal que D,, N C # (), para todo n € N.

Sea
g= UC.

Tenemos que g es una funcidn, pues C es una cadena de funciones. Sean

U = dom(g) = | Jdom(h) y V = ran(g) = | J ran(h).

Claramente g : U — V' es sobreyectiva. Mostremos que g es inyectiva. Sean x,y € U con
x # y. Existen f,l € C tales que = € dom(f) y y € dom(l). Tomemos h = min{f,(}. Asi,
z,y € dom(h). Como h es inyectiva, entonces h(x) = g(z) # g(y) = h(y). Concluimos de
esto que g es una biyeccion.

Veamos que ¢ es continua. Sean = € U y h € C tales que = € dom(h). Como

g[dom(h) = h que es continua en z, entonces g es continua en x. Dado que z fue tomado
arbitrariamente, entonces ¢ es continua. La demostracion de la continuidad de ¢! es
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analoga.

Para terminar, sabemos que para todo n € N existe h € C N D,,. Como g = | JC, es claro
que g O h [

1.3. Topologias sobre grupos

Dado un espacio X, el conjunto de los autohomeomorfismos de X resulta ser un grupo
con la composicion de funciones. Para este, presentamos algunas propiedades que seran
importantes mas adelante. Ademas, intruducimos el concepto de grupo topopolégico,
pues si bien la tesis no esta dedicada a su estudio, estos son el ejemplo mas comuin de
espacios homogéneos.

Escribiremos xy en lugar de x * y para la operacion binaria en un grupo (G, *), a menos
gue haya ambigledad. Ademas, escribiremos al elemento identidad del grupo como 1.

En el siguiente lema mostramos una forma de definir una operacion de grupo sobre un
conjunto numerable.

Lema 1.3.1. Sea X = {z,, : n € Z} un conjunto numerable. Consideremos

x: X x X > X
(l’i,l'j> = Tjqj.
Entonces, (X, x) es un grupo ciclico.

Demostracion. Veamos primero que (X, ) es un grupo. Como ¢ esta bien definida, * es
una operacion binaria. Sean z;, z;, v, € X. Verifiquemos que se cumplen los axiomas de

grupo:
1) Como x; * (x; * xy) = @it j1 = (x; * ;) * 1, €NtONCES ¢ €S asociativa;
1) Claramente, = * x; = x; * xg = x;, entonces existe el elemento neutro;

) Paraz;,, z_; € Xyx; xx_; = x_; x x; = xg, por lo que z; tiene elemento inverso.

Asi, (X, *) es un grupo. Como X = {(z1)" : n € Z}, entonces es ciclico. O
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En el desarrollo de la tesis utilizamos equivalencias que relacionan a un espacio
topolégico X con un grupo G mediante H(X), al que definimos a continuacion.

Definicidon 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico. Denotamos por H(X) al conjunto de
todos los autohomeomorfismos de X, esto es, todos los homeomorfismos de X en X.

Teorema 1.3.3. (#(X), o) es un grupo.

Demostracion. Sean f,g,h € H(X).

1) Sabemos que f o g es un homeomorfismo de X en X, estoes, fog € H(X);
I1) Como la composicién de funciones es siempre asociativa, fo(goh) = (fog)oh;

) Sea z : X — X la funcién identidad, como x es un homeomorfismo, entonces
reH(X)yzof=for=f;

IV) Para f, f~! es un homeomorfismode X en X, asi, f ' e H(X)y fof = flof=

X.

De esto, concluimos que (#(X), o) es un grupo. O

A continuacion, definimos cuando un subgrupo de H(X) es transitivo o efectivo. Estos
conceptos nos permiten relacionar a un grupo (G, ) con X, como se muestra en 2.1.6.

Definicion 1.3.4. Sea GG un subgrupo de #(X), entonces G es llamado
I) transitivo si, para cualesquiera x,y € X, existe g € G tal que g(x) = y;
1) efectivo si, para todo g € G, con g diferente de la identidad, g no tiene puntos fijos.

Ahora presentamos el concepto de grupo topoldgico junto a algunos ejemplos.

Definicion 1.3.5. Un grupo topoldgico es un grupo (G, x) dotado de una topologia T, tal
que

) ¢: G x G — Gcon ¢(x,y) =x*y, es continua;
1) ¢ : G — G cony(xr)=x"1, es continua.

Ejemplo 1.3.6. Cualquier grupo es un grupo topoldgico con la topologia discreta o
indiscreta.
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Ejemplo 1.3.7. Los grupos GL(n,K) con K € {R,C}, de las matrices invertibles reales o
complejas, son grupos topolégicos como subespacios de K" con la topologia producto.

El siguiente concepto es una version débil de los grupos topoldgicos.

Definicion 1.3.8. Sea 7 una topologia sobre un grupo (G,x*). Diremos que 7 es
x-invariante por la izquierda, o simplemente x-invariante si gU € 7, para cualesquiera
geGyUer.

En el ejemplo 2.4.2 de la seccion 2.4 mostramos una topologia +-invariante sobre Z que
no hace a Z un grupo topolégico.

En el siguiente resultado mostramos que en un grupo topoldgico, la funcion resultante de
operar por un elemento fijo a la izquierda es un homeomorfismo. Dicho resultado sigue
siendo valido si la topologia es *-invariante.

Teorema 1.3.9. Sea (G, x) con T un grupo topologico. Para cualquier g € G, la funcion

0g: G— G

T — g,

es un homeomorfismo.

Demostracion. Es inmediato que ¢, es una biyeccion. Para la continuidad, notemos que
¢, puede entenderse como una restriccion de la funcion continua ¢ de 1.3.5. Entonces,
¢, es continua. Analogamente, ¢, es continua pues ¢, = ¢,-1. O

En el siguiente corolario mostramos que la topologia = de un grupo topologico es
x-invariante. Por esto nos referimos a los espacios con topologias *-invariantes como
una version débil de los grupos topoldgicos.

Corolario 1.3.10. Sea (G, *) con T un grupo topolégico, entonces T es x-invariante.
Demostracion. Sean g € Gy U € 7. Como ¢, es un homeomorfismo, ¢,(U) = gU € 7. O

Por ultimo, presentamos una caracterizacion para determinar cuando un espacio (X, 1)
no admite ninguna operaciéon de grupo * que haga a 7 x-invariante. Naturalmente, esto
implica que no admite una estructura de grupo topolégico.
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Teorema 1.3.11. Sea (X, 7) un espacio topologico con | X| > 1. Si todo homeomorfismo
h : X — X tiene algun punto fijo, entonces X no admite ninguna operacion de grupo x
que haga a T =-invariante.

Demostracion. Supongamos * una operacion de grupo sobre X tal que 7 es #-invariante.
Sean g # 1 € X y ¢, el homeomorfismo que definimos en 1.3.9. Como ¢, tiene algun
punto fijo, existe = € X tal que ¢,(x) = gz = x. De esto, g = 1, una contradiccion. Por
tanto, 7 no puede ser x-invariante. O

Ejemplo 1.3.12. En el cubo de Hilbert, [0, 1]V, todo autohomeomorfismo tiene algin punto
fijo. Asi, este espacio no admite una operacion de grupo * que haga a su topologia
x-invariante, y por tanto, no admite una estructura de grupo topoldgico.

En adelante, denotaremos a un grupo (G, ) con una topologia 7 como (G, 7, *).
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2. Espacios homogéneos numerables

Intuitivamente hablando, un espacio X es homogéneo si cualquiera dos puntos =,y € X
son indistinguibles topoldgicamente. Por ejemplo, si en un espacio homogéneo un
conjunto unipuntual es abierto, inmediatamente todos los conjuntos unipuntuales lo son
y la topologia es entonces discreta.

En este capitulo probaremos que si un espacio X es D, numerable homogéneo, entonces
para cualquier grupo numerable (G, x) existe una topologia x-invariante p sobre G tal que
(G, p) =~ X. Estudiaremos el caso de (G, *) = (Z, +) en una seccion aparte y mostraremos
las topologias +-invariantes p que hacen a (Z, p) homeomorfo a Qy S,,, respectivamente.

2.1. Espacios homogéneos

Aqui definiremos formalmente los espacios homogéneos y mostraremos su relacion con
los conceptos del capitulo 1.

Probamos que un espacio X puede verse como (G, p), en donde (G,*) €S un grupo
y p es una topologia x-invariante sobre G siempre y cuando G sea isomorfo a algun
subgrupo efectivo transitivo de 1 (.X).

Ademas, mostramos un implicacion muy util para espacios D, numerables homogéneos
sin puntos aislados.

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico. X es homogéneo si, para cualesquiera
z,y € X, existe un autohomeomorfismo i de X con h(x) = y.

Ejemplo 2.1.2. Todo espacio euclidiano R" es homogéneo.
Ejemplo 2.1.3. [0, 1] no es homogéneo.

Ejemplo 2.1.4. Sea X un espacioy A C X. Diremos que A es nunca denso si el interior
de su cerradura es vacio. Q con la topologia

T={U\ A:U es abierto y A es nunca denso (ambos bajo la topologia usual de Q)},
es un ejemplo de un espacio D, numerable homogéneo y no regular.
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En el siguiente resultado mostramos que todo espacio cuya topologia es *-invariante para
alguna operacion de grupo * es homogéneo. En particular, esto muestra que todo grupo
topoldgico es un espacio homogéneo.

Teorema 2.1.5. Todo espacio (X, t,*) con T x-invariante es homogéneo.

Demostracion. Sean z,y € X. Existe ¢ € X tal que gz = y. Consideremos la funcion
¢, definida en 1.3.9. Esta es un autohomeomorfismo de X con ¢,(z) = y. Asi, X es
homogéneo. [

No es cierto que si un espacio es homogéneo entonces es un grupo topologico. El cubo
de Hilbert, [0, 1], es homogéneo pero no admite una estructura de grupo topoldgico.

El siguiente resultado es fundamental para los objetivos de la tesis. En él probamos que
la existencia de una topologia *x-invariante p en G es equivalente a que G sea isomorfo
a algun subgrupo efectivo transitivo de #H(X). Ademas, mostramos que si G = Z, es
suficiente con que dicho subgrupo sea transitivo.

Teorema 2.1.6. Sea X un espacio topologico y (G, *) un grupo. Entonces
1) H(X) es transitivo si, y solo si, tiene un subgrupo transitivo;

I1) Existe una topologia x-invariante p en G tal que (G, p) ~ X si, y solo si, H(X) tiene
un subgrupo efectivo transitivo isomorfo a (G, x);

1) Cualquier subgrupo transitivo de H(X) que sea isomorfo a (Z,+), es efectivo.
Demostracion. Supongamos X un espacio topoldgico y G un grupo. Probaremos cada
inciso.

1) Si H(X) es transitivo, entonces la implicaciéon es directa. Probemos la reciproca.
Supongamos que H(X) tiene un subgrupo transitivo J. Sean =,y € X. Como J es
transitivo, existe h € J tal que h(z) = y. Asi, como J C H(X), entonces h € H(X).
De esto, H(X) es transitivo.

1) Para la primer implicacion, supongamos p una topologia x-invariante sobre G tal
que (G, p) ~ X. De esto, tomemos f : G — X un homeomorfismo.
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Construiremos un isomorfismo ¢ : G — J tal que J sea un subgrupo efectivo
transitivo de H(X). Para esto, dado g € GG, definamos

by X = X
x> flg* f(2)).

Claramente ¢, es biyectiva, pues su inversa es ¢,-1. Veamos que ¢, es abierta.
Sea U un abierto de X. Como f~}(U) € py p es *-invariante, g x f~1(U) € p. Asi,
flg f~1(U)) = ¢4(U) es un abierto de X. Analogamente, ¢,-1 es también abierta.
De lo anterior, ¢, es un homeomorfismo.

Definamos ahora

o: G — H(X)
g — o

Sean g, h € G. Tenemos que
G(gxh)=f(gxhxf(x)=Ff(gxf(f(hxf(2))) = o(g) 0 ().

Asi, ¢ es un homomorfismo y ¢(G) es un subgrupo de H(X).

Probemos que ¢(G) es transitivo. Sean z,y € X. Tomemos g = f~!(y)x(f~!(z))"' €
G. Sigue que,
dg() = F(f7 ) * (fH(2) " % (@) = v

Ahora probemos que ¢(G) es efectivo. Supongamos que para algunos g € G
yzr € X, ¢,(x) = z,estoes, fgx f(x)) = x. Asi, g* f1(z) = fz). En
consecuencia, g = 1 y ¢, es la identidad.

Para acabar, debemos verificar que ¢ es inyectiva. Supongamos que para g, h € G,
b, = ¢n. Esto es, ¢(g) o ¢ (h) = ¢(g) o p(h™") es la funcidn identidad. Tenemos que

p(g)od(h™)=f(gxh " xf ' (z)) =
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1)

De aqui, como f es una biyeccién, entonces g x h=! x f~1(x) = f~(x). Por lo tanto,
gxh™t=1yg=nh.

Probemos la reciproca. Supongamos que #H(X) tiene un subgrupo J efectivo
transitivo isomorfo a G. Asi, tomemos ¢ : G — J C H(X) un isomorfismo.

Construiremos una biyeccion entre G'y X para dotar de una topologia *-invariante
a (. Para esto, fijemos z € X y consideremos

Vv:G— X
9= (¢(9)) (2)-

Veamos que ¢ es biyectiva. Supongamos que ¢ (g) = ¥(h), con g,h € G. De esto,
#(g)(z) = ¢(h)(z). Es claro que é(g * h=')(z) = z. Como ¢(G) es efectivo y ¢
inyectiva, entonces g x h™! = 1, esto es, g = h. Asi, 1) es inyectiva. Veamos que 1
es sobreyectiva. Sea z € X. Como ¢(G) es transitivo, existe ¢(g) € ¢(G) tal que

V(g) = d(9)(2) = =.

Definamos
p={¢ ' (U): U es abierto de X}.

Claramente p es una topologia sobre Gy v : G — X es un homeomorfismo.
Probemos que p es x-invariante. Sean ¢ € Gy U € 7. Veamos que ¢(g * U) es
un abierto de X. Sigue de la definicidén de ¢ y de que ¢ es un homomorfismo que

g+ U) = d(g+x U)(2) = (¢(g) 0 6(U))(2) = & (9) (¢ (U) (2)) = ¢(9) (¥ (U)).

Como ¢(g) es un autohomeomorfismo de X y «(U) es un abierto de X, entonces
o(g)(w(U)) =1¥(g = U) es un abierto de X. De esto, g x U € p.

Sean J un subgrupo transitivo de H(X) isomorfoa Zy ¢ : J — Z un isomorfismo.
Supongamos que J no es efectivo, esto es, existe h € J con h diferente de la
identidad tal que h(z) = z, para algun = € X. Supongamos que ¢(h) = n es positivo,
pues si ¢(h) es negativo, entonces ¢(h~') es positivoy h1(z) = .
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Consideremos g = ¢~'(1) € J. Como

d(go..og)=1+..4+1=n=¢(h),

n veces n veces

entonces, denotando g o ... o g como ¢", tenemos que g" = h.
——
n veces

Sea m un numero entero. Por el algoritmo de la divisién, existen ¢, € Z con 0 <
r < n tales que m = ng + r. De esto,

9" (@) = ((¢")" 0 g")(x) = (9" o (h)")(x) = g"(x).

Entonces,
{g"(x) :m e Z} = {x,g(x), g*(x), ..., g" ' (x)}.

Mostremos que J no es transitivo. En efecto, sea f € J, entonces existe m € Z tal
que ¢(f) = m, esto es, f = g™. Asi,

f(@) =g"(x) € {z,9(x),¢* (@), ... g" () }.

Con lo anterior, como X es infinito, existe y € X tal que y ¢
{z,g9(x), ¢*(x),...,g" ' (x)}. Asi, para toda funcién f € J, f(x) # y. O

Sean X y Y espacios con x € X y y € Y, escribiremos (X,z) ~ (Y,y) si existe un
homeomorfismo h : X — Y con h(x) = y.

En el siguiente teorema probamos una serie de equivalencias. La mas importante es que
si un espacio X es D, numerable homogéneo sin puntos aislados, entonces cualesquiera
dos abiertos-cerrados U y V de X son homeomorfos. De hecho, (U,z) ~ (V,y), para
cualesquieraz e Uyye V.

Teorema 2.1.7. Sea X un espacio que es D, numerable sin puntos aislados. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es homogéneo;

Il) para cualesquiera x,y € X, existen vecindades abiertas-cerradas U de x y V de y

tales que (U, z) ~ (V,y);
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Ill) para cualesquiera x,y € X y vecindades abiertas-cerradas U de x y V' de y, existen
vecindades abiertas-cerradas A C U dex y B CV dey tales que (A, x) = (B,y);

I\v) (U,z) = (V,y), para cualesquiera abiertos-cerrados U,V C X y cualesquiera x € U
yyelV.

Mas aun, si X es regular, entonces la siguiente afirmacion es equivalente a 1:

V) (U,z) = (V,y), para cualesquiera abiertos U,V C X y cualesquieraz ¢ U yy € V.
Demostracion. Probaremos las primeras implicacionesenelorden 1= 2= 3= 4= 1.

1= 2 Seanz,y € X. Como X es homogéneo por 1, entonces existe un homeomorfismo
h: X — X tal que h(z) = y. Claramente X es una vecindad abierta-cerrada de = y y.

2= 3.Seanuz,y € X yUyV vecindades abiertas-cerradas de x y y, respectivamente. Por
2, existen vecindades abiertas-cerradas U; de z, Vy; de y y h : U; — V4 un homeomorfismo
con h(x) =y. Tomemos A=UNh ' (ViNV)CUyB=VNh(U;NU)CV.Como Ay B
son la interseccion de abiertos-cerrados, entonces son abiertos-cerrados.

Definamos f = hl|s. Claramente, f : A — f(A) es un homeomorfismo por ser una
restriccion de h. Hallemos f(A).

F(A) = hA) =h (UNK (VinV)) = h(U) N (N V).
Como V; = h(U;), tenemos que
fA) =(hU)NAU))NV =VNhUNU)=B.
De esto, ran(f) = B. Dado que f(x) = y, concluimos que (A, z) ~ (B, y).
3= 4.Sean U,V C X abiertos-cerrados, z e Uyy e V.

Construiremos un homeomorfismo g : U — V tal que g(z) = y. Consideremos P el
conjunto de todos los homeomorfismos £ tales que:

I) dom(h) es una vecindad abierta-cerrada de « y dom(h) C U;
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1) ran(h) es una vecindad abierta-cerrada de y y ran(h) C V;

) hiz) =y;
IV) dom(h) = U si, y solo si, ran(h) = V.

Ordenemos P parcialmente por inclusién inversa. Verifiquemos que P # (). Como X es
D, y sin puntos aislados, existen abiertos-cerrados U; C Uy V; C V talesque x € Uy y

y € V4. Por 3, existen vecindades abiertas-cerradas A C U, de z y B C V; de y para las
que (A,z) =~ (B,y). Sea h : A — B dicho homeomorfismo, entonces h € P.

Seanu € Uy v € V. Los conjuntos
A,={heP:uedom(h)} y

B,={heP:veran(h)}

son densos en P. Como las pruebas son analogas, solo mostramos la densidad de A,.

Probemos que A, es denso en P. Para esto, dado f € PP, construiremos h € A, tal
que h < f, estoes, h O f. Siu € dom(f), tomemos h = f. Si u ¢ dom(f), entonces
existe w € V\ran(f). Tenemos que u € U\dom(f) y w € V\ran(f), con dichos conjuntos
abiertos-cerrados.

Como X no tiene puntos aislados, existen u; # uy wy # w en U \ dom(f)y V \ ran(f),
respectivamente. Como X es D, y por 3, existen vecindades abiertas-cerradas U; de u 'y
V1 de w tales que U; C U\ dom(f), V3 C V '\ ran(f), existe un homeomorfismo [ : Uy — V;
con l(u) = w, u; ¢ Uy y w, ¢ V;. Esto se ilustra en 2.1.
Definamos

h=fuUl.

Es claro que h es un homeomorfismoy h O f con h € A,, por lo cual, A, es denso en P.
Analogamente se prueba que B, es denso en P.

Sea
D={A,:ueU}U{B,:veV}

Como D es una coleccion numerable, por 1.2.3 existe ¢ un homemorfismo tal que para
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Figura 2.1: funciones f y I.

cualesquierau c Uyv € V,existenh € A,y f € B, con h, f C g. De lo anterior, g(z) = y.
Ademas, dom(g) = U y ran(g) = V. Por lo tanto, (U, x) =~ (V,y).

4= 1. Sean z,y € X. Tomemos U = V = X, que es una vecindad abierta-cerrada de
x y y. Por 4, existe un homeomorfismo h : X — X con h(x) = y. Esto es que X es
homogéneo.

Supongamos ahora que X es también regular. Es evidente que 5 = 4. Veamos la
reciproca.

4= 5.Sean U,V C X abiertos,x € Uy y € V. Por 1.1.18, tenemos las particiones

v=u.yv=V.

neN neN

donde U, y V,, son abiertos-cerrados no vacios, para todo n € N.

Supongamos sin pérdida de generalidad que = € U,, y y € V,,, para algun natural m. Por
4, existe un homeomorfismo h,, : U, — V,,, para todo n € N. Ademas, podemos tomar
hm(x) = y. De esto, consideremos

h={ hn-

neN
Claramente h es una funcion con h(x) = y, pues los U,, son disyuntos dos a dos al igual
que los V.. La funcion h es ademas un homeomorfismo con dom(h) = (J,cnUn = U Y
ran(h) = U,en Vo = V. De esto, (U, z) = (V,y). O
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2.2. Topologias +-invariantes sobre Z

Aqui probaremos que todo espacio D, numerable homogéneo es topolégicamente
equivalente a (Z, p), donde p es alguna topologia +-invariante. En la siguiente seccion,
probamos dicho resultado para cualquier grupo numerable G, pero dicha prueba es mas
compleja, por lo que separamos el caso de G = Z.

Iniciamos esta seccion con uno de los teoremas mas importantes que estudiamos. Para
su prueba, recurrimos a una equivalencia porque no es practico construir directamente
una topologia +-invariante sobre Z.

Teorema 2.2.1. Sea X un espacio D, numerable homogéneo, entonces existe una
topologia +-invariante p sobre 7 tal que (Z, p) es homeomorfo a X .

Para demostrar el teorema anterior recurriremos a la siguiente equivalencia.

Teorema 2.2.2. Sea X un espacio D, numerable homogéneo. Existe una topologia p
sobre 7. +-invariante tal que (Z,p) ~ X si, y solo si, existe un autohomeomorfismo ¢ de
X talque {¢"(z) :n € Z} = X, paratodo = € X.

Demostracion. Veamos la primer implicacion. Supongamos que existe una topologia p
sobre Z +-invariante tal que (Z, p) ~ X. Por 2.1.6, existe un homomorfismo ¢ : Z — H(X)
inyectivo tal que ¥ (Z) es un subgrupo efectivo transitivo isomorfo a Z.

Claramente, (1) es un autohomeomorfismo de X. Como  es un homomorfismo,
entonces ¢ (n) = ¥"(1), para todo n € Z. Fijemos z € X. Como (Z) es transitivo, sigue
que para todo = € X, existe n € Z tal que (n)(z) = z, esto es, ¥"(1)(z) = z. De esto,
definamos

¢ =1(1).

Es claro que
{¢"(2) :neZ}=X.

Como = fue tomado arbitrariamente, entonces esto se vale para todo z € X.

Probemos la reciproca. Supongamos que existe ¢ : X — X un homeomorfismo tal que
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{¢"(2) :m € Z} = X, paratodo z € X. Consideremos

b 7= H(X)

Sean m,n € Z, entonces

(m+n) =" =" 0 ¢" = P(m) o h(n).

De esto, ¢ es un homomorfismo. De hecho, ¢ es inyectivo porque {¢"(z) : n € Z} = X,
para todo z € X (caso contrario, dicho conjunto seria finito). Asi, ¢(Z) es un subgrupo de
H(X) isomorfo a Z.

Veamos que (Z) es transitivo. Sean z,x € X. Existe n € Z tal que ¢"(z) = ¥(n)(z) = =.
Con esto, ¥(Z) es transitivo y por 2.1.6, es también efectivo. Asi, H(X) tiene un subgrupo
efectivo transitivo isomorfo a Z, por lo que existe una topologia +-invariante p en Z con
(Z,p) ~ X. O

En 2.2.1, es claro que cuando X es ademas discreto la conclusion es trivial, pues
podemos definir p sobre Z como la topologia discreta. Asi, cualquier biyeccion entre X y
(Z, p) es un homeomorfismo. Resta analizar cuando X es no discreto, esto es, sin puntos
aislados, pues es un espacio homogéneo. Para ello, usaremos 2.2.2.

Teorema 2.2.3. Sea X un espacio D, numerable homogéneo sin puntos aislados. Existe
un autohomeomorfismo ¢ de X tal que {¢™(z) : n € Z} = X, para todo = € X.

Demostracion. Usaremos 1.2.3 para construir ¢. Ademas, todos los intervalos seran en Z.

Filemos z € X. Consideremos P el conjunto de todos los homeomorfismos  tales que
1) dom(h) Uran(h) C X;

I1) Existe una familia {U,, : n € [0, m]} de abiertos-cerrados no vacios disyuntos dos a
dos;

M)y zedom(h)= U U,;
ne0,m)

IV) Paran € [0,m), h(U,) = Upy1;
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De 3y 4 sigue que
5.ran(h)= U U,.
ne(0,m]

Ordenemos P parcialmente por inclusion inversa. Veamos que P # (. Como X es D,
existen U, y U, abiertos-cerrados no vacios de X con z € Uy, UyNU; =0y UyUU; € X.
Por 2.1.7, existe un homeomorfismo h : Uy — U;. Claramente, h € P.

Para cada y € X y t € Z, consideremos los conjuntos
D,={heP:h*z) =y, paraalgink € Z} y

E;={heP:zedom(h)}.

Probemos que D, y E; son densos en PP. Para esto, sea h € P, debemos encontrar g € D,
y f € E; tales que g, f 2 h. Para dicho h, existe la respectiva familia {U,, : n € [0,m]} de
abiertos-cerrados. Llamemos p al entero tal que z € U,. Como z € dom(h), p # m. Todo
esto se ilustra en 2.2.

,_-__\/\4,—\(\4,_,/—\4/—-.(\4,,,/\,—~\/\I¢~\\
N / > Vi Y N
[ A N / \ | N Y
1 1 | ) { / v J \
i / \ < i I / , 3 )
\ / \ A | \ 1 \
\-—/U \‘_,) \\___/U \\\_I \f’/lj
0 U1 p m—1 m

Figura 2.2: Abiertos-cerrados U,, para h.

Veamos primero que D, es denso en P. Supongamos que ~ ¢ D,. Por lo tanto, h*(z) # y
para todo k € Z donde h*(z) esta definida. De esto, se desprenden dos casos.

Caso1:y ¢ Unemm] U,. De esto, por ser X un espacio D, existe un abierto-cerrado U,
cony € U, tal que

U unUnn=0y | U.CX

ne0,m] ne(0,m~+1]

Como h™P(z) € U, entonces por 2.1.7 existe un homeomofismo | : U,, — U,,4+1 con
[(h™~P(2)) = y. Tomemos
g=huUl.
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Claramente, g e Py g™ 7" (z) =y. De esto, g € D,y g 2 h.

Caso 2: y € |,y Un- Esto es, existen ¢ € [0,m] y x € U, tales que y € U, y h'(z) = y.
Tenemos que = # h™?(z), pues si x = h™?(z), como hi(x) =y, entonces h? ?(z) = y.

Para encontrar g contruyamos primero una familia de abiertos-cerrados. Existe V5 C U
abierto-cerrado tal que h?(z) € Vi y « ¢ V,. Definamos ahora V,, y V,, 11 asi:

1) Sin € (0,m], entonces V,, = h(V,_1);
1) Sin € [0,m], entonces Vi1 = Uy, \ Vi

De esto, la familia {V;, : n € [0,2m + 1]} es de abiertos-cerrados no vacios disyuntos dos
a dos.

En particular, los conjuntos V,, y V,,.1 son abiertos-cerrados tales que h™?(z) € V,,
y x € V4. Por 2.1.7, existe un homeomorfismo [ : V,, — V,,.; con (A" 7P(z)) = .
Tomemos

g=huUl.

Esclaroque g € Py g D h. Ademas, g™ P*!(z) = z, esto es, g™ P4t (2) = y, por lo que
g € D,. En 2.3 se encuentran los conjuntos V,, para g.

- J~
=D | <D
. - ~ A f ~ \! /
1 2 [/ [ { 7 / ‘ (—
() ; e / (hTP(z W 4 Y ( ao =)
~_ ~=-" -~ AN - \ \ \
Vs Vi Vi1 =V, ~222 Vi s MV S0V o= Vomn

Figura 2.3: Familia {V,, : n € [0,2m + 1]} de g.
Veamos ahora que E; es denso en P. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ es
positivo. Si m — p > ¢, claramente h'(z) esta definido. Asumamos entonces que m —p < t.
De esto, nuestra intencién es extender la familia {U,, : n € [0, m]} de modo que h'(z) esté

definido. Para esto, como X es D,, existen

Um+17 Um+27 SE3) Utferp
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abiertos-cerrados no vacios tales que

U uv.cx

nel0,t—m+p]

y para todos 4,5 € [0, —m + p] coni # j, U; N U; = 0.

Por 2.1.7, para cada n € [m,k — m + p) existe un homeomorfismo b, : U, — U,4;.
Tomemos
f=ru |J
n€ln,t—m+p)

Naturalmente, f D hy f € E,.

Consideremos
D={D,:ye X}U{E,:teZ}.

Por 1.2.3, existe un homeomorfismo ¢ tal que paratodo y € X y ¢ € Z, ¢'(z) esta definida
y existe ¢ € Z tal que ¢(z) = y. De esto, es inmediato que

{¢"(2) :neZ}=X.

Veamos que dom(¢) = ran(¢) = X. Sea y € X. Existe ¢ € Z tal que ¢%(z) = y. Asi,
¢ (2) = ¢(y) esta definida, por lo que y € dom(¢p). Como ¢(¢?71(z)) = y, entonces
y € ran(¢). Por lo tanto, dom(¢) = ran(¢) = X. O

Por 2.2.1, existe una topologia +-invariante p sobre Z tal que (Z,p) ~ Q. Terminamos
esta seccion mostrando dos ejemplos de tales topologias.

Ejemplo 2.2.4. Definiremos un métrica d* sobre Z tal que (Z,p4) = Q. Sim,n € Z 'y

m # n, entonces
1

Ea
donde m —n = 2'k, con t, k € Z y k impar. Caso contrario (m = n), d*(m,n) = 0.

d*(m,n) =

Tenemos que d* es efectivamente una métrica sobre Z y p,- s +-invariante. Como (Z, pg+)
no tiene puntos aislados, por 1.1.19 sigue que (Z, py-) =~ Q.

La topologia que veremos a continuacion fue definida por Furstenberg y la usé para dar
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otra demostracion de que existen infinitos niimeros primos “.

Ejemplo 2.2.5. Definamos
p={U C Z :paratodo a € U, existe m € Z tal que mn + a € U, paratodo n € Z}.

Esto es, U € p si, y solo si, U es union de progresiones aritméticas.

Tenemos que p es una topologia sobre Z. De hecho, p es +-invariante. El conjunto de
todas las progresiones aritméticas forma una base numerable. De aqui, como (Z, p) es
Ty y regular, por 1.1.20 es metrizable. Asi, por 1.1.19, (Z, p) ~ Q pues no tiene puntos
aislados.

Los espacios de 2.2.4 y 2.2.5 son de hecho grupos topologicos con la suma. Terminamos
entonces esta seccion con la siguiente pregunta: ¢ Existe alguna topologia +-invariante p
sobre Z tal que (Z, p) =~ Qy (Z, p) no sea un grupo topoldgico con la suma?

2.3. Topologias +-invariantes sobre grupos numerables

En esta seccion probaremos el resultado principal de la tesis. Este dice que si X es un
espacio D, numerable homogéneo, entonces para todo grupo numerable (G, *) existe
una topologia x-invariante p sobre G tal que X es homeomorfo a (G, p).

Del teorema principal se deduce que un espacio D, numerable es homogéneo si, y solo
si, admite una operacion de grupo * que haga a su topologia x-invariante. De hecho,
probaremos que apréximadamente cualquier operacion de grupo * hace a su topologia
x-invariante.

Empezamos con el siguiente lema, que sera de utilidad para la demostracién de 2.3.2. En
este construiremos una familia de homeomorfismos entre abiertos-cerrados de X.

Lema 2.3.1. Sean X un espacio D, numerable homogéneo, ~ € X, G ungrupoy A C G
finito tales que

a) Existe una familia {U, : a € A} de abiertos-cerrados de X disyuntos dos a dos;

4 |dris MERCER. “On Furstenberg’s Proof of the Infinitude of Primes”. En: American Mathematical Monthly

116 (abr. de 2009), pags. 355-356. DOI: 10.4169/193009709X470218.
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b)1le AyzeU;

c¢) Existe una familia {u, : Uy — U, : a € A} de homeomorfismos, donde u, es la
identidad;

& UU.gX.

a€A

Consideremos
ho = | J{ttagouy' g€ Ayag € A}, paratodoa € A.
Entonces,

1) h, €s un homeomorfismo, para todo a € A;
1) dom(h,) =\J{U,: g€ Ayag € A}, paratodoa € A;
) ran(hy) = \J{Usy : g € Ayag € A}, paratodoa € A;

IV) hy es la identidad sobre | J U,;

a€A
V) ho(Uy) =U,, paratodoa € A;

Vi) ha|Ug = (haglyy,) © (hy|,,,) ™", para cualesquiera a, g € A tales que ag € A;

vil) U (dom(h,) U ran(h,)) < X.

a€A

Demostracion. Claramente, 2, 3, 4y 7 se deducen facilmente de la definicién de h,,. Para
5y 6, notemos que ha\Ul = u,. Resta entonces probar 1.

Sea a € A, probemos que h, es un homeomorfismo. Supongamos g € A tal que ag € A.
Es claro que ha\Uq = Ugg O u;l : U, — U,, €s un homeomorfismo. Veamos que h, es la
union de homeomorfismos cuyos dominios y rangos son disyuntos dos a dos. Sea j € A
talque g # jy aj € A, entonces U; # U, y U,; # U,;. Asi, h, es un homeomorfismo. [

Como comentario adicional, en 3 tenemos

ran(h,) = U{Ug rg€Ayatge A},
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pues {g:ge Aya'ge A} ={ag:g€ Ayag € A}.

Ahora mostraremos el teorema principal. Naturalmente, este es una generalizacion de
2.2.1 para cualquier grupo numerable.

Teorema 2.3.2. Sean X un espacio D, numerable homogéneo y G un grupo numerable,
entonces existe una topologia x-invariante p en G tal que (G, p) es homeomorfo a X .

Demostracion. Supondremos que X no tiene puntos aislados, porque en este caso la

conclusioén es trivial.

Por 2.1.6, la existencia de p es equivalente a la existencia de un homomorfismo inyectivo
¢ G — H(X) tal que ¢(G) sea efectivo transitivo. Dado z € X, entonces la transitividad
de ¢(G) es equivalente a que X = {¢(g)(z) : ¢ € G}. Lo que haremos entonces es
construir un subgrupo efectivo transitivo de H(X') que sea isomorfo a G.

Fijemos ~ € X. Consideremos PP el conjunto de todas las colecciones de homeomorfismos
{hs : a € A} con A C G finito, tales que

1) Existe una familia {U, : a« € A} de abiertos-cerrados de X disyuntos dos a dos;
M 1€ Ay ze U
1) Existe una familia {u, : Uy — U, : a € A} de homeomorfismos con u, la identidad;

v) U U. CX;
a€A

V) ha =U{uagou,' : g€ Ayag € A}, paratodo a € A.

Claramente, h,|,. = u,, por lo que lo escribiremos segln nos convenga.
Uy

Veamos que P # (). Tomemos A = {1}. Como X es D, existe U; C X abierto-cerrado tal
que z € U,. Consideremos h, : U; — U, la funcién identidad. Asi, {h,} € P.

Ordenemos P parcialmente. Como lo esperariamos, sean {f, : b € B},{h, : a € A} € P,
entonces

{fo:be B}y <{h,:a€ A}y siB2 Ay f, 2 h,, paratodo a € A.
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Para construir el homomorfismo ¢, usaremos 1.2.2. Para esto, sean d € Gy =z € X,
probaremos que los conjuntos

Dy={{ha:ac A} €P:de A}y

R, ={{hs:a€ A} € P: hy(z) =z, paraalgina € A}

son densos en P. Para esto, fijemos {h, : a € A} € Py sea {U, : a € A} la coleccion de
abiertos-cerrados asociada a {h, : a € A}.

Veamos primero que D, es denso en P. Supongamos sin pérdida de generalidad que
d ¢ A. Construiremos {f,:be B} ¢ Ptalquede By {f,: b€ B} < {h,:a€ A}.

Consideremos B = AU {d}. Como X es D,, existe U, abierto-cerrado tal que

vunJuv.=0y Juc X

acA beB

Por 2.1.7, existe un homeomorfismo u, : Uy — U,.

Sea b € B. Definamos

fb:U{ubgouglzgeBybgeB}.

Veamos que si b € A, entonces f, O h,. Supongamos que b = a para algun a € Ay sea
g € Atal que ag € A. Entonces,

_ -1 _
faly, = tag 0 ug" = haly; ,

Asi, f, D h,, para todo a € A. Sigue de la definicion de los f, que {f, : b € B} € Py
{fy : b€ B} € D,. De esto, D, es denso en P.

Probemos ahora que R, es denso en P. Para esto, supongamos que h,(z) # x, para todo
a € A. Tenemos asi dos casos.

Caso 1: = ¢ |J, 4 U.. Tomemos c € G\ Ay definamos B = AU {c}. Como X es D,
existe U, abierto-cerrado de X con z € U, tal que
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v.nJ.=0y X

a€A beB

Por 2.1.7, existe un homeomorfismo u, : U; — U, tal que u.(z) = =.

Para cada b € B, definamos f, como se hizo en la prueba de la densidad de D,. Asi,
{fo:beB}eP, {f,:beBye R, y{fy:be B} D{h,:a€ A}.

Caso 2: z ¢ |J,.4 U.- Supongamos que = € U,,, para algin a, € A. Sea A = {ay, ..., an }
cona; =1y z € Uy. En 2.4 mostramos {h, : a € A} con {U, : a € A} cuando z € U,,,
para algun a, € {ai, ..., am }

P [}
.Z,'l Yooy o 2 \
\ )
/7

!
~— \\_ \—_.-
U, U, v, U,

am

Figura 2.4: Colecciones {h,:a € A} y{U,:a € A} conz € U,,.

Construyamos B. Claramente, A~'A = {a7'd' : a,d’ € A} es finito. De esto, tomemos
c € G\ (A1A). Si d = ac para algunos a,a’ € A, entonces ¢ = a'a’ € A™'A, una
contradiccion. De esto, AN Ac = (). Tomemos asi B = AU Ac.

Construiremos familias {W}, : b € B} de abiertos-cerrados de X disyuntos dos a dos y
{wy, : Wy — W), : b € B} de homeomorfismos a partirde {U, : a € A} y {u, : a € A}.

Construyamos {W, : b € B}. Seay = u, (). Como y # 2 y X es D, existen Wy, W, C X
abiertos-cerrados disyuntos tales que U; = Wy UW,, z € Wy yy € W.. Paraa € A con
a # 1, definamos

Wy =u,(Wh) y Wae = ug(We).

Notemos que paracadaa € A, U, = W, U W,,..

Ahora construyamos la familia {w, : Wi, — W, : b € B}. Por 2.1.7, existe un
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homeomorfismo w, : W, — W, tal que w.(z) = y. Para a € A, definamos
Wy = Ug

v,

y paraa # 1,

Wee = Uq 0 We.

We

Es claro que las familias {W, : b € B} y {w;, : b € B} son de abiertos-cerrados disyuntos
dos a dos y de homeomorfismos con w, la identidad, respectivamente.

Para b € B, definamos

fb:U{wbgow;I:geBybgeB}.

Sigue de la construccion de {W, : b€ B}y {w, : Wy — W, : b€ B} que {f,: b€ B} € P.
Veamos que {f, : b € B} € R,. Esto sigue de que a,c € By como z € W, entonces

fapc(z) = wapC(Z) = uap(wc(z)) = uap(y) = .

Probemos que {f, : b € B} < {h, : a € A}. Sean a,g € A tales que U, C dom(h,).
Como g,ag € A C B, entonces W, C dom(f,). Veamos que W,. C dom(f,). Tenemos
que gc, a(gc) = (ag)c € Ac C B. De aqui, W,. € dom(f,). Sabemos que

—1 —1
fa’Wg:wagowg :uaglwlo(ug‘w) :ha’Wgy

1

fa‘wgc = Wag)e © Wy, = (uag‘wc o we) o (ug‘wc owe)” = uag}wc o (ugly, )" = ha’wgc'
Asi,

fa’wg U fa‘wgc - ha‘wg U ha‘wgc - ha|Ug'
De esto, f, 2 h,, paratodo a € A. Entonces, {f, : b € B} < {h,:a € A} y R, es denso

en P.

Sea
D={D;:de G}U{R, :x € X}.

Probada la densidad de los conjuntos, construyamos ¢. Por 1.2.2, existe una cadena
CCPtalqueCnD;#0yCNR, #,paracualesquierad e Gy x € X.
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Para g € GG, consideremos

%ZU{hg:{ha:aeA}GCygeA}.
Definamos asi

o: G— H(X)
g — ¢

Probemos que ¢ es una funcion. Para esto, sea g € G, verifiquemos que ¢(g) = ¢, €
H(X). Es claro que {h, : {h,: a € A} € Cy g € A} es una cadena de homeomorfismos.
De esto, ¢, es un homeomorfismo. Resta verificar que dom(¢,) = ran(¢,) = X. Fijemos
r € X. Existe {f, : b € B} € C tal que

fr(z)=zy r,g9r,g'r€B.

Tenemos que =z € U,. Como r,gr € B, entonces U, C dom(f,). Anadlogamente, como
r,g 'r € B, U, C ran(f,). Asi, como ¢, 2 f,, entonces x € dom(¢,),ran(¢,). Sigue que

¢g € H(X).

Veamos que ¢ es un homomorfismo. Para esto, sean f, g € G, probemos que ¢, = ¢rod,.
Fijemos x € X. Sea r € G tal que =z = ¢,(z). Consideremos {h, : a € A} € C tal que

fr9,7m fg,gr, fgr € A,

ysean {U, : a € A} y {u, : a € A} las colecciones asociadas a {h, : a € A}. Como
r, fgr € A, entonces U, C dom(hy,) y z € U,, asi,

Org(1) = hyg(w) = uggr 0 u, " (2).
Calculemos ¢ o ¢,(z). Claramente U, C dom(h,) y
Og(x) = hy(x) = ugr 0, ().
Sigue que h,(z) € U,,. Como U, C dom(h;), entonces

Of 0 ¢g(w) = ¢r(hy(x)) = Uy 0 u;rl(hg(x)) = Ufgr © u;rl(ugr o u;l(x)) = Ufgr © u;l(m)
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Asi, ¢1,(7) = b5 0 ¢,(x) y ¢ €8 un homomorfismo.

Resta ver que ¢ es inyectiva. Sean f,g € G con f # g. Consideremos {h, : a € A} € C tal
que f,g € Aysea{U, : a € A} la coleccion de abiertos-cerrados asociada a A. Sabemos
que hy(Uy) = Uy, hy(Uy) = Uy, y UpNU, = 0. De esto, como ¢y 2 hyy ¢, 2 hy, concluimos
que ¢5 # ¢, Y ¢ es inyectiva.

Concluimos que ¢(G) es un subgrupo de H(X) isomorfo a G. Veamos que es efectivo y
transitivo. Como R, es denso en P, entonces

X ={¢4(2) : g € G}.

Asi, ¢(G) es transitivo. Probemos que es efectivo. Supongamos que para algun f € G,
os(y) = y, para algin y € X. Sea {h, : « € A} € C tal que f € Ay consideremos
{U, :a € A}y {u, : a € A} las familias asociadas a {h, : a € A}. Sear € Atalquey € U,,
entonces fr € A pues U, C dom(hy) y

hy(y) = ugr 0w (y) : Uy — Upy.

Asi, como h¢(y) =y € Ug,,U,, entonces Uy, = U, y f = 1, por lo que ¢y = ¢, que es
claramente la funcién identidad. n

Los resultados restantes de esta seccidén no fueron tomados de la literatura consultada.
Por 2.1.5, todo espacio con una topologia x-invariante es homogéneo. En el siguiente
corolario mostramos una condicion suficiente para la reciproca. Esto es, si un espacio
D, numerable es homogéneo, entonces puede dotarse de una operacion de grupo - que
haga a su topologia --invariante.

Corolario 2.3.3. Sea (X, ) un espacio topologico D, numerable homogéneo y x una
operacion de grupo sobre X. Existe una operacion de grupo - sobre X tal que T es
-invariante y (X, -) = (X, *).

Demostracion. Por 2.3.2, existe un homeomorfismo ¢ : (X,7) — (X, p) donde p es una
topologia x-invariante sobre X. Consideremos

CX XX X
(z,y) = ¢~ (B(x) * d(y)).
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Asi, (X,-) es un grupo. De hecho, ¢ es un isomorfismo entre (X, -) y (X, ). Probemos
que 7 es --invariante. Sean g € X y U € 7. Entonces,

o(g-U) =¢(g) * d(U) € p.

De esto, como ¢ es continua, ¢ *(¢(g-U)) =g-U € 7.
[

De este corolario surge la pregunta: Si (X, 7) es un espacio D, numerable homogéneo
y * una operacion de grupo sobre X, ses 7 s-invariante? En el siguiente teorema la
respondemos.

Teorema 2.3.4. Sea (X, 7) un espacio topologico numerable para el que existenU,V C X
tales que:

D UNV =0;
) Uer;
m) vVér.
Entonces existe una operacion de grupo x sobre X tal que T no es x-invariante.

Demostracion. Crearemos una operacion de grupo x sobre X tal que =z « U = V. Para
esto, construiremos una enumeracion de X = {x, : n € Z} y definiremos x como en
1.3.1. Tenemos dos casos.

Caso 1: X \ (UUV) =W es infinito. Consideremos

U={u,:ne3Z}; V=A{v,:ne3Z+1}; W ={w,:ne3Z+2}.
Entonces X =UUV UW = {x, : n € Z} es una numeracion de X con
(

u,, Si n€3%Z;

Ty = Un, si nedZ + 1,

wy, SI n€3Z+2.
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De esto, z; * U = V' y 7 no es x-invariante.

Caso 2: X \ (UUV) = W es finito. Sea W = {wy, ..., wy}. Supongamos sin pérdida de
generalidad que k es par. Consideremos

U={u,:ne2Z+1yn¢{l,. ., k}} y V={v,:ne2Zyné¢{l,.. k}}.

Entonces, la numeracién dada por X = U UV UW vale que z; x U = V. n

Notemos que si X es un espacio D, numerable homogéneo sin puntos aislados, se
satisfacen las hipotesis del corolario anterior.

2.4.Los espacios Z, y S,.

Aqui definiremos los espacios de van Douwen y de Arhangel'skii-Franklin. Ambos son
espacios numerables, cero dimensionales y homogéneos. De hecho, mostraremos que
el espacio de van Douwen corresponde a (Z,7), donde 7 es +-invariante y (Z,7) es
homeomorfo al espacio de Arhangel’skii-Franklin.

Para finalizar, daremos una caracterizacion de las sucesiones convergentes en el espacio
de Arhangel’skii-Franklin y mostraremos que este no admite ninguna operacion de grupo
que lo haga grupo topoldgico.

Destacamos que las demostraciones contenidas en esta seccion no fueron basadas
en otras pruebas de la literatura consultada. Por esto, muchos de los argumentos que
usaremos emplean construcciones recursivas.

Definicion 2.4.1. Sea A C Z. Diremos que A es de interseccion finita si A es infinito,
0 Ay AN (A+ k) es finito, para todo k£ € Z con k # 0.

Los conjuntos A = {2" —1:n € N}y B={F, : n € N} U{0}, con F, el enésimo nimero
de Fibonacci, son de interseccion finita.

Definicion 2.4.2. Sea A de interseccion finita. Definamos
T={UCZ:(VkeU)((A+k)\U esfinito)}.

Llamaremos a (Z, 7) el espacio de van Douwen y lo escribiremos como Z 4.
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Sean Ay B conjuntos. Diremos que A esta casi contenido en B y escribiremos A C* B
cuando A\ B sea finito. Esto significa que A esta contenido en B, a excepcion de una
cantidad finita de puntos. Para Z4, U € 7 si, y solo si, paratodo k € U, (A + k) C* U.

El siguiente es un resultado acerca de los conjuntos de interseccion finita.

Lema 2.4.3. Sean A de interseccion finita, m € Z y B C Z finito tales que m ¢ B.
Entonces
(A+m) S (A+m)\ | J(A+n).

neB

Demostracion. Claramente

(A+m)\ U(A+n):A\ U(A+n—m)+m.

neB neB

Debemos entonces verificar que

A A\ A +n—m).

neB

Esto es equivalente a probar que

AnJA+n—m)

neB

es finito. Para esto, notemos que para cadan € B, AN (A +n —m) es finito. Asi, como B
también es finito, sigue que

UAn@+n—m)=An{JA+n-m)

neB neB
es finito. De aqui concluimos la casi contenencia. n

Teorema 2.4.4. Sea A de interseccion finita. Entonces Z 4 es una topologia +-invariante
sobre 7. y ademas, 7., es un espacio homogéneo, cero dimensional y sin puntos aislados.

Demostracion. Veamos primero que 7 es una topologia sobre Z.

1) Es claro que Z,0 € .
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1) Supongamos {U, € 7 : A € L} una familia de abiertos. Queremos ver que U =
J U, es un abierto. Para esto, tomemos k € U. Existe A\ € L para el que k € U,.
AEL
Asi,

(A+E)\UC (A+k)\U,
que es finito. Concluimos que U € .

I11) Sean ahora U y V abiertos de Z 4. Veamos que U NV es un abierto. Supongamos
paraestoque UNV # (yseak € UNV.Tenemos que

(A+E\NUNV)=((A+K\U)U((A+F)\V),

que es finito. De esto, UNV € 7.

Por lo tanto, 7 es una topologia.

Probemos que 7 es +-invariante. Sean U un abierto y n € Z. Veamos que (n+ U) € 7.
Para esto, tomemos (n + k) € (n + U) donde k € U. Entonces

(A+n+E)\(n+U)=((A+k)\U)+n.

Asi, (A+n+k)\ (n+U) es finito, por lo que (n+ U) € 7. Sigue inmediatamente de 2.1.5
que Z, es homogéneo.

Notemos que Z, es un espacio topolégico y su topologia es +-invariante
independientemente de si A es de interseccion finita.

Sigue de la definicion de los abiertos que Z, no tiene puntos aislados, porque dado
m € Z, (A+m) ¢* {m}.

Probemos que Z, es cero dimensional. Como Z \ {m} es abierto para todo m € Z,
entonces {m} es cerrado. De esto, Z 4 es 7). Veamos ahora que admite Z, una base de
abiertos-cerrados.

Sean U un abierto propio no vaciode Z, y m € U. Filemos Z = {z, : n € N} con zp = m
y z1 ¢ U. Para mostrar que Z, admite un base de abiertos-cerrados, construiremos dos
abiertos V' y W disyuntos tales que
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|) z€eV CU;
I z € W;
ny Vuw =Z.

De esto, V' sera abierto-cerrado.

Dado n € N, definamos Ay = A+ 2y

Ap = (A+Zn>\U(A+Zi)-
<n
Por2.4.3, (A+ z,) C* A,, paratodo n € N. Si z, € U, sabemos que (A + z,) C* U. De
esto,
(A+2z,) A, NUCU.

Construiremos dos sucesiones (V,,),, y (W,,),, de conjuntos de modo que las respectivas
uniones de sus elementos sean abiertos (ellos seran los conjuntos V' y W buscados).

Definamos
Vo=AoNU y Wy =10;

‘/1:@ y W1:A1U{Zl}.

Si z, € |J Vi, tomemos
<2

Siz, ¢ U Vi, consideremos
= Vo=0y Wy=A,.
Sigamos con la recursion. Supongamos que para n € N, hemos definido V,, y W, tales
que
) Siz, e |J Vi, entoncesV,, = A, NUy W, =0.
<n

N Siz, ¢ YV, V, =0y W, = A4,
i<n
Siz,;1 € U Vi, definamos
i<n+1

Vn+1 - An+1 nu y Wn+1 - @
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Siz,;1¢ U Vi, tomemos
i<n+1

Vn+1 - @ y Wn+1 = An—«—l‘

Consideremos los conjuntos

V= Vayw=JW.

neN neN

Mostremos que V' y W son abiertos. Si z, € V, entonces z, € |J Vi, de aqui que
<n

V,=A,NnU,estoes, (A+z,) C"V, CV.Porotro lado, si z, € W, entonces W,, = A,, y
asi, (A+z,) W, CW.

Observemos que VU W = Z pues z, € J,_,, Vi UW,, para cada n € N. Por otra parte, es
claro que VNW = (, pues para cualesquieran,m € N, V,, N W,, = (). De esto, V' 'y W son
abiertos-cerrados y z; € V' C U. Entonces Z, admite una base de abiertos-cerrados.

Concluimos que Z4 es cero dimensional. Por 1.1.13, es ademas D y regular. O

Para Z,, podriamos pensar que dependiendo del conjunto A se pueden obtener
espacios diferentes, sin embargo, en 2.4.8 mostraremos que todos son homeomorfos
entre si. Sigue de la definicion de 7 que B C Z es cerrado si, para todo k € X \ B,
(A+k)\ (X \ B)=(A+ k)N B es finito.

Ahora presentaremos un espacio cuyos elementos son sucesiones finitas de naturales.
Dada una sucesion finita s y n € N. Sea s = (sg,...,s,-1). Entonces notaremos a
la sucesién (s, ...,s,—1,n) como s n. Esta notacién también la usaremos para unir
sucesiones, en el sentido s~ ¢, con ¢ una sucesion finita.

Definicion 2.4.5. El siguiente espacio es conocido como el espacio de
Arhangel'skii-Franklin, S,. Sea N<“ el conjunto de las sucesiones finitas de numeros
naturales, esto es,

N ={s:{0,...,n} - N:neN}uU{D}.

Definimos S,, como (N<“ ), donde

T={VCN*¥:(VseV){neN:s n¢V} esfinito)}.
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Obviaremos que S, es un espacio topoldgico. Escribiremos () para referirnos a la
sucesion vacia. Ademas, dado s € N<¢, usaremos la siguiente notacion

s N={s"n:neN}

Proposicion 2.4.6. Sea s € S,,. Consideremos [s] el conjunto de todas las sucesiones en
S. que extienden a s, esto es,
[s] ={s"t:teS,}.

Entonces [s] es un abierto-cerrado de S,,.

Demostracion. El conjunto [s| es claramente abierto. Veamos que también es cerrado.
Seat ¢ [s], entonces
t"NCS,\[s] o t"™N\{s} CS,\][s]

Asi, S, \ [s] es abierto. O
Teorema 2.4.7. S, es numerable, homogéneo y cero dimensional.

Demostracion. Veamos que S,, es numerable. Sea n € N, definamos 7 = {0,...,n — 1}.
Naturalmente, 0 = ). Asi, notemos que

N< = U N7,

neN

De esto, es inmediato que S, es numerable.

Veamos que S,, es D,. Sean s,t € S, con s # t. Consideremos U = [t] \ [s]y V = [s] \ [t],
entoncest € U, s € VyUnV = (. Claramente, U y V son abiertos-cerrados. De esto,
S. s Dy (y por lo tanto, Hausdorff y 77). Notemos S,, no tiene puntos aislados por la
definicidén de sus abiertos.

Para ver que S, es cero dimensional resta probar que admite una base de
abiertos-cerrados. Consideremos B el conjunto de todos los U C S, tales que

) Paratodot e UyneNconn<|t], t|_eU;

1) Paratodot e U, existe k €« Ntalquesin >k, t"neU.
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Sea U € B. Por 2, U es abierto. Consideremos ¢t € S, \ U. Por 1,t"N C S, \ U, entonces
S, \ U es también abierto. Asi, U es abierto-cerrado.

Claramente, si V' es un abierto de S,, con () € V, entonces existe U € Btalque U C V.
Por esto, consideremos
f={s"U:s€S,yU e B}

Entonces /5 es una base de abiertos-cerrados de S....

Por dltimo, probemos que S, es homogéneo. Sean s,t € S,. Por 2.1.7, debemos
encontrar U y V abiertos-cerrados con s € U y t € V tales que (U,s) =~ (V,t). En
particular, tomemos U = [s] y V = [t]. Ademas, consideremos | = [t|, m = |[s|,
t=(to,t1, s ti—1) Y S = (S0y -y Smu—1)-

Consideremos la funcion

¢: [t] = [s]
r = o(r).

donde si r € [t] con r = (to,t1, ..., ti—1, 77, ..., ), €ENtONCES
O(r) =8 (T ey Tp) = (S04 ey St Tly oovs Tp)-

Esto es, ¢(r) quita los primeros [ elementos de r y la extiende con s por la izquierda.

En efecto, la funcion ¢ cumple que ¢(t) = s y es biyectiva. Su efecto geométrico es
trasladar, en orden, la rama [t] a la rama [s].

Veamos que ¢ es continua. Dado U un abierto de [s], queremos ver que ¢~ (U) es un

abierto de [t]. Sea r € ¢~'(U) con r = (tg,t1,...,t1_1,71, ..., 7). COmo U es abierto, existe
k € N tal que sin > k,

O(r) " n = (S0s ooy Sm—1,T1y -y Tpy 1) € UL
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De esto, para todo n > k,

rTn = (to,th, b1, T e Ty n) € ¢ H(U).
Por tanto, ¢~!(U) es abierto. La continuidad de ¢! es andloga. Asi, ¢ es un
homeomorfismo. 0

Por 2.2.1, existe una topologia +-invariante 7 en Z tal que S, ~ (Z,7). De hecho,
mostraremos que tal espacio es Z 4. Esto no es de extranar pues los abiertos de dichos
espacios tienen una caracterizacién similar. En el siguiente teorema mostramos que
efectivamente S, =~ Z 4.

Teorema 2.4.8. Sea A un conjunto de interseccion finita. Entonces, S, ~ Z 4.

Demostracion. Sea U un abierto de Z 4. Como Z 4 es regular, por 2.1.7 sigue que U ~ Z 4.
De esto, si U =~ S, entonces Z, ~ S,. Asi, construiremos un abierto U de Z, y un
homeomorfismo ¢ : U — S,.

Construiremos recursivamente conjuntos infinitos A,, y definiremos ¢ en cada A,, para

tomar U = |J A,, U{0}. Para esto, nuestra intencion es que si z € A,, para algun m,
meN

P(A+2) S o(2)"N.

Fijemos una enumeracion de Z = {z, : n € N} con z, = 0. Definamos A4, = A\ {0} y para
cada m € Ny A,, que construyamos, numeraremos A,, = {an : n € N}. Aclaramos que
la numeracién de los A,, no mantiene el orden de sus elementos como nlimeros enteros.

Empecemos a construir ¢. Tomemos ¢(0) = () y definamos ¢(ay,,) = (n), paratodo n € N.
Consideremos
im=min{k € N:z, € Agy ¢(zx) " n & ¢(A), paratodo n € N}.

Tomemos
A= (A+2z,)\ (A u{0})

y definamos ¢(a ,,) = ¢(z;,) " n, paratodo n € N.
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Sea ahora

ip=min{k eN:z € UAi Y o(z) " n ¢ b (U AZ-) , para todo n € N}.

1<2 1<2
Definamos

Ay = (A+2,)\ (UAZ- U {0}) :

1<2

Establezcamos asi ¢(as,,) = ¢(z;,) " n, para todo n € N.

Sigamos con la recursion. Supongamos que para m € Z* hemos definido i,,, A, Y ¢(am.n)
para todo n € N, tales que

) iy =min{k e N: 2z, € |J Ay o(zr) né¢ o < U Ai> , para todo n € N};

<m <m

) Ay = (A+2.)\ (U A U{O})

M) ¢(amn) = ¢(2i,) n.

Tomemos

ime1 =min{k eN:z € (] Ay o(z) ngégb( U A),paratodOneN}

<m-+1 i<m—+1

y sea
Am+1 = (A+ zim+1) \ < U Ai U {O}> .
<m-+1

Definamos entonces ¢(an+1,,) = ¢(2,.,,) n, paratodo n € N.

Con esto, hemos acabado la construccion de ¢. Resta verificar que dom(¢) es abierto,
ran(¢) = S, y ¢ es un homeomorfismo.

Consideremos

U=|]JAnU{0}.

meN
Claramente, dom(¢) = U. Veamos que U es un abierto de Z4. Sea z, € U con k # 0
(el caso de z;, = 0 es trivial pues A C U). Entonces, z, € A, para algun p € N. Basta
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entonces probar que en algun paso m, z, = z; ,,pues A+ z;, = A+ 2. C* A,y A, CU.
Para esto, es claro que inmediatamente después del paso p,

ae |J Ay o) n¢¢<UA>

i<p+1 i<p+1

para todo n € N. Asi, por la naturaleza de la construccion, & es el minimo
de los subindices analizados en alguno de los posteriores k pasos, esto es,
me{p+1L,p+2 ..,p+k}

Probaremos que ran(¢) = S, mediante induccion matematica sobre la longitud de los
elementos de S,,. El caso base es trivial. Supongamos ahora que paran € N, sit € S,
y |t| = n entonces t € ran(¢). Sea s € S, con |s| =n+ 1y s = (sg,s1,..., S,). Jomemos
t = s}[n], esto es, t = (sg, $1, ..., Sp_1). COMoO |t| = n, existe z; tal que ¢(zx) = t. En algun
paso m, k = i,,, entonces s € ¢(A,,) =t N.

Veamos que ¢ es un homeomorfismo. Como la inyectividad sigue de la construccion,
entonces ¢ es biyectiva. Probemos que es continua. Sean U un abierto de S, y z, €
¢~1(U). Como U es abierto, existe n* € N tal que si n > n*, entonces ¢(z,) " n € U.
Sabemos que dicho k£ = i,, en algun paso m, con ¢(A,,) = ¢(z;, )" N. De esto,

Ar = A{amn:n>n*} C o H(U)

y (A+2z,) C* AX,pues (A+ z;,) C* A, por2.4.3y A, C* A* . Asi, ¢71(U) es abierto.
La continuidad de ¢! es semejante. Por todo lo dicho, ¢ es un homeomorfismo. O

Para terminar esta seccion, mostraremos que S, no admite una estructura de grupo
topolégico. Para esto debemos estudiar las sucesiones convergentes (s,),, en S,,.

Definicion 2.4.9. Sea (k,), una sucesion de numeros naturales. Diremos que (k). €s
casi creciente si para todo m € N, existe n* € N tal que si n > n*, entonces k,, > m.

Claramente, si (k,), €s una sucesion creciente de naturales, entonces es casi creciente.
Una sucesion casi creciente que no es creciente es (1,2,1,2,3,2,3,4,3,4,5,4,5,6, ...).

Proposicion 2.4.10. Sea (s,), C S, una sucesion sin subsucesiones triviales. La
sucesion (s,), €s convergente si, y solo si, existe s € S, tal que para todo n
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suficientemente grande,

Sp = 3Ak3n7
donde (k,), C N es una sucesion casi creciente. En particular, s,, — s.

Demostracion. Veamos la primer implicacién. Supongamos que (s,), — s. Como [s]| es
un abierto tal que s € [s], entonces s,, € [s] para todo n suficientemente grande. De esto,
podemos asumir sin pérdida de generalidad que

Sp =58 t,,

donde ¢, € S,, para todo n € N. Ademas, como (s,), no tiene subsucesiones ftriviales,
podemos asumir que s,, # s, para todo n € N.

Claramente, para cualquier m € N, [s”m] N {s, : n € N} es finito, porque [s] \ [s"m] es un
abierto que tiene a s. De esto, para m € N sigue que

Vin = ([ m] \ {sn : n € N}) U{s " m}

es un abierto. Asi, tomemos

V=]V

meN
Notemos que los Unicos elementos s,, que pueden estar en V' son de la forma s~ m, para
m algun natural.

Existe n* € N tal que sin > n* s, € V. Asi, si n > n*, entonces s, = s k,, para
alguna sucesion (k,), € N. Es claro que (k,,),, es casi creciente, porque no puede tener
subsucesiones constantes.

Probemos ahora la reciproca. Supongamos que existen s € S,y n; € N tales que si
n > ni, entonces

Sp =8 kny,

donde (k,), es casi creciente. Veamos que s, — s. Sea U un abierto tal que s € U.
Existe n, € N tal que si n > ny, entonces s—n € U. Como (k,),, €s casi creciente, existe
ns € N tal que sin > ng, k, > ny. Tomemos n* = méax{ny, no, n3}. Asi, si n > n*, entonces
sp €U. O
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En el siguiente resultado demostramos que S,, no es un grupo topoldgico para ninguna
operacién de grupo *. En efecto, probamos que la funcién ¢(z,y) = = * y no es continua.

Teorema 2.4.11. S, no admite una estructura de grupo topoldogico.

Demostracion. Sea * una operacion de grupo en S,,. Probaremos que ¢ : S, x S, — S,
con ¢(z,y) = x * y no es continua. Para esto, iremos por contradiccion.

Supongamos que ¢ es continua. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que () es
el elemento identidad del grupo.

Sea (k,), una sucesion casi creciente. Es claro que (k,) — (). En particular, ((n)), es
una sucesioén casi creciente. Asi, por la continuidad de ¢,

En este sentido, lo que haremos es construir una sucesion casi creciente (k, ), tal que

(n) * (kn) = ().

Sea r € N. Consideremos (s”),, una sucesion constante con s” = (r). Tenemos que
n n

Como (n) * s # s' = (r) para todo n € N, entonces la sucesion ((n) * s!),, no tiene
subsucesiones triviales. Asi, por 2.4.10, para todo n suficientemente grande

(n) * 53, = (r) " tn,
donde (t,),, es casi creciente.
Consideremos (s?),, = (0). Existe ny € N tal que

(no) * (0) = (0)"lo,

para algun [, € N. Definamos entonces k,, = 0, para n < n,. Notemos que |(ng) * (0)| = 2.
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Sea ahora (s!),, = (1). Podemos tomar n; € N con n; > n, tal que
(n1) = (1) = (1)"l,

con [; € N. Definamos asi k,, = 1, para ny < n < ny. De igual forma, |(n;) * (1)| = 2.

Sigamos con la recursion. Supongamos que para m € N hemos definido n,, y [,, naturales
tales que

) (nm) * (m) = (m) " ln;
) k, =m,paran, 1 <n < n,.
Entonces, si (s7*1),, = (m + 1), podemos tomar n,,,; € N con n,,.; > n,, tal que
(Nmg1) * (M + 1) = (M + 1) g,

donde /,,.; € N. Tomemos k, = m + 1, para n,, < n < n,,+;. Destacamos nuevamente
que [(rm11) * (m + 1) = 2.

Claramente, la sucesion (k,),, es casi creciente. Consideremos {n,, : m € N} el conjunto
de naturales tomados en la construccién de (k,),. Para la subsucesién

vale que |(n,) * (k,,)| = 2, para todo m € N. De esto, por 2.4.10 sigue que
(M) * (ky,. ) - (). Por lo tanto, (n) x (k,,) - (), una contradiccion.

Sigue que ¢ no es continua. Asi, S,, no es un grupo topologico con x.
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