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Posteriormente, gracias a una modificacién del método desplazamiento, corte y reflexion, empleado
por autores como Letelier y Gonzélez, se obtiene el método de desplazamiento, corte, llenado
y reflerion. Este nuevo método permite encontrar una expresion para la densidad de masa, la
cual depende del potencial gravitacional de la galaxia y adicionalmente de una funcién especial,
denominada h(z), la cual juega un papel muy importante en el desarrollo de éste trabajo pues es

la encargada de darle el espesor al disco.
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INTRODUCCION

“Las galaxias son a la astronomia como los dtomos a la ciencia”. Esta analogia es correcta
en el sentido que las galaxias son sistemas que se pueden imaginar aisladas de otras galaxias, que
generalmente mantienen una tnica identidad a lo largo de su evolucién, con excepcion de algunos
fenémenos como colisiones y fusiones con otras galaxias. Pero las galaxias no son como el atomo,
en el sentido que a pesar que en su interior ocurren muchos fenémenos quimicos y dindmicos su
comportamiento se puede modelar de una forma sencilla analizdndola a grandes escalas [5]. El
comportamiento de esos sistemas de galaxias son determinados por las leyes de movimiento y la
gravitacion de Newton, donde una buena aproximacion para el campo gravitacional es imaginar
que la masa de la galaxia esta continuamente distribuida. Las soluciones analiticas obtenidas

proporcionan gran precision en los modelos para la distribucién de masa de galaxias.

En teoria newtoniana, modelos para cluster globulares y galaxias esféricas son presentados
por Plummer(1911)[20] y King(1966)[10]. Por otra parte, al tratar de describir la distribucién
de masa dentro de galaxias delgadas axialmente simétricas, Toomre (1962) [25] encontré una
familia de par densidad-potencial; el primero de ellos fue primero deducido por Kuzmin(1956)[11],
luego Miyamoto y Nagai (1975, 1976)[16] engrosaron la serie de modelos de disco de Toomre para
producir pares de potencial-densidad tridimensionales. En forma similar, Satoh(1980)[24] obtuvo
una familia tridimensional de distribucién de masa axialmente simétrica, esto basado en resultados
de Plummer. Una detallada descripcién de otros modelos de pares densidad-potencial usados en

modelos galdcticos se pueden consultar en el libro Binney and Tremaine [5].

Todo el trabajo aqui presentado fue realizado partiendo de una idea relativamente sencilla,
como lo es la construccién de un modelo newtoniano de disco delgado el cual se construye con
el método de desplazamiento, corte y reflexion. Con este método se han hecho trabajos donde

se ha encontrado la densidad superficial de masa y la velocidad circular para modelos planos de
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galaxias, este fue el trabajo de partida para el trabajo aqui realizado, se han analizado modelos de
discos delgados relativistas alrededor de un agujero negro y también se ha interpretado desde la
relatividad general, resultados de modelos de discos Newtonianos; estos resultados se encuentran

en [22], [12] y [27] respectivamente.

@ (b)

Figura 1: Construccion de un disco delgado.

La idea ahora es la de generalizar el modelo de disco delgado a un modelo newtoniano de disco
grueso, donde en una primera aproximacién el espesor del disco galactico no era considerado, por
ejemplo, el radio del disco de nuestra galaxia es aproximadamente 10Kpc y su espesor es de 1Kpc,
en un modelo mds real este espesor necesita ser considerado [5]. Esto se logra agregando un paso
al método para construir discos delgados, este paso es el de llenado, con lo cual el nuevo método
es desplazamiento, corte, llenado y reflexion, con éste método ya se han modelado discos gruesos

relativistas; esto se puede ver en [6] y [26].

Para la construccién del disco grueso se requiere un potencial gravitacional, este potencial
es hallado resolviendo la ecuacién de Laplace con el método de separacion de variables; este
procedimiento no se expone en el desarrollo del trabajo pero puede ser consultado en cualquier
libro de matematica avanzada, [2] [8]. Parte importante de cualquier modelo matematico en fisica
son los sistemas coordenados, éstos estan dados por la naturaleza geométrica de la fuente que
origina el campo gravitacional, es por este motivo que existen trabajos cuyas soluciones estan
dadas en coordenadas oblatas y prolatas, [14] [18] [19] [21] [22], estas soluciones dependen de la
fuente, si es del tipo disco o es tipo barra; para los trabajos que estan expresados en las coordenadas
esféricas es logico pensar que la fuente implicada tiene forma puntual y es axialmente simétrica,

el que estos sistemas requieran formas especificas de la fuente gravitacional para este trabajo tal
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concepto no es importante, porque esa fuente sea cual fuere queda totalmente cubierta por un
cascaron grueso, este cascaron hara las veces de fuente gravitacional y aunque los tres sistemas

coordenados son simétricos tanto axial como temporalmente presentan distintas soluciones [21].

Si bien el sistema utilizado para plantear este trabajo son las coordenadas cilindricas para el
desarrollo del mismo son utilizadas las coordenadas esféricas, pues con su simetria axial permite la
imposicion de las condiciones de contorno requeridas en el potencial gravitacional, las soluciones
que se obtienen son de tipo exactas y estdn representadas por los polinomios de Legendre, los
cuales son muy reconocidos en la fisica-matematica, de gran importancia y con unas caracteristicas
propias que las hacen un tipo de soluciones muy apetecido por su simplicidad y elegancia, [2], [8].
Aunque en célculos preliminares se utlilizaron las coordenadas esféroidales oblatas y prolatas, los
resultados de estas no fueron incluidos porque los resultados son similares a los obtenidos con las

coordenadas esféricas a pesar de que sus expresiones son mas complejas y extensas.

Para encontrar la densidad de masa para la familia de discos gruesos es necesario idear un
nuevo proceso, pues el utilizado en los trabajos de discos delgados no sirve porque fue hecha para
z = 0, donde la respectiva ecuacién es L(R) = z1o [%—szo +, [22]. La ecuacién de densidad de
masa que se necesita parte del concepto de desplazamiento, corte, llenado y reflexion, al entender
este método como una transformacién de coordenadas sobre el eje z haciendo z — Z+b, si se hace
esta transformacién de coordenadas sobre el Laplaciano, el resultado de esta transformacién es
una ecuacién que depende de las derivadas de una funcién especial la cual se denomina h(z). h(z)
puede ser manipulada matematicamente de modo que la ecuacion se anule con esto se obtiene
la ecuacion de Laplace, pero la idea es no anular la ecuacién para asi poder compérala con la

ecuacién de Poisson y de este modo hallar la ecuacién para la densidad de masa para una familia

de discos gruesos.

Cabe aclarar que la funcién h(z), debe cumplir con ciertas propiedades que serdn expuestas
en el transcurso del trabajo y que la funcién encontrada en este trabajo es la forma mas simple.
En [26], se describe una forma més general de esta funcién. Por dltimo se calcula una expresién
general para la densidad de masa, se ddn algunas densidades particulares, se hacen sus respectivas

graficas y se calculan las respectivas masas.



Capitulo 1
MODELOS GRUESOS DE GALAXIAS

INTRODUCCION

Se presentan las herramientas matematicas necesarias para la construccion de modelos gruesos
de galaxias. Estos modelos de galaxias son caracterizados por un Potencial Gravitacional y una
densidad de masa, el potencial es hallado por medio de la solucién de la ecuaciéon de Laplace
la cual es sometida a ciertas condiciones fisicas de contorno y la densidad de masa se encuentra

gracias al método de desplazamiento, corte, llenado y reflexion.

Las condiciones de contorno son leyes naturales que se le deben imponer al modelo, por ejemplo,
debe existir una reflexiéon con respecto al eje z = 0 y que el campo gravitacional sea igual en
magnitud y en sentido contrario para los limites superior e inferior del disco z > ay z > —a,

siendo a el grosor del disco; esto se estudiard en detalle en la seccién 1.1.

Por otra parte, se debe tener en cuenta que debe existir continuidad en el campo gravitacional
en el interior del disco, en la seccion 1.2 se estudia el método de desplazamiento, corte, llenado y
reflexion, se presenta este método de forma gréafica y su interpretacién matematica la cual es una
transformacién de coordenadas. Para terminar en la seccion 1.3 se encuentra la funcién matemética

[h(2)], la cual describe la materia contenida en el interior del disco.
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1.1 TEORIA DEL POTENCIAL Y CONDICIONES DE
CONTORNO

Para la construccién de un modelo matematico de un disco grueso se debe hallar un potencial
gravitacional ®(R, z) y una densidad de masa p(R, z) asociada a este potencial, donde (R, z) son
las coordenadas cilindricas usuales. Para que el potencial sea el adecuado en el modelo de disco
grueso se deben imponer ciertas condiciones de contorno; si se analiza la Figura 1,1 se observa
la direccion que tienen las lineas de campo, las cuales van es ese sentido porque la masa tiene la

propiedad de ser atractiva. También se puede apreciar que el campo tiene una reflexién ecuatorial,

Figura 1.1: Lineas de campo gravitacionales para un disco grueso

lo cual indica que la masa esté igualmente distribuida por encima del plano ecuatorial como por
debajo de este, cabe aclarar que esto no indica que la masa este distribuida de forma uniforme en
el disco, pues la mayor cantidad de masa esta concentrada en el centro del disco y va disminuyendo
a medida que se aleja de este. Teniendo en cuenta lo anterior se establece las siguientes condiciones

sobre el potencial gravitacional ®(R, z):

1. Reflexion ecuatorial:

B(R,z) = B(R, —2), (1.1)

donde (R, z) son las coordenadas cilindricas usuales, con esta condicién se esta asegurando
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que
0P 0P

5 ‘z:a*_ _a ‘z:—aJﬂ

lo cual indica que la componente normal a la linea del campo gravitacional tienen el mismo

(1.2)

valor para z > ay z < —a.

2. Continuidad,

o0 o

& ‘z:a+ - E |z:a*7 (13&)
0o od
o2, _ 0%, 1.3b
Oz |z——a+ Oz |z——a ) ( 3 )

con (1.3) se garantiza que el potencial ® y el campo gravitacional —V® existen en el volumen

y son continuas en todo el espacio.

1.2 DENSIDAD DE MASA p(R, 2)

En esta seccién se encuentra la densidad de masa con un método geométrico sencillo, el cual

es el de desplazamiento, corte, llenado y reflexion,[6] éste se divide en los siguientes pasos:

1. Se escoge la superficie que divide el espacio en dos partes.

a) Uno con singularidades o fuentes.

b) Uno sin ellas.
2. Se omite el espacio con singularidades.

3. Sereemplaza el espacio sin singularidades por un cascarén grueso, de tal forma que la materia
contenida dentro del cascarén se describa por funciones continuas con primeras derivadas

continuas.

4. Luego se utiliza la parte inferior del cascarén para realizar la inversién.

Matematicamente el anterior procedimiento es andlogo a realizar una transformacién de coorde-
nadas z — Z = h(z) + b. Como se sabe en gravedad newtoniana el potencial es solucién de la
ecuacién de Laplace, escribiendo esto en coordenadas cilindricas

P
V2P = & pp + TQR + D, =0. (1.4)
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_____ NV NN N P Ps
@ (b)

i i i i i i i i f s

TR b
© (d)

Figura 1.2: Forma grifica del método: (a)Se desplaza una distancia a, (b)Se omite el espacio con singu-
laridad, (¢) Se reemplaza el espacio por un cascarén grueso, (d) Se realiza la inversién de la parte inferior
del cascarén.

Como se menciono anteriormente se debe realizar una transformacion de coordenadas z — 2

sobre el Laplaciano, esto se hace con la siguiente transformacién:

R

I
=

(1.5)

z— Z="h(z)+b, (1.6)

se puede ver que la ecuacién de transformacién para R (1.5) es la idéntica, por lo tanto solo se
utiliza la ecuacién de transformacion (1.6), aplicando la transformacién (1.6) en la ecuacién (1.4)

se obtiene la transformacion ®/,, — ®r3;, para esto se hace lo siguiente:

segin (1.6), (1.7) se reduce a:
) (1)
2
52 =5 (ohs): 09
2 2 2 2
o = e (02) * o0 @10

de la ecuacién (1.10) se obtiene:

Doy = (W)@ pp + B'® p, (1.11)
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por lo tanto la ecuacién (1.4) se transforma en:

V(R 2) = pp + }:%R + (W)2® gy + 1D, # 0. (1.12)

Ahora bien, si se toma la ecuacién (1.4) y la se manipula adecuadamente se obtiene lo siguiente:

V2®(R, 2) = Qrp T q}f + @ pp — P+ (W)@, + By, # 0, (1.13)
y teniendo en cuenta que:
V2®(R,z) =0, (1.14)
V20(R, %) =0, (1.15)
V2®(R, %) # 0, (1.16)
se obtiene:
V2O (R, 2) = V2O(R, 2) + [(W)* = 1]® pp, + ' Py, # 0, (1.17)
de (1.15) en (1.17) se obtiene:
V2O(R, 2) = [()? — 1]®rpp, + KW' ®ry #0, (1.18)

esta es la ecuacién de Laplace para el nuevo sistema coordenado (R, Z), pero por conveniencia se
escoge que tanto [(h/)? — 1] como h” sean distintas de cero, de esta forma se puede comparar con
la ecuacién de Poisson

V2®(R, 2) = 4nGp, (1.19)

y despejando p, se llega a la forma para la densidad de masa la cual es:

- 1
pR2) = o {10 = 0+ 1D} (1.20)

donde se observa que ésta es una forma generalizada de la densidad de masa, estd expresada en las
coordenadas (R, 2) y depende del potencial gravitacional y de la funcién h(z), la forma de tratar

esto se da en la siguiente seccion.

1.3 FUNCION QUE DESCRIBE LA MATERIA EN EL
INTERIOR DEL DISCO.

Para hallar una funcién que describa de forma adecuada la materia en el interior del disco,

h(z) se tiene que someter a ciertas condiciones de contorno, las cuales son:
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1. La materia contenida dentro del disco, debe ser descrita por funciones continuas con primeras

derivadas continuas.
2. La densidad de masa fuera del disco, debe ser nula.

3. La funcién h(z), debe hacer que la distribucién y cantidad de masa para 0 < z < a y

0 > z > —a sean iguales, en otras palabras que p(R, z) = p(R, —z).
4. La mayor cantidad de materia que constituye al disco debe estar concentrada en el plano

z=0,

teniendo en cuenta estas condiciones se llega a la conclusiéon que la funcién h(z) debe ser una

funcién compuesta, una para el interior y otra para el exterior del disco.

Para el exterior del disco p = 0, y de la ecuacién (1.20) se obtiene:
[(h/)z — 1Dy, + h//‘I)/h =0, (1.21)

de esta ecuacién se puede ver que [(h')? — 1] y h” deben ser cero. Si " = 0, entonces

W) = a (1.22)
h(z) = az+p. (1.23)
Ahora bien, si [(h/)? — 1], se ve que
[h(z)]?—1=0, (1.24a)
[h(2))% =1, (1.24b)
h(z) = +1, (1.24c)
h(z) = +a'z+ (. (1.24d)

Para el interior del disco p # 0, la forma més simple para la funcién h(z) es:
h(z) = pz* + Bz + 7, (1.25)

a la ecuacién (1.25) se le deben aplicar dos grandes propiedades:
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1. De la propiedad 3 para h(z), se concluye que esta funcién debe ser descrita por funciones

pares dentro del disco por lo tanto 5z = 0,

2. De la propiedad 4, se ve que v = 0,

teniendo esto en cuenta, la ecuacién (1.25) queda reducida a:
h(z) = p2?, (1.26)

ahora, de la propiedad 1 se ve que estas dos funciones (1.24d) y (1.26) deben ser continuas en el
limite del disco, h(2) |,+= h(z) |,~ entonces:
1. para z = a,
da+ B = pa?, (1.27)
2. para z = —a,

—d/(—a) + ' = pa?, (1.28)

resolviendo estas dos ecuaciones (1.27) y (1.28) se obtiene:
da+ f = pa?, (1.29)
ahora de la misma propiedad 1, se sabe que la funcién h(z) debe ser continua en su primera
derivada, h/(2) |,+= I/ (2) |4~ por lo tanto:
1. para z = a,
o =2ua (1.30)
2. para z = —a,

—a’ = —2pa, (1.31)

si se reemplaza (1.30) 6 (1.31) en (1.29) y con o =1

a+f = g (1.32a)

B = ,g’ (1.32b)
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con estas constantes ya determinadas se puede expresar la funcién h(z) de la siguiente forma:

z—a/2 z > a,
h(z) =< 2%/2a —a < z<a, (1.33)
—z—a/2 z < —a,

tomando la funcién h(z) definida arriba se puede generar un disco de poco grosor 2a, el cual
estard localizado en la regién —a < z < a, de aqui se puede ver que la funcién h(z) en |z| > a es

una funcion lineal de z de tal modo que h/(z) =1y por lo tanto sus segundas derivadas son cero.

Ya con la funcién h(z) bien definida se encuentra la densidad de masa para esta funcién
en particular, si se reemplaza (1.33) con la funcién para el interior del disco con el intervalo

—a < z < aen (1.20) se obtiene que la densidad de masa es:

1
p(R, 2) = m[a@/h + (2’2 — CLQ)(I)/hh], (134)

donde @ j, indica la derivada del potencial gravitacional con respecto a la funcién h y por supuesto
® 5, es la doble derivada del potencial. La ecuacién (1.34) representa la forma general de la
densidad de masa de una galaxia gruesa axialmente simétrica, se ve que depende de las derivadas
del potencial gravitacional con respecto a h(z) y del pardmetro a el cual debe ser siempre mayor

que cero a > 0.



Capitulo 2

MODELOS PARTICULARES PARA LA DENSIDAD
DE MASA

INTRODUCCION

En este capitulo se desarrolla una ecuacion general para la densidad de masa en coordenadas
esféricas, este desarrollo es posible gracias a las formulas de recurrencia que posen los polinomios de
Legendre, cabe aclarar que las férmulas de recurrencia fueron manipuladas a nuestra conveniencia
porque las ecuaciones que nos ofrecian los libros consultados [1], [2], [3] no eran del todo buenas
para los resultados queridos, por ejemplo, las relaciones de recurrencia dependen del término
P,_1(x), esto ocasionaria que los polinomios de Legendre para n = 0 no tengan un valor fisico
aceptable, por lo tanto esta serd la parte cambiada ademas de la deduccién completa de PQHn(J))
Para terminar este capitulo, se calculan las densidades de masa particulares pg, p1, p2 ¥y p3, se

incluyen las masas y sus respectivas graficas.

2.1 MODELO GENERAL PARA LA DENSIDAD DE MASA
EN COORDENADAS ESFERICAS

La ecuacién general para el calculo de la densidad de masa esta dada por la ecuacién (1.34):

1
p(R, z) = m[aq),h + (2% = a®)® ), (2.1)

donde se necesita el potencial gravitacional de la galaxia en coordenadas esféricas, este potencial

gravitacional esta dado por [8]:

> ConPop(cosb)
®(r,0) = — Z NGNS R (2.2)
n=0
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donde Py, es el polinomio de Legendre en coordenadas esféricas usuales, (r,@).

De (1.34), se ve que se necesita la primera y segunda derivada del potencial con respecto a h,

estas derivadas son respectivamente:

(I),h = q)m?“,gi’h + @799755’}“ (23)

pero
h=Z+b—Zz,=1, (2.4)
Dy =D (r2)? + B sz + Dgp(05)% + D g0 5z, (2.5)

de las ecuaciones (2.3) y (2.5), se ve que se necesitan las derivadas de 7z, r 3z, 05 y 0 33, estas

derivadas son:

ri= 7(R2 n 22)%7 (2.6a)
rz = cost, (2.6b)
1 52
rs = S S— (2.6¢)
(R?+2%)2 (R?+2%)2
2
rzz = 1o 97 (2.6d)
T T

donde las ecuaciones (2.6a) y (2.6¢) estan dadas en coordenadas cilindricas y las ecuaciones (2.6b)

y (2.6d) estan dadas en coordenadas esféricas.

R
0,2 = _R2 + 227 (27&)
0:=—"0, (2.7b)
T
2R?
0z = R+ 22 (2.7¢)
2sin 0 cos 0
0= % (2.7d)

donde las ecuaciones (2.7a) y (2.7c) estan dadas en coordenadas cilindricas y las ecuaciones (2.7b)
y (2.7d) estan dadas en coordenadas esféricas. Para encontrar la ecuacién general de la densidad

de masa ademads de las anteriores ecuaciones, se necesitan las derivadas del potencial gravitacional,
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como lo muestra la ecuacién (1.34), estas derivadas son:

e}

O, == (2n+1) Coy w, (2.8a)
n=0

P,y =— i(Qn +1) (2n+2) Cay W, (2.8b)
n=0
Z Con ]3271(2%2?9)’ (2.8¢)

D gp = ZC'zn PQ”%E:?)Q), (2.8d)

donde P’(cos ) indica derivada con respecto a 6.

Segun [1], [2], la férmula de recurrencia para la primera derivada del polinomio de Legendre
es:

(22 — 1) P, (z) = naP,(z) — nP,_1(x), (2.9)
pero el ultimo término de la ecuacién (2.9) se puede reemplazar por:
nPy—1(x) = 2n+ 1)aP,(x) — (n+ 1) Pyy1(x), (2.10)
reemplazando, (2.10) en (2.9) se obtiene:
(22 = )P, (z) = (n+ 1) Poyi(a) — (n+ DaPy(x). (2.11)
También se necesita la segunda derivada del potencial gravitacional ® gy, para hallarla se
tomara como base la derivada de la ecuacién (2.11), esto se ve en la siguiente ecuacién:
(2* = D P, ()] = [(n+ 1) Pusa(@) = (n+ D)z Pu(2)], (2.12)
abriendo esta derivada se obtiene:
20P, (z) + (22 — 1) P, (z) = (n + 1)P, . (z) — (n + 1)Py(z) — (n + 1)z P, (x), (2.13)
organizando un poco los términos de la ecuacién , se llega a la siguiente expresién:
(a® = )P, (x) = (n+ D[P (2) = Pa(@)] = (n+ 3)zP, () (2.14)
donde P/ (z) es (2.11) y P;H(x) es

(@® = )Py (2) = (0 + 2)[Paga(@) — wPsa (@), (2.15)
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reemplazando (2.11) y (2.15) en (2.14), se obtiene:

(n + 2)(Pn+2(x) - $Pn+1(.%'))

"

(> —=1)P,(z) = (n+1) 57 — P, (x) (2.16)
_(n+3)(n+ Da(Poti(z) — 2P (2))
x2—1 ’

organizando un poco la ecuacion:

n n xT) — n n T T n n .’E2
P() = 00 D) = G D0t Dibos(a) 4 D0+ UL

reemplazando (2.6), (2.7), (2.11) y (2.17) en la ecuacién (1.34) se obtiene:

Q] 0 9
p(r,0) G {a {Acos@ + B( o0 )} + (2% — a?) [D(cos@) —i—A(SH; )+ (2.18)
sin 6 2sinf cosd
p(-2 y p(2BRU 08T
(-0 g pPEEt )
donde
> (2n + 1)Coy, Py (cos 0)
A = Z o2 ’ (2.19)
n=0
B Con(2n + 1)[Pan+1(cosB) — cos 8 Py, (cos 0)]
B = Z (cos2 6 — 1)r2ntl ’
Con(2n+2)(2n + 1) Py (cos 6)
D = - Z r2n+3 )
B - _ Z Con(2n+2)(2n + 1) Pypq2(cos8) — (4n + 5)(2n + 1) cos 0 Py, 11 (cos 0)
B (cos? 0 — 1)r2ntl

N (2n +1) [(2n +2) cos? 0 + 1] Py,
(cos?§ — 1)r2n+l ’
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organizando un poco los términos, se obtiene:

p(r,0) = ﬁ {a cosf(1 + sinf) ; (2n + Sli)ncg:;:if;(cos 0)
_ani:% (2n + 12525533:;1(005 9)
(22 —d?) i (20 +1) [sin®6 — (2n +T 222;?82 0 — 1] Can Pan(cos 6)
n=0
(22— a?) cos? 0 i (2n+1)(2n :Zi)rggnPgn(cos 0)
n=0
+(2% — a?) cosh Z (2n +1)(4n +,,ZT)£32RP2”+1(COS 9)

(2.20)

2n + 1)(2n + 2)Cq, Poyy2(cos 6
2 2>Z( +1)( +r23l+§ o2 >}’

n=0
esta ecuacion es la forma general para encontrar la densidad de masa esta expresada en coorde-
nadas esféricas, se puede apreciar que tiene una constante Con la cual aparecerd en cada uno de
los términos particulares para la densidad de masa de cada disco, esta constante le aporta peso
a la ecuacion; para hacer la respectiva grafica de los valores particulares de la densidad se debe

pasar a coordenadas cilindricas, esto es p(r,0) — p(R, %), y Z — 22/2a +b.

Para el calculo de la masa de cada disco es necesario integrar la anterior ecuacién (2.20) de la

2 a 00
M :/ / / 5 RARdzdy, (2.21)
0 —a JO

p = 4nGa’p, (2.22)

siguiente formas:

donde p es:

M = 4nGa*M (2.23)

2.2 DENSIDADES DE MASA PARTICULARES

En la seccién anterior se determiné la forma general de la densidad de masa para un disco

galactico grueso, esto es posible gracias a las relaciones de recurrencia que tienen los polinomios
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de Legendre. En esta seccién se vera como son las densidades de masa particulares y su respectivo

comportamiento de forma gréfica todo esto basados en la ecuacién (2.20).
2.2.1. CALCULO DE LA DENSIDAD DE MASA Po

Se toma la ecuacién (2.20) y se reemplaza el valor de n = 0, con esto se obtiene:

(r0) — 1 acos 01 +sin0]CoPy(cosf) aCoPl(cos 6)
PORT A7 Ga? sin 2 sin fr2
in? 0 — (2) cos? 6 — 1] CoPy(cos 2)Co Pa(cos 6
(2’2 —a? [Sln (2) cos 3 ] 0Po(cos 0) _ (Z2 _a2)( )Co T?Q,(COS )+
P 4)Cy P,
(22 — a?) cos HW — (2% — d®) cos? GW} , (2.24)

reemplazando los valores del polinomio de Legendre [8], [2], se obtiene una ecuacién que se puede
manipular matematicamente cancelando términos similares, con esto se obtiene una ecuacién

simplificada la cual es:

po(r,0) = (2.25)

r2 r3

1 aCpcos(f) (22 — a?)Co[sin?(0) — 2 cos?(0)]
AnGa? { : * : } ’

pasando la ecuacién (2.25) de coordenadas esféricas a las coordenadas cilindricas, se obtiene:

1

pO(R7 Z) = ArGa2 {

322 + 2a(b— a))Cy | 3(a? — A)Co(* + QW} L @)

2(R2 + 72)3/2 4a2(R2 + 32)5/2
donde Z = 22/2a + b, a es el espesor del disco y b es el pardmetro matematico que se utilizo para
omitir la parte del espacio con singularidades, los dos parametros son positivos. Cuando b > a,
la densidad de masa es siempre positiva. La funcién h(z) presentada en (1.33) es la funcién mas
simple que cumple con las condiciones impuestas. La parte en el dominio de la funcién |z| < a
puede ser cambiada por la superposicién de cada funcién de z, en el limite del disco |z| = a

esta nueva funcién necesita coincidir continuamente con funciones lineales de z, de tal forma que

B (z) = 1.
2.2.2. CALCULO DE LA DENSIDAD DE MASA p,

El calculo de la siguiente expresiéon para la densidad de masa se realiza de igual manera a

como se calculd la expresion (2.26), esto es: se corta la serie de la expresién (2.20) en n = 1, de
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este modo se tiene la contribucién de n = 0 en po(r, 0).

1 { acosf[1 +sin0]CoPy(cosf)  acosf[1l + sinb](3)CaPa(cosh)

P1 (T7 9) +

AGa? sin Or2 sin Or4

(3)CaPs(cos ) 5 o [sin?60 — (2)cos? 6 — 1] CyPy(cos )
T i +(—a) r3

(1)CaPy(cos ) 5 o (3)[sin® 8 — (4) cos® § — 1] CoPs(cos §)
T e +(—d) P
—(z2 _ a2) cos? 0(4)00]30((305 0) _ (22 _ aQ) cos? 9(3)(6)02132((305 0)

"3 5
—|-(Z2 _ a2) COSG(7)COP1(COS 0) + (22 _ CL2) COSH(S)(11)02P3(COS 0)
r3 7o

R (2.27)

reemplazando el valor de los polinomios de Legendre en la ecuacién (2.27) y manipulando matematica-

mente para reducir la ecuacién se obtiene:

1 aCocos)  Co(2% — a?)(1 — 3cos?0)
0
pi(r9) 47rGa2{ r2 + 73
3aC3 cos (3 cos? § — 2sin? 0 — 1)
+
2r4
3Cy (2% — a?) [(3cos? @ — 1)(1 — 5 cos? ) + 2sin” H(3 cos? § — sin” 0
N 5(2% — a?) [(3 cos )( cos® 0) + 2sin” 0(3 cos sin” 0)] (2.28)
215
pasando la ecuacién (2.28) de coordenadas esféricas a las coordenadas cilindricas, se obtiene:
(R.2) — 1 aCoZ Co(2? — a®)(R? — 27%)  3a(C3%(2%% — R?)
PG Z) = G2 (R? 1 22)3/2 (R% 1 32)5/2 2R2 + 22)7/2

+302(22 —a?) [(22% - R?)(R? — 42%) + 2R*(37% — R?)] } 7 (2.29)

2(R2 + 32)9/2
se ve en esta ecuacién que la mayor parte de la densidad se encuentra concentrada en el centro
del disco, esto se ve al hacer z =0y R = 0, los parametros a como b son positivos, se ve también,
que el denominador de las expresiones estan siendo cada vez méas grandes, es de esperar que entre
mas términos se escojan en la serie los términos del denominador seran mayores haciendo que la
fraccién sea mas pequena, esto indica que la densidad de masa va disminuyendo y que la masa es

finita cuando R — oo.
2.2.3. CALCULO DE LA DENSIDAD DE MASA P2

Se corta ahora la serie en n = 2 con esto se tiene las contribuciones de los anteriores términos,

6 seaden =0,n =1, se toma la ecuacién general para la densidad de masa calculada en la
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secci6n anterior (2.20), y se reemplaza el valor de n = 2.

B 1 . CoPy(cos ) . (3)CoPsy(cos )
p2(r,0) = sl {a cos (1 + sin 9)75111 =) + acosf(1 + sin 9)—5111 0,
+acosf(1 + sin 9)—(5)C4P4(COS b _ (2% — a2)—(2)COP2(cos )
sin fr6 r3
(5)C4Ps5(cos ) 5 o [sin?60 — (2)cos? 6 — 1] CyPy(cos )
T in s + (" —ah) r3
(2 = a?) (5) [sin? 6 — (6) cos? 6 — 1] C4Py(cos 6) . (3)02.P3(COS 9)
r? sin Or4
) eo2gDOCPAS 1 ) o G)BICHP(cost)
r r
+(2% — a?) cos 0(7)001:3@08 %) + (22 — a?) cosh (3)(11)6;?53(COS 2
(2 —a?) C080(5)(15)C47P5(COS ) (22 — a?) cos? 0(4)00P(:)3(C0S 0)
r r
(2 - a?) (3)(4)0254(008 o) (22 — a?) (5)(5)0456(005 0)
r r
+(22 _ a2) (3) [Sin2 60— (4) 0082 0 — 1} CQPQ(COS (9) _ aCOI_)l (COS (9) 7 (230)
7o sin Or2

se reemplazan los respectivos valores de los polinomios de Legendre y manipulando algebraica-

mente en la ecuacién (2.30), se obtiene:

1 aCocos  3aCcosf(3cos? — 2sin?f — 1)
pa(r ) = ArGa? { 7z 274
5aCy cos 0(35cos*  — 30cos? 0 +3) (22 — a?)Cp(1 — 3cos? 0)
+ +
8r6 r3
3C5 [(3cos? @ — 1)(1 — 5cos? 0) + 2sin” 0(3 cos? § — sin? 6)]
a 25
_504(22 —a?)(35cos* @ — 30 cos? 0 + 3)(1 — 7cos? 0)
8r7
_75aC4(22 —a?) SiniSHCOSG(l — Tcos?0) (2.31)

N 75C4 (2% — a?) sin? 0 [7 cos® f(cos? § — 3 cos 0 sin ) + 2 cos® §(7 cos? 6 — 3)] }
9 ’
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si se pasa la ecuacién (2.31), de coordenadas esféricas a coordenadas cilindricas se obtiene:

PQ(R, 2)

1 aCoZ 3aC%(27% — 3R?)
4nGa? { (R? + 22)3/2 2(R? + 22)7/2

5aC12(82% — 2422R? + 3R*) (22 — a®)Co(R? — 22)

8(R2 + 52)11/2 (R2 + 22)5/2

3Co(2% — a?) [(22% — R?)(R? — 47%) + 2R*(3z* — R?)]
* 2(R? + 22)9/2
+504(z2 —a?)(8%* — 2472R? + 3R*)(R? — 62?)

8(R2 + 52)13/2
75aCy (2% — a?)R?2(42% — 3R2)
(R2 + 32)13/2

75C4 (2% — a®)R%(72* — 21R?%3 + 872 — 632 R?)

+ (RQ + 52)15/2 } )

(2.32)

En esta expresion se puede apreciar lo concluido en la expresién (2.29), que a medida que se
tienen en cuenta mas términos en la serie inicial para la densidad de masa, ecuacién (2.20), el
denominador crece, haciendo de este modo que la fraccién sea mas pequena, o en otras palabras
la contribucién hecha por el termino n = 2 a la expresién (2.29) es minima, esto es otra forma
de decir que la densidad de masa estd concentrada en el centro del disco y esto es un objetivo
implicito en éste trabajo, también se ve que la densidad tiene un simetria con el eje z y que es
axialmente simétrica pues en ningun resultado hasta el momento aparece una dependencia del

angulo.
2.2.4. CALCULO DE LA DENSIDAD DE MASA 03

Esta es la ultima expresién que se tendrd en cuenta en este trabajo, si desean reproducir un
término mas o cualquier término se puede hacer con la expresién general para la densidad de
masa (2.20), solo se debe expandir la serie hasta el término deseado y manipular los términos de

la mejor manera. Al igual que en los anteriores términos, se reemplaza el valor de n donde se desea
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cortar la serie, esto es:

CoPy(cos0)
sin Or2
(5)C4Py(cosb)

sin 076

p3(r,0) = acosf(1+sinh)

1
A7 Ga?

+acosf(1 +sinh)

+ acosf(1 + sinh)

+ acosf(1 +sinh)

sin Or4

(7)CsPs(cos )

sin 678

(3)Cy Py (cos h)

(22 — a?) cos® ) (B)CaPu(cost) (22 — a?) cos? (N (10)Co Ps(cos b)

7 9
+(z2 — a2) cosd (5)(15)%7}75(%8 f) + (22 — a2) cos 6 (7)(19)6;?9]37(608 9)
2 - a?) [sin? @ — (2) cos® § — 1] CoPy(cos ) B aCoPl (cosf)
73 sin Or2

(2 — a?) (3) [sin? 6 — (4) cos? 0 — 1] C2P>(cos 0) B a(S)Cng(cos 6)

7o sin Or4
(a2 — a?) (5) [sin? 6 — (6) cos? 0 — 1] C4Py(cos 0) ~(5)CyP5(cos )

r? sin Or6
2 — a?) (7) [sin? 6 — (8) cos? 6 — 1] CPs(cos 0) B a(7)06P7(cos 0)

79 sin Or8
—(2* — d®) cos? 0@4)6’01:%(0050) — (2% — d®) cos? 0(3)(6)0352((:08 %)
+(22 — a?) cos 9(7)001:2(6089) + (22 — a?) cos b (3)(11)0:;33((:08 )
o 2, (5)(6)CaPs(cost) 5 5 (7)(8)CsPs(cos )

(2% —a”) 7 (2% —a”) 5

(22— GQ)WZ@(“’SH) _(®—a?) (3)(4)%54(008 9) } 7
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una vez expandida y cortada la serie, se reemplazan los polinomios de Legendre en la expresién

anterior (2.33), luego se manipula algebraicamente para simplicar la ecuacién, con esto se obtiene:

B 1 aCocosf  (3)aCycosf(3cos? § — 2sin? — 1)
pa(r,0) = ArGa? { r2 + 274
(5)aCycosO(35cos* § —30cos? 0 +3) (22 — a?)Co(1 — 3cos?h)
* 86 * r3
(3)C2 [(3cos? 6 — 1)(1 — 5cos? 0) + 2sin? 6(3 cos? § — sin? )]
215
Cg cos 9%(231 cos® § — 315 cos* 6 + 105 cos? 6 — 5)
a
8
r
N Cp cos 0 sin? 9 (1386 cos? § — 1260 cos? 6 + 210)
a
8
(5)C4(2% — a®)(35cos* @ — 30 cos? § + 3)(1 — 7 cos? §)
* 87
B 75aCy (2% — a?) sin? § cos O(1 — 7 cos? )
8
N 75Cy (2% — a?) sin? 0 [7 cos? f(cos? § — 3 cos 0 sin ) + 2 cos® §(7 cos? 6 — 3)]
79
(7)C67- (231 cosb 0 — 315 cos? § + 105 cos? 6 — 5)(1 — 9 cos® §)
9
(2)Cg cos? 0 sin? Ok (—1386 cos® § + 1260 cos® § — 210)
79
(2)Ce sin? @ cos? 1356 (5 sin? 6 — cos? 0)
9
(2)Cg sin® 0 cos? 015 (90 cos? 6 — 277 sin? 6)
79
2 _ o2 (2)(210)Cg sin® 6+ (sin? 6 — cos? 6) }
9 ’

(2.34)
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si se pasa la ecuacién (2.34), de coordenadas esféricas a coordenadas cilindricas se obtiene:

1 aCoZ (3)aCy2(22% — 3R?)
4nGa? { (R? + 22)3/2 * 2(R? + 22)7/2

(5)aCyz(82% — 2472 R? + 3R*) (2% — a®)Co(R? — 22)

8(R2 + 22)11/2 + (R2 + 22)5/2

(3)Ca(2? — a?) [(222 — R?)(R* — 42°) 4+ 2R*(3z% — R?)]
* 2(R? + 22)9/2
(5)C4(2% — a?)(82* — 2472R? + 3R*)(R? — 62?)

8(R2 + 52)13/2
75aCy (2% — a®)R?2(42% — 3R2)  231(7)(2% — a?)Cs25(R? — 87?)
(R2 + 22)13/2 16(R2 + 22)17/2
+75C’4(z2 —a?)R%(77* — 21R?23 + 8322 — 632 R?)
(R2 +22)15/2
N (7)aCez [2312% — 31524 (R? + 2%) + 1052%(R? + 22)? — 5(R? + 7%)3]
16(R? + z2)15/2

aCsZR? [13862% — 12602%(R? + 22) + 210(R? + 2%)?]
- 16(R? + 22)15/2
(7)(2% — a?)Cs [-3152*(R? + %) + 10522 (R* + 72)? — 5(R? + 2%)3] (R? — 8%?)

16(R? + 22)17/2
(2)(2% — a*)Z2R*Cy [—13862* + 12602%(R? + 2%) — 210(R? + 2%)?]
16(R? + 22)17/2
(22 — a®)R?Cp [13862%(5R? — 2%) + 142%(902% — 277TR?) + 210(R? — 2?)] (R* + 2%) }

p3(R.Z) =

+

_l’_

+ (2.35)

16(R2 + 22)17/2
En esta ecuacién se puede afirmar todo lo que se ha venido concluyendo en las anteriores ecuaciones
para las densidades de masa, pues aqui se ve claramente que el disco grueso que se esta modelando
tiene la mayor cantidad de masa concentrada en el centro, si se hace R = 0 la mayor cantidad de
densidad de masa queda concentrada en el plano z = 0, y si se hace z = 0 se ve claramente que la
densidad de masa en el infinito tiende a cero, esto indica que la masa de éste disco es finita, como
se habia dicho tiene una reflexion con respecto al eje z pues la funcién que define la masa en el

interior del disco es par, hay que tener en cuenta los parametros a y b son enteros positivos.
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p| alKpc] b[Kpd Co Co Cy Cs M*10%7 M[Kg]* 10"
Masa para po

0 1 2.5 10 1337.2 31,897

0 1 1.5 1 104.68 2,497

0 0.5 0.5 1 490.86 11,709
Masa para p1

1 1 2.5 10 1 499.16 11,907

1 1 1.2 1 1 1.8 0,0429

1 1 2.5 15 8 748.74 17,851

1 0.5 ) 10 8 24.46 0,583
Masa para p2

2 1 2.5 10 10 8 499.16 11,907

2 1 1.2 8§ 15 50 1956.472 46,669

2 0.5 3 8 15 25 38.52 0,918

2 2 1 1 1 1 409.523 9,768
Masa para p3

3 1 2.5 10 10 8 10 499.16 11,907

3 2.5 4 1 1 1 05 107.98 2,57

3 2.5 3 ) 3 10 8 512.2 12,218

3 0.5 3 5 3 10 8 24.079 0,574

Tabla 2.1: Valores de los pardmetros con los cuales se construyeron las grificas y se calcularon las respectivas
masas, 1Kpc = 3,086210%m y G = 6,672210 " "Mm K¢~ 1s72
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10.

fica de la densidad de masa para py con a =1, b = 2.5, Cy

Grafica de la densidad de masa para pg con a =1, b= 1,5, Cy = 1.
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CONCLUSIONES

Para ver que resultados arroja este trabajo hay que analizar las ecuaciones de densidad
de masa, cada una de ellas 2.26, 2.29, 2.32, 2.35 dejan ver que son axialmente simétricas,
son funciones pares en z y tienen la mayor parte de la densidad de masa en el centro del
disco, con un punto méximo en (R = 0,z = 0) el cual disminuye a medida que Ry z
aumentan.

Al ver las gréaficas de cada densidad calculada se ven comportamientos esperados, por
ejemplo, que la densidad de masa para p, decaiga suavemente figura 2.1, aunque este
comportamiento se puede alterar manipulando los pardmetros que conforman la ecuacion,
como se puede ver en la figura 2.2, donde Cy es cambiada, asi mismo la grafica cambia
decayendo ahora de forma més precipitada que antes. Al ver el comportamiento de esta
ecuacion en el infinito se ve que la densidad de masa tiende a cero, esto indica que la
masa del disco es finita, hipdtesis cierta, la cual se comprueba al realizar los calculos para
determinar la masa de los discos construidos, ver tabla (2.1), para este disco con b > a se
garantiza que la densidad de masa siempre sera positiva, en la figura 2.4 se hizo a = 0,5 y
b=0,5.

Si se analiza la densidad de masa de los demas discos calculados se observa un com-
portamiento similar al visto en py, donde el primer término de cada ecuacion es el que
contribuye con el mayor porcentaje de densidad de masa, por ende contiene la mayor can-
tidad de masa. Como también es de esperarse la forma de sus respectivas graficas decaen
bruscamente, aunque al igual que para py los parametros se pueden ajustar para hacer que
decaigan mas suavemente, en estos discos, p1, p2, p3, la restrincion de b > a no se cumple,
esto se ve en la figura 2.11 donde a = 2 y b = 1, la figura no presenta partes con densidad
de masa negativas, esto se vé mas claramente haciendo una ampliacién a esta figura. Esto

0.4 {150

Figura 2.16: Vista de frente de la Fig 2.11 con un corte en R = 0,4
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se debe a que estos discos contienen mas términos que el disco para pg, estos términos
adicionales hacen que la densidad de masa negativa de anule. Cabe aclarar que estos discos
son de masa finita, ver Tabla 2.1.

En la figura 2.9 se ve un comportamiento interesante, en la cual existen ahora dos
maximos para la densidad de masa, uno global en cual esta situado en R =0,z =0 y uno
local el cual surge en R # 0,z = 0, al generar todo el disco se puede entender ésta figura
como una galaxia que contiene toda su masa en el centro y va decayendo cuando R y z
aumentan, pero para un z = 0 y un R determinado, se encuentra una cantidad de masa
significativa envolviendo la parte central de la galaxia como una especie de anillo. La figura
2.11 presenta también el mismo comportamiento con la diferencia que esta vez genera una
galaxia con la parte central envuelta en tres anillos uno grande y dos més pequenos.

Es importante para este trabajo aclarar que de un concepto geométrico relativamente
sencillo, como lo es el método de desplazamiento, corte, llenado y reflexion y con la teoria
newtoniana se pueden obtener modelos de galaxias delgadas o gruesas, donde si bien el radio
de la galaxia no ha sido acotado de una manera rigurosa, el comportamiento de la misma
galaxia indica que para un radio relativamente pequeno en comparasién con su espesor, la
densidad de masa es nula, dando como resultado una serie de galaxias que cumplen con
todas las condiciones y propiedades que se le impusieron, ademas que el radio de las galaxias
no es acotado de una forma netamente matemaética si no de un concepto netamente fisico,
esto claro esta apoyado en las graficas de densidad que se obtuvieron.
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