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Resumen

TITULO: SOBRE ESPACIOS LIPSCHITZ-LIBRES

AUTOR: Daniel Fabian Suirez Navarrd |

PALABRAS CLAVE: ESPACIOS LIPSCHITZ-LIBRES, FUNCIONES LIPSCHITZ.

DESCRIPCION: En este trabajo se demuestra la existencia de una base de Schauder
para el espacio F(Byz). Este resultado fue mostrado por Héjek y Pernecka en [9] para el
espacio F(R™). El objetivo en este trabajo es detallar la prueba cuando n = 2.

Por otra parte, en el tercer capitulo consiste de una extension del conocido teorema
de Banach-Stone. Concretamente, se demuestra que la existencia de un encaje de un
subespacio extremadamente regular A de C(K) en el conjunto Cy(S, X) implica que K
es imagen continua de un subespacio de S; para este caso la demostraciéon consiste en
una reescritura y unificacion de las técnicas usadas en los articulos [3] y [4] en los cuales

los autores trabajan por separado, la existencia de encajes para estos espacios.

“Trabajo de grado
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Director: Ph.D. Michael Alexander Rincon Villamizar.



ABSTRACT

TITLE: ON FREE-LIPSCHITZ SPACES[]

AUTHOR: Daniel Fabian Suarez Navarro[ |

KEYWORDS: FREE-LIPSCHITZ SPACES, LIPSCHITZ FUNCTIONS.

DESCRIPTION: In this work we prove the existence of a Schauder basis for the space
F(Bgz). This result was shown by Héjek and Perneckd in [9] for the space F(R"). Our
objective in this work is to detail the test when n = 2.

On the other hand, the third chapter consists of an extension of the well-known
Banach-Stone theorem. Specifically, it is proves that the existence of an embedding of an
extremely regular subspace A of C'(K) in the set Cy(.S, X) implies that K is a continuous
image of a subspace of S; for this case the proof consists of a rewrite and unification of
the techniques used in the articles [3] and [4] in which the authors work separately, the

existence of sockets for these spaces.

*Bachelor Thesis
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Introduccion

Sea (M, d) un espacio métrico, denotamos por Lip(M) el espacio de todas las funciones
Lipschitz de M en R. Mas atn, si e € M es fijo, el conjunto Lip,(M) denota el subespacio
de Lip(M) que consta de todas las funciones Lipschitz de M en R tales que f(e) = 0.

Por otra parte, si consideramos la funcion de Dirac dy; : M — Lipy(M)* definida por la

formula 9y (2)(f) = f(z), z € M, tenemos un encaje isométrico de M en un subconjunto

de Lipy(M)*. Por lo tanto, el conjunto F(M) = gen(dp(M))Il es un espacio de Banach
conocido como el espacio Lipschitz-libre de M.

Es natural preguntarse aqui sobre las propiedades tiene el espacio de Banach F(M).
Por ejemplo, si M es separable, entonces F (M) es separable. Por otra parte, no se sabe
en general cuando F(M) admite una base de Schauder. En el afio 2014 en el articulo [9)
los matematicos Petr Hajek y Eva Perneckd demostraron que F(¢;) y F(R") admiten
una base Schauder. La demostracion planteada en dicho articulo resulta bastante técnica
y compleja. Por tal motivo en el presente trabajo se estudia de forma explicita el caso
particular de R%. Nuestro principal objetivo en el segundo capitulo consiste en reconstruir
la demostracion planteada en los articulos [1T] y [9] para el caso de R

En la segunda parte del trabajo, realizamos un estudio sobre la teoria de isomorfis-
mos entre espacios de funciones continuas. Para esta parte recordemos que el conjunto
Co(S, X) denota el espacio de Banach de las funciones de S en X que se anulan en el
infinito, junto con la norma del supremo. Si X es el cuerpo de los escalares, entonces
denotaremos el conjunto Cy(S, X) por Cy(S). Cuando S es compacto, escribimos C'(.5)

en lugar de Cy(S). En esta parte se prueba que si existe un encaje no lineal entre un



subespacio extremadamente regular de C'(K') sobre Cy(S, X), entonces K es imagen con-
tinua de un subconjunto de S. Este resultado extiende el trabajo presentado en [4] a

subespacios extremadamente regulares de espacio C'(K).



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados conocidos de topologia y andlisis
funcional que seran una herramienta crucial para la presentacion de los capitulos 2 y 3

de este trabajo.

Definiciéon 1.1 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo en la

métrica definida por su norma.

Definicién 1.2 Sean S un espacio locamente compacto y X un espacio de Banach. De-
cimos que una funcion f 1S — X se anula en el infinito si se cumple que para todo € > 0

el conjunto {s € S : ||f(s)|| > ¢} es compacto.

Definicién 1.3 Sean S un espacio locamente compacto y X un espacio de Banach. FEl
conjunto Co(S, X) es el espacio de Banach de las funciones continuas de S en X que se
anulan en el infinito, junto con la norma del supremo. Si X es R o C, entonces denota-
remos el conjunto Cy(S, X) por Cy(S). Adicionalmente, si K es un conjunto compacto,

usamos la notacion C(K) en lugar de Cy(K).
Definiciéon 1.4 Sea (x;);c; una red acotada en R. Definimos

a =liminfz; = supinf{z; : j > i}, y
iel
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b=limsupz; = 1n§ sup{z; : j > i}.
1€

Diremos que a es el limite inferior y b es el limite superior de la red (x;);c;.

Sean X y Y espacios normados y, X* y Y™ sus espacios duales respectivamente.
Diremos que un operador lineal S de Y* sobre X* es débil* a débil* continuo, si S es
continuo con la topologia débil* de Y* y X* respectivamente. El siguiente resultado de
los operadores duales sera una herramienta crucial para el desarrollo del segundo capitulo

de este trabajo (ver [12, pag. 287|).

Teorema 1.5 Suponga que X y Y son espacios normados. Si T € B(X,Y), entonces
T* es débil* a débil* continuo. Reciprocamente, si S es un operador lineal débil* a débil*

continuo de Y* en X*, entonces existe un T € B(X,Y) tal que T* = S.

Observe que este resultado nos permite garantizar que si un operador lineal entre dos
espacios vectoriales normados es débil* a débil* continuo, entonces, existe un operador
lineal en el conjunto de los operadores lineales acotados de los preduales de dichos espa-
cios, de manera que el adjunto de este nuevo operador lineal es el operador lineal dado

inicialmente.

SECCION 1.1

Bases de Schauder

El proposito de esta seccidén es enunciar y demostrar algunos resultados clasicos de
las bases de Schauder, los cuales serdn notoria importancia para el desarrollo del segundo

capitulo del presente trabajo.

Definicién 1.6 Sea E un espacio normado. Una sucesion {e;}5°, en E es llamada una
base de Schauder de E si para cada x € E eziste una unica sucesion de escalares {a;}

o)
=1
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tales que
0
xr = Z a;€;.
i=1

Claramente {e;}°; es linealmente independiente (ver [5, pag. 182]).

Nota 1.7 Si E es n-dimensional, la nocién de base de Schauder coincide con la nocion

de base algebraica.

Definicién 1.8 Sea {¢;}32, es una base de Schauder de un espacio normado X. Para

cada n € N definimos las proyecciones P, : X — X por

Pn (i aiei> = i a;e;.
=1

=1

Cada P, es una proyeccion lineal de X sobre el subespacio generado por {e¢; : i =
L,...n}.

Todas y cada una de las afirmaciones mencionadas a continuaciéon pueden ser consul-
tadas en [5]. No obstante, dado que una de las herramientas principales para el segundo
capitulo de este trabajo depende en gran medida del siguiente Lema, nosotros presenta-

mos una prueba detallada de éste.

Lema 1.9 Sea {e;}_, una base de Schauder de un espacio normado X. Las proyecciones

P, satisfacen:
1. dim(P,(X)) = n;
2. PPy = PnPy = Pomfmny;
3. P,(z) = z en X para toda x € X.

Reciprocamente, si las proyecciones lineales acotadas {P,}5°, en un espacio normado X
satisfacen las condiciones 1,2 y 3, entonces los P, son proyecciones asociadas con alguna

base de Schauder de X.



Demostracion:

1. Observe que P,(X) = span{e; : 1 <i < n}. De esto se obtiene que, dim(P,(X)) =

dim(span{e; : 1 <i <n})=n.

2. Sean m,n € Ny z =3, a;e; € X. Supongamos que m > n. Entonces
Pnpm(l’) = Pn <Z a,-ei) = Pn (Z a;e; + Z aiei> = Zaiei = Pn(l’)
i=1 i=1 i=n+1 i=1
Si m < n, entonces
P,(P,(x)) =P, (Z aiei> =P, (Z aiei> , donde a; = 0 para todon >1i > m.
i=1 i=1
Luego,

P,(Py(x)) = Zaiei, donde a; = 0 para todo ¢ > m.

=1

Esto es,
Po(Pu(z)) =Y aie; = Py (x).

=1

3. Este resultado es inmediato de la definiciéon de las proyecciones.

Reciprocamente, si las proyecciones P, satisfacen 1.—3. podemos construir una base
de Schauder cuyas proyecciones son precisamente las { P, }. Inicialmente, por la condicion
2. se sigue que ImP,  C ImP, y de 1. esta inclusiéon es estricta. Escojamos z, €

ImP, \ ImP,_; y definamos 0 # e, = z, — P,_1(x,) € ImP,. Observe que
Pnfl(en) = Pn71<xn) - Pn71<Pn<xn)) = 07

por lo que e, € ker P, ;. Luego, e, € ker P, 1 N ImP,. Como este tltimo subespacio

tiene dimension 1, para todo x € X existe un «,, € R tal que

Aptpn = Pn(x) — Pn_l(l') € Pn(X) N ker Pn—l-



Asi, de 3. se sigue que

xr = nh_)rgo P,(x) = nll_}ralo ;(Pl(x) —P_(2)) = nlir&;aiei = ;anen.
La unicidad de {a; : i € N} se sigue del hecho de que si x = ) 7 Bie;, entonces
por la continuidad de los P,, obtenemos que P,(z) = > ", Bie; Por lo tanto f,e, =
P,(x) — P,_1(x) = apey, para todo n € N.

Entonces {e;} es una base de Schauder de X y los P, son las proyecciones asociadas

con {e;}. [ |

Teorema 1.10 Sea {e;} una base de Schauder de un espacio de Banach X. Las proyec-

ciones P, asociadas con {e;} son uniformemente acotadas.

Definicién 1.11 Sea X un espacio de Banach. Una sucesion {X,,}°° de subespacios de
X de dimension finita es llamada una descomposicion finito dimensional de X, si cada

r € X tiene una unica representacion de la forma

o0
r=3a,
n=1
con x, € X, para cada n € N,

Si dim X,, = 1 para cada n € N, es decir, si X,, = span{z,} para algin z,, € X,,,
entonces {X,,}52, es una descomposicion finito dimensional para X si, y solo si, {x,}32,
es una base de Schauder de X.

Si {X,,}5°, es una descomposicion finito dimensional para un espacio de Banach X,

definimos las proyecciones P, sobre X por

i=1 i=1

El siguiente resultado es la version del Lema para descomposiciones finito dimen-

sionales.



Teorema 1.12 i {X,}32, es una descomposicion finito dimensional para un espacio
de Banach X, entonces sup||P,|| < oo. Reciprocamente si {P,} es una sucesion de
proyecciones de rango finito sobre X tales que P, Py, = Pum{nm) y lim, P,(x) = z para
cada v € X, entonces {X,}22, determina una unica descomposicion finito dimensional

sobre X tomando X, = P(X) y X,, = Im(P, — P,_1) paran > 1.

SECCION 1.2

Espacios Lipschitz-Libres

El objetivo de esta secciéon es estudiar los espacios Lipschitz-Libres.

Definicion 1.13 Sean (M,d) y (N,d') espacios métricos. Decimos que f : (M,d) —

(N, d') es Lipschitz si existe una constante C > 0 tal que

d'(f(x), f(y)) < C d(x,y), (1.1)

para todo x,y € M. El menor C tal que (1.1)) se cumple es llamado la constante de

Lipschitz de [ y se define como sigue

d'(f(x), ()

L(f) :=sup{ E z,y € M, x%y}-

Definicién 1.14 Sean (M,d) y (N,d') espacios métricos. Decimos que f : (M,d) —

(N,d') es bi-Lipschitz si existe una constante C > 0 tal que

Zd(e,y) < d([(@), f()) < C dlay),

para todo x,y € M.

Definicién 1.15 Sean (M,d) y (N,d') espacios métricos. Una funcion f : M — N se

llama un encaje isométrico si preserva distancias, esto es d'(f(u), f(v)) = d(u,v) para
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toda u,v € M. Si existe un encaje de M en N decimos que M es isométrico a un

subespacio de N. Si ademds, f es sobreyectiva, decimos que M y N son isométricos.

Ejemplo 1.16 Si denotamos por £ al espacio vectorial de R" junto con la norma dada
por |[(z1, 22, ..., xn)|| = 21| 4 |z2] 4 -+ - [2,], entonces el espacio £} es isométrico a un

subespacio lineal de £ si n < m, y a un subespacio lineal de /,,.

Definicion 1.17 Sea (M,d) un espacio métrico. Denotamos por Lip(M) al espacio de
todas las funciones Lipschitz de M en R. Si M tiene punto base e € M, entonces Lipy(M)
es el subespacio de Lip(M) que consta de todas las funciones de M en R que se anulan

en e.
Definimos || - HLip : Lip(M) — R por
1 f1lLip = max{|f(e)], L(f)}-

Nota 1.18 Observe que si f(e) = 0, entonces HfHLip = L(f). Asi, la norma del subes-

pacio Lip,(M) esta dada por ||f||Lip0 =L(f).

Es facil ver que Lip(M) y Lip,(M) son espacios vectoriales. Mas aun en [14] se de-

mostro el siguiente resultado para estos espacios.

Teorema 1.19 Sea (M,d) un espacio métrico, entonces

a. (Lip(M), || - ||Lip) es un espacio de Banach.

b. (Lipy(M), L(f)) es un espacio de Banach, para cualquier espacio métrico (M, d)

con punto base e € M.

Recordemos que si (M, d) es un espacio métrico con punto base e € M, entonces la
funcion delta de Dirac 057 : M — Lipy(M)* esta definida por la formula 6y, (z)(f) = f(x),
para cada x € M.

11



Definiciéon 1.20 Sea (M,d) un espacio métrico con punto base e € M. El espacio
Lipschitz-libre sobre M, denotado por F(M), es definido como el subespacio gen((SJ\/[(]\/[))H.||

de Lipy(M)*.

Esto es, F(M) denota la clausura bajo la norma (la norma del espacio Lipy(M)*) del

subespacio generado de 0, (M).

Ejemplo 1.21 Veamos que ¢; es isométricamente isomorfo al espacio F(N). En efecto,
consideremos N con la métrica discreta dada por d(n,m) = 2 siempre que n # m y
consideremos el conjunto {f € ¢ : f(0) = 0} con la norma || f||o = sup{|f(n)| : n € N}.

Claramente Lip,(N) C {f € ¢ : f(0) = 0} v ||fllec < L(f). Reciprocamente, sea
fedf €l : f(0) = 0}, entonces |f(n) = f(m)|/d(n,m) = [f(n) = f(m)|/2 < || f]sc,
esto es L(f) <||f|leo- Entonces Lipy(N) = {f € l : f(0) = 0}.

Ahora, denotemos por {e; : j € N} la base de Schauder estandar de ¢;. Note que
si n € N, entonces dn(n) = e, donde e € Lip,(N)* es la proyeccion a la n—ésima
coordenada. Si a =} 7, aje;, definimos T'(a) = 37, a;6n(j). Entonces,

n

S a;6(5)

J=1

1T (a)]| =

n n n
< Magon@OI < lagl Hesll = lagl = llalle,
j=1 j=1 j=1

Para la otra desigualdad, recordemos que definimos sobre N la métrica discreta dada por
dim,n)=2sin#mydn,m)=0sin=m.Sean J ={1,...,n} el ={jeJ:a; <0},

podemos definir f : N — R por

¢

-1 st jel,

fG)=94 1 si jeJ\I,

0 si jeN\JL

Entonces, |f(n) — f(m)| < 2, de esto que |f(n) — f(m)| < d(n,m) para toda n # m.

12



Luego L(f) < 1y

lalle, = Z |a | = Zajf(j)
> i f()

i=1

< sup | aif())
fE€Lipg(N) -
L(np<1 17=1

Z a;on(5)(f)

= sup
fGLipO(N)
L(f)<1

Zaj5N(j)

= [[T(a)ll-

De lo cual tenemos que el operador 1" induce una isometria lineal entre los espacios

by F(N).
Ejemplo 1.22 Consideremos R con la métrica usual. La correspondencia
Or(T) = X(0.0]

se extiende a un isomorfismo isométrico entre F(R) sobre L (R).

En efecto, sea © € R. Observe que

oall = [ Poaldis= [ Xoadi= | dn=p(0.2) = la = 0 = ],
R R (0,2]

donde p denota la medida de Lebesgue.

Ahora,
or(2)[| = sup [or(z)(f)] = sup [f(z)| <|z],
fELipg(X) f€Lipg(X)
L(f)<1 L(f)<1

esto es ||0r(2)|| < ||X(0,41|[1- Por otra parte, si consideramos a f como la funcién identidad

en R tenemos que L(f) =1y

Xl = 2] = |f(x)] < sup [f(z)| = [[or(2)]]

fELipg(X)
L=<t

De lo cual obtenemos la otra desigualdad. Por lo tanto ||x(o|l1 = ||or(2)]]. [ |

13



Una de las propiedades mas interesantes de los espacios de funciones Lipschitz es que
estos en realidad son espacios duales. Para ver esto, a continuacion presentamos algunas

definiciones y teoremas que garantizan este hecho.

Definicién 1.23 Sea (X,d) un espacio métrico. Una molécula en X es una funcion

m: X — R tal que:
(a) supp(m) = {z € X : m(x) # 0} es finito

(b) 2sexm(z) =0.

El conjunto de moléculas serd denotado por M(X).

Dados z,y € X definimos la molécula m,, por my, = X — Xy, donde X, y X, son
las funciones caracteristicas de los conjuntos unitarios {z} y {y}. Para el conjunto de

moléculas definimos la seminorma

||m[|m = inf {Z |aj|d(z;,y;) - m = Zajmx].yj} :
P =1

Sea AE(X) el completamiento del espacio (M(X)), || - ||m)-

Teorema 1.24 Sean (X,d) un espacio métrico y 0 € X. Entonces AE(M)* es lineal-

mente isométrico a Lipy(X).

Demostracion: Sea Ty : AE(X)* — Lipy(X) dada por T1(f*)(w) = f*(muwo), siw € X.

Como ||myy||m < d(z,y), entonces para cada z,y € X tenemos que

() (@) = Ti() W) = [ (ma0) = 7 (myo)]
< [F7 I Hmao — myol|

< [1f*ld(z, y).

14



Luego T1(f*) es Lipschitz. Ademas T1(f*)(0) = 0, es decir, T1(f*) € Lipy(X). Observe
que T3 es lineal y L(T1(f*)) < ||f*|]-
Ahora, definamos T, : Lipy(X) — AE(X)* por (Tof)(m) = > .y m(z)f(x) para

cada f € Lipy(X) y m € M(X). Observe que Ty(f) es lineal y si m = >~

j=1 My

tenemos

|(T2f)(m)| = (T2f) (Z ajmﬂ?jl/j) '

= Z a; (T2f)mxjyj

j=1

§Z|aj|-|f(ﬂfj)—f(yj)l

S L)Y lag| - dxj, yy)
j=1
De esta manera, |T5(f)(m)| < L(f)||m||xm. Luego To(f) admite una extension lineal

al espacio AF(X), denotada también por T(f), tal que ||T5(f)|| < L(f) para cada

f € Lipy(X). Ahora, si m € M(X), entonces

(Ty 0 T)(f7)(m) = To(Th(f7)) (m)

= f* (Z m(x)m:,;()) = f*(m).

zeX

Por lo tanto T3 o 11 = Idsg(x)-. De manera similar 77 o T; = IdLip (x)" De lo anterior
0

tenemos que 77 y 75 son isometrias. [ |
Teorema 1.25 Sea (M, d) un espacio métrico y 0 € M. Entonces F(M)* = Lipy(M).

Demostracion: Del teorema anterior tenemos que AE(M)* = Lip,(M). Veamos que
AFE(M) es isométricamente isomorfo a F(M).

15



Denotemos por M(M) el conjunto de moléculas definidas en M. Sea Ty : M(M) —

F(M) dada por

n n

Ti(m) = ZajéM(xj), sim = Zajmxjo e M(M).

Jj=1 J=1

Por otra parte, definimos 75 : Lipy(M) — AE(M)* por To(f)(m) = > .y m(x) f(2),
siempre que m € M(X).
Entonces las aplicaciones T; y Ts son lineales. Definamos || - ||; : M — R por ||m||; =

||T1(m)||. Consecuentemente || - ||; es una seminorma en M (M) y ademaés,
[[mayllr = [10x (2) = dx ()|l = d(x, y) para todo z,y € M.

Por tanto, ||m|]1 < ||m||m para cada m € M, esto es, T} es continua.
Por otra parte, si m = Z;‘:l ajmg;0 € M(m), por el teorema de Hahn-Banach, existe

[ € Lipg(M) con L(f) < 1 tal que ||m]|n = [T5(f)(m)]. Luego

[Imlame = [T2(f)(m)] =

<

Esto demuestra que 77 es una isometria. Por tanto 7 admite una extensién tnica a
AE(M), denotada atn por 11, tal que ||T1(n)|| = ||p|| para cada p € AE(M). Puesto

que Sy (M) C T (AE(M)), se sigue que T7 es sobreyectiva. [ |

Observacién 1.26 Sea M un espacio métrico con punto base e. Si consideramos Lip (M)
como el espacio dual de F(M) entonces Lipy(M) C RFM) = [L.crn R Recordemos
que la topologia producto es la topologia menos fina que hace continuas las proyecciones
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P, : HweF(M) R — R. Entonces, restringiendo la topologia producto a Lip,(M), tenemos
que la topologia producto es la topologia menos fina en Lipy,(M) que hace continuas
todas las proyecciones P,. Por otra parte, como la topologia débil* es la topologia menos
fina sobre Lipy(M) que hace continua todas las funciones f, : Lip,(M) — R, donde
fu(x*) = 2*(x) para cada x* € Lipy(M)* y = € Lipy,(M ), tenemos que necesariamente la
topologia débil* y la topologia producto de R”) restricta a Lipy(M) = F(M) deben ser
equivalentes. En particular, para subconjuntos acotados de Lip,(M) la topologia débil*

coincide con la topologia de la convergencia puntual.
De la observacion anterior tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.27 Sea (M,d) un espacio métrico con punto base 0. El espacio Lipy(M) es
un espacio dual. En subconjuntos acotados la topologia débil* coincide con la topologia de

la convergencia puntual.

Demostracion: Del Teoremay el Teoremase sigue que Lipy (M) es un espacio
dual. Adicionalmente, de la Observacion [1.26] se tiene que en subconjuntos acotados la
topologia débil* coincide con la topologia de la convergencia puntual. |

El siguiente teorema que mostramos dice que toda aplicacion aplicacion Lipschitz

entre espacios métricos induce un operador lineal entre espacios Lipschitz-Libres.

Teorema 1.28 Sean (M,d) y (N,d') espacios métricos con punto base Oy € M y Oy €
N. Sif:(M,d) — (N,d) es Lipschitz y f(0p) = Oy, entonces existe un inico operador

lineal continuo f : F(M) — F(N) tal que fody =dno f y||fl| = L(f).

Demostracion: Sea Cy : Lipg(N) — Lipy(M) definida por C¢(g) = g o f. No es dificil
ver que C es un operador lineal. Ademés, como f es Lipschitz, tenemos que Cy es continuo
y por lo tanto acotado. Consideremos el operador adjunto C7 : Lipg(M) — Lipg(N) el
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cual es dado por C}(h) = h o Cy. Sabemos que C} es lineal, continuo y [|Cy|| = [|C]
(Ver [12] Proposicion 3.1.2|).

Note que para cada z € M y toda g € Lipy(V) se tiene que

C(0a(2))(9) = 0m(2)(Cr(9)) = 0 (x)(g 0 f) = 9(f(x)) = on (f(x))(9).

Luego, Cfody =dnyo f.
Ahora, veamos que ||Cy|| = L(f) y por consiguiente ||C}|| = L(f).
En efecto, como L(Ct(g)) = L(g o f) < L(g)L(f) tenemos que ||Cf|| < L(f). Para

la otra desigualdad fijemos x,y € M con x # y y definamos g = ch(y) : N — R, por
Jf(y) (p) =d(p, f(y)) — d'(On, f(y)). Entonces L(g) <1y por lo tanto

d'(f(2), f(y) _ |d'(f(z), f(y)) —d'On, f(y)) — d'(f(y), f(¥) +d'(On, f(¥))]
d(z,y) d(z,y)
_ Cr(g)(x) = C(9) ()]
d(z,y)

< L(Cy(9)) < |Gyl

En consecuencia, ||C}[| = [|Cf|[ = L(f). Asf tomando f= C%| 7o) tenemos el operador
lineal buscado. u

El lector puede consultar algunas variaciones del anterior resultado en [I].

Corolario 1.29 Sean (M,d) y (N,d’) espacios métricos con punto base 0y € M y On €
N. Si existe f: (M,d) — (N,d’) bi-Lipschitz y f(0p) = Oy, entonces F(M) y F(N) son

linealmente isomorfos.

El reciproco de la afirmaciéon anterior no es cierto. De hecho, se tiene el siguiente

resultado (ver [2, Teorema 5|).

Teorema 1.30 Si K es un espacio métrico compacto infinito, entonces F(C(K)) es

linealmente isomorfo a F(co).
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Sin embargo no siempre existe una aplicacion bi-Lipschitz entre C'(K) y ¢o (ver [10]
Teorema 3.1]).

A continuaciéon presentamos un resultado que sera de utilidad para el siguiente capi-

tulo.

Teorema 1.31 Si X es un espacio de Banach, entonces F(X) y F(Bx) son isomorfos

(ver [13)]).

SECCION 1.3

Subespacios extremadamente regulares

En esta seccion se presentan algunas definiciones, ejemplos y resultados sobre los
subespacios extremadamente regulares de los espacios de funciones continuas. El objetivo
principal de esta seccion es presentar algunos resultados que seran una herramienta muy
util para poder abordar la segunda parte de nuestro trabajo la cual serd presentado en el

tercer capitulo.

Definicién 1.32 Sea K un espacio compacto Hausdorff. Decimos que un subespacio vec-
torial cerrado A de C(K) es extremadamente regular si para cada k € K, cada vecindad

abierta V de k, y e > 0 existe f € A tal que

(a) [[f]] = f(k) =1;

(b) |f(K")] < e para toda k' € X \ V.

El estudio de los espacios extremadamente regulares juega un papel importante al
hablar de las extensiones del teorema de Banach-Stone. En [6] se demostré que si 7' es un

isomorfismo lineal entre un subespacio extremadamente regular de Cy(K) y un subespacio
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extremadamente regular de C(S) con ||T||-||T || < 2, entonces K y S son homeomorfos.

En [7] pueden consultar ejemplos de subespacios extremadamente regulares.
Ejemplo 1.33 El conjunto
A= span{e’("(m”‘/))2 :n €Ny a,teR}

es un subespacio extremadamente regular de Cy(R).

En efecto, sean k € R, U = (k —r,k+ 1) con r > 0y m € N dados. Debemos buscar
una funcion f € A que satisfaga las condiciones de la Definicion [1.32]

No es dificil ver que para cualquier n € N la funcion f,(z) = e~ (@=k)* gatisface
que f,(k) = ||fu]] = 1. Veamos que existe ny € N tal que |f,, (k)] < L para todo
K eR\U=(—o0,k—r]Ul[k+r,oc0).

En efecto, supongamos que k' € (—oo,k — ] (si k' € [k + r,00) la demostracion es

analoga) y sea ng >

_ln(m) AV
< o Rk -)

K k)2
_ oo (55E) (1.2)
Ahora, como k' € (—oo, k — 7], tenemos que k¥ < k —r, es decir, ¥’ — k < —r. Luego

(kuk)Q >1y

r

kK —k

r

o) ( ) < ~In(m).

Entonces

E—k

o ln(m)<f>2 < e~ In(m) (1.3)

Asi, de ([1.2)) y (1.3) se sigue que

—In(m n(L 1
| fo (k)] < e m) = () =
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Basta tomar entonces f = f,,, para garantizar lo afirmado. |

fi(m) = e @D’

faz) = e~ @1’
fs(x) = e~ B@=1)’
fa(x) = o~ (d=—1))

-06 -04 -02 O 0.2 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2 22 24 26 238 3 32 34

—0:2

Figura 1.1: Gréficas de algunas funciones del subespacio A
Sean k € K, ve Ky f € C(K). Denotamos por

w(k, f,v) = max{|[f][,[f (k) = v[}.

La siguiente proposicion serd de utilidad para demostrar los resultados presentados

en el tercer capitulo.

Proposicion 1.34 Sean K un espacio compacto Hausdorff y A un subespacio extremada-

mente reqular de C'(K). Para cualquier k € K yv € K, eziste fy € A tal que || fo|| = |v|/2

y fo(k) =v/2.

Demostracion: En efecto, sean k € Ky v € K. Existe f € A tal que ||f|| = f(k) = 1.
Como A es un subespacio vectorial (% . f) € A Si fo= % - f, entonces fy satisface las

condiciones deseadas. [ ]
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CAPITULO 2

Una base de Schauder para F ( B
1

La existencia de bases de Schauder para los espacios F(X) es un problema abierto.
En [IT] y [9] resolvieron este problema problema para los espacios X = ¢} y X = {;. El
objetivo de este capitulo es estudiar la demostracion de [I1] y [9] para el caso X = (3.

Para el caso en que (M, d) es un espacio métrico finito no es dificil ver que F(M)

admite base de Schauder, esto debido a lo mencionado en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1 Si M es un espacio métrico discreto finito con punto base e, entonces

dim F (M) < oc.

Demostracion: Consideremos Lipg (M) el conjunto de todas las funciones Lipschitz de

M en R tales que f(e) = 0. Veamos que Lipy(M) es isométricamente isomorfo a (R™, |[|-]|)
donde || - || estd dada por
(1, T2, ooy ) || = max{|x1], |z2l, ..., |0, |21 — @2, |21 — 23], oy |20 — 5], ooy |20 — 20a] T

y por consiguiente dim(F(M)) < dim(Lipy(M)*) = n.

En efecto, como d(x;,x;) = 1 para toda i # j. Entonces, para cada f € Lip,(M), se

tiene que

1 Lip, oy = ax{Lf (@)l o [f (@)l [ f (1) = fl2)ls o [ (n) = flana)[}
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Definamos ¢ : Lipy(M) — R™ por

p(f) = (f(x1), f(2), ., f(2n)).

No es dificil ver que ¢ es lineal y esta bien definida. Ahora, sea y = (y1,...,yn) € R" y
definamos f: M — R por f(e) =0,y f(x;) = y;, entonces f € Lipg(M) v o(f) =y. Por

lo tanto tanto ¢ es sobreyectiva. Por otra parte, dada f € Lip,(M),

(NI = H(f(@1), f(z2), .., [ ()]l
= max{[f(@)], ., [f(xn) = f(@n-a)]}

= L) = IALip, can-

Por lo tanto Lipy(M) ~ R". Asi, dim F(M) < oo. [ |

Corolario 2.2 Si (M,d) es un espacio métrico discreto finito con punto base e, entonces

F(M) admite una base Schauder.

Demostracion: De la Proposicion tenemos que dim(F(M)) < oo, como todo es-
pacio vectorial de dimension finita tiene una base algebraica, se sigue que F (M) admite
una base de Schauder. [ |

El siguiente resultado relaciona los espacios Lipschitz-libres de subconjuntos densos

con los espacios Lipschitz-libres de todo el espacio.
Proposicion 2.3 Sea D un subconjunto denso de M, entonces F(D) = F(M)

Demostracion: Como D es denso M y 0y : @ € M — dy(x) € dy(M) € F(M) es
continua, tenemos que d,(D) es denso en dy;(M).
Ahora, veamos que span(dy; (D)) es denso en span(dy (M)). Sear > 0y x € span(dy (M)).
Debemos probar que
span(dy (D)) N B(x, 1) # 0.

23



Como x € span(dy(M)), existen aq, as, ..., o, € R — {0} (observe que en caso de que
alguno sea cero la cantidad de escales a considerar sera menor) tales que = = > | a;x;,
donde z; € §y(M) para todo i € {1,2,...,n}. Por la densidad de dp(D) en dp (M) se

sigue que, existen yi,ys, ..., Yo € dpr(D) tales que
y; € oy(D)N B <:ci, ﬁ) para cada i € {1,2,...,n}.
;N

Esto es, y; € oy (D) y ||z: — wil| < == para cada i € {1,2,...,n}. Consideremos y =

failn.
> oy € span(dy (D)), entonces

n n
E QT — E Q;iYi
i=1 i=1

n

Z ai(xi - yi)

i=1

|z —yl|

IN

n n ’]"
E il ]2 — il | < E || ——
. ; |ovi|n
=1 =1

n

n 4 n
=1
De lo anterior tenemos que y € B(z,r) y por tanto
span(dy (D)) N B(x, 1) # 0.
Luego,

F(D) Nspan(dp (M)) = span(da (D)) Nspan(dn (M)) = span(dn (M)). (2.1)

Ahora, claramente F (D) C F(M). Ademas de (2.1) se sigue que

F(M) = F(D)nspan(oy(M)) € F(D)NF(M) C F(D).

Por lo tanto F(D) = F(M). [ |
El anterior resultado nos garantiza que para estudiar alguna propiedad del espacio
Lipschitz-libre de un espacio métrico (M, d), basta estudiar dicha propiedad en el espacio
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Lipschitz-libre de algin subconjunto denso de este espacio; o de forma contraria, si que-
remos estudiar alguna propiedad para el espacio Lipschitz-libre de un subconjunto denso

de M, basta estudiar dicha propiedad en F(M).

SECCION 2.1

Construcciéon de una base de Schauder para F (B@)

En el afo 2014 en el articulo [9], Petr Hajek y Eva Perneckd demostraron que los
espacios Lipschitz-Libres F(¢1) y F(R"™) poseen base de Schauder. La demostracion usada
en dicho articulo es bastante técnica. Esto motiva el trabajo presentado en esta seccion,
el cual consiste estudiar la técnica usada en dicho articulo para el caso particular de R2.
Esto con el fin de poder obtener una demostracion mas detallada para un espacio mas
conocido y en el cual es méas sencillo trabajar.

Por facilidad de escritura para esta seccion, usaremos la letra X para denotar el con-
junto [—1, 1]%. Inicialmente, definimos dos funciones que son elementales para la construc-
cion de una sucesion de proyecciones (ver [II] y [9]) en el espacio Lip,(X). Seguidamente,
procedemos realizando un razonamiento particular del mostrado en [9] el cual consiste
hallar una sucesion de proyecciones lineales (P,)52; en el espacio dual Lip,(X) que cum-
plan las propiedades mencionas en los Teorema 7?7 y Teorema [I.12] Si la sucesion de
proyecciones satisface las condiciones mencionadas en el Teorema tendremos que
esta sucesion de proyecciones determina una descomposicion de rango finito del espacio
Lipy(X). Ademas, veremos que dim((P,+1 — P,)(Lipy(X)) = 1 y por consiguiente dicha
descomposicion esta asociada a una base de Schauder para el espacio Lip,(X). Adicional-
mente, mostraremos que dichas proyecciones son débil*-débil* continuas en subconjuntos

acotados de Lipy(X) y convergentes a la identidad en Lip,(X) en la topologia del ope-
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rador débil*. Luego, del Teorema [I.5] tenemos que tal sucesion da lugar a una sucesion

(T5,)2, de operadores en F(X) de manera que 7)) = P,.

Dicha sucesion comparte las propiedades de (P,)72, y satisface que | J,—, T,,(F(X))* =

F(X). Pero gracias a la propiedad de conmutacion (esto es, que P, Py (X) = Pon{mn} (X))

se tiene que T1(F (X)) C To(F(X)) C ---, entonces |-, T, (F(X)) = F(X) como se
queria.

Para empezar, comencemos recordando algunas definiciones béasicas y aclarando la
notacion usada en esta seccion.

Denotamos por £% el espacio vectorial R? equipado con la norma

|[(w1, 22)[| = |21| + |22].

Ademas, para i € {1,2}, denotamos por e; los vectores canonicos e; = (1,0) y e2 = (0, 1).
Sean p1,q1,p2,q2 € [—1,1] y F el subconjunto de X dado por F' = [p1, q1] X [p2, ¢2]-

Definimos la funcién

. 2 = F

(z,y) — (a,0)
donde d((x,y), F') = d((x,y), (a,)) = inf{|[(z,y) — (¢, d)|| : (¢,d) € F}.

Proposicién 2.4 la funcion p : (3 — F estd bien definida.

Demostracion: Es claro que la funcién esta bien definida para todos los puntos dentro
del conjunto F. Ahora, sea (z,y) € ¢3\ F. Supongamos que mp(x,y) = (a,b) y que
mr(z,y) = (d,V) para (a,b) y (a’,b') en F. Entonces, d((x,y), F) = d((x,y), (a,b)) v
d((z,y), F) = d((z,y), (a',V)), de esto que el punto (z,y) equidista de los puntos (a,b) y

(a',0).
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(z,9)
)

(a,b)

Figura 2.1: Observe que cualquier otro punto diferente de (a, b) esta a una mayor distancia

del punto (z,y)

Observe que, si (a,b) # (a’,V'), entonces los puntos (a,b), (z,y) y (a’,t') forman un
triangulo isosceles o son colineales (recordemos que en el plano tres puntos diferentes o
forman un tridngulo o estan en una misma recta). (a,b), (x,y) y (a/,b’) no pueden formar
un triangulo isésceles puesto que existiria un punto sobre la mediatriz del segmento de
recta que une a los puntos (a,b) y (a’,'), con una distancia mas pequena que la que
hay entre los puntos (a,b) y (a’,b") con el punto (x,y), lo cual contradice la escogencia
de dichos puntos. Por otra parte, si (a,b),(z,y) y (¢’,b') fueran colineales, entonces el
punto (x,y) estaria en el segmento de recta que une los puntos (a,b) y (a’,b'), como F es
convexo, esto implica que (z,y) € F, lo cual también es una contradiccion. Por lo tanto,

necesariamente (a,b) y (a’,b") deben ser iguales. [ |

Observacion 2.5 Sean a,b € R. Si consideramos la funcion mp, 4 : R — [a, b] definida
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por T, (x) = y, donde d(z, [a,b]) = d(z,y), no es dificil ver que la funcion mp, ;(x) puede
tomar solo tres valores; 7, (z) = x, si @ € [a,b]; Tay(x) = asia > xy Ty(r) = bsi

x> b.
Proposicion 2.6 mp(z) = (7, q,)(@1), Tppy.g) (22)) para cualquier x = (zy,x5) de (.
Demostracion: Si (x1,z2) € (3, entonces
d((x1,x2), F') = inf{[z1 — a| + [z2 = b] : (a,b) € [p1, 1] X [p2, 2]}

=inf{|zy —al|+ |z2—b| :a € [p1, 1] y b € [p2, ¢2] }

=mnf{|z; —al:a € [p1,q]} + Wf{|za —b| : b€ [ps, qa] }
Por otra parte, de la observacién anterior se sigue que
| %5 — Tp,.q ()| = mf{|2; — o 1 @ € [ps, q;]}, parai=1,2.

Entonces, necesariamente y; = 7, 4,1(;). Porlo tanto mp(z1, 22) = (Mp, q11(21)s Tpa,ge] (2))-

Nota 2.7 La funcion 7p : 2 — F es 1— Lipschitz.
No es dificil ver que la funcion 7, (2) es 1—Lipschitz en R. Sean (z1,22) ¥ (y1,%2)

elementos de /2, se sigue de la Proposicion que

H7TF(1’1, x2) - 7TF(Z/1, yQ)H = ’W[Pl,fh](ajl) - 7T[P1,Q1}(yl>’ + ’W[Pzﬂz](a:?) - W[pz,qz}(yQ)’

<oy — | + |z — 32| = d(w,y).

2.1.1. Funcién de interpolaciéon
Sean (y1,v2) € R? y 0 < R < oo. Denotamos por H al cuadrado

, R
H:{xGR2:max{|x1—y1|,|x2—y2|}§5}. (2.2)
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Dado y = (y1,52) € R? y § € {—1,1}?, el simbolo As(y, R) representa el vértice y + £6
del cuadrado H.

Denotamos por Uy al conjunto de vértices del cuadrado H, esto es

U ={As(y,R): 6 € {—1,1}*}

(o B R\ ( _R__E\( R R\ ( R R
- Y1 2792 9 » | Y1 27y2 9 » \ Y1 27y2 9 y | Y1 2792 9 .

Procedemos ahora a describir la funcién de interpolacion A, la cual sera crucial para
el presente trabajo.
Sean (yi,142) € R2, 0 < R < ooy f: dom(f) = R tal que Uy C dom(f) C R

Definimos la funcién A como sigue:

— R — R
M (NE) = B2 (A, R)) + (1 - ++> F (A, R).

donde v € {—1,1} y x = (x1,x2) € dom(f). Sea también

M) = T2 g (1) (@) + (1 - %*‘) A () @)

Explicitamente, para el caso de H lo anterior es:

ZL‘z—yz-f-% $1—y1+§ R R
-2 2"2 ) (-2 272 S T
* R )( R F\n=gv3

Definicién 2.8 Sean I, I5 dos intervalos cerrados de R. Decimos que una funcidn con-
tinua o : I x I, — R tiene la propiedad (AF) en I, x I, C R? si su restriccion a cualquier
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segmento paralelo a uno de los ejes coordenados en I, X Iy es una funcion afin, esto es,

dado L un segmento paralelo a uno de los ejes coordenados, entonces
olp(x1,x9) = ma; + b (2.3)
donde m y b son constantes e i € {1,2}.

Proposicion 2.9 Sea H=1; x I y f : dom(f) — R tal que Uy C dom(f). La funcion

A(f) tiene la propiedad (AF) en H.

Demostracion: En efecto, supongamos que L = {a} x J donde a € Iy y J C I,
(si consideramos L = J x {b} la demostracién es analoga). Entonces, para cualquier

(a,x9) € L se tiene que

— P — P
AP) = (‘T ij)( i;“)f(yl+§,y2+§)

xQ—yz—i—% a—y1+§ R R

* (T) (1 —r I\ pwty
To—t+ 2\ fa—yp+ 8 R R

+<1 R )( R F\ntge—g

xz—y2+§ a—y1+§ R R
R CHRN R [ [ R L) — g —— ).
+< R )( R =g —3

Observe que en la expresion anterior la tnica variable es x5, todos los demas elementos
de la ecuaciéon son constantes. Podemos escribir entonces la anterior expresién como

A(f)(x) = maxy + b para todo (a,xs) € L, donde m y b son constantes. [ |

Definicién 2.10 Decimos que una funcion continua @ en Iy X I estd unicamente deter-
minada por sus valores en los vértices de I x Iy st Im ¢ = [p(v;), p(v;)] donde v;,v; son
vértices del cuadrado Iy x I5. Esto es, una funcion estd unicamente determinada por sus
valores en los vértices de Iy x Iy si la imagen de dicha funcion es el segmento de recta
que une a las imdagenes de dos de sus vértices.
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Proposicion 2.11 Sea ¢ : I x I — R una funcién continua con la propiedad (AF).

Entonces ¢ estd unicamente determinada por sus valores en los vértices de Iy X I.

Demostracion: Sean vy, vg,v9 y v3 los vértices de I; x Iy (ver Figura 2.1).

U4 V3

Figura 2.2: 1 x I,

Para empezar consideremos el segmento [v1,v3]. Como ¢ tiene la propiedad (AF)
tenemos que ¢|[y, v,] es afin, consecuentemente @[, ., € mondtona y por lo tanto alcanza
su maximo y su su minimo en los extremos del segmento [vy, v3]. Por un razonamiento
anélogo, si consideramos los segmento [vs, v3], [v3, V4] ¥ [v1, v4] tenemos que las respectivas
restricciones alcanzan su méximo y su minimo en los extremos de dichos segmentos.
Ahora, sea a = min{p(v1), p(v2), p(v3), p(va)} y sea b = méx{p(v1), p(v2), p(vs), p(va)}.
Entonces, para todo = € [vy, va] U [vg, v3] U [vs, v4] U [v1, v4] se sigue que ¢(z) € [a, b].

Ahora, sea x = (x1,22) € I} x I5. Observe que € {x1} X I (y © € I x {x2}),
como {x1} X I es un segmento paralelo a uno de los ejes se sigue que ¢, 151, €s afin
y por lo tanto alcanza su minimo y su maximo en los extremos del segmento {x1} X I,
denotemos por ¢y d dichos extremos. Ahora, note que ¢y d estan [vy, vo] U [v3, v4], luego

() y o(d) € [a,b]. Por lo tanto p(z) € [p(c), p(d)] C [a,b]. La igualdad se obtiene de la
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sobreyectividad de la funcién. |

Proposicion 2.12 Sean f y g funciones continuas en Iy X Is con la propiedad (AF). Si

f =g en los vértices del cuadrado I x I, entonces f(x) = g(x) para todo x € I X I5.

emostracion: Denotem rv; = (vi, e v; = (vy,v vérti ntigu
D t Denotemos por v; vl ; 1,v3) dos vértices contiguos de
I, x I, y consideremos [v;, v;] el segmento de recta que une a dichos vértices. Como f y

g tienen la propiedad (AF') podemos suponer sin pérdida de generalidad que:

f

[Uiﬂj](x) = a1T + b17 ke {1, 2}

Ilwewy) () = asxy, + ba, k€ {1,2}.

Como f = g en v; y vj, tenemos que

f

i) (Vi) = Gljos;) (Vi) & aw}; + by = agvl, + by, k€ {1,2}. (2.4)

f|[Ui,Uj]<Uj> = ghvi’v‘j](vj) = alvi + b = agvi + by, k€ {1, 2}. (2.5)

Restando las ecuaciones de la de derecha de (2.4)) y (2.5)) se sigue que
a0} — a1v] = ayvl — axvl < ai (vl — v]) = ax(vy —vl).

Como v}, # vi, tenemos que v}, — v], # 0. Luego a; = as. Reemplazando a; = ay en 1}

obtenemos que b; = by. Por lo tanto
f(z) = g(z), para todo z € [v;,v;].

Por otra parte, si tomamos © = (z1,22) € [; X Iy tenemos que © € L = {1} x L.

Observe que los puntos extremos de este segmento estan en [vq, vg] v [v3,v4] (ver figura
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2.1). Consecuentemente f(z) = g(x) en estos puntos extremos. Mas atun, f|.(z) = g|.(z)
para estos puntos extremos. Por un razonamiento similar al mostrado anteriormente, se
concluye que f(z) = g(z) para todo x € L. Como x es arbitrario, lo anterior se cumple
para todo z € I; x I>. [ |

La proposicion anterior serd de utilidad en la demostracion de una de las propiedades
de las proyecciones. Observe que esta garantiza que para verificar la igualdad entre dos

funciones con la propiedad (AF), basta mirar si las funciones son iguales en los vértices

del cuadrado H.

Lema 2.13 Sean (y1,y2) € R%, H el cuadrado con centro en (yy,ys) dado por para

algin 0 < R < oo, y sea f : dom(f) — R tal que Ug C dom(f) C R% Entonces

LA(S)) = L (flug) -

La demostracion del Lema [2.13|requiere el uso del siguiente teorema clasico de analisis

de R".

Teorema 2.14 Sea [a,b] un segmento de R" y f : A CR"™ — RP una funcion continua

en [a,b] C A° y diferenciable en (a,b). Si para algin M > 0 se tiene que

Pﬁ

o, (:1:)’ <M, Vx € (a,b); i=1,...,p; j=1,...,n,

entonces

1F(0) = f(a)llee < MI[b— al]x.

(ver [8, pdg. 115])

Demostracion del Lema[2.13: Se sigue claramente de la definicion que A(f) es diferen-

ciable en el interior de H. Queremos probar que para cualquier x = (z1,x2) en el interior
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de H

‘8A(f) ()| < L(fly,) parai=1,2.

Gxi

En efecto, realizando los respectivos calculos, obtenemos que

oA — 2 R R
3y ) - ( %h) (7)1 (n+gm+3)
— £ R R
+ (%) (_}%) f (yl BT + E)
To—y+ 5\ (1 R R
+ (1_TQ> (§>f<yl+5792—§)
esto es,

_ R
IA(f)

Ty — Y2+ &
B, @)—'<_—%%il>(%){f@h+§ﬂr+§>—fch—§Wr+§X
oy, b B
+(1—EL%%il><%>{f@n+§wx—§)—f0h—gﬂm—§>}

T2 — Y2 % T2 — Y2 §
< <++)L(f|V)+<1_++>L(f|UH>

= L(f‘UH)

Asi,

Analogamente, obtenemos que

]aA(f ) @) < L(flu).

oz, &)

Por lo tanto, del Teorema [2.14] se obtiene que, para cualesquiera u,v € H

IACS) () = ACS)W)] < L (flug) [[a = v]].
De esto que
L(A(f) < L(flug) -

La otra desigualdad es inmediata del hecho que A(f)|y, = fluv,- Luego L(fly,) =

LA()lvm) < L (A(S)). u
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2.1.2. Funcién auxiliar ¢

Debido a que construiremos una sucesion de proyecciones de forma inductiva, debe-
mos ir aumentando la cantidad de proyecciones de forma gradual, para este fin iremos
dividiendo cuadrados en subcuadrados més pequenos. Lo anterior aumentara la cantidad
de vértices de la malla (la cual no es mas que un subconjunto de Q? N [—1,1]%). Segui-
damente, iremos tomando estos nuevos vértices que se forman al realizar las respectivas
divisiones. Para garantizar que al ir refinando la malla la constante Lipschitz no aumenta
necesitamos una funciéon auxiliar que denotaremos por @, la cual nos permitird tener
control sobre las constantes Lipschitz de las funciones. A continuacién se mencionan las

propiedades de esta funcién auxiliar.
Lema 2.15 Sea (21,22) € (2 y t € (0,00). Definimos

G = {(z1+t,za+t), (21 —t,zp+ 1), (21 +t,20— 1), (21 —t, 2o — 1)}
G' = {(z1, 22+ 1), (21,20 — 1), (21 + t, 22), (21 — t, 22) }

G* = {(z1,22)},
y para x € G7 con j € {1,2}, sea
A, ={2d e GV ||l2 — x| =t}

Ademds, sea V C |7, G tal que G° C V y tal que si VN GI # 0 para algin j € {1,2},
entonces | JI_y G* C V. Si f es una funcion de valores reales en'V y si ®(f) : | J7_, G — R

estd dada por

f(x), six eV,

S e 2DE). g e |, G\,
\

©'€As card(A,)’
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entonces

L(®(f)) < 3L(f).

Antes de pasar a la demostracion, note que para cada x € G, card(A,) = 2j, de
esta forma, para j = 0, card(A4,) = 0, para j = 1, card(A4,) = 2 y finalmente si j = 2,
card(A,) = 4. Esto nos ayudara a facilitar un poco la escritura.

Demostracion del Lema [2.15; Comencemos por estimar L(®(f)|gr) para toda k €
{0,1,2}.

Si k=0, como G C V se tiene que.

L(®(f)leo) < L(f)-

Analicemos el caso k = 1. Sean z,y € G* con x # y. Observe que ||z — y|| = 2t.
Ahora, para este caso tenemos tres situaciones.
Si xz,y € V, el resultado es inmediato de la definicion de ®(f).

Supongamos que z € V' y y ¢ V. Entonces

@(f)@) = ()] = |[fl@)= D @
- ; f(;)_ /Z; f(2y)

VAN
=
—~
8

|
=
@\
=

IA
(]
=
=
Bl
|
=

I
=
=
Bl

|
=,
+
5

|
QE\

2
Yy €Ay
< Z L(f)(Hx2—yH+t)
y'EAy
3
< LAz —yll +1) < S L)z = yll-
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Por otra parte, si x,y ¢ V, sea i, el elemento ¢ € {1,2} tal que z; = z; y sea sea i, el

elemento i € {1,2} tal que y; = z;.

Si iy = iy, tenemos que

R
< |fletet) f(y+%t)' N ‘f(f—%t) 3 f(y—%t)‘
- 2 2 2
¢ UM+t =+ el U=t = (= cut
< L)zl
< LDl -yl

Si i, # i, para toda i € {1,2}, no es dificil ver que existen cuatro posibilidades

yt+et=x+et,y—et=x+est, y+et =x—est oy—et =x—est. Sin péxrdida de

generalidad, supongamos que xo = 25, y; = 27 (lo anterior se debe a que no puede ocurrir

que iy =iy, Sl &1 = 21, Yo = 22) ¥ que y + e;t = x — eyt (sl tomamos y + et = = — eaf,

podemos realizar calculos analogos a los realizados a continuacion). Tenemos
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[@(f)(z) =) <

f($+€2t)+f($—€2t) fly+et) fly—eit)
2 2 2 2

flx+est) fly—eit)

—’2 2

L(PIl(z + eat) — (y — eat)]]
2

IN

L)z —yll +2¢)

IN

= L()llz =yl

< Ll

Finalmente, el caso k = 2 es directo dado que el conjunto G? es degenerado.

Ahora, analicemos el caso en el que z € G* y y € G’ con i # j. Observe que si
x,y € V, el resultado es inmediato. Por tal motivo basta analizar los casos en los que al
menos uno de los dos elementos no esta en V.

Para empezar, supongamos que z € G, y € G' y y ¢ V. Se tiene que

donde y;,y2 € A,. Luego

Llle —wnll , LN Z9ell < 1py0 < Bppffe = ),

La primera desigualdad se debe a que por definicién y; y v estan en G° y por tanto
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||z — yi|| <t parai € {1,2}; la segunda del hecho que ||z — y|| = 2t.

Supongamos que x € G,

Caso 1: SizeVyyeV.

y € G2

Por definicion de A,, se tiene que A, = G' y por lo tanto x € A,. Sean v/}, y5, v4 los

tres elementos restantes de A,. Entonces,

[(N)(x) = 2(Ny)] =

IN

IN

Sij € {1,2,3} es tal que ||z — yj|| = max{||zx —yi|| : i € {1,2

[2()(x) = 2(f)(y)|

F(z) - Z ‘I)(fi(y/)
y'EAy
() ()W)
P M
flz)  fl@)  @(f)y)  2(f)(w)  2(f)(ys)
1 1 1 1 1
ZI: | f( () ()]
L(f \ZU — yzH

- HOl il

=1

VAN

IA

IN

2Ll — ol + 1l — ) =

,3}}, se sigue que

“L(lle 9

2Ll — ol + 11y — 5511

S Lz = yll-

Caso 2: Si z,y ¢ V, considerando nuevamente z, v, y5 v y5 € A, como antes,
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tenemos

@umw—wﬁ@|:]4 . - M6 _ D)

<y U@ AN

Como @ y y} € A, = Gi, tenemos que [8(f)(x) — ®(f)(y)| < SL(f)lle — y|| para

i € {1,2,3}. Considerando nuevamente ||z—y;|| como el maximo de los ||x—y;|| obtenemos

que

IN

[@(f)(2) = 2(F) ()] < LNz = ;]

IN
w| ©

LAl =yl + [ly = 51D

9
< JLPlle =yl =3 L(Hllz =yl

Finalmente, si tomamos x € G®y y € G? con y ¢ V, tomando v}, vy, v4 v yy € A, =

(G obtenemos

B(f)() ~ 2y ‘ )y 2w %SZ — 206,

1=1

Como = € G° y ¥, vb, v4, y) € A, = G, se sigue que

3 L(f)méax{||x —yi|| : i € {1,2,3,4}}

[(f)(2) = 2(f)W)] < .

<3 L)z = yl]-

Esto culmina la demostracion del lema. |
Una vez enunciadas estas dos herramientas que seran cruciales para lo que resta de

este trabajo podemos abordar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.16 F(B2) admite base de Schauder.
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Demostracién: Recordemos que para esta parte X denota el conjunto [—1,1)> =
[—1,1] x [=1,1]. Dado que By es isométricamente isomorfa a (—1,1) x (—1,1) y éste
ltimo es denso en X, basta realizar la demostracion para F([—1,1]?).

Construiremos inductivamente la sucesion de proyecciones (P,)5°; mencionadas al
inicio de este capitulo para el espacio dual Lipy(X).

Para empezar definimos a
M =7Z*N[-1,1]* = {-1,0,1}>.

Gréficamente tenemos la siguiente situacion:

] 1‘ ]

Figura 2.3: Grafica de M}

De ahora en adelante llamaremos al conjunto M} (o de forma general M) como la
malla del conjunto X.

Ahora, sean p} = —1, ¢ =1y p? = ¢ = 0. Consideremos el conjunto F; C X dado

por
2
i=1
Sirf = -1y sl =1yr?=s?=0, entonces podemos considerar el conjunto E; dado por
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2
Ey =[] vl si] = [-1,1] x {o}.
i=1
Asi B = F) en este caso.
Para introducir la primera proyecciéon necesitamos la funcion auxiliar ¢ : R?2 — R?,
definida por ¢(x;,z9) = (x1,0). No es dificil ver que ¢ es 1—Lipschitz. Ahora, sea el

conjunto de vértices V; = M{ N F;. Note que
Wy = (M NnF)\ Vi =0.
Finalmente para cada f € Lipy(X) y « € X, sea
P(f)(x) = A(f o @, H) (7 (7)),

donde H = [—1,0] x {0} 0o H = [0, 1] x {0}.

2.1.3. Ampliacion de los conjuntos F), y V,,

En esta parte, la idea es ampliar el conjunto F) hasta que se cubra todo el conjunto X
y también ampliar el conjunto de vértices V) hasta tomar todos los puntos del conjunto

ML,

Nota 2.17 De ahora en adelante nos referiremos a los cuadrados H de F;, para indicar
el conjunto de todos los cuadrados en F,, de manera que Uy € M! N F, (o M*N F, para

el caso general).

Supongamos que para el paso n — 1, se tiene que

Vo1 C M, . (2.6)
Tomamos
M} =M} .
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Ahora partiremos el proceso de ampliar el conjunto F,, y adicionar vértices en los
casos en que W,_1 =0y W,_y # 0.

Si W,,_1 = 0, tomamos p: = p | v ¢ = ¢! . Ademas, sea ri, =pi ;v s =q
para i € {1,2}. Si p?_; > —1 defina p2 = —1y ¢ = ¢>_,. Caso contrario, es decir si

p2_, = —1, tomamos p? = p? | v ¢> = ¢>_, + 1. Tomando los puntos extremos de los

intervalos continuamos definiendo

2
E, = H [7‘;, 5;]

i=1

De esta forma definimos ahora
Vn = Vn—l U {<méx (M»i N (Fn \ En))}a

donde {<nsx (M N (F,\ E,))} indica el méaximo del conjunto M! N (F, \ E,) consi-

derando el orden lexicografico. Sea
W, = (M, N F,) \ V.

Seguidamente, para cada f € Lipy(X), definimos ®,, : (M} N F,) =V, UW, — R por

f(x), six €V,
P, (f)(z) = (2.7)

f(mg,(z)), caso contrario.

Finalmente, P, estd dado para cada f € Lip,(X) y = € X por

donde H es un cuadrado de F, tal que 7p, (v) € H.

43



Por otra parte, si W,,_; # ), entonces para cada i € {1,2}, tome p!, = p!, |, ¢, =q"_,,
ri =ri | ys’ =s' . Deeste modo F, y E, coinciden con F,,_; y E,_; respectivamente.
Sea

Vn - Vn—l U {<méx (Wn—l)}

Wo =W, 1\ Vo= (M0 F,)\ V.
Para f € Lipy(X), definimos ®@,, : (M2 N F,) =V, UW, — R por

f(z), six eV,
®,(f)(x) = (2.8)

f(mg,(z)), caso contrario.

Entonces, la funcion P, para f € Lipy(X) y z € X estad dada por la misma formula de

antes, es decir
Po(f)(x) = M@ (f), H) (75, (x)), (2.9)

donde H es una sub-celda de F), tal que 7g, (x) € H.

Observacion 2.18 Es inmediato de la definicion de la funcion A que la funcion P, (f)

tiene la propiedad (AF) en cada cuadrado de F,,.

El procedimiento anterior finaliza cuando V,, = M. Se puede verificar realizando las
respectivas cuentas que esto ocurre cuando n = 7. Ademas, a partir de n = 5 se tiene que
F, = X. A continuacién, mostramos una tabla en la que se describen de forma explicita

cada uno de los conjuntos descritos en el ejemplo anterior.
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n F, E, v, W,

1| [-1,1] x {0} [—1,1] x {0} | {(—1,0),(0,0),(1,0)} 0

2| [FLA] < [=L0] | [=1,1] x {0} Viu{(1, -1} {(=1,-1),(0,=1)}
3| [FLAx [=L0] | [=1,1] x {0} Vo U{(0, -1)} {(=1,-1)}

4 | [-1,1] x [-1,0] | [-1,1] x {0} VsU{(—-1,-1)} 0

5| [FLAx [=LA] | [=1,1] x [=1,0] Vau{(1,1); {(=1,1),(0,1)}
6 | [-1,1] x[-1,1] | [-1,1] x [-1,0] Vs U{(0,1)} {(-1,1)}
71,1 x[-1,1] | [-1,1] x [-1,0] VaU{(-1,1)} 0

Cuadro 2.1: Representacion de los conjuntos mencionados en la construcciéon anterior.

A forma de universalizar la escritura se usara en ocasiones la notacion F), o wg, (),
entiendo de esta manera que si n > 5, entonces F,, = X y 7p, (v) = .

Ahora procederemos a cubrir todo el conjunto X; esto lo haremos dividiendo la malla
M} en cuadrados de aristas cada vez més pequenas. A medida que vayamos refinando la

malla, también iremos refinando las proyecciones.

2.1.4. Refinamiento de la malla y las proyecciones

El proceso de refinamiento lo realizaremos disminuyendo la longitud de la arista de
los cuadrados haciéndolas cada vez mas y mas pequenas.
Supongamos que hemos finalizado el proceso de ampliacion del conjunto y queremos

definir la siguiente familia de proyecciones. Para el paso n

szl g anl

1
Vo1 € {f:geﬁ}mx.
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Definimos
1
Msz {55:5622}(1)(.

Geométricamente, el conjunto M? se puede ver en la siguiente figura. Ahora realizaremos

® @ 1l @ ®
(] @ () (] (J
—_01 @ 0‘ @ ?
(] ] () @ @
® ] —1T (] ®

Figura 2.4: Grafica de M?

una particion del conjunto M? en una coleccion de subconjuntos {G% : i € {0,1,2}} como

sigue:

Gy = {xeM?:card({i € {1,2}: 2z; € 2Z}) = 2} ;
Gy = {weM?:card({i € {1,2}:2z; € 2Z}) = 1};

G; = {xeM!:card({i € {1,2}:2z; € 2Z}) = 0}.

A continuacién presentamos una grafica de dicha particion.
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GI={ x€ M? : card({ ic {1,2}: 2x;c 22})=2}

° e ® ® o Gl={zc M?: card({ ic {1,2}: 2x;c 22})=1}

GI={ z€ M? : card({ ic {1,2}: ;€ 27})=0}

_g d 0‘ hd , 2 3
°® ° ® ° °
[ ) ) -1@ ) @

Figura 2.5: Grafica de la particion del conjunto M?

Note que G3 = M} | = Z> N X. Ademas, tenemos que M? = | J7_, Gj.

Dado z € GJ para algin j € {1,2}, definimos
Ay ={2 e GI 1 ||a — )| =271},
Como
1 2
Vi Qg€ 6 €28 N X,

el conjunto {i € {0,1,2} : G5 € V,_1} es no vacio. Sea [, su elemento minimo. Sea

entonces

Vn = anl U {<m1’n (GIQn \ Vn*1>}'

Para f € Lipy(X) definimos ®,(f) : M? = J?_, G} — R por

(

f(x)a six € VT“
D, (f)(x) = <
lee A, f;’l%)((j;)), caso contrario.

De forma similar a los casos anteriores, para f € Lipy(X) y = € X, sea

Po(f)(x) = M @n(f), H) (mF, (2)) = A(Pn(f), H) (2),
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donde H es un cuadrado de F,, = X de manera que Uy € M?2.
De forma general, sea k£ € N con k£ > 2. Supongamos que estamos comenzando
el proceso de refinamiento de una iteraciéon o que estamos en medio de este; es decir,

supongamos que para el paso n se tienen las siguientes dos condiciones:

{2277 ¢eZ’NX CV,y (2.10)

Vaa C{2" ¢ e’ nX. (2.11)

Nota 2.19 Aqui es importante aclarar que la variable k£ se mantendra fija hasta que
la condicion (2.11)) se cumpla para el paso n. Cuando la condiciéon (2.11)) no se cumpla,

aumentaremos el valor de k en 1 y repetimos todo el proceso de refinamiento nuevamente.
Si las condiciones (2.10]) y (2.11]) se cumplen para el paso n, entonces definimos
My ={2""%¢:¢eZ’}nX. (2.12)
Nuevamente realizamos una particién del conjunto M* en una coleccién de subcon-
juntos {G% : 1 € {0,1,2}} como sigue:
Gy = {we M) card ({i e {1,2}: 2" "a; € 2Z}) = 2} ;
Gy = {we M) card ({ie{1,2}:2" "0, €2Z}) =1} ;

Gy = {we M) card ({ie{1,2}:2" "0 €2Z}) =0} ;

No es dificil ver que para toda k € N con k > 2, Gy = {2*7*¢: £ € 2} N X = MF.
Asi tenemos que | J7_, G4 = MF*. Dado 2 € G, donde j € {1,2}, tomamos
A, ={2' e G ||l — 2| = 247F).
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Por lo mencionado en (2.11)), el conjunto {7 € {0,1,2} : Gi. € V,,_1} es no vacio. Sean [,
su elemento minimo y

Vn - ‘/n—l U {<m1’n (Ggf \ Vn—1>}~

Para f € Lipy(X) definimos ®,(f) : M* = J._, G} — R por

4
f($)7 sl x - Vn,
@.(f)(x) = 213
Zz’e A, %’ caso contrario.

La funcion ®,(f) esta bien definida puesto que se construyé inductivamente en 7 y

GY C V.. De forma similar a los casos anteriores,para f € Lip,(X) y z € X definimos

Po(f)() = A(®n(f), H) (75, () = A(Pn(f), H) (2),

donde H es un cuadrado en F,, = X con vértices en MF,

Nota 2.20 En el procedimiento de refinamiento aunque el conjunto F,, se mantiene fijo
después del paso 5 (ya que a partir de este paso F,, = X), la longitud de las aristas de
los cuadrados en la malla se hacen cada vez mas pequenos, es decir, aunque el conjunto
se mantiene siendo el mismo después del paso 5 la particion que se hace de este si es

diferente para cada k.

Observacion 2.21 Tomemos H = [ay,b1] X [ag, be] un cuadrado de F,, y sea L C H.
Supongamos que L = {c} x [a}, b], donde ¢ € [ay,b1] y as < ab y by < by. Entonces, para

todo = = (¢, z2) € L se tiene que
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T _y +21—k} C_y +21—k _ _
R = (28 2 () (2 2
Ty — Yo + 2877 c—y + 277 1—k 1—k
+ ( 22—k 1 - 92—k (Pn(f) (yl —2 Y2 + 2 )
Ty —yp + 2877 c—y +27F 1—k 1—k
+ (1 B 92—k 92—k D, (f) (yl +27 yp — 2 )

ra—yp 27" c—y +217F —k —k
+(1_ 22k = — ) &) (3 =27 = 277),

donde (y1,y2) es el centro del cuadrado H.

Observe que salvo x,, todos los elementos de la expresion anterior son escalares, puede
ocurrir que la funcion @, (f) necesite realizar més célculos para hallar su valor. Sin em-
bargo, dichos calculos no dependen del z que se tome en L, si no de los vértices de H los
cuales siempre son fijos para el cuadrado H. Si consideramos L = [a}, b}] x {c} tendremos
un resultado similar, solo que en este caso la variable seria la primera componente. De lo
anterior se sigue que P,(f) tiene la propiedad (AF) en cada cuadrado en el mosaico de

E,.

2.1.5. Conteo de las proyecciones para el paso de refinamiento £

Antes de pasar a la demostracion de las propiedades de las proyecciones, queremos
abordar dos preguntas que se puede plantear el lector en esta parte; la primera es, jcuantas
proyecciones habra para cada k7 Y la segunda es, ;como saber en que paso iniciaremos
dependiendo del k£ que tomemos?

Para iniciar, estudiemos un poco el caso de k = 2 y luego pasaremos al caso general.
Recordemos que para k = 2, el paso anterior corresponde al iltimo n del proceso de
ampliacion del conjunto. Este es, n = 7. Asi, para k = 2 nuestro primer n es 8. Ahora,

para determinar en qué proyeccion n finaliza el paso k = 2 de refinamiento debemos
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contar la cantidad de vértices que hay en la malla M2 y restar la cantidad de de vértices
que habian en la malla anterior y por dltimo sumarle el resultado al tltimo paso del
proceso anterior (para este caso es el proceso de ampliacion, sin embargo, si k& > 3 el
proceso anterior siempre serda de refinamiento). Como MZ posee 25 vértices en total y
M} posee 9 vértices, entonces, el proceso de refinamiento para k = 2 finaliza en el paso
n =25—9+7 =23y para este paso se definen 25 — 9 proyecciones debido a que estas
estan determinadas por la cantidad de nuevos vértices que se adicionaron a la malla.

En este orden de ideas, para responder las dos preguntas basta contar la cantidad de
vértices que habra en cada malla para el paso de refinamiento £ € N. Mas atn, como la
malla es cuadrada, basta determinar la cantidad de vértices que hay en uno de los lados

de la malla. Para determinar est& cantidad de vértices tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.22 La cantidad de vértices que hay en uno de los lados del cuadrado

formado por la malla para el paso k es 1 + 2F.

Demostracion: Procederemos realizando induccion matemaética sobre k. Para k = 1 tene-
mos que 14 2% =1+ 2! = 3; como se vio en la Figura 2.2 este corresponde al niimero de
vértices que hay en uno de los lados del cuadrado formado por la malla para £ = 1.
Supongamos que para k = m — 1 se cumple que el nimero de vértices que hay en uno
de los lados del cuadrado formado por la malla para el paso de refinamiento k = m —1 es
1+2m~1 Ahora supongamos que aumentamos el paso de refinamiento a k = m. Para cada
par de vértices que habia en uno de los lados de la malla en el paso £ = m — 1 debemos
poner un nuevo vértice en el medio de dichos puntos. Luego, la cantidad de vértices que
adicionamos corresponde a la cantidad de vértices que habia en el paso anterior menos 1.

De esto que la cantidad de vértices que hay en un de los lados del cuadrado formado por
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la malla para el paso k = m es
142t (2" ) =142 2" =1427

Esto culmina la demostracion. [ |

Corolario 2.23 La cantidad de vértices que tiene la malla en el paso k es (1 + Qk)z.

Demostracion: Sila cantidad de vértices que hay en uno de los lados del cuadrado formado
por los puntos de la malla para el paso de refinamiento k es 1 + 2*, entonces la malla
posee en total (1 + 2’“)2 vértices. [ |

Para responder la primera pregunta, sencillamente debemos restar la cantidad de
vértices que habia en la malla anterior de la cantidad de vértices que hay en la nueva

malla para el paso k. Esto es para cada k£ € N la cantidad de proyecciones que hay es
(1 + 2k)2 _ (1 + 2k’—1)2 — (1 + 2]€+1 + 22k‘) o (1 + 2k + 22k—2) — 2k: + 3 . 22k’—2‘

Observacién 2.24 Para saber en que paso n iniciamos al aumentar el paso de refina-
miento k, sencillamente debemos ver que el paso n — 1 finaliza en el nimero de vértices de
la malla menos 2. Luego, si denotamos por n§ el primer indice de las proyecciones para

el paso de refinamiento k, entonces
nf=(1+21)7 -1,

Para finalizar esta seccion estudiaremos como determinar el valor de k si inicialmente
tenemos el paso n. Esta es quizd la herramienta mas ttil, ya que gracias al valor de k
determinamos la longitud de las aristas de los cuadrados en la malla M* y el conjunto de

vértices de los mismos. Para este hecho tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.25 Sea n € N\ {1,2}. El valor k del paso de refinamiento para el paso

n estd determinado por

k= [logy(Vn+1—1)+1].

Demostracion: Veamos que k < log,(v/n + 1—1)+1 < k+1. En efecto, de la Observacion

2.24 tenemos que (1 + 2’“_1)2 —1 < ny del Corolario [2.23| tenemos que n < (1 + 2’“)2 —1.

Luego

1+2") —1<n< (1429 -1
(1+2") <n+1< (1429

Como n > 3y k > 1 se tiene que
1+ <Vn+l<142F

T <Vn+1-1<2"
k—1<logy(vn+1—-1)<k
E<logy(vn+1—-1)+1<k+1.

Con lo cual queda finalizada la prueba. |

2.1.6. Prueba de las propiedades de la sucesién de proyecciones

Ahora procedemos a demostrar que la sucesion de operadores lineales definidos ante-
riormente satisface las condiciones mencionadas al inicio de la Seccion 2.1 del presente

capitulo.

)
n=1

Afirmacioén 2.26 La sucesion (P,) es una sucesion acotada de operadores lineales de

rango finito en Lipy(X).
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Demostracion: Veamos que para cada n € N, P, es un operador lineal acotado de
Lipy(X) en Lipy(X).

Fijemos n € Ny f € Lipy(X). Como (0,0) € V,,, tenemos que

= ©,(/)(0,0)
= f(O, O) =0.

Ahora, sea H un cuadrado en F,, y sea Uy el conjunto de vértices de dicho cuadrado.

Queremos probar que

L(P.(P)lug) < 3L(f).

En virtud del Lema y de la definicion de los P, se sigue que

L(P.(f)) < 3L(f).

Lo anterior lo realizaremos partiendo en casos.
Caso 1: Supongamos que para el paso n, se tiene que V,, = M” (recordemos que el

valor de k estéa ligado al valor de la n). Entonces Uy C V,, y por lo tanto

Po(H)lvy = flog-
Counsecuentemente

L(Py(f)lvn) < 3L(f).

Caso 2: Supongamos que V,, C MF y sea ®,(f) la funcion auxiliar en M* N F,, =
V, U W, definida en (2.8) (note que este caso estd determinado solo para proceso de
ampliacion del conjunto). Sean x,y € Uy, tales que = # y. Por definicion de ®,,, tenemos
que
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donde )
T, si xeVy;
T =
g, (z), si x € W,.
\
y 4
. y, sty eVy
y =
e, (y), si y € W,.
\

Observe que |7 — yl|, ||z — z|| € {0,1}. Por lo tanto

[Pn(f)(2) = Pu(F)W)] < LT -1l

IA

LN(E =[] + [l =yl + |ly = 9l])

IN

LA+l =yl +1)

IN

3Lz = yll-

Asi,

L(Pu(N)lvg) = L(Pu(f)|v) < 3L(S).

Caso 3: Supongamos ahora que para el paso n se tienen (2.10) y (2.11). De la defi-

nicion de P, y de los Lemas y se sigue:

L(P.(Plvw) = LA Pu(f)]vy, H))

IA
=
&
i
=
S

IN
=

1
s
-

IA
w
=
./



Luego para toda n € N, P, es una funcién acotada de Lipy(X) en Lipy(X). La
linealidad de P, se sigue directamente de la definicion.

Como para cada n € Ny cualquier f € Lipy(X), la funcion P,(f) estd unicamente
determinada por los valores de f en el conjunto finito V,,, el operador lineal P, es de
rango finito.

Mas aun, la sucesion (P,)5° ; estd uniformemente acotada porque || P,|| < 3 para cada

n € N por lo mencionado anteriormente. |

Afirmacion 2.27 Para cada n,m € N tenemos que P, P, = Puminm)-

Demostracion: Tomemos m,n € Ny f € Lipy(X) y supongamos que m < n. Como
la imagen del operador P, estd tinicamente determinada por los valores de ésta en el
conjunto V,,, V;,, CV,, v P, coincide con f en los valores de V,,, se tiene que P,,(P,(f)) =
Pulf).

Supongamos que m > ny sea f € Lipy(X). Queremos probar que P, (P, (f)) = P.(f).
Para este este proposito basta probar que P,(f) tiene la propiedad (AF) en cada cuadrado
de F,, y que P,(P,)(f) = P.(f) en los vértices de esos cuadrados. Entonces por la
Proposicion 2.12] obtenemos asi que P, (P,)(f) = Pu(f) en F,.

Ahora, observe que, si para todo x € F), se cutple que P, (P,(f))(z) = (P.(f))(x),
entonces P, (P, (f)) (g, () = (P.(f))(7E, (x)). Luego, para todo n € N, por el hecho

de que g, TE, = Tp tendremos que

min{m,n}

Pu(Pu(f))() = Pu(Pu(f)(7p,(z))
= Pu(f)(7p,(2))
= Pu(f)(7r, (75, (z)))
= Pu(f)(7F,(2)) = Pu(f) ()
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para toda = € X.

De esta manera, procedamos a demostrar que P,(f) tiene la propiedad (AF) cada
cuadrado de F), y que coincide con P,,(f) en los vértices de dichos cuadrados.

Iniciamos estudiando P;(f) en los cuadrados de F},,. Recordemos que definimos P, (f)(z) =
A(fop, H)(mp (x)), donde la funcion ¢ estaba dada por ¢(z1, x2) = (x1,0) para (x1,22) €
H. Sea H un cuadrado de F,, y sea L un subconjunto de H con un lado paralelo a uno de
los ejes coordenados. La imagen de ¢(L) es un punto o es un segmento de recta contenido
en [—1,1] x {0}. En cualquiera de los dos casos, se sigue de la definicion que Py(f) es afin
en (L) y por tanto Pi(f) tiene la propiedad (AF) en H.

Supongamos que en el paso n estamos en el proceso de refinamiento, entonces m
también debe estar en el mismo proceso. Ahora, recordemos que P, (f) tiene la propiedad
(AF) en cada cuadrado de F,, y ademés cada cuadrado de F, es un cuadrado cuyas
aristas son menores o iguales a algin cuadrado de F),. De esto que cada cuadrado en £,
esta contenido o es igual a un cuadrado de F,,. Por lo tanto P,(f) tiene la propiedad (AF)
en cada cuadrado de F,,.

Finalmente, supongamos que en el paso n nos encontramos en el proceso de ampliacion
de los conjuntos F,, y V. Si F,, = X, el resultado es inmediato del hecho que P,(f) tiene
la propiedad (AF) en cada cuadrado de F,, y por consiguiente en cualquier otro cuadrado
contenido en F},. Por otra parte, si F,, = [—1,1] x [—1, 0], tomemos H un cuadrado de F,,
y L C H un segmento paralelo a alguno de los ejes coordenados. Claramente si H C F},,
P,(f) tiene la propiedad (AF) en H por la misma razon que se mencioné anteriormente.
Ahora, si H C X \ F,,, entonces 7g, (L) es un punto o un segmento de recta en alguno de
los conjuntos [—1,0] x {0} o [0,1] x {0}. Como ambos conjuntos son segmentos paralelos

a los ejes coordenados, y ambos estan contenidos en un cuadrado en el mosaico de F},, se
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tiene que P,(f) es afin en L. Es decir, P,(f) tiene la propiedad (AF) en H, como el H
es arbitrario, lo anterior se cumple para cualquier cuadrado de F,,.

Con esto hemos terminado la prueba de que P,(f) tiene la propiedad (AF) en cada
cuadrado de F,,.

Ahora, veamos que P,,(P,)(f) = P.(f) en los vértices de estos cuadrados.

Inicialmente, supongamos que para el paso m, M* N F,, = V,,. Si x € V,,, de la
definicion P, se tiene que P, (P,(f))(z) = P.(f)(x).

Supongamos que en el paso m nos encontramos en el proceso de ampliacién del con-
junto. Si x € W, (recordemos que en y se definio W,, como el complemento

de V,,,), entonces

En esta parte tenemos dos situaciones a analizar. Primero, si [pi, ¢’ ] C [r’ s’ ] para

i € {1,2}, entonces g, Tp,, = (Tipl i Tk, ob, ] Mo @21 T2, 52.)) = (Mo ab)s Tp2.a2) = Trs ¥

por tanto
Po(Pu(/)(@) = Pu(f)(7p, (75, (1)) = Pu(f)(7r,(2)) = Pu(f)(@).
La segunda serfa que [r2,, s2] C [p?, ¢%]. Esto implica que F,, = F,,,, W,, C W,y E,, = E,,.
Luego, nuevamente por la propiedad de conmutacion de los 7’s, se sigue que
En(Pa(P)(2) = Pu(f) (75, (75, () = Pu(f)(75,(2)) = Pu(f)(2).

Ahora, supongamos que para el paso m estamos en el proceso de refinamiento de
la malla y las proyecciones. Denotamos por k, y k,, el valor de la malla en el que nos
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encontramos en el paso n y m respectivamente. Sea H una cuadrado de F,. Queremos
ver que P,,(P,(f)) = Pu(f) en el conjunto M*»NH = | J2_, G, NH. Para este proposito

analizaremos cada uno de los conjuntos Gj, N H. Por definicion

Recordemos que para el paso m la funcion ®,, estd dado por:

.
f(flf), sl x € Vm,
D, (f)(z) =
sze A, fgl%)((i))’ caso contrario.

De lo cual se sigue que

para Gf puesto que G, C V. Supongamos que z € (G}, N H)\ V,,. Tenemos

En(Pa(f)(x) = @m(Pa(f))(2)
i

_ m(Pu(f))(2)
B Z card(4,)

€A,

Como 2’ € A, C Ggm, entonces por lo mencionado anteriormente, se sigue que

PP ) = 3 D)

'eAy 2
= L [PD@+ 2 e+ P -2 )] (214)

para algin ¢ € {1,2}}. Veamos que
PP+ 2 ) + Pulf)(a — 2 Fe)] = P(f)(x).

Para este hecho, basta mostrar que P,(f)(z +2'"%me;) + P, (f)(x — 2 7*me;) = 2P, (f)(x)

para cualquier ¢ € {1,2}. Sea H' un cuadrado de F, tal que z € H'. Es inmediato que
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H C H'. Denotemos por (yi,y2) el centro de H' en F),, y por vy, vy, v3, vy sus vértices.

Supongamos que ¢ = 1 (los calculos para ¢ = 2 son iguales).

Po(f) (@427 mer) + Pu(f)(w — 27 er) = Po(f) (w1 + 277 o) + Po(f) (21 — 21757 2p)

Ty — Yo + 2175 (2w 21 7Fm — 21 9y, 4 2. 917
B < 22kn 92— kn P, (f)(v1)

Ty — yp + 21 7Fn 2wy + 21 7Fm — 217km 9y, 4 2. 217hn
i ( 92—Fn 2= 92—kn 2alf){e2)

5 To — Yo + 21—kn 21y + 217 km — ol=km _ 2y1 + 2 - 21—kn
+ B 92—kn 92—kn

@, (f)(vs)

Ty — Yo + 217K 9y 4 21 km _ 9l=km _ 9y 1 9. 91k
* <2 B 22— kn 2= 92—kn P (f)(va)

=2 ( - ;’”) ( - 35221_k") &.(f)(0)
r () (1o 2l 6, ()
r2(1- B2 ) (Bl 0, ()
r(1- 2 ) (1o Bl 0 ()

= 2P,(f)(x),

como se deseaba.

Para finalizar si © € (G, N H) \ V,,, nuevamente

Pr(Pu(f)() = @u(Pu(f))(2)
d

_ m(Pn(f))(2)
B Z card(4,)

€A,

Como 2’ € A, C G}Cm N H, por lo mencionado anteriormente, se sigue que
Pu(P(f))(@) = —==—

= = Z Po(f)(x + 2 me)) + Po(f)(x — 2 Fmey) |, (2.15)



dado que A, = {x + 27 Fme; e € {—1,1},i € {1,2}}.
Por lo visto anteriormente para cada i € {1,2}, B,(f)(z + 2% me;) + B.(f)(z —
21=kme,) = 2P,(f)(z). Por lo tanto X [Z?Zl Po(f) (@ + 27 Fme) 4+ Po(f)(x — 20 Fmey)] =

4

P.(f)(z). Esto concluye la prueba de la identidad

en Mk~ N H, y dado H fue seleccionado arbitrariamente lo anterior se cumple para toda
M,

Note que la demostracién anterior se cumple para cualquier paso en el que se encuentre

Finalmente, por la propiedad (AF) de P,(f) en cada cuadrado de F,, junto con la iden-
tidad P, (P,)(f) = P.(f) en los vértices de dichos cuadrados, tenemos que P,,(P,)(f) =

P,(f) para toda m > ny f € Lipy(X). [ |

Afirmacién 2.28 Para cada f € Lipy(X), la sucesion (P,(f))>2, converge débil* a f.

n=1

Demostracion: Si f = 0, es inmediato de la definiciéon de los P, que P,(f) =0y por
tanto P,(f) — f puntualmente. Ahora, supongamos que f € Lipy(X) \ {0}. Seae >0y

z € X. Como | J77, V,, = X, existe una sucesion (z,,)0_, C (U —, V,, tal que z,, — z, de

esto que, existe my € N tal que

l|zm — || < para toda m > my.

GL(f)

Ademaés, como V; C Vo C V3 C ---, tenemos que si x,, € V, para algin m’ € N,
entonces ,, € V,, para toda m > m/’.

Por otra parte, de la continuidad f tenemos que, existe m; € N tal que
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|f(zm) — f(x)] < g, para toda m > m;.

Sea mgy = max{mg, m;}. Para toda n > my se tiene que

|Pu(f)(2) = f ()] | Pu(f)(@) = Ba(f)(@mo)| + | Bu(f) (@my) — f ()]

IN

< LPa()e = @ms || + | f (2ms) — f ()]

[e.9]

o, converge puntualmente a f para

De lo anterior tenemos que la sucesion (B,(f))
cada f € Lipy(X). Ahora, como ||P,|| < 3, tenemos que el conjunto {P, : n € N} es
acotado en Lip,(X). Entonces, por el Teorema se sigue que la sucesion (P, (f))o2

n=1

converge a f en la topologia débil*. |

Afirmacién 2.29 Para cada n € N, el operador P, es débil* a débil* continuo en sub-

conguntos acotados de Lipy(X).

Demostracion: No es dificil ver de la definicion de los P, que si (f;)ie; es una red
en Lipy(X) que converge puntualmente a f para algun f € Lip,(X), entonces la red
(Po(fi))ier converge puntualmente a P,(f). De lo anterior se sigue que P, es continuo
con la topologia de la convergencia puntual para cada n € N. Como la topologia débil*
coincide con la topologia de la convergencia puntual en subconjuntos acotados, tenemos
que, para cada n € N, el operador P, es débil* a débil* continuo en subconjuntos acotados

de Lipy(X). |

Afirmacién 2.30 Para cada n € N, el operador P,.1 — P, es de rango 1.
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9
n=1

Demostracion: Gracias a la propiedad de conmutacion de la sucesion (P,)5, v la

linealidad de los operadores P,

Pn+1(f) - Pn(f) = Pn+1(f) - PnJrl(Pn(f)) = Pn+1(f - Pn(f))

en X para cadan € Ny cada f € Lipy(X). Recordemos que la funcion P,1(f — P.(f))
esta determinada por los valores de la funcion f — P,(f) en el conjunto V,, 1. Pero, dado
que por definicion P, (f) coincide con f en el conjunto V,, estos valores son cero excepto

en V,,.1 \ Vi, que es un conjunto unitario . De esto que

dim(Im(Pyy — P,) = 1

para toda n € N.

De lo anterior tenemos que la sucesion de proyecciones (P, ),en forma una descom-
posicion de rango finito del conjunto Lipy(X). Ademas, como dim Im (P, — P,) = 1,
esta sucesion estd asociada a una base de Schauder del espacio Lipy(X). Finalmante co-
mo como los operadores P, son débil* a débil* continuos en subconjuntos acotados de
Lipy(X), existe una sucesion de operadores lineales (7,),en definidos sobre F(X) tales

que T¥ = P, para cada n. Dicha sucesion comparte las mis propiedades de (P,)%°, y

satisface que Jo~; T,,(F(X))v = F(X). Pero, dado que T, T,(X) = Tuimfmn}(X), se

n=1

tiene que 71 (F (X)) C To(F(X)) C --- y por lo tanto |J,~, T,,(F(X)) = F(X) como se

queria. |
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CAPITULO 3

Encajes no Lineales de Subespacios

Extremadamente Regulares

En el ano 1932 Banach estudio las isometrias entre los espacios C'(K), donde K es
un espacio métrico compacto. Anos después, Stone amplié este estudio a espacios K no
necesariamente métricos. Uno de los resultados de estos estudios es el célebre teorema de
Banach-Stone el cual establece que si Cyp(X) y Co(Y') son isométricos, entonces X y Y son
homeomorfos. Este resultado ha inspirado un gran nimero de generalizaciones y varia-
ciones en diferentes espacios de funciones; por ejemplo Holsztytiski (ver [I5]) proporciono
una importante extension de dicho teorema, estableciendo que si C'(X) es isométrico a un
subespacio de C(Y'), entonces X es imagen continua de Y. Varios autores como Jarosz,
Galego y Porto da Silva (ver [3] y [4]) estudiaron el problema de extender el teorema de
Banach-Stone para isomorfismos no lineales. El objetivo de este capitulo es establecer el

siguiente teorema.

Teorema 3.1 Sea K un espacio compacto Hausdorff, S un espacio localmente compac-

to Hausdorff y X un espacio de Banach. Supongamos que existe una funcion T de un
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subespacio extremadamente reqular A de C(K) a Cy(S, X) tal que

2717 = ol S IT() = To)ll < Ml —gll, ¥f,g € A, (3.1)

con 1 < M? < S(X), entonces existe un subconjunto compacto Sy de S y una funcidn

continua ¢ de Sy sobre K.

Este resultado extiende el teorema principal de [4] a subespacios extremadamente

regulares de C'(K).

Observacion 3.2 Cabe aclarar al lector que el trabajo aqui expuesto consta una de una
unificacion de los métodos usados en [3] y [4], en los cuales se estudiaron afirmaciones

similares, pero en casos separados.

Definicion 3.3 Sea X un espacio de Banach. La constante de Schiffer S(X) estd defi-

nida por
S(X) == mf{max{||z + yll, ||z — yl[} : v,y € X, |[z]| = |lyl| = 1}.

De lo anterior es claro que si X = R, entonces S(X) = 2.

Para empezar, introduzcamos el siguiente conjunto dirigido. Sean k € K y V; el
conjunto de vecindades abiertas de k. Consideremos el conjunto I, = Vj x (0, 00) con la
relacion (U, t) < (V,s) siempre que V C U y s < t. Si consideramos este este conjunto

podemos establecer el siguiente lema.

Lema 3.4 Sean A un subespacio extremadamente regular de C(K) y k € K. Considere-
mos el conjunto dirigido (I, <) como se menciond arriba y sea (fwy)wyer, una red en

A tal que Imfwy C [0,1], fon(k) = [lfopll =1 v |[fwy

ve|| <t para todo U € Vi y

t € (0,00). Entonces, para cualquier v € K, se tiene que

Hmsupr_Vf(U,t)H < w(ka f,V), vf €A

(Ut)ely,
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Demostracion: Observe que

|f = v wnll = sup [f(w) =V fwn(w)]
Wek

o { sup £0) = o (0 sup 11) = ()]}

weU

Por una parte tenemos que

}

Swp |f(w) =vfwp (Wl < sup { (W) + v fwn (W)

< sup [f(w)|[+ sup [vfuy(w)]
weue weue

< IfI+ [vlt. (3-2)
Ahora, por la compacidad, para cada U € Vj, existe wy € U de manera que

sup |f (W) = v fwn(W)| = [f(wr) = v oy (wo)l-

Note que la red (wy)yey, converge a k. Luego, por la continuidad de f y de los fy se

sigue que

lim sup (sup |f(w) = v (W)\) = limsup | f(wy) — v fwy(wo)|
(Ut)el, \wWeU (U)ely

= I -
(U,glellk | f(wy) Vf(U,t) (wo)|

< |f(k) —vl. (3.3)
Asi, de la observacion inicial y las ecuaciones (3.2)) y (3.3)) se sigue que

limsup || f — vfwy|| = limsup max {‘?Vu% |f(w) = v fwn(w), su([]) |f(w) = v fuw (W)]}
S

(Ut)ely, (Ut)ely, we

c

< lim sup méx {|f(WU) — vfwy(wo)l, || f]] + \V|t}
(Ut)ely,

< max{|f (k) = V[, [[f]l} = w(k, £, v).

Esto concluye la demostracion del resultado. |
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SECCION 3.1

Demostraciéon del teorema principal

En esta seccion, presentamos la demostracion del Teorema [3.1].

Definicion 3.5 Para cada k € K yv € K, definimos N (k,v) como el conjunto de s € S

tal que eziste una red (w;,z;)ic; en X X X de manera que se cumplan las siguientes

condiciones

(a) |lw; —zl| > 2 i e 1.

(b) Para cada f € A,

ltm sup méx{||Tf(s) = will, [|T(=f)(s) — ][} < Mew(k, f,v).

iel

Con esta notacion se presenta el siguiente resultado;
Teorema 3.6 Para cada v #0 en K y k € K tenemos que N (k,v) # 0.

Demostracion: Sean v € K\ {0} fijo, k € K y sea (fu)vey, una red en A asociada al
vector v tal que (fy)uey, satisfaga las hipotesis del Lema

De (3.1)), para cada U € Vy, se tiene que

1 1 1 2|v
I (o) = T(=vh)ll 2 v — (< fo)ll = el 20 ull = 21l [1oll = 2.
Luego, existe sy € S tal que

2[v|
T(vfu)(su) = T(=vfu)(sv)ll > S

Para cada U € Vj definimos wy = T'(vfu)(sv) v zv = T(—vfv)(sv), entonces, la red

(Wu, zu)vey, satisface la condicion (a) de la Definicion [3.5
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Ahora, observe que por la segunda desigualdad de (3.1)) se tiene que, para cada f € A
y o€ {_17 1}7

T f)(sv) = TV fu)(sv)ll < MI[f = vfull

Entonces por el Lema |3.4] se tiene que

bim sup max{|[Tf(sv) — wull, [[T(=f)(sv) = zol[} < Mw(k, f,v). (3-4)

Veamos que (sy)pey, admite una subred convergente. Dado que A es un subespacio
extremadamente regular de C'(K) por la Proposicion podemos fijar un f, € A tal

que w(k, f,v) = % Entonces,

Mlv| = limsup||T fo(sv) — wol| + limsup |[T(—fo)(sv) — zu]|
UeVy UeVy

> ligleiUP(HTfo(SU) —woll + [|T(—fo)(sv) — zvll)
> ll’gleiup(HWU —zyl| = [T fo(sv) = T(=fo)(sv)ll)
> limsup (% —||T fo(sv) — T(—fO)(SU)H)
Uevy
> gt (2B - Ao - T oo
2
= % — li(r]ré]iilf 1T fo(su) —T(—fo)(sv)ll-
Consecuentemente,
ot [T u(s0) — T(~a)s0)l = (o =31 ) v (33)

Ahora, dado que 2 > S(X) > M?, se sigue que

2
— > M
M )

esto es, 2/M — M > 0. Asi, el lado derecho de la desigualdad (3.5) es estrictamente

positivo. Entonces, como T'fo — T(—fy) se anula en el infinito, el conjunto {s € S :
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T fo(s)=T(—fo)(s) > (2/M—DM)|v|} es compacto. Ahora, recordemos que en un conjunto
es compacto si y s6lo si cada red admite una subred que converge a un punto del conjunto.
De esto que (sy)yey, admite una subred convergente.

Finalmente, pasando a una subred, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

(su)vey, converge a algiin s € S. Entonces, para cada f € A, se sigue de la continuidad

de Tfy T(—f) que Tf(sy) = Tf(s)y T(—f)(sv) = T(—f)(s), entonces implica

que
tim sup max{[[Tf(s) = wull, IT(=£)(s) = 2u[l} < Mw(k, f,v).
Vi
Por tanto s € N(k,v). Esto finaliza la prueba. [ |

El siguiente lema es una herramienta crucial para la continuaciéon de este trabajo. La

prueba propuesta es una adaptacion de la demostracion de |?, Teorema 2.
Lema 3.7 Si X un espacio de Banach y x,y € X, entonces

i+l e =} < g7y miclel. ol

Demostracion: Sean x,y € X con x # y. Consideremos w = %

Entonces ||w|| = ||z|]| =1y

L ( 1 L 1 ) +( 1 - 1 )
wtz= x Y.
e +yll e =yl lz+yll e =yl

Por tanto,

1 1

1 1
o £ 2] < |2 : \+Hw] . ‘
T TR

1

]. ]_
’

1
:F
+l| Hx—MJ

Smmmﬂmwmhm +mwmﬂmmu\m

1 1 L L
< maxq||z||, + * ' 0
s wilell W ([ = o * =) 09
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Ahora, para cualesquiera a, b € R se tiene que 2méx{|al, |b|} = |a+b| + |a — b|]. Entonces

1o, ‘+‘ 1 . 1 ‘ ) ,( 1 1 )
= 2max , .
lz+yll ~ llz=yll| |llz+yll * llz—yll 2z +yl" ||z -yl

De la relacion (3.6]) se sigue que

1 1
lw £ 2| Smax{|rx||,||y||}2méx( | )
|z +yll ||z —yl|

9
min{||z + y||, ||z — y||}

= max{||z[, [ly[}

__ 2mdx{lla]l, lyll}
min{||z + yl|, [l -y}

2 méx{||z|[,|yl|}
Consecuentemente S(X) < ||w £ z|| < min{||z+yl[,[la—yl[}

Dicho de otra forma

2
mmwx+WJu—MH§§63mﬂNﬂme-

Esto culmina la demostracion. [ |

Proposicion 3.8 Sea v # 0 en K y k, k' € K. Si N(k,v) N N(K',v) # 0, entonces

k=FK.

Para la demostracion de esta proposicion, propondremos una prueba muy similar a la
mostrada en la Proposiciéon 4.1 de [3] y la Proposicion 3.2 de [4].

Demostracion: Sea s € N(k,v) "N (k',v) y tomemos a > 0y € > 0 de manera que

o+ 2Me < S(X)|v] (% - %) | (3.7)

Para los conjuntos N'(k, v) y N(K', v) existen redes (Wi, 7;)icr y (W}, 7;) jes respectivamen-
te, que satisfacen las condiciones (a) y (b) de la Definicion
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Supongamos que k # k’. De la definicién de subespacios extremadamente regulares,

podemos fijar funciones f1 y fo € A tales que
(@) [[All < l/24¢ [fi(k) =v/2| <ey [A(K) —v/2| < &
(b) [l < [v[/2+e, [folk) —=v/2/ <ey |fo(K) +v/2] <e.

Luego

w(k, f1,v), w(k', f1,v), wlk, fo,v), w(k',—f2,v) < %vLs.

Asi, por el item (b) de la Definicion tenemos que

, , A%
i sup e (|[7f1(s) — vl |[T(~ 1)) — [} < MY 4 e,

i€l

’ ’ Vv

imsupmix ({17 a(s) I IT(=)(s) — 711} < M2+ 2z,
JjE

, , Vv

im sup mas {17 () — will,IT(~2)(s) [} < M3 + e,
1€

’ ’ A
im sup (||~ £2)(s) — il [ITAa(s) — 751} < M 4 e

jeJ

] — _ !/ __ !/ [
Por lo tanto, podemos fijar w = w;,, z = z;,, W' = w/ y 7’ = 7} tales que

(| [TA(s) — w1 ) () — 2} < a4 e 42,
mise{|[T () |l IT(fi)(s) — 2} < M 4 2ae 4 2,

max{||T fa(s) = wl|, |T(=f2)(s) —=|[} < M';-' + Me + %

max{||T(=f2)(s) = W, [T fa(s) — Z|[} < M% + Me + %

Ahora, de (3.8) v (3.9) tenemos que

[lw = wl[ < [|Tf1(s) = wl[ + [|Tf1(s) = W'[| < M|v| + 2Me + a.

De G3) v G9)

Iz — 7] < IT(=f1)(s) = 2l + [IT(=f1)(s) = 7| < MIv] +2Me + @
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De (10) v (51D

lw = 2|l < |T'fa(s) = wll + [IT fa(s) — 2|| < M|v| + 2Me + o,

y de y tenemos que
||z — W[ S| T(=f2)(s) = zl| + [[T(=f2)(s) = W'|| < M|v] + 2Me + a.
Se sigue que
max{|[w — w'||, ||z — Z||, [[w — ||, |z = w'|[} < M]|v| +2Me + a.
Usando el Lema conx =w —wyy=w — 2z, obtenemos

min{||2w’ — (w + 2)||,||w — z||} < %(MM +2Me + a). (3.12)

De manera analoga, tenemos que

min{||22' — (w+2)||,||w — 2|} < %(MM +2Me + a). (3.13)

Recordemos que ||w —z|| > 2|v|/M. Observe que

] 2w — (w+2)||+ 22 — (w+ 2z
mix{|[2w — (w +2) |22 — (w+2)|} > AR - (el

2
> W =7
2}v|
P M *
Entonces de (3.12) y (3.13) se sigue que
2|v| 2
— < —(M 2M
W< sy I+ 20z ),
esto es,
1 M
— - —— S(X) < 2Me.
(a7~ 573y M0 < 0+ 230
Lo cual contradice nuestra suposicion inicial. [ |
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A continuacién estudiaremos el objetivo principal del presente trabajo, el cual con-
siste en estudiar el conjunto Sy y la funcién ¢ de Sy en K mencionadas en el Teorema
para subespacios extremadamente regulares de C'(K). Definiremos dichos objetos y
demostraremos que satisfacen las propiedades del Teorema (3.1

Ahora presentamos el subconjunto Sy de Sy la funciéon ¢ mencionadas anteriormente.

Sea v € K\ {0} tal que (& — M) |v| > 2M + 2, definimos

So = U N(k’,V)

keK

Por la Proposicion esta union es disyunta, asi, podemos definir la funcion ¢ : Sy — K
tal que ¢(s) es el unico k € K tal que s € N'(k,v). Por el Teorema [3.6] tenemos que ¢ es

una funciéon sobreyectiva.
Proposicion 3.9 El conjunto Sy es compacto y la funcion ¢ es continua.

Demostracion: Como K es compacto, es suficiente mostrar que ¢ es una funcion
propia, esto es, para cualquier subconjunto compacto P C K, ¢~ '(P) es compacto.

Sea P C K un subconjunto compacto. Consideremos la red (¢(s;))ier C P. Podemos
suponer que (s;) — k para algan k € P. Adicionalmente, como s; € N (p(s;),v), para
cada i € I podemos fijar (W;,Z;)je(]i de manera que se cumplan las propiedades de la

Definicion B.5]

Esto es, para cada f € A e i € I, tenemos
tim sup mée{ [T (s:) — w1, [1T(=F)(s5) = 711} < Muwlip(si), £.). (3.14)

Veamos que (s;);e; admite una subred convergente. Fijemos fy € A tal que w(k, fo,v) =

v

5. Como ¢(s;) — k podemos fijar ig € I tal que

w(p(si), fo,v) S wl(k, fo,v) +1= g +1, i > . (3.15)
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Para cada ¢ > ig, por (3.14) podemos fijar un j € J; tal que
méx{||T fo(ss) — will, IT(=fo)(s:) — Zj|[} < Mw(p(s:), fo. V) + 1.

Luego de (3.15) se sigue que

max{||T fo(s:) — Will, [|1T(=fo)(s:) — I} < M% + M+ 1

Asi, usando la condicion (a) de la Definicion obtenemos

T fo(s:) = T(=fo)(s)ll = [T fo(si) = Wi +wi — T(=fo)(s:) + 2 — 2|
> ||wy = 75|l = 1T folsi) = will = [IT(=fo)(s:) — 7]

> HVV; —Z;H — M|v| —2(M +1)

2
(2 o) a2

— M) |v| >

Lo anterior es valido para cualquier ¢ > 7¢. Entonces, como v satisface que (%

2M + 2, tenemos que

lim inf [T fo(ss) — T(— fo)(s)]| > (% - M) v = 2M —2 >0,

Puesto que T'fy — T'(— fo) se anula en el infinito, (s;);c; admite una subred convergente.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que s; — s. Para finalizar, veamos que
s € o 1(P). Definimos
Y= (H Ji> x I,
el
dotado con el orden del productolj7 lo que lo convierte en un conjunto dirigido. Entonces,

para cada o = ((ji)ier, ') € X, definimos

i’ i’
Wog = W]zl y Zg — Zji/.

(3.16)

*Sean (X,<x) vy (Y,<y) dos conjuntos parcialmente ordenados, definimos el orden producto para el

conjunto X x Y por (z1,y1) <xxy (z2,¥2) si 1 <x 22y y1 <y ¥o.
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Veamos que (w,, 7, )sex, satisface las condiciones requeridas para tener s € N (k, v).
Es inmediato que la red (w,,z,),ex satisface la condicion (a) de la Definicion [3.5]
Veamos que esta cumple la condicion (b). Sean f € Ay e > 0, y probemos que existe un

oo € X tal que
max{||Tf(s) — wol||, |T(—=f)(s) — z:||} < Mw(k, f,v)+e, o> oy. (3.17)

Tomemos ¢’ = /(M + 2). Construiremos o en dos pasos. Primero, usando (3.14)), para

cada i € I, fijamos j? € J;, tal que para cualquier j € J; con j > j?,
méx{||Tf(s:) = wWil[ IT(—f)(s:) = 71} < Mw(p(si), f,v) + <" (3.18)

Segundo, como s; — sy ¢(s;) — k, podemos tomar iy € I tal que, para cualquier

56{—1,1}}722207

max{||T(0f)(s:) = TOL) ()], lwlpv(si), f,v) —w(k, f,v)[} <€ (3.19)

Asi, tomando oq = ((50)ier, %), notamos que si o((J;)ier,i') € X es tal que o > oy,

entonces ji > j9 y i > 4o. Por lo tanto, usando y por la definicion de (3.16|)
mdx{[|T f(sy) = Woll, [T(=f)(s1) = z [} < Mw(pv(sy), f,v) + €, (3.20)
y usando ([3.19)), concluimos que
max{||T f(s) = woll, T (= f)(s) — 25 /|} < Mw(k, f,v) + (M + 2)¢’. (3.21)

Asi, se sigue (3.17) como se deseaba.
De esta manera probamos que s € AV(k,v). En consecuencia s € ¢~*(P) y la prueba
de la proposicién estd completa. [ |

La version no lineal del Teorema [3.1] es la siguiente.
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Corolario 3.10 Suponga que existe un isomorfismo lineal T de un subespacio extrema-
damente regular A de C(K) en Co(S,X) de manera que ||T|| ||T7|| < S(X). Entonces

existe un subconjunto compacto Sy de S y una funcion continua ¢ de Sy en K.
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