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BUCARAMANGA

2005



Al Amparo de mi madre, padre y hermanos.

Ellos me labraron un camino fácil.
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1. ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN 1
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2. SOLUCIÓN DE SCHWARZCHILD 12

3. SOLUCIONES CON DEFORMACIÓN CUADRIPOLAR 15
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4.1. Datos de radios de las órbitas marginalmente estables, para diferentes
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INTRODUCCIÓN

La primera solución de las ecuaciones de campo de Einstein fué obtenida por el as-

trof́ısico alemán Karl Scrwarzschild alrededor del año 1916. Esta solución representa

el campo gravitacional generado por una masa esférica sin rotación. Sin embargo, en

general, los objetos astronómicos son cuerpos rotantes que se desv́ıan de su simetŕıa

esférica, por tal razón es necesario estudiar soluciones de las ecuaciones de Einstein

que puedan representar el campo gravitacional generado por fuentes de dichas carac-

teŕısticas. Erez y Rosen en el año de 1959 derivaron una solución estática y axialmente

simétrica con momentos multipolares de las ecuaciones de campo, que sirven para des-

cribir el campo gravitacional de fuentes que carecen de simetŕıa esférica. Además, esta

solución es una generalización de la solución de Schwarzschild. Gutsunayev y Manko

en 1985 dieron a conocer una nueva solución de las ecuaciones de campo, con carac-

teŕısticas similares a la obtenida por Erez-Rosen, y que también generaliza la solución

de Schwarzschild.

El propósito fundamental de este trabajo es usar las ecuaciones de movimiento para las

métricas de Schwarzschild, Erez-Rosen y Gutsunayev-Manko, con el fin de encontrar la

órbita marginalmente estable de una part́ıcula de prueba que está bajo la acción del

campo gravitacional correspondiente. Además, se estudiará la influencia del parámetro

cuadripolar, que caracteriza la deformación de la fuente, sobre las órbitas aqúı estudi-

adas.



1 ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN

Albert Einstein postula su teoŕıa gravitacional en términos de sus ecuaciones de campo,

que representan la curvatura como una manifestación geométrica del campo gravita-

cional en función de la distribución de masa y enerǵıa, en cada punto del espacio-tiempo

y tiene la forma

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (1.1)

Esta igualdad entonces involucra, las componentes del tensor métrico gµν , el tensor de

Ricci Rµν (tensor de curvatura que se obtiene a partir de las segundas derivadas del

tensor métrico), curvatura escalar R (se obtiene como una contracción del tensor de

curvatura), el tensor de enerǵıa-impulso Tµν , que describe la configuración de masa y

enerǵıa en un punto del espacio-tiempo y G que es la constante de gravitación (G=6,67∗
10−8cm3g−1seg−1 en c.g.s). Las ecuaciones de campo (1.1), representan un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales, de segundo orden, acopladas y no lineales. Como la

solución es demasiado complicada,se debe simplificar el problema imponiendo criterios

de simetŕıa. Además de las simetŕıas, usualmente se reduce el problema si se resuelven

las ecuaciones de Einstein en el vaćıo (Tµν = 0), se entiende este como ausencia de

fuentes generadoras de campo gravitacional, es decir

Rµν = 0. (1.2)

El tensor de Ricci, que es el encargado de describir la curvatura de una geometŕıa

determinada, se obtiene por la contracción del tensor de Riemman,
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Rµν = gαβRµανβ, (1.3)

la expresión para el tensor de Riemann, o también llamado tensor de curvatura es [1],

Rα
βγδ =

∂Γαβδ
∂xγ

−
∂Γαβγ
∂xδ

+ ΓασγΓ
σ
βδ − ΓασδΓ

σ
βγ , (1.4)

donde los Γλαβ son los śımbolos de Christoffel o transformación af́ın, y se relacionan con

el tensor métrico de la siguiente manera

Γλαβ =
1

2
gλσ

(
∂gασ
∂xβ

+
∂gβσ
∂xα

− ∂gαβ
∂xσ

)
, (1.5)

entonces, en general, una vez determinado el tensor métrico se obtienen todas las can-

tidades: śımbolos de Christoffel, tensor de curvatura y tensor de Ricci, que al igualarlo

a cero definen las ecuaciones de campo de vaćıo que deben satisfacer el campo gravita-

cional.

1.1 Métrica estática axialmente simétrica

En un espacio-tiempo cuadridimensional gµν es una herramienta que permite determinar

longitudes, a partir de las coordenadas de los puntos de dicho espacio-tiempo. Estas

longitudes se denominan intervalos o elemento de ĺınea y se definen en forma general

como

ds2 = gµνdx
µdxν µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.6)

Donde hay suma sobre indices repetidos y xµ, xν son las coordenadas del sistema de

referencia, que se escoge para un problema particular. En este trabajo en particular se

imponen condiciones de simetŕıa, en primera instancia, se asume que el tensor métrico es

independiente del tiempo, es decir, el elemento de ĺınea (1.6) queda invariante cuando
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se cambia el signo de la coordenada temporal, esta condición le otorga el carácter

estático al espacio-tiempo [15]. Para asegurar este hecho, los diferenciales temporales

en el intervalo (1.6) deben ser cuadráticos, luego

ds2 = g00dt
2 + gijdx

idxj i, j = 1, 2, 3. (1.7)

Ahora el elemento de ĺınea (1.7) se muestra dividido esencialmente en dos partes, un

término temporal y el otro espacial, entonces resta con otorgarle el carácter de axial-

mentesimétrico, es decir, el intervalo es invariante a una rotación sobre el eje de simetŕıa.

Si se escoge x1 = φ, como la coordenada que representa el ángulo axial (1.7)

ds2 = g00dt
2 + g11dφ

2 + gABdx
AdxB A,B = 2, 3. (1.8)

Entonces, gAB caracteriza el tensor métrico de una variedad bidimensional, y su ele-

mento de ĺınea tiene la forma

dl2 = gABdx
AdxB. (1.9)

Toda variedad bidimensional, se puede relacionar con un plano por un elemento matemático

que se denomina transformación conforme [6], la cuál permite representar (1.9) de la

siguiente forma

dl2 = F (ρ, z)(dρ2 + dz2), (1.10)

donde x2 = ρ y x3 = z son coordenadas ciĺındricas y se introducen porque se ajusta

perfectamente a la simetŕıa axial. (dρ2 + dz2) es el elemento del ĺınea del plano, y

la función F (ρ, z) manifiesta la curvatura del plano bidimensional. Ahora al incluir

(1.9)(1.10) en (1.8) se obtiene

ds2 = g00dt
2 + g11dφ

2 + F (ρ, z)(dρ2 + dz2), (1.11)
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con la nueva forma que adopta el elemento de ĺınea, de las diez componentes independi-

entes del tensor métrico, quedan tan solo las de la diagonal, las otras han desaparecido

en virtud de las simetŕıas impuestas.

Ahora, la misión es explorar la forma expĺıcita de los elementos g00, g11 y F (ρ, z).

Para este fin se parte del hecho de que el elemento de ĺınea (1.11), debe reducir a el

elemento de ĺınea de Minkowski en el infinito espacial, es decir, el campo gravitacional

se debe anular a grandes distancias de la fuente que genera dicho campo, o también, es

asintóticamente plano. La métrica de Minkowiski en coordenadas ciĺındricas se escribe

de la siguiente manera

ds2 = −dt2 + ρ2dφ2 + (dρ2 + dz2) cuando ρ, z →∞, (1.12)

ahora si se hace la comparación de (1.11) y (1.12) se obtiene

ĺım
ρ,z→∞

g00 = −1, ĺım
ρ,z→∞

g11 = ρ2, ĺım
ρ,z→∞

F (ρ, z) = 1, (1.13)

se concluye de las condiciones anteriores que g00 y F (ρ, z) deben tener una forma tal

que: en el infinito tiendan a -1 y 1 respectivamente. Se definen dos funciones reales de

ρ y z, ψ(ρ, z) w(ρ, z), que cumplan.

ĺım
ρ,z→∞

ψ(ρ, z) = 0, ĺım
ρ,z→∞

w(ρ, z) = 0, (1.14)

se puede tomar a g00 y F (ρ, z) de la siguiente manera.

g00 = −eψ(ρ,z), F (ρ, z) = ew(ρ,z), (1.15)

y de esta manera satisfacer (1.13). Ahora bien, el determinante del tensor métrico (1.11)

es g00 = −eψg11F
2(ρ, z) y para (1.12) g00 = −ρ2 es decir
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ĺım
ρ,z→∞

−eψg11F
2(ρ, z) = −ρ2, (1.16)

y según [7] se llega a

g11 = ρ2e−ψ(ρ, z), (1.17)

de esta manera, se concluye que el elemento de ĺınea (1.11) toma la forma

ds2 = −eψ(ρ,z)dt2 + ρ2e−ψ(ρ,z)dφ2 + ew(ρ,z)(dρ2 + dz2), (1.18)

si se define además, w(ρ, z) = γ(ρ, z)− ψ(ρ, z) finalmente se obtiene

ds2 = −eψ(ρ,z)dt2 + e−ψ(ρ,z)[ρ2dφ2 + eγ(ρ,z)(dρ2 + dz2)], (1.19)

que es la expresión estándar para el elemento de ĺınea estático y axialmentesimétrico.

Para este elemento de ĺınea y usando (1.2) las ecuaciones de campo de Einstein son

ψ,ρρ +
1

ρ
ψ,ρ + ψ,zz = 0, (1.20)

γ,ρ = ρ(ψ2
,ρ − ψ2

,z), (1.21)

γ,z = 2ρψ,ρψ,z, (1.22)

donde x,ρ = ∂x
∂ρ

denota derivación parcial. La ecuación (1.20) es la ecuación de Laplace

en coordenadas ciĺındricas para la función ψ y su solución es ampliamente estudiada

[8]. El sistema (1.21) y (1.22) es un sistema sobredeterminado, es decir, dos ecuaciones

diferenciales para una sola función γ. La integrabilidad de γ está garantizada por la

condición [7]

γ,ρz = γ,zρ. (1.23)
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Para este trabajo en particular y teniendo en cuenta la simetŕıa de la fuente, que se

supone representa las soluciones que se estudiarán (Erez-Rosen y Gutsunayev-Manko),

se define el elemento de ĺınea (1.19) en el sistema de coordenadas prolatas, que se

relaciona con las coordenadas ciĺındricas de Weyl como sigue

ρ2 = m2(u2 − 1)(1− v2), (1.24)

z = muv, (1.25)

donde m es una constante y se puede asociar con la masa de la fuente que genera el

campo gravitacional. Los rangos de las coordenadas u y v son

u ≥ 1, −1 ≤ v ≤ 1, (1.26)

entonces se toman u y v como las nuevas variables independientes, y el elemento de

ĺınea (1.19) toma la forma 1.

ds2 = e2ψ(u,v)dt2 − e−2ψ(u,v)(u2 − 1)(1− v2)dφ2

−e2(γ(u,v)−ψ(u,v))(u2 − v2)

(
du2

u2 − 1
+

dv2

1− v2

)
, (1.27)

para (1.27) las ecuaciones de campo en el vaćıo se reducen a:

[(u2 − 1)ψ,u],u + [(1− v2)ψ,v],v = 0, (1.28)

γ,u =

(
1− v2

u2 − v2

)
[u(u2 − 1)ψ2

,u − u(1− v2)ψ2
,v − 2v(u2 − 1)ψ,uψ,v], (1.29)

1Donde se usan unidades naturales, es decir, c = G = 1, además, usualmente se toma la masa
unitaria, m = 1
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γ,v =

(
u2 − 1

u2 − v2

)
[v(u2 − 1)ψ2

,u − v(1− v2)ψ2
,v + 2u(u2 − 1)ψ,uψ,v]. (1.30)

.

1.2 Órbita marginalmente estable para el caso estático
axialmente simétrico

Como textualmente lo indica su nombre esta órbita representa: la última órbita circular,

mas cercana, de una part́ıcula de prueba que está bajo la acción del campo gravitacional,

generado por una fuente estática y axialmentesimétrica. Además, la estabilidad de dicha

órbita es muy sensible a pequeñas perturbaciones radiales del potencial efectivo. . Los

criterios aplicados para hallar el radio de dicha órbita se encuentran en el trabajo de

Bardeen(1970)[9].

Las cantidades conservadas, sirven para determinar completamente la trayectoria de

part́ıculas de prueba. La independencia temporal de la métrica, y además, la indepen-

dencia con respecto al ángulo axial, implica que x0 = t y x1 = φ sean coordenadas

ignorables, lo que permite definir las constantes de movimiento asociadas a ellas como

cantidades que se conservan, entonces

∂L
∂ṫ

=
pt
m

= −E, ∂L
∂φ̇

=
pφ
m

= L, (1.31)

donde m es la masa en reposo de la part́ıcula, E y L son la enerǵıa y momento angular

por unidad de masa, respectivamente, y L es el Lagrangiano del sistema. Se define

entonces pα como el cuadrimomento por unidad de masa [1] y esta dado por la siguiente

expresión

pα =
dxα

dλ
, (1.32)
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según la relación anterior

pαp
α = gαβp

αpβ = gαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
, (1.33)

y por (1.6) se cumple que,

pαp
α =

(
ds

dλ

)2

, (1.34)

como puede observarse en [10], la relación pαpα = −m2 = −1 por lo que

(
ds

dλ

)2

= −1. (1.35)

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores, se procede a buscar la expresión que per-

mita estudiar la geodésica de las part́ıculas de la siguiente manera: Sobre el plano

ecuatorial (v = 0) el elemento de ĺınea (1.27) toma la forma.

ds2 = e2ψdt2 − e−2ψ(u2 − 1)dφ2 − eγ−ψu2

(
du2

u2 − 1

)
, (1.36)

si se define λ como un parámetro af́ın o parámetro de evolución del sistema, y usando

la notación:

ṫ =
dt

dλ
, φ̇ =

dφ

dλ
, u̇ =

du

dλ
, (1.37)

y además es conocido que el Lagrangiano del sistema tiene la forma[1]

2L =

(
ds

dλ

)2

. (1.38)

Ahora al dividir (1.36) entre dλ2 este se reduce a

2L = e2ψ ṫ2 − e−2ψ(u2 − 1)φ̇2 − e2(γ−ψ)u2

(
u̇2

u2 − 1

)
, (1.39)
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si se toman las consideraciones en (1.31), y al usar las ecuaciones de Euler-Lagrange se

concluye que

pt = e2ψ ṫ = −E, (1.40)

pφ = −e2ψφ̇(u2 − 1) = L, (1.41)

es decir

ṫ = −Ee−2ψ, (1.42)

φ̇ = − Le−2ψ

(u2 − 1)
. (1.43)

Al reemplazar (1.42) y (1.43) y con las relaciones (1.35) y (1.38) en (1.39) y ordenando

la expresión finalmente resulta

u̇2

u2 − 1
=
e2(ψ−γ)

2u2

{
1− E2e−2γ +

e2γL2

u2 − 1

}
, (1.44)

de donde se definirá V (u) como el Potencial efectivo, el cual permitirá estudiar las

geodésicas de las part́ıculas, que se mueven sobre el plano ecuatorial alrededor de la

fuente

V (u) =
e2(ψ−γ)

2u2

{
1− E2e−2γ +

e2γL2

u2 − 1

}
. (1.45)

Si la órbita es circular ρ es constante2, y entonces es sencillo ver que

2Es obvio que ρ constante implica que u es constante, cuando v es cero, por la definición de la
transformación coordenada.
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u̇ =
du

dλ
= 0, (1.46)

teniendo en cuenta la manera como fue definido el potencial en (1.45), y con la condición

anterior se puede concluir para el caso de ρ constante que

V (u) = 0, (1.47)

en este orden, y para garantizar que el potencial tenga puntos cŕıticos, surge la siguiente

condición

dV (u)

du
= 0, (1.48)

las dos ecuaciones (1.47) y (1.48) deben entonces cumplirse de forma simultanea para

garantizar un valor de ρ constante, además, puntos cŕıticos que son de interés particular

para este trabajo [9]. Entonces de la condición (1.47) y (1.48) se obtiene expĺıcitamente

V (u) =
e2(ψ−γ)

2u2

{
1− E2e−2γ +

e2γL2

u2 − 1

}
= 0, (1.49)

dV (u)

du
= e−2γ(e4ψ(2u2 + (u− 1)(u+ 1)(γ,u − 2ψ,u)u− 1)

L2 − e2(u2 − 1)2(uγ,u + 1) + e2ψ(u2 − 1)2(uγ,u − uψ,u + 1)) = 0.(1.50)

Al resolver estas dos últimas ecuaciones para E y L, enerǵıa y momento angular res-

pectivamente, se obtienen las expresiones.

E = −eψ
√

(u2 − 1)ψ,u − u

2 (u2 − 1)ψ,u − u
, (1.51)
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L = −

√
− (u2 − 1)2 ψ,u√

e2ψ (2 (u2 − 1)ψ,u − u)
, (1.52)

que son la enerǵıa y momento angular que posee la part́ıcula de prueba, que tiene una

órbita circular, con radio ρ, estable o no. Note que si ρ=ρome, donde ρome es el radio

de la órbita marginalmente estable, se obtiene la enerǵıa y el momento angular mı́nimo

para que se produzcan órbitas circulares. Entonces, el radio ρome también minimiza la

enerǵıa y momento angular para órbitas circulares estables.

Si se quiere garantizar la estabilidad de la órbita debe cumplirse que [9].

d2V

du2
< 0, (1.53)

entonces, la última órbita estable se da cuando

d2V

du2
= 0, (1.54)

en definitiva, reemplazando (1.51) y (1.52) en (1.47) y aplicando las condiciones (1.54),

resulta la expresión

e2ψ−2γ (ψ,u (3u2 + 2 (u2 − 1)ψ,u (2 (u2 − 1)ψ,u − 3u) + 1) + u (u2 − 1)ψ,uu)

u2 (u2 − 1) (2 (u2 − 1)ψ,u − u)
= 0,

(1.55)

cuya solución proporciona el radio de la órbita marginalmente estable.



2 SOLUCIÓN DE SCHWARZCHILD

Muchos cuerpos celestes tienen distribuciones de masa con simetŕıa esférica, como por

ejemplo, estrellas rotando lentamente, planetas y grupos globulares. La solución de las

ecuaciones de campo de Einstein que describe el campo gravitacional generado por una

fuente de este tipo, es la solución de Schwarzschild(1915). La expresión para el intervalo

cuadridimensional asociado con esta geometŕıa es

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (2.1)

donde M es constante, y se interpreta como las masa de la fuente que genera el campo

gravitacional [1]. La intension particular de este trabajo, se centra en encontrar ρome,

cálculo que se reproduce en varios libros para esta métrica [1], [10], [11], [12], sin em-

bargo, para no romper la secuencia del texto y como prueba del planteamiento anterior,

se hará el calculo según la sección (1.39).

Entonces partiendo del elemento de ĺınea (2.1) definido en el plano ecuatorial,es decir,

z = 0 y θ = π
2
, el intervalo se reduce a

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dφ2, (2.2)

que al dividir por dλ2 y por la relación (1.38) y la notación (1.37) el elemento de ĺınea

toma la forma
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2L = −
(

1− 2M

r

)
ṫ2 +

(
1− 2M

r

)−1

ṙ2 + r2φ̇2, (2.3)

entonces se encuentran las constantes de movimiento, respecto de las coordenadas ig-

norables que según (1.40) y (1.41) son

E = −
(

1− 2M

r

)
ṫ, (2.4)

L = r2φ̇, (2.5)

que al resolver el sistema trivial de ecuaciones, (2.4) y (2.5), para ṫ y φ̇ resulta

ṫ = E

(
1− 2M

r

)−1

, (2.6)

φ̇ =
L

r2
, (2.7)

al usar (1.38) y (1.35) en (2.9) y reemplazando las expresiones para ṫ y φ̇, resulta que

ṙ2

(
1− 2M

r

)
=

(
1− 2M

r

)−1

E2 − L2

r2
− 1, (2.8)

donde se define nuevamente el potencial efectivo V (r) como

V (r) =

(
1− 2M

r

)−1

E2 − L2

r2
− 1, (2.9)

si se aplican las condiciones, (1.47) y (1.48) se obtiene el par de ecuaciones

(
1− 2M

r

)−1

E2 − L2

r2
− 1 = 0, (2.10)
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2M

r2

(
1− 2M

r

)−2

E2 +
2L2

r3
= 0, (2.11)

que al solucionarlo para E y L, respectivamente, resulta que

E =

(
4M2 − 4Mr + r2

(r − 3M)r

) 1
2

, (2.12)

L =

(
Mr2

r − 3M

) 1
2

, (2.13)

ahora bien, reemplazar E(r) y L(r) en la expresión (2.10), y aplicando el criterio de

estabilidad (1.54) conduce a

d2V

dr2
=

2M(6M − r)

r2(6M2 − 5Mr + r2)
= 0, (2.14)

la solución para la ecuación, es entonces, rome = 6M o como se denota en la literatura,

rome = 3rs (donde rs es el radio de Shwarzschild). Note que al reemplazar rome en

(2.12) el valor de Emin = 2
√

3
3

y Lmin = 2
√

3, tomando M=1, es decir, solo existen

órbitas circulares estables, para valores mayores de Emin y Lmin.



3 SOLUCIONES CON DEFORMACIÓN

CUADRIPOLAR

3.1 Solución de Gutsunayev-Manko

Gutsunayev y Manko(1985) descubrieron una nueva propiedad de (1.28)-(1.30) que

usaron para hallar una nueva solución, a partir de una ya conocida ψ0, introduciendo.

ψ = ψ0 + AnL̂nψ0, (3.1)

dentro de (1.28), se puede ver que ψ es una solución de la ecuación, entonces, An es

una constante y L̂n representa el operador diferencial.

L̂n = {v(u
2 − 1)∂u + u(1− v2)∂v

u2 − v2
}n, (3.2)

donde n = 1, 2, 3, ... esta notación denota, el operador entre corchetes actuando sobre

la función ψ0. Se genera una solución ψ para cada valor de n. Gutsunayev y Manko

usaron la métrica de Schwarzschild.

ψ0 =
1

2
ln
u− 1

u+ 1
, (3.3)

obteniendo una solución con momento cuadripolar, a través del operador (3.2) con

n = 2, entonces
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ψ =
1

2
ln
u− 1

u+ 1
+ A2

u(u2 − 3u2v2 + 3v2 − v4)

(u2 − v2)3
, (3.4)

y calcularon la correspondiente función γ dada por

γ =
1

2
ln

u2 − 1

u2 − v2
+
A2(1− v2)

2(u2 − v2)4
[3(1− 5v2)(u2 − v2)2

+8v2(3− 5v2)(u2 − v2) + 24v4(1− v2)] +
A2

2(1− v2)

8(u2 − v2)8

×[−12(1− 14v2 + 25v4)(u2 − v2)5 + 3(3− 153v2 + 697v4 − 675v6)

+32v2(9− 105v2 + 259v4 − 171v6(u2 − v2)3

+32v4(45− 271v2 + 451v4 − 225v6)(u2 − v2)2

+2304v6(1− 4v2 + 5v4 − 2v6)(u2 − v2)

+1152v8(1− 3v2 + 3v4 − v6)], (3.5)

en este punto, es necesario calcular la expansion asintótica de gtt = e2ψ, para encontrar

como esta definido el momento cuadripolar, para este fin, se introducen coordenadas

esféricas

u =
r

m
− 1, v = cos θ, (3.6)

entonces, la expansión asintótica r →∞ y v = cosθ esta métrica conduce al potencial

Newtoniano1

gtt = 1 + 2
{
− m

r
− Q

r3
P2(cos θ)− 9mQ

r4
P2(cos θ) +

9

14

Qm2

r6
P2(cos θ)

+
1

r6.....

}
, (3.7)

1El potencial gravitacional Newtoniano esta dado por −G
∞∑

l=0

Ml

rl+1
Pl(Cosθ)
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3.1.1. Órbita marginalmente estable

En el caso de las soluciones de Gutsunayev-Manko, la enerǵıa y el momento angular

para que ocurran órbitas circulares, se determina a partir de las ecuaciones, (1.51) y

(1.52), luego

EGM =
eA/u

√
(u−1)2(u2+Au+A)

u+1√
(u− 2)u2 + 2A (u2 − 1)

, (3.8)

LGM = e−
A
u

√
−(u+ 1)2 (A (u2 − 1)− u2)

(u− 2)u2 + 2A (u2 − 1)
, (3.9)

con estas expresiones y usando (1.55) se obtiene finalmente

e
A(12Au30−9Au28+8u3−12)

4u4 ((5− u)u6 + A(u3 − 11u2 + 3u+ 15)u4

+6A2(u+ 1)2(u2 − 3u+ 2)u2 + 4A3(u− 1)2(u+ 1)3) = 0 (3.10)

como se mencionó en la sección 1.2 resta con resolver la ecuación (3.10) para distintos

valores de A. Sin embargo, la solución no arrojó resultados que fueran de nuestro in-

terés f́ısico en particular, puesto que la ecuación no tiene ráıces reales, excepto para el

caso A2 = 0, que es el caso particular en el que no hay deformación, y la métrica de

Gutsunayev-Manko se reduce a la métrica de Schwarzschild.2

3.2 Solución de Erez-Rosen

El sistema de ecuaciones (1.28)-(1.30) fue resuelto por Erez-Rosen(1959) por el método

de separación de variables

2Se esperaba que cuando A2 = 0 la métrica de Gutsunayev-Manko reportara este resultado, pues
se partió del supuesto que era una generalización de la métrica de Schwarzschild.
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ψ(u, v) = A(u)B(v), (3.11)

donde A(u) y B(v) son funciones de u y v, respectivamente, usando (3.11) en (1.28) se

obtiene las siguientes dos ecuaciones

[(u2 − 1)A,u],u − αA = 0, (3.12)

[(1− v2)B,v],v + αB = 0, (3.13)

donde α es una constante de separación. Una solución para (3.13) que se comporta bien,

es dada por los polinomios de Legendre Pl(v) si se toma α = l(l+1) con l = 0, 1, 2, 3, ..,

y además, la solución para (3.12) esta dada por las funciones de Legendre de segundoa

clase Ql(u) con l = 0, 1, 2, 3, ...

La solución general para (1.28) esta dada por [4]

ψ(u, v) =
∞∑
l=0

qlψl(u, v), (3.14)

donde

ψl(u, v) = Pl(v)Ql(u), (3.15)

en la ecuación anterior no hay suma sobre l. Un caso particular se obtiene cuando, por

ejemplo, l = 0 entonces

ψ0(u, v) =
1

2
ln
u− 1

u+ 1
, (3.16)

la elección de (3.16) equivale a cambiar
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A(u) =
1

2
ln
u− 1

u+ 1
, B(v) = 1,

al lado izquierdo de (3.11) y como α = l(l + 1) cuando l = 0 entonces α = 0 en

(3.12)-(3.13), y además al incluir en (1.29)-(1.30) la función γ(u, v) es de la siguiente

forma.

γ0(u, v) =
1

2
ln

u2 − 1

u2 − v2
, (3.17)

esta solución es realmente la métrica de Schwarzschild, si se hace el cambio de coorde-

nadas u, v a coordenadas esféricas r, θ.

Con la solución general (3.14) se puede construir una nueva solución de la forma [13]

ψ = ψ0 + qlψl, (3.18)

donde l 6= 0 y ql es una constante arbitraria. Esta solución se puede considerar como una

generalización del campo de Schwarzschild, y puede interpretarse f́ısicamente como el

campo gravitacional de un cuerpo, que posee un multipolo de masa de orden l, además

de su masa. El caso mas simple después del campo de Schwarzschild es cuando l = 2,

entonces la solución describe el campo gravitacional de un objeto que tiene estructura

cuadripolar. 3 En este caso, Erez y Rosen [2] calcularon que ψ y γ tiene la forma.

ψ = P0(v)Q0(−u) + q2P2(v)Q2(−u),

=
1

2
ln
u− 1

u+ 1
+

1

2
q2(3v

2 − 1)

[
1

4
(3u2 − 1) ln

u− 1

u+ 1
+

3

2
u

]
, (3.19)

y

3Notese que l = 1 no se tiene en cuenta, puesto que representaŕıa un dipolo de masa.
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γ =
1

2
(1 + q2)

2 ln
u2 − 1

u2 − v2
− 3

2
q2(1− v2)

[
u ln

u− 1

u+ 1
+ 2

]
9

16
q2
2(1− v2)

[
u2 + 4v2 − 9u2v2 − 4

3
+

1

4
(u2 − 1)(u2

v2 − 9u2v2 − 1) ln2 u− 1

u+ 1

]
, (3.20)

la función γ es asintóticamente plana [4] y se puede ver para cuando u tiende a infinito, la

función γ tiende a cero. Para calcular la expansion asintótica de gtt = e2ψ, se introducen

coordenadas esféricas.

u =
r

m
− 1, v = cos θ, (3.21)

el limite para cuando r tiende a infinito, conduce a

gtt = 1 + 2
{
− m

r
− Q

r3
P2(cos θ)− 9mQ

r4
P2(cos θ) +

9

14

Qm2

r6
P2(cos θ)

+
1

r6.....

}
, (3.22)

donde se usa la notación, Q = 2m3q
15

y Q es el momento cuadripolar. es decir, coincide

con el potencial Newtoniano de la métrica de Gutsunayev-Manko con la redefinición

del parámetro A2 = q/15.

3.2.1. Órbita marginalmente estable

Ahora, al igual que con Gutsunayev-Manko, se procede a particularizar las soluciones

obtenidas en la sección 1.2. En este caso, la enerǵıa y el momento angular de la part́ıcula

de prueba para que ocurran órbitas circulares son.
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EER =

√
e

3qu
2 (u−1

u+1)
1
4 (3qu2+q)

(6qu2+3q(u2−1) log(u−1
u+1)u+4u−4q−4)

u(u2−1)

√
2

√
e3qu(u−1

u+1)
3qu2

2 (2(u+q(3u2−2)−2)+3qu(u2−1) log(u−1
u+1))

(u−1)2u

, (3.23)

LER = e
3q
4 (

u− 1

u+ 1
)−q/4

r
−(

u− 1

u+ 1
)
1
4 (3qu2+q)(u+ 1)2(q(6u2 − 4) + 3qu(u2 − 1) log(

u− 1

u+ 1
)− 4), (3.24)

y entonces se resuelve la ecuación para distintos valores de q, que como se mencionó an-

teriormente, representa el parámetro que determina la deformación cuadripolar de la

fuente que genera el campo gravitacional. Es decir, buscar las ráıces de la expresión.

e−
3
32
q(3q2(u2−1)2 log2(u−1

u+1)+16(u+4)+3q2(4u2−3))

(
1− 1

u2

)−q2(q2+2)

×
(
u− 1

u+ 1

)− 1
8
q2((9q2+6)u2−3(5q2+8)u−2)

(27q3
2u

3(u2 − 1)3 log3

(
u− 1

u+ 1

)
+

+54q2
2u

2(u2 − 1)2(u+ q2(3u
2 − 2)− 2) log2

(
u− 1

u+ 1

)
+ 12q2u(u

2 − 1)(3q2
2(2− 3u2)2

+4(u2 − 3u+ 3) + 6q2(3u
3 − 6u2 − 2u+ 4)) log

(
u− 1

u+ 1

)
+ 8(q3

2(3u
2 − 2)3

+3q2
2(u− 2)(2− 3u2)2 − 2(u2 − 6u+ 5)

+2q2(6u
4 − 18u3 + 14u2 + 12u− 13))) = 0. (3.25)

La métrica de Erez-Rosen y Gutsunayev-Manko generalizan la solución de Schwarzschild.

Además, estás dos soluciones comparten sus primeros momentos multipolares, como se
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puede ver a continuación [4]

MGM
0 = MER

0 = m,

MGM
1 = MER

1 = 0,

MGM
2 = MER

2 =
2

15
q2m

3,

MGM
3 = MER

3 = 0,

MGM
4 = −3MER

4 =
4

35
q2m

5,

MGM
5 = MER

5 = 0,

MGM
6 = MER

6 − 2

17

817

33
m2MER

4 =
2

15

4

231
q2m

7

(
194

7
+

14

15
q2

)
,

MGM
7 = MER

7 = 0, (3.26)

esta similitud en los momentos multipolares, conduce a pensar que ambas soluciones

describen, en primera instancia, el campo gravitacional de una fuente con deformación

cuadripolar, lo que indicaŕıa que los resultados para sus radios de la órbitas marginal-

mente estables pueden ser similares.



4 ANÁLISIS DE DATOS

En la tabla 4.1, se muestran los resultados obtenidos para la métrica de Erez-Rosen y

Gutsunayev-Manko para diferentes valores de m, masa de la fuente, rome, radio de la

órbita marginalmente estable, q, parámetro que caracteriza la deformación cuadripolar

de la fuente, Emin, enerǵıa para la última órbita circular estable, Lmin, momento angular

para la última órbita circular estable. En la tabla 4.1 se observa, como se comentó en

la sección 3.1.1, que no hay soluciones en el caso de Gutsunayev-Manko que tengan

interés f́ısico para rome,
1 puesto que las ráıces de (3.10) no son reales.

masa romeER LER EER romeGM
Km A = q

15
Km Km

2,070 0 12,421 3,464 0,942 12,421
2,305 10,423 16,390 3,666 0,950 −
2,073 1,272 12,806 3,495 0,944 −
2,079 2,763 13,230 3,528 0,945 −
2,085 4,482 12,034 3,598 0,949 −
2,089 6,247 14,076 3,596 0,947 −
2,095 7,804 14,424 3,624 0,948 −
2,099 9,429 14,756 3,651 0,949 −
2,104 11,101 15,079 3,677 0,95 −
2,108 12,319 15,314 3,695 0,951 −
2,111 13,558 15,534 3,713 0,951 −
2,660 0 15,965 15,95 0,942 15,965
2,886 −6,16 19,423 3,595 0,947 −
2,666 −0,328 16,127 3,472 0,943 −
2,677 −0,859 16,389 3,485 0,943 −
2,688 −1,659 16,745 3,503 0,944 −
2,703 −2,739 28,506 3,854 0,958 −
2,716 −3,743 17,527 3,548 0,946 −
2,752 −7,121 18,773 3,612 0,948 −
2,826 −1,85 17,669 3,508 0,944 −
2,829 −2,095 17,774 3,513 0,944 −
2,885 −5,988 19,365 3,591 0,947 −

Tabla 4.1: Datos de radios de las órbitas marginalmente estables, para diferentes valores
del parámetro deformación cuadripolar de la fuente y diferentes masas.

1Excepto cuando A = q
15 = 0 el rome para las dos soluciones reduce a: rGM

ome = rER
ome = rome = 6M

que se obtuvo para la solución de Schwarzschild.
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Los datos para rERome y rGMome se obtuvieron, como se ha comentado anteriormente, hallando

las ráıces correspondientes a las ecuaciones 3.10 y 3.25 en el programa Mathematica

5.1 respectivamente. Los valores de EER y LER reemplazando el respectivo rome, en las

expresiones 3.23 y 3.24.

En la tabla 4.2, están relacionados, los rome para una masa, con diferentes deformaciones

cuadripolares, en el caso de la solución de Erez-Rosen. Se puede ver que para una valor

mayor a q = 5,80 no hay ráıces de la función 3.25.

m = 1,402M�
q rome(Km) Lmin Emin

−13,558 15,230 3,713 0,951
−12,319 15,035 3,695 0,951
−11,101 14,835 3,677 0,950
−10,423 14,721 3,666 0,95
−9,429 14,548 3,651 0,949
−7,804 14,251 3,624 0,948
−6,160 13,929 3,595 0,947
−6,247 13,947 3,596 0,947
−4,482 14,022 3,5655 0,946
−2,763 13,174 3,528 0,945
−2,739 13,168 3,527 0,945
2,070 −1,659 3,503 0,944
−1,272 12,788 3,495 0,944
−0,859 12,673 3,485 0,943
−0,328 12,520 3,472 0,943

0 12,421 3,464 0,942
0.328 12.318 3.455 0.942
0.859 12.145 3.441 0.941
1.272 12.004 3.430 0.941
1.659 11.865 3.419 0.940
2.739 11.434 3.385 0.939
2.763 11.423 3.384 0.939
3.1 11.271 3.373 0.938

3.285 11.183 3.367 0.938
3.74 10.950 3.3505 0.937
4.426 10.536 3.323 0.936
4.482 10.498 3.320 0.935

5 10.090 3.296 0.934
5.29 9.794 3.281 0.933

Tabla 4.2: Radios de las órbitas marginalmente estables, para una masa m = 1,402M�
con diferentes deformaciones cuadripolares.
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En la tabla 4.3, están relacionados, los rome para una masa, con diferentes deformaciones
cuadripolares, en el caso de la solución de Erez-Rosen. Se puede ver que para una valor
mayor a q = 5,85 no hay ráıces de la función 3.25.

m = 1,9162M�
q rome(Km) Lmin Emin

−7.121 19.295 3.612 0.948
−6.247 19.058 3.596 0.947
−6.160 19.034 3.595 0.947
−5.988 18.987 3.591 0.947
−4.482 18.549 3.563 0.946
−3.743 18.320 3.548 0.94
−2.763 18.002 3.528 0.945
−2.739 17.994 3.527 0.945
−2.095 17.773 3.513 0.944
−1.850 17.686 3.508 0.944
−1.659 17.618 3.503 0.944
−0.328 17.108 3.472 0.943
−0.859 17.318 3.485 0.943
−1.272 17.475 3.495 0.944

0 16.974 3.464 0.942
0.859 16.599 3.441 0.941
1.272 16.406 3.430 0.941
1.850 16.118 3.413 0.940
2.095 15.990 3.405 0.940
2.739 15.626 3.385 0.939
3.000 15.467 3.376 0.938
3.743 14.962 3.350 0.937
4.482 14.347 3.320 0.935
5.000 13.790 3.296 0.934
5.200 13.522 3.286 0.933
5.300 13.370 3.281 0.933
5.450 13.105 3.272 0.932
5.650 12.623 3.259 0.932
5.750 12.204 3.252 0.931

Tabla 4.3: Radios de las órbitas marginalmente estables, para una masa m = 1,9162M�
con diferentes deformaciones cuadripolares.
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En la tabla 4.4, 4.5, 4.6, están los valores de rome para diferentes masas que tienen la

misma deformación cuadripolar. Además están los valores de E y L, enerǵıa y momento

angular respectivamente, para la última órbita circular estable. Se puede ver claramente

que los valores de E y L son idénticos para todas las masas, esto se debe en primera

instancia a que Emin y Lmin dependen de m y rome, lo que se refleja en la aparición de

una constante que denominaremos Ξ, está constante es de gran interés ya que puede

simplificar los cálculos de los radios de las órbitas marginalmente estables, ya que bas-

taŕıa con tener un par de parejas {masa,rome}, para calcular la constante Ξ y usando

la relación

Ξ =
m

rome
, (4.1)

se obtendran los valores de los rome para cualquier valor de las masa. De las tablas

4.4-4.6, se puede concluir que el parámetro Ξ es diferente para los diferentes valores de

q 2

masa q rome L E Ξ = m/rome

1.7 −2.739 10.813 3.5277 0.9453 0,157217
1.85 −2.739 11.77 3.5277 0.9453 0,157217
2.001 −2.739 12.727 3.5277 0.9453 0,157217
2.07 −2.739 13.1 3.5277 0.9453 0,157217
2.305 −2.739 14.1 3.5277 0.9453 0,157217
2.085 −2.739 13.21 3.5277 0.9453 0,157217
2.104 −2.739 13.382 3.5277 0.9453 0,157217
2.111 −2.739 13.427 3.5277 0.9453 0,157217
2.15 −2.739 13.75 3.5277 0.9453 0,157217
2.3 −2.739 14.29 3.5277 0.9453 0,157217
2.45 −2.739 15.583 3.5277 0.9453 0,157217
2.55 −2.739 1.219 3.5277 0.9453 0,157217
2.8 −2.739 17.04 3.5277 0.9453 0,157217
2.88 −2.739 18.35 3.5277 0.9453 0,157217
3 −2.739 19.081 3.5277 0.9453 0,157217

3.2 −2.739 20.354 3.5277 0.9453 0,157217

Tabla 4.4: Radios de las órbitas marginalmente estables, para diferentes masas con la
misma deformación cuadripolar q = −2,739.

2Para el caso trivial q = 0 la constante seŕıa Ξ = M/6M = 0,16666. Se puede verificar en las tablas
donde aparecen los casos q=0, que basta dividir m/Ξ para obtener el respectivo rome.
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masa q rome L E Ξ = m/rome

1.7 −6.47 11.489 3.6006 0.9480 0,147958
1.85 −6.47 12.503 3.6006 0.9480 0,147958
2.001 −6.47 13.524 3.6006 0.9480 0,147958
2.07 −6.47 13.990 3.6006 0.9480 0,147958
2.089 −6.47 14.076 3.6006 0.9480 0,147958
2.104 −6.47 14.220 3.6006 0.9480 0,147958
2.305 −6.47 15.578 3.6006 0.9480 0,147958
2.15 −6.47 14.531 3.6006 0.9480 0,147958
2.3 −6.47 15.544 3.6006 0.9480 0,147958
2.55 −6.47 17.234 3.6006 0.9480 0,147958
2.886 −6.47 19.5055 3.6006 0.9480 0,147958
3.2 −6.47 21.627 3.6006 0.9480 0,147958

Tabla 4.5: Radios de las órbitas marginalmente estables, para diferentes masas con la
misma deformación cuadripolar q = −6,47.

masa q rome L E Ξ = m/rome

1.7 3.743 8.9915 3.3504 0.9374 0,189067
1.85 3.743 9.78489 3.3504 0.9374 0,189067
2.001 3.743 10.5835 3.3504 0.9374 0,189067
2.07 3.743 10.9485 3.3504 0.9374 0,189067
2.305 3.743 12.1914 3.3504 0.9374 0,189067
2.305 3.743 12.1914 3.3504 0.9374 0,189067
2.085 3.743 11.0278 3.3504 0.9374 0,189067
2.104 3.743 11.1283 3.3504 0.9374 0,189067
2.111 3.743 11.1653 3.3504 0.9374 0,189067
2.15 3.743 11.3716 3.3504 0.9374 0,189067
2.3 3.743 12.1650 3.3504 0.9374 0,189067
2.45 3.743 12.9583 3.3504 0.9374 0,189067
2.55 3.743 13.4872 3.3504 0.9374 0,189067
2.68 3.743 14.1748 3.3504 0.9374 0,189067
2.886 3.743 15.2644 3.3504 0.9374 0,189067

3 3.743 15.8674 3.3504 0.9374 0,189067
3.2 3.743 16.9252 3.3504 0.9374 0,189067

Tabla 4.6: Radios de las órbitas marginalmente estables, para diferentes masas con la
misma deformación cuadripolar q = 3,743.
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Figura 4.1: Datos de la comparación del radio de la órbita marginalmente estable Vs
parámetro de deformación cuadripolar de las estrellas para la masa m = 1,402M�
que se toman de la tabla 4.2. La ecuación del polinomio que se ajusta a los puntos
es rome = 12, 3554− 0, 35183q − 0, 01146q2.
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Figura 4.2: Datos de la comparación del radio de la órbita marginalmente estable Vs
parámetro de deformación cuadripolar de las estrellas para la masa m = 1,9162M�
tomados de la tabla 4.3. La ecuación del polinomio que se ajusta a los puntos es
rome = 17, 1264− 0, 46408q − 0, 03327q2



5 CONCLUSIONES

Para el caso de Gutsunayev-Manko, no se encontraron soluciones que tuvieran algún

interés f́ısico, a excepción del caso cuando el parámetro A = 0, que como se ha men-

cionado es el caso particular del campo de Schwarzschild.

Se encontró en este trabajo para la solución de Erez-Rosen, una relación constante,

entre la masa de la fuente y el radio de la órbitas marginalmente estables, para cada

valor del parámetro de deformación q, Ξ = m/rome, por la complejidad de la ecuaciones

usadas para el calculó de rome, no se pudo comprobar de manera anaĺıtica esta relación.

Se encontró una dependencia, para la solución de Erez-Rosen, entre el radio de la

órbitas marginalmente estables y el parámetro de deformación cuadripolar, descrito

por la ecuación

rome = a+ bq + cq2, (5.1)

donde a,b,c son parámetros que resultan del ajuste polinomial para la curva correspon-

diente a cada valor de masa.
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