
GALILEONES ESCALARES 1

Las teorías de Galileones escalares y su estatus actual a la luz de la detección de la onda

gravitacional GW170817 y su contraparte electromagnética GRB170817A

Jhan Nicolás Martínez Lobo

Trabajo de Grado para optar al título de Físico

Director

Yeinzon Rodríguez García

Doctorado en Física

Universidad Industrial de Santander

Facultad de Ciencias

Escuela de Física

Bucaramanga

2019



GALILEONES ESCALARES 4

Dedicatoria

Este trabajo viene dedicado:

En especial a mi papá y a mi mamá por hacer posible día a día no solo mi realización como

profesional sino que también como persona.

A Danny, Felipe, Angélica, Giselle y Juan Pablo, mis hermanos, a mis tías, a mi abuelita y a mi

nona que siempre están ahí brindándome su apoyo incondicional.

A Dennis, mi amor, que por su cariño y bellas palabras siempre se me dibuja una sonrisa en el

rostro.

Y finalmente a Juan José, Daniel, Rafael, Cristian, David, Édgar, Miguel, Heiner, Wilson, Step-

hany, Érika, Javier, Leidy, Carlos, Jaime y Alexis, mis amigos, con los que siempre cualquier

plática es posible.



GALILEONES ESCALARES 5

Agradecimientos

Agradezco encarecidamente a mi director de trabajo de grado, por dedicar su tiempo, experiencia y

conocimiento en la guía de mi trabajo de grado. Así como también agradezco a todos los profesores

de quienes tuve la oportunidad de ser guiado en mi proceso formativo tanto académico como moral.



GALILEONES ESCALARES 6

Tabla de Contenido

Introducción 11

1. Objetivos 15

2. Marco teórico 16

2.1. Restricción en las ondas gravitacionales 16

2.2. Inestabilidad de Ostrogradski 17

3. Galileones escalares 23

3.1. Construcción del Galileón 23

3.2. Prueba de unicidad en espacio-tiempo de Minkowski 31

3.3. Covariantización 45

4. Rapidez de las ondas gravitacionales 48

5. Conclusiones 55

Referencias Bibliográficas 56

Apéndices 61



GALILEONES ESCALARES 7

Lista de Figuras

Figura 1. Ejemplo de sistema físico con Hamiltoniano acotado por debajo. 19

Figura 2. En esta gráfica se puede ver el comportamiento de H en función de P1 para un

sistema mecánico cuyas ecuaciones de movimiento son de orden superior a dos. 22



GALILEONES ESCALARES 8

Lista de Apéndices

pág.

Apéndice A. Forma alternativa de EN 61

Apéndice B. Variación de los ciclos [i] y 〈 j〉 63

Apéndice C. Razón entre coeficientes α[] 64

Apéndice D. Razón entre coeficientes α〈〉 67

Apéndice E. Equivalencia entre los Lagrangianos L
(2)

n { f} y L
(3)

n { f} 69

Apéndice F. Ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L 72

Apéndice G. Versión alternativa de las ecuaciones de Euler-Lagrange 77

Apéndice H. Contra-término de L4 81

Apéndice I. Contra-término de L5 84

Apéndice J. Perturbaciones 91



GALILEONES ESCALARES 9

Resumen
Título: Las teorías de Galileones escalares y su estatus actual a la luz de la detección de la onda gravitacional GW170817 y su contraparte

electromagnética GRB170817A *

Autor: Jhan Nicolás Martínez Lobo **

Palabras Clave: Galileón escalar, onda gravitacional & gravedad modificada.

Descripción: La colaboración LIGO-Virgo detectó,el 17 de Agosto de 2017, una señal de onda gravitacional (GW170817) proveniente de un

sistema binario de estrellas de neutrones próximas a fusionarse, y 1,7 s después de la fusión de las estrellas de neutrones, se detectó una ráfaga

de rayos γ (GRB 170817A); el análisis realizado mediante la diferencia de llegada de estas señales permitió concluir que, de existir una diferencia

entre la rapidez de las ondas gravitacionales y la rapidez de la luz, ésta debe ser del orden de 10−15. Debido a que las teorías de gravedad modificada

predicen, en general, una rapidez anómala para las ondas gravitacionales, se estudian en este documento las implicaciones que las mencionadas ob-

servaciones tienen sobre la viabilidad de algunas de estas teorías bien motivadas como lo son las teorías escalar-tensor. Concretamente, se estudiará

el impacto que tiene sobre la teoría de Galileones escalares la detección de la onda gravitacional GW170817 y su contraparte electromagnética GRB

170817A. La teoría de los Galileones escalares se construye exigiendo que las ecuaciones de campo sean, cuando mucho, de segundo orden, de tal

manera que se prevengan patologías en la teoría que, claramente, no corresponden al comportamiento de la naturaleza. Así, cualquier teoría que

involucre campos escalares, y que pretenda describir la naturaleza, debe estar contenida en la teoría de Galileones escalares. El presente documento

abarca la construcción de la acción para Galileones escalares en espacio-tiempo de Minkowski, su reescritura en espacio-tiempo curvo y su respec-

tivo análisis mediante la teoría de perturbaciones cosmológicas con el que fin de obtener la ecuación de propagación de las ondas gravitacionales en

el marco del Galileón escalar. Finalmente, se pone a prueba la teoría a la luz de las ya mencionadas observaciones.

* Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Director: Yeinzon Rodríguez García, Doctorado en Física.
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Abstract

Title: Las teorías de Galileones escalares y su estatus actual a la luz de la detección de la onda gravitacional GW170817

y su contraparte electromagnética GRB170817A *
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Description: The advanced Laser Interferometer Gravitational Observatory (LIGO) and the VIRGO interferometer

announced the detection of gravitational waves (GW170817) from the merger of a binary neutron star on August 17,

2017; as well as the associated gamma ray burst (GRB170817A), 1.7 s after the gravity wave detection. An immediate

consequence of these detections is that gravity waves propagate at light speed in one part to 1015. Modified gravity

theories, for example the scalar Galileon one, predict, in general, modifications to the gravity waves speed. We built

the action for the scalar Galileon and study the implications of the mentioned detections on this theory. The scalar

Galileon is a scalar field whose action leads to field equations that are not higher than second-order. This is a necessary

condition to make the Hamiltonian bounded from below, as it is required to avoid tachyonic instabilities. So, any

theory that involves scalar fields and aims to describe nature must belong to the scalar Galileon action. This document

encompasses the construction of the scalar Galileon in Minkowski space-time, then in curved space-time and its

analysis through the theory of cosmological perturbations to find the gravitational waves equation in this modified

theory of gravity. Finally we found the restricted theory of the scalar Galileon.

* Bachelor Thesis
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Introducción

En 1974, G.W. Hordenski escribió la acción más general para un campo escalar y gravedad

clásica que lleva a ecuaciones de campo a lo sumo de segundo orden (Horndeski, 1974). Curio-

samente, sus resultados fueron ignorados durante mucho tiempo hasta la década del 2010 cuando

fueron redescubiertos (Kobayashi et al., 2011; Deffayet et al., 2011) en lo que se conoce hoy en día

como la teoría de los Galileones escalares (Nicolis et al., 2009). Un Galileón es un campo escalar

que resulta de la construcción de la acción más general para dicho campo que evita la inestabilidad

de Ostrogradski mediante la eliminación de las derivadas de orden mayor a dos en las ecuaciones

de campo (Ostrogradski, 1850). La inestabilidad de Ostrogradski es una patología sufrida por cier-

tos sistemas la cual se define como la ausencia de una cota inferior en el Hamiltoniano del sistema

dado. Eliminar las derivadas de orden mayor a dos en las ecuaciones de campo por lo tanto, es una

condición necesaria mas no suficiente que un sistema debe cumplir para no sufrir de la inestabi-

lidad de Ostrogradski (Woodard, 2007, 2015). Desde que se redescubrió esta idea, los Galileones

han gozado de gran protagonismo en física de altas energías y cosmología.

La existencia de ondas gravitacionales fue predicha por A. Einstein en 1918 mediante el

uso de su teoría de la relatividad general (Einstein, 1918); un curioso detalle allí encontrado fue

que la rapidez de las ondas gravitacionales predicha era igual a la rapidez de la luz. En cuanto a

las teorías de gravedad modificada, se ha encontrado que en general predicen una rapidez anómala

para las ondas gravitacionales en parte fruto de los acoplamientos no mínimos a la gravedad (Will,

2014; Bettoni et al., 2017).
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Por ende es importante tener en cuenta que al ser una teoría de gravedad modificada, la

teoría de Galileones escalares predice, de forma genérica, una rapidez anómala para las ondas

gravitacionales (Bettoni et al., 2017). La predicción acerca de la existencia de las ondas gravita-

cionales fue confirmada por el laboratorio de detección de ondas gravitacionales LIGO gracias a

la señal recibida en el 2016, debido a la fusión de un par de agujeros negros (Abbott et al., 2016).

Con esto en mente, es de gran interés ahora mencionar que, el 17 de agosto del 2017, la

red de detección LIGO-Virgo observó una señal de onda gravitacional proveniente de un sistema

binario compuesto por estrellas de neutrones próximas a fusionarse; como resultado de la fusión,

se emitió también una ráfaga de rayos γ que fue detectada en Tierra 1.7 s después de la detección

de la onda gravitacional. A la señal de onda gravitacional se le bautizó como GW170817 y a

su contraparte electromagnética como GRB 170817A (Abbott et al., 2017c,b,a). El análisis de la

diferencia de tiempo en que se detectaron las señales llevó a concluir que la rapidez de las ondas

gravitacionales difiere de la rapidez de la luz por encima, a lo sumo, en un orden de 10−15. Por

otra parte es preciso mencionar que debido a la ausencia de radiación de Cherenkov en los rayos

cósmicos, la rapidez de las ondas gravitacionales posee una cota inferior respecto a la rapidez de

la luz lo cual hace que la rapidez de las ondas gravitacionales difiera por debajo respecto a la de la

luz en, cuando mucho 2×10−15 (Moore and Nelson, 2001).

En el presente documento se estudia el impacto que tiene sobre la teoría de Galileones es-

calares la detección de la onda gravitacional GW170817 y su contraparte electromagnética GRB

170817A; para ello se construye la acción del Galileón escalar paso a paso (Rodriguez and Na-

varro, 2017), y mediante la teoría de perturbaciones cosmológicas (Mukhanov et al., 1992; Wang,
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2017) se encontrará la ecuación de propagación de las ondas gravitacionales. Finalmente, gracias

al mencionado resultado experimental, se pondrá a prueba la teoría de Galileones escalares.

El resultado final indica que los únicos términos sobrevivientes de la acción son una función

general del campo escalar (π) y de su término cinético, una función arbitraria del campo escalar

y de su término cinético multiplicada por un D’ Alembertiano del campo, y un acoplamiento no

mínimo a la gravedad de la forma R f (π) (Baker et al., 2017; Sakstein and Jain, 2017; Creminelli

and Vernizzi, 2017; Ezquiaga and Zumalacárregui, 2017).

Haber realizado este proyecto ha sido de gran importancia dado que cualquier teoría de

campo escalar debe estar contenida en la teoría de Galileones escalares puesto que toda teoría

física debe estar libre de inestabilidades. También es de gran importancia dado que la reciente

observación de una onda gravitacional y su contraparte electromagnética da lugar a un escenario

ideal para llevar a cabo uno de los pasos más interesantes del método científico: la falsación de la

teoría (Popper, 2005). Un detalle importante sobre los campos escalares es el papel que juegan en

varias áreas de la Física, como por ejemplo en cosmología en donde son relevantes dado que no

generan anisotropías (Lyth and Liddle, 2009) y en física de partículas en donde el campo de Higgs

se encarga de dar masa a todas las partículas (Kane, 1993).

Concretamente en este documento se analiza la restricción sobre la rapidez de las ondas

gravitacionales en la subsección 2.1, luego se detalla la inestabilidad de Ostrogradski en la subsec-

ción 2.2, en la subsección 3.1 se realiza la construcción de la acción del Galileón escalar siguiendo

a (Deffayet et al., 2011; Rodriguez and Navarro, 2017), en la subsección 3.2 se prueba la unicidad

del Galileón escalar de acuerdo a (Deffayet et al., 2011), en la subsección 3.3 se procede a escri-
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bir la acción del Galileón escalar es espacio-tiempo curvo de acuerdo a (Rodriguez and Navarro,

2017), en la subsección 4 se escriben las cantidades presentes en la acción del Galileón escalar

en términos de una perturbación en la métrica de acuerdo a (Wang, 2017) y se usa la restricción

sobre la rapidez de las ondas gravitacionales para obtener la acción falsada del Galileón escalar

como en (Baker et al., 2017; Sakstein and Jain, 2017; Creminelli and Vernizzi, 2017; Ezquiaga

and Zumalacárregui, 2017), finalmente en la sección 5 se habla del resultado encontrado y de fu-

turos proyectos. En el documento de usan unidades naturales, la signatura mayormente positiva,

(−,+,+,+), el tensor de Riemman definido como (∇µ∇ν −∇ν∇µ)∇απ = Rµνβα∇β π y el tensor

de Ricci Rνβ = Rα

νβα
.
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1. Objetivos

Objetivo general

Estudiar el impacto que tiene sobre la teoría de Galileones escalares la detección de la onda

gravitacional GW170817 y su contraparte electromagnética GRB170817A.

Objetivos específicos

Encontrar la acción más general de un campo escalar más gravedad, que conduzca a ecua-

ciones de campo de orden inferior o igual a dos;

encontrar la ecuación de propagación de las ondas gravitacionales asociadas a esta acción;

estudiar el impacto que la restricción de la rapidez de las ondas gravitacionales tiene sobre

la teoría de Galileones escalares;

aislar los términos de la teoría de Galileones escalares que satisfacen la restricción sobre la

rapidez de las ondas gravitacionales.
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2. Marco teórico

2.1. Restricción en las ondas gravitacionales

Para poder ilustrar cómo la diferencia de 1,7 s entre la detección de la onda gravitacional

GW170817 y de su contraparte electromagnética GRB170817A reportada en (Abbott et al., 2017b)

acota la rapidez de las ondas gravitacionales con respecto a la rapidez de la luz, se define tT como

el tiempo de fusión de las estrellas de neutrones, tc como el tiempo en el cual es detectada la ráfaga

de rayos gamma y ts como el tiempo de emisión tanto de la onda gravitacional como de la onda

electromagnética; puede haber un retraso de hasta 1000 s, pero esto no cambia los resultados.

Entonces durante el tránsito de la onda gravitacional y la onda electromagnética hasta la

tierra se cumple que v(tT − ts) = ds así como también tc − ts = ds, en donde v es la rapidez de las

ondas gravitacionales y ds es la distancia entre la tierra y la nueva estrella de neutrones producto

de la fusión detectada.

Entonces se define ∆t ≡ tc − tT que corresponde a la diferencia de tiempo en que se detec-

taron el par de señales (1,7 s), que junto con la distancia ds ≈ 40Mpc permite escribir

∆t
ds

= 1− 1
v
. (1)

Parametrizando la rapidez como v2 = 1+αT , con el fin de que αT lleve consigo la desvia-

ción de la rapidez de las ondas gravitacionales con respecto a la de la luz, el miembro derecho de

la Ec.(1) se puede expandir a primer orden en serie de Taylor y obtener así αT ≈ 2∆t/ds, lo cual
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implica |αT |. 1×10−15.

2.2. Inestabilidad de Ostrogradski

La inestabilidad de Ostrogradski es una patología que se encuentra en ciertos sistemas que

tienen en sus ecuaciones de movimiento derivadas de orden mayor a dos (Woodard, 2015). Esta

inestabilidad consiste en la ausencia de una cota inferior en el Hamiltoniano del sistema en cues-

tión.

Por ejemplo, supongamos un sistema mecánico con un grado de libertad, descrito por el

siguiente Lagrangiano:

L = L(q, q̇). (2)

La ecuación de Euler-Lagrange del sistema es:

∂L
∂q

− d
dt

∂L
∂ q̇

= 0, (3)

siempre que satisfaga la condición de no degeneración que establece que ∂L
∂ q̇ debe depender de q̇.

La condición de no degeneración equivale a decir que q̇ no desaparece del Lagrangiano al

hacer integración por partes por lo cual la ecuación de movimiento y su solución son:
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q̈ = F(q, q̇) → q(t) = Q(t,q0, q̇0). (4)

Observemos el Hamiltoniado tomando las variables canónicas del sistema como

Q ≡ q, P ≡ ∂L
∂ q̇

. (5)

La condición de no degeneración garantiza que q̇ se puede escribir en términos de Q y P:

q̇ = υ(Q,P), (6)

por lo que el Hamiltoniano se puede escribir como

H(Q,P)≡ Pq̇−L

= Pυ(Q,P)−L(Q,υ(Q,P)).

(7)

Con esas variables canónicas, las ecuaciones canónicas de evolución reproducen la trans-

formación de fase inversa Ec. (6) y la ecuación de Euler-Lagrange:
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Figura 1. Ejemplo de sistema físico con Hamiltoniano acotado por debajo.

Q̇ =
∂H
∂P

= υ(Q,P), (8)

Ṗ =−∂H
∂Q

=
∂L
∂q

. (9)

De esta manera, se concluye que el Hamiltaniano es la energía de sistema. Se observa

además que el Hamiltoniano no es explícitamente lineal ni en Q ni en P, por lo que, en principio,

no sufre de la inestabilidad de Ostrogradski, es decir, la energía estaría acotada por debajo, como

lo describe el ejemplo de la figura 1.

Ahora supongamos un sistema mecánico con un solo grado de libertad pero en el que su

Lagrangiano depende también de q̈,
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L = L(q, q̇, q̈). (10)

La ecuación de Euler-Lagrange del sistema es:

∂L
∂q

− d
dt

∂L
∂ q̇

+
d2

dt2
∂L
∂ q̈

= 0, (11)

siempre que se satisfaga la condición de no degeneración, lo que equivale a que ∂L
∂ q̈ deba depender

de q̈.

La condición de no degeneración equivale a decir que q̈ no desaparece del Lagrangiano al

hacer integración por partes, por lo que la ecuación de movimiento y su respectiva solución son:

q(4) = F(q, q̇, q̈,q(3)) → q(t) = Q(t,q0, q̇0, q̈0,q
(3)
0 ). (12)

Busquemos el Hamiltoniano del sistema con las 4 variables canónicas de Ostrogradski:

Q1 ≡ q, P1 ≡
∂L
∂ q̇

− d
dt

∂L
∂ q̈

,

Q2 ≡ q̇, P2 ≡
∂L
∂ q̈

.

(13)
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La condición de no degeneración garantiza que q̈ puede ser escrito en términos de Q1, Q2 y

P2:

q̈ = a(Q1,Q2,P2). (14)

Así, el Hamiltoniano queda escrito como

H(Q1,Q2,P1,P2)≡ P1q̇+P2q̈−L

= P1Q2 +P2a(Q1,Q2,P2)−L(Q1,Q2,a(Q1,Q2,P2)).

(15)

De manera similar al caso anterior, las ecuaciones canónicas de evolución reproducen la

transformación de fase inversa Ec. (14) y la ecuación de Euler-Lagrange:

Q̇1 =
∂H
∂P1

= Q2, Q̇2 =
∂H
∂P2

= a(Q1,Q2,P2),

Ṗ1 =− ∂H
∂Q1

=
∂L
∂q

, Ṗ2 =− ∂H
∂Q2

=−P1 +
∂L
∂ q̇

.

(16)

Lo anterior nos permite concluir que el Hamiltaniano es la energía del sistema. Se observa

además que el Hamiltoniano es explícitamente lineal en P1 lo cual hace que, en general, cualquier

sistema físico que tenga ecuaciones de evolución de orden mayor a dos posea un Hamiltoniano no

acotado por debajo como se ejemplifica en la figura 2.
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Figura 2. En esta gráfica se puede ver el comportamiento de H en función de P1 para un sistema
mecánico cuyas ecuaciones de movimiento son de orden superior a dos.

Por lo tanto, para que un sistema no presente problemas de inestabilidad en la energía se

debe cumplir como condición necesaria, mas no suficiente, la no existencia de derivadas de orden

superior a dos en sus ecuaciones de movimiento.
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3. Galileones escalares

3.1. Construcción del Galileón

El Galileón escalar se define como el resultante de la construcción de la acción más general

para un campo escalar que evita la inestabilidad de Ostrogradski. Con el fin de construir el Galileón

puro de acuerdo a (Rodriguez and Navarro, 2017), en espacio-tiempo de Minkowski, partimos de

segundas derivadas de un campo escalar y de la ecuación de Euler-Lagrange

∂L

∂π
−∂µ

∂L

∂ (∂µπ)
+∂µ∂ν

∂L

∂ (∂µ∂νπ)
= 0. (17)

La teoría de grupos nos dice que las únicas cantidades que podemos usar para encontrar

invariantes de Lorentz a partir de segundas derivadas de un campo escalar son tensores métricos y

tensores de Levi-Civita (Georgi, 1999), por lo tanto el término más simple del que podemos partir

es ∂µ∂νπ , y el único término invariante de Lorentz aquí es ηµν∂µ∂νπ .

Ahora bien, procedemos a buscar los invariantes de Lorentz con dos derivadas del campo

escalar, por tanto partimos de ∂µ∂νπ∂α∂β π , del cual se encuentra que el único término invariante

de Lorentz y que no lleva a ecuaciones de movimiento de mayor orden a dos es (ηµνηαβ −

ηµαηνβ )∂µ∂νπ∂α∂β π , el cual se encuentra al hacer una combinación lineal de los dos términos

invariantes de Lorentz posibles y posteriormente anulando su contribución en las ecuaciones de

Euler-Lagrange a términos de orden mayor a dos.



GALILEONES ESCALARES 24

El tercer término es ∂µ∂νπ∂α∂β π∂γ∂σ π , del cual se encuentra que el único término inva-

riante de Lorentz y que no lleva a ecuaciones de movimiento de mayor orden a dos es (ηµνηαβ ηγσ −

3ηµνηαγηβσ +2ηµβ ηασ ηγν)∂µ∂νπ∂α∂β π∂γ∂σ π .

Es interesante reescribir estos tres términos como:

η
µν

∂µ∂νπ = δ
µ

ν ∂µ∂
ν
π, (18)

(ηµν
η

αβ −η
µα

η
νβ )∂µ∂νπ∂α∂β π = (δ

µ

ν δ
β

α −δ
µ

α δ
β

ν )∂µ∂
ν
π∂

α
∂β π,

= 2!δ [µ
ν δ

β ]
α ∂µ∂

ν
π∂

α
∂β π,

= 2!δ µ

[ν
δ

β

α]
∂µ∂

ν
π∂

α
∂β π,

= δ
µβ

να ∂µ∂
ν
π∂

α
∂β π,

(19)

(ηµν
η

αβ
η

γσ −3η
µν

η
αγ

η
βσ +2η

µβ
η

ασ
η

γν)∂µ∂νπ∂α∂β π∂γ∂σ π

= 3!δ [α
β

δ
µ

ν δ
γ]
σ ∂µ∂

ν
π∂α∂

β
π∂γ∂

σ
π,

= δ
αµγ

βνσ
∂µ∂

ν
π∂α∂

β
π∂γ∂

σ
π.

(20)

Entonces usando la notación ∂ µπ ≡ πµ , en primera instancia se podría pensar que el La-

grangiano del Galileón puro es de la forma
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L =−δ
µ1...µn
ν1...νn π

ν1
µ1 ...π

νn
µn
, (21)

en donde

δ
µ1...µn
ν1...νn = n!δ [µ1

ν1 δ
µ2
ν2 ...δ

µn]
νn . (22)

Este Lagrangiano lleva a ecuaciones de campo idénticamente iguales a cero.

Ahora bien construyamos el Lagrangiano de Galileón puro (de solo segundas derivadas) de

manera genérica como

L = T µ1...µnν1...νn
(2n) πµ1ν1...πµnνn . (23)

De acuerdo la teoría de grupos, el tensor T es función de la métrica y de tensores de Levi-

Civita, lo cual permite obtener un Lagrangiano invariante de Lorentz, además se le ha puesto la

subetiqueta 2n que significa que hay n segundas derivadas del campo escalar contraídas con el

tensor. Debido a que las derivadas parciales conmutan en espacio-tiempo de Minkowski, para que

no sea nulo el Lagrangiano, T debe ser simétrico ante cambios de índices µi ↔ νi.

Adicionalmente, debido a que
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πµ1ν1...πµnνn = πµ1ν1...πµi−1νi−1πµ jν jπµi+1νi+1...πµ j−1ν j−1πµiνiπµ j+1ν j+1...πµnνn, (24)

para que no sea nulo el lagrangiano, T debe ser simétrico ante cambios de pares de índices µiνi ↔

µ jν j. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este Lagrangiano vienen dadas por

n

∑
i=1

T µ1...µnν1...νn
(2n) ∂µi∂νi

(
πµ1ν1...πµi−1νi−1πµi+1νi+1 ...πµnνn

)
= 0. (25)

Así, de este Lagrangiano genérico construído de segundas derivadas de un campo se en-

cuentra que, si se quieren evitar las derivadas de orden mayor a dos en las ecuaciones de Euler-

Lagrange se debe hacer al tensor T , como condición necesaria, completamente anti-simétrico

tanto en los n índices µi, así como también en los n índices νi.

Una primera definición para el tensor T , que no depende de π , πµ ó πµν vendría dada por

T µ1...µn
ν1...νn = −δ

µ1...µn
ν1...νn Ec.(21), si bien este Lagrangiano no lleva a ecuaciones de movimiento de

orden mayor a dos, tampoco conduce a ecuación de movimiento alguna (dado que se obtiene cero

idénticamente igual a cero), lo cual hace que éste Lagrangiano se comporte como una derivada

total.

De manera genérica T es función tanto del campo como de su primera derivada, por lo

cual para hacer al Lagrangiano lo más general posible, se hace T(2n) = T(2n)(π,πα), por lo cual

el término más simple sería de la forma T(2)(π,πα)
µν = f (π,πα)gµν ; este término no lleva a

ecuaciones de campo de orden mayor a dos, pero en el caso general en el cual n > 1, términos
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de terceras y cuartas derivadas del campo eventualmente pueden aparecer en las ecuaciones de

movimiento, las cuales tienen todos sus índices contraídos con el tensor T(2n)(π,πα). Si bien tér-

minos de terceras derivadas se ven anulados gracias a que f (π,πα)gµν no lleva a ecuaciones de

campo de mayor orden a dos, de manera genérica las terceras y cuartas derivadas del campo vie-

nen contraídas con T(2n) y dado que en el espacio-tiempo de Minkowski las derivadas conmutan,

inmediatamente tenemos el siguiente resultado:

Lema Una condición suficiente para que las ecuaciones de campo derivadas del Lagran-

giano (23), con T(2n)=T(2n)(π,πα), sean de orden igual ó menor a dos es que el tensor T µ1...µnν1...νn
(2n)

sea totalmente antisimétrico en sus índices µi, así como también (de manera independiente) en sus

νi índices.

Un primer modelo de Lagrangiano que satisface éste lema, mediante la definición X ≡

∂µ∂ µπ = π
µ

µ , está dado por la expresión

LN =−Xδ
µ1...µn
ν1...νn π

ν1
µ1 ...π

νn
µn
, (26)

en donde se ha agregado la etiqueta N que representa el número de campos en el Lagrangiano y n

denota el número de segundas derivadas del campo presentes en el Lagrangiano con N = n+2. Éste

último Lagrangiano no tiene derivadas de orden mayor a dos en sus ecuaciones de Euler-Lagrange,

y coincide con el Lagrangiano L Gal,3
N de (Deffayet et al., 2011) dado que −δ

µ1...µn
ν1...νn = A µ1...µn

ν1...νn ;

además allí se tiene
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A
ν1...νn+1

µ1...µn+1 = A ν1...νn
µ1...µn δ

νn+1
µn+1 −

n

∑
p=1

A
ν1...νp−1νn+1νp+1...νn

µ1...µn+1 δ
νp
µn+1, (27)

lo que corresponde a la expansión de Laplace, que al ser multiplicada por πµn+1πνn+1π
ν1
µ1 ...π

νn
µn

permite entonces, obtener la ecuación

(N −2)L Gal,2
N +L Gal,1

N = L Gal,3
N , (28)

la cual se encuentra presente en (Deffayet et al., 2011), en donde L Gal,1
N , L Gal,2

N y L Gal,3
N se

definen como:

L Gal,1
N = A µ1...µn+1ν1...νn+1πµn+1πνn+1πµ1ν1...πµnνn, (29)

L Gal,2
N = A µ1...µnν1...νnπµ1πλ π

λ
ν1

πµ2ν2...πµnνn, (30)
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L Gal,3
N = A µ1...µnν1...νnπτπ

τ
πµ1ν1 ...πµnνn. (31)

Es de gran utilidad poder definir Jµ

N , de acuerdo a

Jµ

N = XA µµ2...µnν1ν2...νnπν1πµ2ν2...πµnνn, (32)

dado que al sacar su divergencia se encuentra

∂µJµ

N = 2L Gal,2
N +L Gal,3

N , (33)

que junto con las ecuaciones 29, 30 y 31, da como resultado

L Gal,1
N =

N
2

L Gal,3
N − N −2

2
∂µJµ

N , (34)

L Gal,1
N =−NL Gal,2

N +∂µJµ

N , (35)
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y por tanto se ve que los tres Lagrangianos (29),(30) y (31) son equivalentes, dado que se relacionan

entre sí mediante una derivada total.

Un detalle importante del Lagrangiano aquí construido y que se puede ver en (Deffayet

et al., 2009) es que al usar

∑
σ∈SD

ε(σ)gµσ(1)ν1gµσ(2)ν2...gµσ(D)νD =−ε
µ1µ2...µDε

ν1ν2...νD, (36)

en dónde σ denota una permutación del signo ε(σ) del grupo de permutaciónes SD y εµ1µ2...µD es

el símbolo de Levi-Civita en D dimensiones, se demuestra que todas las permutaciones posibles

de tensores métricos en D dimensiones se escriben de manera genérica en términos de tensores de

Levi-Civita del espacio en cuestión, lo cual da una relación directa entre los términos que la teoría

de grupos nos da para poder formar invariantes de Lorentz.

Las ecuaciones de campo que se obtienen del Lagrangiano (31) son

NEN ≡ NA
µ1...µn+1ν1...νn+1
(2n+2) πµ1ν1πµ2ν2...πµn+1νn+1 = 0, (37)

las cuales son iguales para los tres Lagrangianos dado que se relacionan por una derivada total y

además nótese que EN contiene N−1 campos. Finalmente el Lagrangiano (31), puede ser reescrito

como
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L Gal,3
N = XEN−1, (38)

en donde EN−1, resulta de las ecuaciones de movimiento de la Ec.(37), las cuales son iguales para

los tres Lagrangianos dado que están relacionados por una derivada total.

3.2. Prueba de unicidad en espacio-tiempo de Minkowski

Para proceder a demostrar la unicidad de los Lagrangianos antes mencionados de acuerdo

a (Deffayet et al., 2011) se define

[i]≡ π
µ1
µ2 π

µ2
µ3 π

µ3
µ4 ...π

µi−1
µi π

µi
µ1, (39)

entonces, por ejemplo se tiene

[1] =2π, [2] = π
α

β
π

β

α . (40)

De manera similar se define

〈i〉 ≡ πµ1π
µ1
µ2 π

µ2
µ3 ...π

µi
µi+1π

µi+1, (41)
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tal que

〈1〉 ≡ πµ1π
µ1
µ2 π

µ2, 〈2〉 ≡ πµ1π
µ1
µ2 π

µ2
µ3 π

µ3 . (42)

Nótese que [i] contiene i segundas derivadas del campo π y a su vez i campos π , por otro

lado 〈i〉 contiene de nuevo i segundas derivadas del campo π , pero i+2 campos π .

También es de utilidad definir

p1 p2 ... pr

1 2 ... r

≡ [1]p1[2]p2...[r]pr , (43)

así como también

〈q1 q2 ... qs

1 2 ... s

〉
≡ 〈1〉q1〈2〉q2...〈s〉qs, (44)

en donde pi y qi pueden tomar como valor cero ó cualquier número natural.

De manera general para cualquier N, EN puede ser expresado en términos de una combina-
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ción lineal específica de monomios de acuerdo a (ver apéndice 1)

EN = ∑C N
p1,...pr

p1 p2 ... pr

1 2 ... r

 , (45)

en la cual la suma corre sobre todos los pi, junto con el hecho de que

N = 1+
r

∑
i=1

ipi, (46)

además los coeficientes C N
p1,...pr

no dependen de la dimensión, solo dependen del número de cam-

pos N, específicamente

C N
p1,...,pr

= (−1)N+p1+...+pr
(N −1)!

p1!p2!...pr!1p12p2 ...rpr
. (47)

Entonces con el fin de estudiar el Lema antes presentado, se expresa éste de manera más

genérica en una teoría que cumpla las siguientes condiciones:

1 que su Lagrangiano contenga derivadas de orden dos ó menor del campo escalar;

2 que su Lagrangiano sea polinómico en las segundas derivadas del campo escalar;

3 que sus correspondientes ecuaciones de campo contengan derivadas de segundo orden ó
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menor.

En espacio-tiempo plano las únicas cantidades escalares que son polinómicas en segundas

derivadas de π deben ser construídas con [i] y 〈i〉. Entonces la teoría escalar más general que

se puede construir que tenga en su Lagrangiano derivadas de orden menor ó igual a dos de π y

que su Lagrangiano sea polinómico en segundas derivadas de π , tiene un Lagrangiano que es una

combinación lineal de monomios, cada uno de la forma L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs , definida como

L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs

= f (π,X)

p1 p2 ... pr

1 2 ... r


〈q1 q2 ... qs

1 2 ... s

〉
, (48)

en donde f es una función escalar arbitraria de π y X (diferente para cada monomio L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs ).

La forma final del Lagrangiano viene dada por

L = ∑
{pi}{qi}

C{pi}{qi}L
p1,p2,...,pr

q1,q2,...,qs
, (49)

en donde la suma es sobre todos los índices {pi}= (p1, ..., pr) y {qi}= (q1, ...,qr). Nótese también

que el número N de campos y el número n de segundas derivadas que tiene L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs , sin tener

en cuenta a f , vienen dados por las ecuaciones:
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N =

(
r

∑
i=1

ipi

)
+

(
s

∑
j=1

( j+2)q j

)
, (50)

n = N −2
s

∑
j=1

q j. (51)

Entonces para poder encontrar además el Lagrangiano más general que tenga derivadas de

orden menor ó igual a dos de π , que sea polinómico en segundas derivadas de π y que además sus

ecuaciones de movimiento sean de orden menor ó igual a dos se procede a eliminar las derivadas

de cuarto orden en L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs .

Siguiendo la prueba presentada en (Deffayet et al., 2011) se empieza eliminando aquellas

derivadas de la forma 2πα

β
. Al variar L p1,p2,...,pr

q1,q2,...,qs éste tipo de términos pueden aparecer mediante

(ver apéndice 2)

δπ [i]pi ⊃ 2ipi

i−1
[2(i−1)][i]pi−1

δπ (i > 1),

δπ〈i〉qi ⊃ 2qi〈2(i−1)〉〈i〉qi−1
δπ (i > 1),

(52)

en donde
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≡
j

∑
k=1

π
µ1
µ2 π

µ2
µ3 ...π

µk−1
µk (2π

µk
µk+1)π

µk+1
µk+2 ...π

µ j−1
µ j π

µ j
µ1

= j π
µ1
µ2 π

µ2
µ3 ...π

µ j−1
µ j (2π

µ j
µ1 ),

(53)

〈2( j)〉 ≡
j

∑
k=1

πµ1π
µ1
µ2 π

µ2
µ3 ...π

µk−1
µk (2π

µk
µk+1)π

µk+1
µk+2 ...π

µ j
µ j+1π

µ j+1. (54)

Ahora bien, consideremos la contribución de la Ec.(52), asociada al ciclo [i]pi . La variación

de L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs contribuye a las ecuaciones de movimiento con el término

2ipi

i−1
f (π,X)[1]p1[2]p2...[i−1]pi−1[2(i−1)][i]pi−1...[r]pr

〈q1 q2 ... qs

1 2 ... s

〉
, (55)

y sólo puede ser cancelado si uno agrega al Lagrangiano un término proporcional a

f

p1 +1 p2 ... pi−2 pi−1 +1 pi −1 pi+1 ... pr

1 2 ... i−2 i−1 i i+1 ... r


〈q1 q2 ... qs

1 2 ... s

〉
. (56)

Al variar el ciclo [i−1] del Lagrangiano de la Ec.(56), y intercambiando derivadas entre un

ciclo [2(i−2)] y un ciclo [1], mediante derivadas totales, se obtiene un término proporcional al de
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la Ec.(55) (ver apéndice 3). Entonces una condición necesaria para que la teoría obedezca las tres

condiciones arriba mencionadas, esto es, que ésta deba tener una acción con la combinación lineal

f

〈q1 q2 ... qs

1 2 ... s

〉
×


p1 p2 ... pr

1 2 ... r

+α[]

p1 +1 p2 ... pi−2 pi−1 +1 pi −1 pi+1 ... pr

1 2 ... i−2 i−1 i i+1 ... r


 ,

(57)

en donde α[] es la razón entre los coeficientes definida en la Ec.(49), la cual está dada por

α[] =− ipi

(p1 +1)(pi−1 +1)(i−1)
, (58)

de donde se puede ver que α[] es independiente de f (π,X) (ver apéndice 3).

Un razonamiento similar se le puede aplicar a la “pieza"〈〉 definida en la Ec.(55). En ese

sentido, usando de la Ec.(52) se sigue que cualquier teoría que obedezca las tres condiciones arriba

mencionadas y que tenga un término en su acción dado por L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs debe también contener un

término
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α〈〉 f

p1 +1 p2 ... pr

1 2 ... r


〈q1 ... q j−2 q j−1 +1 q j −1 q j+1 ... qs

1 ... j−2 j−1 j j+1 ... s

〉
, (59)

en donde (ver apéndice 4)

α〈〉 =−
q j

(p1 +1)(q j−1 +1)
. (60)

De nuevo, las ecuaciones (48) y (59) tienen el mismo número de campos N y de n campos

π dos veces diferenciados.

A partir de éste razonamiento recursivo para eliminar derivadas de cuarto orden, se pueden

definir los mapeos F y G sobre el conjunto de monomios de la Ec.(48), éstos mapeos F llevan un

término de L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs , es decir de la Ec.(48), a uno de la forma de la Ec.(55), en el caso de los

mapeos G llevan un término de la forma de la Ec.(48) a uno de la forma de la Ec.(59).

Nótese que al ir de la Ec.(48) a la Ec.(55), la potencia de [i] se disminuye en uno y las

potencias tanto de [i−1] como de [1] se incrementan en uno. De manera similar, al ir de la Ec.(48)

a la Ec.(59) la potencia de 〈 j〉 se disminuye en uno y las potencias tanto de 〈 j−1〉 y 〈1〉 aumentan

en uno.

Entonces, aplicando recursivamente los mapeos F y G, a los ciclos [r] y 〈s〉, los cuales

tienen el valor más alto de r y s respectivamente, uno puede llegar a la conclusión que cuálquier
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término L p1,p2,...,pr
q1,q2,...,qs está conectado (mediante múltiples aplicaciones de los mapeos F y G) a un

término en el cual todos los pi, qi desaparecen menos p1 y q1.

Éste término está dado por

L p
q = f [1]p〈1〉q

= f (2π)p(πµ
πµνπ

ν)q,

(61)

en donde

q =
s

∑
j=1

q j, (62)

p =
r

∑
i=1

ipi +
s

∑
j=1

( j−1)q j. (63)

Usando las ecuaciones (50) y (51) se obtiene:

p =
1
2
(3n−N), (64)



GALILEONES ESCALARES 40

q =
1
2
(N −n). (65)

Ahora bien variando la acción dada por la Ec.(61) obtenemos un término con una cuarta

derivada, el cual es proporcional a

f (2π)p(πλ
π

ρ
π

σ
π

τ
πλρστ)(π

µ
πµνπ

ν)q−2, (66)

sin embargo es imposible eliminar éste término mediante la variación de cualquier otro término

en el Lagrangiano (conectado con L p
q mediante mapeos F ó G). Entonces se concluye que solo

existen dos posibilidades para el exponente q

q =0 ⇐⇒ N = n

q =1 ⇐⇒ N = n+2.

(67)

Primero enfoquémonos en q = 0, tiene como particularidad que N = n, y de la Ec.(62) se

encuentra que qi = 0 dado que todos son ó cero ó números naturales lo cual hace que el Lagrangiano

sea una suma de monomios de la forma de la Ec.(43). Como se ha visto, esos coeficientes relativos

son independientes de la función f . Uno puede concluir entonces que los coeficientes deben ser
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los mismos C N+1
p1,...pr

que aparecen en la Ec.(45) de la expasión de EN+1. Como anteriormente se

demostró, que si se considera a EN+1 como un Lagrangiano, éste tiene ecuaciones de campo nulas,

dado que es una derivada total. Por lo tanto, obedece las tres condiciones arriba mencionadas

y cumple con el hecho de tener el número correcto de potencias, n = N, de campos dos veces

diferenciados que aparece en la expansión de monomios de la Ec.(43).

Entonces, uno llega a la conclusión que cualquier teoría que obedece las tres condiciones y

que tiene N = n debe tener un Lagrangiano de la forma g×EN+1, en donde g es una función de π

y X . Usando la Ec.(38), éste se puede reescribir como

L
(3)

n { f} ≡ f (π,X)L Gal,3
n+2

= f (π,X)L Gal,3
N ,

(68)

con f ≡ gX−1. Un argumento similar se puede usar para la otra familia de modelos que resulta de

q = 1.

Aquí la Ec.(62) es igual a uno, y N = n+2; éstos modelos deben tener un Lagrangiano de

la forma

L
(2)

n { f} ≡ f (π,X)L Gal,2
n+2

= f (π,X)L Gal,2
N .

(69)
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En efecto L Gal,2
N obedece las tres condiciones y tiene una expansión en monómios de la

forma de la Ec.(43) y de la Ec.(44) con q = 1.

Es sencillo ver a partir de

L = Ln{ f}= f (π,X)L Gal,3
N=n+2

= f (π,X)A µ1...µnν1...νnπτπ
τ
πµ1ν1...πµnνn,

(70)

que las ecuaciones de campo son de segundo orden (véase apéndice 6),

0 =2( f +X fX)EN +4(2 fX +X fXX)L
Gal,2

N+1

+X [2X fXπ − (n−1) fπ ]EN−1

−n(4X fXπ +4 fπ)L
Gal,2

N −nX fππL Gal,1
N−1 .

(71)

Finalmente estamos en posición de demostrar que la Ec.(68) y la Ec.(69) son equivalentes

mediante derivadas totales, para lo cual se define L
(1)

n { f} ≡ f (π,X)L Gal,1
n+2 . Al usar la identidad

de la Ec.(28) los tres modelos de Galileones se generalizan como

nL
(2)

n { f}= L
(3)

n { f}−L
(1)

n { f}, (72)

y de manera similar la Ec.(33), se ve generalizada como
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∂µ( f (π,X)Jµ
n ) = 2L

(2)
n { f +X fX}+L

(1)
n−1{X fπ}+L

(3)
n { f}, (73)

con Jµ

N ≡ Jµ
n .

La eliminación de L
(1)

n entre éstas dos ecuaciones, (72) y (73), da una relación de recu-

rrencia entre L
(2)

n y L
(3)

n , específicamente (ver apéndice 5)

L
(2)

n { f}=−(n−1)L (2)
n−1

{
∂g1

∂π

}
+L

(3)
n

{g1

X

}
+L

(3)
n−1

{
∂g1

∂π

}
+ tot. div., (74)

con

g1 { f}=−1
2

∫ X

o
dY f (π,Y ). (75)

Usando (74) repetidamente, se encuentra que L
(2)

n { f} puede ser expresado como una com-

binación lineal de L
(3)

i { f} y una derivada total, ésto es

L
(2)

n { f}= L
(3)

0

{
∂gn,1

∂π

}
+

n−1

∑
i=1

L
(3)

n

{
gn,i

X
+

∂gn,i+1

∂π

}
+L

(3)
n

{
∂gn,n

∂π

}
+ tot. div., (76)

en donde L
(3)

0 { f}= X f , y además
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gn,i { f} ≡ (n−1)!
(i−1)!

gn−i+1 { f} ,

gi { f} ≡ − 1
2i

(
∂

∂π

)i−1 ∫ X

X0

dX1

∫ X1

X0

dX2 · · ·
∫ Xi−1

X0

dXi f (π,Xi).

(77)

La Ec.(76) muestra la equivalencia de los Lagrangianos con q = 0 y q = 1 dado por las

ecuaciones (68) y (69).

Finalmente, debido a que (76) y (72) para n = D, se tiene que DL
(2)

D { f} = L
(3)

D { f}, lo

cual implica, a su vez, que L
(3)

D { f} es una combinación lineal de L
(3)

k con k = 0, ...,D−1.

Entonces para concluir, el Lagrangiano más general en D dimensiones que obedece las tres

condiciones arriba mencionadas está dado por

L =
D−1

∑
n=0

Ln { fn} . (78)

en donde fn son funciones arbitrarias de π y de X , y también Ln { f} ≡ L
(3)

n { f}.

En nuestro caso particular de D = 4, el Lagrangiano completo del Galileón escalar viene

dado por la suma de
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L Gal
2,π ≡ f2(π,X),

L Gal
3,π ≡ f3(π,X)2π,

L Gal
4,π ≡ f4(π,X)[(2π)2 − (∂µ∂νπ)(∂ µ

∂
ν
π)],

L Gal
5,π ≡ f5(π,X)[(2π)3 −3(2π)(∂µ∂νπ)(∂ µ

∂
ν
π)+2(∂µ∂

ν
π∂ν∂

ρ
π∂ρ∂

µ
π)].

(79)

3.3. Covariantización

Para extender los Lagragianos encontrados a espacio-tiempo curvo, se cambian las deriva-

das parciales por derivadas covariantes y se agrega
√
−g para hacer invariante el elemento de línea

ante transformaciones generales de coordenadas, además en ésta sección y en adelante se usará

X =−1
2∇µπ∇µπ , con lo cual se obtiene

L Gal
2,π ≡ f2(π,X),

L Gal
3,π ≡ f3(π,X)2π,

L Gal
4,π ≡ f4(π,X)[(2π)2 − (∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)],

L Gal
5,π ≡ f5(π,X)[(2π)3 −3(2π)(∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)+2(∇µ∇

ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π)],

(80)

en donde las ecuaciones de Euler-Lagrange están dadas por
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∂ (
√
−gL )

∂π
−∂µ

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µπ)
+∂µ∂ν

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µ∂νπ)
= 0, (81)

y pueden ser reescritas como (ver apéndice 7)

∂L

∂π
−∇µ

∂L

∂ (∇µπ)
+∇µ∇ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
= 0, (82)

lo cual permite proceder a analizar las ecuaciones de campo de L4 (ver apéndice 8). Allí se encuen-

tra que existe un término con terceras derivadas de la métrica dado por −2 f ∇απ∇µRµα , el cual

no satisface la condición necesaria del teorema del Ostrogradski, lo cual implica necesariamente

la adición de un término que elimine esta derivada de la métrica de tercer orden.

Entonces, se define L
′

4 = G(π,X)R, del cual se encuentra que el único término con deriva-

das de orden mayor a dos en la métrica está dado por

∇µ

(
∂L

′
4

∂ (∇µπ)

)
⊃−(GX ∇

µ
π∇µR)

=−2GX ∇
µ

π∇
γRγµ ,

(83)

en tal caso, al adicionar L
′

4 se elimina el término que contiene tercera derivada de la métrica al

hacer f = GX y por ende éste Lagrangiano queda reescrito como
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L Gal
4,π = G4(π,X)R+G4,X(π,X)[(2π)2 − (∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)]. (84)

Ahora se procede a mirar las ecuaciones de movimiento para L5(ver apéndice 9), allí se

encuentra que éste Lagrangiano contiene una derivada del tensor de Einstein lo cual hace necesaria

la introducción de un contra-término para poder eliminar ésta derivada.

Se define, por tanto, un nuevo Lagrangiano L
′

5 = G(π,X)Gµν(∇
µ∇νπ), que aporta de la

siguiente forma a las ecuaciones de movimiento:

−∇µ

(
∂L

′
5

∂ (∇µπ)

)
+∇α∇β

(
∂L

′
5

∂ (∇α∇β π)

)
⊃GX(∇αGµν∇

µ
∇

ν
π∇

α
π

+Gµν∇
α

π∇α∇
µ

∇
ν
π)

−GX Gαβ
∇

γ
π∇α∇β ∇γπ

=GX ∇
µ

∇
ν
π∇

α
π∇αGµν

+GX GµνRναµτ∇
α

π∇
τ
π

=GX ∇
µ

∇
ν
π∇

α
π∇αGµν .

(85)

La adición de este nuevo Lagrangiano permite entonces eliminar la derivada del tensor de

Einstein, lo cual hace que el Lagrangiano total quede reescrito como
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L Gal
5,π ≡G5(π,X)Gµν(∇

µ
∇

ν
π)

− 1
6

G5,X(π,X)[(2π)3 −3(2π)(∇µ∇νπ)(∇µ
∇

ν
π)+2(∇µ∇

ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π)].

(86)

Los resultados obtenidos nos permiten afirmar que el Lagrangiano completo del Galileón

escalar en espacio-tiempo curvo viene dado por

L Gal
2,π ≡G2(π,X),

L Gal
3,π ≡G3(π,X)2π,

L Gal
4,π ≡G4(π,X)R+G4,X(π,X)[(2π)2 − (∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)],

L Gal
5,π ≡G5(π,X)Gµν(∇

µ
∇

ν
π)

− 1
6

G5,X(π,X)[(2π)3 −3(2π)(∇µ∇νπ)(∇µ
∇

ν
π)+2(∇µ∇

ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π)].

(87)

4. Rapidez de las ondas gravitacionales

Para hallar la ecuación de onda gravitacional que predice el Galileón escalar procedemos a

perturbar a segundo orden su Lagrangiano. Perturbar a segundo orden el Lagrangiano es escribir

cada término presente en el Lagrangiano de manera polinómica y hasta segunda potencia, de una

perturbación en la métrica. Para ello es necesario perturbar cada cantidad presente en el Lagran-

giano hasta segundo orden. Cada cantidad perturbada está calculada en el apéndice 10, así como
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también en la Ref.(Wang, 2017) 1.

De allí se obtiene que:

(0)Gn = Gn,

(1)Gn = 0,

(2)Gn = 0.

(88)

(0)√−g =a4,

(1)√−g = 0,

(2)√−g =− a4

4
hµνhµν .

(89)

(0)2π = ∂0∂
0
π +4∂0 lna∂

0
π,

(1)2π = 0,

(2)2π =−1
2

hil
∂0hil∂

0
π.

(90)

1 Vale la pena aclarar que una perturbación de orden n sobre cierta cantidad f , se denota mediante superíndice
previo a la cantidad ((n)), esto es (n) f , perturbación n-ésima de f .
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(0)
∇µ∇

ν
π∇ν∇

µ
π = ∂0∂

0
π∂0∂

0
π +2∂0∂

0
π∂0 lna∂

0
π +4∂0 lna∂

0
π∂0 lna∂

0
π,

(1)
∇µ∇

ν
π∇ν∇

µ
π = 0,

(2)
∇µ∇

ν
π∇ν∇

µ
π =

1
4

∂0hi j
∂0hi j∂

0
π∂

0
π −hil

∂0hil∂
0
π∂0 lna∂

0
π.

(91)

(0)
∇µ∇

ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π = f (π,∂0π,∂0∂0π,a,∂0a),

(1)
∇µ∇

ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π =0,

(2)
∇µ∇

ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π =− 3

2
hi j

∂0hi j∂
0
π∂0 lna∂

0
π∂0 lna∂

0
π

+
3
4

∂0hi j∂0hi j
∂

0
π∂

0
π∂0 lna∂

0
π.

(92)

(0)R =−4∂0∂
0 lna−10∂0 lna∂

0 lna,

(1)R =0,

(2)R =a−2(−hi j
∂0∂0hi j −

3
4

∂0hik∂0hki +hi j
∂k∂

kh ji

+
3
4

∂
khl j∂kh jl − 1

2
∂khl j∂

lh jk)+2hil
∂0hil∂

0 lna.

(93)

Las Ec.(88), (89), (90), (91), (92) y (93) corresponden a las perturbaciones hasta segundo

orden de una función general del campo,
√
−g, 2π , ∇µ∇νπ∇ν∇µπ , ∇µ∇νπ∇ν∇ρπ∇ρ∇µπ y R

respectivamente.
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La acción del Galileón escalar está dada por

S =
∫

d4x
√
−g

5

∑
i=2

Li. (94)

Mediante la derivada total

∇
µ(G5Gµν∇

ν
π) = G5Gµν∇

ν
∇

µ
π +G5,πGµν∇

µ
π∇

ν
π +G5,X Gµν∇

µX∇
ν
π, (95)

se puede reescribir esta acción como

S =
∫

d4x
√
−g
[(

G4 −XG5,π +
1
2

G5,X ∇µπ∇
µX
)

R

−
(

G5,π∇
µ

π∇
ν
π +G5,X ∇

µX∇
ν
π

)
Rµν

+∇µ∇νπ∇
µ

∇
ν
π

(1
2

G5,X2π −G4,X

)
− 1

3
G5,X ∇µ∇

ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π

+G2 +G32π +G4,X(2π)2 − 1
6

G5,X(2π)3
]√

−g.

(96)

Haciendo uso de las perturbaciones en las cantidades presentes en la acción del Galileón

escalar se encuentra que esta acción a segundo orden está dada por

(2)S =
1
2

∫
d4xM2

∗

[
(ḣi j)

2 − v2(∇hi j)
2
]
, (97)
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en donde hemos vuelto a usar tiempo cósmico y no tiempo conforme, junto con esto M2
∗ está dada

por

M2
∗ ≡ 2(G4 −2XG4,X +XG5,π − π̇HXG5,X), (98)

y además

M2
∗αT ≡ 2X [2G4,X −2G5,π − (π̈ − π̇H)G5,X ], (99)

en donde αT proviene de hacer

v2 = 1+αT . (100)

Al hacer la variación de la acción de la Ec.(97) respecto a la perturbación de la métrica igual

a cero se encuentran las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L

∂hi j
−∂µ

(
∂L

∂ (∂µhi j)

)
= 0. (101)

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange de la Ec.(101) a el Lagrangiano dentro de la

Ec.(97) se encuentra
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2
Ṁ∗
M∗

ḣi j +
1
v2 ḧi j −∂k∂

khi j = 0. (102)

Esta última ecuación corresponde a una ecuación de onda, lo cual hace que a la perturbación

de la métrica (hi j), se le asigne el nombre de onda gravitacional. Así pues la Ec.(97) corresponde a

la acción de las ondas gravitacionales en esta teoría de gravedad modificada, M∗ es la masa efectiva

de Planck y v la rapidez de las ondas gravitacionales.

Nótese que en la acción perturbada del Galileón escalar Ec.(97) se omitieron términos como

hi jhi j, hi jḣi j y ∂khl j∂
lh jk dado que a la luz de las ecuaciones de Euler-Lagrange se encuentra que

estos términos corresponden a fuentes de ondas gravitacionales.

La parametrización realizada sobre la rapidez de las ondas gravitacionales Ec.(100) tiene

como propósito aislar las modificaciones de la rapidez de las ondas gravitacionales; por lo cual

αT
2 puede tomar valores tanto negativos como positivos, pero debe cumplir que (ver Ref. (Baker

et al., 2017))

|αT |. 1×10−15, (103)

lo cual implica que para propósitos prácticos αT ≈ 0. Una forma de safisfacer αT ≈ 0, es mediante

2 La medida de la desviación de la rapidez de las ondas gravitacionales respecto de la rapidez de la luz.
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una delicada cancelación entre G4,X , G5,π y G5,X , pero debido a que π̈ y H están también presentes,

es imposible que esta cancelación tenga un carácter global con respecto tanto al tiempo como al

contenido material del universo. Otra posible forma de safisfacer la restricción experimental es

posible por medio de G5,X = 0, lo cual hace posible que G5,π pueda ser integrado por partes, pero

esta cancelación es equivalente a G4,X = 0.

Entonces finalmente vemos que para hacer αT ≈ 0 evitando cualquier tipo de ajuste fino se

debe hacer G4,X = 0, G5,π = 0 y G5,X = 0, dado que son funciones independientes G5(π,X), queda

convertida en una constante y su Lagrangiano como

L5 ∝ Gµν∇
µ

∇
ν
π, (104)

el cual no lleva a ecuaciones de campo, por lo cual L5 queda completamente anulado y de L4 no

sobrevive el término con segundas derivadas del campo.

Finalmente la acción del Galileón escalar es

S =
∫

d4x
√
−g

4

∑
i=2

Li, (105)

en donde
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L Gal
2,π ≡G2(π,X),

L Gal
3,π ≡G3(π,X)2π,

L Gal
4,π ≡G4(π)R.

(106)

5. Conclusiones

En este trabajo se realizó la contrucción de la acción del Galileón escalar y posteriormen-

te se falsó esta acción mediante la restricción en la rapidez de las ondas gravitacionales, todo

esto mediante la reproducción de la construcción del Lagrangiano del Galileón escalar de acuer-

do a (Deffayet et al., 2011; Rodriguez and Navarro, 2017), la demostración de la unicidad es

espacio-tiempo de Minkowski del Lagrangiano del Galileón escalar según (Deffayet et al., 2011),

la covariantización de la acción del Galileón escalar de acuerdo a (Rodriguez and Navarro, 2017),

la obtención de la acción de las ondas gravitacionales en esta teoría de gravedad modificada si-

guiendo a (Wang, 2017) y, finalmente, la obtención de la acción falsada del Galileón escalar de

acuerdo a (Baker et al., 2017; Sakstein and Jain, 2017; Creminelli and Vernizzi, 2017; Ezquiaga

and Zumalacárregui, 2017) mediante el uso de la restricción existente sobre la rapidez de las ondas

gravitacionales.

El resultado obtenido, Ec.(106), corresponde físicamente a una modificación de la ley de

gravitación universal de Newton para escalas mayores al sistema solar, cumple con la restricción

experimental v = 1, y no genera períodos de expansión acelerada del universo por lo cual presenta
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una evolución acorde a la cosmología (véase la Ref.(Wang et al., 2012)). Este resultado incluye

teorías de gravedad de la forma f (R) (véase la Ref.(Lombriser and Lima, 2017)) y es del tipo

Jordan-Brans-Dick generalizado. Así, se concluye entonces que la acción falseada del Galileon es-

calar no lleva a física nueva pero, en general, existen en la naturaleza tanto campos escalares como

campos vectoriales, lo cual, junto con la novedosa idea de evitar la inestabilidad de Ostrogradski

para que una teoría sea física, constituye una guía para construir teorías que busquen describir

nuestro universo. En este sentido, de hecho, ya existe la versión de la acción de Horndeski para un

campo vectorial (véase la Ref.(Hull et al., 2016; Rodriguez and Navarro, 2017)), y se le conoce

como Galileon vectorial; existen también diferentes trabajos en la fenomenología del Galileon vec-

torial como se puede observar en (Rodríguez and Navarro, 2018; Chagoya et al., 2017), incluidas

las restricciones provenientes de v= 1 (véase la Ref. (Baker et al., 2017)). También se han empeza-

do a desarrollar teorías que involucran varios campos escalares las cuales evitan la inestabilidad de

Ostrograski (véase la Ref. (Allys, 2017)) así como también la teoría de los “Galileones tensoriales”

(véase la Ref. (Chatzistavrakidis et al., 2017)). Se espera a futuro poder seguir trabajando con esta

novedosa idea junto con las restricción en la rapidez de las ondas gravitacionales en la búsqueda

de teorías más generales que describan nuestro universo de manera cada vez más precisa.
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Apéndices

Apéndice A. Forma alternativa de EN

La cantidad EN se encuentra definida por

EN ≡ A
µ1...µn+1ν1...νn+1
(2n+2) πµ1ν1πµ2ν2...πµn+1νn+1. (107)

Dado que EN contiene solo segundas derivadas del un campo escalar contraídas con un ten-

sor métrico, se puede entonces reescribir en términos de los ciclos definidos en la Ec.(39) mediante

EN = ∑C N
p1,...pr

p1 p2 ... pr

1 2 ... r

 , (108)

en donde la sumatoria va sobre todos los índices pi que representan las potencias de cada uno de

los ciclos.

De forma alternativa EN se puede escribir como

EN ≡− ∑
σ∈Sn+1

ε(σ)
n+1

∏
i=1

π
µσ(i)

µi. (109)

Por ejemplo para hallar los coeficientes C N
p1,...pr

para EN con N = 4 (3 campos dos veces
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derivados) se usa la definición de EN en términos de A y se encuentra que

E4 =−[1]3 +3[1][2]−2[3] =−

3

1

+3

1 1

1 2

−2

1

3

 , (110)

con

3 = p1 +2p2 +3p3. (111)

Los coeficientes pi son números naturales o cero (dado que son potencias), y cumplen esta

igualdad si p1 = 3 y p2 = p3 = 0 con C 4
p1 p2,p3

= −1, ó p1 = p2 = 1 y p3 = 0 con C 4
p1 p2,p3

= 3, ó

si p1 = p2 = 0 y p3 = 1 con C 4
p1 p2,p3

=−2 y así se obtiene que para N = 4, los coeficientes de EN

son

C 4
p1,p2,p3

= (−1)3+p1+p2+p3
(3)!

p1!p2!p3!1p12p23p3
. (112)

Análogamente los coeficientes C N
p1,...,pr

se hallan con la definición de EN en términos de A

con lo cual se encuentra que

C N
p1,...,pr

= (−1)N+p1+...+pr
(N −1)!

p1!p2!...pr!1p12p2 ...rpr
. (113)
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Apéndice B. Variación de los ciclos [i] y 〈 j〉

En el Lagrangiano la variación de [i]pi respecto al campo está dada por

δπ [i]pi =∂α∂β

(
∂ ([i]pi)

∂ (∂α∂β π)

)
δπ

⊃ ipi[i]pi−1
∂α∂

β

(
π

µ1
µ2 ...π

µ j−1
µ j δ

µ j
β

δ
α
µ j+1

π
µ j+1
µ j+2 ...π

µi
µ1

)
δπ

⊃ 2ipi[i]pi−1
π

µ1
µ2 ...π

µ j−1
µ j 2π

µ j
µ j+1π

µ j+1
µ j+2 ...π

µi−1
µ1 δπ

=
2ipi

i−1
[2(i−1)][i]pi−1

δπ.

(114)

Para el caso de 〈i〉pi , su variación respecto al campo está dada por

δπ〈i〉qi =∂α∂β

(
∂ (〈i〉qi)

∂ (∂α∂β π)

)
δπ

⊃ qi〈i〉qi−1
∂α∂

β
i

∑
j=1

πµ1π
µi+1π

µ1
µ2 ...π

µ j−1
µ j δ

µ j
β

δ
α
µ j+1

π
µ j+1
µ j+2 ...π

µi
µi+1δπ

⊃ 2qi〈i〉qi−1
i−1

∑
j=1

πµ1π
µi+1π

µ1
µ2 ...π

µ j−1
µ j 2π

µ j
µ j+1π

µ j+1
µ j+2 ...π

µi
µi+1δπ

= 2qi〈2(i−1)〉〈i〉qi−1
δπ.

(115)
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Apéndice C. Razón entre coeficientes α[]

Partiendo del Lagrangiano, L , definico en la Ec. (56) se encuentra que la variación sobre

el ciclo [i−1] está dada por

δL

δπ
δπ ⊃ f

δ [i−1]pi−1+1

δπ
[1]p1+1[2]p2 ...[i−2]pi−2[i]pi−1[i+1]pi+1...[r]pr

〈
...
〉

δπ, (116)

en donde

δ [i−1]pi−1+1

δπ
δπ =

2(pi−1 +1)(i−1)
(i−2)

[2(i−2)][i−1]pi−1δπ. (117)

Para obtener un término proporcional al de la Ec. (55) se hacen las siguientes derivadas

totales:
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∂µ1

(
2(i−1)(pi−1 +1) f [1]p1+1[2]p2...[i−2]pi−2π

µ1
µ2 ...π

µi−3
µi−2 2π

µi−2[i−1]pi−1

× [i]pi−1[i+1]pi+1...[r]pr
〈
...
〉)

⊃ 2(i−1)(pi−1 +1) f [1]p1+1[2]p2...[i−2]pi−2π
µ1
µ2 ...π

µi−3
µi−2 2π

µi−2
µ1 [i−1]pi−1

× [i]pi−1[i+1]pi+1...[r]pr
〈
...
〉

+2(i−1)(pi−1 +1)(p1 +1) f [1]p1[2]p2 ...[i−2]pi−2π
µ1
µ2 ...π

µi−3
µi−2 2π

µi−22πµ1[i−1]pi−1

× [i]pi−1[i+1]pi+1...[r]pr
〈
...
〉
,

(118)

∂ν

(
2(i−1)(pi−1 +1)(p1 +1) f [1]p1[2]p2 ...[i−2]pi−2π

µ1
µ2 ...π

µi−3
µi−2 2π

µi−2π
ν
µ1
[i−1]pi−1

× [i]pi−1[i+1]pi+1...[r]pr
〈
...
〉)

⊃ 2(i−1)(pi−1 +1)(p1 +1) f [1]p1 [2]p2...[i−2]pi−2π
µ1
µ2 ...π

µi−3
µi−2 2π

µi−22πµ1[i−1]pi−1

× [i]pi−1[i+1]pi+1...[r]pr
〈
...
〉

+2(pi−1 +1)(p1 +1) f [1]p1...[i−2]pi−2[2(i−1)][i−1]pi−1

× [i]pi−1[i+1]pi+1...[r]pr
〈
...
〉
.

(119)

Al multiplicar el último término de la segunda derivada total por la cantidad

α[] =
−ipi

(i−1)(p1 +1)(pi−1 +1)
, (120)
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se obtiene una expresión que contrarresta a la Ec.(55).
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Apéndice D. Razón entre coeficientes α〈〉

Partiendo del Lagrangiano, L , definico en la Ec. (59) se encuentra que la variación sobre

el ciclo 〈i−1〉 está dada por

δL

δπ
δπ ⊃ f

δ 〈 j−1〉q j−1+1

δπ
[1]p1+1[2]p2...[r]pr〈1〉q1...〈 j−2〉q j−2〈 j〉q j−1〈 j+1〉q j+1...〈s〉qsδπ,

(121)

δ 〈 j−1〉q j−1+1

δπ
δπ = 2(q j−1 +1)〈 j−1〉q j−1〈2( j−2)〉δπ. (122)

Para poder contrarrestar los términos de cuartas derivadas que se obtienen al variar 〈 j〉 en

la acción Ec.(48), se realizan las siguientes derivadas totales:

j−2

∑
k=1

∂
µk
(

2 f (q j−1 +1)[1]p1+1[2]p2...[r]pr〈1〉q1...〈 j−2〉q j−2〈 j−1〉q j−1

×πµ1π
µ1
µ2 ...π

µk+1
µk 2πµk+1π

µk+1
µk+2 ...π

µ j−2
µ j−1 π

µ j−1〈 j〉q j−1〈 j+1〉q j+1...〈s〉qs
)

⊃ 2 f (q j−1 +1)[1]p1+1[2]p2...[r]pr〈1〉q1 ...〈 j−2〉q j−2

×〈2( j−2)〉〈 j−1〉q j−1〈 j〉q j−1〈 j+1〉q j+1 ...〈s〉qs

+2 f (q j−1 +1)(p1 +1)[1]p1 ...[r]pr〈1〉q1...〈 j−2〉q j−2〈 j−1〉q j−1

×
j−2

∑
k=1

2π
µkπµ1π

µ1
µ2 ...π

µk+1
µk 2πµk+1π

µk+1
µk+2 ...π

µ j−2
µ j−1 π

µ j−1〈 j〉q j−1〈 j+1〉q j+1...〈s〉qs,

(123)
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∂
ν

(
2 f (q j−1 +1)(p1 +1)[1]p1...[r]pr〈1〉q1...〈 j−2〉q j−2〈 j−1〉q j−1

×
j−2

∑
k=1

π
µk
ν πµ1π

µ1
µ2 ...π

µk+1
µk 2πµk+1π

µk+1
µk+2 ...π

µ j−2
µ j−1 π

µ j−1〈 j〉q j−1〈 j+1〉q j+1...〈s〉qs
)

⊃2 f (q j−1 +1)(p1 +1)[1]p1 ...[r]pr〈1〉q1...〈 j−2〉q j−2〈 j−1〉q j−1

×
j−2

∑
k=1

2π
µkπµ1π

µ1
µ2 ...π

µk+1
µk 2πµk+1π

µk+1
µk+2 ...π

µ j−2
µ j−1 π

µ j−1〈 j〉q j−1〈 j+1〉q j+1 ...〈s〉qs

+2 f (q j−1 +1)(p1 +1)[1]p1 ...[r]pr〈1〉q1...〈 j−2〉q j−2

×〈2( j−1)〉〈 j−1〉q j−1〈 j〉q j−1〈 j+1〉q j+1...〈s〉qs.

(124)

Finalmente para contrarrestar los términos de cuartas derivadas que se obtienen al variar 〈 j〉

en la acción Ec.(48), se multiplica el último término de la segunda derivada total por la cantidad

α〈〉 =−
q j

(q j−1 +1)(p1 +1)
. (125)
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Apéndice E. Equivalencia entre los Lagrangianos L
(2)

n { f} y L
(3)

n { f}

La Ec.(33), se ve generalizada como

∂µ( f (π,X)Jµ
n ) = 2L

(2)
n { f +X fX}+L

(1)
n−1{X fπ}+L

(3)
n { f}, (126)

al agregar f (π,X), y también al agregar f (π,X) a la expansión de Laplace se encuentra

nL
(2)

n { f}= L
(3)

n { f}−L
(1)

n { f}, (127)

de la cual se puede cambiar n por n−1 y f por g1,π para obtener

(n−1)L (2)
n−1{g1,π}= L

(3)
n−1{g1,π}−L

(1)
n−1{g1,π}, (128)

en donde g1,π es la derivada de g1 respecto de π , y además

g1 { f}=−1
2

∫ X

o
dY f (π,Y ). (129)

La Ec.(33), también se puede generalizar como
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∂µ(X−1g1Jµ
n ) =X−1(g1,X ∂µX +g1,π∂µπ)Jµ

n +X−1L
(3)

n {g1}

=L
(1)

n−1{g1,π}+2L
(2)

n {g1,X}+L
(3)

n

{g1

X

}
,

(130)

que, junto con la Ec.(128) se encuentra

L
(2)

n { f}=−(n−1)L (2)
n−1

{
∂g1

∂π

}
+L

(3)
n

{g1

X

}
+L

(3)
n−1

{
∂g1

∂π

}
+ tot. div.. (131)

Se define L
(3)

0 { f} ≡ X f , y además

gn,i { f} ≡ (n−1)!
(i−1)!

gn−i+1 { f} ,

gi { f} ≡ − 1
2i

(
∂

∂π

)i−1 ∫ X

X0

dX1

∫ X1

X0

dX2 · · ·
∫ Xi−1

X0

dXi f (π,Xi).

(132)

Para n = 1 nótese que L
(2)

1 { f} queda escrito en términos de L
(3)

0 { f} y L
(3)

1 { f} lo cual

hace posible que L
(2)

n { f}, para cualquier n, pueda ser escrito en términos de L
(3)

i { f}, con i

desde 0 hasta n.

Así pues, usando repetidamente la Ec.(131), queda expresado L
(2)

n { f} como una combi-
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nación lineal de L
(3)

i { f} y una derivada total, ésto es

L
(2)

n { f}= L
(3)

0

{
∂gn,1

∂π

}
+

n−1

∑
i=1

L
(3)

n

{
gn,i

X
+

∂gn,i+1

∂π

}
+L

(3)
n

{
∂gn,n

∂π

}
+ tot. div., (133)

Finalmente se ve aquí la equivalencia de los Lagrangianos con q = 0 y q = 1 junto con esto

debido a que (76) y (72) para n = D, da como resultado DL
(2)

D { f}= L
(3)

D { f}, lo cual implica, a

su vez, que L
(3)

D { f} es una combinación lineal de L
(3)

k con k = 0, ...,D−1.

Entonces para concluir, el Lagrangiano más general en D dimensiones que obedece las tres

condiciones arriba mencionadas está dado por

L =
D−1

∑
n=0

Ln { fn} . (134)

en donde fn son funciones arbitrarias de π y de X , y también Ln { fn} ≡ L
(3)

n { fn}.



GALILEONES ESCALARES 72

Apéndice F. Ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L

Para hallar las ecuaciones de Euler-Lagrange de L se procede a calcular de manera sepa-

rada cada término de

∂L

∂π
−∂α

(
∂L

∂ (∂απ)

)
+∂α∂β

(
∂L

∂ (∂α∂β π)

)
= 0, (135)

con X = ∂µπ∂ µπ , se tiene que

∂L

∂π
= fπXA µ1...µnν1...νnπµ1ν1 ...πµnνn . (136)

Para el segundo término:

∂L

∂X
= ( f +X fX)A

µ1...µnν1...νnπµ1ν1...πµnνn, (137)

∂α

(
2π

α ∂L

∂X

)
=2π

α
α ( f +X fX)EN−1

+2π
α( fππα +4 fX παγπ

γ +X fπX πα +2X fXX παγπ
γ)EN−1

+2π
α( f +X fX)∂αEN−1,

(138)
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2π
α f ∂αEN−1 =2nπ

α f A µ1...µnν1...νnπµ1ν1απµ2ν2...πµnνn,

2π
αX fX ∂αEN−1 =2nπ

αX fXA µ1...µnν1...νnπµ1ν1απµ2ν2...πµnνn ,

(139)

∂EN−1

∂παβ

=
n

∑
i=1

A µ1...µnν1...νnπµ1ν1...πµi−1νi−1δ
α
µi

δ
β

νi πµi+1νi+1 ...πµnνn, (140)

∂α

(
∂EN−1

∂παβ

)
=

n

∑
i=1

A µ1...µnν1...νn∂µi

(
πµ1ν1...πµi−1νi−1δ

β

νi πµi+1νi+1...πµnνn

)
= 0. (141)

Finalmente se tiene

∂α∂β

(
∂L

∂ (∂α∂β π)

)
=∂α∂β

(
X f

∂EN−1

∂παβ

)
=
(
∂α∂β X f +∂β X∂α f +∂αX∂β f +X∂α∂β f

) ∂EN−1

∂παβ

=
(
2π

γ

αβ
πγ f +2π

γ

β
πγα f +2π

γ

β
πγ( fππα +2 fX πασ π

σ )

+2π
γ

απγ( fππβ +2 fX πβσ π
σ )+Xπαβ fπ +Xπαπβ fππ

+2Xπβ πατπ
τ fπX +2Xπαπβσ π

σ fXπ

+4Xπατπ
τ
πβσ π

σ fXX +2Xπαβσ π
σ fX

+2Xπβσ π
σ
α fX

)∂EN−1

∂παβ

,

(142)
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∂α∂β

(
∂L

∂ (∂α∂β π)

)
=(2πλαβ π

λ f +2παλ π
λ

β
f +4πβλ π

λ
πα fπ +8πλαπ

λ
π

σ
πσβ fX

+Xπαβ fπ +Xπαπβ fππ +4Xπ
γ
πγαπβ fXπ

+4Xπ
γ
πγαπ

σ
πσβ fXX +2X fX παβλ π

λ +2X fX παλ π
λ

β
)
∂EN−1

∂παβ

,

(143)

en donde

παβ fπX
(

∂EN−1

∂παβ

)
= n fπXEN−1,

2παβλ π
λ f
(

∂EN−1

∂παβ

)
= 2nπ

λ f A µ1...µnν1...νnπµ1ν1λ πµ2ν2...πµnνn ,

2πλαπ
λ

β
f
(

∂EN−1

∂παβ

)
= 2nπλ µ1π

λ
ν1

f A µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn,

4πλαπ
λ

πβ fπ

(
∂EN−1

∂παβ

)
= 4nπλ µ1π

λ
πν1 fπA µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn = 4n fπL Gal,2

N ,

8πλαπ
λ

π
σ

πσβ fX

(
∂EN−1

∂παβ

)
= 8nπλ µ1π

λ
π

σ
πσν1 fXA µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn ,

(144)
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παπβ fππX
(

∂EN−1

∂παβ

)
= nπµ1πν1 fππXA µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn = n fππXL Gal,1

N−1 ,

4π
γ
πγαπβ X fXπ

(
∂EN−1

∂παβ

)
= 4nπ

γ
πγµ1πν1X fXπA µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn

= 4nX fXπL Gal,2
N ,

2π
γ

β
πγαX fX

(
∂EN−1

∂παβ

)
= 2nπ

γ

µ1πγν1X fXA µ1...µnν1...νnπµ2ν2 ...πµnνn,

2παβγπ
γX fX

(
∂EN−1

∂παβ

)
= 2nπµ1ν1γπ

γX fXA µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn,

4Xπ
γ
πγαπ

σ
πσβ X fXX

(
∂EN−1

∂παβ

)
= 4nπ

γ
πγµ1π

σ
πσν1X fXXA µ1...µnν1...νnπµ2ν2 ...πµnνn.

(145)

Así las ecuaciones de Euler-Lagrange estarían dadas por

0 =(n−1) fπXEN−1 +4nX fXπL Gal,2
N +4n fπL Gal,2

N −2π
α
α ( f +X fX)EN−1

−2π
α(4 fX παγπ

γ +X fXππα +2X fXX παγπ
γ)EN−1

+2n( f +X fX)πλ µ1π
λ
ν1

A µ1...µnν1...νnπµ2ν2 ...πµnνn

+4n(2 fX +X fXX)π
γ
πγµ1π

σ
πσν1A

µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn

+nX fππL Gal,1
N−1 .

(146)
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Gracias a que

L Gal,2
N+1 = π

α
πλ π

λ
α EN−1 −nπ

α
πλ π

λ
ν1

παµ1A
µ1...µnν1...νnπµ2ν2...πµnνn,

EN = π
α
α EN−1 −nπ

α
ν1

παµ1A
µ1...µnν1...νnπµ2ν2 ...πµnνn ,

(147)

se obtiene finalmente que las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan escritas como

0 =(n−1) fπXEN−1 +4nX fXπL Gal,2
N +4n fπL Gal,2

N

+nX fππL Gal,1
N−1 −2( f +X fX)EN −8 fXL Gal,2

N+1

−4X fXXL Gal,2
N+1 .

(148)
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Apéndice G. Versión alternativa de las ecuaciones de Euler-Lagrange

Para demostrar la equivalencia entre las dos formas de escribir las ecuaciones de Euler-

Lagrange se usa un Lagrangiano que depende de un campo escalar (π) y sus primeras y segundas

derivadas covariantes, por lo cual se tiene

∂L

∂π
−∇µ

∂L

∂ (∇µπ)
+∇µ∇ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
= 0. (149)

Por tanto se procede a separar cada término de las ecuaciones de Euler-Lagrange, gracias a

que el Lagrangiano escrito en términos del campo escalar y sus derivadas covariantes es equivalente

a uno que depende del campo y sus derivadas parciales que está multiplicado por
√
−g, gracias a

que las derivadas covariantes pueden ser escritas en términos de las parciales, lo cual hace que el

primer término del miembro izquierdo de la ecuación se pueda escribir como

∂L

∂π
=

1√
−g

∂ (
√
−gL )

∂π
. (150)

En segunda instancia

∇µ

∂L

∂ (∇µπ)
=∂µ

∂L

∂ (∇µπ)
+Γ

µ

µλ

∂L

∂ (∇λ π)

=∂µ

∂L

∂ (∇µπ)
+

1√
−g

∂µ(
√
−g)

∂L

∂ (∇µπ)

=
1√
−g

∂µ

(√
−g

∂L

∂ (∇µπ)

)
,

(151)
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∂L

∂ (∂µπ)
=

∂L

∂ (∇νπ)

∂ (∇νπ)

∂ (∂µπ)
+

∂L

∂ (∇ρ∇νπ)

∂ (∇ρ∇νπ)

∂ (∂µπ)

=
∂L

∂ (∇νπ)
δ

µ

ν −Γ
µ

ρν

∂L

∂ (∇ρ∇νπ)

=
∂L

∂ (∇µπ)
−Γ

µ

ρν

∂L

∂ (∇ρ∇νπ)
,

(152)

∇µ

∂L

∂ (∂µπ)
=

1√
−g

∂µ

(√
−g

∂L

∂ (∂µπ)
+
√
−gΓ

µ

ρν

∂L

∂ (∇ρ∇νπ)

)
. (153)

En tercera instancia

∇µ∇ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
=∇µ

[
∂ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
+Γ

µ

νλ

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)
+Γ

ν

νλ

∂L

∂ (∇µ∇λ π)

]
=∂µ

[
∂ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
+Γ

µ

νλ

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)
+Γ

ν

νλ

∂L

∂ (∇µ∇λ π)

]
−Γ

λ
µν

[
∂λ

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
+Γ

µ

ρλ

∂L

∂ (∇ρ∇νπ)
+Γ

ν

λρ

∂L

∂ (∇µ∇ρπ)

]
+Γ

µ

µλ

[
∂ν

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)
+Γ

λ
νρ

∂L

∂ (∇ρ∇νπ)
+Γ

ν
νρ

∂L

∂ (∇λ ∇ρπ)

]
+Γ

ν

µλ

[
∂ν

∂L

∂ (∇µ∇λ π)
+Γ

µ

νρ

∂L

∂ (∇ρ∇λ π)
+Γ

λ
νρ

∂L

∂ (∇µ∇ρπ)

]
=

[
∂µ +

1√
−g

∂µ(
√
−g)

][
∂ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)

+Γ
µ

νλ

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)
+

1√
−g

∂λ (
√
−g)

∂L

∂ (∇µ∇λ π)

]
=

1√
−g

∂µ

[
∂ν

(√
−g

∂L

∂ (∇µ∇νπ)

)
+
√
−gΓ

µ

νλ

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)

]
.

(154)
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En donde

∂L

∂ (∂µ∂νπ)
=

∂L

∂ (∇ν∇σ π)

∂ (∇ν∇σ π)

∂ (∂µ∂νπ)
+

∂L

∂ (∇ρπ)

∂ (∇ρπ)

∂ (∂µ∂νπ)

=
∂L

∂ (∇µ∇νπ)
.

(155)

Finalmente se obtiene

∇µ∇ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
=

1√
−g

∂µ∂ν

[√
−g

∂L

∂ (∂µ∂νπ)

]
+

1√
−g

∂µ

[√
−gΓ

µ

νλ

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)

]
. (156)

Por tanto si tomamos cada uno de los términos de las ecuaciones de Euler-Lagrange rees-

critos anteriormente se obtiene que
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∂L

∂π
−∇µ

∂L

∂ (∇µπ)
+∇µ∇ν

∂L

∂ (∇µ∇νπ)
=

1√
−g

∂ (
√
−gL )

∂π
− 1√

−g
∂µ

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µπ)

− 1√
−g

∂µ

[√
−gΓ

µ

νλ

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)

]
+

1√
−g

∂µ∂ν

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µ∂νπ)

+
1√
−g

∂µ

[√
−gΓ

µ

νλ

∂L

∂ (∇λ ∇νπ)

]
=

1√
−g

∂ (
√
−gL )

∂π

− 1√
−g

∂µ

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µπ)

+
1√
−g

∂µ∂ν

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µ∂νπ)

=0,

(157)

Finalmente, las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan reescritas como

∂ (
√
−gL )

∂π
−∂µ

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µπ)
+∂µ∂ν

∂ (
√
−gL )

∂ (∂µ∂νπ)
= 0. (158)
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Apéndice H. Contra-término de L4

Para mantener el Lagrangiano L4 con ecuaciones de Euler-Lagrange de menor ó igual

orden a dos en espacio-tiempo curvo, se procede a calcular éstas ecuaciones, enfocados en las

derivadas no deseadas (mayores a dos). Así, se tiene que:

∇µ

(
∂L4

∂ (∇µπ)

)
=−∇µ

[
∇

µ
π fX(∇γ∇

γ
π∇ν∇

ν
π −∇γ∇νπ∇

γ
∇

ν
π)
]
,

⊃−2∇
µ

π fX(∇µ∇γ∇
γ
π∇ν∇

ν
π −∇µ∇γ∇νπ∇

γ
∇

ν
π),

=−2 fX(∇µ∇γ∇
γ
π∇ν∇

ν
π∇

µ
π −∇µ∇γ∇νπ∇

γ
∇

ν
π∇

µ
π).

(159)

(
∂L4

∂ (∇µ∇νπ)

)
= 2 f

[
gµν

∇γ∇
γ
π −∇

µ
∇

ν
π
]
, (160)

∇ν

(
∂L4

∂ (∇µ∇νπ)

)
= 2 f

[
gµν

∇ν∇γ∇
γ
π −∇ν∇

µ
∇

ν
π
]

(161)

+ 2( fπ∇νπ − fX ∇ν∇σ π∇
σ

π)
[
gµν

∇γ∇
γ
π −∇

µ
∇

ν
π
]
, (162)
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∇µ∇ν

(
∂L4

∂ (∇µ∇νπ)

)
⊃ 2 f

[
gµν

∇µ∇ν∇γ∇
γ
π −∇µ∇ν∇

µ
∇

ν
π
]

+2( fπ∇µπ − fX ∇µ∇σ π∇
σ

π)
[
gµν

∇ν∇γ∇
γ
π −∇ν∇

µ
∇

ν
π
]

+2( fπ∇νπ − fX ∇ν∇σ π∇
σ

π)
[
gµν

∇µ∇γ∇
γ
π −∇µ∇

µ
∇

ν
π
]

−2 fX ∇µ∇ν∇σ π∇
σ

π
[
gµν

∇γ∇
γ
π −∇

µ
∇

ν
π
]

= 2 f
[
∇µ∇

µ
∇ν∇

ν
π −∇µ∇ν∇

µ
∇

ν
π
]

+2 fπ [∇µπ∇
µ

∇ν∇
ν
π −∇µπ∇ν∇

µ
∇

ν
π

+∇νπ∇
ν
∇µ∇

µ
π −∇νπ∇µ∇

µ
∇

ν
π]

−2 fX [∇
µ

∇ν∇
ν
π∇µ∇σ π∇

σ
π +∇

µ
∇ν∇

ν
π∇µ∇σ π∇

σ
π

+∇
µ

∇µ∇σ π∇ν∇
ν
π∇

σ
π −∇ν∇

µ
∇

ν
π∇µ∇σ π∇

σ
π

−∇µ∇
µ

∇
ν
π∇ν∇σ π∇

σ
π −∇µ∇ν∇σ π∇

µ
∇

ν
π∇

σ
π]

= 2 f ∇
µ

(
R ν

µνα ∇
α

π

)
+2 fπ(

(
R ν

µνα ∇
α

π

)
∇

µ
π +

(
R µ

νµα ∇
α

π
)

∇
ν
π)

−2 fX [2∇
µ

∇ν∇
ν
π∇µ∇σ π∇

σ
π +∇

µ
∇µ∇σ π∇ν∇

ν
π∇

σ
π

−2∇ν∇
µ

∇
ν
π∇µ∇σ π∇

σ
π −∇µ∇ν∇σ π∇

µ
∇

ν
π∇

σ
π].

(163)

Entonces si seguimos enfocados en los términos de derivadas de mayor orden a dos en la

ecuaciones de campo se encuentra que
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−∇µ

(
∂L4

∂ (∇µπ)

)
+∇µ∇ν

(
∂L4

∂ (∇µ∇νπ)

)
⊃ 2 fX [∇

µ
∇

σ
π∇σ πR ν

νµα ∇
α

π

+∇ν∇
ν
π∇

µ
πR γ

µγα ∇
α

π

+∇
µ

∇
ν
π∇

γ
πRµσαν∇

α
π]

−2 f ∇
µ
(
Rµα∇

α
π
)

⊃−2 f ∇
α

π∇
µRµα .

(164)
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Apéndice I. Contra-término de L5

Para mantener el Lagrangiano L5 con ecuaciones de Euler-Lagrange de menor ó igual

orden a dos en espacio-tiempo curvo, se procede a calcular éstas ecuaciones, enfocados en las

derivadas no deseadas (mayores a dos). Así, se tiene que:

∇µ

(
∂L5

∂ (∇µπ)

)
=−∇µ(∇

µ
π fX [(2π)3 −3(2π)(∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

+2(∇µ∇
ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π)])

⊃− fX [3(2π)2
∇

µ
π∇µ∇γ∇

γ
π

−3∇
µ

π∇µ∇γ∇
γ
π(∇α∇νπ)(∇α

∇
ν
π)

−6(2π)∇µ
π(∇µ∇α∇νπ)(∇α

∇
ν
π)

+6∇
µ

π(∇µ∇α∇
ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

α
π)],

(165)

∂L5

∂ (∇α∇β π)
= f [3(2π)2gαβ −3gαβ (∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6(2π)(∇α
∇

β
π)+6(∇β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)],

(166)
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∇β

(
∂L5

∂ (∇α∇β π)

)
=( fπ∇β π − fX ∇β ∇σ π∇

σ
π)[3(2π)2gαβ −3gαβ (∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6(2π)(∇α
∇

β
π)+6(∇β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)]

+ f [6(2π)gαβ
∇β ∇σ ∇

σ
π −6gαβ (∇β ∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6∇β ∇σ ∇
σ

π(∇α
∇

β
π)−6(2π)(∇β ∇

α
∇

β
π)

+6∇β ∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π +6∇
β

∇
ρ

π∇β ∇ρ∇
α

π],

(167)
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∇α∇β

(
∂L5

∂ (∇α∇β π)

)
⊃− fX ∇α∇β ∇σ π∇

σ
π[3(2π)2gαβ −3gαβ (∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6(2π)(∇α
∇

β
π)+6(∇β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)]

+( fπ∇β π − fX ∇β ∇σ π∇
σ

π)[6(2π)gαβ
∇α∇τ∇

τ
π

−6gαβ (∇α∇µ∇νπ)(∇µ
∇

ν
π)−6∇α∇γ∇

γ
π(∇α

∇
β

π)

−6(2π)(∇α∇
α

∇
β

π)+6(∇α∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)

+6(∇β
∇

ρ
π∇α∇ρ∇

α
π)]

+( fπ∇απ − fX ∇α∇σ π∇
σ

π)[6(2π)gαβ
∇β ∇τ∇

τ
π

−6gαβ (∇β ∇µ∇νπ)(∇µ
∇

ν
π)−6∇β ∇γ∇

γ
π(∇α

∇
β

π)

−6(2π)(∇β ∇
α

∇
β

π)+6∇β ∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π

+6∇
β

∇
ρ

π∇β ∇ρ∇
α

π]

+ f [6(2π)∇β
∇β ∇σ ∇

σ
π +6∇

β
∇γ∇

γ
π∇β ∇σ ∇

σ
π

−6(∇β ∇
β

∇µ∇νπ)(∇µ
∇

ν
π)−6(∇β ∇µ∇νπ)(∇β

∇
µ

∇
ν
π)

−6∇α∇β ∇σ ∇
σ

π(∇α
∇

β
π)−6∇β ∇σ ∇

σ
π(∇α∇

α
∇

β
π)

−6(2π)(∇α∇β ∇
α

∇
β

π)−6(∇α
∇γ∇

γ
π)(∇β ∇α∇

β
π)

+6∇α∇β ∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π +6∇β ∇
β

∇
ρ

π∇α∇ρ∇
α

π

+6∇α∇
β

∇
ρ

π∇β ∇ρ∇
α

π +6∇
β

∇
ρ

π∇α∇β ∇ρ∇
α

π],

(168)

los cuales se pueden agrupar como:
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I fπ [62π∇
β

∇σ ∇
σ

π∇β π −6∇β π(∇β
∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)−6∇β π∇α∇γ∇

γ
π(∇α

∇
β

π)

−6(2π)∇β π(∇α∇
α

∇
β

π)+6∇β π(∇α∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)+6∇β π(∇β
∇

ρ
π∇α∇ρ∇

α
π)

+6(2π)∇απ∇
α

∇σ ∇
σ

π −6∇απ(∇α
∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6∇απ∇β ∇σ ∇
σ

π(∇α
∇

β
π)−6∇απ(2π)(∇β ∇

α
∇

β
π)

+6∇απ∇β ∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π +6∇απ∇
β

∇
ρ

π∇β ∇ρ∇
α

π]

= 6 fπ [2π∇
α

πR σ

ασβ
∇

β
π +2π∇

β
πR σ

βσγ
∇

γ
π +∇

β
∇

ρ
π∇

α
πRβαγρ∇

γ
π

+∇
ρ

∇
α

π∇
β

πRαβγρ∇
γ
π +∇

β
∇

ρ
π∇β πR α

αργ ∇
γ
π +∇

α
∇

ρ
π∇απR β

βργ
∇

γ
π].

(169)
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I f [6(2π)∇β
∇β ∇σ ∇

σ
π +6∇

β
∇γ∇

γ
π∇β ∇σ ∇

σ
π −6(∇β ∇

β
∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6(∇β ∇µ∇νπ)(∇β
∇

µ
∇

ν
π)−6∇α∇β ∇σ ∇

σ
π(∇α

∇
β

π)−6∇β ∇σ ∇
σ

π(∇α∇
α

∇
β

π)

−6(2π)(∇α∇β ∇
α

∇
β

π)−6(∇α
∇γ∇

γ
π)(∇β ∇α∇

β
π)+6∇α∇β ∇

β
∇

ρ
π∇ρ∇

α
π

+6∇β ∇
β

∇
ρ

π∇α∇ρ∇
α

π +6∇α∇
β

∇
ρ

π∇β ∇ρ∇
α

π +6∇
β

∇
ρ

π∇α∇β ∇ρ∇
α

π]

= 6 f [∇µ
∇

β
∇

ρ
πRβ µσρ∇

σ
π +Rρσ Rρ

α∇
σ

π∇
α

π +∇
ρ

∇
α

π∇α(Rγρ∇
γ
π)

+∇
ρ

∇
β

π∇
α(Rβαγρ∇

γ
π)−2π∇

β (Rβγ∇
γ
π)]

⊃ 6 f [−∇
µ

∇
β

∇
ρ

πRβσρµ∇
σ

π +Rρσ Rρ

α∇
σ

π∇
α

π +∇
ρ

∇
α

π∇
γ
π∇αRγρ

+∇
ρ

∇
β

π∇
γ
π∇

αRβαγρ −2π∇
γ
π∇

β Rβγ ]

⊃ 6 f [−(∇β
∇

µ
∇

ρ
π +Rµβγρ

∇γπ)Rβσρµ∇
σ

π +Rρσ Rρ

α∇
σ

π∇
α

π

+∇
ρ

∇
α

π∇
γ
π∇αRγρ −

1
2
2π∇

γ
π∇γR

+∇
ρ

∇
β

π∇
γ
π(∇γRβρ −∇ρRβγ)]

= 6 f [−RµβγρRβσρµ∇
σ

π∇γπ +Rρσ Rρ

α∇
σ

π∇
α

π

+∇
ρ

∇
β

π∇
γ
π∇γRβρ −

1
2
2π∇

γ
π∇γR]

⊃ 6 f ∇
ρ

∇
β

π∇
γ
π∇γGβρ .

(170)
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I− fX [3(2π)2
∇α∇

α
∇σ π∇

σ
π −3∇α∇

α
∇σ π∇

σ
π(∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6∇α∇β ∇σ π∇
σ

π(2π)(∇α
∇

β
π)+6∇α∇β ∇σ π∇

σ
π(∇β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)

+6∇
α

∇τπ∇
τ
π(∇α∇σ ∇

σ
π)(2π)−6∇

α
∇σ π∇

σ
π(∇α∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6∇β ∇σ π∇
σ

π∇α∇γ∇
γ
π(∇α

∇
β

π)−6(2π)∇β ∇σ π∇
σ

π(∇α∇
α

∇
β

π)

+6∇β ∇σ π∇
σ

π(∇α∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)+6∇β ∇σ π∇
σ

π(∇β
∇

ρ
π∇α∇ρ∇

α
π)

+6(2π)∇α∇σ π∇
σ

π∇
α

∇τ∇
τ
π −6∇α∇σ π∇

σ
π(∇α

∇µ∇νπ)(∇µ
∇

ν
π)

−6∇α∇σ π∇
σ

π∇β ∇γ∇
γ
π(∇α

∇
β

π)−6(2π)∇α∇σ π∇
σ

π(∇β ∇
α

∇
β

π)

+6∇α∇σ π∇
σ

π∇β ∇
β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π +6∇α∇σ π∇
σ

π∇
β

∇
ρ

π∇β ∇ρ∇
α

π]

=− fX [3(2π)2
∇α∇

α
∇σ π∇

σ
π −3∇α∇

α
∇σ π∇

σ
π(∇µ∇νπ)(∇µ

∇
ν
π)

−6∇α∇β ∇σ π∇
σ

π(2π)(∇α
∇

β
π)+6∇α∇β ∇σ π∇

σ
π(∇β

∇
ρ

π∇ρ∇
α

π)

+6∇β ∇σ π∇
β

∇
ρ

π∇
σ

πRργ∇
γ
π −62π∇

α
∇τπ∇

τ
πRαγ∇

γ
π

−62π∇
α

∇σ π∇
σ

πRαγ∇
γ
π +6∇α∇σ π∇

α
∇

ρ
π∇

σ
πRργ∇

γ
π

+6∇
β

∇σ π∇
α

∇
ρ

π∇
σ

πRαβγρ∇
γ
π +6∇

α
∇σ π∇

β
∇

ρ
π∇

σ
πRβαγρ∇

γ
π].

(171)

De aquí se encuentra que los términos que involucran derivadas de mayor orden a dos en

las ecuaciones de Euler-Lagrangre están dados por
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−∇µ

(
∂L5

∂ (∇µπ)

)
+∇α∇β

(
∂L5

∂ (∇α∇β π)

)
⊃ fX [3(2π)2

∇
µ

π∇µ∇γ∇
γ
π

−3∇
µ

π∇µ∇γ∇
γ
π(∇α∇νπ)(∇α

∇
ν
π)

−6(2π)∇µ
π(∇µ∇α∇νπ)(∇α

∇
ν
π)

+6∇
µ

π(∇µ∇α∇
ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

α
π)]

− fX [3(2π)2
∇α∇

α
∇σ π∇

σ
π

−3∇α∇
α

∇σ π∇
σ

π(∇µ∇νπ)(∇µ
∇

ν
π)

−6∇α∇β ∇σ π∇
σ

π(2π)(∇α
∇

β
π)

+6∇α∇β ∇σ π∇
σ

π(∇β
∇

ρ
π∇ρ∇

α
π)]

+6 f ∇
ρ

∇
β

π∇
γ
π∇γGβρ

= fX [−3(2π)2
∇

µ
πRµσ ∇

σ
π

+3∇
σ

π∇α∇νπ∇
α

∇
ν
πRστ∇

τ
π

+6(2π)∇σ
π∇

α
∇

β
πRαστβ ∇

τ
π

+6∇
µ

π(∇ν
∇

ρ
π∇ρ∇

α
π)Rµατν∇

τ
π]

+6 f ∇
ρ

∇
β

π∇
γ
π∇γGβρ

⊃ 6 f ∇
ρ

∇
β

π∇
γ
π∇γGβρ .

(172)

Aquí se tiene entonces que el único término de derivadas con mayor orden a dos

es 6 f ∇ρ∇β π∇γπ∇γGβρ .
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Apéndice J. Perturbaciones

Siguiendo la filosofía de (Wang, 2017) se define gαβ = a2ḡαβ , siendo gαβ una métrica

conformalmente equivalente a la de Minkowski perturbada (ḡαβ ),ḡαβ = ηαβ − hαβ ,3 para poder

encontrar las perturbaciones a segundo orden de las cantidades presentes en la acción del Galileón

escalar.

En general las perturbaciones para una función general que dependen del campo y su pri-

mera derivada ( f (π,X)), están dadas por

(1) f (π,X) = fπδπ + fX δX , (173)

(2) f (π,X) =
1
2

fππδπδπ +
1
2

fXX δXδX + fπX δπδX , (174)

en donde los subíndices π y X en f denotan derivadas respecto de π y X respectivamente, δπ y

δX son perturbaciones sobre el campo y sobre su término cinético respectivamente. Gracias a la

isotropía y homogeneidad del espacio, π ≡ π(t). Ahora bien, dado que nos vamos a enfocar en las

perturbaciones tensoriales, se obtienen las perturbaciones para cualquier función que dependa del

campo y de X , de acuerdo a

3 Se usa tiempo conforme (η) por facilidad.
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(1) f (π,X) =−1
2

fX ∇απ∇β π
(1)gαβ =−1

2
fX ∇απ∇β πhαβ = 0, (175)

(2) f (π,X) =
1
2

fXX δXδX =
1
8

fXX ∇ρπ∇σ π∇απ∇β πhαβ hρσ = 0. (176)

Para encontrar las respectivas perturbaciones en las cantidades geométricas se hace

Γ
α

βγ
=

1
2

gασ (∂β gσγ +∂γgσβ −∂σ gβγ)

= Γ̄
α

βγ
+a−1ḡασ (ḡσγ∂β a+ ḡσβ ∂γa− ḡβγ∂σ a)

= Γ̄
α

βγ
+δ

α

β
∂γ lna+δ

α
γ ∂β lna− ḡγβ ∂

α lna,

(177)

Rαβ =∂γΓ
γ

αβ
−∂β Γ

γ

αγ +Γ
γ

αβ
Γ

σ
γσ −Γ

γ

ασ Γ
σ

γβ

=R̄αβ −∂γ(ḡαβ ∂
γ lnΩ)−2∂α∂β lnΩ+2∂α lnΩ∂β lnΩ

+2Γ̄
γ

αβ
∂γ lnΩ−2ḡαβ ∂γ lnΩ∂

γ lnΩ− ḡαβ Γ̄
γ

γσ ∂
σ lnΩ

+ ḡβσ Γ̄
σ
αγ∂

γ lnΩ+ ḡασ Γ̄
σ

βγ
∂

γ lnΩ,

(178)

pero se tiene que

∇α∇β lna = ∂α∂β lna−Γ
λ

αβ
∂λ lna

= ∂α∂β lna− Γ̄
λ

αβ
∂λ lna−2∂α lna∂β lna+ ḡαβ ∂λ lna∂

λ lna,

(179)
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y además

∇ρ(ḡαβ ∇
ρ lna) =∂ρ(ḡαβ ∇

ρ lna)−Γ
λ
αρ ḡβλ ∂

ρ lna−Γ
λ

βρ
ḡαλ ∂

ρ lna+Γ
ρ

λρ
ḡβα∂

λ lna

=∂ρ(ḡαβ ∇
ρ lna)− Γ̄

λ
αρ ḡβλ ∂

ρ lna− Γ̄
λ

βρ
ḡαλ ∂

ρ lna+ Γ̄
ρ

λρ
ḡβα∂

λ lna

+2ḡαβ ∂λ lna∂
λ lna.

(180)

Por lo tanto Rαβ es

Rαβ = R̄αβ −2∇α∇β lna−2∇α lna∇β lna+2ḡαβ ∇
γ lna∇γ lna−∇γ(ḡαβ ∇

γ lna), (181)

adicionalmente el escalar de Ricci viene dado por

R = gαβ Rαβ =a−2ḡαβ Rαβ

=a−2R̄−2∇α∇
α lna−2∇

α lna∇α lna−2∇α∇
α lna+8∇

α lna∇α lna

=a−2R̄−4∇α∇
α lna+6∇

α lna∇α lna.

(182)

Los símbolos de Christoffel para la métrica de Minkowski perturbada (ḡµν ), con a−2ḡµν =
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gµν (métrica perturbada de FLRW) son perturbados hasta segundo orden

Γ̄
0
i j =

1
2

∂0hi j,

Γ̄
i
j0 =

1
2
(∂0hi

j −hik
∂0hk j)+O(h3),

Γ̄
i
jk =

1
2
(∂ jhi

k +∂khi
j −∂

ih jk −hil
∂ jhlk −hil

∂khl j +hil
∂lh jk)+O(h3),

(183)

los demás siendo iguales a cero. De esta manera,

ḡµν
∂ρ Γ̄

ρ

µν =ḡ0ν
∂ρ Γ̄

ρ

0ν
+ ḡiν

∂ρ Γ̄
ρ

iν = ḡ0 j
∂kΓ̄

k
0 j + ḡiν

∂ρ Γ̄
ρ

iν

=ḡ0 j
∂kΓ̄

k
0 j + ḡi0

∂ρ Γ̄
ρ

i0 + ḡi j
∂ρ Γ̄

ρ

i j

=ḡ0 j
∂kΓ̄

k
0 j + ḡi0

∂kΓ̄
k
i0 + ḡi j

∂0Γ̄
0
i j + ḡi j

∂kΓ̄
k
i j

=ḡi j
∂0Γ̄

0
i j + ḡi j

∂kΓ̄
k
i j

=
1
2
(η i j −hi j)∂0∂0hi j

+
1
2
(η i j −hi j)∂k(∂ jhk

i +∂ihk
j −∂

kh ji −hkl
∂ jhli −hkl

∂ihl j +hkl
∂lh ji)

=− 1
2

hi j
∂0∂0hi j +

1
2
(η i j −hi j)∂k(hkl

∂lh ji −∂
kh ji −hkl

∂ jhli −hkl
∂ihl j)

=− 1
2

hi j
∂0∂0hi j +

1
2

η
i j

∂k(−hkl
∂ jhli −hkl

∂ihl j)+
1
2

hi j
∂k∂

kh ji

=− 1
2

hi j
∂0∂0hi j +

1
2

hi j
∂k∂

kh ji,

(184)
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−ḡµν
∂ν Γ̄

ρ

µρ =−ḡ0ν
∂ν Γ̄

ρ

0ρ
− ḡiν

∂ν Γ̄
ρ

iρ =−ḡ00
∂0Γ̄

i
0i − ḡ0 j

∂ jΓ̄
i
0i − ḡiν

∂ν Γ̄
j
i j

=−ḡ00
∂0Γ̄

i
0i − ḡ0 j

∂ jΓ̄
i
0i − ḡi0

∂0Γ̄
j
i j − ḡik

∂kΓ̄
j
i j

=−ḡ00
∂0Γ̄

i
0i − ḡik

∂kΓ̄
j
i j

=
1
2

η
00

∂0(hil
∂0hli)−

1
2
(η ik −hik)∂k(h jl

∂lhi j −h jl
∂ihl j −h jl

∂ jhil)

=
1
2

∂
0(hil

∂0hli)−
1
2

η
ik

∂k(h jl
∂lhi j −h jl

∂ihl j −h jl
∂ jhil)

=
1
2

∂
0(hil

∂0hli)+
1
2

∂
i(h jl

∂ihl j),

(185)

ḡµν
Γ̄

ρ

µν Γ̄
σ
ρσ =ḡµν

Γ̄
ρ

µν Γ̄
i
ρi = ḡ0ν

Γ̄
ρ

0ν
Γ̄

i
ρi + ḡ jν

Γ̄
ρ

jν Γ̄
i
ρi

=ḡ00
Γ̄

ρ

00Γ̄
i
ρi + ḡ0 j

Γ̄
ρ

0 jΓ̄
i
ρi + ḡ j0

Γ̄
ρ

j0Γ̄
i
ρi + ḡ jk

Γ̄
ρ

jkΓ̄
i
ρi

=ḡ0 j
Γ̄

k
0 jΓ̄

i
ki + ḡ j0

Γ̄
k
j0Γ̄

i
ki + ḡ jk

Γ̄
0
jkΓ̄

i
0i + ḡ jk

Γ̄
l
jkΓ̄

i
li

=ḡ jk
Γ̄

0
jkΓ̄

i
0i + ḡ jk

Γ̄
l
jkΓ̄

i
li

=
1
4
(η jk −h jk)∂0h jk(∂0hi

i −hil
∂0hil)

+
1
2

ḡ jk
Γ̄

l
jk(h

im
∂mhil −him

∂ihml −him
∂lhim)

=0,

(186)
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−ḡµν
Γ̄

σ
µρ Γ̄

ρ

νσ =− ḡ0ν
Γ̄

σ
0ρ Γ̄

ρ

νσ − ḡiν
Γ̄

σ
iρ Γ̄

ρ

νσ

=− ḡ00
Γ̄

σ
0ρ Γ̄

ρ

0σ
− ḡ0i

Γ̄
σ
0ρ Γ̄

ρ

iσ − ḡi0
Γ̄

σ
iρ Γ̄

ρ

0σ
− ḡi j

Γ̄
σ
iρ Γ̄

ρ

jσ

=− ḡ00
Γ̄

i
0 jΓ̄

j
0i − ḡi0

Γ̄
j
ikΓ̄

k
0 j − ḡi j

Γ̄
0
iρ Γ̄

ρ

j0 − ḡi j
Γ̄

k
iρ Γ̄

ρ

jk

=− ḡ00
Γ̄

i
0 jΓ̄

j
0i − ḡi j

Γ̄
0
ikΓ̄

k
j0 − ḡi j

Γ̄
k
i0Γ̄

0
jk − ḡi j

Γ̄
k
ilΓ̄

l
jk

=− 1
4

η
00(∂0hi

j −him
∂0hm j)(∂0h j

i −h jm
∂0hmi)

− 1
4
(η i j −hi j)∂0hik(∂0hk

j −hkm
∂0hm j)

− 1
4
(η i j −hi j)∂0h jk(∂0hk

i −hkm
∂0hmi)

− 1
4
(η i j −hi j)(∂ihk

l +∂lhk
i −∂

khli)(∂ jhl
k +∂khl

j −∂
lh jk)

=
1
4

∂0hi
j∂0h j

i −
1
4

∂0hik∂0hki − 1
4

∂0h jk∂0hk j

− 1
4

η
i j(∂ihk

l +∂lhk
i −∂

khli)(∂ jhl
k +∂khl

j −∂
lh jk)

=− 1
4

∂0hik∂0hki

− 1
4

η
i j(∂ihk

l ∂ jhl
k +∂ihk

l ∂khl
j −∂ihk

l ∂
lh jk

+∂lhk
i ∂ jhl

k +∂lhk
i ∂khl

j −∂lhk
i ∂

lh jk

−∂
khli∂ jhl

k −∂
khli∂khl

j +∂
khli∂

lh jk)

=− 1
4

∂0hik∂0hki +
1
4

∂
khl j∂kh jl − 1

2
∂khl j∂

lh jk,

(187)

entonces se encuentra que R̄ es
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R̄ =ḡµν R̄µν = ḡµν
∂ρ Γ̄

ρ

µν − ḡµν
∂ν Γ̄

ρ

µρ + ḡµν
Γ̄

ρ

µν Γ̄
σ
ρσ − ḡµν

Γ̄
σ
µρ Γ̄

ρ

νσ

=− 1
2

hi j
∂0∂0hi j +

1
2

hi j
∂k∂

kh ji +
1
2

∂
0(hil

∂0hli)+
1
2

∂
i(h jl

∂ihl j)

− 1
4

∂0hik∂0hki +
1
4

∂
khl j∂kh jl − 1

2
∂khl j∂

lh jk

=−hi j
∂0∂0hi j −

3
4

∂0hik∂0hki +hi j
∂k∂

kh ji

+
3
4

∂
khl j∂kh jl − 1

2
∂khl j∂

lh jk.

(188)

La cantidad 2 lna está dada por

∇µ∇
ν lna = ∂µ∂

ν lna+Γ
ν
µα∂

α lna

= ∂µ∂
ν lna+ Γ̄

ν

µλ
∂

λ lna+δ
ν
µ ∂λ lna∂

λ lna,

(189)

∇µ∇
µ lna =∂µ∂

µ lna+Γ
µ

µα∂
α lna

=∂µ∂
µ lna+ Γ̄

µ

µλ
∂

λ lna+4∂λ lna∂
λ lna

=∂0∂
0 lna+ Γ̄

µ

µ0∂
0 lna+4∂0 lna∂

0 lna.

(190)

Finalmente las perturbaciones de R son
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(0)R =−4∂0∂
0 lna−10∂0 lna∂

0 lna,

(1)R =0,

(2)R =a−2(−hi j
∂0∂0hi j −

3
4

∂0hik∂0hki +hi j
∂k∂

kh ji

+
3
4

∂
khl j∂kh jl − 1

2
∂khl j∂

lh jk)+2hil
∂0hil∂

0 lna.

(191)

Para 2π se hace

∇µ∇
ν
π =∂µ∂

ν
π +Γ

ν
µα∂

α
π

=∂µ∂
ν
π + Γ̄

ν

µλ
∂

λ
π +δ

ν
µ ∂λ lna∂

λ
π +∂µ lna∂

ν
π −∂

ν lna∂µπ,

(192)

∇µ∇
µ

π =∂µ∂
µ

π +Γ
µ

µα∂
α

π

=∂µ∂
µ

π + Γ̄
µ

µλ
∂

λ
π +4∂λ lna∂

λ
π

=∂0∂
0
π + Γ̄

µ

µ0∂
0
π +4∂0 lna∂

0
π

=∂0∂
0
π +4∂0 lna∂

0
π − 1

2
hil

∂0hil∂
0
π.

(193)
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Para ∇µ∇νπ∇µ∇νπ se tiene

∇µ∇
ν
π∇ν∇

µ
π =(∂µ∂

ν
π + Γ̄

ν

µλ
∂

λ
π +δ

ν
µ ∂λ lna∂

λ
π +∂µ lna∂

ν
π −∂

ν lna∂µπ)∇ν∇
µ

π

=∂µ∂
ν
π∇ν∇

µ
π + Γ̄

ν

µλ
∂

λ
π∇ν∇

µ
π +∂λ lna∂

λ
π∇µ∇

µ
π

+∂µ lna∂
ν
π∇ν∇

µ
π −∂

ν lna∂µπ∇ν∇
µ

π

=∂µ∂
ν
π∇ν∇

µ
π + Γ̄

ν

µλ
∂

λ
π∇ν∇

µ
π +∂λ lna∂

λ
π∇µ∇

µ
π

=∂ν∂
µ

π∂µ∂
ν
π + Γ̄

µ

νλ
∂

λ
π∂µ∂

ν
π +∂µ∂

µ
π∂λ lna∂

λ
π

+∂ν∂
µ

πΓ̄
ν
µγ∂

γ
π + Γ̄

ν

µλ
∂

λ
πΓ̄

ν
µγ∂

γ
π

+ Γ̄
µ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π + Γ̄

ν
µγ∂

γ
π∂ν lna∂

µ
π − Γ̄

ν
µγ∂

γ
π∂

µ lna∂νπ

+∂µ∂
µ

π∂λ lna∂
λ

π + Γ̄
µ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π +4∂λ lna∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π

=∂ν∂
µ

π∂µ∂
ν
π +2∂µ∂

µ
π∂λ lna∂

λ
π +4∂λ lna∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π

+ Γ̄
µ

νλ
Γ̄

ν
µγ∂

γ
π∂

λ
π +2Γ̄

µ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π.

(194)

Aislando las perturbaciones a segundo orden de obtiene

Γ̄
µ

νλ
Γ̄

ν
µγ∂

γ
π∂

λ
π +2Γ̄

µ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π

= Γ̄
µ

ν0Γ̄
ν
µ0∂

0
π∂

0
π +2Γ̄

µ

µ0∂
0
π∂0 lna∂

0
π

=
1
4

∂0hi
j∂0h j

i ∂
0
π∂

0
π −hil

∂0hil∂
0
π∂0 lna∂

0
π.

(195)
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∇µ∇νπ∇ν∇ρπ∇ρ∇µπ está dado por

∇µ∇
ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π =[∂µ∂

ν
π∂ν∂

ρ
π +2∂µ∂

ρ
π∂λ lna∂

λ
π

+∂µ∂
ν
π(∂ν lna∂

ρ
π −∂

ρ lna∂νπ)

+∂ν∂
ρ

π(∂µ lna∂
ν
π −∂

ν lna∂µπ)

+δ
ρ

µ ∂λ lna∂
λ

π∂γ lna∂
γ
π +3∂µ lna∂

ρ
π∂γ lna∂

γ
π

−∂
ρ lna∂µπ∂γ lna∂

γ
π −∂µ lna∂

ρ lna∂
ν
π∂νπ

−∂µπ∂
ρ

π∂
ν lna∂ν lna+ Γ̄

ν

µλ
Γ̄

ρ

νγ∂
γ
π∂

λ
π

+ Γ̄
ρ

µλ
∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π + Γ̄

ρ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π]∇ρ∇

µ
π,

(196)
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∇µ∇
ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π =[∂µ∂

ν
π∂ν∂

ρ
π +2∂µ∂

ρ
π∂λ lna∂

λ
π

+∂µ∂
ν
π(∂ν lna∂

ρ
π −∂

ρ lna∂νπ)

+∂ν∂
ρ

π(∂µ lna∂
ν
π −∂

ν lna∂µπ)

+δ
ρ

µ ∂λ lna∂
λ

π∂γ lna∂
γ
π +3∂µ lna∂

ρ
π∂γ lna∂

γ
π

−∂
ρ lna∂µπ∂γ lna∂

γ
π −∂µ lna∂

ρ lna∂
ν
π∂νπ

−∂µπ∂
ρ

π∂
ν lna∂ν lna]∂ρ∂

µ
π

+[δ
ρ

µ ∂λ lna∂
λ

π∂γ lna∂
γ
π + Γ̄

ν

µλ
Γ̄

ρ

νγ∂
γ
π∂

λ
π

+ Γ̄
ρ

µλ
∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π + Γ̄

ρ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π]Γ̄

µ

ρσ ∂
σ

π

+[∂µ∂
ν
π∂ν∂

ρ
π +2∂µ∂

ρ
π∂λ lna∂

λ
π

+∂µ∂
ν
π(∂ν lna∂

ρ
π −∂

ρ lna∂νπ)

+∂ν∂
ρ

π(∂µ lna∂
ν
π −∂

ν lna∂µπ)

+δ
ρ

µ ∂λ lna∂
λ

π∂γ lna∂
γ
π +3∂µ lna∂

ρ
π∂γ lna∂

γ
π

−∂
ρ lna∂µπ∂γ lna∂

γ
π −∂µ lna∂

ρ lna∂
ν
π∂νπ

−∂µπ∂
ρ

π∂
ν lna∂ν lna+ Γ̄

ν

µλ
Γ̄

ρ

νγ∂
γ
π∂

λ
π

+ Γ̄
ρ

µλ
∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π + Γ̄

ρ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π]δ

µ

ρ ∂σ lna∂
σ

π

+[∂µ∂
ν
π∂ν∂

ρ
π +2∂µ∂

ρ
π∂λ lna∂

λ
π

(197)
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+∂µ∂
ν
π(∂ν lna∂

ρ
π −∂

ρ lna∂νπ)

+∂ν∂
ρ

π(∂µ lna∂
ν
π −∂

ν lna∂µπ)

+δ
ρ

µ ∂λ lna∂
λ

π∂γ lna∂
γ
π +3∂µ lna∂

ρ
π∂γ lna∂

γ
π

−∂
ρ lna∂µπ∂γ lna∂

γ
π −∂µ lna∂

ρ lna∂
ν
π∂νπ

−∂µπ∂
ρ

π∂
ν lna∂ν lna](∂ρ lna∂

µ
π −∂

µ lna∂ρπ),

así, aislando las perturbaciones de primer y segundo orden se obtiene

(1,2)(∇µ∇
ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π) =[Γ̄

µ

µσ ∂
σ

π∂λ lna∂
λ

π∂γ lna∂
γ
π + Γ̄

µ

ρσ ∂
σ

πΓ̄
ν

µλ
Γ̄

ρ

νγ∂
γ
π∂

λ
π

+ Γ̄
µ

ρσ ∂
σ

πΓ̄
ρ

µλ
∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π + Γ̄

µ

ρσ ∂
σ

πΓ̄
ρ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π]

+ [Γ̄ν

µλ
Γ̄

µ

νγ∂
γ
π∂

λ
π∂σ lna∂

σ
π + Γ̄

µ

µλ
∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π∂σ lna∂

σ
π

+ Γ̄
µ

µγ∂
γ
π∂λ lna∂

λ
π∂σ lna∂

σ
π]

=3Γ̄
µ

µσ ∂
σ

π∂λ lna∂
λ

π∂γ lna∂
γ
π

+3Γ̄
µ

ρσ ∂
σ

πΓ̄
ρ

µλ
∂

λ
π∂γ lna∂

γ
π

=− 3
2

hi j
∂0hi j∂

0
π∂0 lna∂

0
π∂0 lna∂

0
π

+
3
4

∂0hi
j∂0h j

i ∂
0
π∂

0
π∂0 lna∂

0
π

= (2)(∇µ∇
ν
π∇ν∇

ρ
π∇ρ∇

µ
π).

(198)

Para el caso de las perturbaciones para
√
−g se parte de B, una matriz diagonalizable y se
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escoge su representación en la base en la que es diagonal. Sabiendo que

Tr(B) = ∑
j

λ j, (199)

donde λ j son los valores propios, y teniendo en cuenta que

lndet(B) = ln(λ1λ2 · · ·λn) = lnλ1 + lnλ2 + · · ·+ lnλn = Trln(B),

lndet(B) = Trln(B),

(200)

se deduce que

det(A+B) =det(A)det(I +A−1B)

=det(A)explndet(I +A−1B)

=det(A)exp
[
Trln(I +A−1B)

]
=det(A)exp

[
Tr(B−1A)− 1

2
Tr(B−1A)2 + · · ·)

]
=det(A)

[
1+
(

Tr(A−1B)− 1
2

Tr(A−1B)2 + · · ·
)

+
1
2

(
Tr(A−1B)− 1

2
Tr(A−1B)2 + · · ·

)2

+ · · ·
]

=det(A)
[

1+Tr(A−1B)− 1
2

Tr(A−1B)2 +
1
2
(Tr(A−1B))2

]
+O(B3).

(201)
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Así,

(0)g =−a8,

(1)g = (0)gTr((0)gµνa2hµν) =
(0)gTr(ηµνhµν) = 0,

(2)g =
1
2

(0)g[02 −Tr((0)gµνa2hνρ
(0)gρσ a2hσλ )] =

a8

2
hµνhµν ,

(202)

y, por lo tanto,

√
det(A+B) =

√
det(A)det(I +A−1B)

=expln
√

det(A)det(I +A−1B)

=exp
(

1
2

ln(detA)+
1
2

lndet(I +A−1B)
)

=
√

det(A)exp
[

1
2

Tr ln(I +A−1B)
]

=
√

det(A)exp
[

1
2

Tr(B−1A)− 1
2

Tr(B−1A)2 + · · ·)
]

=
√

det(A)
[
1+

1
2

(
Tr(A−1B)− 1

2
Tr(A−1B)2 + · · ·

)
+

1
8

(
Tr(A−1B)− 1

2
Tr(A−1B)2 + · · ·

)2

+ · · ·
]

=
√

det(A)
[

1+
1
2

Tr(A−1B)− 1
4

Tr(A−1B)2 +
1
8
(Tr(A−1B))2

]
+O(B3),

(203)

lo que implica que las perturbaciones de
√
−g son iguales a
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(0)√−g = a4,

(1)√−g = 0,

(2)√−g =− a4

4
hµνhµν .

(204)
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