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Resumen

Titulo: El Teorema de Sharkovsky
Autor: Yazmin Rubiela Cote Contreras
Palabras Clave: Teorema de Sharkovsky, Orbita, Periodo, Cobertura, Bucles.

Descripcion: En este trabajo se presenta una forma de demostrar el Teorema Sharvosky el cual fue demostrado
por Alexander Nicolaevich Sharkovsky en el afio 1964 en el articulo titulado “Coexistence of cycles of a conti-
nuous mapping into itself” en la revista Ukranian Mathematical Journal. Para enunciar el teorema de Sharkovsky

es necesario definir primero el orden de Shakovsky el cual es:
3572325527 >22.322.7-. 25222 1.

Este orden se organiza de mayor a menor, el enunciado del teorema de Sharvosky es la conjuncién de los siguientes

dos teoremas

Teorema: Sea f : I — I una funcién continua donde / es un intervalo cerrado y acotado de la recta. Si x es un

punto periddico con respecto a f de periodo m 'y m > [, entonces [ es el periodo de algtin otro punto en /.

Teorema: Cada cola (no vacia) del orden de Sharkovsky es el conjunto de periodos para alguna funcién continua
en [0,1] en [0, 1].

Para el desarrollo de la demostracién de este teorema se presentan tres capitulos, donde en el primero se dan
definiciones previas, el segundo se ejemplifica las secuencias de Stefan elemento importante en la demostracién,

en el tercero se generaliza estos conceptos y se realiza la demostracion del Teorema.

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos Enrique
Uzcategui Aylwin. Doctor en Matematicas
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Abstract

Title: The Sharkovsky Theorem
Author: Yazmin Rubiela Cote Contreras **
Keywords: The Sharkovsky Theorem, Orbit, Period, Coverage, Loop.

Description: This paper presents a way to prove the Sharvosky Theorem which was demonstrated by Alexan-
der Nicolaevich Sharkovsky in 1964 in the article entitled Coexistence of cycles of a continuous mapping into
itself"published in the Ukranian Mathematical journal. To state Sharkovsky’s theorem it is necessary to first define

the order of Shakovsky which is:
3572325527 >22.322.7-. 25222 1.

This order is organized from highest to lowest, the statement of Sharvosky’s theorem is the conjunction of the

following two theorems

Teorema: Let f : I — I be a continuous function where [ is a closed and bounded interval of the line. If x is a

periodic point with respect to f of period m and m > [, then [ is the period of some other point in /.

Teorema: Each tail (not empty) of the order of Sharkovsky is the set of periods for some continuous function from
[0,1] from [0, 1].

For the development of the proof of this theorem, three chapters are presented, where in the first one previous
definitions are given, the second one exemplifies the sequences of Stefan have an important element in the proof,

in the third one these concepts are generalized and The proof of the theorem is carried out.

Bachelor Thesis

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos Enrique
Uzcategui Aylwin. Doctor en Matematicas.
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Introduccion
En el ano 1964 es publicado un articulo titulado “Coexistence of cycles of a continuous map-
ping into itself” en la revista Ukranian Mathematical Journal por el matemdtico ucraniano
Alexander Nicolaevich Sharkovsky, donde se prueba lo que hoy es conocido como el teorema
de Sharkovsky. Para enunciar ese teorema necesitamos definir un orden sobre N que juega un

papel fundamental. El orden de Sharkovsky es el siguiente:

357232527 >22.322.7...22 222> 1.

La conjuncién de los siguientes enunciados se conoce como el teorema de Sharkovsky.

Teorema: Sea f : [ — I una funcién continua donde / es un intervalo cerrado y acotado de la
recta. Si x es un punto periddico con respecto a f de periodo m y m > [, entonces [ es el periodo

de algin otro punto en .

Teorema: Cada cola (no vacia) del orden de Sharkovsky es el conjunto de periodos para alguna

funcién continua en [0, 1] en [0, 1].

Los articulos originales donde esos teoremas se demostraron fueron escritos en ruso,
por tal motivo permanecieron desconocidos para la gran mayoria de la comunidad matematica
de ese entonces.

En el afio 1975, de manera independiente, Tien-Yien Li y James A. Yorke demostraron

un caso particular de este teorema [Li and Yorke, 1975]. Ellos probaron que si una funcion
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tiene un punto con periodo tres, entonces existen puntos de cualquier periodo. Algin tiempo
después de esa publicacion, Yorke viajé a Berlin oriental a una conferencia y durante un crucero
por el rio, un participante ucraniano (Sharkovsky) se le acercd; aunque los dos no hablaban el
mismo idioma con ayuda de dos personas (Lasota y Mira) lograron comunicarse, y asi Yorke
se enterd que habian demostrado un caso particular del teorema de Sharkovsky. Conduciendo
asf al reconocimiento mundial del trabajo de Sharkovsky.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el teorema de Sharkovsky siguiendo la
presentacion hecha en [Burns and Hasselblatt, 2011], con la utilizacién de otros textos como
[Alseda and Misiurewicz, 2000].

Este trabajo consta de tres capitulos. En el primero presentamos algunas definiciones y
teoremas que ayudardn a la demostracion del teorema de Sharkovsky.

En el capitulo 2 introduciremos algunos conceptos claves para llegar a la demostracién
de la primera parte del teorema Sharkovsky y presentaremos algunos ejemplos particulares que
ilustran como se llevard acabd la demostracion de la primera parte del teorema de Sharkovsky.

En el capitulo 3 se presenta la demostracion del Teorema de Sharkovsky.
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1. Preliminares.
Para el desarrollo de este trabajo utilizaremos principalmente los siguientes teoremas, que nos
ayudardan en la realizacion de las demostraciones, que permitirdn la demostraciéon del Teorema

de Sharkovsky.

Teorema 1.1. ( Teorema del valor intermedio de Bolzano). Sea I un intervalo cerrado, a,b € 1
y f:1— R continua en I. Si k € R satisface f(a) < k < f(b), entonces existe un punto c entre

ay b talque f(c) = k.

Teorema 1.2. Sea I un intervalo acotado cerrado y sea f : I — R continua en I, entonces el

conjunto f (I) = {f(x) : x € I} es un intervalo acotado cerrado.

Teorema 1.3. (Teorema de preservacion de intervalos) Sea I un intervalo y sea f: 1 — R

continua entonces f(I) es un intervalo.

1.1. Nociones basicas

Iniciaremos con 4 definiciones que se trabajaran en el resto del documento.

Definicién 1.4. La érbita de un punto x es el la sucesion x, f(x), f>(x),...f"(x) donde f™" re-

presenta la composicion de f con ella misma n veces. Se denota como:

Of(x)={f"|n=0,1.}.

Nos interesan primordialmente las Orbitas finitas de x en f.



EL TEOREMA DE SHARKOVSKY 14

Definicion 1.5. x es un punto periddico, si existe n tal que f"(x) = x.

Definicion 1.6. Se dice que x es un punto fijo si f(x) = x.

Definicion 1.7. El periodo de un punto periddico x es el menor entero m tal que f™(x) = x.
Si x es periédico y y € Of(x) entonces y tiene el mismo periodo de x.

Ejemplo 1.8. Sea h: R — R definida de la siguiente manera h(x) =1 —x

Observe que % es un punto fijo y que:

Luego todos los puntos de £ son fijos en la segunda iterada,es decir todos los puntos excepto el

% son de periodo dos (ver figura 1)

o=
—

Figura 1. Representacion de h(x), h?(x)

Ejemplo 1.9. Sea f : R — R definida de la siguiente manera f(x) = —%xz + %x -2.
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Notemos que 1 tiene periodo 3

f()=2

fA(1)=3

£y=1
k‘/// | B
IR A __,/7|3

Figura 2. Orbita de f

La Figura 3 muestra las gréficas de las tres primeras iteraciones de f junto con y = x,

con el fin de visualizar los puntos de periodo uno, dos y tres de f.

— f(%) — ()

A AT 7

Figura 3. Representa las iteraciones de f, junto con la recta y=x

Ejemplo 1.10. [Alphonse, 2016] Sea g : R — R definida de la siguiente manera:g(x) =

ol
=
|

%x—i— 3.

Notemos 0 tiene periodo 3.
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g(0)=3
g*(0)=2
g2 (0)=0

La Figura 4 muestra las gréficas de las iteraciones de g junto con recta y = x, evidencidndose

los puntos fijos de en cada iteracion.

Figura 4. Tteradas de g(x)

(Ahora bien, la funcién f y g tiene alglin otro punto periddico?, si es asi, ;cudles pe-
riodos tiene? Como ya mencionamos, en 1975 Li y York publicaron el trabajo "Period three
implies chaos" [Li and Yorke, 1975] en el que se demuestra que, si una funcién tiene un punto
con periodo 3, entonces esta tiene todos los periodos posibles. Este hecho se demostrard en el
siguiente capitulo.

Pero estd pregunta también se responderd de una manera mds general en el capitulo 3

con el Teorema de Sharkovsky.
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2. Cobertura de intervalos
Para el resto de este documento / denotard un intervalo cualquiera de la recta (no nece-

sariamente cerrado) y f : I — I una funcién continua.

Definicién 2.1. Sean I, J intervalos. Decimos que I cubre a J si J C f(I). Se denotard como

1 i> J. Usualmente se escribird como I — J

Para la realizacion de las siguientes pruebas, el ingrediente principal serd el teorema del

valor intermedio (ver Teorema 1.1).
Lema 2.2. Si [a},a;] EN [a1,az], entonces f tiene un punto fijo en |ay,a;|

Demostracion. Sean by,b; € [ay,a;] con f(b;) = a;, by y by existen dado que [ay,as] EN [a1,a].
Se sigue que f(by) < b1y f(by) > by, asi f(b1)—b; <0y f(by) —by>0,esdecir f(b))—b; <
0 < f(by) — by. Por tanto, por el teorema del valor intermedio (ver Teorema 1.1), existe un

k € (b1,by) tal que f(k) = k, es decir, f tiene un punto fijo en [a,ay] . O

Una representacion grafica del Lema 2.2, se puede evidenciar en la siguiente figura.
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Figura 5. Obsérvese que en esta grafica, f tiene mds de un punto fijo, y que by y b, pueden
tomar diferentes valores

Proposicion 2.3. Si [ i> J entonces existe un intervalo K C I tal que f(K) =J y se denotard

como K — J.

Demostracion. Para comprender mejor la demostracion tenga en cuenta las figuras 6 y 7.
Sean x,y € [ yJ = [f(x), f(y)]. Consideraremos dos casos x <y y y < x.

Supongamos primero que x < y (ver figura 6); con f(x) = p, f(y) = g y definamos:

A= fp)n[x,yl.

Note que A es diferente de vacio, pues x € A. Sea r = max(A) y

B=f"'(q)n[ry.
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Observe que B es diferente de vacid, pues y € B. Sea s = min(B).
Probaremos que J = f([r,s]). Adviértase que si B se definiese como f~!(g) N [x,y], en-

tonces no es necesariamente cierto que J = f([r,s]) (ver figura 8).

Dado que f(r) = p < f(s) = q y la continuidad de f, entonces por el Teorema del valor

intermedio tenemos J = [p,q] = [f(r), f(s)] C f([r,s]).

Veamos que f([r,s]) C J. En efecto, sea a € [r,s] y veamos que f(a) € J con a # r,s.
Para ello supongamos que f(a) ¢ J, entonces f(a) < f(r) o f(s) < f(a).

Caso 1:Si f(a) < f(r) = py dado que p < f(s), tenemos que f(a) < p < f(s), enton-
ces por el teorema de valor intermedio, existe un xg € (a,s) tal que f(xg) = p; contradiciendo
la definicién de r, pues r = max(A).

Caso 2: Si f(a) > f(s) = q y dado que f(r) < g, se sigue que f(r) < g < f(a), luego
por el teorema del valor intermedio existe x; € (r,a), tal que f(x;) = g, contradiciendo asf la
definicion de s.

Por tanto f(a) € J y como a es arbitrario tenemos que f([r,s]) C J.

Siy < x (ver figura 7), tomemos nuevamente f(x) = p, f(y) = q y definamos :

A=f"(p)N [y

y r = min(A), observe de nuevo que A es diferente de vacio, pues x € A, de igual manera
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definimos:

B=f"'(q)N.r]

Notemos nuevamente que B es diferente de vacio pues y € B. Sea s = max(B). Andlogamente

como se probé el caso x < y se prueba que J = f([s,r]). O
N I'I N
Iul I.I | I|I ,-'ﬁ'. II" I'I
ORT A CE R OF B L SRR SR o
I ,'{\\_j'! I'u |II II| |II III |II§ III'.I a"rf\\_/f I' |III :
/ \ I | I R |
| | | | | | : : | |
f(x):p4—_____%\?'___.!"_?4__%‘55_ ______ '_-,:."'_—'
s
. X v 5 y y
Figura 6. Representacion cuando x <y
_f(y)=qkI—--,—,w---f"-"s--H--,-‘., ----- A== T
I/\ ."‘ll‘ \'l I!- ;II \I I\ |I II" / "f I" |‘I :
] }f AV I 'gll [ \J [
] i Wi R Y \ /!
fa)=p«=--== AT T v
———— ,
hd
I

Figura 7. Representacion cuando x >y
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La figura 8 aclara por que es necesario definir a B = f~'(g) N [r,y] en vez de B =

FHg)Nx,y).

Figura 8. Aclaracion de la definiciéon de B

Definicion 2.4. Un bucle de intervalos es una sucesion de intervalos cerrados Jy, ...J,_1 tales

queo L Ly Lo

Definicion 2.5. Dado el siguiente bucle Jy i> J1 i> e i> Ji1 i> Jo, su longitud es la cantidad

de coberturas que se realizan en el bucle, es decir, n.

EN

Definicion 2.6. Se dice que x € Jy es un punto que sigue el bucle de intervalos (Jo = -
Ju1 1>J0), si fi(x) €Jiparal <i<n—1y f*(x) =x.

Lema 2.7. Si Jy,...,J,_1 forman un bucle de intervalos, Jy i> “ee i) Jn—1 i) Jo entonces hay un

punto x que sigue al bucle.

Demostracion. Dado que J,_; — Jo, por la Proposicion 2.3 tenemos que existe K, C J,_|

tal que K, — Jo. Como J,_» — J,—1, entonces J,,_» — K,_1, pues K, C J,—1 C f(Jy—2).
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Igualmente por la Proposicién 2.3, existe k,,_, C J,—» tal que K,,_» — K,_;. Continuando de
esa manera, inductivamente se demuestra que existen intervalos K; C J; para 0 < i < n tales
que:

Ko— K — - — K,_1 — Jp.

Obteniendo lo siguiente:

f(Ko) =K,

A (Ko) = f(Ki) =K,

" (Ko) = Jo.

Dado que Ky C Jp entonces Ky C f"*(Kp), teniendo asf la siguiente relacién de cobertura

Ko f—> Ky, luego por el Lema 2.2, existe un x € Ky tal que f”*(x) = x. Por otra parte, se tiene que:

f(x) € f(Ko) = K1 C 1,

2(x) € f2(Ko) = Kz C .

Inductivamente se sigue quef’(x) € f/(Ky) = K; C J; para 0 < i < n, por tanto x es un punto

que sigue al bucle. ]

Note que un punto que sigue a un bucle tendrd periodo menor o igual que la longitud
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del bucle, esto motiva a la siguiente definicion:

Definicion 2.8. Se dice que un bucle Jo— --- —J,_1—Jy es elemental si cada punto que sigue

al bucle tiene periodo igual a su longitud, es decir n.
El siguiente lema garantiza condiciones suficientes para que un bucle sea elemental.

Lema 2.9. Sea Jy— ---—J,—_1—Jy un bucle de intervalos. Si los puntos extremos de Jy no

siguen en el bucle y el int(Jp) es disjunto con cada uno de los J;, entonces el bucle es elemental.

Demostracion. Sea x un punto que sigue al bucle entonces, por hipdtesis, x no es un punto
extremo de Jo, por tanto x € int(Jo). Dado que int(Jo) N (U] J;) = 0, se sigue que para 0 <
i <n—1 fi(x) ¢ int(Jy) porque estd en J;, pues x sigue al bucle. Luego f(x) # x, entonces el

periodo de x no puede ser menor que n, por tanto, x tiene periodo n. [

2.1. Ejemplos de coberturas

Iniciamos esta seccién con dos definiciones que se estardn usando constantemente.

Definicién 2.10. Dada una O (x), decimos que I es un O-intervalo si los puntos extremos del

intervalo pertenecen a Oy(x).
Definicion 2.11. Decimos que es un O-bucle si todos los intervalos del bucle son O-Intervalos.

En esté seccion presentamos algunas coberturas de O-bucles elementales. Cada ejemplo
estd directamente relacionado con la prueba del Teorema de Sharkovsky, pues representa un

ejemplo, que se trabajard de manera general en el siguiente capitulo.
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Comenzamos con un ejemplo muy importante, el cual mostrara que, si una funcién con-
tinua tiene un punto de periodo 3, entonces tiene puntos de cualquier periodo. Seguidamente,
presentaremos un 7-ciclo, 9-ciclo, y 6-ciclo donde se evidenciard como construir O-bucles ele-

mentales a partir del ciclo dado.

Ejemplo 2.12. Mostraremos que si una funcion tiene un punto de periodo 3, entonces tiene
puntos de cualquier periodo. Sea xq en el intervalo de definicion de f tal que: f(xp) = xi,

f(x1) =x2, f(x2) = xo.

Existen 6 comportamientos posibles:

X0 <x1 <x) X< P 5
.. - T ... o xl
X1 < X2 S X0 e jz ‘-10
R T .. ]
X2 < xp <X X X0 "‘rxl
______ A
xo <xp <Xy )lcg' """" ":;IQP """" le
e A’Vy
x1 < Xy < X2 Jcr ......... .:3|COF ........ !Xz
............ 4"7
ERSTEETEE  EEE— 1
X < x1 < Xxp X X1 "‘Vxl
A

Deduciendo asi que un 3-ciclo se puede ver solo de las dos siguientes formas y una es

el espejo de la otra. Vea los ejemplos 1.9 y 1.10.
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’ N N 4 A
bo— h———
vl | o A : \\/5‘0\_/36210

X2 \\‘XD”’ X1

Figura 9. Conclusion de los 3-ciclos

Sin pérdida de generalidad supondremos que x| < xp. Definimos Iy = [xp,x2] y [} =
[x1,x0]. Observe que estos intervalos son O-intervalos. Notemos ademds las siguientes relacio-
nes de cobertura:

I() —)Il,Il —>I(),I1 %11.

En efecto, f({xo,x1}) = {x1,x02} y f({x0,x2}) = {x1,x0} entonces por el teorema de valor
intermedio tenemos que [x;,x2] C f(I1) y [x1,x0] C f(Ip), porlotanto Iy,Io C f(I1) y I, C f(Ip).
Usaremos la siguiente notacion de grafos, para resumir las relaciones de cobertura en-

contradas.

ChL =1,
1 0 "

Dado que I; — I por el Lema 2.2 tenemos que f tiene un punto fijo.
De (1) podemos deducir el siguiente O-bucle Iy — Iy — I;. El objetivo ahora es probar

que este es un O-bucle elemental, para ello notemos que el int(I;) NIy = 0. Con el fin de utilizar
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el Lema 2.9, veamos que xp,x; no siguen al O-bucle, .

o f(x1) € Iy, pues f(x1) = xa, pero f2(x1) # x1, por tanto x| no sigue al O-bucle.

e f(x0) = x; luego f(xo) ¢ I entonces xo no sigue al bucle.

Por tanto Iy — Iy — I; es un O-bucle elemental, por el Lema 2.9. Ahora por el Lema 2.7
tenemos que existe un punto que sigue al O-bucle, como es un bucle elemental de longitud 2,
entonces los puntos que siguen al O-bucle tiene periodo 2, lo que implica que f tiene puntos de
periodo 2.

Ahora mostraremos que para todo [ > 3, existe un punto de periodo /.

De (1) también se deduce el siguiente O-bucle:
[—1copias

———
I()—>11—>11~--[1—>10 (2)

Mostraremos que si [ > 3, entonces ese O-bucle es elemental. En efecto, veamos que

X0,X2 no siguen al O-bucle.

e f(xop) € I dado que f(xg) = x1, pero f(x1) ¢ I, pues f(x]) = xp, por tanto xp no sigue

al O-bucle.

e f(x2) €11 pues f(x2) = xq, f(x0) = x1 y asi f(xo) € I. Por otra parte, f(x;) ¢ I, es

decir que x, no sigue al O bucle.
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Como el int(Iy) NI} = 0y los puntos xo,x, no siguen al O-bucle, entonces por el Lema
2.9 tenemos que el O-bucle es elemental. Ahora por el Lema 2.7 se tiene que existe un punto
que sigue al O-bucle, por ende tenemos que f tiene puntos con periodo /.

Anteriormente habiamos probado que tenia por lo menos un punto fijo y un punto de
periodo 2, lo que implica que f tiene puntos de cualquier periodo. Concluyendo asi lo que

queriamos mostrar en este ejemplo.

Ejemplo 2.13. Considere el siguiente 7-ciclo con los O intervalos indicados en la Figura 10.

Iy —— [
. :[ ] 15
o : A

- - - - -

Figura 10. Muestra un 7-ciclo
Mostraremos que si una funcion tiene un 7-ciclo como el anterior, entonces estd funcion
tendrd un punto fijo y puntos de periodo 2,4,6 y mayores que 7.

Para ello tenga en cuenta que se puede obtener las siguientes relaciones de cobertura,

con los O intervalos mostrados en la figura 10:
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1. I = Iy y Iy — I,. En efecto: f({xo,x1}) = {x1,x2}, luego por el teorema de valor in-
termedio tenemos que [x2,x1] C f(I;) y dado que I} = [xp,x;] entonces I} C f(I), es
decir I} — I;. Por otra parte también tenemos que f({xg,x4}) = {x0, x5}, se sigue, por el

teorema de valor intermedio, que [xo,xs] C f (o), luego Ip — I;.

2.1 > L —>5L— 1y — 15— 1.

En efecto:

f({xa,1}) = {x2, %3},
S ({x0,23}) = {x1, x4},
S ({xasxi}) = {xs,x2}
f ({x0,x5}) = {x1, %}

Luego por el teorema del valor intermedio tenemos:

[x2,x3] C f(I2)
[xa,x1] C f (53)
[x2,xs] C f (I4)

[xe6,x1] C f(I5).

Ahora dado que: Iz = [xo,x3], Is = [x4,x1],Is = [x0,x5], lp = [x6,x4] entonces I, — I3,
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Iz — Iy,Iy — Is y Is — Ip. Por item anterior tenemos que I; — I, por lo tanto: I} — I, —

L= 1y — Is— 1.

3. Iy~ Is, 3,14
Por el item 1 tenemos que: [x,xs] C f(lp) y como Is = [xg,xs], 13 = [x0,x3] ,I1 = [x0,X1],

se sigue la relacion Iy — Is, 13, 1.

Lo anterior se puede resumir en el siguiente grafo:

G
S

I

Nt

I5

3)

De (3) podemos deducir los siguientes O-bucles.

1. 1 — L.

2. Ip— 15— 1

3. I~ — 1y — 15— 1.

4, In—-hLH—L—hL—=>141—1s—1
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5. hy—-L—~L—---I)1 L —1K—1y—~1Is—Iyconl—5copiasdel; yl—5 > 3.
—_— ———
-5

e [ — I entonces por el Lema 2.2 tenemos que existe un punto que es fijo.

Veamos ahora que los O-bucles 2,3,4 y 5 son elementales, para ello utilizaremos el Lema 2.9.

e [y — Is — Iy es un O-bucle elemental, en efecto: Veamos primero que xg, X4 no Si-
guen al O-bucle, dado que xg, x4 tiene periodo 7 entonces f2(x4) # x4 y f2(xg) # X6, luego x4 y
X6 no sigue al O-bucle. Como el int(Ip) N Is = O, se sigue que por el Lema 2.9 el O-bucle es el
elemental y por el Lema 2.7 se tiene que existe un punto que sigue al O-bucle que es de periodo

2.

oy > 1L — 1y — 15— .

Para probar que es un O-bucle elemental veamos primero que x4,Xs no siguen al O-
bucle:

Se tiene que f(x4) ¢ I3, pues f(x4) = xs, luego x4 no sigue al O-bucle, por otra parte
tenemos que xg tampoco sigue al O-bucle, ya que aunque f(xg) =x9 € I3,y f(x0) = x| € Iy,
se tiene f(x1) = x ¢ I5, por tanto xg no sigue al O-bucle. Dado que el int(lp) N1; = O para
J € {3,4,5}, entonces por el Lema 2.9 tenemos que el O-bucle es elemental y por el Lema 2.7

se tiene que existe un punto que sigue al O-bucle, que es de periodo cuatro.

oly—11 > DL — 5L — 1 — 15— .
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De manera similar probaremos que este es un O-bucle elemental, en efecto: Tenemos
que x¢ y X4 no siguen al O-bucle pues x¢ y x4 son de periodo 7 luego f°(x4) # x4 y f0(x¢) # 6
y como int(lp) N1; =0 para j € {1,2,3,4,5}, entonces por el Lema 2.9 tenemos que el O-bucle
es elemental y por el Lema 2.7 se tiene que existe un punto que sigue al O- bucle, lo que implica

que f tiene un punto de periodo 6.

oy~ 1L —---I - 5L — 14—~ — 1.

Veamos nuevg;ente que x4,X¢ no siguen al O-bucle. Para ello, note nuevamente que
f(x4) ¢ I, luego x4 no sigue al O-bucle, por otra parte notemos f(xg) = xo, f2(xg) = x1 y
F3(x6) = x2 se sigue que f(xg) € I1, f2(x6) €1 y f(x6) ¢ I, entonces xg no siguen al O-
bucle.

Como int(Ip) N1; =0 para 1 < j <5 entonces por el Lema 2.9 tenemos que es un bucle
elemental. Por otra parte, el Lema 2.7 asegura que hay un punto que sigue al bucle, por tanto f
tiene un punto de periodo / con / > 8.

Por lo anterior tenemos que f tiene por lo menos un punto fijo y puntos de periodo 2, 4,

6 y mayores que 7.

Ejemplo 2.14. Considere el siguiente 9-ciclo y los O intervalos como se indica en la figura 11.

Mostraremos en este ejemplo que si f tiene un 7 ciclo como el anterior entonces f

tendrd un punto fijo y puntos de periodo 2,4,6 y mayores que 7.
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Figura 11. Muestra un 9-ciclo

Dado que:

f({x0,21}) = {x1,a;
S ({x6;xa}) = {x2, x5}
f({x2,21}) = {a, b}
S ({x0,23}) = {x1, %4}
f({xr,}) = {xs,a}
S ({x0,%5}) = {x1, %}
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luego por el teorema del valor intermedio se sigue:

P2, xs] € f (o)
[a,x1] € f (In),
[a,b] C f (L),
la,x1] € f (),
la,xs] C f (14)y

[xe6,x1] C f(I5).

Tenemos que I] = [X(),xl], 12 = [XQ,X1],I3 = [X(),X3], 14 = [X4,X1], 15 = [XO,Xs] y I() = [x6,X4]. Se
sigue que Iy, C [a,x1], I, 13,15 C [x2,x5], I3 C [a,b], Is C [a,xs] y Iy C [x¢,x1] deduciendo
asi:Il — L, = D, 13 —)]4,[4 —>15 y[5 —>10.

Por tanto tenemos las siguientes coberturas:
. —-Lyl—1
2. L —hL =15 — 13— 15— .
3. Iy — Is,15,1.
Deduciendo nuevamente (3) del ejemplo anterior e igualmente los O bucles siguientes:
1. I = 1.

2. Iy — Is — 1.
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3. I~ — 1y — 15— 1.
4, In—-hLH—L—L—=>11—1Is—1

5. IO—>11—>11—>---11—>Iz—>13—>I4—>I5—>Ioconl—5c0piasdehyl—523.
ﬁ—/
-5

Dado que el int(Ip) NI; = 0 para 1 < j <5y utilizando el mismo razonamiento del
ejemplo anterior concluimos que xg,x4 no siguen al O-bucle. Obtenemos asi que los anteriores
O-bucles son elementales (por el Lema 2.9).

Por el Lema 2.7 tenemos que existen puntos que siguen al bucle, por tanto tenemos que
hay orbitas de f de longitud 2, 4, 6 y cualquiera mayor que 7 y nuevamente por el Lema 2.2

tenemos que f tiene por lo menos un punto fijo tomando I} — 1.

Ejemplo 2.15. Mostraremos que si f tiene un 6-ciclo como el siguiente, entonces f tiene puntos

periodicos de todos los periodos pares y ademds un punto fijo.

| — I — I
| LI | 1
— —n
PR 5\\\\\
- T T T
e 7 - < N RS
s e N N \%.
y \
CZ‘\ b$\ x&\ /-xl $C /d

La caracteristica a destacar en este ciclo es que los tres puntos de la mitad de la iz-

quierda, se le asigna a los tres puntos en la derecha y viceversa.
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Obsérvese que si consideremos los tres puntos en la mitad de la derecha formamos un

3-ciclo para f2.

2 2
£
f2
Teniendo en cuenta los O-intervalos mostrados en el 6-ciclo y lo probado en el ejemplo
o . r? /2 /2 .

2.12, tenemos las siguientes relaciones de cobertura: I} — Iy,I; — Iy,lp — I;. Deduciendo asi,
como en el ejemplo 2.12, que f2 tiene bucles elementales de todas las longitudes.

A continuacién aplicaremos un método recursivo, que utilizaremos més adelante en la

prueba del Teorema de Sharkorvsky, que muestra cdmo a partir de un O-bucle elemental de

longitud k para f2, se construye un O-bucle elemental de longitud 2k para f.

1. Elegimos intervalos adicionales I}, 1y, tomando como I} el intervalo mds corto que con-
tiene f(I;NO(2)).

2 2
2. Remplazamos cada ocurrencia de I L) y Iy L) por I} — I} — y Iy — I — respec-

tivamente. Ahora mostraremos que estos reemplazos producen relaciones de cobertu-

ra. Por construccién tenemos que I7 C f(I1) y Iy C f(Ip). Seguidamente se tiene que

f{b,x0}) = {x1,¢c}, f({a,x0}) = {x1,d}, luego Iy C f(I)) y I, 1o C f(I}). Obteniendo

2 2 2
asique: I — I — I Iy — I, — I y I — I} — Iy donde se deduce I; 2 1y, 1y 5> o, Io 55 1.
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3. Considerar los siguiente bucles elementales de f>:

fZ
Il'—>Il. (4)
A 2
nLnsn (5)
k—1
——
2 2 2 2
LLnLn s L 6)

Solo analizaremos con detalle uno de ellos, los otros se tratan de manera andloga. Consideremos
el bucle (6) de longitud k de f2. Como se probo en el Ejemplo 2.12, se obtiene que el bucle (6)
es elemental con f2 cuando k — 1 > 3.

Ahora hacemos los remplazos correspondientes como se indicé en el paso 2.

I()—>I()/—>Il—>11/—)]1—>11/—>---11—>11,—>11—)11/—>I() (7)

Mostraremos que este O-bucle es elemental, usando directamente la definicidn de bucle
elemental.
Supongamos que p es un punto que sigue al O-bucle (7) y veamos que tiene periodo 2k

(para f).

Como p es un punto que sigue al O-bucle (7), entonces también seguird al O-bucle (6),
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que es elemental con f2, luego su periodo en relacién con f2 es k, por tanto p tendrd en su
6rbita en relacién con f2 k puntos distintos a la derecha de xy y ademdas ¢ (p) =p-.

Ahora observe que los puntos f/(p) estdn en forma alternante entre la derecha y la
izquierda del punto medio entre xo y x;, es decir, entre los intervalos I; y I;.

Teniendo en cuenta lo anterior, se sigue que la 6rbita de p consistird de k puntos a la
izquierda y k puntos a la derecha del centro de x y x1, es decir, la 6rbita de p tendréd 2k puntos
distintos, luego el periodo de p en relacion con f es 2k, por tanto el bucle es elemental.

Concluyendo asi que f tiene periodos pares mayores o iguales que 8.

Por otra parte se tiene que de los bucles (4) y (5) realizando los remplazos indicados en
el paso 2 obtenemos:

11—>11/—>11 (8)

L—->1L'—>1)—1) =1 9)

Siguiendo un razonamiento andlogo, como se prob6 con el O-buble (7), se tiene que los
bucles (8) y (9) son elementales, probando asi la existencia de puntos de periodo 2 y 4.
Con los visto hasta ahora, concluimos que un 6-ciclo como el de arriba, garantiza el

hecho de puntos periddicos con periodo par. Por otra parte, tenemos también que f tiene un
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punto fijo, pues esto Gltimo se verifica teniendo en cuenta que [xg,x;] — [xo,x1]

3. El teorema de Sharkovsky
En este capitulo presentamos la demostracion del Teorema de Sharkovsky. En un primer mo-
mento introduciremos el orden de Sharkovsky, seguidamente definiremos las secuencias de
Stefan, las cuales jugardn un papel importante en la realizacién de la demostracién de la prime-
ra parte del Teorema de Sharkovsky, pues permitird la construccién de O-bucles elementales.
Finalmente se realizard la demostracion del Teorema de Sharkovsky.
3.1. El orden de Sharkovsky

El orden de Sharkovsky estd dado de la siguiente manera:
357232527 >22.3>22.7--. > 2> 22 > 2> 1,

Notemos que este orden inicia con los nimeros impares con excepcion del uno, luego le sigue
los dobles de estos nimeros, seguidamente los nimeros impares multiplicados por 4 sin tener
en cuenta el uno y asf sucesivamente, terminando con las potencias de 2 hasta llegar a 2° = 1.

Esté es un orden total que cumple:

[ > rsiy solosi, 2/ > 2r. (10)

Estd propiedad es inmediata de la construccién del orden, para ello tenga en cuenta la figura 12

la cual ilustra la construccion del orden de Sharkovsky.
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K K-2 K-2? K23

21221 [21][1]
I 1

Figura 12. K denota los nimeros impares mayores que uno, con el orden usual.

3.2. Secuencias de Stefan

Iniciaremos esta seccién con algunas definiciones que permitirdn introducir las secuen-
cias de Stefan y se finalizard est4 seccién con la construccién de bucles elementales a partir de
las secuencias de Stefan.

Para las siguientes definiciones tenga en cuenta m > 2y Oy(z) es un m-ciclo de una

funcidén continua f.

Definicién 3.1. p es el niimero mds grande de O(z) para el cual f(p) > p y q el punto
inmediatamente a la derecha que este en O (z).

Definicion 3.2. El centro de Oy (z) estd dado por ¢ = @

Definicion 3.3. Decimos que x cambia de lados si c estd entre x y f(x)

Denotamos S, C O¢(z) como el conjunto de puntos que pertenecen a la 6rbita en x y c,
esto es:
Sy = O0f(z)N[x,p] cuandox < p, y
Sy = O¢(z) N[g,x] cuando x > g.
Definicién 3.4. Una secuencia x,- - - x, de puntos de O ¢(z) es llamada una secuencia de Stefan

Si:



EL TEOREMA DE SHARKOVSKY 40

S1 {x0,x1} ={p,q}

82 xq,- - xp estdn en lados alternos del centro del ¢ y las secuencias x3; y x2j11 ambas son

estrictamente mondtonas alejdndose de c.
§3 Si1 < j<n—1entonces x; es un punto que cambia de lados y x| € Sfx;)-
S4 x,, no cambia de lado.

Notemos que S2 garantiza que los puntos xo, - - - x,, son distintos, por lo que n+ 1 < m.
La condicion $3, xj41 € Sy x;)» € usaré con frecuencia y la podemos enunciar de manera

equivalente como sigue

c<xjp1 < flxj)sixj<cy

c>xjy1 > fxj)six;>c.
Algunos ejemplos de estas secuencias, se evidencian en el capitulo anterior:

= El ejemplo 2.12 muestra un secuencia de Stefan donde n=2y n+ 1 =m = 3, en la figura

9.
= El ejemplo 2.13 muestran una secuencia de Stefan donde n=6y n+ 1 = m.

= El ejemplo 2.14 ilustra un caso en el que n=6 y n+ 1 < m donde m = 9. Mostrando
asi que una secuencia de Stefan no necesariamente es igual al ciclo que la contiene (ver

figura 11).
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Observe que se puede deducir que si Of(z) es un m-ciclo y toda la 6rbita forma una
secuencia de Stefan, entonces necesariamente la 6rbita tendrd solo un punto que no cambia de
lado y este sera el punto mds alejado de c, ya sea a la derecha o la izquierda y se puede observar
que se forma una espiral con los puntos de la 6rbita (ver figura 13 y 14, cada una es el espejo

de la otra)

Figura 13. Muestra la forma de una secuencia de Stefan cuando m es impar

s - - T == ~ ~
s , - - N - = — N
~ , - N N -
y - - < - AN N \\
SR G SR SR A T S
< X5\ X3S XN X0 P P ’x4 4 Xm—1
Xm—2" N N \\ P /
~ ~ ~ - - - < 7 Y
~ SO ~ o Phe Ve ,
S e ~ S —-__ - - s

Figura 14. Muestra la forma de una secuencia de Stefan cuando m es par
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A cada secuencia de Stefan le asociaremos una sucesion de intervalos Iy, I --- 1,1 que
se usardn para construir bucles elementales.

Sea xp, - - - x,, una sucesion de Stefan. Definimos los intervalos /; de la siguiente manera:
= Para j > 1, I; es el intervalo mas pequefio que contiene a xq,x; y X;.
» Para j =0, Iy es el intervalo més pequefio que tiene puntos extremos x, y X,_2.

Proposicion 3.5. Sea xo,- - -x, una secuencia de Stefan. Tenemos las siguientes relaciones de
cobertura con los O-intervalos asociados a la secuencia de Stefan.

1. — 1 yloéh

2 Lh—-L—>L—--I,_1—1

3l =11, 3-

Demostracion. I. 1 =L yly—1.

Para mostrar este hecho probaremos que /; C f(I;) para 0 < j <n—1. Dado que f es
continua, bastard con probar que xp,x; € f(I;). Para ello probaremos que f(/;) tiene

extremos en lados opuestos de c.
Consideremos dos casos:

Caso 1: Supongamos que 1 < j < n— 1. De la definicién de los intervalos, tenemos que
los extremos de /; pertenecen a la secuencia de Stefan. Por S2 y §3 se sigue que sus

extremos estdn en lados opuestos de ¢ y cambian de lado (ver figura 14).

Caso 2: Si j = 0, entonces tenemos que para Iy uno de sus extremos es x, y el otro es
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Xn—2, ademds note x,,x,_, se encuentran en el mismo lado de ¢ por $2, luego por $4

tenemos x, no cambia de lado y por S3 x,,_» si cambia de lado (ver figura 16).

Por tanto en cualquier caso tenemos que f(/;) tiene extremos en lados opuestos de c.

Luego por S1 se sigue que contiene a xp y x1, entonces por el teorema del valor intermedio

se tiene que /1 C f(I;). Considerando j € {1,0} se tiene lo que se queria mostrar.

. ¢ TN ,
~ -~
}‘(rxj)‘ ~_ % ¢ X1 =T X
~ - 5\ - - _ -

C J

=<

Figura 15. Tlustra un caso particular, donde xo < x; y j impar. Tenga en cuenta que en los
otros casos la figura es similar.

e o/ 70 & g ° \A. 4‘
XS L Xn _ -7 ¢ J(n—2)
S _ _ - f(xn) *0 X1
w_l
Il

Figura 16. Tlustra el caso en que xo < x1y j=0.

2. h—-hL—>L— -1, | — 1.

Teniendo en cuenta la hip6tesis de continuidad de f es suficiente con demostrar que x; 1,

x0, X1 € f(I;), para 1 < j < n— 1. Por item anterior tenemos que xo,x; € f(I;); veamos

entonces que xj11 € f(I;). Por $3 se sigue que x| € Sf(xj)-
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Probemos ahora que Sy, ) C f (1;), en efecto:

Para demostrar este hecho sin pérdida de generalidad tomaremos a xo < x; y j impar.

Por §2 se tiene que x; > x1, luego por §3 se tiene que x y x; cambian de lado, es decir,
f(x0) = x1y f(x)) < xo.

Por definicién de /;, tenemos que xo, X1, x; € I;, se sigue [f(x;), f(x0)] C f(I;) y co-
mo Sy(,) = Of(z)N [f(x;),x0] entonces St(x;) C f(Ij) (ver figura 17). Por consiguiente
Xj+1 € f(I;).

Por tanto por el teorema del valor intermedio podemos concluir: Iy — 1, — 13 — -1, —

Iy.
Sfixy)
A
r )
e RN
. e o o« A e
-~

f(xjy\ < fjtl X0 c X1 - - X
C J

~

1

Figura 17. Esta figura ilustra que S, ) C f(I}).

3. Iy = L1, by3

Debemos ver que xo,X1,X,—1,X,—3,-- € f(lp). Por item 1 tenemos que xg,x; € f(lp),
luego falta ver que x,,_1,x,-3, -+ € f(Ip). Obsérvese que es suficiente con probar que

Xn—1 € f(lp) por S2 (ver Figura 18 ), pues:
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Figura 18.

Dado que x,,_» € Iy, por S3 se tiene x;,,_1 € Sf(

Sines pary x| < xg, entonces x,_1,X;_3,: -

ciente.

45

es una sucesion estrictamente decre-

Sin es impar y x| < xg, entonces x,_1,X,_3,--- €S una sucesion estrictamente cre-

ciente.

Sines pary xg < xq, entonces x,_1,X,;_3,-

€s una sucesion estrictamente crecien-

te.
Si n es impar y xo < X1, entonces x,_1,X,—3,- -+ €s una sucesion estrictamente de-
creciente
Sfa-1)
P A
- T - <
- =< - T = O
~
* -

¢ e ° ° s ° >‘. ° ° 4.
Xn Xn—2 ~ - X0 X1 Xp—s5  KXn=3 _ Xp_|

Ip

Est4 figura ilustra el caso en que n es par.

xan)

; siguiendo un razonamiento similar al

item anterior tenemos que Sy(,, ,) C f(lo). Por tanto x, 1 € f(lp) entonces por S2 se tiene

Xn—1,%n—3, - € f(Ip), se sigue que por el teorema del valor intermedio Iy — I, 1,3 - -
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Lo probado en la proposicién 3.5 lo podemos resumir en el siguiente grafico.

L “ P

2 €—I;3 (11)

Donde deducimos los siguientes bucles.
L) L —1I.
(L2) Io = Li—(1—1) = I—(1—2) = *+* = In—2 —> I,—1 — Iy para cada [ par con [ < n.

(L3) Iy —Ii =1 = — 1 > DL — - — I, — Iy, con r repeticiones de I; para todo r > 1.

-~

M
No toda érbita contiene una secuencia de Stefan, veremos mas adelante la razén (ver la

proposicién 3.8). Ahora mostraremos que en caso que una Orbita contenga una secuencia de

Stefan podemos construir puntos periodicos.

Proposicion 3.6. Sea Of(z) un m-ciclo que tiene una secuencia de Stefan. Si | <m, entonces f

tiene un O-bucle elemental de longitud | y por tanto un punto con periodo l.

Demostracion. Consideremos 3 casos:

Caso 1: Si/ =1, por (L1) y el Lema 2.2 tenemos que existe un punto fijo.
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Ahora si / > 1 para demostrar la existencia de un O-bucle elemental de longitud /, en los
siguientes casos utilizaremos (L2), (L3) y el Lema 2.9. Recordemos que I; es el intervalo mds
pequenio que contiene a xo,X1 y X; y Iy es el intervalo mds pequefo que tiene puntos extremos
Xp Y Xp—2. Veamos primero que int(lp) NI; =@ con 0 < j < n— 1. Para demostrar este hecho

tenemos por S2 los siguientes casos:

= Sinespary x; < xp, entonces la subsucesion (xp;); es estrictamente creciente, (xp;11);

decreciente y xg < x,,—2 < X;.

= Sinesimpary x; < xp, entonces la subsucesion (xy;); es estrictamente creciente, (x;41);

decreciente y x, < x,_2 < Xi.

» Sinesparyxy < xj, entonces la subsucesion (xy;); es estrictamente decreciente, (x;11);

creciente y x, < x,—2 < Xo.
= Si n es impar y xo < xj, entonces la subsucesion (xp;); es estrictamente decreciente,

(xi41); creciente y x| < Xxp—2 < Xp.

Supondremos que n es par y xp < x1, los otros casos se tratan de manera similar. Luego
tenemos que la subsucesion (xp;); es decreciente y (xp;+1); creciente. Por lo anterior se sigue
que x, < x,—2 < x; paratodo jen 1 < j < n, concluyendo asi que int(lp) N1; = 0.

Caso2:Sil<n<m.

Primero observe que del orden de Sharkovsky tenemos que:
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Sil<imy [ es impar, entonces m < [ en el orden usual de los naturales.

Teniendo en cuenta lo anterior tenemos que / es par. Por tanto podemos usar (L2). Para
probar que (L2) es elemental, veamos que x,, y x,—2 (que son los extremos de /) no
siguen al O-bucle. En efecto, dado que x,,, x,—2 € O¢(z), se sigue que el periodo de x,,,
X,_» es m. Por tanto como I < m entonces f'(x,) # x, y f'(x4—2) # Xn_2. Luego x, y

Xn—2 no siguen al bucle.

Ahora como x;,, X, no siguen al O-bucle y el int(Iy) es disjunto con =1y Tn—=2), s In—1,
entonces por el Lema 2.9 tenemos que el O-bucle (L2) es elemental y como es de longitud

[ se sigue que f tiene un punto de periodo /.

Caso 3: Si [ > n, usaremos (L3) tomando r = [ —n+ 1. Para probar que (L3) es elemen-
tal utilizaremos de nuevo el Lema 2.9. Como se vio anteriormente int(lp) N1; = 0 para
0 < j <n—1. Mostraremos a continuacién que x, y x,—_» no siguen al bucle. Para ello

debemos analizar dos casos.

Caso 3.1: Supongamos n < [ < m. Como el bucle (L3) es de longitud [ y x,, y x,—> son
de periodo m y I < m, entonces f'(x,) # x, y f'(xa_2) # X,_2. Por tanto x, y x,_2 no

siguen al bucle.

Caso 3.2: Supongamos [/ > m. Obsérvese primero que r > 3, pues r=1[—n+1>m+
1 —n+1 > 3. El argumento se hace por casos, los cuales son los mencionados antes

de comenzar el caso 2. Supondremos que n es par y xo < X1, pues en los otros casos
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el razonamiento es similar. La figura 19 muestra esté caso.Veamos primero que x, no
sigue al bucle. Por $4, tenemos f(x,) < xp, luego debemos cosiderar dos subcasos que
f(xn) < xo 0 f(x2) = xo.

Es claro que si f(x,) < xo, entonces x, no sigue al bucle. Ahora si f(x,) = xo, tenemos
por 83 que f(xp) > x; y realizando un razonamiento andlogo a lo anterior obtenemos
que f(xo) < x1 0 f(xo) =x1. Si f(x0) < x1, X, no sigue al O-bucle, por otra parte si

f(x0) = x1, por 83, f(x1) < x2 < xg. Luego f(x,) € I, fz(xn) el y f3(xn) ¢ I, por

tanto x, no sigue al bucle.

Para verificar que x,_» no sigue al O-bucle, tenemos que por S3 y S2 se sigue que

f(xp—2) > xy—1 > x1, luego f(x,—2) ¢ I, es decir, x,_» no sigue al O-bucle.

'Y x. 5 xo [ ] ° ° *. ° * ° (] ° ° °
Xn n— n—4 sz\ X0 c /le X3 Xp—3 Xp—1
~ 7
| |
In72| I 1 | In,Q,
I } I
— I
L | |
[ | 1 A

Figura 19. Esta figura muestra claramente que x, y x,_» no siguen al O-bucle

Concluimos entonces que f tiene un O-bucle elemental de longitud / y por tanto un punto

de periodo /.
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3.3. Primera parte del Teorema de Sharkovsky
En estd seccion probaremos la primera parte del Teorema de Sharkovsky, para ello ten-
dremos en cuenta los resultados obtenidos sobre las secuencias de Stefan y los O-bucles ele-

mentales. A continuacién enunciamos la primera parte del teorema de Sharkovsky.

Teorema 3.7. Sea f : I — I una funcion continua donde I es un intervalo cerrado y acotado
de la recta. Si x es un punto periodico con respecto a f de periodo my m > [, entonces [ es el

periodo de algiin otro punto en 1.

Obsérvese que el Teorema de Sharkovsky estaria resuelto si cada ciclo tuviera una se-
cuencia de Stefan (por la Proposicién 3.6). Sin embargo, en el Ejemplo 2.15 vemos un ciclo
que no admite una secuencia de Stefan, pues todos sus puntos cambian de lado. Veremos ahora

que éste es el unico obsticulo que no permite encontrar una secuencia de Stefan en un ciclo.

Proposicion 3.8. Un ciclo contiene una secuencia de Stefan a menos que cada punto cambie

de lado.

Antes de iniciar estd prueba recordemos que p es el nimero mds grande de O(z) para

el cual f(p) > py q el punto inmediatamente a la derecha que esté en O(z).

Demostracion. Consideremos Of(z) un m-ciclo con m > 2. Sea M el O-intervalo mds grande,
donde todo punto de O(z) cambia de lado y contiene a [p,g|. Tenemos que si x € O¢(z) "M,

entonces en el conjunto Sy todo punto cambia de lado.
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Definimos el conjunto . como los x € Oy(z) N M tales que f(x) es el punto de S, mds

lejos de ¢, es decir, si x < ¢ entonces

f(x) =max{f(w):we S}

De manera similar, cuando ¢ < x, se usa min en lugar de max. La siguiente figura ilustra la
definicién de .7

Los elementos de .¥ son los candidatos a ser un término de la secuencia de Stefan.

Figura 20. Esta figura representa el caso en que x € .

Observemos que la definicion de . es equivalente a lo siguiente: x € . si para todo
w € Sy, Spiw) T Sp(n)-

Note que . #0, pues p,q € . en efecto: Es claro que p,q € M N O¢(z). Tenemos que
Sp=1{p}y Sq={q}, luego S;(,) ={f(p)} y Sy(g) = {f(@)}, por tanto p,q € 7.

Ahora definiremos una funcién o : . — O(z) que se encarga de asignar el sucesor de

cada elemento de la secuencia de Stefan. Sea x € ..
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Caso 1: Si f(x) ¢ M, tomaremos a ¢ (x) como cualquier punto de Sy(,) que no cambia
de lado. Note que en este caso o(x) ¢ ., pues 6(x) & M.
Caso 2: Si f(x) € M, entonces 0 (x) es el punto de Sy(y) tal que f(o(x)) es el punto de

f(Sf(x)) mads alejado de c, es decir, f (Sf(x)) C Sf(o(x)) (ver figura 21). Note que en este caso

o(x) € 7.
e v o & ¢ A CA T e A %
f(x) o(x) X0 x| f(o(x))
. g y
St

Figura 21. Esta figura ilustra el caso 2

Notemos que x y (x) estdn en lados opuestos de c, igualmente tenemos que x y 62(x)

estan en el mismo lado de c.

Lema 3.9. Si hay un x € .% tal que 6*(x) € S, entonces todos los puntos de O +(z) cambian

de lado.

Demostracion. Por definicion de o se sigue que o(x) € .7, luego o (x) cambia de lado, por
tanto f(o(x)) estd en el mismo lado de x.
Queremos ver ahora que 62(x) € .. Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que

f(x) < ¢ < x. Consideraremos dos casos:
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Caso 1 Sic < f(o(x)) < x. Dado que x € M se sigue que f(o(x)) € M, luego 62(x) € .7.

Caso 2 Six < f(o(x)).

Para mostrar 62 (x) € ., debemos ver f(o(x)) € M. Veamos primero que f(o/(x)) cam-
bia de lado. Supongamos que f(o(x)) no cambia de lado, luego f(o(x)) ¢ M, entonces
por definicién o, tenemos que como todo punto de Sy cambia de lado, se sigue que
6% (x) € (x, f(o(x))], contradiccién, pues 62 € S,. Teniendo que f(o(x)) cambia de la-
do, veamos ahora que f(o(x)) € M. Supongamos que f(o(x)) ¢ M entonces existe un
xo € (x, f(o(x)) que no cambia de lado. Por definicién de o se tiene que 62(x) = xg lo

que es una contradiccion, pues 62(x) € Sy, luego f(o(x)) € M y por tanto 62(x) € .7.

Para simplificar la escritura, sea y = (x) y w = 6%(x). Dado que 6(y) y o(x) se obtie-

nen usando el caso II de la definicion de o, tenemos:

f(S5)) € Ssot) = Ssiy)

F(S5t) € Sptoty)) = Ssw)-

Por otra parte, tenemos por hipdtesis que w € S, y x € ., por definicién de .7, se
sigue que Sg(,,) C Sy(x), luego f(S¢(y)) C S¢(x)- Tenemos también f(Sy(y)) C Sy(y), entonces
Sf(x) USg(y) permanece invariante con respecto a f.

Ahora como Oy (z) es una permutacién ciclica con respecto a f y el tnico subconjunto
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que permanece invariante con respecto a f de Of(z) es él 'y St USr(y) C Oy, entonces
0(2) = Sy US()-
Por tanto como todos los puntos de S¢(y) y Sy(,) cambian de lado, pues f(x), f(y) € M,

entonces todos los puntos de la 6rbita cambian de lado. ]

Supongamos que existe un punto que no cambia de lado en O(z). La secuencia de

Stefan la construiremos de la siguiente manera.

1. Afirmamos que podemos escoger xo y x; tales que {xo,x1} = {p,q} y ademds o (x]) #
xo. En efecto, por el contrareciproco del Lema 3.9, tenemos que no puede ocurrir que
o(q) = py o(p) = qalavez, pues eso implicaria que 62(p) ¢ S,, pero 62(p) =py

p € S, por definicion de S,. Ahora note que tenemos tres casos que considerar

Caso 1:si 6(p) =qy o(q) # p, entonces p =xpy ¢ = x|
Caso 2:si 6(q) =py o(p)#q,entonces g =xpy p = x|

Caso 3: si 6(q) # py o(p) # g, entonces se elige xo y x; a decision del lector.
2. Continuamos eligiendo x; tal que o(x;—1) = x;.

3. Cuando f(x;) ¢ M, tendremos que o (x;) = x;1 es el dltimo término de la secuencia de

Stefan. Asi que la longitud de la secuencia de Stefan es j -+ 2.

Veamos que lo anterior define una secuencia de Stefan, en efecto:

S1 Por como se definié tenemos {xp,x1} = {p,q}.
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S2 Primero observamos que por definicion de ¢ los términos de la secuencia se encuentran

S3

en lados alternos de c.
Sin pérdida de generalidad supongamos que xp < x1. Veamos que x < xq:

Tenemos que xg y x> se encuentran en el mismo lado de c, por definicién de o. Supon-
gamos que xo < xp, se sigue f(x2) > x 0 f(x2) < xp, por tanto por definicién de p y g,

X» = p 0 X = ¢, lo que es una contradiccion pues p = xp y X1 = ¢, luego x; < xo.
Ahora de manera general tenemos dos casos para i > 2:

Caso 1: Si x; < ¢, tenemos por la definicién de ¢ que x;;, se encuentran en el mismo

lado de x;.

Dado que existe un punto que no cambia de lado entonces por el Lema 3.9 Gz(x,-) =¢ Sy,

1

lo que implica x;;, se encuentra mds lejos de ¢ que x;, por tanto tenemos x; 2 < X;.

Como x; < ¢ entonces tenemos ;42 < X; < Xg, por tanto se tiene una sucesion decreciente
para (x;);.
Caso 2: Si x; > ¢, entonces siguiendo un razonamiento andlogo al anterior caso obtene-

mos que x| < x; < X;12, entonces tenemos una sucesion creciente para (xp;11);. Por tanto

se cumple S2.

Notemos que de la definiciéon de ¢ tenemos que para 0 < i < n, x; € ., lo que implica
que cambia de lado (pues . es subconjunto de M). Ahora por definicién de o se tiene

que 0(x;) € S¢(y,) y dado que 0 (x;) = X;11, luego xi+1 € Sp(y,)-
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S4 Por construccion, el tltimo elemento no cambia de lado.

]

Los anteriores resultados los podemos resumir en la siguiente proposicion, su demos-

tracion es inmediata de que las Proposiciones 3.6 y 3.8.

Proposicion 3.10. Si f tiene un m ciclo O con m < 2 que contiene un punto que no cambia de

lado, entonces para cada m 1> [ existe un O-bucle elemental de longitud I.

Proposicion 3.11. Si f tiene un m ciclo O y m > I, entonces existe un O-bucle elemental de

longitud 1.

Demostracion. Estd demostracion se realizard por induccién sobre m. Es evidente que es cierto
param = 1.

Supongamos que se cumple para cualquier funcién que tenga un kg ciclo con ky < m.
Mostremos ahora que es cierto para cualquier funcién que tenga un m-ciclo. Sea O(z) un

m-ciclo de f. La prueba la dividiremos en dos casos:

Caso 1 Si hay por lo menos un punto que no cambia de lado, entonces por la Proposicién 3.11

existe un / O-bucle elemental.

Caso 2 Si todos los puntos cambian de lado del m-ciclo. Sea L =minOy(z) y R = max O(z).
Luego Sy, va a contener todos los puntos a la izquierda de ¢ y Sk los puntos a la derecha de c.

Observe que m es par, pues Sz y Sg son de la misma cardinalidad.
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Como m es par, de la definicion del orden de Sharkovsky, se deduce que [ =1 o[ = 2k.

Caso 2.1 Supongamos / = 1. Basta con observar que [p,q| — [p,q], pues tenemos f(q) < py

q < f(p), como es de longitud uno es elemental.

Para demostrar la existencia de un bucle elemental de longitud 2k en un m-ciclo recor-

demos que por la propiedad 10 del orden de Sharkovsky tenemos
I <m sisolo si k <m/2.
Luego debemos ver que f tiene un O-bucle elemental de longitud 2k para cada k <1 m/2.

Caso 2.2 Supongamos [ = 2k. Debemos conseguir un bucle elemental de longitud 2k. Para
encontrar dicho bucle utilizaremos la hipétesis de induccién. Note que f? tiene un ciclo de
longitud m/2 ala derecha y a la izquierda de ¢, tomaremos el que se encuentra a la derecha de
¢, es decir, en Sg. Ahora dado que k <1 m/2, por hipétesis de induccién tenemos que f? tiene

un O-bucle elemental de longitud k.

2 2 2 12 2
nonLnsh . S Lo (12)
Observe que los intervalos /; estin a la derecha de c. Ahora aplicaremos el método
utilizado en el Ejemplo 2.15 en el bucle (12).
Sea I el intervalo mds corto que contienen a f(l;NO(z)) C Sy para 0 <i <k—1 (ver

figura 22 y Ejemplo 2.15). Observe que los intervalos I/ estén a la izquierda de c.
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Veamos que cada ocurrencia I; ﬁ) I+ se puede remplazar por I; — I/ — ;11 para 0 <
i < k—1, donde por conveniencia tomamos I; = . En efecto, por construccién tenemos que
I; — I! para cada 0 <i < k— 1. Ahora veamos que ;' — ;. Para ello partiremos del hecho que
I ﬁ I;11, consideremos a;,b; € Sg N1, tales que el intervalo f?(a;) y f(b;) contienen a I; 1.
Teniendo en cuenta como se defini6 I/ se tiene f(a;), f(bi) € I/. Sea f(a;) = ai' y f(bi) = b{,
se sigue que el intervalo formado f(a;/') y f(b;') contiene I;1, por tanto I! — I;1.

2
Remplazando cada ocurrencia de /; L> Ii+1 por I; — I{ — I+ 1, enel bucle (12) obtenemos

el siguiente O-bucle de longitud 2k.

JAEN/SENy NEI SERNER) AN (NN (13)

Queda por probar que el O-bucle (13) es elemental. Consideremos un punto p que sigue al

O-bucle (13). Por consiguiente p seguird al bucle (12), que es elemental por hipétesis, por tanto

p tiene perfodo k con respecto a f2. Luego la 6rbita de p (respecto a f2) tiene k puntos a la
derecha de c.

Ahora como los intervalos de (13) estan en forma alternante entre la derecha y izquierda

de c, entonces la 6rbita de p con respecto f tendré k puntos a la izquierda de c, lo que implica

que la 6rbita de p tiene longitud de 2k. Se sigue que como f%¥(p) = p, entonces p tiene periodo

2k con respecto a f, por tanto el bucle es elemental. Concluyendo asi lo que se queria demostrar.
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s _ - _ - T~ \\\
° . OK .k ‘k P ° \’0 \\\\. e
: : c
I'= f(:N04(z) i

Figura 22. Tlustra graficamente como se toma I

]

Ahora podemos concluir con la demostracion del la primera parte del Teorema de Shar-

kovsky.

Demostracion del Teorema 3.7: Por la proposicion 3.11 tenemos que si / <I m entonces existe
un O-bucle elemental de longitud /, luego por el Lema 2.7 tenemos que existe un punto que
sigue al bucle. Como el bucle es elemental, entonces se tiene que todo punto que sigue al bucle
tiene periodo [, es decir, tenemos que existe un punto de periodo / con respecto a f. [
3.4. Segunda Parte del Teorema de Sharkovsky

Para demostrar la segunda parte del Teorema de Sharkovsky construiremos una familia
parametrizada de funciones. Esta familia tiene la propiedad que para cada cola C del orden
de Sharkovsky existe una funcién en la familia cuyos periodos posibles son exactamente los

numeros en C. Un conjunto C es una cola si existe m tal que:

C={m}u{leN|mp>1}
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o si C es el conjunto de todas las potencias de 2.

Teorema 3.12. Cada cola del orden de Sharkovsky, sin tener en cuenta el vacio, es el conjunto

de periodos para alguna funcion continua de [0, 1] en [0, 1].
Sea Ty, : [0,1] — [0,1], dada por x — min(h,1 —2 |x— %}) para0 <h <1.

Demostraremos que al variar & se puede encontrar un miembro de la familia que tenga como
conjunto de periodos exactamente los nimeros de C.
3.4.1. La funcion Tienda. 73 =1-2 ‘x — %‘ es conocida como la funcién tien-
da, esta tiene dos orbitas de periodo 3, estas érbitas son Oy, (3) = {3,2,%} y Oy, (3) =
2 48

5,99 s por tanto tiene todos los periodos posibles por la primera parte del Teorema de Shar-

kovsky 3.7.

También tenemos que 7' tiene 2" puntos fijos. Para demostrar que 77" tiene 2" puntos

fijos, el argumento lo realizaremos por induccién sobre n.

Para n = 1 se tiene que 7] tiene 2 puntos fijos 71(0) =0y Tj (%) = %, consecuencia de

que Tj recorre el intervalo [0, 1] en los intervalos [0,3] y [3,1].

Supongamos que es cierto para n = k, es decir que le tiene 2X puntos fijos y realiza
el recorrido del intervalo [0, 1] 2¥ veces, en los intervalos [O, 21—,{} , [217, %] [%, %} [22—;1, ],
donde Tf(0) = 0,Tf(5;) = 1,T{(%) =0,Tf(3) = 1---T(1) =0

Veamos ahora que leJrl tiene 2K*! puntos fijos:
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Teniendo encuenta que 7 es equivalente a:

€

Por hipétesis de induccién tenemos que 7}(0) = 0, T} <2k

) =1, se sigue que:

Por tanto por el teorema del valor intermedio tenemos que [O, %} C le+1 ( [O, 2,(%] > )

luego por el Lema 2.2 tenemos que existe un punto fijo en el intervalo [O, Z,Jﬁ} , dado que le+1

es creciente en [O, #], se sigue que ese punto fijo es unico. De igual forma se tiene que en

el intervalo [ﬁ, 21—,(} le“ tiene un punto fijo que es unico, pues le+1 es decreciente en ese

. 1 1 k+1 1 1
1ntervaloy [W,ﬁ} C Tl <|:Waﬁ]>

Por tanto leJrl tiene dos puntos fijos en el intervalo [O, %} . Siguiendo un razonamiento

. _ .
similar se concluye que para cada intervalo [ ! 2} [

o5 | [ 1 le“, tiene dos puntos fijos.

Dado que hay 2 intervalos, por hipétesis de induccion, entonces 7! tiene 2% -2 = 25+ pun-
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Figura 23. Comportamiento de 77
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tos fijos. La figura 23 ilustra lo demostrado.

Por otra parte tenemos que Ty = 0, lo que quiere decir que solo tiene como punto fijo el
0 y el conjunto de periodos es {1}, mientras que para 7} es N. Lo interesante de estd familia es
que al variar h se puede construir todas la colas del orden de Sharkovsky en el intervalo [0, 1],

para ello se debe tener en cuenta la siguiente funcion.

Sea k : N — [0, 1] definida de la siguiente manera:
k(m) = min{max Or, (x) | Or,es un m-ciclo de T }

Podemos escribir min en lugar de inf porque 77 tiene un nimero finito de puntos periddicos de

periodo m, pues T}" tiene 2" puntos fijos.

Teorema 3.13. El conjunto de periodos de Ty, es exactamente la cola del orden de Shar-
kovsky:

C=mU{leN|mp> I}

Para demostrar este hecho debemos tener encuenta las siguientes propiedades:

De ahora en adelante ¢ denotara una 6rbita.

1. Sea ¢ una 6rbita de Tj,. Si & C [0,h), entonces & también es una 6rbita de 7;. En efecto:

Dado que & C [0,h) entonces Vx € & Ty(x) < h, lo que implica que Tj,(x) = Ty (x), por

como se define 7}, se sigue que ¢ es una Orbita también de T;
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2. Sea ¢ una 6rbita de T;. Si & C [0, k], entonces & también es una 6rbita de 7j,. En efecto:

Dado que & C [0, 4], luego tenemos que Vx € & T;(x) < h entonces Tj,(x) = T1(x), por
tanto ¢ es una Orbita de Tj,.
3. La ¢rbita de k(m) es un m-ciclo para Ty(,,). En efecto:

Por definicién de k(m), se tiene que k(m) es un punto de periodo m para T; y que su
6rbita & cumple que &' C [0,k(m)], luego por item 2 tenemos que es una drbita o ciclo
de Tk(m)'

4. Ty, tiene un [ ciclo &, con & C [0,h) siy solo si k(I) < h. En efecto:

= Sea ¢ un [ ciclo para T}, tal que & C [0,h), entonces por item 1 tenemos & es una

6rbita de Ti, luego por definicion de k(1) se sigue que k() < max &, entonces k(/) < h.
< Si k(1) < h, entonces por item 3 se sigue que la 6rbita de k(1), es [-ciclo & de T
tal que & C [0,k(1)]. Dado k(I) < h entonces Vx € O Ty (x) < h, luego Ty (x) = Ty(x),
por tanto & es un [ ciclo de T}, tal que &' C [0, h).

5. Toda érbita de Ty, se encuentra en [0,k(m)]. Efecto:

Supongamos ahora que existe & ¢ [0, K ()] entonces existe un xo € & tal que Ty, (xXo) >
k(m) lo que contradice la definicion de Tj,,). Por tanto todo ciclo de Tj,, se encuentra

en [0,k(m)]

6. k(I) < k(m) siy solo sil <im (en el orden de Sharkovsky).
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<= Si [ <m, entonces por el item 3 se tiene que Ty, tiene un m ciclo, luego por el
Teorema de Sharkovsky 3.7, se sigue que Ty, tiene un [ ciclo &'y por item anterior se

deduce que & C [0,k(m)), por tanto por item 4 k(1) < k(m).

= Sik(l) < k(m). Supongamos que / >>m, luego por lo anterior tenemos que k(m) < k(1),

lo que es una contradiccidn, entonces [ <Im.

Demostracion del Teorema 3.13: Veamos que Ty, tiene exactamente la cola del orden de
Sharkovsky

C=mU{leN|mp I}

Por item 3 tenemos que k(m) es un punto de periodo m para Ti(m)» luego por el teorema
de Sharkovsky 3.7 se tiene que el conjunto de periodos de Tj,,) contiene a C

Veamos ahora que el conjunto de periodos es exactamente C, para ello supongamos que
no es cierto.

Sea m < r 'y supongamos que 7y, tiene un r-ciclo &, entonces por item 5 se sigue
0 C [0,k(m)), luego por item 4 se tiene que k(r) < k(m) y por item 6 se tiene que r <\m, lo
que viene siendo una contradiccion, entonces 7y, no tiene puntos de periodo r, por tanto el
conjunto de periodos de 7}, es exactamente el conjunto C.

O
Observe que el tinico conjunto de colas de Sharkovsky que falta es el conjunto de todas

las potencias de 2, para dar respuesta definimos:
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K(27) = supa(k(2"))

Note que k(2%) > k(2") Vn € N, luego por ftem 4 se sigue que Ty (=) tiene todos los
ciclos de potencias de 2.

Veamos ahora que Tj = tiene solo ciclos de potencias de 2, para probar este hecho
supongamos no es cierto, es decir, que Ti (o= no tiene todo los ciclos de potencias de 2. Sea &
un m-ciclo de Ty =y que no es potencia de 2, luego por el Teorema de Sharkovsky 3.7, tenemos
que Ty (o= tiene un 2m-ciclo. Dado que los dos ciclos son disjuntos, por item 5 tenemos que al
menos uno de ellos estd contenido [0,k(2%)), por tanto ese ciclo debe estar contenido en algiin
[0,k(2")). Por item 4 se sigue que k(2m) < k(2") o k(m) < k(2") luego por item 6, tenemos
que 2m <12¥ o0 m <12% lo que es una contradiccién. Por tanto Tj (2= tiene todos los ciclos de
potencias de 2.

A continuacién presentamos algunos ejemplos que ilustran lo demostrado anteriormen-
te.

3.4.2. Calculos de las funciones 7;(,,). Las funciones T;(1) y Tj(y) son las mds
sencillas de calcular, sin embargo como se verd a continuacién a medida que aumenta el m el

proceso se hace numéricamente mads dificil.

Ejemplo 3.14. En este ejemplo calculdremos Ty(,): para ello tenemos que le tiene 4 puntos
fijos, dado que T tiene dos puntos fijos entonces Ty tiene solo una orbita de periodo 2, la cual

es.’
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Luego k(2) = %

También podemos deducir que para las colas con mds de un elemento en relacién con

wls

su pardmetro se encuentran 2 < k(m) < 1 pues k(2) =

Ejemplo 3.15. Para calcular k(3) recordemos que como vimos anteriormente Tj tiene 2 drbitas

de periodo 3, donde obtenemos que:

k(3) = min {maxﬁ (%) ‘méx O (g) }

. [6 8 6
k<3) —mln{§,§} = ?

Ts tiene todos los periodos pero solo una 6rbita de periodo 3.
7

Ejemplo 3.16. Para calcular Tys) calcularemos primero todas las drbitas de periodo cinco.
Dado que los puntos fijos de T15 son 2° = 32, donde dos son puntos fijos de Ty y los otros son
puntos de periodo 5, teniendo eso en cuenta obtenemos que se tiene 6 orbitas de periodo 5, las

cuales son:

18)_{18 26 10 20 22}

TR ETRETRETRETRET]
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(33)=

14 14 28 10 20 26
3373373333733

16 1632 2 4 8
O(=) =13 =, o= = —, —
(33 {33’33’33’33’33}

4 4 8 16 30 2
O(—=) =14 =y oy ooy —
G1) {31’31’31’31’31}

12 12 24 14 28 6
o( >:{ }

TR ETRETRETRETAET]

luego k(5) = min(méx{ﬁ(é—?), ﬁ(%), ﬁ(é—6), ﬁ(;il), ﬁ(é—%), ﬁ(%)})) = %—? la siguiente

W)

figura muestra Tys) su orbita y su relacion con Tj.

Observe que como se demostrd anteriormente esta funcién su conjunto de periodos es:
N\ {3}. Para ello basta con determinar que T}(s) no tiene puntos de periodo 3, pues los tnicos
puntos posibles de periodo 3, son los puntos de periodo 3 de 77 pero estos no son de periodo 3

en Tjs), en efecto:

2 4 4 26 26 10
o (5) =570 (5) = 5150 () =3
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Nell\S]

,g,g no son puntos de periodo 3, andlogamente tenemos que:

o (2N_4p (4Y_2%6, (20)_10
KOI\7 ) — O\ 7 ) T30 kO \ 32 ) T 3]

Luego

o

Por tanto 5, ‘7—‘, g no son puntos de periodo 3, luego 7} s) no tiene punto de periodo 3, entonces
su conjunto de periodos es N\ {3}, por la primera parte del teorema de Sharkovsky 3.7. Note

que hasta el momento hemos calculado solo las k(m) cuando m es primo. Cuando m no es

primo se tiene que tener en cuenta los divisores de m, veamos un ejemplo de ello.

Ejemplo 3.17. Para calcular k(4) se debe calcular primero las drbitas de periodo 2, para
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luego calcular las orbitas de periodo 4. Como T14 tiene 16 puntos fijos, y dado que conocemos
T\ tiene una orbita de periodo 2 y que solo tiene 2 puntos fijos, se sigue que Ti tiene 12 puntos

de periodo 4, es decir, 3 orbitas de periodo 4 las cuales son:

(6 _[6 1210 14
17) 17717717717 )"
Luego k(4) = %, siendo su cola del orden Sharkvosky, por lo demostrado anteriormente

igual a {4,2,1}

)
|
|

a) b) 0 9]

Figura 25. 6rbitas de orden 4

La figura 25 representa el comportamiento de la érbitas de longitud 4.
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3.4.3. Las secuencias de Stefan y las colas del orden de Sharkovsky . Otra
forma de demostrar la segunda parte del teorema de Sharkovsky es a través de las secuencias
de Stefan. Hasta el momento hemos visto que estas han permitido construir bucles elementales,
ahora presentamos como construir funciones con colas del orden de Sharkovsky a partir de
ellas, para ello ilustraremos este hecho con un ejemplo, que se puede encontrar en (pag 46,

[King and Mendez, 2013])

Ejemplo 3.18. Sea f: [1,5] — [1,5] una funcion lineal por partes definida en {1,2,3,4,5} por

f()=5f(2)=4f(3)=2f(4) =1y f(5) =3 (ver figura 26)

Figura 26. Graficade f

Veamos ahora que f no tiene un punto de periodo 3. Para ello note lo siguiente
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£1,2) =[2,5)
£((2,3) =[1,5]
£(13,4) =[1,3]
£(4,5) =[1,4].

De donde se deduce que f no tiene puntos de periodo 3 en los intervalos [1,2],[3,4],[4,5], por
otra parte note f> tiene un unico fijo el intervalo [2,3], pues f3 es decreciente, dado que f es
decreciente y nimero impar de composiciones de funciones decrecientes es decreciente, luego
f? tiene un unico punto fijo en [2,3] y como f tiene un punto fijo en ese intervalo, entonces f
no tiene puntos de periodo 3 en [2,3], luego el conjunto de periodos de f es N\ {3}.

Ahora note que {1,2,3,4,5} forman una secuencia de Stefan ver figura 27

-— T = < -

—

- -
- = - P ~

s =~ - -
- ~ S o P * <
loﬁ/ X3 3e ? SAO x3‘hﬁ x16 Xp® Y29 )&/
N\ k /F\ /7 / N k //r\ / e
~ -~ ~ - ~ - o~ - -

7

_ <
, —

~
~ - ~ -
- —_ - - - =

Figura 27. Comportamiento de la 6rbita de f

De manera general uno puede probar que:

Proposicion 3.19. Para cada m € N;m > 1 existe una funcion continua f : 1 — I, donde I es

un intervalo de R que tiene una orbita de periodo 2m+ 1 pero no tiene una de periodo 2m — 1.
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La idea para probar esta proposicién es asumir que la 6rbita de periodo 2m+1 es una
secuencia de Stefan. La demostracion de esta proposicion puede verse en [King and Mendez,

2013] donde explican con detalle también las construccion de las otras colas a partir de la

siguiente funcion:

1f(3x)+2 six e [0,1]

:3)

x—% sixe[%,l]

[OSTIEY

FO={ pag)(3-o) sixe

\

Observe que la proposicion 3.19 muestra que se pueden construir funciones continuas no
solo en el intervalo [0, 1] que tengan como conjunto de periodos colas del orden de Shakovsky,

con por lo menos un punto con periodo impar mayor que uno.
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