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RESUMEN

TITULO: APLICACION DE  CADENAS DE MARKOV PARA EL ANALISIS Y PRONOSTICO
DE SERIES DE TIEMPO

AUTOR: CARLOS ANDRES ACEVEDO BELTRAN"

PALABRAS CLAVES: Procesos Estocasticos; series de tiempo; cadenas de Markov de primer
orden; cadenas de Markov de orden superior; prondsticos.

DESCRIPICION

Este proyecto busca analizar la factibilidad del uso de cadenas de Markov de primer orden y de
orden superior para realizar pronésticos de series de tiempo especificamente tomando en cuenta
una serie de precios, con lo cual se desea analizar la viabilidad de poder utilizar otro método
alternativo a los conocidos hoy en dia, todo esto con el fin de contar con mas herramientas al
momento de realizar un pronéstico veraz y reducir el riesgo presente en la toma de decisiones ya
sea de tipo empresarial o inversionista.

Para el desarrollo de este proyecto se recolectaron los datos correspondientes a los precios del
Café registrados desde Enero hasta Mayo del presente afio. Con estos datos en primer lugar se
analizaron los componentes estadisticos y el respectivo comportamiento de la serie, luego se
clasificaron por rangos los cuales formaron los respectivos estados de la cadena de Markov y a
continuacion se aplicaron los modelos de primer orden y de orden superior de Markov para
obtener los respectivos prondsticos, luego se hall6 la precision de estos valores de prondstico y se
aplicaron las respectivas mediciones del error, simultaneamente se utilizaron los métodos de
media moévil y de atenuacién exponencial para hacer la respectiva comparacién con los modelos
de Markov para analizar la efectividad de estos modelos frente a otros modelos de prondstico de
uso comun.

Al final se puede observar que tanto el modelo de primer orden como el de orden superior
presentan un buen comportamiento al hacer los respectivos prondsticos en el corto plazo frente a
los otros modelos comparados, teniendo en cuenta que la serie de precios presentd un
comportamiento tendencial.

:*Proyecto de Grado
Facultad de Ingenierias Fisico — Mecénicas, Escuela de Estudios Industriales y Empresariales,
Director: Carlos Eduardo Diaz Bohorquez, Co- Director. Maria Eugenia Serrano Acevedo
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ABSTRACT

TITLE: APPLICATION OF MARKOV CHAINS TO ANALYZE AND FORECAST TIME SERIES’

AUTHOR: CARLOS ANDRES ACEVEDO BELTRAN"

KEY WORDS: Stochastic processes, time series, first order discrete time Markov Chains, Higher
order Markov Chains, forecast.

DESCRIPTION

This project seeks to analyze the feasibility of using Markov chains of first order and higher order to
carry out forecasts of time series specifically taking into account a range of prices, wherewith is
desired to analyze the viability of using an alternative method different to those well-known today,
all this in order to have more tools at the time of carrying out an accurate prognosis and reducing
the risk involved in making decisions either for business or investments.

For the development of this project data for coffee prices recorded from January to May of this year

were collected. With these data, we first analyzed the statistical components and the corresponding
behavior of the series, then the data were classified in ranges which formed the respective states of
the Markov chain and after that the Markov models of first order and higher order were applied for
the respective forecasts, then the accuracy of these forecasts values was found and the respective
measurement error methods were applied, simultaneously moving average and exponential
smoothing methods were used to make the comparison with the respective Markov models to
analyze the effectiveness of these models compared to other forecasting models in common use.

At the end you can see that both the first-order model and the higher order model have a good
performance when making the respective forecasts in a short term versus the other models
compared, considering that the price series presented a trend behavior.

:*Graduation Project
Faculty of Engineering Physics - Mechanics, School of Industrial and Business Director: Carlos
Eduardo Bohorquez Diaz, Co-Director. Maria Eugenia Serrano Acevedo
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INTRODUCCION

En el mundo actual, el manejo de prondsticos tiene gran importancia para
disminuir el riesgo cuando se tiene que tomar decisiones importantes en el ambito
empresarial e inversionista. En varios departamentos de una empresa se hace
necesario el uso de estos como herramienta fundamental para el funcionamiento
corporativo, ejemplo de estos son: el departamento de compras, de manufactura y
de ventas, ya sea con el proposito de determinar volimenes de ventas, compras,
nivel de operacién, demandas, o con otros propdsitos un poco menos comunes
como planes para desarrollar plantas nuevas, elaboracion de nuevos productos,

nuevos méetodos de ensamble o planes de financiamiento.

Es vital tener en cuenta que muchos aspectos empresariales no se deben dejar al
azar ni se debe confiar en la intuicion; realizar prondsticos es una tarea que puede
representar una gran ayuda en toda decisiébn que se deba tomar bajo riesgo, ya
que todo lo demas depende de la buena informacion histérica que se posea, de la
evolucion del mercado y de la eleccion de un buen método de prondéstico, los
cuales pueden resultar muy utiles y pueden determinar la deteccion de un
fendbmeno, ya sea positivo 0 negativo, a tiempo para convertirlo en una ventaja o

en una desventaja de la empresa.

En el presente proyecto se desea analizar la factibilidad de la utilizacion de
modelos basados en cadenas de Markov para realizar prondésticos, por un lado se
tiene en cuenta los ya muy bien conocidos y utilizados modelos de primer orden y
por otro lado se utiliza un nuevo modelo basado en cadenas de Markov de orden
superior con los cuales se realizan los respectivos prondsticos de una serie de

precios del Café.

13



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 ANTECEDENTES

Como antecedente para el desarrollo del presente trabajo de investigacion, se
puede citar un articulo denominado “Application of Markov Chains to Analyze and
Predict the Time Series” (1) donde Tie Liu propone un modelo matemético para
analizar series de tiempo a través de cadenas de Markov para poder pronosticar el
precio de la carne en un supermercado en la ciudad de AnKang (China), lo cual
se logra de manera satisfactoria. Para lograr realizar esta investigacion fue
necesario llevar una serie de datos historicos de los precios de la carne durante un
tiempo determinado, luego se realizé una clasificacion de esta serie de datos en
estados para poder analizarlo como una cadena de Markov teniendo en cuenta el

siguiente marco teorico:

Considerando un modelamiento de series de tiempo X; a través de una cadena de
Markov de primer orden teniendo K estados E= {1, 2,...... K}. Una cadena de
Markov discreta de primer orden tiene K estados que satisfacen la siguiente

relacion:

PXiy1 =141 Xo=1o X1 =11, . Xt =10t =P Xpyq =l X =1

donde X; es el estado de una serie de tiempo en el tiempo t e ij € E. Las
probabilidades condicionales

P Xt41 = ley1 Xt =it

son llamadas las probabilidades de transicion de un paso de la cadena de Markov.

La matriz P = (p;j)rxx €S llamada la matriz de transicion de un paso. Se puede

notar que los elementos de la matriz P satisfacen las siguientes dos propiedades
14
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entonces un modelo de primer orden de cadenas de Markov
Xer1 = Pxy

es construido para observar las series de tiempo (1).

Por otro lado propone un modelo de cadenas de Markov de orden superior con el
cual asegura que se pueden realizar prondsticos con gran precision, este modelo
se analiza y se aplica mas adelante, teniendo en cuenta el enfoque que le dieron

otros autores.
1.2 PROBLEMA

Son muchos los métodos utilizados para hacer analisis y pronosticos de series de
tiempo, sin embargo en muchos casos no se logra obtener un prondstico
satisfactorio, por lo cual es de suma importancia investigar otro modelo basado en
Cadenas de Markov para verificar su eficacia y dado que sea efectivo poder

establecer una nueva alternativa para analizar y pronosticar series de tiempo.

1.3 JUSTIFICACION

1.3.1 Magnitud del Problema

El mundo actual demanda una mayor precision y eficiencia en muchos aspectos

de los procesos que se llevan a cabo, especificamente dentro del ambito

econdmico y financiero se desea obtener mayores rentabilidades asegurando

! Esta notacién corresponde a la utilizada en este proyecto, sin embargo la notacién original del
documento citado corresponde a: ¥, p;;=1 Vj € E
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un menor riesgo, lo cual es un reto que demanda para toda clase de empresas e
inversionistas tener conocimiento y hacer uso de modelos econométricos y
matematicos para realizar prondsticos y de esta manera asegurar un menor
riesgo en las operaciones que desean realizar; sin embargo, en muchas ocasiones
no se logran obtener valores satisfactorios, lo que ha ocasionado grandes
pérdidas econdmicas para muchas empresas e inversionistas, por lo tanto, si no
se prueban nuevos modelos aplicando otra serie de conocimientos relativos a los
procesos estocasticos como puede ser el uso de las Cadenas de Markov para
analizar y predecir series de tiempo, no se podra avanzar en el intento de obtener

otro tipo de modelo que pueda ser utilizado para realizar este tipo de prondsticos.

1.3.2 Trascendencia del Problema

En la presente investigacion se desea analizar la efectividad de la aplicacion del
modelo de cadenas de Markov de primer orden y de orden superior para realizar
pronésticos de precios y/o ventas, con el fin de definir si se puede implementar
como una metodologia alternativa para realizar prondsticos de series de tiempo, lo
cual puede ser de gran trascendencia para todo tipo de empresas e
inversionistas ya que si se logra comprobar que el modelo es efectivo y confiable
se podra contar con una nueva herramienta para hacer prondsticos lo cual puede
significar la obtencién de una gran rentabilidad y/o utilidad a cambio de un menor
riesgo en la realizacion de toda clase de operaciones donde se hace necesario la
obtencién de algun tipo de prondstico.

1.4 PROYECTOS RELACIONADOS

Otro modelo el cual involucra el uso de Cadenas de Markov es el modelo
“switching” de Hamilton, con el cual se hizo un analisis de la evolucién de la

inflacion trimestral en Colombia (2). En este articulo se expone la necesidad de
16



usar este modelo debido a que segun los autores la metodologia de Box-Jenkins
estima parametros invariantes a través del tiempo y por lo tanto su aplicacién solo
es apropiada para series de tiempo estacionarias en su periodo completo de
estudio; por lo tanto se hace necesario trabajar con un método donde se pueda
modelar una serie que exhibe, durante dicho periodo, cambios en la varianza y/o
en la media, los cuales definen subperiodos especificos que pueden estar
relacionados con eventos de caracter econdmico, y una solucion a este problema
es la aplicacion del modelo “switching” de Hamilton, donde tales cambios de
régimen o del estado de la naturaleza se consideran a través de Cadenas de

Markov y de distribuciones mixtas de probabilidad.

Por otro lado se han trabajado muchos modelos basados en Cadenas de Markov
para modelar muchos sistemas como sistemas de colas (3) y en (4), sistemas de
inventarios (5) y sistemas de manufactura (6). De igual manera sobre
modelamiento de series de tiempo se puede encontrar en (7), y (8)

1.5 OBJETIVOS

1.5.1 Objetivo General

Analizar la factibilidad de la aplicacion de Cadenas de Markov para realizar

pronésticos a través del analisis de series de tiempo.

1.5.2 Objetivos Especificos

e Profundizar la revision bibliografica sobre las aplicaciones de Cadenas de
Markov en la realizacion de prondsticos.

e Seleccionar una o varias series de tiempo y analizar su comportamiento.

17



e Construir la matriz de transicion para cada una de las series y analizar la
eficacia del modelo en prondsticos en el corto plazo.

e Establecer las propiedades de estado estable para cada una de las series y
analizar la eficacia del modelo en el largo plazo.

e Medir la eficacia del modelo a través de la estimacién del error de la
estimacion y compararlo frente a otros modelos de pronéstico.

1.6 HIPOTESIS

La aplicaciébn de Cadenas de Markov en el analisis y prondstico de series de
tiempo es una metodologia alternativa con la cual se pueden realizar prondsticos

con buena exactitud y confiabilidad.

1.7 ALCANCE DEL TRABAJO

En la presente investigacion se desea hacer una recopilacion de series de tiempo
en las cuales se analizaran sus componentes estadisticos, luego se hara una
clasificacion de éstas en estados para posteriormente obtener la matriz de
transicion de la cual se podran obtener los respectivos prondsticos en el corto y
largo plazo, por ultimo se aplica una metodologia donde se evalué el error de
pronostico y se hara una comparacién con algun otro método de prondstico para

poder establecer la efectividad del modelo.

De acuerdo a lo anterior, los resultados y productos a entregar al término del

presente trabajo de investigacién son:

e Recopilacion de datos de precios o ventas de algunos productos del mercado

colombiano y/o internacional.
18



Aplicacion de diferentes pruebas estadisticas, para determinar la naturaleza
de la serie a estudiar.

Aplicacion del modelo a las series estudiadas con sus respectivos resultados.
Evaluacion de los resultados con otros métodos de prondstico.

Articulo publicable en una revista colombiana.

19



2. MARCO TEORICO Y CONCEPTUAL

2.1 PROCESOS ESTOCASTICOS

Segun Hillier y Lieberman (2010) un proceso estocastico se puede definir como
una coleccion indexada de variables aleatorias X, , donde el indice t toma
valores de un conjunto T dado y que el interés de los procesos estocasticos es
describir el comportamiento de un sistema en operacion, durante algunos
periodos. También afirma que un proceso estocastico tiene la siguiente

estructura:

El estado actual del sistema puede estar en una de M + 1 categorias
mutuamente excluyentes llamadas estados. Por conveniencia en la notacion,
estos estados se etiquetan 0, 1,2,...., M. La variable aleatoria X; representa el
estado del sistema en el tiempo t, de manera que sus Uunicos valores
posibles son 0, 1, ... , M. El sistema se observa en puntos del tiempo dados,
etiquetados t = 0, 1, 2, ... asi, el proceso estocastico X, = X,X1X, .

proporciona una representacibn matematica de como evoluciona el estado del

sistema fisico. (9)

Lo anterior hace referencia a procesos estocasticos de tiempo discreto con

espacio de estados finito.

20



2.2 CADENAS DE MARKOV

Segun Hillier y Lieberman (2010) se dice que todo proceso estocastico { X:}
que cumple con la siguiente propiedad markoviana esencial se puede

denominar como una cadena de Markov:

parat =0, 1,2,..., ytoda sucesioni,j, Ko, ks, ke1.  [1]

Lo que quiere decir esta propiedad markoviana es que la probabilidad
condicional de cualquier evento futuro dados cualquier evento pasado Yy el estado
actual X; =i, es independiente del evento pasado y solo depende del estado

actual del proceso”. (9)

Las probabilidades condicionales P X,,; =j X; =i para una cadena de Markov

se llaman probabilidades de transiciéon (de un paso). Sipara cadaiy j,

PXiy1=J Xe=i =P X, =1 X,=1i,paratoda t=1, 2,....., [2]

Entonces se dice que las probabilidades de transicion (de un paso) son
estacionarias. Asi, tener probabilidades de transicion estacionarias implica que
las probabilidades de transicibn no cambian con el tiempo. La existencia de
probabilidades de transicion (de un paso) estacionarias también implica que,

para cada i,jy n (n=0,1,2,....),

PXen=J Xe=1 =P Xy=j Xo=1, [3]

Para toda t = 0, 1,.... Estas probabilidades condicionales se Illaman

probabilidades de transicion de n pasos.
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Asi, las probabilidades de transicion de n pasos pi,-(”) son simplemente la
probabilidad condicional de que el sistema se encuentre en el estado j justo
después de n pasos (unidades de tiempo ), dado que comenzo en el estado i en

cualquier tiempo t. Cuando n = 1, observe que p;"= p;’

Como las pi,-(”) son probabilidades condicionales, deben ser no negativas v,
como el proceso debe hacer una transicion a algun estado, deben satisfacer las

propiedades

P20, paratodai y j; n=0,1,2,..... [4]
y
Lopyy™ =1, paratodai; n=0,1,2,... [5]
Una notacion conveniente para representar las probabilidades de transicion

de n pasos es la forma matricial:

n n

Poo Po1 Pom
pm) = P P Pim " [6]
Pmo " Pm1" Pum "

Se puede observar que la probabilidad de transicion en un renglén y columna
dados es para la transicion del estado en ese renglon al estado en la columna.
Cuando n=1, el superindice n no se escribe y se hace referencia a ésta como la
matriz de transicion (9).

> Para n=0, pi,-(o) es P{Xo=j|Xo=1i}, queesiguala 1cuando i=j yesO0 cuando i#

22



2.2.1 Clasificacion de Estados en una Cadena de Markov

Se dice que el estadoj es accesible desde el estado i si Pij(n) > 0 para
alguna n > 0. (Recordando que Pij(n) es solo la probabilidad condicional de llegar
al estado ] después de n pasos, si el sistema esta en el estado i). Entonces,
que el estado j sea accesible desde el estado i significa que es posible que el
sistema llegue eventualmente al estado j si comienza en el estado i. En
general, una condicion suficiente para que todos los estados sean accesibles es

que exista un valor de n para el que Pij(”) >0 para todoi y j. (9)

2.2.1.1 Estados Recurrentes y Estados Transitorios. Un estado se llama
estado transitorio si, después de haber entrado a este estado, el proceso nunca
regresa a €l. Por consiguiente, el estado i es transitorio si y s6lo si existe un
estadoj (j#i) que es accesible desde el estado j, pero no viceversa, esto

es, el estado i no es accesible desde el estado j (9).

Se dice que un estado es recurrente si, después de haber entrado a este
estado, el proceso definitivamente regresard a ese estado. Por consiguiente, un

estado es recurrente si y so6lo si no es transitorio j (9).
2.2.2 Prondsticos alargo plazo con cadenas de Markov de orden uno

Las cadenas de Markov pueden ser representadas a través de notacién vectorial
definiendo vectores aleatorios (Nx1), X;, cuyos elementos son ceros a excepcion
del j-ésimo, el cual es igual a uno si el régimen en el tiempo t es j, asi:

X, =(0,0,..,0, 1 ,0,..,0)

j—esimo

para s; = j. El j-ésimo elemento de X;,; €S una variable aleatoria que alcanza el

valor de uno con probabilidad p;; sis; = i, es decir:
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Pi1
E Xy Se=1 = pi;z [7]
Pin

en forma general [7] puede ser expresado como sigue :
E Xeo1 Xe =PX, [8]

asi, la anterior ecuacion representa en forma vectorial a una cadena de Markov de
orden uno, el resultado consignado en [8] implica que :
Xey1 = PXe+ v [9)]
Donde vH_l = Xt_l_l - E Xt+1 Xt [10]
como se observa, la ecuacion [9] corresponde a un modelo de vectores
autorregresivos de orden uno para X; . Bajo el esquema de vectores
autorregresivos de orden uno se tiene que:
Xevm = Veam + PVppmo1 + PPVpym oz + o+ Pt + PMX, (1]

por consiguiente el prondstico m periodos adelante para X; es:

E Xeym Xe =P™X, [12]
De esta forma, las probabilidades de transicibn m periodos adelante para una
cadena de Markov se determinan a partir de la matriz resultante del producto m

veces de la matriz de transicion P por si misma. (2)

2.2.3 Probabilidades de estado estable de una cadena de Markov

24



Segun (2) si el interés se centra en la determinacion de las expectativas
incondicionales sobre los vectores X;, es necesario considerar una clase especial
de cadenas de Markov denominadas ergodicas ya que en la determinacion de
dicha expectativa se requiere del vector de probabilidades ergodicas, m, el cual se
define como el vector propio de P asociado al valor propio unitario (Pt = ). Para
una cadena de Markov ergddica con matriz de transicion P se tiene que:

lim,,,, P™ = w1’ Donde 1'=(1,1,...,1) [13]

Reemplazando [13] en [12], cuando m tiende a infinito, se encuentra que el
prondstico de largo plazo para una cadena de Markov ergddica es igual al vector
de probabilidades ergoddicas e independiente del estado en que se encuentra el
proceso en el momento (t), es decir:

E Xevm Xe =P™X, 7 [14]

por consiguiente, la expectativa incondicional de X; es también igual al vector de
probabilidades
ergoddicas, asi :

E Xppm X; = m [15]

2.3 CADENAS DE MARKOV DE ORDEN SUPERIOR
Raftery (10) propuso un modelo de cadenas de Markov de orden superior el
cual envuelve solo un pardmetro adicional por cada rezago extra. El modelo

puede ser escrito de la siguiente forma:

PXe= ko Xee1 = ke, Xeen = by = T3 qkok; [16]

25



Donde TA4,=1 y Q =[g;;] es una matriz de transicion cuyas columnas suman

uno, tal como

0< ™, Aiqkok; <1, kokieu [17]

Donde « ={1,2,..,m} donde m es finito y son las posibles categorias o

estados de la serie de datos a analizar.

De acuerdo a lo anterior notamos que [16] puede ser reescrita como:

Xtyn+1 = ?:1/1iQXt+n+1—i [18]

Después Ching extendio el modelo de Raftery a un modelo mas general de
Markov de orden superior a través de permitir que Q variara con diferentes colas o

rezagos, asumiendo que los pesos 4; son no negativos tal como:

imdi =1 [19]

Usando [19] y la realidad de que Q es una matriz de transicién de probabilidad,
notamos que cada entrada de X;,,., esta entre 0 y 1, y la suma de todas las
entradas es igual a uno. En este modelo se generalizé el modelo de Raftery de la

siguiente forma:
Xetn+1 = i=14iQiXt4ns1-;  [20]

El ndmero total de parametros independientes en el nuevo modelo es de 0 n +

nm? . Notamos que siQ; = Q, = ... = Q, entonces [20] es justamente el modelo
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de Raftery en [19] . En este nuevo modelo se asume que X;,,,: depende sobre

Xeri (1=1,2,....,n) através de la matriz Q; y los pesos 4; . (11)
2.3.1 Proposicion 1:

Si Q, es irreducible y 4,, =0 tal como

OS/llS1y /11':1

Entonces el modelo en [20] tiene una distribucion estacionaria X cuando t — oo
independientemente de los vectores de estado inicial Xy Xj,....X,—;. La

distribucion estacionaria X es la Unica solucion del siguiente sistema de

ecuaciones lineales:

I— 240, X=0 y 1TX=1

Donde I es la matriz identidad de mxm (m es el nimero posible de estados

tomados por cada dato) y 1 es un m-vector de unos.

En la prueba se dejé a Y,,;1 = Xiinet Xtan ----Xeaz | S€Q UN nmx 1 vector.

Entonces podemos escribir Y,,,; = RY,, donde:

A1Q1 AzQz An—lQn—l AnQn
I 0 0 0
R= 0 I 0 0 : [21]
0
0 0 I 0

Es una matriz cuadrada de nm xnm. A través del teorema de Perron-Frobenius

se puede mostrar que bajo las suposiciones en la proposicion, todos los
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eigenvalores de R se encuentran en el intervalo [0, 1] y hay exactamente un

eigenvalor igual a uno.

S
Esto implica que  limy,, R...R = lims,,, R = VUT. Por consiguiente se tiene

liIns—)oo Y5+n+1 = lims_wo R sYn+1 =V UTYn+1 = aV.

Donde «a es un valor positivo porque Y., # 0 Yy es no-negativo. Esto implica que

X, también tiende a ser una distribucion estacionaria cuando s tiende a infinito.

Por lo tanto se tiene limg_ e Xgine1 = limgLe 121 4:QiXsine1-; Y POr cOnsiguiente

tenemos X = 7, 2;Q;X. El vector de distribucion estacionaria X satisface:
I— 7,240 X=0 con 17X=1 [22]

La restriccion de normalizacién es necesaria mientras la matriz [ — [, 4;0Q;
tiene un espacio vacio unidimensional. Se puede aclarar que el modelo [20] es un

modelo estacionario si este tiene una distribucién estacionaria (11).

Lo anterior corresponde para el modelo de Ching, sin embargo en este proyecto
se desea trabajar con la extension de este modelo lo cual implica cambiar las

siguientes restricciones:
04 <1, i=12,...n, y A, =1

Por

S
S

® —
0< A Tg; =1, ko ki e uw y A =1,
Se espera que este nuevo modelo pueda tener una mejor precision cuando se
utilice con un apropiado orden, a continuacion se da una condicion necesaria para

gue el nuevo modelo sea estacionario:
28



Proposicion 2

Suponiendo que {X,,,n € N} es definido por [20] donde las restricciones 0 < 4; <

1 son reemplazadas por

3

0< Ay <1
i=1

entonces el modelo [20] tiene una distribucidén estacionaria X cuando cuando

t — oo independientemente de los vectores de estado inicial X, X4, ..... X;_4.

La distribucion estacionaria X es la Unica solucion del siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

I — AiQi X=0 y 1TX:1

(12).
2.3.2 Estimacién de Parametros

Para estimar la matriz Q;, teniendo en cuenta a Q; como la iésima matriz de

transicion de la secuencia de datos {X,}. Dada la secuencia de datos {X;} ,
podemos contar la frecuencia de transicion f]%) en la secuencia del estado k al

estado j en el iesimo paso. Con lo anterior podemos construir la iesima matriz de

transicion para la secuencia { X; } de la siguiente forma:

® @
11

et ml

. @ ®
F® = 12 Sz [23]

O O

im mm
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Segun (11), de F® podemos obtener las estimaciones para Q; = q,(ci].) tal como

sigue:

® ®

41 9m
® ®
Q= Y1z m2
dm G
fkj' . m i
; —_— Si S F 0
donde gy} = TV i [24]

0 en otro caso

2.3.3 Formulacion de Programacién Lineal para la Estimacion de 4;

Suponiendo que la Proposicion 1 es correcta, entonces esta nos da una
suficiente condicion para que la secuencia Xg sea convergente a una
distribuciéon estacionaria X. Entonces X puede ser estimada de la secuencia
observada X; computando la proporcion de ocurrencias de cada estado en la
secuencia, esto lo denotamos por X . De [22] podemos esperar que

7iﬂL=1/1i QlX ~ X [25]

Para estimar los parametros 2 = A4,,....,A, se procede de la siguiente forma: en

vista de [25] podemos considerar el siguiente problema de optimizacion
miny L AQX—X = mimmax, 40X — X . [26]

Sujeto a:
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LA=1,y 0 EiAql, <1 kokiew

Aqui . , denota la k-ésima entrada del vector. Vemos que el anterior problema de

optimizaciéon puede ser reformulado como un problema de optimizacion lineal.

min, w  [27]

Sujeto a:
w A
WX - XQX- QX 2
A,
w A4
WX+ 0 XQX- QX 2,
w ,{n
n n
w >0, =1, yO0<  Aqo. <1, kekieuw
i=1 i=1

Instantaneamente de resolver un problema de min-max, se puede formular el

siguiente problema de optimizacion
ming L AQX-X = ming [ L AQX— X | [28]

Sujeto a:

11'1=1/1i = 1) y 0= ?zlliq]((?ki < 1, kOJki €E U

Con lo anterior se puede proponer el siguiente problema de programacion lineal:
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Sujeto a:
wq A
w, A
o2 X = XX X 52 )
Wi, y
wq A
w
;2 =z X+ 1 XQX 0,X /1:2 :
Wi, y
n n
w; =0, V, =1, yO0<  Aqo. <1, kekiew
i=1 i=1

En este problema de programacion lineal, el numero de variables es iguala n y el

numero de restricciones es igual a
2m™"1 +2m+1  [30]

De acuerdo a todo lo anterior se podria establecer el método de prediccion tal
como sigue; dados los vectores de estado X;, i=t—nt—n+1,...t—1,
entonces la distribucion de probabilidad por estados en el tiempo t puede ser

estimada a través de:
Xe = i AQiXe; [31]

Donde se tomaria la prediccion de acuerdo al estado que obtenga la mayor

probabilidad (12).
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2.4 APLICACION DE LAS CADENAS DE MARKOV EN LA REALIZACION DE
PRONOSTICOS

Varios autores hacen gran referencia a la aplicacion de modelos de prondsticos

que hacen uso de cadenas de Markov y entre los usos mas comunes tenemos:

2.4.1 Newsboy’s Problem

Newsboy’s Problem es un clasico problema muy bien conocido en la ciencia de la
administracion, el cual se describe a continuacion. Un joven vende periddicos cada
mafana; hay costos asociados a cada periddico que se deja de vender en el dia
(costo excedente) y a cada demanda insatisfecha (costo de escasez). El objetivo
es encontrar el tamafio 6ptimo de pedido bajo una distribucién estacionaria de
probabilidad de la demanda. Este simple modelo puede ser generalizado para
aplicaciones practicas en planeacion de produccion. Por ejemplo, en la
prediccion de demandas de productos, las cuales son clasificadas en varios
estados, tales como, muy alto volumen de ventas, alto volumen de ventas,
volumen estandar de ventas, bajo volumen de ventas y muy bajo volumen de
ventas. El proceso de encontrar el optimo volumen de producciébn es una
generalizacion del casico Newsboy’s Problem. La secuencia del volumen de
demanda en el tiempo t forma una secuencia categoérica o serie de tiempo. El
modelo de cadenas de Markov de orden superior provee un método natural para
capturar la dindmica de la demanda, por lo tanto, el modelo de cadenas de
Markov de orden superior puede ser muy Util en la obtencién de politicas optimas
de produccién para minimizar el promedio del costo de produccion a largo plazo
(13)
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2.4.2 Prediccion en Paginas Web

El Internet proporciona un rico entorno a los usuarios para recuperar informacion
muy valiosa. Sin embargo, es facil para un usuario perderse en el océano de la
informacion. Una forma de ayudarlo con su necesidad de informacion es predecir
el futuro de una solicitud y usar la prediccion para hacer recomendacion. Los
sistemas de recomendacion responden en un modelo de prediccion para hacer
inferencias sobre los intereses de los usuarios haciendo recomendaciones.
Ejemplos de ello son el sistema WebWatcher y el sistema Letzia. Una prediccion
precisa potencialmente puede reducir tanto los tiempos de acceso de los usuarios
como el trafico de red cuando la recomendacién se maneja correctamente. En
este apartado, se utiliza un modelo de orden superior de cadenas de Markov para
explotar la informacion de los registros del servidor web para la prediccion de las

acciones del usuario.

El modelo de orden superior de la cadena de Markov se basa en un archivo de
registro del servidor web. Se examina el archivo para ser pre-procesado en un
conjunto de sesiones de usuario. Cada sesién esta indizada por un ID de usuario
anico y hora de inicio. Cada sesion es una secuencia de peticiones donde cada
solicitud corresponde a una visita a una pagina web. Se representa a cada
solicitud como un estado. Luego, cada sesion es una secuencia de datos
categoricos. Por otra parte, se denota cada pagina Web (estado) por un entero
(12).

Por otro lado también se hace referencia del uso de cadenas de Markov de orden
superior en el ajuste de datos observados y aplicacion para disefios de turbinas de
viento, al igual que en el alineamiento de secuencias en el analisis del ADN, lo

cual consiste en buscar patrones en una gran secuencia de ADN (12).
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2.5 MODELOS DE FORMULACION ESTADISTICOS

La seleccién de un modelo apropiado es un factor importante para el éxito y hay
muchos modelos bien conocidos para modelar secuencias de datos numéricos, tal
como el modelo de autorregresion (AR) y el modelo de media moévil (MA). A
continuacion se hara una breve descripcidon de la formulacion de estos dos

modelos:

2.5.1 Propiedad de primer orden

Inicialmente, el supuesto basico de este modelo es que el presente esta

totalmente explicado por el primer tiempo de retraso (t-1).

El modelo AR(1) asume que la media asi como la varianza de la secuencia de
datos es constante. Entonces, la propiedad de primer orden es definida por una
relacion lineal entre el valor obtenido en el tiempo t+1 y el valor obtenido en el
tiempo t. La igualdad se lleva a cabo mediante la adicion del ruido blanco en la
ecuacion. El ruido blanco es utilizado para explicar cualquier ruido que se

produzca en el tiempo t.

Para el modelo MA(1) la relaciébn de primer retraso en los datos puede ser
explicada por dos variables independientes al azar con media de cero en tiempo t
y el tiempo t+1 respectivamente. Esto es, el valor tomado por el tiempo t+1 puede
ser expresado por la combinacion lineal de dos variables independientes al azar

en el tiempo ty en el tiempo t+1 respectivamente (13).

2.5.2 Propiedad de orden superior

Si la secuencia de datos contiene propiedad de orden superior. Se puede creer

gue un modelo de primer orden no es suficiente para capturar toda la informacion

35



de los datos esenciales. Por lo tanto, es necesario extender la idea de propiedad
de primer orden y desarrollar modelos de orden superior.

El modelo de autorregresion AR(n) es usado para manejar secuencia de datos

de propiedad de enésima orden. La relacion de orden superior es expresada como
una relacion lineal entre el valor obtenido en el tiempo t+1 y el valor obtenido en el
tiempo t-j con algunos ruidos blancos, donde j=0, 1,..., n-1.
En el modelo de la media movil, la extension del modelo MA(1) es MA(n), la
propiedad de orden superior es capturada con un conjunto de variables
independientes aleatorias, esto asume que el valor obtenido en el tiempo t+1 es
igual a la combinacion lineal de variables aleatorias independientes del tiempo t al
tiempo t-n+1.

En general el modelo de autorregresion y el modelo de media movil son muy son
muy efectivos y eficientes en el manejo de secuencias de datos numéricos con
dominios infinitos. Especialmente para secuencias de datos después del primer y

segundo proceso estacionario.

Para las secuencias de datos categoricos, los modelos de cadenas discretas de
Markov son los modelos mas usados popularmente. La razén es probablemente
que la propiedad de Markov es mas bien simple, porque hace una interpretacion
natural y relajada de la independencia de los parametros (13).

2.6 SERIES DE TIEMPO

“Una serie de tiempo consta de datos que se reunen, registran u observan sobre

incrementos sucesivos de tiempo” (14 p. 98)
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2.6.1 Componentes de una Serie de Tiempo

Segun Hanke (1996), para analizar series de tiempo se puede utilizar el método
de descomposicion clasica, el cual se basa en la suposicion de que se pueden
descomponer en componentes como tendencia, ciclo, estacionalidad e
irregularidad y una prediccion se hace mediante la combinacion de las
proyecciones de cada componente individual. A continuacidon segun Hanke se da
un breve concepto acerca de cada componente:

2.6.1.1 Tendencia. “La tendencia de una serie de tiempo es el componente de
largo plazo que representa el crecimiento o disminucion en la serie sobre un

periodo amplio”.

2.6.1.2 Componente Ciclico. “El componente ciclico es la fluctuacion en forma

de onda alrededor de la tendencia”.

2.6.1.3 Componente Estacional. “EI componente estacional es un patréon de

cambio que se repite a si mismo afo tras afo”.

2.6.1.4 Componente Aleatorio. “El componente aleatorio mide la variabilidad de

las series de tiempo después de retirar los otros componentes”.

2.6.2 Técnicas de Prondsticos con Series de tiempo

Es importante reconocer que un factor que influye en la seleccion de una técnica
de prondstico consiste en la identificacion y comprension de patrones historicos en
los datos; por lo anterior si se logran reconocer patrones de tendencia, ciclicos o
estacionales, entonces se podran seleccionar las técnicas con la capacidad de

utilizar eficazmente estos patrones (14 p. 115).
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2.6.2.1 Técnicas de prondstico para datos estacionarios. Recordando que
una serie estacionaria es aquella cuyo valor promedio no varia a través del tiempo
y que esta situacion se presenta cuando los patrones de demanda que influyen
sobre la serie son relativamente estables, es por esto que el prondstico de series
estacionarias comprende el uso de la historia disponible de las series para estimar

su valor promedio, el cual se convertira en el pronéstico de valores futuros.

Dado lo anterior, las técnicas que se podrian utilizar en series estacionarias son
los métodos no formales, los métodos de promedio simple y los métodos de
promedios méviles, atenuacion exponencial y de Box- Jenkis es (14 p. 115)

2.6.2.2 Técnicas de prondstico para datos con una tendencia. Se dice que una
serie de tiempo tiene una tendencia si su valor promedio varia a través del tiempo,
entonces se espera que aumente o disminuya durante el periodo para que se
desee el prondstico, ademas es comun que las series econdmicas contengan una
tendencia. Dado lo anterior, las técnicas que se pueden utilizar para pronosticar
series con tendencia son promedio movil lineal, atenuacién exponencial lineal de
Brown, atenuacion exponencial lineal de Holt, atenuacion exponencial cuadrética
de Brown, regresion simple, modelo de Gompertz, curvas de crecimiento y

modelos exponenciales (14 p. 116)

2.6.2.3 Técnicas de prondstico para datos con estacionalidad. ElI desarrollo
de una técnica de pronoéstico estacional comprende la seleccion de un método
multiplicativo o uno de adicion y estimar indices estacionales a partir de la historia
de la serie, los cuales se usan después para incorporar la estacionalidad al
pronéstico o para eliminar tales efectos de los valores observados. Las técnicas
utilizadas para pronosticar series estacionales son descomposicion clasica,
Census I, atenuacién exponencial de Winter, regresion mdultiple de series de

tiempo y métodos de Box-Jenkis (14 p. 116)
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2.6.2.4 Técnicas de pronostico para series ciclicas. Recordando que el efecto
ciclico se define como la fluctuacion en forma de onda alrededor de la tendencia,
ademas los patrones ciclicos tienden a repetirse en los datos cada dos, tres 0 mas
afos, por lo tanto es dificil establecer un modelo para estos patrones ciclicos, ya
que no son estables. Las técnicas utilizadas para pronosticar series ciclicas son la
descomposicion clasica, los indicadores econémicos, los modelos econométricos,

la regresion multiple y los métodos de Box-Jenkis (14 p. 117).

2.6.3 Medicion del Error en el Prondéstico

Segun Hanke (1996) se han ideado diversos métodos para resumir los errores
generados por una técnica particular de prondstico y la mayoria de estas
mediciones implican promediar alguna funcion de la diferencia entre el valor real y
su valor de prondstico, y esta diferencia entre valores observados y los valores de

pronéstico se denominan residuales.

Para calcular el error o residual de cada periodo de prondstico se utiliza la
siguiente ecuacion:
et = Yt - YC [32]

donde
e; = error del prondstico en el periodo t.
Y, = valor real en el periodo t.

Y; = valor del prondéstico en el periodo t.

Hanke propone los siguientes métodos para evaluar cualquier tipo de técnica de

pronéstico:
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2.6.3.1 Desviacion absoluta de la media (DAM). Este método mide la precision
de un prondstico mediante el promedio de la magnitud de los errores de prondstico
y es de gran utilidad cuando se desea medir el error de prondstico en las
mismas unidades de la serie original. La siguiente ecuacion muestra cOmo se

calcula la DAM:

=Y Y

DAM = [33]

2.6.3.2 Error medio cuadrado (EMC). En este método cada error o residual se
eleva al cuadrado y luego estos valores se suman y se divide entre el nUmero de
observaciones; por lo tanto se penalizan los errores mayores de prondstico ya que
se eleva cada uno al cuadrado, lo cual es importante porque en ocasiones es
preferible una técnica que produzca errores moderados a otra que por lo regular
tenga errores pequefios, pero que ocasionalmente arroje algunos en extremo

grandes; su respectiva ecuacion es:
n_ Y: — Y, 2
EMC — t=1 :l t [34]

2.6.3.3 Porcentaje de error medio absoluto (PEMA). EI PEMA se calcula
encontrando el error absoluto en cada periodo, el cual se divide entre el valor real
observado para ese periodo y luego promediando estos errores absolutos de
porcentaje. Este método indica qué tan grandes son los errores de prondstico
comparados con los valores reales de la serie, de igual manera se puede utilizar el
PEMA para comparar la precision de la misma u otra técnica sobre dos series
completamente diferentes, la siguiente ecuacién muestra como se calcula el
PEMA:

n Ye Y

PEMA= —Y—  [35]
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2.6.3.4 Porcentaje medio de error (PME). Este método se aplica para
determinar si un método de prondstico esta sesgado (prondstico
consistentemente alto o bajo) y se calcula encontrando el error en cada periodo,
dividiéndolo entre el valor real de ese periodo y promediando después estos
porcentajes de error. Si un enfoque de prondstico no esta sesgado, se produciri
un porcentaje cercano a cero. Si el resultado es un porcentaje negativo grande, el
método de prondstico esta sobrestimando de manera consistente, si por lo
contrario es un porcentaje positivo grande, el método de prondstico esta
subestimando en forma consistente; la siguiente ecuacion muestra cémo se

calcula el PME:

n Ye-Ye

PME = ——— [36]
2.6.4 Medicion de la Precision del Prondstico
Para medir la precision del prondstico se utiliza la medicion r que se define como:
I 418
— _t=n+19t
r=—="" [37]

1,  si X, =X,

Donde 6, =
t 0; Otro caso

T es el total de datos de la secuencia (11)

41



3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

3.1 ANALISIS ESTADISTICOS DE LAS SERIES

Para hacer el respectivo analisis del modelo de prondstico a través de cadenas de
Markov se utilizé la serie de tiempo de la evolucion de los precios del café la cual
se encuentra en el anexo 1 a la cual se aplicaron los siguientes analisis

estadisticos:

3.1.1 Anadlisis de la serie de Precios del Café

Los datos de esta serie se encuentran en el Anexo 1, donde se puede observar
que hay un total de 107 datos y que el valor minimo de la serie es de US$ 2,74/
libra y el valor maximo es de US$ 3,32/libra. A través de Excel se calculd el
promedio con un valor de US$ 2,98/libra y la respectiva desviacion estandar con

valor de 0,14, la siguiente tabla resume la informacion basica de la serie.

Tablal. Informacién Basica de la serie de Precios del Café

Total Datos 107

Valor Minimo 2,74 US%/Ib
Valor maximo 3,32 US$%/Ib
Rango 0,58 US$/Ib
Promedio 2,98 US$/Ib
Desviacion 0,14
Estandar

Fuente: Autor

En la siguiente grafica se muestra la evolucion de los precios del café
comprendidos entre el periodo del 3 de enero de 2011 y el 31 de mayo de 2011.
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Grafico 1. Comportamiento de la serie de precios del café
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Fuente: autor

En esta grafica se puede observar que el comportamiento de la serie es estable y
no esta sujeta a grandes variaciones lo cual podria dar un indicio de que la serie
puede ser estacionaria 0 tener una tendencia lineal, sin embargo para comprobar
esto se hace necesario realizar el correlograma y analizar el comportamiento de
los coeficientes de autocorrelacion de la serie y poder establecer que

comportamiento presentan los datos.
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Gréfico 2. Correlograma de la serie de precios del Café
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Fuente: autor

En esta grafica se puede observar que los coeficientes de correlacion son
bastante diferentes de cero para los primeros retrasos de tiempo y ademas van
cayendo a cero de forma gradual a medida que se va aumentando el nimero de
retrasos, por lo tanto, se puede concluir que esta serie de datos tiene tendencia la

cual se va a analizar en la siguiente gréfica.
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Gréfico 3. Anédlisis de Tendencia para la serie de precios del Café
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Fuente: autor

Para la regresion lineal el valor de R? es de 0,42 mientras que la polinémica de
grado 6 el valor de R? es de 0,79, la respectiva ecuacion es y = 6E — 11x® — 2F —
08x> + 3E — 06x* —0,0002x3 + 0,0049x2% — 0,0559x + 2,9651, con esta
ecuacion la variable tiempo explica el 79,8 % de la varianza de la variable de

precio del café.

3.2 APLICACION DEL MODELO DE CADENAS DE MARKOV DE PRIMER
ORDEN

Para realizar la aplicacién del modelo de pronésticos con cadenas de Markov de
primer orden se realizé la programacion de este modelo en Matlab lo cual permitié
la simplificacion de los calculos manuales y en Excel en donde resulta ser mas

complejo.

Aplicando este modelo bajo la programacion que se realiz6 en Matlab lo primero

que se tiene que hacer es determinar el nUmero de estados con el cual se va a
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trabajar, y esto se establece teniendo en cuenta el rango entre el valor minimo y el
valor maximo de la serie, ademas vale la pena precisar que a mayor nimero de
estados disminuye la diferencia entre los rangos establecidos para cada estado

permitiendo encontrar un prondstico con mayor exactitud.

Una vez identificado cual es el valor minimo y el valor mdximo de la serie y
establecido el nimero de estados con el cual se desea trabajar se procede a
introducir estos valores a medida que los va pidiendo el programa al igual que el
vector de datos de la serie; al final y teniendo en cuenta la ecuacion [8] el
programa arroja el vector de prondstico x en el cual estdn establecidas las
probabilidades de posible ocurrencia de un evento de acuerdo a cada estado
establecido. Con este vector se puede definir como prondstico los valores

comprendidos en el rango del estado que tenga el mayor valor de probabilidad.

3.2.1 Aplicacién del Modelo de Cadenas de Markov de Primer Orden para la
serie de Precios del Café:

Como el valor maximo de esta serie es de 3,32 US$/Ib y el valor minimo es de
2,74 US$/Ib, hay un rango de 0,58 US$/Ib, se escogi6 un rango de 0,05 US$/Ib
para cada estado, y se trabajé con diez estados los cuales tienen los siguientes
rangos en US$/Ib:

Estado 1: [2,74 — 2,79]

Estado 2 [2,80 — 2,85]

Estado 3:[2,86 - 2,91]

Estado 4: [2,92 — 2,97]

Estado 5: [2,98 — 3,03]

Estado 6: [3,04 — 3,09]

Estado 7: [3,10 — 3,15]

Estado 8: [3,16 — 3,21]

Estado 9: [3,22 — 3,27]
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Estado 10: [3,28 — 3,33]

La representacion de la serie de datos a través de estados se encuentra en el

anexo 2.
3.2.1.1 Prondésticos en el corto plazo. Para hacer un pronéstico a corto plazo se
necesita tener la matriz de transicion P y el vector de condicion inicial que para la

aplicacion son las siguientes:

Figura 1. Matriz de Transicion P

0,727 0,182 0,091 0 0 0 0 0 0 0
0,300 0,300 0,300 0,100 0 0 0 0 0 0
0 0,263 0,579 0,158 0 0 0 0 0 0
0 0 0,158 0,474 0,316 0,053 0 0 0 0
p= 0 0 0,063 0,375 0,375 0,125 0,063 0 0 0
0 0 0 0 0,444 0,444 0,111 0 0 0
0 0 0 0 0 0,167 0,5 0,333 0 0
0 0 0 0 0 0,111 0,111 0,444 0,333 0
0 0 0 0 0 0 0 0,333 0 0,667
0 0 0 0 0 0 0 0,5 0 0,5

Fuente: autor

xx=0 01 0 0 0 0 0 0 O

Para construir el vector de condiciones iniciales se tuvo en cuenta el Ultimo dato
de la serie el cual corresponde al precio de 2,91 US$/Ib del dia 31 de mayo de

2011 este dato se ubica en el estado 3.

El programa arroja el siguiente vector de pronostico:
X1 =0 026 058 016 0 0 0 0 0 O

Este vector de probabilidades presenta el mayor valor de probabilidad en el

estado 3, esto quiere decir que el rango de precio el cual puede estar el precio del
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café el dia 01 de Junio de 2011 estara entre 2,86 US$/Ib y 2,91 US$/Ib; verificando
el listado de precios del anexo 1 se observa que el dia 01 de Junio de 2011 el
precio del café estuvo en 2,89 US$/Ib, para lo cual se verifica el pronostico

realizado a través del modelo de Markov de orden uno.

La siguiente tabla muestra los valores obtenidos aplicando el modelo de Markov

para prondsticos a corto plazo:

Tabla 2. Pronésticos a corto plazo con cadenas de Markov de Primer Orden

Valor
Dia de Valor Estado Estado de | Promedio de

L . Real del Valor . .

Prondstico (US$/Ib) Real Prondstico | Prondostico

(US$/Ib)

1-jun-11 2,89 3 3 2,885
2-jun-11 2,86 3 3 2,885
3-jun-11 2,92 4 3 2,885
6-jun-11 2,92 4 4 2,945
7-jun-11 2,92 4 4 2,945
8-jun-11 2,95 4 4 2,945
9-jun-11 2,95 4 4 2,945
10-jun-11 2,97 4 4 2,945
13-jun-11 2,99 5 4 2,945
14-jun-11 2,99 5 5 3,005
15-jun-11 2,98 5 5 3,005
16-jun-11 2,95 4 5 3,005
17-jun-11 2,92 4 4 2,945
20-jun-11 2,79 1 4 2,945
22-jun-11 2,80 2 1 2,765
23-jun-11 2,79 1 1 2,765
24-jun-11 2,81 2 1 2,765

Fuente: autor

Para analizar la precision de los prondsticos con el modelo de Markov de Primer

orden se aplicé la ecuacion [37] y se obtuvo un valor r de 0,64 que constituye
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un buen nivel de precisién, este valor, indica que de cada 100 prondsticos
realizados 64 serian acertados a través del modelo de Markov de primer orden.

Para el modelo de media movil, se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 3. Prondsticos a corto plazo a través de media mévil con un retraso

Diaf dg Valor Real P\r/:r:%rs(tjiio
Prondéstico (US$/Ib) (USS$/Ib)
31-may-11 2,91
1-jun-11 2,89 2,91
2-jun-11 2,86 2,89
3-jun-11 2,92 2,86
6-jun-11 2,92 2,92
7-jun-11 2,92 2,92
8-jun-11 2,95 2,92
9-jun-11 2,95 2,95
10-jun-11 2,97 2,95
13-jun-11 2,99 2,97
14-jun-11 2,99 2,99
15-jun-11 2,98 2,99
16-jun-11 2,95 2,98
17-jun-11 2,92 2,95
20-jun-11 2,79 2,92
22-jun-11 2,80 2,79
23-jun-11 2,79 2,80
24-jun-11 2,81 2,79

Fuente: autor

Para hacer la comparacién de los modelos calculamos los errores obtenidos a
través de las ecuaciones [33], [34], [35] y [36] que corresponden a los valores de
los errores DAM, EMC, PEMA Y PME de los dos modelos; para el modelo de
Markov la media utilizada en el calculo de los errores fue el valor medio del

intervalo de prondstico.
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El cuadro comparativo de los errores se presenta en la siguiente tabla:

Tabla 4. Errores de prondéstico obtenidos con los modelos de Markov de

primer orden y el modelo de media moévil con un rezago

MODELO REZAGOS DAM EMC PEMA PME
MARKOV 1 0,03 0,003 1,18% -0,26%
MEDIA MOVIL 1 0,02 0,003 0,86% -0,22%

Fuente: autor

No hay diferencias significativas al hacer la comparacion entre los dos modelos,
con una pequefia diferencia se tiene que con el modelo de media movil de un
rezago se obtienen mejores prondsticos que con modelo de cadenas de Markov

de primer orden en el corto plazo.

3.2.1.2 Prondésticos en el largo plazo. Teniendo en cuenta las expectativas
condicionales de que el precio del 31 de mayo de 2011 fue de de 2,91 US$/Ib
(estado 3), aplicando la ecuacién [12] y trabajando con la matriz P de la figura 1,

se obtienen los siguientes prondsticos a largo plazo:
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Tabla 5. Pronésticos a largo plazo con el modelo de Markov de primer orden

Dia de Valor Real | Estado del | Estado de
Prondstico (US$/Ib) Valor Real | Pronéstico
1-jun-11 2,89 3 3
2-jun-11 2,86 3 3
3-jun-11 2,92 4 3
6-jun-11 2,92 4 3
7-jun-11 2,92 4 3
8-jun-11 2,95 4 3
9-jun-11 2,95 4 1
10-jun-11 2,97 4 1
13-jun-11 2,99 5 1
14-jun-11 2,99 5 1
15-jun-11 2,98 5 1
16-jun-11 2,95 4 1
17-jun-11 2,92 4 1
20-jun-11 2,79 1 1
22-jun-11 2,80 2 1
23-jun-11 2,79 1 1
24-jun-11 2,81 2 1

Fuente: autor

Calculando la precisibn de estos pronosticos a largo plazo obtenidos con el
modelo de Markov de Primer Orden se tiene un valor de r igual a 0,23 lo cual nos

indica que la precision del pronéstico es baja y poco confiable.
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3.2.2 Aplicacién del Modelo de Cadenas de Markov de Orden Superior:

Para obtener las matrices de transicidbn de orden n se hizo la programacion en
Matlab, para los 4;, se hizo la solucion del respectivo problema de programacion

lineal utilizando la herramienta “Solver’” de Excel.

A medida que iba creciendo el orden de la cadena de Markov, se aumentaba la
complejidad del problema a resolver debido a que las restricciones y los

pardmetros se hacian cada vez mayores.

La notacion definida en esta ocasion corresponde a m para indicar los estados y

n para indicar el orden de Markov.

A continuacion se muestran los resultados de dos de las pruebas realizadas con

10 estados para segundo y tercer orden:

3.2.2.1 Aplicacién del modelo con m=10 y n=2 para la serie de Precios del
Cafe:

Las matrices de frecuencia F® , se encuentran en el anexo 3

Las matrices de transicion Q; se encuentran en el anexo 4

Se obtuvo el vector de distribucion estacionaria que representa la proporcion de la
ocurrencia de cada estado en la secuencia, los respectivos valores de este vector
en este caso son:

X =[0,1028 0,0935 0,1869 0,1776 0,1495 0,0841 0,0561 0,0841 0,0280

0,0374]
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Se procedio a encontrar los parametros A4; y se planteé el siguiente problema de

programacion lineal de acuerdo a [29]

miny 2w [38]

Sujeto a las siguientes restricciones:

A4

=2 X — (1XQX ,
A2

[39]

A4

> X+ GXQX o',
2

N
N

w; =0, V; 40, =1 41, yo0< Aiq,jokigL

ko, k; € u[42]

Para obtener las restricciones es un proceso un poco complejo ya que
reemplazando en cada una de estas tendriamos un total de 2031 restricciones

procediendo de la siguiente manera:

En [39] se debe cumplir que cada valor w; es mayor o igual al producto de
restarle a cada componente del vector X el componente del resultante de la
multiplicacion de A;Q.X , por otro lado cada valor de w; debe ser mayor o igual al
producto de sumarle a cada componente del vector -X el componente del
resultante de la multiplicacion de 4;Q,X, todo lo anterior quedaria de la siguiente

forma:

Desarrollando el producto de 1;Q,X obtenemos los siguientes vectores:
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2,0,X = [0,10284, 0,09591, 0,18304, 0,17904, 0,14951, 0,08414,
0,05614, 0,08411, 0,02801, 0,03744,]

1,0,X = [0,10491, 0,09871, 0,17441, 0,18074, 0,15164, 0,08412,
0,05611, 0,08411, 0,02801, 0,03741, ]

Por lo tanto para expresar:

w; = X— 4,0.X 1,0,X guedaria de la siguiente forma:

w, = 0,1028 — 0,10281, + 0,10492,

Y paraelcasode w, > — X+ 4,0:X 1,Q,X , seria de la siguiente forma:
w, > —0,1028 + 0,10281, + 0,10491,

De igual forma se procede con las demas componentes hasta w,,, por lo tanto en

este proceso se generan 20 restricciones.

En el caso de [40] se debe establecer que cada variable w; debe ser igual o

mayor que cero, lo cual genera 10 restricciones.

En el caso de [41] se debe establecer que la suma de 4, y A, debe ser igual a

uno, esto solo genera una sola restriccion.

En el caso de [42] es la restriccion mas compleja que existe ya que dependiendo
del nimero de estados y el orden de Markov genera 2m™*! restricciones, es decir

gue en este caso se generan 2000 restricciones y la forma como se aplican estas
restricciones consiste en combinar la suma de los productos Aiqk‘oki, donde qk‘oki

puede ser cualquier valor de la probabilidad de un paso de un estado a otro
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expresados en las matrices Q, y Q,, estas restricciones se sacan por estados de

acuerdo a la siguiente forma:

Estado 1:
0 < Alqli + /12q121 <1, 0< 31%1 + /12q221 <1,..... 0 < 419410t /12q1210 <1,
Asi sucesivamente se trabaja para cada uno de los estados y por cada estado

saldrian 200 restricciones para tener al final un total de 2000 restricciones.

Después de introducir cada una de las restricciones y aplicando la opcion de

“‘Adoptar modelo lineal” dada en las opciones de “ Solver” se obtienen los
respectivos valores de los 4; los cuales son:

L=1y 1,=0

Para obtener el prondstico para el dia 01 de Junio de 2011se reemplaza en [31]:

X108 = 1Q1X107 + 0Q2X106 = Q1X107

Con lo cual se obtiene el siguiente vector de pronéstico:
X8 = 3E—16 0,2632 0,5789 0,1579 3E—-16 0 0 0 0 O

En este vector se puede ver que el mayor valor de probabilidad se encuentra en el
estado 3, es decir, que el rango de pronostico seria entre 2,86 US$/Ib y 2,91
US$/Ib y el valor real fue de 2,89 US$/Ib con lo cual se puede comprobar que el

prondstico es acertado.

Se sigue el mismo procedimiento anterior para obtener los siguientes prondsticos:
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Tabla 6. Prondstico del precio del café con cadenas de Markov de orden 2

. Valor Estado Valo.r
Diade Estado de | Promedio de
Pronéstico (URSe$€7IIb) dellq\elgllor Pronéstico | Prondstico
(US$/Ib)

1-jun-11 2,89 3 3 2,885
2-jun-11 2,86 3 3 2,885
3-jun-11 2,92 4 3 2,885
6-jun-11 2,92 4 4 2,945
7-jun-11 2,92 4 4 2,945
8-jun-11 2,95 4 4 2,945
9-jun-11 2,95 4 4 2,945
10-jun-11 2,97 4 4 2,945
13-jun-11 2,99 5 4 2,945
14-jun-11 2,99 5 5 3,005
15-jun-11 2,98 5 5 3,005
16-jun-11 2,95 4 5 3,005
17-jun-11 2,92 4 4 2,945
20-jun-11 2,79 1 4 2,945
22-jun-11 2,80 2 1 2,765
23-jun-11 2,79 1 1 2,765
24-jun-11 2,81 2 1 2,765

Fuente: autor

Calculando el valor r para este modelo se obtiene un valor de 0,64. Se verifica que
este modelo queda igual al del modelo de orden uno y esto se da porque el valor

de 1, esigual a 0.

3.2.2.2 Aplicacién del modelo con m=10 y n=3 para la serie de Precios del
Café: Para realizar esta prueba se obtuvieron 3 matrices las cuales se pueden ver
en el anexo 4 y para hallar los valores de los A; se aplicé la ecuacion [26] donde
se desarrolld6 un modelo de programacion lineal el cual constaba de mas de veinte

mil restricciones, los respectivos prondsticos se pueden ver en la siguiente tabla:
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Tabla 7. Pronésticos a corto plazo del precio del café con cadenas de Markov
de orden 3 con 10 estados

Valor Estado Valo.r
Dia de Estado de | Promedio de

. Real del Valor . .- o

Prondstico (US$/Ib) Real Prondstico | Pronostico

(US%/Ib)

1-jun-11 2,89 3 3 2,885
2-jun-11 2,86 3 3 2,885
3-jun-11 2,92 4 3 2,885
6-jun-11 2,92 4 4 2,945
7-jun-11 2,92 4 4 2,945
8-jun-11 2,95 4 4 2,945
9-jun-11 2,95 4 4 2,945
10-jun-11 2,97 4 4 2,945
13-jun-11 2,99 5 4 2,945
14-jun-11 2,99 5 5 3,005
15-jun-11 2,98 5 5 3,005
16-jun-11 2,95 4 5 3,005
17-jun-11 2,92 4 4 2,945
20-jun-11 2,79 1 4 2,945
22-jun-11 2,80 2 1 2,765
23-jun-11 2,79 1 1 2,765
24-jun-11 2,81 2 1 2,765

Fuente: autor

Como se puede ver no representa ninguna variacion respecto al modelo de n=2 y
n=1 por lo tanto tendriamos el mismo valor de r que el obtenido en los dos

modelos anteriores.

Para seguir analizando con valores de n mayores a tres y con diez estados
representd un pequefio inconveniente, ya que en el caso de n=4 se generaron
mas de doscientas mil restricciones lo cual no podia resolver la funcion “Solver de
Excel” por lo tanto se replante6 el problema pero ahora con solo cinco estados

para poder analizarlo con mas periodos de rezago.
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3.2.2.3 Aplicacion del modelo con m=5 y n=2 para la serie de Precios del
Café:

Los respectivos rangos de los nuevos estados al replantear este analisis
quedarian con los siguientes valores dados en US$/Ib:

Estado 1: [2,74 — 2,85]

Estado 2 [2,86 — 2,97]

Estado 3:[2,98 - 3,09]

Estado 4: [2,92 — 2,97]

Estado 5: [2,98 — 3,03]

Al realizar los respectivos prondésticos siguiendo el procedimiento expuesto en el

numeral (3.2.2.1.) se obtuvieron los siguientes resultados:

Tabla 8. Prondsticos a corto plazo de Precios del Café con cadenas de

Markov de orden 2 y 5 estados

valor Estado Valo_r

Estado de | Promedio de
Fecha real del Valor . .

(US$) Real Pronodstico | Prondstico

(US9)
1-jun-11 2,89 2 2 2,915
2-jun-11 2,86 2 2 2,915
3-jun-11 2,92 2 2 2,915
6-jun-11 2,92 2 2 2,915
7-jun-11 2,92 2 2 2,915
8-jun-11 2,95 2 2 2,915
9-jun-11 2,95 2 2 2,915
10-jun-11 2,97 2 2 2,915
13-jun-11 2,99 3 2 2,915
14-jun-11 2,99 3 2 2,915
15-jun-11 2,98 3 2 2,915
16-jun-11 2,95 2 2 2,915
17-jun-11 2,92 2 2 2,915
20-jun-11 2,79 1 2 2,915
22-jun-11 2,80 1 2 2,915
23-jun-11 2,79 1 2 2,915

(€]
(0]



| 24-jun-11 | 281 1 | 2 |

Fuente: autor

2,915 |

El valor de r es igual a 0,59 que representa una buena medida de precision
aungque es mas baja comparada con el caso analizado del modelo de segundo

orden con diez estados.

3.2.2.4. Aplicacion del modelo con m=5 y n=3 para la serie para precios del

Café: Los respectivos valores de prondsticos obtenidos fueron:

Tabla 9. Pronésticos a corto plazo de Precios del Café con cadenas de

Markov de orden 3y 5 estados

Valor
valor Estado Estado de Promedio
Fecha real del Valor Pronéstico d'e _
(US$) Real Pronéstico

(US9)

1-jun-11 2,89 2 2 2,915
2-jun-11 2,86 2 2 2,915
3-jun-11 2,92 2 2 2,915
6-jun-11 2,92 2 2 2,915
7-jun-11 2,92 2 2 2,915
8-jun-11 2,95 2 2 2,915
9-jun-11 2,95 2 2 2,915
10-jun-11 2,97 2 2 2,915
13-jun-11 2,99 3 2 2,915
14-jun-11 2,99 3 3 3,035
15-jun-11 2,98 3 3 3,035
16-jun-11 2,95 2 3 3,035
17-jun-11 2,92 2 2 2,915
20-jun-11 2,79 1 2 2,915
22-jun-11 2,80 1 1 2,795
23-jun-11 2,79 1 1 2,795
24-jun-11 2,81 1 1 2,795

Fuente: autor
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El valor de r para este modelo es de 0,82, representa un mayor grado de precision
gue con el caso analizado de segundo orden.
3.2.2.5 Aplicacion del modelo con m=5 y n=4 para la serie de Precios del

Café: Los respectivos valores de prondstico en este caso fueron:

Tabla 10. Pronésticos a corto plazo de Precios del Café con cadenas de
Markov de orden 4 y 5 estados

valor Estado Valqr

Estado de | Promedio de
Fecha real del Valor . .

(US$) Real Prondstico Prondstico

(US$)
1-jun-11 2,89 2 2 2,915
2-jun-11 2,86 2 2 2,915
3-jun-11 2,92 2 2 2,915
6-jun-11 2,92 2 2 2,915
7-jun-11 2,92 2 2 2,915
8-jun-11 2,95 2 2 2,915
9-jun-11 2,95 2 2 2,915
10-jun-11 2,97 2 2 2,915
13-jun-11 2,99 3 2 2,915
14-jun-11 2,99 3 3 3,035
15-jun-11 2,98 3 3 3,035
16-jun-11 2,95 2 3 3,035
17-jun-11 2,92 2 2 2,915
20-jun-11 2,79 1 2 2,915
22-jun-11 2,80 1 1 2,795
23-jun-11 2,79 1 1 2,795
24-jun-11 2,81 1 1 2,795

Fuente: autor

El valor de r es de 0,82, representa el mismo grado de precision que con el

anterior caso.
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3.2.2.6 Aplicacion del modelo con m=5 y n=5 para la serie de Precios del
Café:

Tabla 11. Prondsticos a corto plazo de Precios del Café con cadenas de

Markov de orden 5y 5 estados

Valor
valor Estado Estado de Promedio
Fecha real del Valor Pronéstico d'e '
(US$) Real Prondstico

(US9)

1-jun-11 2,89 2 2 2,915
2-jun-11 2,86 2 2 2,915
3-jun-11 2,92 2 2 2,915
6-jun-11 2,92 2 2 2,915
7-jun-11 2,92 2 2 2,915
8-jun-11 2,95 2 2 2,915
9-jun-11 2,95 2 2 2,915
10-jun-11 2,97 2 2 2,915
13-jun-11 2,99 3 2 2,915
14-jun-11 2,99 3 3 3,035
15-jun-11 2,98 3 3 3,035
16-jun-11 2,95 2 3 3,035
17-jun-11 2,92 2 2 2,915
20-jun-11 2,79 1 2 2,915
22-jun-11 2,80 1 1 2,795
23-jun-11 2,79 1 1 2,795
24-jun-11 2,81 1 1 2,795

Fuente: autor

El valor de r es de 0,82, representa el mismo grado de precisiébn que con el
anterior caso y esto se da debido a que en el caso del orden 3, 4 y 5 el mayor
valor de los valores de los parametros A; recae sobre el valor de 4, y significa que
solo estan teniendo en cuenta el periodo anterior, mientras que en el caso del
orden 2 el mayor valor recae sobre A,, y significa que esta teniendo en cuenta lo

gue acontecio dos periodos anteriores.
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3.30BTENCION DE PRONOSTICOS CON OTROS MODELOS

Para comparar con otros métodos de prondstico se eligieron los métodos de
promedio movil y el método de Atenuacion exponencial doble o Método de Brown
cuyos respectivos valores de los prondsticos se encuentran en los anexos 5y 6.

3.4 COMPARACION DE LOS MODELOS

Los valores de los respectivos errores hallados para cada uno de los modelos se

encuentran en la siguiente tabla:

Tabla 12. Valores de los errores para cada uno de los modelos analizados

MODELO | RREZAGOS| DAM EMC PEMA PME
2 0,06 0,005 1.93% | -037%
MAORRK[?EVNDE 3 0,04 0,003 128% | -0.33%
SUPERIOR 2 0,04 0,003 1.28% | -0,33%
5 0,04 0,003 128% | -0,33%
2 0.032 0,002 112% | -0,33%
3 0,04 0,003 138% | -0,45%
MEDIA MOVIL 2 0,046 0,004 159% | -0,59%
5 0,04 0,002 142% | -1.42%

ATENUACION
EXPONENCIAL 0,061 0,005 208% | 0,66%

DOBLE

Fuente: autor

Con estos valores se puede observar que el modelo de media movil con dos

retrasos representa la mejor alternativa teniendo en cuenta los valores de los

errores obtenidos bajo este modelo, sin embargo cabe destacar que a medida que

aumenta el nimero de rezagos en el modelo de media mévil aumenta el valor de

los errores, mientras que en el modelo de Markov estos disminuyen; por otro lado

haciendo la comparacion con el método de atenuacion exponencial doble el cual
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es un modelo utilizado para hacer prondsticos con series con comportamiento
tendencial, se observa que el modelo de Markov presenta menores valores de
error lo que lo convierte en una buena alternativa para seguir trabajando y
analizando este modelo para convertirlo en una técnica de uso comun y confiable

para realizar prondsticos con cualquier tipo de datos.
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4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES:

Durante el desarrollo del presente trabajo de investigacion se realizaron diferentes
pruebas con el objetivo de analizar y verificar la efectividad de utilizar los modelos
de cadenas de Markov de primer orden y de orden superior en la realizacion de
pronésticos utilizando series de precios. De acuerdo a las diferentes pruebas
realizadas a través del andlisis y realizacion de prondsticos de la serie de precios

del Café se pueden considerar las siguientes conclusiones:

e No se considera como método confiable la utilizacion del modelo de Markov de
orden uno para realizar prondésticos a largo plazo.

e A medida que va aumentando el orden de Markov, va mejorando en la

precision de los prondsticos realizados.

e No se obtuvieron diferencias significativas al hacer la comparacion de los
errores del modelo de Markov de orden superior con los errores del modelo de
media mévil y presentd un mejor comportamiento que el modelo de atenuacion

exponencial doble.

Este analisis representa la introduccion de un modelo nuevo y desconocido en
nuestro medio como es el modelo de cadenas de Markov de orden superior para
hacer pronosticos de series de tiempo, se hizo una prueba piloto con la serie de
precios del café que tenia un comportamiento tendencial polinbmico y se
obtuvieron buenos resultados a pesar de que este modelo estd basicamente
formulado para trabajar series de tiempo con datos de demandas y de
comportamiento estacionario, por lo tanto y haciendo la comparacién con otros
modelos disefiados para prondsticos de series con tendencia se puede establecer
que este modelo puede dar buenos resultados de acuerdo a la cantidad de
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estados y al numero de rezagos que se tengan en cuenta, por lo cual representa
una nueva alternativa para seguir investigando y utilizando este modelo para
pronosticar series de diferentes tipos de datos que representen caracteristicas

diferentes a la serie de datos utilizada en esta investigacion.
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ANEXOS

ANEXO 1. SERIE DE TIEMPO DE PRECIOS DEL CAFE COMPRENDIDO
ENTRE 3 DE ENERO DE 2011 Y EL 24 DE JUNIO DE 2011

Precio Precio Precio Precio
Fecha | ysgipy | Fecha | wussiby | e | wussenby | M@ | (ussiib)

3-ene-11 2,88 16-feb-11 2,88 1-abr-11 3,01 17-may-11 2,93
4-ene-11 2,88 17-feb-11 2,84 4-abr-11 2,97 18-may-11 2,94
5-ene-11 2,83 18-feb-11 2,92 5-abr-11 2,93 19-may-11 2,97
6-ene-11 2,79 21-feb-11 2,96 6-abr-11 3,04 20-may-11 2,93
7-ene-11 2,75 22-feb-11 2,96 7-abr-11 3,02 23-may-11 2,89
10-ene-11 2,74 23-feb-11 2,99 8-abr-11 3,09 24-may-11 2,91
11-ene-11 2,74 24-feb-11 2,95 11-abr-11 3,08 25-may-11 2,94
12-ene-11 2,78 25-feb-11 2,90 12-abr-11 3,07 26-may-11 2,94
13-ene-11 2,85 28-feb-11 2,95 13-abr-11 3,07 27-may-11 2,90
14-ene-11 2,81 1-mar-11 2,99 14-abr-11 3,14 30-may-11 2,90
17-ene-11 2,79 2-mar-11 2,98 15-abr-11 3,17 31l-may-11 2,91
18-ene-11 2,79 3-mar-11 2,97 18-abr-11 3,22 1-jun-11 2,89
19-ene-11 2,79 4-mar-11 3,01 19-abr-11 3,21 2-jun-11 2,86
20-ene-11 2,78 7-mar-11 3,01 20-abr-11 3,26 3-jun-11 2,92
21-ene-11 2,78 8-mar-11 3,10 21-abr-11 3,32 6-jun-11 2,92
24-ene-11 2,86 9-mar-11 3,15 22-abr-11 3,32 7-jun-11 2,92
25-ene-11 2,83 10-mar-11 3,20 25-abr-11 3,32 8-jun-11 2,95
26-ene-11 2,77 11-mar-11 3,06 26-abr-11 3,19 9-jun-11 2,95
27-ene-11 2,82 14-mar-11 3,00 27-abr-11 3,21 10-jun-11 2,97
28-ene-11 2,80 15-mar-11 3,00 28-abr-11 3,17 13-jun-11 2,99
31-ene-11 2,86 16-mar-11 2,91 29-abr-11 3,17 14-jun-11 2,99
1-feb-11 2,87 17-mar-11 2,93 2-may-11 3,17 15-jun-11 2,98
2-feb-11 2,87 18-mar-11 2,99 3-may-11 3,27 16-jun-11 2,95
3-feb-11 2,87 21-mar-11 3,04 4-may-11 3,28 17-jun-11 2,92
4-feb-11 2,87 22-mar-11 3,04 5-may-11 3,19 20-jun-11 2,79
7-feb-11 2,86 23-mar-11 3,01 6-may-11 3,13 22-jun-11 2,80
8-feb-11 2,84 24-mar-11 2,97 9-may-11 3,13 23-jun-11 2,79
9-feb-11 2,82 25-mar-11 2,93 10-may-11 3,11 24-jun-11 2,81
10-feb-11 2,87 28-mar-11 3,00 11-may-11 3,08

11-feb-11 2,86 29-mar-11 2,97 12-may-11 3,01

14-feb-11 2,85 30-mar-11 2,97 13-may-11 3,03

15-feb-11 2,91 31-mar-11 3,00 16-may-11 2,98

Fuente: http://xn--cafcolombiano-dhb.com/index.php/indicador-diario-de-precios-del-cafe/
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ANEXO 2. CLASIFICACION EN ESTADOS DE LA SERIE DE PRECIOS DEL

CAFE

=10

2.1. Para m

10 10

10

10

=5

2.2. Param
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ANEXO 3. MATRICES DE FRECUENCIAS PARA DE LA SERIE PRECIOS DEL

CAFE CON M=10
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0 000 211101
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0 000 011 4 1 2

0 0000 01110

0 000 002 211
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ANEXO 4. MATRICES DE TRANSICION DE LA SERIE DE PRECIOS DEL CAFE

CON M=10
Q1
0,727 0,182 0,091 0 0 0 0 0 0 0
0,300 0,300 0,300 0,100 0 0 0 0 0 0
0 0,263 0,579 0,158 0 0 0 0 0 0
0 0 0,158 0,474 0,316 0,053 0 0 0 0
_ 0 0 0,063 0,375 0,375 0,125 0,063 0 0 0
B 0 0 0 0 0,444 0,444 0,111 0 0 0
0 0 0 0 0 0,167 0,5 0,333 0 0
0 0 0 0 0 0,111 0,111 0,444 0,333 0
0 0 0 0 0 0 0 0,333 0 0,667
0 0 0 0 0 0 0 0,5 0 0,5
0,546 0,364 0,091 0 0 0 0 0 0 0
0,300 0,100 0,500 0,100 0 0 0 0 0 0
0,111 0,278 0,333 0,167 0,111 0 0 0 0 0
0 0 0,211 0,316 0,368 0,105 0 0 0 0
_ 0 0 0,125 05 0,125 0,125 0,125 0 0 0
Q2 = 0 0 0 0,111 0,333 0,333 0,111 0,111 0 0
0 0 0 0 0,167 0,333 0,167 0,167 0,167 0
0 0 0 0 0,111 0 0,111 0,444 0,111 0,222
0 0 0 0 0 0 0 0,333 0,333 0,333
0 0 0 0 0 0 0,25 0,5 0 0,250

71



ANEXO 5. PRONOSTICOS CON PROMEDIOS MOVILES

5.1 PRONOSTICOS CON MEDIA MOVIL CON DOS REZAGOS PARA LA SERIE
DE PRECIOS DEL CAFE:

Tabla 1. Prondstico del precio del café utilizando el promedio moévil con dos

retrasos
p Dia de_ Valor Real Valor d_e
ronostico Pronostico

30-may-11 2,90

31-may-11 2,91

1-jun-11 2,89 2,91
2-jun-11 2,86 2,90
3-jun-11 2,92 2,88
6-jun-11 2,92 2,89
7-jun-11 2,92 2,92
8-jun-11 2,95 2,92
9-jun-11 2,95 2,94
10-jun-11 2,97 2,95
13-jun-11 2,99 2,96
14-jun-11 2,99 2,98
15-jun-11 2,98 2,99
16-jun-11 2,95 2,99
17-jun-11 2,92 2,97
20-jun-11 2,79 2,94
22-jun-11 2,80 2,86
23-jun-11 2,79 2,80
24-jun-11 2,81 2,80

Fuente: autor
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Los respectivos valores de los errores, se observan en la siguiente tabla:

Tabla 2. Errores del pronéstico precio del café utilizando el promedio movil

con dos retrasos

DAM EMC PEMA PME

0,032 0,002 1,12% -0,33%

Fuente: autor

La DAM indica que cada pronostico esta desviado en promedio de 0,03 U$/Ib. El
EMC de 0,00 y el PEMA de 1,15% se compararan con el EMC y el PEMA de los
obtenidos con los prondésticos del modelo de orden 2 de Markov. Por dltimo un
bajo PME de -0.37% indica que la técnica no esta desviada, ya que es un valor
cercano a cero, lo cual quiere decir que la técnica no sobrestima ni subestima en

forma consistente el precio diario del café.
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5.2 PRONOSTICOS CON MEDIA MOVIL CON TRES REZAGOS PARA LA
SERIE DE PRECIOS DEL CAFE:

Tabla 3. Prondstico del precio del café utilizando el promedio mévil con tres

retrasos
P Dia d‘? Valor Real Velen d_e
ronostico Pronostico

27-may-11 2,90

30-may-11 2,90

31-may-11 2,91

1-jun-11 2,89 2,90
2-jun-11 2,86 2,90
3-jun-11 2,92 2,89
6-jun-11 2,92 2,89
7-jun-11 2,92 2,90
8-jun-11 2,95 2,92
9-jun-11 2,95 2,93
10-jun-11 2,97 2,94
13-jun-11 2,99 2,96
14-jun-11 2,99 2,97
15-jun-11 2,98 2,98
16-jun-11 2,95 2,99
17-jun-11 2,92 2,97
20-jun-11 2,79 2,95
22-jun-11 2,80 2,89
23-jun-11 2,79 2,84
24-jun-11 2,81 2,79

Fuente: autor
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Tabla 4. Errores del prondstico precio del café utilizando el promedio movil

con tres retrasos

DAM EMC PEMA PME

0,040 0,003 1,38% -0,45%
Fuente: autor

5.3 PRONOSTICOS CON MEDIA MOVIL CON CUATRO REZAGOS PARA LA
SERIE DE PRECIOS DEL CAFE:

Tabla 5. Prondstico del precio del café utilizando el promedio mévil con

cuatro retrasos

Dia de Valor de
Prondstico veler el Prondstico

26-may-11 2,94

27-may-11 2,90

30-may-11 2,90

31-may-11 2,91

1-jun-11 2,89 2,91
2-jun-11 2,86 2,90
3-jun-11 2,92 2,89
6-jun-11 2,92 2,90
7-jun-11 2,92 2,90
8-jun-11 2,95 2,91
9-jun-11 2,95 2,93
10-jun-11 2,97 2,94
13-jun-11 2,99 2,95
14-jun-11 2,99 2,97
15-jun-11 2,98 2,98
16-jun-11 2,95 2,98
17-jun-11 2,92 2,98
20-jun-11 2,79 2,96
22-jun-11 2,80 2,91
23-jun-11 2,79 2,87
24-jun-11 2,81 2,83

Fuente: autor
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Los respectivos valores de los errores serian:

Tabla 6. Errores del pronéstico precio del café utilizando el promedio mévil

con cuatro retraso

DAM EMC PEMA PME

0,046 0,004 1,59% -0,59%
Fuente: autor

5.3 PRONOSTICOS CON MEDIA MOVIL CON CINCO REZAGOS PARA LA
SERIE DE PRECIOS DEL CAFE

Tabla 7. Prondstico del precio del café utilizando el promedio mévil con

cinco retrasos

Dia de Vv Valor de
Pronostico cllan 2zl Pronostico

25-may-11 2,94

26-may-11 2,94

27-may-11 2,90

30-may-11 2,90

31-may-11 2,91

1-jun-11 2,89 2,92
2-jun-11 2,86 2,91
3-jun-11 2,92 2,89
6-jun-11 2,92 2,90
7-jun-11 2,92 2,90
8-jun-11 2,95 2,90
9-jun-11 2,95 291
10-jun-11 2,97 2,93
13-jun-11 2,99 2,94
14-jun-11 2,99 2,96
15-jun-11 2,98 2,97
16-jun-11 2,95 2,98
17-jun-11 2,92 2,98
20-jun-11 2,79 2,97
22-jun-11 2,80 2,93
23-jun-11 2,79 2,89
24-jun-11 2,81 2,85

Fuente: autor
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Los respectivos errores fueron:

Tabla 8. Errores del pronéstico precio del café utilizando el promedio movil
con cinco retrasos

0,040 0,002 1,42% -1,42%

Fuente: autor
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ANEXO 6. PRONOSTICOS CON EL METODO DE ATENUACION DOBLE

Tabla 9. Prondéstico del precio del café utilizando el Método de Atenuacion

doble
P Dia d‘? Valor Real Valor d_e
ronostico Pronostico
1-jun-11 2,89 2,90
2-jun-11 2,86 2,90
3-jun-11 2,92 2,90
6-jun-11 2,92 2,90
7-jun-11 2,92 2,89
8-jun-11 2,95 2,89
9-jun-11 2,95 2,89
10-jun-11 2,97 2,89
13-jun-11 2,99 2,89
14-jun-11 2,99 2,88
15-jun-11 2,98 2,88
16-jun-11 2,95 2,88
17-jun-11 2,92 2,88
20-jun-11 2,79 2,87
22-jun-11 2,80 2,87
23-jun-11 2,79 2,87
24-jun-11 2,81 2,87

Fuente: autor

Tabla 10. Errores del prondstico precio del café utilizando el Método de

Atenuacién doble

DAM EMC PEMA PME

0,061 0,005 2,08% 0,66%

Fuente: autor
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ANEXO 7. PARAMETROS DE LAS PRUEBAS REALIZADAS PARA OBTENER
LOS PRONOSTICOS DE LA SERIE PRECIOS DEL CAFE CON M=5

A continuacion se muestran los resultados obtenidos en las pruebas, cada fecha

con los estudios a diferentes ordenes de Markov.

FECHA: 1 DE JUNIO

Matrices de transicion:

0,7619 0,1316 0 0

0,2381 0,6842 0,28 0 0

Q1 0 0,1842 0,64 0,1333 0
0 0 0,08 0,6667 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714

0,6667 0,1892 0 0

0,3333 0,5135 0,44 0 0

Q2 0 0,2973 0,4 0,2667 0
0 0 0,16 0,4667 0,5714

0 0 0 0,2667 0,4286

0,7143 0,1389 0 0

0,2857 0,6111 0,36 0 0

Q3 0 0,2222 0,44 0,4 0
0 0,0278 0,16 0,3333 0,7143

0 0 0,04 0,2667 0,2857

0,619 0,1714 0 0

0,3333 0,6 0,32 0,0667 0

Q4 0,0476 0,2 0,44 0,4 0
0 0,0286 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 0,3333 0,1429

0,5714 0,1765 0 0

0,4286 0,5 0,32 0,2 0

Q5 0 0,2941 0,4 0,2667 0,1429
0 0,0294 0,2 0,2667 0,7143

0 0 0,08 0,2667 0,1429
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Vectores de rezago:

Xt-5 0 1 0 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 0 1 0 0 0
Xt-2 0 1 0 0 0
Xt-1 0 1 0 0 0

Vector estacionario:

X |0,19626168|0,36448598 | 0,23364486 | 0,14018692 | 0,06542056 |

Orden de Markov (n)=2

Variables:
M 1,9615E-15
A2 1

Vector prondstico:

Xt | 01892 | 055135 | 0,2973 0 0

Orden de Markov (n)=3

Variables:
yl 0,81493915
y2 0
y3 0,18506085

Vector de pronéstico:

Xt | 013 | o067 | 019 | 001 | 000 |

Orden de Markov (n)=4

Variables:

yl 0,90867674
y2 2,0195E-28
y3 0

y4 0,09132326

80



Vector de pronéstico:

Xt

014 |

0,68

0,19

0,00

0,00

Orden de Markov (n)=5

Vector estacionario:

X

Variables:

A1
A2
A3
A
AS

10,19626168 | 0,36448598 | 0,23364486 | 0,14018692 | 0,06542056 |

0,90867674

0

7,0397E-12

0,09132326

4,2666E-13

Vector de pronéstico:

Xt

FECHA: 2 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

| 014 | o068 0,19 0,00 0
0,7619 | 0,1282 0 0 0
0,2381 | 06923 | 0,28 0 0

0 01795 | 064 | 0,1333 0

0 0 0,08 | 0,6667 | 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 | 0,1842 0 0 0
0,3333 | 05263 | 0,44 0 0

0 0,2895 0,4 0,2667 0

0 0 0,16 | 04667 | 05714

0 0 0 0,2667 | 0,4286
0,7143 | 0,1351 0 0 0
0,2857 | 06216 | 0,36 0 0

0 0,2162 | 0,44 0,4 0

0 0,027 0,16 | 0,3333 | 0,7143

0 0 0,04 | 0,2667 | 0,2857
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Q4

Q5

Vectores de rezago:

Xt-5
Xt-4
Xt-3
Xt-2
Xt-1

0,619 0,1667 0 0 0
0,3333 0,6111 0,32 0,0667 0
0,0476 0,1944 0,44 0,4 0

0 0,0278 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 0,3333 0,1429
0,5714 0,1714 0 0 0
0,4286 0,5143 0,32 0,2 0

0 0,2857 0,4 0,2667 0,1429

0 0,0286 0,2 0,2667 0,7143

0 0 0,08 0,2667 0,1429

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

Vector estacionario:

X

|0,19444444‘0,37037037 0,23148148|0,13888889 | 0,06481481

Orden de Markov (n)= 2

Variables:

A1
A2

1,0733E-
15

1

Vector prondstico:

Xt

| 0,1842 | 05263 | 0,2895 |

0
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Orden de Markov (n)=3

Variables:
yl 0,81493915
y2 0
y3 0,18506085

Vector prondstico:

Xt | 0129 | 0679 0,186 0,005 0,000

Orden de Markov (n)=4
Variables:

yl 0,90867674
y2 2,0195E-28
y3 0

y4 0,09132326

Vector prondstico:

Xt | 013 | 0,68 0,18 0,00 0,00

Orden de Markov (n)=5

Variables:
A 0,90867674
A2 0

A3 7,0397E-12
A 0,09132326
AS 4,2666E-13

Vector prondstico:

Xt | 0,13 0,68 0,18 0,00 0
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FECHA: 3 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Vectores de rezago:

Xt-5
Xt-4
Xt-3
Xt-2
Xt-1

0,7619 0,125 0 0 0
0,2381 0,7 0,28 0 0

0 0,175 0,64 0,1333 0

0 0 0,08 0,6667 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1795 0 0 0
0,3333 0,5385 0,44 0 0

0 0,2821 0,4 0,2667 0

0 0 0,16 0,4667 0,5714

0 0 0 0,2667 0,4286
0,7143 0,1316 0 0 0
0,2857 0,6316 0,36 0 0

0 0,2105 0,44 0,4 0

0 0,0263 0,16 0,3333 0,7143

0 0 0,04 0,2667 0,2857
0,619 0,1622 0 0 0
0,3333 0,6216 0,32 0,0667 0
0,0476 0,1892 0,44 0,4 0

0 0,027 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 0,3333 0,1429
0,5714 0,1667 0 0 0
0,4286 0,5278 0,32 0,2 0

0 0,2778 0,4 0,2667 0,1429

0 0,0278 0,2 0,2667 0,7143

0 0 0,08 0,2667 0,1429

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0
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Vector estacionario:
X

|0,19266055‘0,37614679 0,2293578|0,13761468 | 0,06422018

Orden de Markov (n)=2

Variables:
1,0733E-
A 15
A2 1

Vector prondstico:

Xt | 01795 | 05385 | 0,2821 0 0

Orden de Markov (n)=3
Variables:

A1 0,81493915
A2 0

A3 0,18506085

Vector prondstico:

Xt | 013 | 0,69 0,18 0,00 0,00

Orden de Markov (n)=4
Variables:

A1 0,90867674
A2 2,0195E-28
A3 0

A 0,09132326

Vector prondstico:

Xt | 013 | 069 | 018 | 000 | 000 |
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Orden de Markov (n)=5

Variables:

A1
A2
A3
N
AS

0,90867674

0

7,0397E-12

0,09132326

4,2666E-13

Vector prondstico:

Xt

FECHA: 4 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

| 0,13 | 0,69 0,18 0,00 0
0,7619 | 0,122 0 0 0
0,2381 | 0,7073 0,28 0 0

0 0,1707 0,64 0,1333 0

0 0 0,08 0,6667 | 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 | 0,175 0 0 0
0,3333 0,55 0,44 0 0

0 0,275 0,4 0,2667 0

0 0 0,16 0,4667 | 0,5714

0 0 0 0,2667 | 0,4286
0,7143 | 0,1282 0 0 0
0,2857 | 0,641 0,36 0 0

0 0,2051 0,44 0,4 0

0 0,0256 0,16 0,3333 | 0,7143

0 0 0,04 0,2667 | 0,2857
0,619 | 0,1579 0 0 0
0,3333 | 0,6316 0,32 0,0667 0
0,0476 | 0,1842 0,44 0,4 0

0 0,0263 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 0,3333 | 0,1429
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0,5714 0,1622 0 0 0
0,4286 0,5405 0,32 0,2 0
Q5 0 0,2703 0,4 0,2667 0,1429
0 0,027 0,2 0,2667 0,7143
0 0 0,08 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 1 0 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 0 1 0 0 0
Xt-2 0 1 0 0 0
Xt-1 0 1 0 0 0
Vector estacionario:
X | 019 | 0,38 0,23 0,14 0,06
Orden de Markov (n)= 2
Variables:
A1 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt | 0175 | 0,555 0,275 0 0
Orden de Markov (n)=3
Variables:
A1 0,65406977
A2 0
A3 0,34593023
Vector prondstico:
Xt | 0,13 0,68 0,19 0,01 0,00
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Orden de Markov (n)= 4

Variables:
A 0,82627737
A2 2,0195E-28
A3 0
P! 0,17372263

Vector prondstico:

Xt | 013 | 0,70 0,17 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=5
Variables:
M 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
MM 0,09132326
A5 4,2666E-13
Vector prondstico:
Xt | 013 | 070 0,17 0,00 0
FECHA: 5 DE JUNIO
Matrices de transicion:
0,7619 0,119 0 0 0
0,2381 0,7143 0,28 0 0
Q1 0 0,1667 0,64 0,1333 0
0 0 0,08 0,6667 0,4286
0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1707 0 0 0
0,3333 0,561 0,44 0 0
Q2 0 0,2683 0,4 0,2667 0
0 0 0,16 0,4667 0,5714
0 0 0 0,2667 0,4286
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Q3

Q4

Q5

Vectores de rezago:

Xt-5
Xt-4
Xt-3
Xt-2
Xt-1

Vector estacionario:

X

0,7143 | 0,125 0 0 0
0,2857 | 0,65 0,36 0 0
0 0,2 0,44 0,4 0

0 0,025 0,16 | 0,3333 | 0,7143

0 0 0,04 | 0,2667 | 0,2857
0,619 | 0,1538 0 0 0
0,3333 | 0,641 0,32 | 0,0667 0
0,0476 | 0,1795 | 0,44 0,4 0

0 0,0256 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 | 0,3333 | 0,1429
0,5714 | 0,1579 0 0 0
0,4286 | 05526 | 0,32 0,2 0

0 0,2632 0,4 0,2667 | 0,1429

0 0,0263 0,2 0,2667 | 0,7143

0 0 0,08 | 0,2667 | 0,1429
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0

| 019 | 039 | 023 | 014 | 0,06

Orden de Markov (n)=2

Variables:

A1
A2

1,0733E-
15

1
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Vector pronéstico:

Xt | 01707 | 0561 | 0,2683 0 0
Orden de Markov (n)=3
Variables:

A 0,65406977

A2 0

A3 0,34593023
Vector prondstico:

Xt | 012 | 0,69 0,18 0,01 0,00
Orden de Markov (n)=4
Variables:

M 0,82627737

A2 2,0195E-28

A3 0

A 0,17372263
Vector prondstico:

Xt | 013 | 0,70 0,17 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=5
Variables:

M 0,90867674

A2 0

A3 7,0397E-12

A 0,09132326

A5 4,2666E-13
Vector prondstico:

Xt | 012 071 | o017 0,00 0
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FECHA: 6 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Vectores de rezago:

Xt-5
Xt-4
Xt-3
Xt-2
Xt-1

0,7619 | 0,1163 0 0 0
0,2381 | 0,7209 | 0,28 0 0

0 0,1628 | 064 | 0,1333 0

0 0 0,08 | 0,6667 | 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 | 0,1667 0 0 0
0,3333 | 05714 | 0,44 0 0

0 0,2619 0,4 0,2667 0

0 0 0,16 | 0,4667 | 0,5714

0 0 0 0,2667 | 0,4286
0,7143 | 0,122 0 0 0
0,2857 | 0,6585 | 0,36 0 0

0 0,1951 | 0,44 0,4 0

0 0,0244 | 0,16 | 03333 | 0,7143

0 0 0,04 | 0,2667 | 0,2857
0,619 0,15 0 0 0
0,3333 | 0,65 0,32 | 0,0667 0
0,0476 | 0,175 0,44 0,4 0

0 0,025 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 | 0,3333 | 0,1429
0,5714 | 0,1538 0 0 0
04286 | 05641 | 0,32 0,2 0

0 0,2564 0,4 0,2667 | 0,1429

0 0,0256 0,2 0,2667 | 0,7143

0 0 0,08 | 0,2667 | 0,1429

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

Vector estacionario:
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X

Orden de Markov (n)=2

0,19 |

0,39

0,22

0,13

0,06

Variables:
A 1,0733E-15
A2 1

Vector pronéstico:

Xt | 017 | o056 0,27 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:

A 0,65406977

A2 0

A3 0,34593023
Vector prondstico:

Xt | 012 | 0,69 0,18 0,01 0,00
Orden de Markov (n)=4
Variables:

M 0,82627737

A2 2,0195E-28

A3 0

MM 0,17372263
Vector prondstico:

Xt | 0,13 0,70 0,17 0,00 0,00
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Orden de Markov (n)=5

Variables:
M 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13

Vector prondstico:

Xt

FECHA: 7 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

. 012 | o071 0,16 0,00 0
0,7619 | 0,1136 0 0 0
0,2381 | 0,7273 0,28 0 0

0 0,1591 0,64 | 0,1333 0
0 0 0,08 0,6667 | 0,4286
0 0 0 0,2 05714
0,6667 | 0,1628 0 0 0
0,3333 | 05814 | 0,44 0 0
0 0,2558 0,4 0,2667 0
0 0 0,16 0,4667 | 0,5714
0 0 0 0,2667 | 0,4286
0,7143 | 0,119 0 0 0
0,2857 | 0,6667 0,36 0 0
0 0,1905 0,44 0,4 0
0 0,0238 0,16 0,3333 | 0,7143
0 0 0,04 | 0,2667 | 0,2857
0,619 | 0,1463 0 0 0
0,3333 | 0,6585 0,32 0,0667 0
0,0476 | 0,1707 0,44 0,4 0
0 0,0244 0,2 0,2 0,8571
0 0 0,04 | 0,3333 | 0,1429
| 05714 | 015 | 0O 0 0
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0,4286 0,575 0,32 0,2 0
0 0,25 0,4 0,2667 0,1429
0 0,025 0,2 0,2667 0,7143
0 0 0,08 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 1 0 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 0 1 0 0 0
Xt-2 0 1 0 0 0
Xt-1 0 1 0 0 0
Vector estacionario:
X | 019 | o040 0,22 0,13 0,06
Orden de Markov (n)= 2
Variables:
A1 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt | 016 | o058 0,26 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:
M 0,65406977
A2 0
A3 0,34593023
Vector prondstico:
Xt | o012 | o071 | 017 | o001 | 0,00
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Orden de Markov (n)= 4
Variables:

A 0,82627737
A2 2,0195E-28
A3 0

M 0,17372263

Vector prondstico:

Xt | 012 | 072 | 016 | 000 | 0,00
Orden de Markov (n)=5
Variables:
A1 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13
Vector prondstico:
Xt | o012 | o072 0,16 0,00 0
FECHA: 8 DE JUNIO
Matrices de transicion:
0,7619 0,1111 0 0 0
0,2381 0,7333 0,28 0 0
Q1 0 0,1556 0,64 0,1333 0
0 0 0,08 0,6667 0,4286
0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1591 0 0 0
0,3333 0,5909 0,44 0 0
Q2 0 0,25 0,4 0,2667 0
0 0 0,16 0,4667 0,5714
0 0 0 0,2667 0,4286




0,7143 0,1163 0 0 0
0,2857 0,6744 0,36 0 0
Q3 0 0,186 0,44 0,4 0
0 0,0233 0,16 0,3333 0,7143
0 0 0,04 0,2667 0,2857
0,619 0,1429 0 0 0
0,3333 0,6667 0,32 0,0667 0
Q4 0,0476 0,1667 0,44 0,4 0
0 0,0238 0,2 0,2 0,8571
0 0 0,04 0,3333 0,1429
0,5714 0,1463 0 0 0
0,4286 0,5854 0,32 0,2 0
Q5 0 0,2439 0,4 0,2667 0,1429
0 0,0244 0,2 0,2667 0,7143
0 0 0,08 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 1 0 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 0 1 0 0 0
Xt-2 0 1 0 0 0
Xt-1 0 1 0 0 0
Vector estacionario:
X | 018 | o040 0,22 0,13 0,06
Orden de Markov (n)=2
Variables:
A 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt 0,16 0,59 0,25 0,00 0,00
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Orden de Markov (n)=3

Variables:
A 1
A2 0
A3 6,1889E-13

Vector prondstico:

Xt | o011 | 0,73 0,16 0,00 0,00

Orden de Markov (n)=4
Variables:

A1 0,99962625
A2 2,0195E-28
A3 0

A 0,00037375

Vector prondstico:

Xt | o011 | 073 | 016 | 000 | 0,00

Orden de Markov (n)=5

Variables:
A 0,90867674
A2 0

A3 7,0397E-12
M 0,09132326

AS 4,2666E-13

Vector prondstico:

xt | o011 | 073 0,16 0,00 0
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FECHA: 9 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Vectores de rezago:

Xt-5
Xt-4
Xt-3
Xt-2
Xt-1

0,7619 0,1087 0 0 0
0,2381 0,7391 0,28 0 0

0 0,1522 0,64 0,1333 0

0 0 0,08 0,6667 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1556 0 0 0
0,3333 0,6 0,44 0 0

0 0,2444 0,4 0,2667 0

0 0 0,16 0,4667 0,5714

0 0 0 0,2667 0,4286
0,7143 0,1136 0 0 0
0,2857 0,6818 0,36 0 0

0 0,1818 0,44 0,4 0

0 0,0227 0,16 0,3333 0,7143

0 0 0,04 0,2667 0,2857
0,619 0,1395 0 0 0
0,3333 0,6744 0,32 0,0667 0
0,0476 0,1628 0,44 0,4 0

0 0,0233 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 0,3333 0,1429
0,5714 0,1429 0 0 0
0,4286 0,5952 0,32 0,2 0

0 0,2381 0,4 0,2667 0,1429

0 0,0238 0,2 0,2667 0,7143

0 0 0,08 0,2667 0,1429

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0
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Vector estacionario:

X | 018 | o041 0,22 0,13 0,06
Orden de Markov (n)=2
Variables:

M 1,0733E-15

A2 1
Vector prondstico:

Xt 0,15 ‘ 0,59 0,26 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:

A1 0,65406977

A2 0

A3 0,34593023
Vector prondstico:

Xt | o011 | 072 0,16 0,01 0,00
Orden de Markov (n)=4
Variables:

M 0,82627737

A2 2,0195E-28

A3 0

A 0,17372263
Vector prondstico:

Xt | o011 | 073 | 0,15 0,00 0,00

99



Orden de Markov (n)=5

Variables:
M 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13

Vector prondstico:

Xt

FECHA: 10 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

. 011 | 073 0,15 0,00 0
0,7619 | 0,1064 0 0 0
0,2381 | 07234 | 0,28 0 0

0 0,702 | 0,64 | 0,1333 0

0 0 0,08 | 0,6667 | 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 | 0,1522 0 0 0
0,3333 | 0,587 0,44 0 0

0 0,2609 0,4 0,2667 0

0 0 0,16 | 04667 | 05714

0 0 0 0,2667 | 0,4286
0,7143 | 0,1111 0 0 0
0,2857 | 06667 | 0,36 0 0

0 0,2 0,44 0,4 0

0 00222 | 016 | 03333 | 0,7143

0 0 0,04 | 02667 | 0,2857
0,619 | 0,1364 0 0 0
0,3333 | 06591 | 0,32 | 0,0667 0
0,0476 | 0,1818 | 0,44 0,4 0

0 0,0227 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 | 0,3333 | 0,1429
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0,5714 0,1395 0 0 0
0,4286 0,5814 0,32 0,2 0
Q5 0 0,2558 0,4 0,2667 0,1429
0 0,0233 0,2 0,2667 0,7143
0 0 0,08 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 1 0 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 0 1 0 0 0
Xt-2 0 1 0 0 0
Xt-1 0 0 1 0 0
Vector estacionario:
X | o018 | o4 0,22 0,13 0,06
Orden de Markov (n)=2
Variables:
A1 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt | 015 | 0,59 0,26 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:
M 0,65406977
A2 0
A3 0,34593023
Vector prondstico:
Xt | 004 | o041 | 049 | 006 | 0,00
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Orden de Markov (n)= 4

Variables:
A 0,82627737
A2 2,0195E-28
A3 0
P! 0,17372263

Vector prondstico:

Xt | 002 | 0,35 0,56 0,07 0,00
Orden de Markov (n)=5
Variables:
A1 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13
Vector prondstico:
Xts. | o0 | 1 0 0 0
FECHA: 11 DE JUNIO
Matrices de transicion:
0,7619 0,1064 0 0 0
0,2381 0,7234 0,2692 0 0
Q1 0 0,1702 0,6538 0,1333 0
0 0 0,0769 0,6667 0,4286
0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1489 0 0 0
0,3333 0,5745 0,44 0 0
Q2 0 0,2766 0,4 0,2667 0
0 0 0,16 0,4667 0,5714
0 0 0 0,2667 0,4286
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0,7143 0,1087 0 0 0
0,2857 0,6522 0,36 0 0
Q3 0 0,2174 0,44 0,4 0
0 0,0217 0,16 0,3333 0,7143
0 0 0,04 0,2667 0,2857
0,619 0,1333 0 0 0
0,3333 0,6444 0,32 0,0667 0
Q4 0,0476 0,2 0,44 0,4 0
0 0,0222 0,2 0,2 0,8571
0 0 0,04 0,3333 0,1429
0,5714 0,1364 0 0 0
0,4286 0,5682 0,32 0,2 0
Q5 0 0,2727 0,4 0,2667 0,1429
0 0,0227 0,2 0,2667 0,7143
0 0 0,08 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 1 0 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 0 1 0 0 0
Xt-2 0 0 1 0 0
Xt-1 0 0 1 0 0
Vector estacionario:
X 0,18 0,40 0,23 0,13 0,06
Orden de Markov (n)=2
Variables:
A 1,0733E-15
A2
Vector prondstico:
Xt 0,00 0,44 0,40 0,16 0,00
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Orden de Markov (n)=3

Variables:
A 0,65406977
A2 0

A3 0,34593023

Vector prondstico:

Xt | 004 | 0,40 0,50 0,06 0,00

Orden de Markov (n)=4
Variables:

A 0,82627737
A2 2,0195E-28
A3 0

MM 0,17372263

Vector prondstico:

Xt | 002 | 03 | 057 | 007 | 000

Orden de Markov (n)=5

Variables:
A 0,90867674
A2 0

A3 7,0397E-12
M 0,09132326

AS 4,2666E-13

Vector prondstico:

Xt | 001 | 030 0,61 0,07 0
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FECHA: 12 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Vectores de rezago:

Xt-5
Xt-4
Xt-3
Xt-2
Xt-1

0,7619 0,1064 0 0 0
0,2381 0,7234 0,2593 0 0
0 0,1702 0,6667 0,1333 0

0 0 0,0741 0,6667 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1489 0 0 0
0,3333 0,5745 0,4231 0 0
0 0,2766 0,4231 0,2667 0

0 0 0,1538 0,4667 0,5714

0 0 0 0,2667 0,4286
0,7143 0,1064 0 0 0
0,2857 0,6383 0,36 0 0
0 0,234 0,44 0,4 0

0 0,0213 0,16 0,3333 0,7143

0 0 0,04 0,2667 0,2857
0,619 0,1304 0 0 0
0,3333 0,6304 0,32 0,0667 0
0,0476 0,2174 0,44 0,4 0

0 0,0217 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 0,3333 0,1429
0,5714 0,1333 0 0 0
0,4286 0,5556 0,32 0,2 0

0 0,2889 0,4 0,2667 0,1429

0 0,0222 0,2 0,2667 0,7143

0 0 0,08 0,2667 0,1429

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0
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Vector estacionario:

X | 018 | o040 0,24 0,13 0,06
Orden de Markov (n)=2
Variables:

M 1,0733E-15

A2 1
Vector prondstico:

Xt 0,00 ‘ 0,44 0,40 0,16 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:

A1 1

A2 0

A3 6,1889E-13
Vector prondstico:

Xt | 000 | 0,26 0,67 0,07 0,00
Orden de Markov (n)=4
Variables:

M 0,99962625

A2 2,0195E-28

A3 0

A 0,00037375
Vector prondstico:

Xt | 000 | 026 | 0,67 0,07 0,00
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Orden de Markov (n)=5

Variables:
M 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13

Vector prondstico:

Xt

Q1

Q2

Q3

Q4

| 001 | 029 0,63 0,07 | 2,8159E-13
FECHA: 13 DE JUNIO
Matrices de transicion:

0,7619 | 0,1064 0 0 0
0,2381 | 0,7234 | 0,2857 0 0

0 0,1702 | 0,6429 | 0,1333 0

0 0 0,0714 | 0,6667 | 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 | 0,1489 0 0 0
0,3333 | 0,5745 | 0,4444 0 0

0 0,2766 | 0,4074 | 0,2667 0

0 0 0,1481 | 0,4667 | 0,5714

0 0 0 0,2667 | 0,4286
0,7143 | 0,1064 0 0 0
0,2857 | 0,6383 | 0,3846 0 0

0 0,234 | 04231 0,4 0

0 0,0213 | 0,1538 | 0,3333 | 0,7143

0 0 0,0385 | 0,2667 | 0,2857
0,619 | 0,1277 0 0 0
0,3333 | 0,6383 0,32 0,0667 0
0,0476 | 0,2128 0,44 0,4 0

0 0,0213 0,2 0,2 0,8571

0 0 0,04 0,3333 | 0,1429
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0,5714 0,1304 0 0 0
0,4286 0,5652 0,32 0,2 0
Q5 0 0,2826 0,4 0,2667 0,1429
0 0,0217 0,2 0,2667 0,7143
0 0 0,08 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 1 0 0 0
Xt-4 0 0 1 0 0
Xt-3 0 0 1 0 0
Xt-2 0 0 1 0 0
Xt-1 0 1 0 0 0
Vector estacionario:
X | 018 | o040 0,24 0,13 0,06
Orden de Markov (n)= 2
Variables:
A1 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt | 000 | 044 0,41 0,15 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:
A1 1
A2 0
A3 6,1889E-13
Vector prondstico:
Xt | o011 | o072 | 017 | 000 | 0,00
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Orden de Markov (n)= 4

Variables:
A 0,99962625
A2 2,0195E-28
A3 0
P! 0,00037375

Vector prondstico:

Xt | o011 | o072 | 017 | o000 | 0,00
Orden de Markov (n)=5
Variables:
A1 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13
Vector prondstico:
Xt | 010 | 0,69 0,19 0,02 |0,00365293
FECHA: 14 DE JUNIO
Matrices de transicion:
0,7619 0,1042 0 0 0
0,2381 0,7292 0,2857 0 0
Q1 0 0,1667 0,6429 0,1333 0
0 0 0,0714 0,6667 0,4286
0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1489 0 0 0
0,3333 0,5745 0,4643 0 0
Q2 0 0,2766 0,3929 0,2667 0
0 0 0,1429 0,4667 0,5714
0 0 0 0,2667 0,4286
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0,7143 0,1064 0 0 0
0,2857 0,6383 0,4074 0 0
Q3 0 0,234 0,4074 0,4 0
0 0,0213 0,1481 0,3333 0,7143
0 0 0,037 0,2667 0,2857
0,619 0,1277 0 0 0
0,3333 0,6383 0,3462 0,0667 0
Q4 0,0476 0,2128 0,4231 0,4 0
0 0,0213 0,1923 0,2 0,8571
0 0 0,0385 0,3333 0,1429
0,5714 0,1277 0 0 0
0,4286 0,5745 0,32 0,2 0
Q5 0 0,2766 0,4 0,2667 0,1429
0 0,0213 0,2 0,2667 0,7143
0 0 0,08 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 0 1 0 0
Xt-4 0 0 1 0 0
Xt-3 0 0 1 0 0
Xt-2 0 1 0 0 0
Xt-1 0 1 0 0 0
Vector estacionario:
X | o018 | o4 0,23 0,13 0,06
Orden de Markov (n)=2
Variables:
A 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt 0,15 0,57 0,28 0,00 0,00
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Orden de Markov (n)=3

Variables:
A 1
A2 0
A3 6,1889E-13

Vector prondstico:

Xt | o010 | 0,73 0,17 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=4
Variables:

M 0,99962625

A2 2,0195E-28

A3 0

M 0,00037375
Vector prondstico:

Xt | o010 | 0,73 0,17 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=5
Variables:

M 0,90867674

A2 0

A3 7,0397E-12

A 0,09132326

AS 4,2666E-13
Vector prondstico:

Xt | 0,09 0,69 0,19 0,02 0,00351595
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FECHA: 15 DE JUNIO

Matrices de transicion:

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Vectores de rezago:

Xt-5
Xt-4
Xt-3
Xt-2
Xt-1

0,7619 0,1224 0 0 0
0,2381 0,7143 0,2857 0 0
0 0,1633 0,6429 0,1333 0

0 0 0,0714 0,6667 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 0,1667 0 0 0
0,3333 0,5625 0,4643 0 0
0 0,2708 0,3929 0,2667 0

0 0 0,1429 0,4667 0,5714

0 0 0 0,2667 0,4286
0,7143 0,1064 0,0357 0 0
0,2857 0,6383 0,3929 0 0
0 0,234 0,3929 0,4 0

0 0,0213 0,1429 0,3333 0,7143

0 0 0,0357 0,2667 0,2857
0,619 0,1277 0,037 0 0
0,3333 0,6383 0,3333 0,0667 0
0,0476 0,2128 0,4074 0,4 0

0 0,0213 0,1852 0,2 0,8571

0 0 0,037 0,3333 0,1429
0,5714 0,1277 0,0385 0 0
0,4286 0,5745 0,3077 0,2 0

0 0,2766 0,3846 0,2667 0,1429

0 0,0213 0,1923 0,2667 0,7143

0 0 0,0769 0,2667 0,1429

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0
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Vector estacionario:

Xt | 070 | 0,25 0,04 0,02 |0,00337896
Orden de Markov (n)=2
Variables:

M 1,0733E-15

A2 1
Vector prondstico:

Xt 0,17 ‘ 0,56 0,27 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:

A1 1

A2 0

A3 6,1889E-13
Vector prondstico:

Xt | 076 | 0,24 0,00 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=4
Variables:

M 0,99962625

A2 2,0195E-28

A3 0

A 0,00037375
Vector prondstico:

Xt | 076 | 024 | 0,00 0,00 0,00 |

113



Orden de Markov (n)=5

Variables:
M 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13

Vector prondstico:

Xt

Q1

Q2

Q3

Q4

| 0,70 | o025 0,04 0,02 |0,00337896
FECHA: 16 DE JUNIO
Matrices de transicion:

0,7727 | 0,1224 0 0 0
0,2273 | 0,7143 | 0,2857 0 0

0 0,1633 | 0,6429 | 0,1333 0

0 0 0,0714 | 0,6667 | 0,4286

0 0 0 0,2 0,5714
0,6667 | 0,1837 0 0 0
0,3333 | 0551 | 0,4643 0 0

0 0,2653 | 0,3929 | 0,2667 0

0 0 0,1429 | 04667 | 05714

0 0 0 0,2667 | 0,4286
0,7143 | 0,125 | 0,0357 0 0
0,2857 | 0,625 | 0,3929 0 0

0 0,2292 | 0,3929 0,4 0

0 0,0208 | 0,1429 | 0,3333 | 0,7143

0 0 0,0357 | 0,2667 | 0,2857
0,619 | 0,1277 | 0,0714 0 0
0,3333 | 0,6383 | 0,3214 | 0,0667 0
0,0476 | 0,2128 | 0,3929 0,4 0

0 0,0213 | 0,1786 0,2 0,8571

0 0 0,0357 | 0,3333 | 0,1429
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0,5714 0,1277 0,0741 0 0

0,4286 0,5745 0,2963 0,2 0
Q5 0 0,2766 0,3704 0,2667 0,1429
0 0,0213 0,1852 0,2667 0,7143
0 0 0,0741 0,2667 0,1429

Vectores de rezago:

Xt-5 0 0 1 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 0 1 0 0 0
Xt-2 1 0 0 0 0
Xt-1 1 0 0 0 0
Vector estacionario:
Xt | 071 | 0,26 0,02 0,00 | 3,1615E-14
Orden de Markov (n)= 2
Variables:
A1 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt | 067 | 033 0,00 0,00 0,00
Orden de Markov (n)=3
Variables:
A1 1
A2 0
A3 6,1889E-13
Vector prondstico:
Xt | 077 | 023 | 000 | 000 | 000 |
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Orden de Markov (n)= 4
Variables:

A 0,99962625

A2 2,0195E-28

A3 0

M 0,00037375

Vector prondstico:

Xt | 077 | 023 | 000 | 000 | 000
Orden de Markov (n)=5
Variables:
A1 0,90867674
A2 0
A3 7,0397E-12
A 0,09132326
A5 4,2666E-13
Vector prondstico:
Xt | 071 | 0,26 0,02 0,00 | 3,1615E-14
FECHA: 17 DE JUNIO
Matrices de transicion:
0,7826 0,1224 0 0 0
0,2174 0,7143 0,2857 0 0
Q1 0 0,1633 | 0,6429 | 0,1333 0
0 0 0,0714 0,6667 0,4286
0 0 0 0,2 0,5714
0,6818 0,1837 0 0 0
0,3182 0,551 0,4643 0 0
Q2 0 0,2653 0,3929 0,2667 0
0 0 0,1429 | 0,4667 | 0,5714
0 0 0 0,2667 0,4286
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0,7143 0,1429 0,0357 0 0
0,2857 0,6122 0,3929 0 0
Q3 0 0,2245 0,3929 0,4 0
0 0,0204 0,1429 0,3333 0,7143
0 0 0,0357 0,2667 0,2857
0,619 0,1458 0,0714 0 0
0,3333 0,625 0,3214 0,0667 0
Q4 0,0476 0,2083 0,3929 0,4 0
0 0,0208 0,1786 0,2 0,8571
0 0 0,0357 0,3333 0,1429
0,5714 0,1277 0,1071 0 0
0,4286 0,5745 0,2857 0,2 0
Q5 0 0,2766 0,3571 0,2667 0,1429
0 0,0213 0,1786 0,2667 0,7143
0 0 0,0714 0,2667 0,1429
Vectores de rezago:
Xt-5 0 1 1 0 0
Xt-4 0 1 0 0 0
Xt-3 1 0 0 0 0
Xt-2 1 0 0 0 0
Xt-1 1 0 0 0 0
Vector estacionario:
X | 020 | o040 0,23 0,12 0,06
Orden de Markov (n)=2
Variables:
A1 1,0733E-15
A2 1
Vector prondstico:
Xt 0,68 0,32 0,00 0,00 0,00
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Orden de Markov (n)=3

Variables:
A 1
A2 0
A3 6,1889E-13

Vector prondstico:

Xt | 078 | 022 0,00 0,00 0,00

Orden de Markov (n)=4
Variables:

A1 0,99962625
A2 2,0195E-28
A3 0

A 0,00037375

Vector prondstico:

Xt | 078 | 022 | 000 | 000 | 000 |

Orden de Markov (n)=5

Variables:
A 0,90867674
A2 0

A3 7,0397E-12
M 0,09132326

AS 4,2666E-13

Vector prondstico:

xt | 072 | 025 0,02 0,00 | 3,0463E-14
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