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RESUMEN

TITULO: FUNCION ZETA LOCAL DE IGUSA Y POLIGONO DE NEWTON []
AUTOR: JULIAN ANDRES GARNICA CRUZ

PALABRAS CLAVE: CUERPO NO ARQUIMEDIANO, FUNCIONES GENERADORAS, FUNCION
ZETA, RESOLUCION DE SINGULARIDADES.

DESCRIPCION:

Las funciones zeta locales son funciones generadoras, importantes en matematica por las relaciones
gue tienen con teoria de numeros, sistemas dinamicos, ecuaciones pseudo-diferenciales sobre cuer-
pos p—adicos, geometria algebraica, big-data, criptografia sobre curvas elipticas, biologia, genética
y psicologia entre otras. Estos objetos estan fuertemente conectados con cuerdas y amplitudes de
Feynman. En la década del 70, Igusa utiliza el destacado Teorema de resolucién de singularidades
de Hironaka para mostrar que, la funcion zeta local es una funcién racional, siempre y cuando el
cuerpo no arquimediano tenga caracteristica cero. En el caso no arquimediano, por ejemplo en el
caso p—adico, la funcion zeta local esta relacionada con el nimero de congruencias polinomiales

méd p™ y sumas exponenciales mod p™.
p p
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ABSTRACT

TITLE: LOCAL ZETA FUNCTION OF IGUSA AND NEWTON’S POLYGON. [l
AUTHOR: JULIAN ANDRES GARNICA CRUZ

KEYWORDS: NON-ARCHIMEDEAN FIELDS, GENERATOR FUNCTIONS, ZETA FUNCTION, RE-
SOLUTION OF SINGULARITIES.

DESCRIPTION:

The local zeta functions are generating functions, important in mathematics because of the rela-
tionships they have with number theory, dynamical systems, pseudo-differential equations on p—addic
fields, algebraic geometry, big-data, cryptography on ellipticals, biology, genetics and psychology
among others. These objects are strongly connected with strings and Feynman amplitudes. In the
1970s, Igusa used Hironaka’s outstanding Singularity Resolution Theorem to show that the local zeta
function is a rational function, as long as the fields does not have an Archimedean zero characteristic.
In the non-Archimedean case, for example in the p—adic case, the local zeta function is related to the

number of polynomial congruences méd p™ and exponential sums méd p™.
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INTRODUCCION

Las funciones zeta locales fueron estudiadas inicialmente por Gelfand y Shilov en la
década del 50, por su conexidon con la existencia de soluciones fundamentales aso-
ciadas a operadores diferenciales con coeficientes constantes. Independientemente
Atiyah y Berstein prueban que las funciones zeta locales admiten una continuacién

meromorfa a todo el plano complejo.

En la década del 70, Igusa utiliza el destacado Teorema de resolucion de singulari-
dades de Hironaka para mostrar que, la funcion zeta local es una funcion racional,
siempre y cuando el cuerpo no arquimediano tenga caracteristica cero. Mas adelan-
te en 1994, Igusa, descubre un método llamado Férmula de la Fase Estacionaria
(FFE) [} para integrales p—adicas, que dicta que la forma de la funcién zeta esta
relacionada con los puntos singulares de la funcién asociada méd pZ. Este es un
procedimiento iterativo que permite, en muchos casos calcular las funciones zeta de

una manera explicita. El caso de caracteristica positiva, es aun un problema abierto.

Las funciones zeta locales son funciones generadoras, importantes en matematica
por las relaciones que tienen con teoria de nimeros, sistemas dinamicos, ecuacio-
nes pseudo-diferenciales sobre cuerpos p—adicos, geometria algebraica, big-data,
criptografia sobre curvas elipticas, biologia, genética y psicologia entre otras. Estos
objetos estan fuertemente conectados con cuerdas y amplitudes de Feynman. En
el caso no arquimediano, por ejemplo en el caso p—adico, la funcion zeta local esta

relacionada con el nimero de congruencias polinomiales mdéd p™ y sumas expo-

' J. IGUSA. A Stationary phase formula for p- adic integrals and its applicationes. Algebraic Geo-
metry e its Applications, Springer-Verlag, 1994, pags. 175-194.



nenciales maéd p™.

Un considerable avance en el estudio de la funcién zeta local en caracteristica arbi-
traria se obtiene de una larga lista de polinomios que satisfacen una Condicion de no
degeneracion. La idea es asociar un poliedro de Newton a un polinomio f y definir
una condicion de no degeneracion con respecto al poliedro para establecer una con-

tinuacidon meromorfa de la funcién zeta local.

Este trabajo es autocontenido de tipo monografico, de forma tal que el lector en-
cuentre lo relacionado con la funcién zeta local sobre el anillo de enteros p—adicos
Z, del cuerpo Q,, ﬂﬂy su calculo via el poliedro de Newton, ilustrando con ejemplos

los conceptos y resultados desarrollados.

El texto esta organizado en 4 capitulos, de la siguiente manera, el capitulo 1, consta
de la teoria basica y fundamental sobre el cuerpo de los numeros p—adicos, esencial
para la comprension de los temas siguientes. En el capitulo 2, se define el Poliedro
de Newton destacando los resultados importantes y relevantes para calcular fun-
ciones zeta locales de ciertos polinomios. En el capitulo 3, se desarrolla la teoria
relacionada con las funciones zeta local y se describe un conjunto de candidatos
a polos, de polinomios que satisfacen una condicién de no degeneracion en térmi-
nos del poligono de Newton. Finalmente se implementa SAGE (sistema algebraico

computacional) ﬂ como herramienta para comparar los resultados obtenidos en el

2 A. ALBARRACIN y LEON E. “Igusa’s Local Zeta Functions and Exponential Sums for Arithmeti-
cally Non Degenerate Polynomials”. En: Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux (2018).

3 W. ZUNIGA. “Local Zeta function and Newton Polyhedra”. En: Japdn, Nagoya Mathematical Jour-
nal ISSN: 0027-7630 ed: Cambridge University Press 172 (2001), pags. 31-58.

4 J.VIU SOS. “Funciones zeta y poliedros de Newton: Aspectos tedricos y computacionales”. Tra-
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capitulo inmediatamente anterior.

Este trabajo es fundamental para la continuacion de estudios de posgrado en el area

de analisis p—adico.

bajo Fin de Master, Director: Enrique Artal Bartolo. Universidad Zaragoza, 2012.
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1. NUMEROS P-ADICOS

1.1. NORMAS ARQUIMEDIANAS Y NO ARQUIMEDIANAS

Esta seccion ilustrara los resultados que fundamentan la teoria de los numeros p-
adicos, [} & [f]

Definicion 1 Sea X un conjunto no vacio. Una distancia o métrica sobre X es una

funciond : X x X — R+ U {0}, tal que para todo x,y, = € X se cumplen:
» d(z,y) =0 =y,
» d(z,y) = d(y, z),
m d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Desigualdad triangular).

Un conjunto dotado de una métrica se denomina espacio métrico.

Una sucesion de puntos {z, }.cn, €S llamada de Cauchy si
d(xp, xm,) — 0, cOn m,n — oo.

Definicion 2 Sea X un espacio métrico con respecto a la metrica d. Se dice que X

es completo si toda sucesion de Cauchy en X, converge a un valor de X.

Definicion 3 Se dice que dos métricas d,, d,, sobre un conjunto X, son equivalentes
si toda sucesion de Cauchy con respecto a la métrica d, es una sucesion de Cauchy

con respecto a la métrica d, y viceversa.

5 V. VLADIMIROV, VOLOVICH I. y ZELENOV E. p-adic Analysis and Mathematical Physics. World
Scientific Publishing Co., 1994.

6 E.LEON y ZUNIGA W. “An Introduction to the Theory of Local Zeta Functions from Scratch”. En:

Revista Integracion, temas de matematicas. Escuela de Matematicas, Universidad Industrial de
Santander ().
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A continuacion se definira el valor absoluto sobre un cuerpo.

Definicion 4 Sea F' un cuerpo. Un valor absoluto (Arquimediano) sobre F es una

funcion de valores reales, |-| : ' — Rt U {0}, que satisface para todo x,y € F':
i) |z =0 2=0,
i) |zyl = |z yl,
i) |x+y| <|z|+ |y| (Desigualdad triangular).
En el caso no Arquimediano:
Definicion 5 Un valor absoluto |-| es llamado no Arquimediano, si ademas satisface:
|z +y| < méx {|z|, |y|} Vz,y € F (propiedad ultramétrica).

Ejemplo 1 E/ valor absoluto trivial es no Arquimediano

1, six #0,
’x‘trivml = .
0, si x =0.

Definicion 6 Dados dos valores absolutos |-|,, |-|, definidos sobre un cuerpo F, se
dice que son equivalentes lo cual denotamos por |-|, ~ |-, , si inducen métricas

equivalentes.
Teorema 1 Sean ||, ,|-|, valores absolutos sobre F, si|-|, ~ |-|,, se tiene:
i) Si|-|, es trivial, entonces |-|, es trivial.

ii) |z|, < 1 siysolo si|z|, < 1;|x|, > 1siysolosi|z|, > 1;|z|, =1 siy solo si

|x|2 =1

13



Demostracion. i) Suponga que |-|, es trivial y |-|, no es trivial, entonces existe = € F,
z # 0, tal que |z|, # 1, luego se tiene que |z|, < 16 |z|, > 1. Si|z|, < 1, se tiene que,
|z"|, = |z|; — 0, cuando n — oo, observe que la sucesion {z"},cn es de Cauchy
con respecto a |-|,. Sea € > 0, como |z, < 1, existe ny € N tal que |z|,* < 5. Sean

n, < m < n, se tiene:

2" — xm‘Q < ‘IH‘Q + |xm|2 < % + g = €.

Por lo tanto {z" },,cn €s de Cauchy con respecto a |-|,. Ahora se mostrard que {z" },.en
no es de Cauchy con respecto a |-|,. Puesto que |z|, < 1, (z — 1) # 0y como |-|, es

trivial, se tiene que, [ — 1|, = 1;
‘xnﬂ - xn‘ = |z"(z = 1|, = |2"]; [z = 1], = 1.

Por lo tanto {z"},cy Nno es de Cauchy con respecto a ||, lo cual contradice que

|-|, ~ ||, por lo tanto ||, es trivial, (para el otro caso |z, > 1, se toma z™!).

i1) Se sigue un argumento similar al item anterior. O

Teorema 2 Dados dos valores absolutos |-|,, |-|, definidos sobre un cuerpo F, |-|, ~

|-|, si y solo si existe ¢ > 0 tal que:

|y = |5, (1)
para todo x € F.

Demostracion. Sea |-|; ~ |-|,. Si |-|; es trivial, por el Teorema([T] se tiene que |-, es
trivial, y la igualdad (1) se tiene para cualquier ¢ > 0.

Suponga que |-|, no es trivial, entonces existe a € F', a # 0, tal que |a|, # 1, y por lo

14



tanto se tiene que |a|, < 16 |a|, > 1, sin pérdida de la generalidad se puede suponer

que |a|; < 1yaque si|a|; > 1 entonces |a!|; < 1. Se define;

_ log\ab
lOg‘ah

Por el Teoremal(l] |a|, < 1 implica que |a|, < 1, por lo tanto ¢ > 0. Se mostrara que ¢

satisface (1). Sea = € F' tal que |z|, < 1y se definen los siguientes conjuntos:
Sy = {7“: % sm,n € N, [afy < ‘a’l}’
S, = {r: m. m,n € N, |z|, < |a]2}.
n

Para todo r € S; se cumple que,

2l = ()" < laly <1,

™4
la™]y

es decir

<1, porel Teorema, se tiene 222 < 1, asi,

la™],
1 1
|z[y = (Jzly)» < (Jaly)™ = lal,,

lo cual implica r € S5, por lo tanto S; C S, y se concluye que S; = S;. Con un
razonamiento similar se obtiene S, C S;. Dado que S; consta de todos los numeros

racionales r tales que:
log|al,

r > ,
log\x|1

Anal6égamente S, consta de todos los nimeros racionales r tales que:

log|a|2
log\x|2

15



Dado que S; = S5, se tiene que,

log |a|, _log lal,

log ||, ~ log 1z,

por lo tanto:
log ||, B log |al, B

log|z|,  loglal,
lo cual implica que ¢ no depende de x cuando |z|, < 1, de manera analoga se hace
para el caso |z|; > 1y |z|; = 1 usando el Teorema [1] El reciproco es inmediato

haciendo uso del Teorema[il O

Ahora se describiran todas las normas sobre QQ equivalentes al valor abosoluto

usual, |-|.

Proposicion 1 La norma |z|, = |z|°, 0 < ¢ € R, es una norma sobre Q si y solo si

¢ < 1. En este caso es equivalente a |z|.
Demostracién. Supongamos primero que ¢ > 1y |z|, = |z|° es una norma sobre Q,
por otro lado se tiene:

T+ = +1" =2 > 1+ 1] =2.

Lo cual contradice la propiedad i), de la definicién [4] Por lo tanto ¢ < 1.
Reciprocamente sean x,y € Q

i) |z],=0& |z|°=0< 2 =0.

i) Jzyl, = loyl” = [=[" |y = ||, |y,

iii) Sin pérdida de generalidad suponga que |y| < |z|, entonces;

ool Gl + ) = Lol (14 24 < e (14 2],

] ]

16



Dado que ¢ < 1y (1+ %) > 1, también se obtiene que (1+ %) <
xr xXr
(1 + %) puesto que % < 1. Por lo tanto;
x X
_ C < C 1 ’y‘c _ (& c
[z +yly = [z +y[" < 2] tLF = |z + [y[" = |l + lyl; -

Teorema 3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) |-| es no-Arquimediana.

ii) In| <1 paratodon € Z.
Demostracién. i) = ii) Haciendo induccion sobre |n| con n € N, se tiene que |1| =
1 <1, suponga que |n| < 1, entonces:

In + 1] < méx{|n|, 1|} = 1.

Por lo tanto |n| < 1 para todo n € N. Dado que |—n| = |n| y |0] = 0, se concluye que
|n| <1 paratodon € Z.

i1) = 1) Suponga que |n| < 1 para todo n € Z. Dado que los coeficientes binomiales

(1)

n—=k k , n
<Y " yl* < (4 Dméx{ ], [y}
k=0

(}) € Z, k < n, entonces |(})| < 1. En consecuencia,

v +y" =z +y)" = <

k=0

- n n— n—
> ()t 4,

k=0

Asi para todo n € N se tiene:

|z +y| < Vn+ 1méx{|z|,|y|},

17



Sin — oo, se tiene:

|z +y| < méx{|z|, |y|},

por lo tanto |-| es no-Arquimediana. O

Del Teorema[3] se observa la diferencia entre una norma Arquimediana y una no-

Arquimediana.

Definicion 7 Un valor absoluto (norma) es Arquimediano si, dados x,y € F,z # 0,

existe un entero positivo n tal que |nx| > |y|.

Esta condicion conocida como la propiedad Arquimediana, es equivalente a
sup {|n| :n € Z} = +o0,

y se cumple para Q y R.

Las siguientes propiedades son consecuencia de que la norma sea no Arquimedia-

na.

Proposicion 2 Sea F un cuerpo y sea |-| un valor absoluto no arquimediano sobre

F. Siz,y € F y|z| # |y| entonces

|+ y| = méx{fal, |y[}.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad sea |z| > |y|. Se tiene

|2+ y| < Ja| = méx{[z], [yl}. (2)

Por otro lado,

lz] = |(x + y) — y| < max{|z +yl,|y|},

18



dado que |z| > |y|, entonces
méx{|z +y[, [y} = [z +y| = |z < [z +y]. (3)

De (@) y (3) se obtiene |z + y| = |z|. O

Corolario 1 Enun cuerpo F con valor absoluto |-| no arquimediano todos los triangu-

los son isdsceles.

Demostracion. Sean x,y, z € F (vértices del triangulo). Las medidas de cada lado
son:

lz —y|, |y — 2|, |z — x| respectivamente,

dadoque (z —y) + (y — 2) = v — z.
Si |z — y| = |y — 2| el triangulo ya es isésceles.

Si |z — y| # |y — z| entonces por la proposicion anterior se obtiene

|z =2 = [(x = y) + (y = 2)| = maz{|z —yl, |y — 2[}.

Asi, todos los triangulos son isdsceles. O

19



1.1.1. Construccion de la completacion de un cuerpo normado  En esta sec-
cion, a partir de un cuerpo normado arbitrario (F' |-|) (no necesariamente completo
con la norma ||, se construira otro cuerpo, F, tal que F C F, y con una norma, la
inducida por |-| de F, tal que F' sea un cuerpo normado completo.

Para el proceso de completacion de F, las sucesiones de Cauchy tienen un papel
importante.

Sea {F'} la coleccién de todas las sucesiones de Cauchy en (F|-|), si {a,},{b.} €
{F} entonces se tiene que {a, *+ b,},{a,b,} € {F}, es decir, {F'} es cerrado para
la adicion y multiplicacién usual de sucesiones. En consecuencia, { F'} constituye un

anillo conmutativo. La identidad bajo la adicion esta dada por la siguiente sucesion
0={0,0,0,---},
y la identidad bajo la multiplicacién es la sucesion
1={1,1,1.---}.
Es claro que {F'} no es un cuerpo, dado que tiene divisores de cero:
{1,0,0,---}{0,1,0,---} = 0.

Para todo a € F', considere la sucesion constante a = {a,a,a,---} € {F}, entonces
el conjunto de todas estas sucesiones constantes es un subanillo de {F'}, dado que
la adicion y multiplicacion de sucesiones constantes es constante. Ademas, si b # 0,
entonces la sucesion constante b! = {b~!,6=1,b1,.-.}, es la inversa de b. Por lo

tanto { £’} contiene un subanillo isomorfo a F.

Sea P el conjunto de todas las sucesiones nulas de {F'}, es decir, la sucesion de

20



Cauchy {a,} de F tales que, lim,_,, |a,| = 0. P es cerrado bajo la adicion, es decir,
si {a,},{b,} € P entonces {a, +0b,} € P.Si {b,} € {F}, se cumple que {b,} es
acotada, por ser de Cauchy, por lo tanto, si {a,} € P, se tiene que {a,b,} € P. Por
lo tanto P es un ideal de {F'}, es decir, un subanillo de {F'}, tal que para todo p € P

ya € {F}, setieneque ap € P.

Sea F' = {F}/P. Los elementos de " son clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy en (F,|-|), dos sucesiones de Cauchy son equivalentes si su diferencia es
una sucesion nula, es decir, su diferencia esta en P. Sean dos elementos distintos
a,b € F, las respectivas sucesiones constantes a, b, se tiene que, lim,, . |a, — b,| =
la —b| > 0, por lo tanto @ y b estan en clases diferentes de F. Se denota A = ({a,})
la clase de equivalencia de las sucesiones de Cauchy {a,}, tal que A € F,y se
identifica un elemento a € F como la clase (@) € F, de esta manera se considera a

F como un subconjunto de F.
Teorema 4 F es un cuerpo.

Demostracién. Se define en F' la adicién y multiplicacién de la siguiente mane-
ra: sean A,B € F, si {a,} € Ay {b,} € B, entonces, A+ B := ({a, + b.}) y
AB := ({a,b,}). y dado que no dependen del representante de la clase, se obtiene
que F es un anillo conmutativo con elementos identidad (0) y (1) para la adicién
y multiplicacién respectivamente. ' es un cuerpo, en efecto, si A es una clase de
equivalencia en F diferente de la clase cero (0) = Py sea {a,} € A, entonces {a,}

es una sucesion no nula, lo cual implica que existe C' > 0 y un N natural tales que:

la,| > C,¥n > N.

21



Considere la sucesion
0 si, n<N-—-1,
L s, N <n.

La sucesion {a:} es de Cauchy, dado que sin,m > N, se tiene:

1 1

A Qn

_ \am—an| SCiQIClm—CLnl,

0= lap —anf = = TanTlan
m mn

puesto que {a,} es de Cauchy, entonces {a’} € {F}. Sea A~! = ({a*}) y por lo

anterior se tiene que {a, }{a:} € {F}, tal que

{an}{a’;}:{o,--- 7071717"'}7

donde los primeros N — 1 términos son 0 y el resto tienen valor 1. Note que:

{bn} = {an}{az} - i = {_17 -, —L10,0,--- }7

por lo tanto {b,} € P, lo cual implica que {a,}{a*} y 1 son sucesiones de Cauchy
equivalentes y en consecuencia A4~ = (1), lo que muestra que £ es un cuerpo. [J
Se extendera la norma || de F' al cuerpo E:

Definicién 8 Sea A c F, se define,

A], = tim |a ],

donde {a,} € A.

Esta funcion esta bien definida. Dado que ||a,,| — |a,|| < |am —an| Y {an} € {F},

entonces la sucesién de numeros reales {|a,|} es de Cauchy, puesto que R es
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completo, el lim,, ., |a,| existe. Ahora sea {b,} € A, entonces:
0 < lim ||a,| = |b,]] < lim |a, — b,| = 0;
n—oo n—oo

Dado que {a,} y {b,} son sucesiones de Cauchy equivalentes. Por lo tanto, lim,, ,, |a,| =
lim,,, |b,|, €s decir, | A|, no depende del representante de la clase. Por otra parte,
cada a € F esta en [ si se considera como la sucesién a = {a,a,a,---}, por lo
tanto; |(a)|, = lim,_,« |a| = |a|, en este caso se habla de extensién, pues la norma

de la clase a coincide con la norma del elemento a € F.

Proposicion 3 |-|_ es una norma sobre F', ademéds si la norma |-| sobre F es No-

Arquimediana, su extension también sera No-Arquimediana.

Demostracién. Se mostrara que se cumplen las primeras tres popiedades de la de-
finicion

i) Si A = (0), entonces {a,} € A, es una sucesion nula, lo que implica |A|, = 0.
Si A+ (0)y A= ({a,}), entonces existe ¢ > 0y N € N, tal que para todo

n > N, se tiene |a,| > ¢ > 0. Por lo tanto |A|, > 0.

ii) Sean A = ({a,})y B = ({b.}), por propiedades de limites reales,
|AB|, = lim |a,b,| = lim |a,||b,| = lim |a,| lim |b,| = |A]|,|B|, .
i) Sean A = ({a,})y B = ({b.}), se tiene,

|A+ B|, = lim |a, + b,| < lim |a,| + [b,| = lim |a,| + lim [b,| = |A|, + |B],.
n—o0 n—oo n—oo n—oo
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Si |-| es No-Arquimediana sobre F'y sean A = ({a,}), B = ({b,}) € F, entonces:
|A+ B|, = lim |a, + b,| < lim max{|a,|,|b,|} = max{|A|,,|B]|.}-
n—oo n—oo

O

Teorema 5 El cuerpo £ es completo con respecto a la norma ||, ¥y F es un sub-

conjunto denso en F.

Demostracién. Inicialmente probamos la segunda parte. Sea 4 = ({a.,}) € F. Para
cada n en los naturales se tiene a,, € F' y sea la sucesion constante (a,,). Entonces
{am — an}:°_, €s la sucesion que representa la clase A — (a,,), ya que {a,,} es una

sucesion de Cauchy, se tiene:

Iim |A - (a,)|, = lim |a, —a,|=0.
n—00 n,Mm—00

Esto muestra que F es denso en F'.
Ahora se mostrara que F es completo. Sea {4,} = {4, A,,---} una sucesion de

Cauchy en F. Por la densidad de F en F, para cada A, existe un a,, € F tal que:

|An — (dn)‘e <

S|

Por lo tanto {A — (a,,)} es una sucesion de Cauchy nula. Asi se tiene que:

{(dn)} = {An} - {An - (aAn)}-

Es decir, {(d,,)} es una sucesién de Cauchy en F. Dado que todo elemento de {(d,})
estd en F, la sucesion {a, } también es de Cauchy en F. Sea A = (a,), se tiene por

otra parte que {A — (d,)} y {4, — (d,)} son nulas en F', por lo tanto:

{A—=An; ={A = (dn)} = {An = (@)},
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es una sucesion nula en F. Esto implica que:

Ifm |A — A,|, =0,

n—oo

es decir, A = lim,,_,, A,,, por lo tanto ¥’ es completo. O

1.1.2. El cuerpo de los numeros p-adicos Q,  El ejemplo basico de una norma
sobre Q, es el valor absoluto usual. Esta norma induce la métrica Arquimediana

d(z,y) = |x — y|. ¢, Sera que existen otras normas sobre Q?. La respuesta es si.

Definicion 9 Sea p € Z primo. Se define el orden p-adico, ord,(x), de unx € Q de

la siguiente manera:

i) Siz € Z entonces ord,(x) es igual a la mayor potencia de p que divide a x.

a

it) Sixz = a

,cona,beZyb#0, entonces ord,(x) = ord,(a) — ord,(b).
i1i) ord,(0) = +oo.

El orden p-adico también se denomina valuacion p-adica y se denota por v,(x).

Lema 1 Paratodo x,y € Q se cumple:
i) ord,(xzy) = ord,(z) + ordy(y),

i1) ord,(x +y) > min{ord,(z), ord,(y)}.

Demostracion. i) Sean z,y € Z Yy ord,(z) = n,ord,(y) = m, es decir x = 2'p",
ey = y'p", para algunos z'.y € Z, donde («/,p") = 1 = (¢/,p™). Por lo tanto
zy = 2'y'p" ™, con (2'y, p"t™) = 1, se tiene que ord,(xy) = n+m = ordy(x)+ord,(y).
Ahora sean z,y € Q, existen a,b,c,d € Z conb # 0 # d, tal que x = % yy = CEZ
entonces
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ord,(zy) = ord, (bd) = ordy(ac) — ord,(bd) = ord,(a) + ord,(c) — (ordy,(b) + ord,(d))
= (ordy(a) — ordy(b)) + (ordy(c) — ordy(d)) = ordy(z) + ordy(y),
i1) Sean x,y € Q, existen a,b,c,d € Z con b,d # 0, tal que = = % yy = E, entonces

d
ad + be
bd

T+y= , por lo tanto:

ord,(z +y) = ordy(ad + be) — ord,(bd),

sea n = min{ord,(ad), ord,(bc)}, entonces p™ divide a ad y bc, por lo tanto divide a

ad + be, lo cual implica, n < ord,(ad + bc), entonces:

ord,(x +y) > min{ord,(ad), ord,(bc)} — ord,(bd)

= min{ord,(ad) — ord,(bd), ord,(bc) — ord,(bd)}
= min{ordy,(a) — ordy(b), ordy,(c) — ord,(d)}

= min{ord,(x), ord,(y)}

El lema anterior garantiza que ord,(z) esté bien definido, es decir, no depende de la

., a . . . ac
representacion de x. Sea = = 7 € Q, se tiene lo siguiente, » = 5o Por lo tanto:
C

ord,(x) = ord,(ac)—ord,(bc) = ord,(a)+ord,(c)—ord,(b)—ord,(c) = ord,(a)—ord,(b).
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Se define la funcion ||, : Q — R*, de la siguiente manera:

p—ordp(a:) si, x # 0,
|z], = ,
0 st, x = 0.

7

Ejemplo 2 Seap = 5, se calculara |5|, , |%|. , | — 1%

57

25

3

T
125

—2.
)

3

5

|5|5 = 5_1;

=
Note que |-|,, solo toma valores en el conjunto discreto {p",n € Z} U {0}. Sia,b € Z,

entonces a =b mdd p" siy solo sifa—b|, <p™".
Proposicion 4 |- es una norma No-Arquimediana sobre Q.

Demostracién. Se mostrard que cumple los axiomas de la Definicion[d]y la Definicién

El axioma i) es claro por la definicion de |z|,. Por otra parte se tiene:

—(ordp(z)+ordy(y)) —ordy(z) y—ordp(y) _

—ordo(ay) =p P = |zl yl,-

lzyl, =p =p

Por lo tanto cumple el axioma (i:). El axioma (i) y la Definicién[5], es trivial si alguno
de estos casos pasa, t =0,y =00z +y = 0. Sean z,y y = + y distintos de cero,

con x,y € QQ, es decir existen a,b,c,d € Z con b # 0,d # 0, tal que = = % yy= CEZ
ad + bc

entonces x + y = bd

y por el Lema , se tiene:

‘.1' + y‘p _ pfordp(ery) < méX{pfordp(w%pfordp(y)} = HléX{|$!p , ‘y’p} < ’m‘p + ‘ylp

Por tanto ||, ( también llamada norma p-adica) es No-Arquimediana sobre Q. [

Note que si en lugar de seleccionar un p primo, se escoge un numero compuesto
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m > 1, entonces el axioma (ii) de la Definicion {4/ no se cumple. Por ejemplo, sea
m =9, entonces: 97! = |9, # [3], 3], = 1.
Dado que [p"|, = p™", entonces [p"|, — 0, cuando n — oo.

Si p, ¢ son primos diferentes entonces las normas ||, y |-, no son equivalentes. En

n
efecto, sea la sucesion z,, = (2—9)  |Znl, = 0y |z,|, — oo, cuando n — oco.
q

El siguiente teorema garantiza que no existen otras normas sobre Q excepto ||,

y ||, (valor absoluto usual).

Teorema 6 (Ostrowski) Todo valor absoluto ||| no trivial sobre Q es equivalente a

||, 0 al valor absoluto usual |-| ..

Demostracién. Suponga que ||-|| es Arquimediana, es decir, existe n € N tal que
|In|| > 1. Sea ny el mas pequeno n, existe un nimero real a > 0, tal que ||ny|| = n.

Todo numero entero positivo n se puede escribir en base n, de la forma:
n=ay+ ang+ -+ asnyg,
donde 0 <a; <ny—1,1=0,1,--- ,s,as # 0, tal que
Inll < llaoll + laxnoll 4 - - - + llasngll = llaoll + llasll ng + - - - + llas|| ng®,

dado que a; < ng — 1 < ng Y ny es el mas pequefio que cumple ||nq|| > 1, entonces

la;|| < 1, asf

[l < T4+ng + -+ 05" =ng"(1+n0" 4 -+ + 15",

oo ) na
I B T
i=0 0
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puesto que n > nj. Sea C = % una constante que no depende de n, entonces
In|| < Cng™ < Cn®.
Reemplazando » por un entero de la forma n'¥ se tiene
[n™]] < Cn™ & |Inl] < 0 VC,

cuando N — oo, se obtiene:

]l < nt.

Ahora se mostrara la otra desigualdad. Puesto que n = ag + ajng + - -+ + asnd,
0<a;<mny—1,i=0,1,---,s,a, # 0, entonces n§ < n < nj*, esto se tiene dado

que el valor mas grande de a; es ny — 1,
n<(mg—1)(1+ng+---+nj) =nstt —1,

por lo tanto:

Y

0 = g1 = [+ st = ) < il + 1 =

por la desigualdad, ||n|| < n®, se obtiene,

ng™ —n|| < (n§™ —n)*, lo cual implica:

1 (0%
Ioll 2 " = (o = =0 (1= (1- ) ),
no

seaC’=(1-(1- nlo)“), una constante que no depende de n, entonces:

In|| = C'nltM* > C'ne.
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Reemplazando n por un entero de la forma n®,
[nN|| = ' s n)| = 0 VT,

cuando N — oo, se obtiene:

]l = n®.

Por lo tanto ||n|| = n® para todo n € N, teniendo en cuenta la propiedad ii) de la

norma, se tiene que ||z|| = |z|2, para todo = € Q.

Supdngase ||-|| No-Arquimediana, es decir ||n|| < 1 para todo n € N, dado que
||I-|| es no trivial, existe ny € N tal que ||ng|| < 1. Sea ny el minimo que cumple con
esta propiedad, es claro que n, debe ser primo, de lo contrario, se tiene ny = nino,
con ny,ny < ng, entonces ||ny|| = ||n2f| = 1, lo cual implica ||no|| = ||n|| ||n2l| = 1, lo
cual es absurdo; Asi, ny €s un nimero primo y se denotara por p.

Ahora se mostrara que si n € Z no es divisible por p, entonces |n|| = 1. Por el
algoritmo de la division existen r,s € Z, tal que, n = rp+ s, con 0 < s < p, por la
minimalidad de p, se cumple ||s| = 1, |7 < 1y ||p| < 1, entonces ||rp|| < 1, por lo
tanto:

In = sl = [lrpll < lIs]l = 1,

por el Corolario [T} se tiene:
Inll = lln = s + s]| = max{{[n — s[|, Is|[} = [Is]| = 1.

Finalmente, dado n € Z, n se puede escribir de la forma n = p®m, donde p no divide

a m, entonces:

Il = llp*mll = lp"ll llm]l = lp*|l (1) = llp]I* -

1\*“ . :
Sea p = ||p|| < 1. Entonces p = (—) , para algun « > 0. Teniendo en cuenta la
p
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propiedad ii) de la norma, el resultado anterior se cumple para todo = # 0 € Q, por

lo tanto ||-|| es equivalente a || . O

La siguiente proposicidon establece una relacion entre todas las normas no trivia-

les sobre Q.

Proposicion 5 Para todo xz € Q,z # 0, se cumple:

H ||, = 1.

2<p<oo

Demostracion. Dado z € Q, z # 0, es posible escribir de manera unica, x = ep{'p5? - - - po»,

donde |¢| = 1, los p; son primos distintos, «; € Z, parai = 1,--- ,n. Si ¢ €s primo y

q ¢ {ph s ,pn}, se tiene:

De (4) se comprueba la proposicion. O

Dado que Q no es completo con el valor absoluto usual y su completacion es el
cuerpo de los ndmeros reales R. Considere {x,}, =, = >/ p' con 1 < n € N, una
sucesion en Q y € > 0, entonces existe ny € N tal que p~™ < e. Sean n > m > ny,
tal que

|£L,n_xm|p: ’xm_l_____'_xn—l‘p:p—mgp—no <€,

es decir, {x,} es una sucesion de Cauchy con respecto a ||,, que converge a

x =3 7,1’ donde z ¢ Q, por lo tanto Q no es completo con resptecto a |-| .

Sea p un numero primo fijo, se define Q, como la completacién de Q con respec-

to a |-\p, donde Q, es el cuerpo de los humeros p-adicos. Los elementos de Q,
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son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en QQ con respecto a la norma
p-adica. Como se ha sefialado anteriormente, Q puede identificarse como un sub-
cuerpo de Q, que consiste en las clases de equivalencia de sucesiones constantes.
Sea a = ({a,}) € Q,, por la Definicion 8]

‘a’p = nh_>r20 ‘an‘p .

Asi, por la Proposicion , dado que ||, es No-Arquimediana sobre Q, su extension

que se escribira igual |-| ,, es No-Arquimediana sobre Q,.

Corolario 2 Si |a|, # 0, entonces la sucesion de normas {a,|,} se estabiliza para

unn suficientemente grande, es decir, |a.,|, = |al|,, para todo m > n.
Demostracién. En efecto, sea 0 < € < |al , existe ny € N, tal que si n > n,, entonces:
|y, —al, <e<la,,
dado que |d,|, = |a.|,, por lo tanto:
|dyl, = |dn — a+ al, = max{|d, — al,,|a],} = |a|,.

O]
Por tanto, el conjunto de valores que ||, toma en Q, es el mismo que toma en Q,
es decir, {p",n € Z} U {0}, un fendmeno bastante diferente de lo que ocurre con el
valor absoluto euclidiano que, extendido de Q a R, toma todos los valores reales no

negativos.
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Considere la serie:

d—m d—m—l
Tom 1

p e

+ oot do+dip+dop* + -+ (5)
donde 0 < d; < p, paratodoi > —myd,, # 0.

n
t=—m

Las sumas parciales S, = > d;p*, forman una sucesion de Cauchy con res-
pecto a la norma |-|,, ya que para cada ¢ > 0, existe ny € N tal que p™™ < ¢y para

todo &k > n > ng se tiene:

k
= Z dipi

i=n-+1

k n
Z dipi - Z dipi

i=—m t=—m

< méx {[dip| } = mix{[p'] } <p7 <e

p p

Por lo tanto, cada serie de la forma (5) representa un elemento de Q,,. Se demostrara
qgue cada clase de equivalencia de una sucesion Cauchy en @Q, contiene una uUnica
sucesion representativa canonica de Cauchy (la sucesion de sumas parciales de
una serie en la forma (5)).

Para describir su construccion, se necesita el siguiente lema.

Lema2 Sear € Q, y |x|p < 1, entonces para todo i € N, existe a € 7 tal que
la — x|, < p~'. El entero o se puede elegir en el conjunto {0, 1,2,...,p'—1} y ademas
es unico.

Demostracion. Sea © = %, con (a,b) = 1. Dado |z|, < 1, implica que p no divide a
b, puesto que si p divide a b entonces ord,(b) > 1y 0 < ord,(z) = ord,(a) — ord,(b),
por lo tanto, 0 > —ord,(z) = ord,(b) — ordy,(a), lo cual implica, ord,(a) > ord,(b) > 1
y esto contradice que (a,b) = 1, de ello se deduce que by p’ son primos relativos,
entonces, se pueden encontrar enteros m y n tales que mb + np' = 1. Sea a = am,

entonces
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|04—x]p:‘am—g

b

a

b

p

P Y

|mb — 1]
p
< |mb— 1|p = ‘npi‘p = |n|p ‘pi‘p <p
Finalmente por el algoritmo de la divisién, existen Unicos ¢, € Z,0 < r < p', tal que

am =qp'+r,seaa=r¢e{0,1,...,p" — 1} y usando la desigualdad triangular fuerte

se tiene:

a i . a i —i
|a—x]p:)<am—g>—qp Smax{)am—g‘ ,‘qp’p}gp )
p p

0

Teorema 7 Toda clase de equivalencia a € Q, con |z|, < 1, tiene exactamente una

sucesion de Cauchy {a,} que la representa, tal que:
i) a; €Z,0<a; <p'parai=1,2,...
i) a; = a;y1 méd p' parai=1,2,...

Demostracién. Sea {b;} una sucesion de Cauchy representante de a. Se construira

una sucesion de Cauchy {a;} equivalente {b;} que satisfaga i) y 7). Dado
|bz|p — |a’|p S 171 — 0

se puede descartar varios términos iniciales, si es necesario, tal que |b;|, < 1 para
todo i.

Paratodo j = 1,2,..., sea N(j) un entero positivo tal que
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Note que se puede escoger la sucesion N(j) estrictamente creciente con respecto
a j, es decir, N(j) > j. Por el Lema[2] existe a; € {0,1,...,p7 — 1}, tal que:

Se demostrara ahora que a; = a;;; méd p? y {b;} ~ {a;}. La primera afirmacion se

tiene de:

laj1 = ajl, = a1 = vy + dvgany — by — (a5 — b)),

< max{|aje1 = bvgan |, » [ovg) = ey, - |as = b}

J+1)

< méx{p Ut p=i p=i} = pI,

de modo que a; = a;4; méd p.

Para demostrar la segunda afirmacion, sea j arbitrario; entonces para i > N(j) se

tiene:
|(IZ' — bz|p = ’ai — CL]' + CL]' — bN(j) — (bl — bN(j)) p’
< max{|a; — a5, |a; = bngy |, [ = dvep ], 1
<méx{p 7, p I pI}=p.
Por lo tanto

|CLZ' — bz|p — O,Z — 00 <= {(IZ} ~ {bz}

Para la unicidad, suponga que existe una sucesion distinta {z;} que cumple con
las condiciones i) y ii) del teorema con a;, # x;, para algun iy, entonces se tiene
a;, # x;, mod p , yaque ambos a;, Y z;, estan entre 0y p* —1 . Por lo tanto, usando

(1), para i > iy, se tiene:

_ _ L1 i
a; = a;y  x; = x;,, mod p*,
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es decir, a; Z x; mdéd p, por lo tanto,
‘a’i - xi’p > p*io’vi Z iOv

lo que implica que {a;} 7 {z;}, contradiciendo que son equivalentes, por lo tanto

{a;} es la Unica que cumple las condiciones (i) y (ii) del teorema. O

Sia e Q, con |a|p < 1, entonces se pueden escribir todos los términos a; de la

sucesion representativa dada por el teorema anterior de la siguiente manera:

a;=do+dip+---+diapT

donde d; € {0,1,....p—1},i=0,1,...,p— 1. La condicion (ii) implica precisamente
que:

a1 =do+dip+ - +diopT + dip’,

donde los coeficientes d, a d;_; son todos iguales a los de «;, asi, a esta represen-

tado de manera Unica por la serie convergente (en la norma p-adica),

a = i d,p".
n=0

Sia € QY |al, > 1, entonces es posible multiplicar « por una potencia de p (es decir,
por p™ = |a|,) para obtener un nimero p-adico o’ = ap™ que satisface |a'|, = 1, y de

acuerdo al razonamiento anterior se tiene que:
a = Z dzpl>
=0
donde d,, € {0,1,....p— 1} paran > 0y dy # 0. Dado que a = p~™d’, entonces:
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a=p "y dp'= ) dp"
1=0 =

donded_,, #0yd, €{0,1,....p— 1} paran > —m.

Por lo tanto, para todo a € Q,,a # 0, tiene una Unica representacion canonica de la

forma: . o
a=> dp"=p"> mph
n=vy k=0
donde v = —ord,(z) € Z,x, = disqy, 2, € {0,1,...,p — 1}, 290 # 0,k > 0. Esta
representacion también se puede escribir como, a = (... dsd1dp,d_1d_2 .. .d,),.
Ejemplo 3 Calcular la representacion canonica de 23 en Q3.

Usando el algoritmo de la division se tiene:

23=7-3+2
=(2-34+1)-3+2

=2-34+1-3+2.

Asii 23 =2-304+1-3'+2.32 = (...00212)s.

Ejemplo 4 Demostrar que

“l=@p@-D+@-Dp+p@-1p°+--

En efecto, sea

Entonces, lim,,_, z, = lim,,_,o p"*'—1 = —1, puesto que, lim,,_, [p"+! |p = 1im,_,eop ™"
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0. Analogamente se tiene

—p=(p—-Lp+p-Dp*+@p-1p*+ -

Ejemplo 5 Calcular la representacion candnica de 2—53 en Qs.

23 4-5+3

5 5
= (...0004,0)5 4 (...0000,3)5 = (...0004,3)s.

=4+3-5"=(...0004,0)5 + 3(...0000, 1)s,

Definicion 10 Un ndmero p-adico a € Q, se dice que es un entero p-adico si su
representacion canonica contiene solo potencias no negativas de p. El conjunto de

los enteros p-adicos se denota por Z, y es equivalente a decir:

z,,:{xe@,,:x:zxipaog%},

1=10

:{xGQp:|m|p§ 1}.

Proposicion 6 Z, es un anillo local cuyo ideal maximal es el ideal pZ, = {x € Q,, :

x| < 11. Ademas, cada elemento del complemento Z, \ pZ, es invertible en Z,,
p p p p P

siendo los unicos elementos invertibles en Z,,.

Demostracion.

1. Para ver que Z, es un anillo, es equivalente mostrar que Z, es un subanillo de

Q,, entonces:

a) Seanx,y € Z, entonces |z|, < 1y |y[, < 1.
Luego, |z — y|, < méx{|z],, |y|,} < 1. Porlotanto (z —y) € Z,.
b) Sean z,y € Z, entonces |zy|, = |z[, |y[, < 1. Asi, zy € Z,.

c) 1 €Z,dadoque |1, =1<1.
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De a),b) y ¢) se obtiene que Z, es subanillo de Q,, por lo tanto Z, es un anillo.
2. Para mostrar que pZ, es ideal de Z,, hay que observar lo siguiente:

a) 0 € pZ, pues [0, =0 < /.
b) Sean z,y € pZ, entonces |z|, < Ilj y lyl, < 1. Se tiene que |z —y|, <

max{|z],,|y|,} < ;. Porlo tanto, (pZ,, +) es subgrupo de (Z,, +).

c) Seanr € Z,y x € pZ,. Se tiene

1
’r|p S 1 :> |Tx’p = |T‘p ‘x’p S |x‘p S -

i

Asi, rx € pZ,.
De a),b) y ¢) se obtiene que pZ, es un ideal de Z,.

3. Sea [ ideal de Z,. Si existe w € I tal que w ¢ pZ,, entonces |w|, = 1.

Luego, la igualdad [1|, = |w], |w™"|, implica que |[w™'|, = 1 dado que |w|, = 1.

p
Entonces w™' € Z, y por ser I ideal de Z, se obtiene 1 = ww™" € I.

Para cualquier z € Z, se tiene que 1z = = € I. Luego, Z, C I, es decir, [ = Z,.
Cualquier ideal propio de Z, esta contenido en pZ,, es decir Z, es un dominio
de ideales principales y ademas pZ, es el unico ideal maximal del anillo Z,, en

consecuencia Z, es un anillo local.

4. Siz € 7, \ pZ, entonces |z|, = 1. Luego = # 0y 27" € Q,. Se tiene |27'|, =
ﬁ = 1. Entonces 7' € Z, \ pZ,. Asi, cada elemento de Z, \ pZ, es invertible

en Z,.

Si z € pZ, fuera invertible se tendria que existe y € Z, tal que zy = 1, es decir,

2], lyl, = 1, pero esta es una contradiccion pues |z, [y|, < [z|, < }D Asi los

unicos elementos invertibles de Z, en Z, son los elementos de Z, \ pZ,.
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La proposicon anterior permite establecer la siguiente definicion.

Definicion 11 El grupo de unidades de Z,, es:
Ly, ={x € Zy:|z|,=1}.
El cuerpo residual de Q, es Z,/pZ, = F, = {0,1,...,p— 1} .
Corolario 3 Sean € N se tiene
Z,/p" Ly = L[p"L.

Demostracién. Usando el lema 2, para 2Z, existe un Gnico o, € Z que cumple

|z — ozm|p <p"y0<a, <p"-—1.Se define

I Zp/anp — Z/p"Z

T+ p "Ly — oy + "7,

m [ esta bien definida:
Siz + p"Z, =y + p"Z, entonces (z — y) € p"Z,, es decir, [xr —y|, < p™" esto

implica que
|Oém - ay|p - |Oém — T+ Yy — O‘y +x— y|p S méX{’Oéw - flf|p ’ |y - O‘y|p ) |x - y|p} = p_n7

asi o, = a,, mdd p" entonces a, + p"Z = oy, +p"Z, asi f(x+ph) = f(y+p"Z).

= [ es biyeccion:

f es inyectiva puesto que

fx+p"Z,) = f(y+p"Z,) entonces a, +p"Z = a, +p"Z, asi o, = oy, mbd p".
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Luego,
z—yl, =l — s+ az —ay+ay —y|l, <max{lz —auf,, oz — oy, |ay =yl } <p7",

entonces x —y € p"Z,, asi z + p"Z, = y + p"Z,. f es sobreyectiva dado que

para cualquier k + p"Z se tiene f(k + p"Z,) = k + p"Z.
= es homomorfismo:

1. Sea (1+p"Z,) € Z,/p"Z,, tal que f(1 + p"Z,) =1+ p"Z.

2. Sean z,y € Z, tales que x + p"Z,,y + p"Z, € Z/p"Z,, entonces f(x +
P'Zpy+y+p"Zy) = f(x+y+pLy) = Quyy + DL =z +a, +pL =

f(x + anp) + f(?/ + anp)_
En efecto,

|y + ay — Qupyl, = |low — T+ 0y —y+ T+ Y — iyl
< méx{‘aﬂc - l”p ) ’Oéy - y’p ) |£L’ +ty— Oé:rer’p}
<p"
Esto implica o, + oy = a4+, méd p™ entonces o, + oy, +p"Z = ayyy +p 7.

3. Se tiene que

[+ p"Zy)(y + p"Ly)) = f(ay + p"Zp) = gy + p"Z
= o0 + p"7

= fx+p"Zp)f(y + p"Zyp).
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La cadena de igualdades se justifica usando:

’awy o amay’p = |axy -2y + TY — YQy + Yoy — Oéxay‘p
S méx{‘amy - my|p ? ’y‘p ‘:U - Oéﬂf’p ? ‘Oéx‘p ‘y - C“y‘p}

<p

entonces o, = oy, méd p" = agay + P = oy + P L.

1.1.3. Topologia en Q,  En esta seccion se introducen los conceptos de bolas y
esferas en Q,.

Q, es un espacio métrico con d(z,y) = |z — yl.,.

Definicion 12 Sear € Z y a € Q,, denotaremos y definiremos
" B.(a)={z€Q,: |z —al,<p"},r €Z, labolacon centroa y radio p".
m Sp(a)={r€Q,:|z—al,=p"},r €Z, la esfera con centro a y radio p".

Proposicion 7 Seana € Q, y n € Z, tales que los conjuntos a + p"Z, son bolas en

Q,, mas precisamente, a + p"Z, = B_,(a).

Demostracion. Dado que = € a + p"Z, se tiene que x = a + p"y con y € Z,, por lo
tanto

z—a=p'ysiysolosi |vr —al, <p "siysolosize B ,(a)
[

Proposicion 8 Seana € Q, y n € 7Z, los conjuntos a + p"7Z; son esferas en Q,, es

decir, a + p"Z; = S_,(a).

Demostraciéon. Puesto que » € a + p"Z, se tiene que x = a + p"y, con y € ZJ

entonces r — a = p"y implica |z — af, = p™" por lo tanto z € S_,,(a). O
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Ejemplo 6 Las bolas unitarias se pueden asociar al conjunto de Cantor, en el caso

p=3

Figura 1. Bola unitaria en Qs

A continuacion se presentan resultados sobre la topologia de Q,, que provienen de

la propiedad ultramétrica.
Lema 3 S, (a), B,(a) son conjuntos abiertos y cerrados en la topologia de Q,,.

Demostracion. Se mostrara que S,(a) es abierto. Puesto que Z; = 7Z, \ pZ,, €l

Corolario |3} afirma que si r € N entonces Z,/p"Z, = Z/p"Z. Esto implica que los

numeros 0,1,2,...,p" — 1 son representantes de las clases de Z,/p"Z,, es decir,
p"—1

p—1
Z,= | | i+pZ,entonces Z; = | |i+pZ,
1=0 =0

p—1 p—1

Se(a)=a+pZ =| |(@+ip” +p " VZ,) = | | Biala+ip™),

=1 =1
S-(a) es unién de bolas abiertas de radio » — 1, por lo tanto es un conjunto abierto.

Observe que S, (a) es cerrado. Dado que B,(a) = {:c €Qp:lr—al, < ’r} es cerrado
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y B.(a) es abierto, entonces (B,(a))® = {x €Q:lzr—al,> r} es cerrado, por lo
tanto, S,(a) = B.(a) N (B,(a))¢ es cerrado.

Para demostrar que B, (a) es cerrado, basta mirar que (B,(a))¢ es abierto.

Note que (B,(a))¢ = {x €Qy:lr—al,> r} = S, (a)uD; D = {x €Qy:lr—al, < r} ,
donde S, (a), D son abiertos, lo cual implica que (B,(a))¢ es abierto, por lo tanto B,(a)

es cerrado. 0

Lema4 Sib € B,(a) entonces B,(b) = B.(a), es decir, todo punto de la bola B,(a)

€s su centro.

Demostracién. Sea z € B,(a) lo cual implica [b — x|, < r, por hipotesis se tiene que
la —b|,, < ry usando la desigualdad triangular fuerte, se obtiene:
la —z|, = [(a—b) + (b — )|, < max{|a —b],,[b—z|,} <r, porlo tanto

B,.(b) C B.(a), analogamente, B,(a) C B,(b), se concluye que, B,.(b) = B,(a). O
Proposicion 9 Las bolas en Q, cumplen las siguientes condiciones:

» SiB,(a), Bs(b) C Q, entonces B,(a) N Bs(b) =0 6 B,(a) C Bs(b) o
(B (b) C Bs(a)).

m [ a frontera de toda bola es vacia.

Demostracion.

- Si B,(a)NBs(b) # 0, suponga que r < sy sea z € B,(a)NB,(b) , por el Lemafd]
se tiene que B,(a) = B,(z) y Bs(b) = Bs(z), pero B,.(z) C Bs(z) lo cual implica

que B.(a) C By(b), (la otra contenencia se da cuando s < r).

- Se tiene B, (a) € B,(b) y Bs(b) € B,(a). Note que B, (a) N By(b) = ). Suponga
que B,(a)NBs(b) # 0, por lo anterior implica que B,.(a) C By(b) o B,(b) C Bs(a),

lo cual es absurdo, por lo tanto B.(a) N B,(b) = 0.
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- Sean Fr(B,(a)), int(B,(a)) la frontera y el interior de la bola B, (a) respectiva-

B,(a))
B, (a) por lo tanto Fr(B,(a))

T(a) \ int(B,(a)), pero B,(a) = int(B.(a)) =
0.

mente. Note que Fr(

1.1.4. Sucesiones y series p-adicas

Teorema 8 Una sucesion {a,} en Q, es de Cauchy, y por lo tanto converge, si y
solo si, satisface que:

lim |a,41 — an]p =0. (6)
n—0o0

Demostraciéon. Si {a,} €s una sucesion de Cauchy, entonces:

=0,

lim  |a, — a,|

m,n—00 p

en particular, si m = n + 1 se cumple (6). Reciprocamente, para todo ¢ > 0, existe

N € N, tal que sin > N se cumple:
|ans1 — anl, <,

sean m > n > N, por la norma p-adica, se obtiene:

Qm — anlp = |am —Op—1t0pm1—Quo+ Ap_2— " — Gup1 T Api1 — Ay p
< méx{|a, — am,llp Jam—1 — am,Q\p R an]p} < €.
Lo cual implica que {a,} es una sucesion de Cauchy. O

Ahora se considera la serie >_;°, a; en Q,. Se dira que la serie converge si la suce-
sion de sumas parciales, s, = > ., a;, converge en Q, y converge absolutamente

si ) i, |ail,, converge en R.
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Proposicion 10 Sila serie )", |a;|, converge en R, entonces la serie ) ;°, a; con-

verge en Q,.

Demostracion. Dado que la serie > ;°, |a;|, converge, entonces su sucesion de su-
mas parciales también converge y es de Cauchy, es decir, para todo ¢ > 0 existe

n € N tal que para todo m > n > N se tiene:

m
Z ‘ai’p <€

i=n-+1

entonces:

m

m
[$m = snl, = Z @il < Z jail,, <€,

1=n+1
en consecuencia {s, } es una sucesion de Cauchy y por tanto la serie }_:°, a; con-

verge en Q,.. O

Ahora se mostrara un resultado muy util en Q,, consecuencia del Teorema

Proposicion 11 Unaserie )" a;, cona; € Q, converge enQ, si y solo silim,,_, a,, =

0, en este caso:

[o.¢]
> an| < méx{ja,|,}
n=1 P

Demostracién. La serie converge si y sélo si la sucesion de sumas parciales,

sn = y .., a; converge. Dado que a,, = s, — s,_1, por el Teorema , la serie converge
siy solo si lim,, ;. a, = 0.

Suponiendo que Y | a, converge. Sea S = |>_ -, Q-

Si S = 0 el resultado es inmediato dado que |a,|, > 0. Si S # 0, por el Corolario

se tiene que |5, = [sn|, para un N suficientemente grande. Por otra parte, dado
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que a,, tiende a cero y por la desigualdad triangular fuerte:

|snl,

N
D> an
n=1

PR o '
< mix {lan|,} = méx{|an|,}

p

O
Observacion. El resultado anterior no se cumple en (R, |-|), por ejemplo, la serie
S 1, diverge aunque £ — 0, cuando n — oo.
=1in n

Ahora se daran dos definiciones importantes para el desarrollo de las secciones

siguientes.

Definicion 13 (Caracter aditivo) Un caracter aditivo del campo Q,, esta definido co-
mo una funcion continua x : Q, — C, talque |x(z)| =1 y x(z+vy) = x(2)x(y),z,y €
Qp-

Propiedades:

1. Si x(z) es un caracter aditivo arbitrario, se tiene x(0) = 1, dado que x(z) =

x(x +0) = x(z)x(0).

2. x(=x) = x~'(z) = x(x), dado que 1 = x(0) = x(z — ) = x(z)x(—x) y por la
unicidad del inverso, se tiene que x(—z) = x'(z).

3. x(nz) = (x(z))", para todo n € Z. Es consecuencia de aplicar |n| — 1 veces la

primera propiedad.
Siz € Q,, el caracter aditivo x(z) = 1, se conoce como el caracter aditivo trivial.
Definicion 14 Sea f(x) = > c;x* en Q,[[z]] es una restriccion especial de series de

potencias (SRP), si f(0) =0, es decir, co =0y

1

;=0 méd pll=t |i| =iy + - +in,

para todoi # 0 en N".
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1.1.5. Integracion en Q,  En Q, existe una medida que es una generalizacion de
la medida de Lebesgue en R™. En esta seccion se presentan los resultados nece-
sarios para el desarrollo de este trabajo, algunos sin demostracion, para un estudio

més profundo ver[']

Teorema 9 Sea (G, x) un grupo topoldgico localmente compacto. Existe una medida

regular de Borel, unica salvo multiplicacion por constantes positivas, tal que:
1. |, dx >0, para cada conjunto abierto de Borel U # ().

2. [ .pdx = [,dz, para cada conjunto de Borel E.
Una prueba de este teorema en?, pag.254.

Definicion 15 La medida dx descrita en el teorema anterior es una Medida de Haar

sobre G.

Por lo visto en el capitulo anterior se tiene que (Q,, +) es un grupo topoldgico abe-
liano localmente compacto, asi que existe una medida de Haar dx sobre (Q,, +). Por

otro lado, Z, es compacto y por ser dz una medida regular se obtiene

/dx<oo.
zZ

P

Asi, se puede normalizar esta medida por la condicion
/ de =1
ZP

Los abiertos compactos de Q,, es decir, a + p™Z,, generan una oc—algebra de Borel.

y entonces dx es unica.

7 P.HALMOS. Measure Theory. Van der Nostrand Reinhold Company, 1950, pag. 254.
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La medida dx asigna a cada subconjunto abierto compacto U un numero real no

negativo [, dz, que ademas satisface

dx = /d,

para todos los subconjuntos abiertos compactos U,, es Q,, que son disjuntos dos a

dos, tal que |J,-, U,, es compacto. También se cumple,

/ dx:/dx.
zo+U U

Definiciéon 16 Una funcion ¢ : Q, — C es llamada localmente constante, si para
fodo x € Q, existe un compacto abierto x € U C Q,, tal que f(x) = f(u) para todo

uelU.

Toda funcién localmente constante ¢ : Q, — C puede expresarse como una combi-

nacion lineal de funciones caracteristicas de la forma

o0

(p((D) = chlUn(I)v cn € C,

n=1

donde,
0, siz ¢ U,
1, six € U,

1y, (z) =
y U, C Q, es un compacto abierto para cada n.

Definicion 17 Sea ¢ : Q, — C una funcion localmente constante. Considere A =

Ule U, UynU; = 0,1 # j con U; compacto.

/ap(x)dx:cl/ dx—i—---—i—ck/ dx.
A Ui Uk
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Definicion 18 E/soporte de una funcion compleja f definida en un espacio topoldgi-

co X es la clausura del conjunto

{z € X|f(z) # 0}.

Una funcion localmente constante con soporte compacto se llama funcion Bruhat-

Schwartz.

Definicion 19 Una funcién ¢ : Q, — C es llamada localmente integrable, » € L}

loc?
/ o(z)dz,
K

Si

existe para cada compacto K.

Proposicion 12 Sea d(ax) definida por d(ax)(U) = dx(aU), entonces d(ax) es una
medida de Haar y

d(ax) = |a|,dz, a € Q.

/ dr = ]a|p/da:.
aU U

Demostracion. Sea T, : Q, — Q,, donde T,(z) = ax. Note que T, esta bien definido

Es decir,

y ademas es inyectivo pues T,(z) = T,(y) si y solo si ax = ay si y solo six = y. Si
y € Q, entonces 7, <%) =y, luego T, es sobreyectiva.

Dado que T, es la restriccion de la operacion producto al conjunto {a} x Q,, esto
implica que T, es continua. Por la continuidad de la operacién de tomar inversos
multiplicativos se obtiene que 7! es continua. Luego, 7, es un homeomorfismo de
Q, en Q,, entonces d(ax) es una medida de Borel regular sobre Q,,. La invarianza de

traslacion de dz implica la invarianza de traslacion de d(ax), esto es, para cualquier
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y € Q, se tiene:
d(ax)(y +U) =d(a(y+ U)) = dz(ay + aU) = dz(aU) = d(azx)(U).

Por lo tanto, d(ax) es una medida de Haar sobre Q,, luego existe una constante
positiva C(a) tal que [, dz = C(a) [, dx.
Para calcular C'(a) se puede escoger cualquier conjunto abierto compacto U, en este

caso se tomard U = Z,. Suponga que a € Q,, entonces |a|, = p~*conk € N. Se

tiene
pF—1
L, = U U+ p .y,
i=0
pF-1 pF-1
1:/d93: d:v:Z/dx:pk/d:v,
Ly i=0 . % i=0 /p* :
i+p~Zp PF Zyp
implica que
[ de=vt=lal,
kap

Dado que |al, = p~* entonces a = p*Fu con u € Z} y Z, = uZ,, por lo tanto:
/dx— /dx—/dx—|a|p.
aZp pruZy P*Zp

Asi,
/da: = C(a)/dw = C(a) = |al,.

aZyp Zyp

De manera similar, para a ¢ Z,, por tanto,

d(ax) = |a|,dz, a € Q.
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Como consecuencia inmediata de la proposicion anterior se tiene:

Corolario4 Sea o : U — C, donde U es un conjunto Borel, es decir, un abierto

compacto, entonces

/so(w)dfv = |z, / p(ay + b)dy,

U a~lU—-a"1b
donde a € Q;,b € Q,.

Demostracién. Haciendo el cambio de variable = = ay + b, se obtiene,
dz = d(ay + b) = d(ay) = |a|, dy,
dado que es invariante bajo traslaciones, por otro lado se tiene; y = a1z — a0,

/Ucp(x)dfﬂ = / p(ay +b) |al, dy = |al, / p(ay + b)dy.

a~1U—a"1b a~1U—a"1b

Ejemplo 7 Paratodor € Z,
/dx: /dx:pr/ dy=17p".
B,(0) — Z”
Ejemplo 8 Paratodor € Z,
/d:c: /d:c— / dr=p —p " =p"(1-pH).
Sr(0) B;-(0) B,-1(0)

Ejemplo 9 Sea U = Z, \ {0}, U no es compacto y, [, dv = [, dx = 1. En efecto,
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sea {p" }.en, Una sucesion en U que converge a0, tal que U no es compacto. Dado
que, U = Z, \ {0} = ||}, {x €Zp:|z|,= p_j}, se obtiene:

/dx—z/dx—z\pf\ /dy—zp /dy, (v = p'y),

JZX

:(1—1p )/dy—(l_ _1) (/Zpdy / dy>
(i) e

Se observa que Z, \ {0} tiene medida Haar 1 y {0} tiene medida Haar 0.

Ejemplo 10 Demostrar que

Demostracion.
Lt =3[ w(e)ar= 0= 3,
(0 r=0
=(1-p )Z —rln(p)p™" = —(L—p )In(p) > rp ",
r=0 r=0
_ P
= —(1—p ) n(p)——3,
(1-p ) in) o E s
entonces
p—1 p Inp
In |z|,dx = — In(p = — .
/zp Iy p ()(p—1)2 p—1
Recordando que >~ jrp™" = % f1)2.

Ahora, se define el espacio Q := Q, x Q, x --- x Q,, que consiste en los puntos
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r = (v1,,...,7,), CON7; € Q,paraj=1,2,...,n. Lanorma sobre Q) es

]|, = md

. . n
19'5; |zilp; © € Q.

La norma recién definida es no arquimediana, la Unica propiedad que no es evidente

es la desigualdad

[z +yll, < méx{[lz]l,, lyll,}, =,y € Qy,

pero esta se cumple, puesto que

[z +yll, = méx [z; + yilp < méx max{|zilp, [4il,},
= méx{ 10X |zlp, MEX |yil,},

= max{|[z[|,, [y}

Como las propiedades de ser completo, totalmente disconexo y localmente compac-
to se conservan en la topologia producto se obtiene que Q; es un espacio métrico
completo, totalmente disconexo y localmente compacto. Las bolas y esferas se defi-

nen de manera similar al caso unidimensional, como sigue:

Definicion 20

Bl(a) ={z € Qy: [z —al,<p"},r€Z,
es la bola con centro a y radio p”, y

Si(a) ={z€Q:|lz—al,=p}.r €Z.
es la esfera con centro a y radio p".

Las bolas y esferas son conjuntos cerrados y abiertos en Q7, ademas sia = (ay, as, . .., a,)
entonces

B'(a) = B,(a1) X By(az) x -+ x By(ay). (7)
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Por otro lado, existe una medida de Haar d"x sobre Q} y se puede normalizar por la

/ d"z = 1.
z

n
P

condicion

d"z es la medida producto de dzq, ..., dx,, donde dz; es la medida de Haar sobre
(Qp, +) normalizada. En particular, si A = A; x --- x A, donde A; C Q, es compacto

parai=1,...,n, se cumple

/Ad”a::g/Aid:ci.
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2. POLIEDRO DE NEWTON

En este capitulo se presentaran los conceptos y resultados importantes sobre el
poliedro de Newton y se muestran ejemplos de poligonos de Newton, dado que se

trabaja con polinomios en dos variables, tomando como referenciaﬁ].

2.1. POLIEDRO DE NEWTON GLOBAL

Sean R un anillo conmutativo y f(z) = f(z1, -, 2n) = > cyn Gy - - - ™ polinomio
definido sobre R[xy,- - -, x,] tal que f(0) = 0.

Se denota soporte de f al conjunto

supp(f) = {w € N"|a,, # 0}

Definicion 21 E/poliedro de Newton global de f, I";(f), se define como la envol-
vente convexa de supp(f). Sea f € R[x1,- - -,x,] y RT = {x € R|z > 0}. El poliedro

de Newton de f, I'(f), se define como la envolvente convexa en (R*)" del conjunto

U w~+ (RM)™

wesupp(f)

Note que I'(f) = I'(f) + (RT)".

Definicidon 22 La cara de I'(f) es todo subconjunto convexo T, que se pueda ob-

tener mediante la interseccion de T'(f) y un hiperplano H de R" tal que alguno de

8 J. DENEF y HOORNAERT K. “Newton polyhedra and Igusa’s local zeta function”. En: J. Number
Theory 89 (2001).
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los semiespacios definidos por H contiene al'(f). De forma analoga la definicion de
caradel,(f).

Nota. Se considera el poliedro I'(f) 6 (I',;(f)) como cara. Para toda cara distinta al

vacio o al total, las cuales se llamaran caras propias.

Definicion 23 Sea C' un conjunto convexo no vacio en R" y /3 un vector no nulo en
R™. Se dice que C retrocede en la direccion de (3 si, y solo si (x + \3) € C para todo
A > 0 ytodox € C. En este caso se llama 3 una direccion de recesion de C. El

vector 3 también se conoce como rayo.

Definicion 24 Se define la dimension de la cara - como la dimension del subespa-

cio afin generado por 7. Los vértices seran caras de dimension 0.

Se puede dar una expresion de las caras del poliedro de Newton en forma de suma

de MinkowskKi

l
7 = convex{vy,..., v} + ZR*W,
i=1
donde,

m {vy,...,ux} C supp(f) son los vértices de la cara.

w {ry,...,m} C{ey,...,e,},donde {ey,...,e,} eslabase canonica de R" y éstos

son los rayos contenidos en la cara.

Se tiene que una cara en R™ es compacta si y sélo si ésta no contiene rayos.

2.2. COMPONENTES DEL POLIEDRO DE NEWTON

Definicion 25 Sea f(x) = f(z1,- -, zn) = Y cpn Gy - - - 22" polinomio definido

sobre un anillo R conmutativo tal que f(0) = 0. Para toda cara T del poliedro de

57



Newton T'(f), se define el polinomio asociado a - como:

fr(x) = Z a,T”.

weT

Ejemplo 11 Consideremos f(z,y) = 22%% + 1° + z* — 2xy® — 222y + o2, (ver®)

Figura 2. Poligono de Newton de f(x,y).
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Se tiene que:

Cara propia Dimensidn
7 = {(0,2)} 0
7 ={(4,0)} 0
7 ={(1=A)(0,2) + A\(4,0)] 0 < A < 1} 1
7 ={(0,2) + RT(0,1)} 1
71 ={(4,0) + R*(1,0)} 1

y los polinomios asociados a cada cara son

sz = IA - 2$2y +y27
fTB - y2 +y57

fry = 2.

Ejemplo 12 g(z,y) = (v — 2?)? + 2ly*
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Figura 3. Poligono de Newton de g(z, y).

Y

Se tiene que:

Cara propia Dimensidén
70 = {(0,6)} 0
n ={(4,0)} 0
7 = {(1—=A)(0,6) + A\(4,0)] 0 < X < 1} 1
3 = {(0,6) + R*(0,1)} 1
7= {(4,0) + R*(1,0)} 1

y los polinomios asociados a cada cara son

6

gry = 9%,
gr =",
gr = (y° — 2%)?,
9rs = 1",
g7-4 = .T4.
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Definicidon 26 Sean f € K[y, ---,x,] paraK campo y S un subconjunto de caras de
I'(f). Se dice que f es no degenerado sobre K con respecto a S, si para toda cara

T € S, el lugar de ceros de f, no tiene singularidades en (K*)™.

La condicion de no degeneracion sobre F, en una cara 7 es equivalente a que el

sistema de ecuaciones en congruencias:

fr =0modp

9fz

oz, =0modp, i=1,2,---.,n

no tiene solucion en (Z)".

Lema5 Seaa € (R™)", se tiene que la funcion ¢, : T'(f) — R con ¢,(z) = a-x toma
un minimo sobre una cara de T'(f). En particular, éste se alcanza sobre el conjunto

de vértices de T'(f).

Demostracién. Si a = 0, es trivial. Suponga a # 0, es claro que ¢, es continua y
alcanza un minimo sobre I';(f) por ser cerrado y acotado (compacto) en R". Este
minimo también lo es sobre el poliedro de Newton I'(f) = I';;(f) + (R*)", dado que
todo elemento se puede escribir de la forma p +Aconp € Ty (f) y A € (RY)", y

puesto que a € (RT)" se tiene:
a-(p+AN)=a-p+a-AX>a-p.

Sea m(a) el valor minimo de I, tal que la ecuacion a - x = m(a) no define un hiper-
plano de soluciones en R", de tal forma que T'(f) esta contenido en el semiespacio

positivo {a -z > m(a)}. Luego {a -z = m(a)} NT'(f) es una cara del poliedro. De lo
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anterior se tiene

mia) = min {a-wh = mi gl

2.3. PARTICION CONICA DE (R*)"

Definicion 27 Sea f € R[zy,---,x,] talque f(0) = 0 ya € (RT)". Se define el primer

lugar de encuentro de a como el conjunto

Fla):={z €T(fla-z=mla)} ym(a) = inf {a-y}

Corolario 5 Sea a € (R")" entonces F(a) es es una cara de T'(f). En particular,
F(0)=T(f) y F(a) es una cara propia de de T'(f), sia # 0.

Demostracién. Valido a partir del Lema 5| O

Definicion 28 Un vector de R™ se dice primitivo si sus componentes son enteros

primos relativos entre si.

Definicion 29 Se define el cono asociado a 7, para T caradeT'(f), como:
A, = {a € (R)"|F(a) =T}

Note que Ay = {0}.

Definicion 30 Dados los vectores vy, . ..,v, € R" y los escalares cy, .. ., c,, una com-
binacion afin es una combinacion lineal cyvy + - - - + c,v,, talque c; + -+ -+ ¢, = 1.
El conjunto de todas las combinaciones afines de puntos de un conjunto S es la

envolvente afin de S y se denota como aff(.S).
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Definicion 31 El interior relativo de un conjunto convexo C' en R™, que se denota
ri(C'), es definido como el interior cuando C' es considerado como un subconjunto
de su aff(C).

Teorema 10 Sea C' = conv(S), donde S es un conjunto de puntos y direcciones,
y sea C" una cara no vacia de C. Entonces C' = conv(S’), donde S’ consiste de
los puntos en S que perteneces a C' y las direcciones en S que son direcciones de

recesion de C'.

Lema 6 Sea f(v) = f(x1,...,2Zn) = D cnn @ UN polinomio no nulo sobre Z, con

f(0) =0 y 7 una cara propia de T'(f), entonces:
i) A, es un subconjunto relativamente abierto de (R*)";
i) A, ={a € (R")"r C F(a)} y es un cono poliédrico;
iii) La funcién m definida anteriormente es lineal sobre A..

Demostracion. Suponga que I'(f) es la envolvente convexa de los puntos P, ..., Ps
y las direcciones de recesion ey, . ..e, donde {e;,...¢e,} es la base estandar de R".
Por el Teorema|10|se puede suponer que 7 es la envolvente convexa de los puntos
{P,...,P.} = 7nN{P,...,P.,P,...,Ps} y las direcciones de recesion ey, ...e¢y

conr < sy k < n. Ahora se puede probar que

Ar={aeR"a-P=---=a-P,a-Pp<a-P,...,
a-Pp<a-P;,a;,=0parai=1,...,k,

aj>0para j=k+1,...,n}.
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qgue es claramente un conjunto relativamente abierto. Se sigue que

AT:{aeR"!a~P1:~--:a-Pr, a-Pr<a-P,4,...,
a-Pr<a-P;,a;=0parai=1,....k,
aj>0para j=k+1,...,n},
={a € (RY)"|r C F(a)}.

Finalmente, (ii) implica que m(a) = a-z, paratodo a € A,, donde x, es un elemento

fijo de 7. Esto muestra que m es lineal sobre A, . O

Definicion 32 Sea r una cara de 3, se dice que T es una careta de 5 si dim(r) =
dim(g) — 1.

Cuando g =T'(f), solo se dira que T es una careta.

Lema 7 DadoI'(f) se cumple

i) Si H es un hiperplano soporte del Poliedro de Newton T'(f) y a € R™\ {0} es

perpendicular a H, entonces a 60 —a € (R*)™.

i) SiT es una careta, entonces existe a € N* \ {0} perpendicular a .

Demostracion.

i) Seaa € R™\ {0}, perpendicular a H, entonces existe 5 € Rtalque H = {x €
R"|a - x = (}. Suponga que existen i,j € {1,--- ,n} talque a; < 0y a; > 0.
Sea P € HNT(f). Sean ¢;,e; (vectores canodnicos de R"), las direcciones de
recesion de I'(f), tales que los puntos P + ¢; y P + e; estan en I'(f), pero
(P+e)-a=p+a, <Py (P+ej)-a=Lp+a; > S, locual contradice el hecho
de que H es un hiperplano soporte de I'(f).
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ii) Se sabe que 7 es la envolvente convexa del conjunto .S, donde S C supp(f) que
estan en 7y la direccion de recesion de T en el conjunto {ey, - - - , e, }. Dado que
T es una careta, se puede suponer que el hiperplano soporte H de I'(f), que
satisface 7 = H N T'(f), es la envolvente afin de {¢,--- ,t,}, donde ¢y, -- ,t,,
son vectores independientes afines en N* N 7. Por lo tanto existe a € Z™ \ {0}

que es perpendicular a H. Por i), se puede suponer que a € N" \ {0}.

O

Lema 8 Sear carapropiadeI'(f)yn,...,7. caras (n—1)—dimensionales de I'(f)
que la contienen. Sean a,,...,a. los Unicos vectores primitivos perpendiculares a
", .. .,% respectivamente.
Se tiene que:

A; ={\ay + -+ Aeae| N € RN\ > 0},

condimA, =n —dimr.

Definicion 33 Seaa,,...,a. € R"\ {0}, se define el conjunto
A={N\ai+ -+ Aeae|; e RT\{0},i=1,2,... e},

como el cono generado estrictamente positivo por los vectores a, ..., a..
Siay,...,a. sonlinealmente independientes sobre R, se dira que A es un cono sim-
plicial. Si ademas a1, ... ,a. € 7, se dice que A es un cono simplicial racional.
Si{ay,...,a.} es un subconjunto de una base de 7Z.— modulo 7", entonces A sera

un cono simple.

Lema 9 Sea A uncono generado estrictamente positivo por los vectores aq, . . . ,a. €
R™\ {0}. Existe una particion finita de A en conos A; tal que cada cono es generado

estrictamente positivo por un subconjunto de vectores linealmente independientes
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de {ai,...,a.}. Ademas, si A es un cono simplicial racional, entonces existe una

particion en conos simples.

Demostracién. Sea A la clausura de A. Asi A es un cono poliédrico convexo cerra-
do. Si v es un cono convexo cerrado, se denota el interior relativo de ~ por, riv (i.e.
el interior en el espacio lineal generado por 7). La demostracion es por inducciéon
sobre dim(Ra; + - - - + Ra,.).

Se puede suponer que R*a; es una cara de A. Es posible ver que A es la union

disjunta de conos de la forma
W = {)\1@1 -+ b’ )\1 € R, )\1 > O, be 7"2("}/)},

donde + es una cara propia de A tal que W no esta contenido en una careta de A.
Por induccion, se tiene que ri(y) es la unién disjunta de conos w; con la propiedad

requerida. Por lo tanto, 17 es la unién disjunta de conos

W, = {)\1&1 + b|)\1 c R, A > 0, be wz}

Ejemplo 13

Como en el ejemplo [11] considere f(z,y) = 223y + y° + 2* — 22y® — 22%y + ¢ se

calculara los vectores primitivos perpendiculares a cada cara:

7= {(1=N)(0,2) + M(1,0)[ 0 < A < 1} = ay = (1,2),
73 ={(0,2) +R™(0, 1)} — a3 = (1,0),

74 ={(4,0) +R*(1,0)} = a3 = (0, 1).
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Luego, utilizando el Lema 8| se tiene:

A, =Roo(1,2) + Ro(1,0),

ATl - R>0(17 2) + IR>0(O> 1)7

ATQ - IR>0(17 2)7

Arg, - IR>0(]-7 0)7

A7-4 - R>0(O, 1)

Figura 4. Particién conica (R™)? .

Puesto que los vectores {(1,2), (1,0)} no forman una base de Z — mdédulo Z?, dado

que (1,1) ¢ gen{(1,2),(1,0)}, por el Lema[9] se tiene:

ATo = ATO,I U A70,2 U ATo,sv
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donde:

A7'0,1 = R>0(17 2) + ]R>0(17 1)7
AT072 = R>0(17 1)7

A7—013 - R>0(1, 1) + ]1%>0(]_7 0)

Asi,

Figura 5. subdivision conica simple.

Ejemplo 14 Particion conica y subdivision cénica del ejemplo[12
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Cono Generadores
Any | Roo(3,2) + Roo(2,1)
Ary, R.o(2,1)

Any | Roo(2,1) +Roo(1,0)
Ar | Roo(0,1) + Roo(1,1)
A, R.o(1,1)

Ary | Roo(1,1) +Roo(3,2)
A, R-0(3,2)

A, R>o(1,0)

A, R>0(0,1)

Figura 6. Particién cénica (R™).

Y
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Figura 7. Subdivision cénica simple.

Y

Definicion 34 Sean a4, ...,a, vectores en 7" linealmente independientes sobre Q.
Se define la multiplicidad de a., . . . ,a, como el indice del reticulo Za, + - - - + Za, en
el grupo de los puntos con coordenadas enteras del espacio vectorial generado por

A1y vy Qp.

Proposicion 13 Seana,,...,a, € Z" linealmente independientes sobre R. se tiene:

1. La multiplicidad de a4, .. . ,a, €s igual al numero de elementos del conjunto

i=1

2. La multiplicidad de a4, . . ., a, es igual al maximo comun divisor de los determi-
nantes de todas las matrices r x r obtenidas al omitir columnas de la matriz

confilas ay,...,a,.
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3. FUNCION ZETA LOCAL DE IGUSA

3.1. LEMA DE HENSEL

Se construird una sucesion {a, } de numeros 5—adica tal que:
\/6 = Z Cli5i,
=0
es decir v/6 € Qs. Si esto se tiene, entonces
(ap + a5 + a5 +---)* =1+ (1)5. (8)

De (8) se tiene af = 1( mdéd 5), eso implica que ag =1 6 ap = 4.

Si ay = 1, entonces:
(2a1)5 = (1)5 modd 5% entonces 2a; =1 mad 5, por lo tanto a; = 3.
En el siguiente paso se tiene:
L+ (1)5=(1+(3)54a5*)* =1+ (1)5+ (2a2)5*> méd 5%,

lo cual implica 2a; = 0 mdéd 5, por lo tanto a; = 0. Entonces, se obtiene la siguiente
serie:
V6 =1+ (3)5+ (052 +-- -,

donde cada a; con ¢ > 0, se determina de forma unica. Si ay = 4, se obtiene la
solucion:
V6 =4+ (1)5+ (4)5° + (0)5° + - - .
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El método anterior para resolver ecuaciones se puede generalizar usando el siguien-

te Lema.

Teorema 11 (Lema de Hensel) Sea F'(x) = co+cix+- - -+ ¢,z un polinomio cuyos

coeficientes son enteros p-adicos y

F'(z) = ¢ + 2c0w + 3c3x® + - - + nep,a™ L,

la derivada de F(x); suponga a, un entero p-adico que satisface F(ay) = 0 méd p
y F'(ag) # 0 mdéd p, entonces existe un unico entero p-adico « tal que F(a) =0y

a = dag mod p.

Demostracién. Se prueba por induccion sobre s(k):

s(k): Existe un entero p-adico de la forma
a =bo+ bip- -+ bpp*

conb; € {0,1,...,p— 1}Vi, tal que F(ay) =0 mdéd p*ly a, = a; mad p.

1. Para &k = 0 basta con tomar b, igual al primer digito p-adico de a,, luego se

tiene F(ap) =0 méd py ag = ag méd p.

2. Asumiendo que se cumple s(k — 1).
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Sea a;, = aj,_1 + byp® para algun digito b, por determinar. Se tiene

n

F(a) = Flag—1 + bip") = cilar—y + bip®)’,

=0

_co—i-Zcz (ah_, +iay L bpp® + p* 1),

— (Co + Z cia 1) + bp" Z ciial t + Z cipttit,

= Flap-1) + bpp"F'(ax-1) + Z cip'tt,

i=1

= Fag_y) + bpp"F'(az_1) méd p*.

Por hipétesis de induccién, F(a,_;) =0 méd p*, entonces
F(ap) = Mp® + bpp"F'(a—1) méd pF

para algun entero A\, € {0,1,...,p —1}.
Luego, se busca que se cumpla A\, + by F'(ax_1) = 0 méd p, dado a1 = ag
moéd p entonces, F'(ax_1) = F'(ag) Z 0 mdd p, entonces \, + b F'(ax—1) = 0

méd p esto implica by, = méd p. Asi, F(ax) = 0 méd pF+t. Comple-

s
F’(ak,l)
tando el proceso de induccion.
Ahora, sea

a=by+bip+byp*+---,

se tiene que F(a) = 0, dado que para todo k se cumple F(a) = F(ax) = 0

méd pFtt

La unicidad de « se sigue de la unicidad de la sucesion {ay}.

A continuacion algunas consecuencias del Lema de Hensel.
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Proposicion 14 Un polinomio con coeficientes enteros tiene una raiz en Z, si y solo

si tiene una raiz médulo p* para cualquier k > 1.

Demostracion. Sea F(x) un polinomio con coeficientes en Z. Supdngase que a € Z,

es raiz, es decir, F'(a) = 0. Luego, existe una sucesion {a;} donde
ap, = bo + bip + bop® 4 -+ + bp_1p* 7,

tal que

a=a; médp,

entonces F(a) = F(a) méd p*y F(a) = 0. Luego
F(ay) =0 mdd p.

Reciprocamente, suponga que F(z) = 0 mdéd p* tiene una solucion a; para cual-
quier £ > 1. Dado que Z, es compacto entonces la sucesion {a;} contiene una
subsucesion {ay, } convergente. Si a = lim ay,.

1—00

F(x) es continua por ser un polinomio, entonces

F(a) = lim F(ag,).

1—00

Por otro lado,
F(ax,) =0 mdéd p*.

Asi,
lim F(ay,) =0

11— 00

y por tanto, F'(a) = 0. O

Proposicion 15 Un entero racional a no divisible por p tiene una raiz cuadrada en

Z,(p # 2) si 'y solo si a es un residuo cuadratico modulo p.
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Demostracién. Sea P(z) = x? — a, entonces P'(z) = 2x. Por el teorema anterior, si
P(z) tiene una raiz en Z, entonces z? = a mdd p tiene solucién, es decir, a es un
residuo cuadratico modulo p.

Reciprocamente, si a es un residuo cuadratico médulo p, entonces a = a2 mad p,
para algun ay € {1,2,...,p — 1} entonces P(a) = 0 mdd p. Como P’(a) = 2a # 0

mdd p, por el Lema de Hensel existe ao € Z, tal que a3 — a = 0, es decir, a2 = a. O

Proposicion 16 Considere f(z) € Z,[z],k € N\ {0}. Seaa € Z, tal que f(a) = 0
méd p y f'(a) 0 méd p. Entonces existe £ € Z, tal que

E+p"2, ={r ca+pZ,: f(x) =0 mdd p*}.

Demostracion. Por el Lema de Hensel, se tiene que existe un unico ¢ € Z, tal que
f(§) =0y €& =a mdd p. Para la inclusion c, sea = € ¢ + p*Z,, entonces = = ¢
méd p¥, lo cual implicaque » = £ =a médpy f(x) = f(€) = 0 mdéd pk. Para la
segunda inclusién, sea = € a + pZ, y suponga f(z) = 0 méd p*. Dado que = = a
méd p, se tiene que f'(z) = f'(a) Z0 mdd p, se sigue del Lema de Hensel que exis-
te un Unicon € Z, tal que f(n) =0y n =z mdéd p*. Ademas, n =z = a( mdd p) y

por la unicidad de 7 se tiene que n = &, en consecuencia, r = ¢ maéd p*. O

Lema 10 Sea f(z) = f(z1,- - -, xn) € Zylx1,- - - 2, ¥ k € N\ {0}. Suponga a =
(a,...,a,) € Zy, tal que f(a) =0 médpyg—ai(a) # 0 mod p. Sea cy, ..., c, € Z,
conc; = a; méd p parai = 2,...,n, entonces existe c; € 7Z,, tal que para todo

Ty, ..., T, € Z, satisface que x; = ¢; méd p*, parai=2,...,n y se tiene que

e +p*Z, ={x1 € a1 +pZ,: f(x1,...,2,) =0 mébd p*}.
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Esto implica que el conjunto
{(21,...,2,) €a+ (pZy)" : f(21,...,2,) =0 mdd p*}

= U(cl, Coy .o yCn) + (PZy)",

donde la unidn es tomada sobre todas las (n — 1) tuplas (c; + p*Z,, ..., c, + p*Z,)

conc; =a; mod p, paracadai =2,...,n.

Demostracion. El resultado se sigue de la Proposicion[16] dado que f(z1, 2o, ..., z,) =

f(z1,¢9,...,¢,) méd p*paracadam,,...,z, € Z,conz; =c¢; méd p*, f(ai,ca,...,cn)

flai,ag,...,a,) =0 médpyg—gl(al,ce,...,cn) E%(al,ag,...,an) Z0 méd p. O

3.2. FUNCION ZETA LOCAL

Sea K un cuerpo local no-Arquimediano de caracteristica arbitraria con valuacion v,
donde v(p) = 1, fijando un parametro uniformizador p de Of. Sea Ok su anillo de
enteros y su grupo de unidades Oj. Suponga que el cuerpo residual de O, es F,, un
cuerpo finito con ¢ elementos. La norma para K estéa definida por ||, = ¢ **?), 2 € K,
se define la componente angular de z por ac(z) = 2p~*®). Sea f(z) = f(z1,--,1,) €
Ok|[z1, -+, x,], un polinomio no constante y y un caracter de O;;. Se define la funcion

zeta local como

Z(s,f,x) = / wae(f@)|f (@)lldz], s € C,

n
Ok

donde Re(s) > 0, y |dz| denota la medida de Haar de (K™, +) normalizada tal que

O} tiene medida 1.

76



En el caso, K = Q, y x es el caracter trivial, se tiene

Z(s, [, x) = Z(s, [) = . |f ()]l ] (9)

Proposicién 17 La integral (9) converge para Re(s) > 0.

Demostracion. Sea s = a + i3, a, f € R. Se tiene que

(07 d — (e} d ,
[ 15w b / @2 de]

0. zpiizy)
= p~ " - medida de {f—l(mep \pm+IZp)}y

m=0

pero, la medida de {f~'(p™Z,)} < p~™"*V < 1, luego

Sy medidade {7 ("2, \ p" L)) < S (0
m=0

m=0

suma que converge para « > 0. O
Ahora se veran las propiedades analiticas de Z(s, f). Para esto se usara un criterio
que implica que una funcion definida por una integral en un grupo topoldgico local-
mente compacto es analitica.

Sea G un grupo topdlogico localmente compacto con medida de Haar dx. Sea D C C

unaregiény sea h : G x D — C una funcién continua tal que:
1) Para z € G fijo, h(x, s) es una funcién analitica en D;

2) Para s € D fijo, h(z,s) y hs(z,s) son integrables respecto a dz, donde hy(z, s)

denota la derivada de h(z, s) respecto a s.
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Se define
g(s) :== / h(zx,s)|dz|, s € D. (10)
G

Definicion 35 Sean G, D y h como se definié anteriormente. Si E C D entonces
se dice que (10) converge uniformemente en E si, dado ¢ > 0, existe un conjunto

compacto C = C(e, E), tal que

< €,

/ h(z, 5)|dz]
a\C

para todo s € E. (10) converge uniformemente en subconjuntos compactos de D si

ésta converge uniformemente en todo subconjunto compacto de D.

Entonces se tiene el siguiente resultado:

Teorema 12 Sean h, g, G y D como se definieron antes. Si

| s,

converge uniformemente en subconjuntos compactos de D, entonces g(s) es analiti-

caenDy
gs(s) = / hs(x, s)|dx|.
G
Para h(x,s) = Z(s, f), solo resta verificar la convergencia uniforme en subconjuntos

compactos del semiplano Re(s) > 0. Asi si § > 0, es suficiente ver que la integral
Z(s, [) = ; |f (@)}, |dax],
converge uniformemente para Re(s) > § > 0. Puesto que

<

x)|?|dx :
[ <
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Si > 0 es un entero que satisface

entonces

< €,

/ F@)[2)de]
Z;\(plzp)n

y claramente (p'Z,)" es compacto, por lo tanto se tiene que
Teorema 13 Z(s, f) es una funcion analitica para Re(s) > 0.

Existe una relacion entre la serie de Poincaré de f y la funcidn zeta local de Igusa

asociada a f.

Definicion 36 Sea f(z) = f(x1,...,x,) € Zy[z1,...,2,] con p primo. Se define la

serie de Poincaré de f como la serie de potencias
P(t) := Z Nep™ete,
e=0
donde N, es el numero de elementos del conjunto
{v+pZylv€Zyy f(r) =0 mdd p°},

parae>1y Ny=1.
Lema 11 Sea f(z) = f(z1,...,2,) € Zp[z1,...,x,), p—primo yt = p=® con s €

C, Re(s) > 0. Entonces

Demostracién. Puesto que la funcion zeta local de Igusa asociada a f se puede
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escribir

Z(s, [) = [ |f(@)]; |dx],

n
ZP

=S [ @k,

{z€Z3| ord(f(z))=e}

e=0
= p~* - medida de {z € Z| ord(f(z)) = e}.
e=0

Por lo tanto

medida de {z € Z;| ord(f(z)) = e}
= medidade ({z € Z}| f(x) =0 mdd p°}\ {z € Z| f(x) =0 mdd p°'})
= medida de {z € Z}| f(z) =0 mdd p°} — medidade {z € Z}| f(z) =0 méd p°'}

( )

= medida de U a+p°Zl
a€{0,1,...,p°—1}"
f(a) =0 mod p°

— medida de U a+p !
ae{0,1,...,p¢t —1}"
f(a)=0 mod pett

\

en

— epi . Ne+1pf(e+1)n.
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Asi,
Z(Sv f) - Zp—es (Nep_en - Ne+lp_(e+l)n) )
e=0

_ Z Nep—en(p—s>e . Z Ne+1p—n(e+1) (p—s)e’
e=0 e=0

Lema 12 (Igusa) Sea f(x) un polinomio no constante en Q,[z1,...,z,], entonces

existe un numero finito de pares (Ng,vg) € (N\ {0}) x (N\ {0}), E € T, tal que

H (1 - va_SNE)Z<3> f)v

EeT

es un polinomio en p—* con coeficientes racionales.

Demostracién : La demostracion requiere de algunos temas de geometria algebrai-
ca, que involucra el Teorema de resolucion de singularidades de Hironaka que estan

fuera del alcance de este trabajo, ver [¥] Teorema 8.2.1.
Corolario 6 P(t) es una funcion racional de t.

La racionalidad de P(t) fue conjeturada en los anos sesenta por Borevich y Shafa-
revich. lgusa demostro este resultado a mediados de los setenta. La racionalidad de

Z (s, f) también permite encontrar el limite de N..

Ejemplo 15
Z(s) _/ 2]} dz,s € C, Re(s) > —1.
Zp

9 J.IGUSA. An introduction to the theory of local zeta functions. Algebraic Geometry e its Applica-
tions,AMS/IP Studies in Advanced Mathe,atics, 2000.
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Zp\{0} §=0 =7 =0 50
=Y p 1 —p ) =(1—p )Y pEY,
7=0 7=0
1 — -1
P Re(s)>—1
1—pt=s

Proposicion 18 Sea f(x) = f(x1,- -, %n) € Zy[z1,- - -, 2] ¥ a € Z7. Suponga que el

conjunto de congruencias

f(x) =0mddp

of

s(x) =0médp, i=1,2,---,n

no tiene solucion en la clase a + (pZ,)", entonces para s € C con Re(s) > 0 se tiene:

p" si f(a) Z0 mdd p

p=(s+D)

p(p— 1)m si f(a) =0 mod p.

| 1@l -

a+(pZp)™

Demostracion. Caso 1. f(a) # 0 méd p. Para cada = € a + (pZ,)", se tiene que
f(z) = f(a) # 0 mdd p. De ahi que ord(f(z) = 0) y |f(x)|* = 1 para cada = €
a+ (pZy,)™, por lo tanto,

/ ]f(x)];\dx\ = / l|dx|=p™.
a+(pr)” a+(pr)”

Caso 2. f(a) = 0 mdd p, para cada = € a + (pZ,)" se tiene que f(z) = f(a) =0

méd p, de donde se obtiene que ord(f(x)) > 1 para cada =z € a + (pZ,)". Por lo
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anterior,

ICHEE

a+(pZp)™

o

|f (@) [pldz],

k=1 /m€a+(pr)" ord(f(x))=k

= ipks -medida de {z € a + (pZ,)" : ord(f(z)) = k}.
k=1

La medida de {z € a + (pZ,)" : ord(f(z)) = k} = p~F=F1 — p=F=" en efecto,
puesto que el conjunto de la igualdad de arriba es igual al complemento de {z €
a+ (pZ,)™ : f(x) =0 méd pF*tyen{z € a+ (pZ,)" : f(xz) =0 mdéd p*}, la aditividad
de la medida implica que es suficiente probar que la medida de {z € a + (pZ,)"

f(r) =0 méd p*} esigual a p~F~"*! para k € N\ {0}. Por hipétesis y el hecho que
f(a) = 0 mdéd p se sigue que existe i € {1,2,...,n} tales que %(a) Z 0 méd p.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que aa—jl(a) %= 0 méd p, entonces por
el Lema , se tiene que el conjunto {z € a + (pZ,)" : f(z) =0 mdéd p*} esigual a
U(er, e2, ..., ¢a)+(pZy)™, donde ¢; es como en el Lema[10]y la unién es tomada sobre
todas las (n—1) tuplas (ca+p*Z,, ..., c,+p"Z,) conc; = a méd p,parai =2,3,...,n,
esta union es disjunta y la medida de ¢ + (p*Z,)" es igual a p~*". Por lo tanto, la
medida de {z € a + (pZ,)" : f(r) =0 mdd p*} esigual a pk—H—Vp=kn — p=h=—n+1

En consecuencia se obtiene que,

/ ‘ |d:13" prks —k—n+1 pflcfn)7

a+(pZp)™
=p "(p—1) i(p_(s“))k,
k=1
AR
Dado que Re(s) > 0, implica que el valor absoluto de p~ ¢+ < 1. O
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SeaF,={0,1,---,p— 1} el cuerpo finito con p elementos.

Se define la funcién “ —” como
- Zp — ]Fp

xo+ p(- ) = zo.

Esta funcion se puede extender a Z7 — 7. La reduccion modulo p del conjunto
E C Z;; sera denotado por EC F7. Si f(x) € Zy[xr, - -+, 0] \ pZy[21, - - -, 7,] €NtONCES
f denota su reduccién médulo p. Si A es un conjunto finito #A denota su nimero de

elementos.

Corolario 7 Sea p un numero primo y sea f(x) = f(z1,...,%,) € Zy[x1,...,%,].
Denote por f el polinomio sobre T, obtenido al reducir cada coeficiente de f médulo
pZ,. Sea N es nimero de elementos en el conjunto {a € (F;)" : f(a) = 0}. Suponga

que el conjunto de congruencias

f(z) =0 mdd p,

of
ox;

(x)=0 méd p, i =1,2,--- n,

no tiene solucion en (Z)", entonces para s € C con Re(s) > 0 se tiene

s ") n 1_p_8
/(Zg)n|f($)|p|di’3|—p ((p—l) —Nm)

.....

que
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>ldx| = cld
L, @i R

ac{l,....,p—1}"
fla)£0 méd p

X[ i@l
a+(pZp)"
ace{l,....,p—1}"
fla)=0 mébd p

De la condicion establecida en la Proposicion 18|y la hipdtesis, se tiene que:

—(s+1)
S _ _ n __ —n —n _ p
/(ZW [f(@)[pldz] = ((p = 1)" = N)p™" + Np™"(p = )75 ey

-n n 1_p—s
= (<p—1> —NW)'

0
Se introduce la formula de la fase estacionaria que es un método elemental para
calcular integrales p—adicas del tipo Z (s, f). Ilgusa conjetur6 que este método podria
conducir a una prueba nueva y elemental de la racionalidad de Z(s, f), el cual es un

problema abierto.

Proposicion 19 (Formula de la fase estacionaria) Sean f(z) € Z,[zy, - -.x,], E C
FryS={ack: fla)= df( ) =0,1 <i<n}. Considere E y S las preimagenes

de £ y S bajo — : Zy — Ty y sea N el numero de ceros de f(z) en E. Entonces

= [1slslas =B - )+ OIS
E

1_ —ls
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Demostracién. Como E = | |, 5 a + (pZ,)", entonces

[ir@pa =3 f @l =3 [ (e poflasl,

&EEaJr(pZ yn

_nZ/ |f(a+px)[j|dz] +p~" Z/ |f(a+ px)|;|dz|,

acE\S acs
—p S [ fat p)lg)da] + / ()2 dal.
acE\S Ly

Seaac E\ Stalque f(a) # 0, es decir, | f(a + pz)|, = 1, en este caso

|f(a+ px)[plde] = 1,

Zy

por como se definié N, se tiene como primer sumando, p~

"(#E - N).

Seaac £\ Stalque f(a) =0y g—i(a) # 0 para algun i € {1,..

.,n}, sin pérdi-
da de generalidad, suponga ¢ = 1. Se define

fatpz)—f(a)
p )

gi(x) :

Entonces los g;(x) son SRP y det [‘95“ (O)} = 2L(0) £ 0 mdd p, sea y; = gi(z) para
i=1,...

n, una funcion de Z; en si mismo que preserva la medida. Para mas
detalles consultar [2, pag. 110, 168.]
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|f(a + px)lp|de| = g |f (oyr + f(a))[pdyy

- / @)

1+ ——| dy,
p
1—p!
ZP_S/ yilpdyr = p~° ————,
7, p 1__p 1

Ly

Por lo tanto:

—n—s 71
~ [ W@l ldsl =y - N+ A=p )WV - #5) + [Is@lasl.

]__p—l s

O
En los siguientes ejemplos, dz y dzdy representan las medidas de Haar |dz| y |dzdy|

respectivamente.

Ejemplo 16 Sea f(x) = 2> — 1, con p # 2, entonces

Z(Saf) = |[L'2—1|;d27,

Zp

Re(s) > —1.
E=TF,={0,1,...,p— 1} entonces E = Z,, por otra parte f'(x) = 2z implica que

x = 0 es la Unica solucion de f'(x) = 0, pero f(0) = —1 porlotanto S = () = S.
SeaN=#{z€F,:2>-1=0 mdd p} =#{1,p—1} =2,
aplicando la Formula de la fase estacionaria se cumple

2p (1 —p7t)
p—l—s '

Z(s, f) = \x2—1|f) dv=p*t(p—2)+ T
ZP
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Ejemplo 17 Sea f(z,y) = 2*> + 2y + y*,p # 2,3,
ﬂ&ﬁz/wf+w+fﬁmw,
z;

E=72FE =F2% =22 +y 4 =« + 2y, igualando ambas derivadas parciales a 0
se tiene, 0 = 2z + y = x + 2y implica y = —2z, 2 = —2y, luego y = —2(—2y) = 4y,
en consecuenciay = 0 = z,y f(0,0) = 0 entonces S = {(0,0)},S = pZ, x pZ,, ¥

N:#{($,y)€F§:x2+wy+yQEO mod p}.

p Pl -p H(N 1)
1 _pflfs

Z(s, f)=p(p* = N) + —l—/Z i |$2+xy~|—y2|; dzdy.
Plap Xplap

Haciendo un cambio de variables x = pu,y = pv, con u,v € Z, se tiene que dxdy =

p~2dudv, por lo tanto

/ |2? + 2y + yz\; dxdy = p2/ Ip*u® + p*uv —|—p2112|; dudz,
PLip X pLyp Z%
= p_2/ |102|;|u2 + uv + v2|; dudv,
Z;

= pQQS/ u? + uv + v*[ dudv,
Z

2
P

=p (s, f),

asi,
p P (l—p (N —1)

1 — pflfs + p_2_2SZ(S7 f)7

88



Ejemplo 18 Sea f(x,y) = 2 + 4*, entonces

Z(s,f) = / 1 + )¢ dudy
7

2
P

Aplicando FFE, E = 72, E = F2,% = 2z, % = 312, se tiene que S = {(0,0)},S5 =

P’ Ox
Py X Py y N = #{(x,y) € F2: 2* + 4} = p, dado que © = o*,y = o®, a € F,,.

—2—s —1

_ D IL—p 7 )p—-1 s

Z(s, f)=p (0" —p) + <1 _p—lzg ) 4 /(Z . 2% + ¢, dwdy,
bLp

—2—s

i 1=p s
=(1-p 1)—_1_+/ 2% + y°f, dxdy.
1_p ’ (pZp)?

Haciendo un cambio de variables x = pu,y = pv,u,v € Z,,drdy = p~2dudv, se tiene

_ 251 —p H(p—-1 .
Z(s,f)=p 2(p2 —p)+ p ( p )gp ) + /2 |p2u2 +p3v3|p dudv,
ZP

1—p 1=
1 1—p?* 2151, 2 31s
=A=p )y o=+ [ IRl + ool dudv,
- P 72
1 1—p > 2 2 3
=(l=p )r—==+p | |u +pv’ dudv,
I—p 72
1_p—2—s

_ -1 —2—s
=(1-p )m +p " Z4(s, 9),

donde g(u,v) = u? 4 pv®. Aplicando de nuevo FFE sobre Z\(s,g), E = 72, E = F2,

dado que g(u,v) = u?, entonces la solucién de g(u,v) = 0 esta dada por,

g(u,v) = =(u,v) = %(u, v) = 0 implica u* = 2u = 0, es decir
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S ={0} x F,, entonces S = pZ, x Z, y N = #{(u,v) € F2 : u*> = 0} = p, asf

p 2 (1 —p Hp—p)
1 __p—l—s

Zi(s,9) = p*(p* —p) + + /Z i u? + pv° |3 dudv
Dlp X Lip

=p*(p* —p) + / | +pv3|; dudv
PZip X Lip

haciendo u = ps, con s € Z,,, du = p~'du, se tiene,

Zy(s,9) =p°(p® —p)+p '° 2 ps? + 0P[5 dsdv
ZF

=p*(p* — p) +p ' Zs(s, h),

donde h(s,v) = ps®+uv®. Nuevamente por FFE sobre Z,(s, h), E = Z2, E = F2, puesto
que h(s,v) = v3, la solucién del sistema H (s,v) = 0 esta dado por
. oh oh

h(s,v) = a(s,v) = %(s,v) = 0 lo cual implica que, v* = 0 = 3v* y por lo tanto

S=TF, x{0}, S=7Z, x pZ, y N = #{(s,v) € F2 : v* = 0} = p, entonces

Zals )=t =)t [ st ds

Lip Xplp

haciendo v = pt, cont € Z,,dx = p~tdt,

Zy(s,h) =p2(p* —p) +p ' ° /

|s* 4+ p*t*|2 dsdt,
7.2

P

=p *(p* —p)+p " Zs(s, ),

donde j(s,t) = s* + p*t>. Repitiendo el proceso de FFE sobre Zs(s, j), E = 72, E =

F?, dado que j(s,t) = 52, el sistema

dj . o
j(s,t) = ==(s,t) = 8_§(S’t) = 0 implica s* = 2s = 0, asi se tiene
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S ={0} xFp, S =pZy, x L, y N = #{(s,t) € F2 : s* = 0} = p, entonces

Zs(s,j) =p (0" —p) + / |52+ p*t[3 dsdt,
PLip X Lp

haciendo s = pr, conr € Z,,ds = p~'dr, entonces

Zy(s,5) = p72(p* =p) +p7 7 | |+ £ drt,
ZP
=p (P’ —p)+p "TFZ(s, f),

por lo tanto,

es decir,
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3.3. FORMULA EXPLICITA PARA LA FUNCION ZETA DE IGUSA

En esta seccion se dara una férmula para la funcion zeta de Igusa para polinomios
que sean no degenerados sobre F, con respecto a todas las caras de su poliedro
de Newton (caso global) o con respecto a sus caras compactas (caso local en el
origen).

Se introduciran las funciones con las que se expresara la formula para la funcién
zeta de Igusa, en relacion con las caras del poliedro de Newton, los conos duales

asociados como particion de (R*)" y los puntos enteros contenidos en éstos.

Definicion 37 Parak = (ki,...,k,) € R", se considera la suma de componentes:

ﬂ@:}jm

Definicion 38 Sea r cara de I'(f), p—primo y s € C tal que Re(s) > 0. Se definen

las siguientes expresiones:

N, = #{a € (F})"|f-(a) = 0},

—n n ps_l
L:(s)=p (@—D —Mﬂﬁﬁtj>’

SAT (S) — Z pfa(k)fm(k)s’

keN"NA;

note que también se considera T = T'(f).

Para calcular Sa_(s), se toma una particién de A, en conos simpliciales racionales
A,, (también estan incluidos los subconos simpliciales maximales que aparecen co-

mo interseccion de los conos de mayor dimensién, cubriendo de esta manera todo
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el interior de A,), sobre cada cono de la particion,

Sa.(s) = Sa, (s)con Sy, (s)

— Z p—a(k)—m(k)s.

keN"NA,

Proposicion 20 En las condiciones anteriores, sea A; un cono simplicial estricta-

mente generado por a4, .. .,a. € N" linealmente independientes. Entonces:

o Zh po(h)+m(h)s
A (pa(a1)+m(a1)s _ 1) - (pa(ac)er(ae)s _ 1) )

donde h recorre los puntos enteros de {>";_, \ia;|0 < \; < 1}.

Demostracion. Sea . € T fijo, se tiene que m(k) = k - z, para todo k € A, luego:

SAZ' _ Z pfa(k)f(k-:rq—)s

keNTNA;
Se consideran los siguientes dos casos:

= A; cono simple: Es equivalente a
N"NA; =Nta; + -+ Ntq,., donde Nt = N\ {0}.

Dado que a4, ..., a. son linealmente independientes:

SA_ = Z p—a()\1a1+~.-+/\eae)—(()\1a1+...+)\Eae),x7)s
)\1,...,>\EGN+
= Z <p—a(a1)—(a1.zT)S)A1 . Z (p_o-(ae)_(GE':ET)S)Ae’
A=l Ae=1

puesto que Re(s) > 0y p > 1, se tiene [p~7@)~(%o)s| < 1 paraj = 1,...,e,
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por lo tanto las series geométricas convergen y:

o p—a(a1)—(a1~$7)s N p—a(ae)—(aeﬂrf)s
A 1— pfo'(al)f(al-xf)s 1— pfa(ae)f(ae-:p.,—)s’
1

(pa(al)—&—(al.mT)s _ 1) - (pa(ae)—i-(zze-gcf)s . 1) )

con a; - z; = m(a;) dado que a; € {a € (RT)"|7 C F(a)} = A,, para todo

j=1,...e.

= Caso general: Se considera el conjunto,

Z"O{Zujaj|0<uj§1}, (11)

J=1

se obtiene que
NHAZ' = |_|(g + Na1 + -+ N(le),

con g recorriendo el conjunto (11), luego,

Sa, = (Zp—a(g)—(g-wf)8> Z p_U(Alal+"‘+)\eae)_(()\lal+"'+>\e(le)'m‘r)s7
g

AL, Ae ENT
dado que Re(s) > 0, se cumple:

p—o(al+-~-+ag)+((a1+-~~+ae)'fﬂr)3

— —o(g9)—(g-zr)s
SAi (ZP ) (pa(a1)+(a1~x7)s _ 1) .. (pa(ae)-i-(aemr)s _ 1)’
g

>, polarttac—g)+((a1t++ac—g)zr)s

= (po'(al)+(a1~.1’7)5 _ 1) .. (pa(ae)—&—(ae-a;T)s — 1)7

con g recorriendo el conjunto (T1). Los elementos a; y (a; + - - - + a. — g) perte-

necena A, luego a; -z, = m(a;)y (a1 +-+-+a.—g) -z, =m(a; + - +a.—g).
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De esta forma, haciendo h = a; + - - - + a. — g se tiene:

g — Zh pa(h)-‘,-m(h)s
A (pcr(a1)+m(a1)s _ 1) ... (pff(ae)+m(ae)5 — 1) ’

donde h recorre Z" N {>"7_, Mia;| 0 < \; < 1}.
OJ

Teorema 14 Sea p—primo y f € Zy[z1,...,x,] polinomio no degenerado sobre F,
con respecto a todas las caras de su poliedro de Newton I'(f).

Se tiene:
Z(s, f) = Lrp(s) + > L.(s)Sa. (s).
T cara propia

de T'(f)

para s € C con Re(s) > 0.

Demostracion. Puesto que los conos asociados a las caras de I'(f) forman una

particion de (R*)", es decir:

(RY)" = {0} U U A,.
T cara propia

de T(f)
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De esta forma, se tiene:

260 = [ @il =3 [ @l

keNm
T €7y,
ord,(z) =k
— [ @kl Y X [ @il
@) . keNmnA,
T cara propia v eLr
de T'(f) ord,(z) = k

donde ord, se toma componente a componente. Suponga que T es cara propia de
L(f),k e N'NA yx = (21,...,2,) € Z tal que ord,(x) = k. Sea x; = p"iu; con

u; € Z5,j =1,...,n, entonces,
|dz| = pa(k)ldul ya¥ = (af", ... ann) = e,

dado que m(a) = mingesupp(s){k - w} y F(k) = 7, luego k - w = m(k) para todo
wesupp(f)Nryk-w>m(k)paratodo w € supp(f) \ 7. De esta forma, se puede

expresar el polinomio f de la siguiente manera con el respectivo cambio de variable:

f(a) = p™ B (fr(u) + pfrr(u)),

donde fﬂk € Zy|uy, ..., u,) depende de f, 7y k. Luego,

Z(s, f) = / @)l ldal+ > >, po®mm / | fr (W) +pfrr(u)]; |dul,
(Zpy)m kEN?NA, (Zp)m
T cara propia

de T(f)
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haciendo,

Lip() = [ 1@ ldal,
(Zy)
Lo(s) = / () + pFra () ldul.

(Z; )n

Por hipdtesis, f es no degenerado sobre F, con respecto a todas las caras del

poliedro de Newton, por lo tanto los sistemas de congruencias

flz)=0 méd p fr(w) + pfra(u) =0 méd p

A fr+pfri) (u) =0

9L () =0 méd p,i=1,....n Tu. méd p,i=1,....,n

ox;

no tienen soluciones en (Z)". Luego, por el Corolario 7| se tiene:

-n n ps —1
Lrp(s)=p ((p - 1) —pNF(f)m) 5

-n n p’—1
L:(s)=p ((P - 1) —PNTZW) 5

para toda 7 cara propia de I'(f). Note que L, no depende de k, solamente de la cara

T, por lo tanto,

Z(Sv f) - LF(f)(S) + Z LT(S)SAT(S), con SA-,— = Z p—U(k)—m(k)s‘

, kENPNA,
T cara propia

de I'(f)

0

Ejemplo 19 Sea f(x,y) = 2? + xy + y2, supp(f) = {(2,0),(1,1),(0,2)}, entonces
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I'(f) es igual a la envolvente convexa del siguiente conjunto

U w + (RT)2
wesupp(f)
Cara propia T Dimension
7 = {(0,2)} 0
m ={(2,0)} 0
7 ={(0,2) + R*T(0,1)} 1
73 ={(1—=X)(0,2) + A\(2,0)| 0 < A < 1} 1
71 ={(2,0) +R(1,0)} 1

Polinomios asociados a cada cara:

+B(1,0);a, 8 € R}
;o€ RT}

A (z,y) (z,y) = a(1,1)
A (z,y) (z,y) = a(1,0)
Ar, ={(z,y) e R*|(z,y) = a(1,1) + B0, 1);, B € RT}
A (z,y) (z,y) = a(l,1);a € RT}
S (z,y) (z,y) = a(0,1); € RT}

por lo tanto todos los conos son simples.
Sea p primo, con p > 3 (para garantizar la condicion de no degeneracion sobre F,

sobre todas las caras T deT'(f)) y s € C con Re(s) > 0, se calculara Z (s, f) usando
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el Teorema[14, se tiene,

Cara propia™ Generadores de A, Sa., N, L.(s)
7o (1,1),(1,0) ey p~3(p - 1)
7 (1,0) = 0 p3(p—1)
7 (1,1),(0,1) oerE 0 p~*(p— 1)
Ty (1,1) ey Ne 7P ((p —1)2 - pNTSI%)
T (0,1) - 0 p3(p—1)

Por lo tanto:

S

_ p*—1 _ 1
Z(s,f)=p~" ((p— 1 = pNep) 1) +2p7(p—1) (p—2+zs —+ 1)

_9 s
p 2 P -1
+p2+25_1 <(p—1) —er3pS+1_1)-

Ejemplo 20 Sea g(z,y) = 2%y + 2° + 4°, entonces

Cara propia T Dimension
To = {(075)} 0
n=1{(2,2)} 0
7 ={(50)} 0
73 ={(1=X)(0,5) +A(2,2)] 0 < A< 1} 1
m={(1-X)(2,2)+X(5,0)]0< <1} 1
75 = {(0,5) + RT(0,1)} 1
76 = {(5,0) + RT(1,0)} 1
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Polinomios asociados a cada cara:

5
9o = Y,

2.2
ng_xy7

_ 5
gro = T,

2?y* + 4y,

9rs

5 2,2
x4+ xy®,

9ry

9rs = yS’
Jre = .

on conica:

/e

Subdivisi

R->0(2,3) + Roo(2, 1),
R>O(2’ 1) + R>0(1, 1)’
R-0(3,2) + Roo(1,1),
R-0(3,2) + Roo(1,2),

R>0(27 1)7
R>0(1, 1),
R>O(1> 2)7

ATo,l = R>0(17 0) + R>0(27 1)7

ATO,Q

ATZ,:S = R>0(37 2) + R>0(07 1)7

AT?, = R>0(27 3)7
AT4 = R>0(37 2)7
A7'5 = R>0(17 0)7

ATG - R>0(0, 1)

A70,3
ATI,I
ATI,Q
AT1,3
AT2,1
ATQ,Q
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Cara propiaT Generadores de A, Sa, N, L.(s)

704 (1,0),(2,1) ez B p2(p—1)°

T0,2 (2,1) Casamy 0 p2(p—1)°

03 (2.3),21) gm0 P2(p— 1)

T1,1 (2,1),(1,1) (p3+53_1)1(p2+55_1) 0 p(p—1)°

T1,2 (1,1) > — = 0 p2(p—1)

i (3.2).(L1) g 0 p2(p—1)?

T2, (3,2),(1,2) ey O p i p—1)?

To.2 (1,2) m 0 p2(p—1)?

Tos (3,2),(0,1) ey S pi(p - 1)

T3 (2,3) Gz N, p? <(p — 1) = pNp o 1)
74 (3,2) g Ne (- 12— pNa AT
T (1,0) o= 0 pA(p—1)?

T6 (0,1) (pil) 0 p2(p—1)?

Por lo tanto:

9 9 p’—1 p2(p—
Z(s,9) =p ((p —1)° = er(g)ps,l — 1> + T
N 2p~2(p — 1)? p2(p—1)°
<p5+103 _ 1)(p3+5s _ 1) (p2+5s _ 1)<p3+5s _ 1)
N p2(p—1)* p2(p—1)
(p5+105 _ 1)(p2+35 _ 1) p2+55 _ 1

—2

b (0= D=1 -

p(p° —1)
ps+1 -1
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En esta seccion se calculara mediante SAGE algunos ejemplos del poligono de

Newton haciendo uso del programa "ZetaFuntions.sage”.

3.4. COMANDOS ASOCIADOS A Z(s, f)

» newton_plot(): grafica el poliedro de Newton asociado a una funcion.

» give info newton(faces=true): muestra la informacion de cada cara son sus

respectivos vértices y rayos.
= cones_plot(): hace la particién cénica en los espacios R? y R3.

= igusa zeta(): calcula la funcion zeta de Igusa para polinomios no degenera-
dos sobre sus caras.
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3.5. ESEMPLOS

Ejemplo 21 Sea f(z,y) = 22 + zy + 12,

Figura 8. Poligono de Newton de f(x,y)

load('ZetaFunctions61@Final.sage')

R.<x,¥> = QQ[]
z = ZetaFunctions(x*2 +x*y + y*2)
z.newton_plot()

Figura 9. Caras de I'(f)

z.give_info_newton(faces = True)

Newton's polyhedron of x"2 + x*y + y*2:
support points = [(2, @), (1, 1), (e, 2)]
vertices = [(o, 2), (2, 9)]
number of proper faces = 5
Facet 1: x >= @
Facet 2: x +y - 2 >= @
Facet 3: y >= @
Information about faces:
taud: dim 8, vertices = [(©, 2)], rays = []

taul: dim 1, vertices = [(@, 2)], rays = [(e, 1)]
tau2: dim @, vertices = [(2, @)], rays =[]
tau3: dim 1, vertices = [(@, 2), (2, @)], rays =[]

taud: dim 1, vertices = [(2, @)], rays = [(1, @)]
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Figura 10. Particion cénica

z.cones_plot()

Ug

a1

0p

Figura 11. Conos de I'(f)

z.give_info_newton(cones = True)
Newton's polyhedron of x"2 + x*y + yr2:
support points = [(2, 8), (1, 1), (e, 2)]
vertices = [(8, 2), (2, 8)]
number of proper faces =5
Facet 1: x >= @
Facet 2: x +y - 2>= @
Facet 3: y >= @
Information about faces:
tau@: generators of cone = [(1, 1), (1, )], partition into simplicial cones = [[(1, 1), (1, @)]]
taul: generators of cone = [(1, @)], partition into simplicial cones = [[(1, ©)]]
tau2: generators of cone = [(1, 1), (@, 1)], partition into simplicial cones = [[(1, 1), (8, 1)]]
tau3: generators of cone = [(1, 1)], partition into simplicial cones = [[(1, 1)]]

taud: generators of cone = [(@, 1)], partition into simplicial cones = [[(e, 1)]]

Figura 12. Z(s, f) para p primo.

z.igusa_zeta()

(pr6*p~(4*s) + N_Gamma*p~4*pA(2*s)*prs - 2*pAS*pA(2%s)*pAs - N_Gamma*p/4*pA(4*
s) + N_Gamma*p~3*pA(2*s)*prs - prA*pA(4*s) - N_Gamma*p/3*p~(2*s) + p 4*pr(2*s)
+ 2*pA3*pA(2%s)*pAs + N_Gamma*p”2*p~(2*s) - N_tau3d*p 2*pA(2*s) - N_Gamma*p~2*p~
s + N_tau3*p”2*p~rs - p”2*¥pA(2*s) - N_Gamma*p*p”s + N_tau3*p*p”s + N_Gamma*p - N
_taus*p)/((p"2*p"(2*s) - 1)*(p*p~s - 1)"2%p"2)

Figura 13. Z(s, f) para p = b.

z.igusa_zeta(5)

24/25%5A(2%s + 2)/(25%¥5A(2%s) - 1)
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Ejemplo 22 Sea g(z,y) = 2° + 2%y* + 3°, entonces
Figura 14. Poligono de Newton ¢(z,y)
load('ZetaFunctions6l@Final.sage')

R.<x,y> = QQ[]
z = ZetaFunctions(x#5 +x"(2)*y~(2) + y"5)
z.newton_plot()
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Figura 15. Caras de I'(g)

z.give_info_newton(faces = True)

Newton's polyhedron of x"5 + y~5 + xA2¥y~2:
support points = [(5, @), (@, 5), (2, 2)]
vertices = [(©, 5), (2, 2), (5, ©)]
number of proper faces = 7
Facet 1: x >= @

Facet 2: 3*x + 2%y - 10 >= @
Facet 3: y >= @
Facet 4: 2%x + 3*y - 10 >= @

Information about faces:

taue: dim @, vertices = [(@, 5)], rays = []

taul: dim 1, vertices = [(@, 5)], rays = [(0, 1)]
tau2: dim @, vertices = [(2, 2)], rays = []

tau3: dim 1, vertices = [(®, 5), (2, 2)], rays = []
taud: dim @, vertices = [(5, @)], rays = []

tauS: dim 1, vertices = [(5, @)], rays = [(1, )]

tau6: dim 1, vertices = [(2, 2), (5, ©)], rays = []

Jo]

Figura 16. Particién coénica

z.cones_plot()
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Figura 17. Conos de I'(g)

z.give_info_newton(cones = True)

Newton's polyhedron of x5 + yAS + xA2%yA2
support points = [(5, @), (8, 5), (2, 2)]
vertices = [(8, 5), (2, 2), (5, @)]
number of proper faces = 7
Facet 1: x >= @
Facet 2: 3*x + 2*y - 10 >= @
Facet 3: y >= @
Facet 4: 2*x + 3%y - 10 >= @
Information about faces:
taud: generators of cone = [(1, @), (3, 2)], partition into simplicial cones = [[(1, @), (3, 2)]]

taul: generators of cone = [(1, @)], partition into simplicial cones = [[(1, @)]]
tau2: generators of cone = [(3, 2), (2, 3)], partition into simplicial cones = [[(3, 2), (2, 3)]]
tau3: generators of cone = [(3, 2)], partition into simplicial cones = [[(3, 2)]]
taud: generators of cone = [(2, 3), (@, 1)], partition into simplicial cones = [[(2, 3), (o, 1)]]
tau5: generators of cone = [(@, 1)], partition into simplicial cones = [[(8, 1)]]

taué: generators of cone = [(2, 3)], partition into simplicial cones = [[(2, 3)]]

Figura 18. Z(s, g) para p = 2.

z.igusa_zeta(2)

(256%27(10*s)*27(5%5)*20s - 128%27(10%s)*2~(5%s) + 1536%24(20%s)*27s + 128%2/(1
6*s)*27s + 32%2/°(12%s)*27s - 64*%27(10*s)*27s + 8*27(8%s)*27s - 8*%2/(5%s5)*21s +
2¥2A(4%s)*2As - 768%27(20%s) - 64%2A(16%s) - 16%27(12%s) + 48%27(10%s) - 4%27(8
*S) + 4%¥27(5%s) - 2A(4%s) + 27s - 1)/((32%¥27(1@%s) - 1)22%(2%27s - 1))

Figura 19. Z(s,g) parap = 7.

z.igusa_zeta(7)

(69177612*%7A(10%s)*7A(5%s)*7A(2%s) - 19765032%77(10*s)*7A(5*s)*7As + 1411788%77
(10%s)*77(5%s) + 12146435707*7A(20%s)*7A(2%s) + 207532836%77(16%s)*7A(2%s) + 42
35364%77(12%s)*7A(2*%s) - 235298%77(10%s)*7A(2*s) + 86436%7A(8*s)*7A(2%s) - 4116
KTA(5KS)KTA(2%s) + 1764*%77(4%s)*7A(2%s) - 2259801992%77(20%s)*77s - 59295096*7~
(16%5)*77s - 1210104*77(12%5)*7As + 96B40*77(10%s)*7As - 2469677 (8%s)*77s + 11
T6*77(5*%s)*7As - 5OAX7A(A%s)*¥7As + 74942413%¥77(20%s) + 4235364%77(16%s) + 86436
X7A(12%s) - 8918%7A(10%s) + 1764%77(8%s) - 84%77(5*s) + 36¥7A(4*s) + 7*7A(2%s)
- 8%77s + 1)/((16807*7A(10%s) - 1)A2%(7*7As - 1)~2)
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