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RESUMEN

TITULO: LA TOPOLOGIA COMPACTA ABIERTA EN LOS GRUPOS DE HOMEOMORFISMOS
AUTOR: MARIA DEL PILAR BAUTISTA NINO

PALABRAS CLAVE: GRUPOS DE HOMEOMORFISMOS, TOPOLOGIA COMPACTA ABIERTA,
GRUPOS TOPOLOGICOS, ESPACIO DE CANTOR, TOPOLOGIA.

DESCRIPCION: Un grupo topoldgico es un grupo dotado de una topologia de tal manera que las

operaciones del grupo, multiplicacion e inversion, son continuas. En este trabajo nos enfocamos en H(X)
el grupo de los autohomeomorfismos de X. Estudiamos la topologia compacta abierta y diversos ejemplos
de grupos de homeomorfismos con la topologia producto que nos permiten concluir la relevancia de la
topologia compacta abierta en H(X ), destacando el interesante contraejemplo que se da con el grupo de
homeomorfismos del espacio de Cantor.

En la primera parte, se proporciona la teoria necesaria de topologia general, el concepto de grupo
topoldgico y algunas representaciones usuales del espacio de Cantor y sus propiedades. En la segunda
parte, definimos la topologia compacta abierta que da estructura de grupo topoldgico al grupo de
autohomeomorfismos de X cuando X es un espacio compacto de Hausdorff. Finalmente, exponemos
los ejemplos que estudiamos, incluido el ejemplo de la Proposicion 2.4.2 el cual se desarrollé6 de manera
independiente y del que no sabemos si ya existia alguna referencia. Estos ejemplos nos permiten concluir
por qué resulta mas util dotar a H(X) con la topologia compacta abierta que con la topologia producto,
pues para X compacto de Hausdorff, con la primera obtenemos grupos topoloégicos mientras que con la

topologia producto eso no ocurre necesariamente.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doctor en
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: THE COMPACT OPEN TOPOLOGY ON HOMEOMORPHISM GROUPS *
AUTHOR: MARIA DEL PILAR BAUTISTA NINO ~

KEYWORDS: HOMEOMORPHISM GROUPS, COMPACT OPEN TOPOLOGY, TOPOLOGICAL GROUPS,
CANTOR SPACE, TOPOLOGY.

DESCRIPTION: A topological group is a group endowed with a topology such that the group operations,

multiplication and inversion, are continuous. In this work, our focus is on #(X) the autohomeomorphism
group of X. We study the compact open topology and provide multiple examples of homeomorphism
groups with the product topology, which allow us to conclude the significance of the compact open topology
on H(X). We highlight the interesting counterexample that arises with the homeomorphism group of the
Cantor space.

In the first part, we provide the necessary theory of general topology, introduce the concept of a topological
group and present some typical representations of the Cantor space along with its properties. In the second
part, we define the compact open topology that gives a topological group structure to the homeomorphism
group of X when X is a Hausdorff compact space. Finally, we present the examples we have studied,
including the example of Proposition 2.4.2 which was developed independently and for which we are unsure
if any reference already exist. These examples lead us to conclude why equipping 7 (X) with the compact
open topology is more advantageous than using the product topology. This is particularly true for a Hausdorff
compact space X, where with the former, we obtain the desired topological group structure, while with the
latter, this outcome is not necessarily guaranteed.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doctor en
Matematicas.



Introduccion

Un grupo topoloégico es un grupo dotado de una topologia de tal manera que las
operaciones del grupo, multiplicacion e inversion, son continuas. La definicién formal de
grupo topolégico la propuso Schreier en Abstrakte kontinuierliche Gruppen (1925). Por
otro lado, F. Leja en su articulo Sur la notion du groupe abstrait topologique (1927) da la
definicion en términos de espacios topoldgicos. Sin embargo, la nocidén de este concepto
ya estaba presente en el desarrollo de los grupos de Lie.

Nos enfocaremos en el grupo #H(X) de los autohomeomorfismos de X, esto es, de las
funciones que van de X en si mismo que sean biyectivas, continuas y cuyas inversas
también sean continuas. Sobre #(X) se pueden definir varias topologias: la topologia
producto o de convergencia puntual, la topologia de convergencia uniforme en el caso de
que X sea métrico compacto y la topologia compacta abierta. Siendo esta Ultima, como
veremos, una de las mas importantes.

La topologia compacta abierta fue definida y estudiada por Ralph H. Fox en su articulo On
Topologies for Function Spaces (1945) y por Richard F. Arens en su articulo A Topology
for Spaces of Transformations (1946) que fue desarrollado a partir de una parte de su
tesis doctoral, la cual fue orientada por Garrett Birkhoff.

El primer objetivo de este trabajo es mostrar que #H(X) es un grupo topoldgico con la
topologia compacta abierta cuando X es un espacio compacto de Hausdorff. Cuando X
es métrico esta topologia coincide con la topologia uniforme. Esto naturalmente sugiere
la pregunta de por qué no se usa la topologia puntual. El segundo objetivo es presentar
ejemplos concretos de espacios para los cuales #(X) no es un grupo topolégico con la
topologia puntual, en especifico cuando X es métrico compacto. Iniciamos estudiando
un ejemplo propuesto en el libro de Nicolas Bourbaki ' que muestra que H(R?) no es
grupo topolégico con la topologia producto. En un principio creiamos que el espacio que
buscabamos era el intervalo unitario [0, 1], pero no es asi, pues mostraremos que la
topologia puntual es igual a la topologia uniforme en H([0, 1]). Este ejemplo no sabemos
si ya era conocido en la literatura. Estudiando el trabajo de Jan J Dijkstra 2 pudimos
conseguir la respuesta a nuestro problema ya que #(C), donde C es el espacio de Cantor,

' Nicolas BOURBAKI. General Topology. Part 2. Elements of mathematics. Addison-Wesley, 1966.

2 Jan J DIJKSTRA. “On Homeomorphism Groups and the Compact-Open Topology”. En: The American
Mathematical Monthly 112.10 (2005), pags. 910-912.



no es grupo topologico con la topologia producto. Este ejemplo es aun mas interesante
pues, como lo demuestran en el articulo, H(C \ {0}) no es grupo topoldgico con la
topologia compacta abierta. Es decir, cuando pasamos a espacios localmente compactos
no es cierto, en general, que su grupo de autohomeomorfismos sea topologico con la
topologia compacta abierta. Sin embargo, un resultado de Arens (que no demostramos
en este trabajo) indica que si X es un espacio localmente compacto de Hausdorff
y localmente conexo, entonces H(X) es grupo topoldgico con la topologia compacta
abierta.

En la primera seccion de este trabajo se proporciona la teoria necesaria de topologia
general, el concepto de grupo topoldgico y algunas representaciones usuales del espacio
de Cantor y sus propiedades. En la segunda seccidn, definimos la topologia compacta
abierta que da estructura de grupo topologico al grupo de autohomeomorfismos de
X cuando X es compacto de Hausdorff. Finalmente, exponemos los ejemplos que
estudiamos, incluido el ejemplo de la Proposicion 2.4.2 el cual se desarrollé6 de manera
independiente y del que no sabemos si ya existia alguna referencia. Estos ejemplos nos
permiten concluir por qué resulta mas util dotar a 7 (X) con la topologia compacta abierta
que con la topologia producto, pues para X compacto de Hausdorff, con la primera
obtenemos grupos topoldgicos mientras que con la topologia producto eso no ocurre
necesariamente.



1. Preliminares

En este capitulo recordamos algunos resultados de Topologia general, la definicion
de grupo topoldgico y algunos ejemplos, que seran necesarios para el desarrollo de
este trabajo. En la parte final de este capitulo mostramos algunas representaciones
del conjunto de Cantor y sus propiedades relevantes como por ejemplo ser métrico,
compacto, perfecto y totalmente disconexo.

1.1. Topologia General

En esta seccion definimos la notacién que se va a usar y algunos resultados clasicos de
Topologia general.

Dados dos espacios topologicos X y Y definimos C(X,Y’) como el conjunto de todas las
funciones continuas de X en Y. Ademas, si X es compacto y Y es métrico podemos
definir una métrica, llamada métrica uniforme, en C'(X,Y") de la siguiente manera

doo(f,9) = sup{dy (f(z), g(x)) | x € X}.

En este caso, denotaremos por 7., a la topologia inducida por esta métrica y la
llamaremos la topologia uniforme.
A continuacion dos resultados clasicos sobre conjuntos compactos cuyas

demostraciones se encuentran en la Proposicién 6.12 y la Proposicién 6.13 de 3,
respectivamente.

Proposicion 1.1.1. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es un compacto.
Proposicion 1.1.2. Cada subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Recordemos que cuando X es un espacio topoldgico y » € X decimos que una familia
B, de conjuntos de X es una base de vecindades de z si paratodo N C X con x € N°,
existe B € B, talque x € B° C B C N. Ademas, si cada x € X admite una base de
vecindades compactas, diremos que X es localmente compacto.

Proposicion 1.1.3. Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff. Entonces todo
abierto de X es localmente compacto de Hausdorff.

3 Elder CAMARGO Javier y VILLAMIZAR. Topologia General. Ediciones UIS, 2020.
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En la siguiente proposicién es fundamental la hipétesis de K compacto, pues si K fuera
Unicamente cerrado entonces ya no se cumpliria.

Proposicion 1.1.4. Sean (X, 7) un espacio localmente compacto de Hausdorff, U abierto
y K compacto tal que K C U, entonces existe un abiertoV talque K CV CV C U.

Demostracion. Sea x € K. Entonces, © € U y por la compacidad local de X existe W,
abierto tal que
reW,CW, CU.

Por lo tanto, podemos cubrir a K por medio de estos conjuntos abiertos, es decir,

K C UW,,

zeK

Como K es compacto, existen z,--- ,x, € K tales que

Tome V = J_, W,, y queda demostrada la proposicion. O

El siguiente lema corresponde al Teorema 3.9 de ° y estaremos recurriendo
frecuentemente a él.

Lema 1.1.5. Sean X un espacio topoldgico, A y B subespacios de X tales que X = AUB
yf:X — Y unafuncion. Si fla: A—Y yflg: B— Y soncontinuasy Ay B son
ambos cerrados, 0 ambos abiertos, entonces [ es continua.

Demostracion. Suponga que Ay B son cerrados en X. Sea C' un cerrado en Y. Como
f|a es continua, f|;'(C) es cerrado en Ay dado que A es cerrado en X, entonces f|;'(C)
también es cerrado en X. De igual manera, se obtiene que f|;'(C) es cerrado en X. Asi,
fIZH(C)Uf|5H(C) es cerrado en X. Ademas, f|,1(C) = f~HC)NAy f|5'(C) = f~HC)NB.
Por lo tanto,

AR @ USIE(C) = (H(C)nAU(H(C)NB)

y f es continua. O

11



La siguiente proposicion es el ejercicio 4 de la Seccion 3.2.1 de ® que nos ayudara
después a probar que el espacio de Cantor {0, 1} es métrico.

Proposicion 1.1.6. Sea {(X,,,d,) | n € N} una familia numerable de espacios métricos
cond,(-,-) < 1paratodon € Ny

i dy ( xn,yn

Entonces, d es una metrica para X = [[,.y X» ¥ la topologia generada por la métrica d
es igual que la topologia producto, es decir, T, = T,

Demostracion. Veamos que d verifica las cuatro condiciones de distancia o métrica.
1. Como d, es la métrica en X,,, entonces d,,(z,,y,) > 0. Luego M > 0, lo cual

implica que
i i xn,yn

n=1

2. Observe que d(z,y) = 0si, y solo si, (3”” ) — () para todo n. Esto es, si dp(xp,yn) =
0 para todo n, lo cual so6lo ocurre si z,, = vy, para todo n, es decir, si x = y. En
conclusion,

d(z,y) = 0 si, y solo si, x = y.

3. Note que d,,(z,, yn) = dn(yn, x,) para todo n. Entonces,

(e g) = Y el t)

2n
n=1
_ Z Z/n,l’n
=d(y, ).

4. Sabemos que cada d,,, por ser métrica, cumple que

12



entonces,
dn (Im yn)
2n

(dn(@n, 20) + dn(2n,Yn))
2n

dn l‘n,Zn (znayn)
2n

d, a:n,zn 2 dn(Zn. Yn
_Z ( ) Z (2ny)

n=1 n=1

= d(z,2) +d(z,y).

WK

d(z,y) =

S
Il
—

K

i
I

[M]¢

Asi, se ha demostrado que d es métrica.
Ahora veamos que 7, C 7,. Sea z € X y r > 0. Observe que,

d(l‘,y)zzdn xnayn ZZL:

n=1

ya que d,,(z,,y,) < 1 para todo n € N, donde z,,y, € X,. Sea S,, = > ,_, ik Como
lim,, .., S, = 1, existe N € Ntalque sin > N,

r "1 =1 T
k=1 k=1
o> 2|t
2k 2
k=n+1

Sea

Es claro que =z = (21, 22,...,2N,...) € V. Siy € V, entonces paratodoi € {1,..., N}

20y
(W) =vi € Bi | %i; 57
mi(y) = vi € (m 2N>

esto es, ,
2tr

di(yi, ;) < .
(yi, i) 5N

13



Entonces,

N N 9]
Z dz xwyz Z .’L’l, yz S Z dz('j;l; yz) + %

=1 i=N+1 i=1 i=N+1

Es decir, y € By(xz;7). Por lo tanto, V' C By(z;7) y Ba(x;7) € 7).

Finalmente, probemos que 7, C 7;. Seanz € X, j e Ny r > 0. Tome U = w}l(B(xj;r)).
Sea y € By(z; 57). Entonces

=y )

n=1

En particular,
dj(xj,y;) T
T2 T
De lo cual se obtiene que
dj(xj>yj) <T.

Esto es, y € U. De este modo, By(z;5;) € Uy U € 74. De esta forma, queda demostrado
que 74 = Tp. [

Recordemos que un espacio topologico X es totalmente disconexo si se cumple que
todo conexo de X consta de un unico punto. Por ejemplo, los espacios discretos y
la recta de Sorgenfrey son totalmente disconexos. Como mostraremos que el espacio
de Cantor es totalmente disconexo mencionaremos algunos resultados necesarios. El
teorema que sigue hace referencia al Teorema 9.28 de 3 y afirma que el producto de
espacios totalmente disconexos es totalmente disconexo.

Teorema 1.1.7. Sea {X, | « € A} una familia de espacios topologicos. Entonces
[1.c4 X. es totalmente disconexo si, y solo si, X, es totalmente disconexo, para cada

14



ae A

Demostracion. Suponga que existe oy € A tal que X, no es totalmente disconexo, es
decir, existe un conexo C' en X,, con mas de un punto. Sean z € [ ., Xa ¥

C'={z € [] Xo | ma(2) = ma(x), paratodo o # ag y 7a,(z) € C}.
acA

Observe que
7Ta0|cv O = C

es un homeomorfismo. Entonces, C’ es un conexo con mas de un punto y J] ., Xa no
es totalmente disconexo. Reciprocamente, si D es un subconjunto conexo de ], . 4 X
entonces 7, (D) es conexo en X,, para cada a € A, por la continuidad de la funciones
proyeccion. Como X, es totalmente disconexo, 7, (D) sélo tiene un punto, para cada
o € A. Por lo tanto, D tiene solamente un puntoy [] .. , X, es totalmente disconexo.

O

1.2. Grupos Topologicos

Los grupos topologicos son la combinacidén de grupos y espacios topolégicos donde la
continuidad de las operaciones de grupo es la que conecta estas dos estructuras y se
definen como sigue.

Definicion 1.2.1. Un grupo topoldgico es un grupo G dotado de una topologia tal que las

operaciones de grupo

GxG—G@d G — G

(z,y) — xy T —>

son continuas.
Segun sea el caso, a veces resultara mas conveniente usar la siguiente equivalencia.

Proposicion 1.2.2. GG es grupo topoldgico si, y sélo si, la funcion

V. GxG—G

(z,y) — ay ™"

es continua.

15



Demostracion. Suponga que G es grupo topoldgico. Sean (z,y) € G x Gy V abierto en
G tal que 2y~! € V. Como la multiplicacion i es continua, existen abiertos U,,U, C G
tales que (z,y7') € Uy x Uy y u(U; x Uy) C V. Dado que la funcion inversion también
es continua, existe algun abierto U3 C G tales que y € Us y (U3)~' C Us,. Por lo tanto,
si (a,b) € U, x Uz entonces (a,b™') € U, x U, luego ab~! € V. En consecuencia, v es
continua. Por otro lado, suponga que v es continua. Si fijamos = = ¢, obtenemos que

Ib’{e}xg . {6} xG—d

(e,y) — y

es continua, lo cual implica que la funcién inversién también lo es. De modo que, sélo
falta ver que la multiplicacién es continua. Sean (z,y) € G x Gy V abierto en G tal que
xy € V. Por la continuidad de 1 existen abiertos U, U, C G tales que (z,y7') € Uy x Uy
y ¥(U; x Uy) € V. Luego por la continuidad de la funcion inversion existe algun abierto
Us C Gtalquey € Uz y (Us)™' C Us. Si (a,b) € U; x Us entonces (a,b™!) € Uy x Uy
luego ¥ ((a,b')) = ab € V. En consecuencia, la multiplicacién es continua. Por lo tanto,
las operaciones de grupo de G son continuas, es decir, G es grupo topolégico. O

Para todo grupo topoldgico G, la traslacion a izquierda

Ly:G—G

T gx
y la traslacién a derecha

R,:G—G

T g

son funciones biyectivas continuas; ademas (L,)' = L,-1 y (R,)"' = R,-1 también son
funciones continuas, en consecuencia se tiene que L, y R, son homeomorfismos. Por lo
tanto, una propiedad notable de los grupos topologicos es la simetria de su topologia, es
decir, si U es una vecindad del elemento identidad e entonces L,(U) es una vecindad de
g homeomorfa a U. Veamos algunos ejemplos de grupos topoldgicos.

Ejemplo 1.2.3. Cualquier grupo con la topologia discreta es un grupo topoldogico.

Ejemplo 1.2.4. (R", +) es un grupo topologico con la topologia estandar de R™.

16



Demostracion. Veamos que

¥ :R* x R" — R"

() —z—y

es continua. Sean (z,y) € R" x R"y r > 0. Si (2',y') € B(x;5) x B(y; 5) entonces

n 2

dz —y, 2" —y) = (Z((% —y;) — (¢ — y;-))2>

J=1

= (Z((%’ - x}) —(y; — y;))2>

[

=dxz -2 y—1v)
< d(x —2',0)+d(y —y',0)
=d(z,2") +d(y,y)
<i4l=

5t =

Es decir, 2’ — iy € B(x — y;r). Por lo tanto, ¢ es continua y (R™, +) grupo topologico. [

Ejemplo 1.2.5. (R, ), el grupo multiplicativo de los numeros reales positivos es un grupo
topoldgico con la topologia usual de R™.

Demostracion. Sean (z,y) € Rt x RT y e > 0. Tome §; = 3 ¥ 02 = SCITDE Sea (7/,y') €
B(z;01) x B(y;02). Entonces

vy — 2'Y| = |zy — 2’y + 2y — 2'Y|
< ly(z —2")[ + |2"(y — ¥/)]
=yl — 2| +2'ly — |

< yo1 + (x 4 61)d

pues |z — 2’| < §; por tanto 2’ < x + ;. Luego, reemplazando 4, y ¢, obtenemos
lzy — 2'y/| < e.

En consecuencia, la multiplicacion es continua. Note que la funcién inversion también es
continua.
Sean z € RT y ¢ > 0. Sin pérdida de generalidad, tomamos 0 < ¢ < % Sea 2’ €

17



(-, %-). Entonces

14+xe? 1—xe

T x! T
esto es,
1 1
——e< 5 <—-+e
T T T
Luego
1 1
—e< — — = <g,
T T
es decir,
1 1
— — | <e
¥  x

Por lo tanto, tenemos la continuidad de la funcion inversién y concluimos que (R*,-) es
grupo topoldégico. N

Ejemplo 1.2.6. (C\ {0}, -), el grupo multiplicativo de los numeros complejos es un grupo
topoldgico con la topologia usual de C.

La proposicion que sigue afirma que la propiedad de ser grupo topoldgico se hereda a
los subgrupos.

Proposicion 1.2.7. Los subgrupos de un grupo topoldgico son grupos topoldgicos.

Demostracion. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo de G. Entonces las
operaciones de grupo en H son las restricciones de las operaciones de grupo en G.
Dado que la restriccion de una funcién continua es continua, podemos concluir que H es
grupo topoldégico. O

Usando la proposicidn anterior podemos obtener mas ejemplos, en particular al aplicarlo
a (C\ {0}, ) obtenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.8. S' = {> € C | |z| = 1}, el grupo multiplicativo de los nimeros complejos
con modulo 1 es un grupo topologico con la topologia heredada de C.

El teorema a continuacion se encuentra en 4, Teorema 2.1.23, y con él obtenemos que el
toro es grupo topologico.

Teorema 1.2.9. Sea {G,, | « € A} una familia de grupos topologicos. Entonces [ ], 4 Ga
es grupo topologico con las operaciones de grupo componente a componente y la
topologia producto.

4 Thomas BRAY. An Introduction to Topological Groups. URL: https://carleton.ca/math/wp-content/
uploads/BrayThomas-An_Introduction_to_Topological_Groups-HonoursProject.pdf.
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Demostracion. De la teoria de grupos sabemos que [],. , G €s un grupo, por lo tanto,
basta mostrar la continuidad de las operaciones de grupo. Para cada a € A, sea p, la
multiplicacion en G, i, la funcion inversion en G, y 7, la funcion proyeccion de [ . , G,
en G,, es decir, si f € [[,.4 G. entonces

Para mostrar que la multiplicacion x en [[,., G es continua vamos a probar que si

(fr,g») esunareden [, .,Gas x [[,c4Ga convergente a (f,g) entonces u((fr, gr)) =
frgr — fg. Es suficiente mostrar que para cada a € A, fi(a)gr(a) = f(a)g(a). Pero

h=f Yy a—g
luego, por la continuidad de =,
M) = fla) Yy ga(a) = g(a).
Se sigue de la continuidad de la multiplicacién p,, que
M(a@)ga(a) = fla)g(a).

Por lo tanto, 1 es continua. Ahora veamos que la funcion inversion es continua. Sea (f)
una red en [] ., G. convergente a f. Como antes es suficiente mostrar que f\(a)™' —
f(a)~! para todo o € A. Pero

fala) = f(a)
y por la continuidad de i, se sigue que
frla)™ = fla)™

Entonces, la funcion inversion es continua 'y [[,. , G €s grupo topologico.

1.3. Espacio de Cantor

El espacio de Cantor es ampliamente mencionado en Topologia por ser el ejemplo
o contraejemplo perfecto en numerosas situaciones, esto debido a sus distintivas
propiedades que mostraremos a continuacion.
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Definicion 1.3.1. SeaC = {0,1}Y, donde {0, 1} tiene la topologia discreta. Este espacio
producto se conoce como espacio de Cantor.

Otra forma de denotar al espacio de Cantor es 2" y su representacion gréafica consiste de
todas las ramas infinitas del arbol binario.

O/w\l

/N /N /N /N

000 001 010 011 100 101 110

Figura 1.1: Arbol binario.

Igualmente podemos representar al conjunto de Cantor de forma geométrica en el
intervalo cerrado [0, 1] de la recta real. Si dividimos un intervalo en tres subintervalos
de igual longitud, el subintervalo abierto de la mitad es al que llamaremos tercio medio.
Sea () el conjunto que se obtiene al remover el tercio medio de Cy, = [0, 1], es decir,

Cy = [0,1]\ (% %)
_ [o%] U [21} |

Luego, defina C, como el conjunto que se obtiene al remover los respectivos tercios
medios de [0, 1] y de [2, 1], es decir,

o= (3] 9)- (B 59)
“palofsslo ]l

y se continda recursivamente removiendo los tercios medios de cada uno de los 2*
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intervalos cerrados que definen a C; para definir a C, ;. Sea

k=1

Por la forma en que se construye, a este conjunto se le llama El conjunto ternario de
Cantor. En la siguiente figura se muestran los primeros siete pasos de su construccion.

I, Co

| I
. . . N C:
H H n H n H N G
i1l i1 11 i1 i a
i1 (i i i cs
NIy (NN i e cs

Figura 1.2: Conjunto ternario de Cantor.

La siguiente proposicion corresponde al Ejercicio 2 de la Seccion 3.2.1 de 3, y la
usaremos para construir una base de vecindades para los elementos de C.

Proposicion 1.3.2. Seax € C. Six = (x,,)nen, para cada k € N, definimos
[T179 ... 2k] = {(Yn)nen € C | y; = x; paratodoi € {1,2,---k}}.

Entonces B, = {[zr122...x;] | kK € N} es una base de vecindades de x.
Demostracion. Sea N C C tal que = € N°. Entonces existen a;, as,...,a, € Ncon a; <
as < --- < ay, Yy abiertos U; de {0,1}, coni € {1,2,---n} tales que

xeﬂﬂ_l ) € N°.

Mostraremos primero que

[T122 ... 2,,] C ﬂ T (U;).
i=1

En efecto, siy € [z122...2,,], Se tiene que y; = x; paratodoi € {1,...,a,}, en particular,
Ya, = Tq, Paratodo i € {1,...,n}y como z € (., =, '(U;), entonces y € (., 7, (U;).
Ademas,

[T129 ... 24, ] ﬂ m ({x:})
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es abierto y es claro que
T € [1122...2,,] C N.

Por lo tanto, B, es una base de vecindades de z. O

Ahora veremos algunas propiedades del espacio de Cantor, que es uno de los principales
ejemplos en el desarrollo de este trabajo.

Proposicién 1.3.3. C = {0, 1}" es métrico compacto.

Demostracion. Por la Proposicion 1.1.6, C es métrico y por el Teorema de Tychonoff es
compacto, pues {0, 1} es compacto. O

Cantor introdujo la definicion de conjunto perfecto que se da a continuacion.
Definicion 1.3.4. Un espacio topoldgico X se dice perfecto, si no tiene puntos aislados.

Proposicion 1.3.5. C es perfecto.

Demostracion. Sea C? el conjunto de puntos limites de C. Note que ¢ = (,—, Ci €s
cerrado pues cada C} es cerrado por ser una union finita de intervalos cerrados. Por
lo tanto, C¢ C C. Sélo falta demostrar que todo punto en C es punto limite. Sea = € C.
Entonces, para todo £ € N

x € Cy

Cpo =171 UL,U---U ]k(Qk)
2k
— U]’fj
7=1

donde cada I;; es un intervalo cerrado de longitud 3% Como z € (', entonces z € I;; 0
x € 5. Sea
I € {11, 12}

el intervalo en el cual esta x. Note que C; N I; es la unidén de dos intervalos cerrados tal
que z esta en alguno de ellos. Tome x; como el punto final del intervalo que no contiene
a x, de esta manera garantizamos que x; # x. Ademas z; € C por ser un punto extremo
de uno de los intervalos que generan a Cs y

|71 — 2] <

W
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dado que z,z; € I;. Ahora, tome

Iy € {Is1, I, 53, 154}

tal que = € I,. Observe C; N I, es la union de dos intervalos cerrados tal que = esta en
alguno de ellos. Sea z, el punto final del intervalo que no contiene a x, por tanto, z, # =.
También se tiene que =, € C por ser un extremo de uno de los intervalos que generan a
Csy

1
|$2—$’§3—2

pues z, s € I,. Continuando inductivamente, encontramos un sucesion (z,,),, C C tal que
x, # x paratodony

|1’n—l’| S 3_n’

esto es,

T, — T.

En consecuencia x € C¢ y se tiene que C es un conjunto perfecto.
0

Para concluir esta seccion, vamos a mostrar que el espacio de Cantor es totalmente
disconexo como fue mencionado anteriormente.

Proposicion 1.3.6. C es totalmente disconexo.

Demostracion. Dado que {0,1} es un espacio discreto, es totalmente disconexo.
Entonces se sigue que C = {0, 1} es totalmente disconexo por el Teorema 1.1.7. O
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2. Grupos de homeomorfismos

En este capitulo mostraremos los resultados centrales de nuestro trabajo. Si X es un
espacio topoldgico, entonces H(X) denotara el grupo de autohomeomorfismos de X.

Comenzaremos definiendo la topologia compacta abierta y algunos resultados
necesarios sobre ella. Luego se muestra que H(X) es grupo topologico con esta
topologia cuando X es un espacio compacto de Hausdorff, este resultado fue dado
a conocer por el matematico Richard F. Arens. Por otro lado, cuando X es métrico
compacto la topologia compacta abierta coincide con la topologia uniforme (ver el
Teorema 2.1.4), sin embargo, daremos una demostracion alternativa de que H(X) es
un grupo topoldgico con la topologia uniforme.

Ademas se dan ejemplos concretos que muestran porqué no se usa la topologia producto
en el grupo H(X). Empezando con X = R? mostramos (tomado del libro de Nicolas
Bourbaki ') que #(R?) no es un grupo topoldgico con la topologia producto, pues la
funcidn composicién no resulta continua. En un principio, pensamos que algo similar
ocurriria en [0, 1], pero no es asi, pues #([0,1]) es un grupo topoldgico con la topologia
producto, que resulta ser igual a la topologia uniforme. Este resultado no sabemos si era
conocido en la literatura. Finalmente analizaremos el espacio de Cantor C. Siguiendo lo
presentado en el articulo de Jan J Dijkstra 2, mostraremos que si X = C \ {0}, entonces
H(X) no es grupo topoldgico con la topologia compacta abierta. Seguidamente, veremos
que #H(C) no es grupo topoldgico con la topologia producto y por ultimo mencionamos otro
teorema de Arens.

2.1. La topologia compacta abierta

En esta seccién asumiremos que X y Y son espacios de Hausdorff y empezamos
el estudio de la topologia compacta abierta que es fundamental para los resultados
principales de este trabajo.

Definicion 2.1.1. La topologia compacta abierta en el conjunto C(X,Y") de las funciones
continuas de X aY es definida como sigue. Para A C X y B C Y, establecemos

(A;B) = {f € C(X,Y) | f(A) C B},
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La topologia compacta abierta es la topologia generada por la subbase
S={(K;V)| KCX escompactoyV CY es abierto }.

Se sigue de la definicion que la topologia compacta abierta es mas fina que la topologia
de convergencia puntual.

Ejemplo 2.1.2. Si X es un espacio discreto, entonces los subconjuntos compactos de X
son los subconjuntos finitos. Por lo tanto, la topologia compacta abiertaen C(X,Y) =YX
es la topologia producto.

Observe que la siguiente proposicion también se puede deducir del hecho de que la
topologia producto en C'(X,Y") sea Hausdorff y esté contenida en la topologia compacta
abierta.

Proposicion 2.1.3. E/ espacio C(X,Y’) con la topologia compacta abierta es un espacio
de Hausdorff.

Demostracion. Sean f,g € C(X,Y) tales que f # g. Es claro que existe € X tal que
f(z) # g(x). Ademas, note que {z} C X es compacto y como Y es Hausdorff, existen
U,V abiertos tales que f(z) € U, g(x) € VyUnV = (. Por lo tanto, f € ({z};U),

g€ {zhV)y {ehU)n{z}; V) =0. O
El siguiente teorema fue tomado de °, Teorema 46.8.

Teorema 2.1.4. Sean (X, dx) un espacio métrico compacto y (Y, dy) un espacio métrico.
Entonces la topologia compacta abierta en C(X,Y') coincide con la topologia inducida
por la métrica uniforme.

Demostracion. Denotemos por 7 a la topologia compacta abierta y por 7, a la topologia
uniforme. Primero mostremos que 7., es mas fina que 7. Sean (A; B) un elemento
subbasicode 7y f € (A; B). Como f es continuay A es compacto entonces f(A) es
compacto. Sea

e =mf{dy(f(a),y) |a€ A, yeY \ B}.

Observe que sie =0 existen z,, € f(A) yy, € Y \ B, paratodo n € N, tales que

1
d ny Yn < =
Y (Zn, Yn) n

5 James R MUNKRES. Topologia. 2.2 ed. Pearson/Prentice-Hall, 2002.
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y por la compacidad de f(A), existe una subsucesion convergente (x,,) de (z,). Sea
x € f(A) tal que z,, — z. Como dy(x,,,y..) — 0 se tiene que y,, — =z, entonces
x € Y \ B, puesto que B es abierto. Por lo tanto, x € f(A)N (Y \ B) = 0, de lo cual
podemos concluir que € > 0. Ahora, note que para todo a € A,

By(f(a);€) € B, (2.1)

ya que si existena € Ayy € Y \ B tales que y € By(f(a);¢) entonces dy(f(a),y) < €
lo cual contradice que ¢ es el infimo. Finalmente, B..(f;¢) C (A; B). Puesto que, si g €
B (f;€) se sigue inmediatamente que dy (f(z), g(z)) < ¢, para todo x € X. En particular,
paratodo a € A

dy(f(a),g(a)) <,

equivalentemente,
g(a) € By(f(a);e)

y por (2.1), obtenemos que g(A) C B. Es decir, g € (A; B) y concluimos la primera parte
de nuestra prueba. En seguida probamos que 7 es mas fina que 7... Sean f € C(X,Y),
x € X ye>0.Porla continuidad de f existe un abierto V, C X talque x € V, y

€

f(Vi) C By (f(x); Z> :

Sea U, = By (f(z);£). Note que su didmetro no es mayor que % y ademas f(V,) C U,,
pues

f(V2) € f(Va)

Como X es compactoy X C | J,.x Va, existen zy,--- ,z, € X, conn € N, tales que

XQO%.
=1

Ahora, defina

S = <‘/$1;U$1> M---N <‘/:vnaan>
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donde, V,, es compacto por la Proposicion 1.1.1, para todo i € {1,...,n}. Es claro que

f € S,veamos que S C B, (f;¢). Sea g € S. Entonces ¢(V,,) C U,. y f(V,,) C U,., para
todoi € {1,...,n}. Luego

dy(f(a),gla) < 5 <

paratodo » € V,, y paratodoi € {1,...,n}. Por lo tanto,

dy (f(x),g(x)) <e,

para todo z € X, yaque X C |J, V., €U, Vi, Entonces, g € B..(f;¢). En conclusion,
hemos demostrado que 7 = 7.
OJ

El teorema a continuacion fue tomado de €, Proposicion 2.6.

Teorema 2.1.5. Sean X,Y y Z espacios de Hausdorff y Y un espacio localmente
compacto. Entonces la funcion composicion

c:C(X,Y)xC(Y,2) — C(X,Z)
(f,h) — hof
es continua respecto a la topologia compacta abierta.

Demostracion. Supongaque f € C(X,Y),he C(Y,Z)yque ho f € (K;W) C C(X, Z).
Tome U = h~'(W). Como U es abierto de Y y f(K) C U, por la Proposicion 1.1.4 existe
un abierto V tal que

f(K)CVCVCU.

Por tanto,
fe(E;V), he(V;W) y c((K;V)x(V;W)) C(K;W).

De lo cual concluimos, que c es continua en (f, h). O

6 Linus KRAMER. Locally Compact Groups and Lie groups. URL: https : //www . uni - muenster . de /

AGKramer/content/ch2.pdf.
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2.2. H(X) con X métrico compacto

El siguiente teorema se le atribuye al matematico Richard F. Arens quién fue el primer
matematico en estudiar a profundidad la topologia compacta abierta.

Teorema 2.2.1. Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Entonces el grupo H(X) es
topoldgico con la topologia compacta abierta.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.5, tenemos que la funcién composicion es continua,
pues compacidad implica compacidad local. Unicamente falta probar que la funcién
inversion es continua. Sea h € (K;W), donde K es compacto y W es abierto en X.
Esto es, h(K) C W, lo que es equivalente a

X\W C X\ h(K).
Como X \ h(K) = h(X \ K), pues h es biyeccion, tenemos
WHX\W) C X\ K,
estoes, h~! € (X \ W;X \ K). Observe que en general hemos probado que
v ((K; W) = (X \ W, X\ K),

donde inv es la funcién inversién. Por lo tanto, inv es continua y asi, H(X) es grupo
topoldgico con la topologia compacta abierta. O

Ahora se da una demostracién alternativa cuando X es métrico compacto, aunque este
caso ya se encuentre en el teorema anterior. Cabe resaltar que esta demostracion se da
Unicamente respecto a la topologia uniforme y por eso se ha enunciado asi el teorema,
adicionalmente se usa la invarianza de la métrica uniforme demostrada en el Lema 2.2.2.

Lema 2.2.2. Si X es métrico acotado entonces la métrica uniforme en H(X) es invariante
por la derecha bajo la composicion. Esto es, si f,g,h € H(X) entonces

doo(f ° g7h © g) = doo<f7 h)

Demostracion. Sean f,g,h € H(X), entonces

dos(f 0 g,h o g) = sup{dx(f(g(x)), h(g(z)))}

zeX

28



y por la sobreyectividad de g obtenemos

dos(f 0 g, hog) =sup{dx(f(y), h(y))}

yeX

ya que para todo y € X existe x € X tal que g(z) = y.

]

Teorema 2.2.3. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces H(X) es grupo

topologico con la topologia uniforme.

Demostracion. Primero se va a mostrar que la funcion composicion c de H(X) x H(X) en
H(X) es continua. Sean f,g € H(X) y e > 0. Teniendo en cuenta que f es una funcion
continua sobre un espacio métrico compacto, se tiene que f es uniformemente continua.

Entonces existe 6 > 0 tal que si dx(x,y) < J, entonces

€

dx(f(2), f(w)) < 5.

Sean f' € B.(f;5)y ¢ € Bs(g;9). En consecuencia,
2

Ve e X

Por lo tanto, por (2.2)

Finalmente, observe que

dx (f(g(x)), ['(d'(x))) < dx(f(g(x)), [(d'(2))) + dx(f(g'(x)), ['(d'(x))).

Luego, por (2.3) y (2.4),

dx(f(g(x)), ['(¢' () < g n g —e

Asi, queda demostrado que

c (Boo (f; %) X Bo (9;5)) C Buo(fogse).

Es decir, la funcidon composicion ¢ es continua.

(2.2)

(2.4)

Ahora queda probar que la funcion inversion es continua. Sea f € H(X) y € > 0. Luego,
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por la continuidad uniforme de f~!, existe § > 0 tal que si dx(x,y) < J, se obtiene que
dx(f7'(x), f[TH(y) <e (2.5)
Sea g € H(X) tal que d(f, g) < d. Entonces,
dx(f(x),g9(x)) <6 VrelX

y de este modo, por (2.5),

dx(z, [~ (g(2) = dx(f(f(2)), [ (g(x))) <e VreX.

Equivalentemente,
doo(id)ﬁ f_l © g) <€

donde idx es la funcion identidad en X. Por el Lema 2.2.2

doo(idx, [ 10 g) =duo(g™ ", 1) =do(f " g7").

En resumen, dados f € H(X)ye > 0se hallé un § > 0 tal que si d(f,g) < 6 entonces
ds(f71,g7) < €. Esto es, la funcién inversién es continua en f. O
2.3. El grupo #(R?)

En esta seccion veremos que el espacio de autohomeomorfismos del plano real H(R?) C
(R2)®*) no es grupo topoldgico con la topologia producto. Este resultado es el ejercicio
14 de la pagina 330 del libro de Nicolas Bourbaki *.

Proposicion 2.3.1. 7(R?) no es grupo topoldgico en la topologia producto.

Demostracion. Considere las sucesiones de homeomorfismos

wn((w,)) = (xw - 1) = (w9)+ (07 it 1)

y
(,9), siy ¢ |7 7]
Vp((7,y) =S (x+ (n+1)(2n+ 1Dy — (2n+1),y), siye [n%l, anﬂ]
(x—=n2n+1y+ (2n+1),y), siy e [ﬁ,%] :

Observe que u,, al ser una funcién lineal, cumple con ser homeomorfismo, para todo

30



n € N. Es importante mencionar que

2 L
n y =\ 5 .
U \\ P91 o+ 1
1

Seann € Ny (z,y) € R*. Note que v, es biyectivapues siy ¢ [-—+, 1], tome el mismo par
ordenado (z,y), éste es el tnico tal que v, ((x,y)) = (z,y). Por otro lado, siy € [, 527
existe un unico

r=r—n+1)2n+1)y+ 2n+1)

tal que v, ((z',v)) = (z,y) y Siy € |52, 1| existe un Gnico
2n+1’n

¥=xz+4+n2n+1)y—(2n+1)

tal que v, ((2',y)) = (x,y). Por lo tanto, v,, es biyectiva. Ahora se quiere verificar que v,, es

continua. Sean
X( \( : 1))
n+1'n

B:Rx{ L ,l}
n+1n

Tanto A como B son cerrados y v,|4 : A — R? es continua, ya que es la funcion identidad.
Por el Lema 1.1.5, faltaria ver que v, |5 : B — R? es continua. Observe que

12 > 1
B=(R R -1,
( X{n+1’2n+1DU< X[Qn—i—l’n])

Por tanto, aplicando nuevamente el Lema 1.1.5, obtenemos que v, |5 es continua pues v,

restringida a R x [#1, %%FJ es continua por ser una funcién lineal, igual que v, restringida

2 1 H
aR x [327, £]. Entonces, v, es continua.

Analogamente se prueba la continuidad de la funcién inversa v, ' que esta dada por:

(z,9), siy ¢ [, 1]
v ((#,9) = (@ = (n+ 1)@n+ Dy + 2n+ 1)), siye [, 55
(x+n2n+1)y—(2n+1),y), siye [z 1]
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Asi, v, es un homeomorfismo del plano real R?, para todo n € N. Ahora, veamos que

o : H(R?) x H(R?) — H(R2)

(u,v) —>vou
no es continua. Primero veremos que
(U, vy) = (id, 1d),

donde id es la funcion identidad. Fijemos (z,y) € R*. Siy ¢ =5, ] paratodo n € N,
entonces

va((z,9)) = (z,y), VnéeN.

Por otro lado, si existe m € Ntal que y € |
todo n > N, entonces

1 1
m+17’m

], tome N =m+1ycomoy > 1 para

vn((z,y)) = (z,y), VYn > N.

Por lo tanto,
lim v,((z,y)) = (x,y).

n—o0

Por otra parte,

, , 2 _
lim w,((z,y)) = nhﬁrgo (:E,y—i— T 1) = (z,y).

n—oo

De esta manera,
(U, vy) — (id, id).

Observe que

(00 0 ) (2, 0)) = a(ttn (1, 0))) = ((m 27121» - <3c +1, 1)

entonces al tomar el limite

lim (v, o uy,)((x,0)) = (x + 1,0).

n—o0

En conclusion, (u,,v,) — (id,id) pero v, o u, / id. Por lo tanto, la funcion composicién
no es continua. O
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2.4. El grupo ([0, 1])

A continuacién probamos que la topologia producto resulta ser igual a la topologia
uniforme en el espacio #([0,1]) C [0,1]%" y asi podemos concluir que es grupo
topoldgico con la topologia producto. Por otra parte, en la siguiente seccién, también
mostraremos que H(2") no es grupo topoldgico con la topologia producto. No sabemos
si estos dos resultados ya eran conocidos en la literatura. Las pruebas que presentamos
son originales.

Una propiedad a destacar es que las funciones que pertenecen a 7#([0,1]) son
estrictamente monotonas. Ademas, segun el comportamiento de la funcion en los puntos
extremos, podemos determinar que tipo de funcion monoétona es; 2(0) = 0 si, y s6lo si, h
es creciente, y, h(0) = 1 si, y s6lo si, h es decreciente.

Teorema 2.4.1. En ([0, 1]) la topologia producto y la topologia inducida por la métrica
uniforme coinciden. Esto es,

(H([0,1]), 7) = (H([0,1]), 7o) -
Demostracion. Primero veamos que 7, C 7. Sean
U= (U
=1
={g € H([0,1]) | g(x;) € U;, paratodoi € {1,...,n}}

en 7,, donde U; es un conjunto abierto de [0,1] y z; € [0,1], para todo i € {1,...,n}y
feU.Yaque f(x;) € U; y U, es abierto, existe ¢; > 0 tal que

(f(z:) — &), f(x;) + &) C Us, paratodoi € {1,...,n}.
Sea e = min{ey, -+, €,}. De lo anterior, se sigue que
(f(z:) — ¢ f(x;) +¢) CU;, paratodoi € {1,...,n}.
Sea g € B, (f;¢). Entonces |f(x) — g(z)| < ¢, para todo = € [0, 1]. De manera que

|f(zs) — g(x:)| <e,
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esto es,
g(w;) € (f(w:) — €, f(w:) +€) C U,

paratodoi € {1,...,n}. En consecuencia, g € U y podemos concluir que U € 7.,. Ahora
veamos que 7., C 7,. Sean f € H([0,1]) y 0 < e < 1. Observe que f es estrictamente
monotona, sin pérdida de generalidad suponga que es creciente. Sean

T =0< a9 < <xp1 <z =1
tales que paratodo j € {1,--- ,n — 1}

0 < f(zj41) — flz;) <

Wl ™

Sean

V= ﬁﬂ'zil ((f(xi) - %vf(xi) + %))

= {hen(0.1) | hw) € () - 5

€ .
3,f($i) + §> , paratodo: € {1,...,n}}

y g € V. Entonces

€ € € €
9(0) € (FO) = 5. 70 +5) = (0-5.0+5)
lo cual implica que ¢(0) = 0, es decir g es creciente. Sea = € [0,1]. Entonces existe
je{l,---,n—1}talque

Ty <x <Xy

Denotaremos por U; y U, a los siguientes intervalos abiertos
€ € € €
U = (f(ﬂﬁj) - g;f(%‘) + g) yUj1 = <f($j+1) - g:f(xj—i-l) + g) :

Observe que
€

UjUUj = (f(l’j) - %7 f(xjn) + 5)

Ui NUjp = (f(xj—i-l) - gv flz;) + %) : (2.7)

Como g es creciente tenemos que g(z;) < g(x) < g(x;4+1) Yy g € V entonces
€ €
flxj) = 3 < g9(x;) < f(x;) + 3
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€ €
f(zj41) — 3 < 9(xjp1) < f(zj1) + 3
Por lo tanto,

fa;) = 5 < 9la)) < gl@) < glapn) < flez) + 5.

De donde concluimos que g(x) € U; U U;44. Por otro lado, de (2.6) y (2.7) se obtiene que

[f (), f(2j41)] CU; N Uja

y como f es creciente, tenemos que f(z) € [f(x;), f(x;4+1)]. Por lo tanto, dado que
f(z),9(x) € U; UU; concluimos que

[f(x) —g(z)] <€

pues la longitud del intervalo abierto U; U U;; es menor a e. Como el = tomado fue
arbitrario, podemos afirmar que g € B (f;¢). Por lo tanto, B..(f;€) € 7,. Esto concluye
gue ambas topologias en # (|0, 1]) coinciden. O

Una consecuencia directa del teorema anterior es:
Proposicion 2.4.2. 7([0, 1]) es grupo topoldgico con la topologia producto.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.1, sabemos que en (][0, 1]) la topologia producto y
la topologia uniforme son iguales y por el Teorema 2.2.3, concluimos ([0, 1]) es grupo
topoldgico con la topologia producto. O

2.5. El espacio de Cantor y sus contraejemplos

Sabemos que H(C) es grupo topoldgico con la topologia compacta abierta (ver el
Teorema 2.2.3). En esta seccion veremos que si a C le quitamos el cero, entonces
H(C\{0}) no es grupo topoldgico. Esto quiere decir que si pasamos de un espacio métrico
compacto a uno que es métrico localmente compacto, el grupo de autohomeomorfismos
del espacio puede perder la estructura de grupo topologico.

Defina, para cadan € N,
Uy={ceCla==¢c,=0}yV,={ceC|ly=-=¢,=1}.

Estos conjuntos son abiertos y cerrados en el espacio de Cantor C. Son abiertos por ser
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elementos de la base de la topologia producto

Un = ({0 y Vo = (V7' ({1D)

i=1

y son cerrados porque el complemento de U,
C\U,={ceC|¢=1paraalgunic {1,...,n}}
=Jm ({1
=1

es abierto por ser union de elementos de la base de la topologia producto. De igual forma
el complemento de V,, es abierto

C\V,={ceC|c¢=0paraalgini e {1,...,n}}

= U op.

Ademas, por la Proposicion 1.3.2, {U,, | n € N} forma una base de vecindades de
la sucesion que solo tiene ceros 0 = (0,0,0,...) y {V,, | n € N} forma una base de
vecindades de la sucesion que tiene unicamente unos 1 = (1,1,1,...).

Lema 2.5.1. Defina, para todon > 1,

(

(0,...,O,$n+2,...), Sil’EUn+1
N——

(L,..., 1,1, xp00,...), sizeU,\ Uy
N——

hn(z) = M

(1,...,1,0,2041,...), sizeV,

N——

& sizeC\ (U,UV,).
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Es decir,

hn((07...,0,xn+2,...)):(07...,O,xn+2,...)
Rfl_/ ——
n+ n
ho((0,..,0,1, Znpas . ) = (1,. o, 1,1, Zpps . .
—— ——
ho((Lye o L psrs - ) = (1o, 1,0, 20, ... )
—— ——

h,(xz) = x en cualquier otro caso.

Entonces h,, es un autohomeomorfismo del espacio de CantorC.

Demostracion. Primero observe que

hn(Un—i-l) == Un7 hn(Un \ Un—i—l) = Vn+17 hn(vn) = Vn \ Vn+1

hal e\ o) = ide\w,uv;,) -

Para ver que h,, es homeomorfismo, es suficiente probar que h, |, Uy, €s homeomorfismo

pues hyle\w,uv.) = ideyuauvi)-

Veamos que h,|y, v, €S biyeccion. Sean © = (z,)nen Y ¥ = (Yn)nen dOS sucesiones
distintas en U,, U V,.

» Siz € U,yy €V, es inmediato que h,(z) # h,(y) pues h,(x) € U, U V41 Yy
hn(y) € Vi \ Vg1

» Siz,y € V,,sea k = min{n € N | z,, # y,}. Note que k£ > n + 1. Entonces por
definicion de h,,, h,(z) # h,(y) pues difieren al menos en la posicion & + 1.

» Suponga que z,y € U,. Siz € U1 Yy € U, \ U,y1 entonces h,(x) # h,(y) pues
hn(x) € U, Y ho(y) € Voqa. Porotro lado, si z,y € U,11 0 2,y € U, \ U,+1, entonces
k=min{n € N|z, #y,} y k > n+2.Porlo tanto, h,(x) # h,(y) porque difieren en
las posiciones k — 1y k, respectivamente.

En consecuencia, h,|y, v, €s inyectiva. Para ver que es sobreyectiva, sea y = (Y, )nen €
U,UV,.

n Siy e U, entoncestome z = (0,...,0,yps1,.--).
——

n+1
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m Supongaquey € V,.Siy eV, ,seax = (0,...,0,1,yp12,...) Yy Siy € V, \ Vius

entonces tome x = (1,...,1,yn12,...).
——

n

Por definicion de h,,, h,(z) = y en todos los casos. Por lo tanto, 4, |v,uv, €S sobreyectiva.
Para ver que h,|u,uv, €s continua, lo haremos por partes probando que hy,|v, ., v, \v, .
y hylv, son continuas, pues U,,1,U, \ U,11 Y V, son abiertos y aplicando el Lema 1.1.5
se tendria la continuidad de h,, |y, v, -

m SeaV = ﬂ] , 7, (W;) abierto en C con V' C U,. Si existe m € {1,...,k} tal que
xm ¢ {1,...,n}, entonces

halg, ., (V) S (W) N ({0h) N (W)

I
DL
3
5%'

= [ 7 O N (01 N (W),

Entonces hn|l}i (V) es abierto. En consecuencia, |y, , es continua.

m SeaV = ﬂ] 1 T2, S L(W;) abiertoen C con V C V, . Si existe m € {1,...,k} tal que
zm ¢ {1,...,n} ysiexiste m’ € {1,...,k} tal que z,,, = n + 1, entonces

haloho, V)= () w0 Nt (W) N (W)

J=Lj7#m,m/
k

= [ = {opnm {1 0w, (W),

J=1j#m,m/

Entonces h”|(;i\Un (V) es abierto. Por lo tanto, %, |v,\v,,, €s continua.

m SealV = ﬂj | T S L(W;) abiertoen Ccon V C V,, \ V,,;1. Si existe m € {1,...,k} tal
que x,, ¢ {1,...,n} ysiexiste m’ € {1,...,k} tal que z,, = n+ 1, entonces

k

bl (V)= () m W) Nl (W)
j=Limm’
k

= () mhnml (W),
j=Limm’

Entonces h,|;;' (V) es abierto. Luego, h, |y, es continua.
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Finalmente, la inversa de h,|y, v, esta dada por

(

(0,...,0,Zpy2y...), sixzeU,
n+1
holvov, (2) = (0,...,0,1,xp09,...), siz eV,
n
(17...,1,1'714_2,...), Sil‘EVn\Vn+1
\ n

y su continuidad se prueba exactamente igual a la de h,|u, Uy, , por lo tanto la omitimos.
En conclusion h,, es un homeomorfismo de C en C, para todo n > 1.
O

Proposicion 2.5.2. Sean 0 = (0,0,0,...) la sucesion de sdlo ceros y X = C \ {0}.
Entonces, H(X) no es grupo topoldgico en la topologia compacta abierta.

Demostracion. Definamos una sucesion (h,),>; de autohomeomorfismos de C, como
sigue

.
(O,...,O,ZL‘n+2,...)7 Si(EGUn_H
(1,...,1,1,$n+2,...), Sll‘GUn\Un_i_l

hn<~r) n
(1,...,1,0,2p41,...), sizelV,

——
& sizeC\ (U,UV,).

Por el Lema 2.5.1 sabemos que cada h,, es en efecto un autohomeomorfismo del espacio
de Cantor. Es importante resaltar que todo h,, fija a 0, es decir,

h,(0) = 0

esto implica que cada h,, restringido a X = C\{0} es un homeomorfismo de X. Afirmamos
que en la topologia compacta abierta de H(X),

hn‘X — ZdX

pero
(ho|x)™' A idx.

Para la primera afirmacién, sean K C X compacto y W C X abierto tales que idx €
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(K; W), es decir, idx(K) = K CW.Como K C Cescompactoy0 e C\ K, existe m > 1
talque0e U, yU,, CC\ K.

= Supongamos primero que 1 € X \ K. Entonces existe n > 1 tal que V,, N K = 0.
Luego, sil > m,n, se tiene que U, C U,, y V; C V,. Por lo tanto,

UNK=0yV,nK=0.

De este modo, h|x = idk, esto es, h|x € (K;W).
= Suponga ahora que 1 € K y sabemos que K C . Entonces existe n > 1 tal que

V,, C W. En consecuencia, para [ > m,n tenemos que

UNK=10

il = gy, (V) =Vi\Vipa SV CV, CW,
de donde obtenemos que hy|x € (K;W).

Por lo tanto, h,|x — idx. Por otro lado, por definicién de cada h,

holx(0,...,0,1,1,...) =1, 2.8
|x( ) (2.8)

n

es decir,
1€ h,|x(Uy).

Lo cual implica que la sucesion (h,|%'(1)).>1 No converge en la topologia puntual. Por
lo tanto, tampoco converge en la topologia compacta abierta. En conclusion, (h,|x)~! 4
idx.

O

Una consecuencia inmediata de la proposicion anterior es que H(C) no es grupo
topoldgico respecto a la topologia producto. De esta manera, el espacio de Cantor C
es un ejemplo de un espacio métrico compacto tal que #(C) no es grupo topologico con
la topologia producto.

Proposicion 2.5.3. #(C) no es grupo topologico con la topologia producto.

Demostracion. Considere la sucesion de homeomorfismos (h,,),>1 en H(C) definida en

40



el Lema 2.5.1. De la demostracion de la Proposicion 2.5.2, hemos visto que
hn‘X — ZdX

con la topologia compacta abierta, donde X = C \ {0}. Debido a que la topologia
compacta abierta es mas fina que la topologia producto, obtenemos que

hn|X — ZdX

con la topologia producto. Y como h,(0) = 0 para todo n, es claro que h,(0) — O.
Entonces, en H(C), h, — id con la topologia producto. Pero por (2.8)

lim h,'(1) =0,

n—oo
es decir, h,,'(1) 4 1. Por lo tanto, la funcién inversién no es continua y H(C) no es grupo
topoldgico con la topologia producto. O

La proposicion 2.5.2 nos permite concluir que no se puede debilitar la condicion de
compacidad a compacidad local en el primer teorema de Arens que mencionamos
(Teorema 2.2.3). Sin embargo, si tenemos un espacio de Hausdorff, localmente compacto
y ademas, localmente conexo, el siguiente teorema, también de Arens, nos afirma que
su grupo de autohomeomorfismos es grupo topoldgico respecto a la topologia compacta
abierta.

Teorema 2.5.4. Sea X un espacio de Hausdorff, localmente compacto y localmente
conexo. Entonces H(X) dotado con la topologia compacta abierta es grupo topoldgico.

La demostracion de este teorema se puede leer en el Corolario 2.17 de 6. Ademas,
note que con este teorema H(R?) es grupo topoldgico con la topologia con la compacta
abierta, el cual recordemos que no lo es con la topologia producto (Proposicion 2.3.1).
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