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RESUMEN

TITULO: RAICES DE POLINOMIOS Y MATRICES CIRCULANTES"

AUTOR: ROGER WILLIAM ARDILA MONTERO""
PALABRAS CLAVES: Matrices circulantes, Formulas Cardano-Tartaglia, Formula

de Ferrari, Ecuaciones Polinomiales .

DESCRIPCION: En esta monografia se presenta una comparacion entre métodos
tradicionales (Cardando-Tartaglia y Ferrari) y el método de matrices circulantes para
encontrar soluciones a ecuaciones polinomiales de tercer y cuarto orden en una vari-
able con sus respectivas deducciones. Ademas este trabajo muestra como el método de
matrices circulante teéricamente es un excelente método para el calculo de raices de
ecuaciones polinomiales de orden n en una variable.

Esta monografia se compone de cuatro capitulos. En el primer capitulo se presentan
algunos conceptos basicos sobre algebra lineal (teoremas, definiciones, ejemplos) para
el desarrollo de este trabajo. El segundo capitulo se presenta brevemente la historia de
las formulas de Cardano-Tartaglia y Ferrari para la encontrar soluciones a ecuaciones
polinomiales de tercer y cuarto orden con sus respectivas deducciones.

En el tercer capitulo se definen y se estudian las propiedades bésicas e importantes de
las matrices circulantes para obtener las soluciones de ecuaciones polinomiales de tercer
y cuarto orden en una variable. Finalmente se da el método para hallar las raices para
de ecuaciones polinomiales con coeficientes reales, de tercer y cuarto orden y se describe
el método tedricamente para hallar las raices de cualquier polinomio en una variable
con coeficientes reales.

En el cuarto capitulo se desarrolla el objetivo principal de este trabajo que consiste en
usar lo desarrollado en los capitulos anteriores para obtener las raices de polinomios
en una variable mediante las propiedades de las matrices circulantes y se desarrollan
ejemplos.

"Dr. Edilberto José Reyes Gonzalez, Director del Trabajo de Grado.
**Programa de Licenciatura en Matematicas, Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, Univer-
sidad Industrial de Santander.



ABSTRACT

TITLE: ROOTS OF POLYNOMIALS AND CIRCULANT MATRICES"

AUTHOR: ROGER WILLIAM ARDILA MONTERO™

KEYWORDS: Circulant matrices, Cardano-Tartaglia Formulas, Ferrari Formula,Polynomial
Equations.

DESCRIPTION: This monograph presents a comparison between traditional meth-
ods (Cardando-Tartaglia and Ferrari) and circulant matrices method, in order to find
solutions for polynomial (third and fourth grade) equations in one variable with their
respectives deductions. Furthermore this work presents how circulant matrices methods
theorically are an excellent method to calculate the roots to polynomials equations (n
grade) in one variable.

This monograph is composed by four chapters. First chapter presents some basic con-
cepts regarding to lineal algebra (theorems, definitions, examples) for development of
this work. The second chapter presents a brief history of the Cardano-Tartaglia and
Ferrari formulas to find solutions to polynomial equations (third and fourth grade) with
their respective deductions.

Third chapter defines and discusses the basic and important properties of circulant ma-
trices to obtain solutions of polynomial equations (Third and fourth grade) in a variable.
Finally there is the method for finding the roots of polynomial equations with real co-
efficients, third and fourth order and describes the theoretical method to find the roots
of any polynomial in one variable with real coefficients.

In the fourth chapter develops the main objective of this work is to use as developed in
previous chapters to obtain the roots of polynomials in one variable by the properties
of circulant matrices and develop examples.

"Dr. Edilberto José Reyes Gonzalez, Undergraduate Dissertation Director.
"Undergraduate Program of Licentiate in Mathematics, School of Mathematics, Faculty of Science,
Universidad Industrial de Santander.
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Introduccion

Desde tiempos remotos, y como parte esencial de su propio desarrollo evolutivo, el hom-
bre ha procurado entender los diferentes aspectos que forman parte de su vida cotidiana.
Todo esto con el propésito de favorecer tanto su forma de vida como la de los miembros
de su comunidad. Muchos de estos problemas tienen un caracter lineal, es decir, pueden
plantearse mediante algunas ecuaciones polinomiales y sus métodos de solucion.

En este trabajo de grado se exploran los métodos utilizados por grandes matematicos
(Cardano-Tartaglia y Ferrari) que a través de la historia han planteado para dar solu-
ciones a las ecuaciones polinomiales especialmente a las ecuaciones de tercer y cuarto
grado. A demaés se plantea un método interesante llamado matrices circulantes el cual
proporciona una hermosa unidad de soluciones a ecuaciones polinomiales de tercer y
cuarto grado. También se mostraran ideas interesantes entre las matrices y los poli-
nomios.

El presente trabajo ha sido dividido atendiendo a criterios teméaticos més que cronolégi-
cos, brindandole un mayor valor a las ideas que a las fechas. Asi,en el primer capitulo
se presentan los preliminares que contienen conceptos basicos del algebra lineal para el
desarrollo de este trabajo.

En el segundo capitulo se incluyen algunos antecedentes histéricos de los sistemas de
ecuaciones polinomiales de tercer y cuarto grado y sus métodos de resolucién de la mano
de matematicos italianos (Cardano-Tartaglia y Ferrari).

El tercer capitulo definiremos una matriz circulante y sus propiedades.

En el ultimo capitulo de este trabajo se muestra como el método de matrices circulantes
es utilizado para encontrar las raices de un polinomio de tercer y cuarto grado en una
forma més sencilla de recordar, también presentaremos algunos resultados importantes
y ejemplos sobre el tema. Por dltimo comentarios finales y conclusiones.

11



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados bésicos que se necesitan
para desarrollar el tema central de este trabajo. Estos resultados son conocidos y por
eso algunos de ellos se presentan sin demostracién, aunque se indica donde se pueden
encontrar. Como el tema fundamental del trabajo son las raices de los polinomios en
una variable necesitamos el siguiente teorema cuya demostracién se encuentran en casi
todo libro de variable compleja.

Teorema 1.1 (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio en una variable de
grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene eractamente n-raices( reales o

complejas)

1.1. Raices n-ésimas de un numero complejo

Sea z € C, z = re?. Si u es una rafz n-ésima de z entonces u” = z = re? = rel0+27k)

Siendo k un entero, Luego

u = [rei(0+27rk)]l/n , con ke
entonces

U= [Tl/nei(ﬂ—?k)] ,con ke Z
Si para cada k € Z,

up, = ri/nel e _ plnegt ot

12



entonces,

0 27k 27k
up = r/Mewen = uge n
Facilmente se verifica que uy = ty, 41 = Unpt1 , U2 = Upt2, -« -, Up—1 = Udp—1, - - -

Por lo tanto se tiene el siguiente resultado,

Teorema 1.2. z = re' tiene exactamente raices n-ésimas que son

0 27 2k
up =rYMenen =uge n con k=0,1,2,....(n—1)
. 2nk ; P i0
Haciendo wy = e n» , las raices n-ésimas de z = re'” son up = wowy, k=1,2,...,(n—
1).
Raices n-ésimas de la unidad
Para z = 1, tenemos que |z| =r =1y 0 =Arg z2=0, up = rl/mei?/n = 1 luego las

raices n-ésimas de la unidad son

2wk
wy=en con k=0,1,2,...,(n—1).

Los siguientes ejemplos son tutiles un poco més adelante.
Raices cibicas de la unidad

Ejemplo 1.1. Calcular las raices cubicas de la unidad

Solucion . Para n = 3, las raices cubicas de la unidad son

Es decir,

13



Facilmente se verifica que w} = ws y w? = 1, luego w; genera ciclicamente las raices

cubicas de 1.

Graficando las raices cibicas de la unidad en el plano complejo, y uniendo los puntos
correspondientes a las raices se obtiene un tridngulo equilatero

1 .\/3
_§+17

Figura 1.1: Raices cubicas de la unidad en el plano complejo(Triangulo equilatero).

O

14



Raices cuartas de la unidad

Ejemplo 1.2. Calcular las raices cuartas de la unidad para n=4.

Solucion . Para n = 4 las raices cuartas de la unidad son

wp,=¢€¢ 4 ;k=0,1,2,3
Es decir que:
w0:1,
i2m -
wyp =e 4 :e”/Qzl,
im4
wo = € 4 = %:—1’
67 .
’u)3:e 4 = %:—Z’

nuevamente se observa que wj genera ciclicamente las raices cuartas de la unidad.
También graficando las raices cuartas de la unidad en el plano complejo, y uniendo los

puntos correspondientes a las raices se obtiene un cuadrado.

15



Figura 1.2: Raices cuartas de la unidad en el plano complejo (Cuadrado).

Los ejemplos anteriores muestran que las raices ctubicas y las raices cuartas de la unidad
forman en cada caso con el producto usual de nimeros complejos un grupo ciclico.
Veamoslo en general.

Teorema 1.3. Las raices n-ésimas de la unidad wy, = e » con k=0,1,2,...,n, con

el producto usual de nimeros complejos forman un grupo ciclico.

Demostracion. 1. Consideremos wy,w; con k,l € {0,1,2,...(n — 1)} entonces

wy - wy = 2R/ g2l — e+ donde 0 <k+l1<2n-1

Si0<k+1 < n entonces wy - w; = Wiy,
ysin<k+1l<2n—1=n+(n—1) entonces k+1=n+p,
donde p € {0,1,2,...,(n — 1)},

luego

2 (}4])

Wy w; = e'n — e (n+p) ez27r . ez27rp/n —1. ez27rp/n _

= 2mP/n — wp € Ay

2. Como A, C C entonces el producto de nimeros complejos restringido a A,, hereda

las propiedades asociativa y conmutativa.

16



3. Dado que wg = 1 y para todo complejo z, 1 x 2z = z %1 = 2, entonces wy es la

identidad de (A, *).

4. Dado que wg * wy = 1 entonces wo_l = wg.
. i2rk i2w(n—k) i2mn .
Sike{1,2,.,n—1}yw, -w,_p=ene n =en =e? luego

w,?l = wy_ € A,.

Hasta aqui hemos probado que (A, *) es un grupo (mas aun, es conmutativo).Se

mostrard a continuaciéon que es ciclico

Sea k € {1,2,...,n — 1}, entonces wy = et = (e%)k = (w1)" entonces

w E< wi >, luego < wy >= A,.

1.2. Algunas definiciones y propiedades de los vectores en
Rn

Las siguientes definiciones y resultados sobre vectores en R" se encuentran en el de
calculo T.M. Apostol

Definicién 1.1 (Conjunto ortogonal). Se dice que un conjunto {vi,ve,...,v,} de
vectores-n es ortogonal si dos vectores distintos cualesquiera en el son ortogonales. Esto

quiere decir que
vi-v; =0 st i #j.

Definiciéon 1.2 (Conjunto ortonormal). Se dice que un conjunto de vectores es ortonor-

mal si es ortogonal y esta formado por vectores unitarios. Asi S = {vi,v9,..., Uk}

vi-v; =0 si i#j and ||v]| =1, i=1,... k.

17



Teorema 1.4. Cualquier conjunto ortogonal S = {v1,va,...,vx} de vectores-n distintos

de cero es linealmente independiente

1.3. Algunas definiciones y resultados sobre matrices

Los siguientes resultados sobre matrices se pueden encontrar en cualquier libro de alge-
bra lineal.

Teorema 1.5. Si las columnas de una matriz Apxn forman un conjunto ortogonal,

entonces AT A es una matriz diagonal n x n.

Teorema 1.6. Una matriz cuadrada A es ortogonal si y solo si
ATA =1 es decir A7t = AT,

Definiciéon 1.3 (Matriz Hermitiana). Sea A una matriz cuadrada. A es hermitiana si

se cumple la igualdad AT = A.

Teorema 1.7. La diagonal principal de una matriz hermitiana esta formada por nimeros

reales.
Teorema 1.8. Los valores propios de una matriz hermitiana son todos reales.
Definicién 1.4 (Matriz Unitaria). Una matriz cuadrada A es unitaria si AT = A1,

Definiciéon 1.5 (Matriz normal). Una matriz A es normal si AAT =A"

A.

Definicién 1.6 (Valores y Vectores propios). Sea A una matriz n X n. un vector v

distinto de cero es un eigenvector de A si para cierto escalar X,
Av=Xv

El escalar X (que puede ser cero) se llama eigenvalor de A correspondiente a (o asociado

con) el eigenvector v.

18



Teorema 1.9. Sea A una matriz cuadrada.

1. Un escalar X\ es un eigenvalor de A si y solo si
det(A—X) =0.

2. Un vector v es un eigenvector de A correspondiente a un eigenvalor \ si y solo si v

es una solucion no trivial del sistema.

(A= X)v=0.

19



Capitulo 2

Sobre las formulas de

Cardano-Tartaglia

En este capitulo se presenta brevemente la historia de las formulas de Cardano-Tartaglia,
para hallar las raices de las ecuaciones polinomiales de tercer y cuarto grado y la de-
duccion a dichas formulas.

2.1. Aspectos historicos

Los primeros elementos de lo que hoy conocemos como algebra fueron encontrados en un
documento matematico antigiio llamado el papiro de Rhin que se conserva en el museo
British. Los babil6nicos sabian como resolver problemas concretos que involucraban
ecuaciones de primer y segundo grado, usando completacién de cuadrados, ecuaciones
cubicas y sistemas de ecuaciones lineales y no lineales. Por ejemplo para la ecuacién
general de primer grado

ar+b=0,a#0

conocian que su solucion es z = —b/a.

Por otro lado las soluciénes de la ecuaciéon de segundo grado eran conocidas en la
antigiiedad , alli fue desarrollada por el matematico Diofanto de Alejandria, y la soluciéon
de dichas ecuaciones fue introducida en europa por el mateméatico Abraham Bar Hiyya.
La deduccion de la formula axz? 4+ bx + ¢ = 0,a # 0 se obtiene completando cuadrados
y su soluciéon muy bien conocida es

. —b+ Vb2 — 4dac

2a

20



Para los matematicos italianos las ecuaciones de tercer y cuarto grado requerian con-
sideraciones muy profundas, dicho principio se solucion6 en el renacimiento por el Scipio
del Ferro. Del Ferro, siguiendo la construmbre de su tiempo, no publicé sus propios de-
scubrimientos, pero lo comunicé a uno de sus Discipulos. Después de la muerte de
Scipio del Ferro, éste discipulo desafio en competencia a Tartaglia, uno de los grandes
matematicos italianos de ese tiempo. Tartaglia acepto el desafio. Cada uno deposit6 en
casa de un notario una lista de treinta problemas y una suma de dinero. Aquel que, en
cuarenta dias, hubiese resuelto el mayor niimero de problemas seria declarado vencedor
y se embolsaria el dinero.

En todos los problemas de Del Fiore intervenian ecuaciones de tercer grado. Tartaglia
los resolvi6 en pocos dias. Del Fiore no pudo hacerlo con ninguno de los propuestos por
su adversario. Tartaglia declarado vencedor, rechazé el dinero, no quiso aceptar nada de
un mal jugador, todos esperaban que publicase el método que le habia permitido ganar
con tanta facilidad, pero Tartaglia no dio a conocer su método.

Un profesor de fisica y matematica llamado Cardano se puso en contacto con Tartaglia
cuando tuvo conocimiento de su gran éxito. Le presioné a lo largo de mucho tiempo para
que le revelard sus formulas, cosa que Tartaglia no hizo. Cardano fue més inquisitivo.
Trampas, ruegos, engafios, hasta amenazas. Tartaglia finalmente accedié , pero con la
condicion de que Cardano mantuviera su método en secreto, pero él no lo hizo rompid
su promesa y publico resultado de Tartaglia en su obra El gran arte (Ars Magna).
La férmula para la solucién de una ecuacién ciubica desde entonces ha sido llamada la
formula de Cardano, aunque seria correcto llamarla formula de Tartaglia.

Dada la ecuacion ctubica general

v +ay® +by+c=0, (2.1)
Puede ser reducida mediante la sustitucion
y=ux—a/3.
a una ecuacion cibica de la forma
2+ pr+q=0

La soluciéon dada por Cardano de la primera es

2 3 . 2 3

s/ g Jg¢t p° 3 g  Jg¢ p
=A/—= == —2 2.2
x \/2+ 4+27+\/2 TR, (2.2)

Cardano habia ido méas lejos que Tartaglia en su Ars magna que Tartaglia. No so-
lo habia dado las férmulas de éste ultimo, que no eran validas més que para ciertas
ecuaciones particulares, sino que proporcionaba otras. Por ejemplo, fue el primero en
presentar la solucién completa de la ecuacién de tercer grado. Se supo por él que la
ecuacién de tercer grado era resoluble por radicales. En el Ars magna habia otro resul-
tado fabuloso. También la ecuacion de cuarto grado se resolvia por radicales. A pesar de

21



sus esfuerzos, el descubrimiento no era ni de Tartaglia ni de Cardano, sino de Ludovico
Ferrari. Ludovico Ferrari fue contratado como empleado por Cardano, ante el interés
que demostraba por su trabajo, Cardano le autorizo a seguir sus cursos. Ludovico los
sigui6é con tanto aprovechamiento que sobrepasé a su maestro. Ludovico se aline6 con
Cardano en el combate que le enfrentaba a Tartaglia. Hubo terribles disputas entre los
dos, de las que Ferrari salio victorioso.

La solucién de la ecuaciéon de cuarto grado también era resoluble por radicales y se
basaba en la solucién preliminar de la ecuacién cubica. Dada la ecuacién general de
cuarto grado

2t ax® +ba? fex +d=0
La solucién dada por Ferrari se obtiene de la solucion de las ecuaciones

3:24—%—1-%:0(3:4-@

$2+%+%:—a:p—ﬁ,

donde o y B dependen de los coeficientes de la ecuacion.

2.2. Deduccién de las féormulas de Cardano-Tartaglia
La ecuaciéon general de tercer grado en una variable se puede representar de la forma
v +ay? +by +c=0, (2.3)
la cual se reduce facilmente a una ecuacién de tercer grado de la forma
24 pr+q=0, (2.4)

mediante la sustitucion y = x — a/3, en efecto:

3 ) 2 3 22
(x—%) +a<a:—%) —i—b(x—%)+c:x3—3x2§+3x%—;—7+ax2—%
L ey
— +br——+ec.
3 3
Sip= (b— ‘g—2>, yq= <% —%b—kc) obtenemos la ecuaciéon

4 pr+qg=0
Haciendo = = u + v en esta ultima ecuacién, obtenemos que:

(u+v)®+p(utv)+q=0,

22



y por lo tanto
ud + 03 + g+ (Buv +p) (u+v) =0,
Imponiendo la condicién 3uv + p = 0, esta tltima ecuaciéon se reduce a
w403 =0
Elevando al cubo la condicion impuesta a la ecuacion (2.5) se tiene que
3

3,3 p
uv = ——
27

reemplazando u? = —217’? en la condicién obtenemos la ecuacién

3

p
L =0
v —I—qv o7

haciendo z = v3 y por el teorema de la ecuacién cuadratica obtenemos
3
p
P2 rqgr—==0
T

desarrollando por la féormula usual, tenemos que

w

3_ 4 ¢,
TN T
y de (2.4) obtenemos
2 3
SR Y .
Uy VT T

por lo tanto

[ [ |
:E—U+U—\/ + 1 27—1-\/ 1 27
2 3 2 3
_ ae_a g1 A S B Y O S
y=arts 3+\/ 2+\/4+27+\/2 T

Luego

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

es una solucién de la ecuacién ciibica dada inicialmente. Por lo anterior tenemos que

Teorema 2.1 (Cardano-Tartaglia). Una raiz del polinomio y* + ay? + by + ¢ es

y=Cila, e ___,/q_ »
3 2 4 27 4 27
dondepz(b—%) q= 2—7—% c.
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Ejemplo 2.1. Hallar una solucion de la ecuacion
Y —3y* =3y —1=0

Solucion. Es facil observar que en esta ecuacion 1 y -1 no son raices, y por lo tanto esta

ecuacion no tiene soluciones racionales. Del teorema anterior, tenemos que
a=-3, b=-3, ¢c=-1.

Dedonde p=—-6y qg=—6
Por lo tanto y =1 + V4 + /2 es solucion de la ecuacion dada.

Verifiquémoslo:

siy:1+\3/1+ \3/5, entonces
3 2
y3—3y2—3y—1=(1+€’/1+€’/§> —3(1+€’/?1+€’/§> —3(1+€/1+€’/§>—1
=194 12V4+15V2 - 15 —9vV4 —12V/2 -3 —3V4— V2 -1

=19+ 12v4 — 12vV4+ 15v/2 — 1572 — 19 = 0.

O
Ejemplo 2.2. Hallar una solucion de la ecuacion
3 2 _
g3 — 2% — 28y —49 =0 (2.10)
Solucion. Aplicando el teorema (2.1) tenemos que:
a=—-2, b=-28 c=—49.
_ _88 _ _ 1843
Dedonde p=—% y ¢=—-5"
Por lo tanto y = 7 es solucion de la ecuacion 3% — 2y? — 28y — 49 = 0
Como se puede verificar facilmente. O
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2.3. Deduccion de las formula de Ferrari

La ecuacién general de cuarto grado en una variable se puede representar de la forma
a2 + ax® +ba?® +cr +d=0. (2.11)
Reescribiendo (2.10) se tiene
zt +axd = —b2® — cx — d.
Completando un cuadrado en la parte izquierda de la ecuaciéon anterior se obtiene

a’x? a*x?

ot + axd + 1 - —ba? — cx —d,

2 2
<:172 + %) = <az - b> 2 — cx —d, (2.12)

sumando los términos (3:2 + “2—:”) Y+ y; a ambos lados de la ecuacion (2.12) obtenemos
un cuadrado perfecto en términos de y.

luego

2 2
2 4T g)zz Ty 2 <%_) y _ 2.13
<:13—|—2+2 <4 +y:13+2 C:E+4 (2.13)

En la parte derecha de la ecuacion (2.13) se tiene un trinomio cuadratico en z, cuyos
coeficientes dependen de y. Seleccionaremos y tal forma que este trinomio sea el cuadra-

do de un binomio de primer grado ax+ 3. Para que el trinomio cuadratico Az?+ Bx+C
sea el cuadrado del binomio ax + 3 es suficiente que B? — 4AC = 0, en tal caso

2

Aw2+Bx+C:<\/Za:+\/5)

Luego tenemos que o = VA, 3 = +/C.

Por lo tanto si seleccionamos y tal que

2 2
Yooy (- Yo _g) =
(2 ¢ 4(4 b+y><4 d) 0
De (2.13)obtenemos una ecuacion de tercer grado en y
y® —by? + (ac—4d) y — [d (a2 - 4b) + 02] =0 (2.14)

Resolviendo esta ecuacion por cualquier método conocido (Cardano-Tartaglia) encon-
tramos « y 0 en términos de los coeficientes de la ecuaciéon y de las soluciones de la
ecuacion (2.14). Es decir

a2 2
a=\T b+ . ﬁ:\/%o—d (2.15)
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donde y( es una solucion de la ecuacion (2.14).
De la ecuacion (2.13) obtenemos

ax 2
<$2+7+%> = (az + 0)? (2.16)
de donde
$2+%+%:ax+ﬁ
y
$2+ﬂ+&:—ax—ﬁ

Desarrollando estas dos ecuaciones podemos encontrar todas las soluciones de la ecuacion
de cuarto grado dada.
Resumiendo tenemos que:

Teorema 2.2 (Ferrari). Las raices del polinomio P(z) = 2* + ax3 + ba? + cx + d son

las soluciones de las ecuaciones

x2+%+%:am+ﬂ
Y
$2+%+%:—0zm—ﬁ

2 2 . -
donde a = \/ %G —b+yo, B=1/ %0 —d ,y yo es una solucion de la ecuacion

y® — by? + (ac — 4d)y — [d(a® — 4b) + ¢*] = 0.
Ejemplo 2.3. Hallar las soluciones de la ecuacion
2t — 42 4 207 2 +6=0, (2.17)
es decir las raices del polinomio
p(z) = 2 — 423 + 22° + 2 4 6, (2.18)
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Solucion. Del teorema anterior(Ferrari) tenemos que a = —4, b =2, ¢ =1, d = 6 luego

/16 Y
= —2 — —
« 1 +v , 0 1 6

x2—2x+@:ax+ﬁ,
2 (2.19)
2 Yo
T —2:174—?——(1:17—&

donde yg es una solucion de la ecuacion
y® — 2% — 28y — 49 = 0.

Una soluciéon de esta ecuacion se obtuvo en el ejemplo (2.2). Luego podemos tomar

yo = 7. Asi las ecuaciones se transforman en

7 5
:172—2:17—1—5 :3x+§,
(2.20)
$2—2x+z=—3x—§
2 2’
cuyas soluciones son:
Ir1 = 3,
To = 2,
= L Y3,
3 — 2 9
1 V3.
M=yt

Notese que z3, x4 son raices cubicas de la unidad segtn el ejemplo (1.2) del primer

capitulo.

Verifiquemos por ejemplo que z = —% — @ satisface la ecuacion.

Como 3 = 1, tenemos que

x4—4$3—|—2:172—|—x+6:x(:173)—4(:173)+2x2+:17—|—6,
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y como x> = 1, tenemos que :
243422+ 6=0—-4+222+2+6 =222+ 22+ 2.

Reemplazando x = (—% — @z) en la ecuacién anterior tenemos:

2
1 1
2x2+2x+2:2<—§—§i> +2<———§i> +2,

2v3i 3
\4”——>—1—\/§z'+2,

2
4

+

1
4

1 23
2<_§+ *{Z>—1—\/§z‘+2=—1+\/§z‘—1—\/§z‘+220.
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Capitulo 3

Matrices circulantes

En la primera parte de este capitulo se definen y estudian las propiedades basicas de
las matrices circulantes. Se presentan luego las propiedades importantes de las matrices
circulantes y especialmente las propiedades que nos permiten obtener las soluciones de
las ecuaciones polinomiales (raices de polinomios) en una variable.

Finalmente se da el método para hallar las raices de los polinomios p (x) con coeficientes
reales, de tercer y cuarto grado y se describe el método para teéricamente hallar las raices
de cualquier polinomio en una variable con coeficientes reales.

Definicién 3.1 (Matrices circulantes). Si A es una matriz de la forma

ay az ... (479
anp, air ... QAap—1
as az ... al

decimos que A es una matriz circulante de orden n.

Para n = 3 y n = 4 las matrices circulantes son de la forma

a b ¢ d
a b ¢

d a b c
c a b |,
b ¢ a c d a b

b ¢ d a

Notese que una matriz circulante es cuadrada y que la matriz queda completamente
determinada si se conoce la primera fila, ya que cada fila es un desplazamiento ciclico
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en una posicion de la fila anterior.Tambien podemos observar que los elementos en
cada diagonal son constantes. En lo que sigue todas las matrices que se consideran
son matrices reales. Si A es una matriz circulante de orden n cuya primera fila es
a1, as ...,a, la denotamos simplemente por

A:[al as ... ap ]nxn

También notamos C), al conjunto de todas las matrices circulantes de orden n.

Si A y B son matrices circulantes del mismo tamano (orden n) es facil verificar con
ejemplos que la suma, el producto por namero real o complejo, el producto de matrices,
la transpuesta y la inversa son matrices circulantes, por ejemplo:

Si
123 01 1
A=[312|,B=|10 1
2 3 1 110

y si a es un numero real cualquiera se tiene que:

a 20 3«
aA=1| 3a¢ a 22«
200 3¢«

5 4 3
AB=| 3 5 4
4 35
1 3 2
Al=1 2 1
3 1

~5/18 7/18  1/18
A7l =1| 1/18 —5/18 7/18
7/18  1/18 —5/18
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Teorema 3.1. Las matrices circulantes de orden n forman un sub-espacio vectorial

Demostracion. Note que C), es no—vacio, ya que la matriz nula es una matriz circulante.

Se probara que C,, es cerrado para la suma y el producto por un escalar.

prueba. Sean A, B € C,,, entonces

a az ... Qp, bl b2 . bn
A - an a1 ... QAp—1 7B _ bn bl . bn—l
az az ... aq bg bg . bl
Luego:
ai as ... G by by ... by,
A n B— a.n a.l e an._l n bn b1 e bn—l
as as a1 by b3 b1
ay ag ... Ay, bl b2 . bn
an, ai ... Qap-—1 bn bl . bn—l
= +
az az ... ay bg bg . bl
ar+br ax+by ... an, + by,
ap+b, a1+b1 ... an_1+b,_1
= . . . 6 Cn
az+by a3 +bs ... ay + by

Claramente la tiltima matriz obtenida es una matriz circulante luego la suma se matrices

circulante es una matriz circulante.
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Si «r es un escalar entonces

aap «ay ... [6707%

aa, oay ... QQp-1
aA =

aas «az ... aaq

Claramente se puede observar que la multiplicacién de una matriz circulante por un
escalar es una matriz circulante. Por lo tanto las matrices circulantes forman un sub-

espacio vectorial.

La siguiente definiciéon equivalente de matrices circulantes nos permite demostrar facil-
mente que el producto y la inversa de matrices circulantes es circulante.

Definicién 3.2. Sea A = [a; ;| una matriz cuadrada de orden n , A es circulante si y
solo si, ajp1,541=a;; parai,j € {1,2,...,n} donde apnt1;=0aij Y Gint1 = a1

Convencioén

COJ = CnJ’ (3.2)

Teorema 3.2. Si A = [a;;] y B = [bi;] son matrices circulantes entonces AB = [c;j] es

una matriz circulante.

Demostracion. 1. Sea AB = [¢;j] donde ¢;j = Y )1 a; by ;.
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Se mostrara que Cj41 41 = C;; entonces para ¢ # n'y j # n tenemos que:

n n n—1
Cit1,j+1 = § @it1 Kbk j+1 = § a; f—1bp—1,; = Zai,kbk,j =
k=1 k=1 k=0

n—1 n—1 n
k=1 k=1 k=1

. Se mostrard que (), ; = C7 j41 entonces para i = n 'y j # n tenemos que:

n+1

n n n
Cnj = § an kbr,j = E g1 k10K 41 541 = § a1 k10k41,j41 = § at kbr j+1 =
—1 k=1 k=1 =2

n

k
n n
= E a1 kbk 1 | + arnribpg1 41 = E a1 kb1 | +aribyji1 =
( al,kbk,j-i-l = C1,5+1-

2 k=2
1

k
k

. Se mostrara que C;,, = C;41,1 entonces para ¢ # n 'y j = n tenemos que:

n+1

n n n
Cin = E a; kb n = E i1 k+10k+1,n41 = § i1 k+10k+1,1 = § ait1,kbr1 =
k=1 k=1 k=1 k=2

n n
= E it1,kbk1 | + it nt1bng1,1 = E a1 kb1 | + aip11b11 =
k=2 k=2

n
= E @it1 kbk1 = Ciy11-
k=1
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4. Se mostrard que C,, , = C1,1 entonces para ¢ =n 'y j = n tenemos que:

n n n n+1
Cnp = E ap kbg n = E pt-1,k+10k+1,n41 = E a1 k+1bk+1,1 = E ay b1 =
k=1 k=1 k=1 k=2

n n
§ aygbe | +a1npibnyi = g ay gbgj41 | +a11b11 =
k=2 k=2

n
= E a1 xbp1 =ci1.
k=1

Por lo tanto el AB es circulante.

O

Teorema 3.3. S7 A es una matriz circulante invertible entonces su inversa es una

matriz circulante

Demostracion. 1. Como A es invertible entonces existe una matriz X tal que
AX =1,
donde,
X = [l‘i,j]

Sea i € {1,2,...,n} y para i = i entonces los elementos (i,7), (i + 1,4+ 1) de AX

deben ser iguales a 1, es decir

n n
1= Z Tk = Z i 1 kT it 15 (3.3)
k=1 k=1

y como A es circulante entonces

n n—1 n—1
1= E 1Tk = E Qi kTh41,i+1 = 03,001,341 + E Qi kTh+1,i+1
=1 k=0 =1
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por (3.3)tenemos

n—1 n
1l =a;pnrni1,it1 + E Q3 kTh41,i+1 = E Qi kTh+1,i+1
k=1 k=1

Por lo tanto 3 ; = Tp41,i+1

2. Para i # j entonces los elementos (7, 7), (i +1,j 4+ 1) de AX deben ser iguales a 0,

es decir
n n
0= § Qi kT j = § @i 1 kTh 415 (3.4)
k=1 k=1

y como A es circulante entonces

n n—1 n—1
0= E Qi k1T j+1 = E Qi kTh41,j+1 = Gi,021,j+1 + § @ kTh41,j+1-
k=1 k=0 k=1

Por (3.4) tenemos

n—1 n
0=ajnTny1,jr1+ Z Qi |k Th41,54+1 = Z Qi kTh41,i+15
k=1 k=1
por lo tanto oy ; = T41 41
O
No es dificil observar que si A =[ag a1 ...a,—1] es una matriz circulante.
1 1
1 1
A :(ao—l—al—l—...—l—an_l)
1 1
y por lo tanto v = (1, 1, ...,1)t es un vector propio de A correspondiente al valor

propio (ag + a1 + ...+ anp—1).

De manera natural podemos preguntarnos por todos los valores propios de una matriz
circulante y sus correspondientes vectores propios (Espacios propios). Para resolver estas
inquietudes veamos inicialmente algunos ejemplos:
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Ejemplo 3.1. Hallar los valores propios de la siguiente matriz circulante

01 2
A= 2 0 1
1 20

Solucién. El polinomio caracteristico de A es

det(A—z)=| 2 0—2 1 |=2>—62—09

Los valores propios de A son

r1 = 3
Ty = (=3 —3v/3i)/2 = 3(—1 — V/3i)/2
x3 = (=3 +3V3i)/2 = 3(=1 + V/3i)/2)

Observando detenidamente los valores propios de A y recordando el ejemplo de las

raices cubicas de la unidad tenemos que:

Tl = 3,
T2 = 3?,01,
3 = 3wz,

y desarrollando la ecuacion (A — xI)v = 0, obtenemos vectores propios para cada valor
propio de A.

para x1 un vector propio es
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para x9 un vector propio es

1
—~1/2 +/3i/2
—1/2 —/3i/2

para x3 un vector propio es

1
—1/2 —/3i/2
—~1/2 +/3i/2

O

Se puede observar que los valores propios para la matriz A de este ejemplo se pueden
expresar como a + b+ c, a + bwy + cw? | a+bws + cw3 donde a =0 ,b=1y c =2 son
los elementos de la primera fila de la matriz circulante A, es decir

3=0+1+2,
~3/2-V3i/2=0+1 (-1 +z’\/§/2> + 2 (—1 +i\/§/2)2,
—3/2+V3i/2=0+1 (—1 - i\/§/2> +2 (—1 - z‘\/§/2)2,

y los vectores propios como (1,1,1) ,(1,wy,w?),(1,ws, w?) donde, wy = —1/2 ++/3i/2
y wg = —1/2 —1/3i/2, donde w son raices ctibicas de la unidad.

Veamos otro ejemplo, esta vez para una matriz circulante de orden 4 es decir

Ejemplo 3.2. Hallar los valores propios de la siguiente matriz circulante

1 01 2

2101
A=

1 210

01 21
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Solucién. El polinomio caracteristico de A es

1-2z 0 1 2

2 1—-2z 0 1 4 9
det(A —xI) = =t — 423 + 42% — 162.

1 2 1—2 0

0 1 2 1—=z

Los valores propios de A son
1‘1:4, w2:2z’, x3:—2i, 1'4:0

y desarrollando la ecuacion (A — zI)v = 0, obtenemos los vectores propios para cada
valor propio.

para x1 un vector propio es

para x9 un vector propio es

para x3 un vector propio es



para x4 un vector propio es

O

Se puede observar que los valores propios para la matriz A de este ejemplo se pueden
expresar como (a+b—+c+d), (a+bwi +cwi+dw) , (a+bws+cwi+dws),(a+bws+cw’+
dw3) y los vectores propios como (1,1,1,1) ,(1,wy, w?, w}),(1, w2, w3, w3),(1, w3, w3, w3)
donde wy = —1/2 +/3i/2 y we = —1/2 — v/3i/2, donde w son raices cuartas de la
unidad.

En general por calculo directo se verifica que:

Teorema 3.4. si A = [ag,a1,...,an—1] €s una matriz circulante, entonces los valores

propios de A son:

(ap+ a1+ ... +an—1),

(ao +ajwy + ...+ an_lw'f_l) ,

n—1
(ao +aiwp—-1+ ... + an_lwn_l) ,

y los vectores propios correspondientes son:

1 1 1 1
1 w1 w9 Wp—1
9y ) ) )
n—1 n—1 n—1
1 wy Wo Wp—1

Donde wg = 1,w1q,...,w,_1 son las raices n-simas de la unidad.
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3.1. Una matriz circulante especial W

Para las matrices cuadradas de orden 4, una matriz circulante especial es la matriz

= o o O
o O O+
o O = O
o = O O

Note que W es solamente la matriz identidad con la primera fila movida a la tltima fila.
Facilmente se puede verificar que

0 010 0 0 0 1 1 0 00
2 10001 3 1 000 4 | 0100
W= 1 000 W= 01 00 W= 0 010
01 00 0 010 0 0 0 1
Por lo tanto
a b c d
ol + bW +eW? awd—| 4 a b ¢ (3.5)
c d a b
b ¢ d a

y luego W genera el algebra de las matrices circulantes de orden 4 y de (3.5) tenemos que
{WO, W W2 W3}, es linealmente independiente y por lo tanto una base del espacio
vectorial de las matrices circulantes de orden 4.

Veamos esto en forma general.

Para las matrices cuadradas de orden n consideramos la matriz circulante especial W,
es decir

010 0
00 1 0
w—1]000 0
100 ...0
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oen la forma W = [e,, e1, ... e,—1] donde e; es el i-ésimo vector coordenado unitario
de R™ y en el primer caso representa una fila de W mientras que en el segundo es una
columna. Usando esta notacién tenemos que:

W =le, e1... en_1]

Para j =1,2,...,n se tiene que

o en, sij=1
We]_{ej—ly si j#1

Luego
W2 =Wle, e1 ...en_1]=[We, Wer .Wep_1]=len-1 €n ... €n_s,
W3=WW?=Wlen1 €n ... eno]=[Wen1 Wen ... Wep_a),
= [en_g Wen_l Wen_g].
Inductivamente si

Wk = [en—k—}—l Cn—k+2 .- en—k]a

entonces

Wkt —wk W =wk len €1 ... en—1],

:[Wken €1 . €n—il,

=len—k €n—kt1 - €n—k-1],
:[en—k—l—i-l €n—k+1-1+1 - en—k—1—1+1]7
= [en—(k—‘rl)—i-l Cn—(k+1)+2 - en—(k—l—l)]'

Proposiciéon 3.1. Haciendo k = n, se tiene que W™ =1
Demostracion.
0
W™ = [en—n+1 €n—nt2 ---Cn-nin] =[€1 €2 ...ep]=T1=W".

O

Proposiciéon 3.2. Sea B, = {W WL W2 .. .W" 1} entonces B, es una base de

las matrices circulantes de orden n.
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Demostracion. Si ag,aq, ..., an—1 son n-nimeros reales entonces note que:

10 0 0 1 0
. 01 ...0 00 ...0
aol +aW+..4+anaW" " =ao | | ta | R B
0 0 1 10 0
00 ... 1 ag ay ... Qp-—1
1 0 ... 0 ap—1 Ay ... QAp—9
...+an_1 =
0 0 0 aj a9 ag

O

De la igualdad anterior se puede deducir que toda matriz circulante es una combinacién
lineal de los elementos de B, ademés B, es linealmente independiente ya que si la
combinacién lineal de los elementos de B, produce la matriz nula entonces cada uno
de los coeficientes deben ser cero.

3.2. Diagonalizaciéon de la matriz circulante especial W

Teorema 3.5. W es una matriz ortogonal

W = : W =len, €1, ... en_1]

Demostracion. Note que la sucesion de filas o columnas de la matriz W forman un

conjunto ortonormal de vectores en R™ y por lo tanto la matriz W es ortogonal. U
Teorema 3.6. Los valores propios de W son las raices n-ésimas de la unidad
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Demostracion. Sea p(\) = det[WW — M| el polinomio caracteristico de W, entonces

-2 1 0 0
0 —x 1 0
p(A) = det
0 0 =X 1
1 0 0 —A

-2 1 0 1 0 0

0o —-x ... 1 1 -2 1 0
p(\) = —Adet | . G

0 0 -2 0 =X 1

y como las ultimas dos matrices son triangulares, tenemos que

p(\) = det(W — XI) = =A(=\)""1 + (=1)" )L,
= (A" + (1) = (=1)"(\") + (-1)"(-1),

= (—1)"]A" — 1].

Luego, p(A) = 0 si y solo si A —1 = 0, esto, si y solo si A" = 1, luego \ es una raiz

n-ésima de la unidad.

Teorema 3.7. Si v es un valor propio de W entonces el vector (1,v,v2,...,v"" 1) es

un vector propio asociado a v

Demostracion. Dado que v es un valor propio de W por el teorema anterior es una raiz

n-ésimas de la unidad luego v™ =1y , es decir Wuy, = wFuy con K =0,1,2,. .., (n—1),
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luego

v v
1 01 .0 1 1
2)2 1)2
v 0 0 .0 v v
W = = = =
0
,Un—l ,Un—l
vn—l 1 0 0 ,Un—l ,Un—l
1 o™

Si v es un valor propio de W entonces v = 1 y como las raices de la unidad con el
2mi

producto usual de nimeros complejos forman un grupo ciclico generado por w =en .

se tiene que v = 2™/ para algin k € {0,1,...,n — 1}. Esto es, todo valor propio de
21
W es una potencia de w = e’ ™, luego los valores propios de W son w?,w!, ... w1y
los vectores propios correspondientes son
1 1 1 1
1 w w? wh1
u(): 7u1: 7u2: : ) 7un_1:
1 w1 wz(ﬁ—n wm=1)7
1 0 0
0 w 0
Teorema 3.8. seca D = y Q = [up uy ... up—1] entonces
0

WQ = QD

Demostracion. Notese que las columna j de D es w?~!, luego

wQ =W [UO up ... Un—l] )
= [WU,O WU1 oo Wun—l] )
= [WOUO wuy ... wnun_l] .
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Y

QD = Qlwoer wiez ... wp-1en-1],
= [Quoer Quies ... Qup_1€n-1],
= [woQe1 wiQez ... wp_1Qen_1],
= [woup wur ... wptp_1].

Por lo tanto W@Q = QD

Teorema 3.9. QQ/\/n es una matriz unitaria.

Demostracion. Se debe demostrar que (Q/v/n)~! = (Q/v/n)*.

Esto es lo mismo que mostrar que Q~! = Q*/n.

zl/nH,/—o 7o mﬁﬂo v un_l]],

V_Ot
V—lt
= 1/n . { Vo V1 ot Upol ]7
——
Vn—1
—=t —t —t
Vo' Vo1 Yo Vn—1
—t —t —t
V1l Vi’ V1'Vn—1
=1/n ,
——  a—3 E E—3
Un—1Y0 Vp—-17V1 Un—1Vn-1
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—t —t —t
LORAI] Vo' Vo' Vp—1
—t —t —t
V1 vy V1 'Vn—1
Sea X = [z1;] =
— — —
Un—1Vy Vpn—-1V1 Vpn—1Vn—1

Luego zy; = Vi1t Vj_1.

2
1
(w*1)
Si k=j,zpp =Vp_1.Vk—1 = ||Vk—1H2: (wk—1)2 =1+14+14---1 = n.
n—uveces
(wk—l)"—l
1 1

wh—1 wi-1

_\2 -
si k#j, Xy =TT Vi1 = (wk—1> . (wj—1)2 B R N S

w1 nt (wj—l)"—l

+ (wk—l.wj_1>2 +-+ (wk—l.wj_1>n_l.

; —_— - k=1, . i—1 , j—1—(k—1
Como w = ¢27/™ entonces  wr—1.awi—! — (6—227r/n) (6227r/n)] _ (6227r/n)[.7 (k=1)]

_ (ei27r/n)[j_k}.
Sea 1 — (ei27r/n)[j—k] _ (ei27r)[(j_k)/”].

Note que r # 1, ya que de lo contrario j — k deberia ser un multiplo entero de n

lo cual es falso puesto que j # k, y ademas, como 0 < j <n—-1y0<k<n-—1,se

tiene —(n—1) < j—k <n— 1. entonces zyj = 1+r+r24-- 777! = =0

ya que 1" = (ei%)[j_k] =cos (2n [j — k]) + isen 27 [j — k]) = 1.
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Entonces

n 0 0 0
0 n 0 0

(@ /m)@Q = (1/n)X =(A/n) [ =1
0 0 n 0
0 0 0 n

por lo tanto Q*/n = QL.

O
Teorema 3.10. W es diagonalizable unitariamente.
Demostracion.
wWQ=aQD,
W =QDQ™,
Vvn -1
W=-—=QD
VRQD Q™
w="2pmg
Vi |
Q @\
W=—D |—=
vn vn) o
Q QY
W=—D|—F—] .
v\ Um
Note que WF = (<L) DF(XL)* para todo k € Z. O

N

Teorema 3.11. Toda matriz circulante es diagonalizable.

Demostracion. Sea C una matriz circulante, luego se puede expresar como una combi-
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nacién lineal de B, esto es:

Note que zz;é a;D* es una combinacién lineal de matrices diagonales y por lo tanto
es una matriz diagonal, y como @)/+/n es unitario entonces C es diagonalizable unitari-
amente.

Definicion 3.3. si C' es una matriz circulante de n X n , usamos la primera fila

ap ai as - Gp1 ] para definir el polinomio

q(t) =ao+ art + a2t2 S an—ltn_l.

que llamamos polinomio asociado a la matriz circulante.
Como se vio en el teorema
SiC=lag aj ... an—1] es entonces una matriz circulante entonces

C=aWo'4+aW+...4a,1W" ! por lo tanto tenemos que:

Teorema 3.12. Si C =[ag a1 ... an—1] es una matriz circulante entonces
C = q(W). Reciprocamente si q(t) = ag + ait + ... + a,_1t"' entonces ¢(W) es una

matriz circulante.
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Demostracion. Sea

qW) = al + ay W + aaW? +

Reciprocamente
aop aiy
an—1 ao
C= ap—2 Gp—1
ai az

:ao

az

ai

ao

as

€ €
€ €4
+ aq
t t
€n—1 €n
e ef
ao a a2
an—1 ao ai
Gp—2 0Aap—1 ag
ai az az
Gp—1
Ap—2
ap—3 | = ao
ago

=aol + ;W + aaW? + -+ ap W = g(W).

P + an_IWn_l =
+ ...+ anp—1
Gn—1
Ap—2
an—3 € C”

ao
ef €
t t
€3 €3
+ aj

t t
€n—1 €n
t t
€n ] L €1

+ ...

+ ap-1

Teorema 3.13. Toda matriz circulante C' = q (W) es diagonalizable por Q.
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Demostracion.

gqW)Q = g(W)[ug ug ... up—1]
= [¢q(W)ug q(W)uy ...q(W)up—1]

n_l)un—l]

= [Q(Wo)uo Q(Wl)ul cooq(w
= [q(w”)Qe1 q(wh)Qes ... q(w" ) Qey)

= [Qq(w”)er Qq(wh)ez ... Qq(w™ Hen]

= Qlg(wer q(whes ... q(w" Ve,
— QD"
qglwp) 0 ... 0
0  qlw) ... .
donde D* = . . por lo tanto D* es diagonal.
0 0 q(wn—1)
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Capitulo 4

Raices de polinomios y matrices

circulantes

En este capitulo se desarrolla el objetivo principal de este trabajo que consiste en usar
lo desarrollado en los capitulos anteriores para obtener las raices de los polinomios en
una variable mediante propiedades de las matrices circulantes.

SiC=lay a1 ... ap—1] es una matriz circulante.
qit) =ap+art+ ...+ an—1t""1 es el polinomio asociado vy w es una raiz n-ésima de
la unidad, se tiene que

qw)=ag+aw+ ...+ ap_ ",

y este valor es un valor propio de C = [ag a; ... ap—1] de acuerdo con el teorema (3.4)
del capitulo anterior y por lo tanto g(w) es una raiz del polinomio caracteristico de C.

Teorema 4.1. Sea C = [ag a1 ... an—1] una matriz circulante de orden n, q(t) el
polinomio asociado a C y p(t) = det (tI — C) el polinomio caracteristico de C.

Entonces las raices de p (t) son

q(wo), q(wi), ..., qwp—1),

donde wgy, wi, ..., Wp_1 Son las raices n-ésimas de la unidad.
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Como se vio en la primera parte de este trabajo las raices n-simas de la unidad forman
un grupo multiplicativo ciclico generado por w = e » , por lo tanto el teorema anterior
se puede enumerar asi:

Teorema 4.2. Si C = [ag a1 ... ap—1] una matriz circulante de orden n, q(t) el

polinomio asociado a C y p(t) = det (tI — C) el polinomio caracteristico de C.

Las raices de p (t) son

g(w1), q@wi), .., qi™h), qW") =q(1)

27 . .
donde w1 = e n genera las raices n-ésimas de la unidad.

El ultimo teorema nos permite teéricamente hallar las raices de cualquier polinomio
en una variable con coeficientes reales. Basta dado el polinomio construir una matriz
circulante tal que p (t) = det (tI — C).

Veamoslo especialmente para polinomios de tercer y cuarto grado.

Hallemos inicialmente los polinomios caracteristicos de las matrices circulantes de tercer
y cuarto orden.

4.1. Polinomio caracteristico de una matriz circulante de

orden 3

Dado un polinomio de tercer grado p (t) = 3 4+ at? + Bt +~ y una matriz circulante de
orden 3,

a b c
C=|c a b
b ¢ a
Entonces el polinomio caracteristico de C es
t—a —b —c
det(tl —¢)=| —c t—a —b |=@t—a)®—=b—=c—3bc(t—a),
—b —c t—a

=3 — 3at? + (3a2 — 3bc) t—a®— b — 3+ 3abe.
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Igualando con el polinomio dado inicialmente tenemos el siguiente sistema
—3a = «a,
(3&2 — 3bc) = j,

—a’ — b — ¢ + 3abe = .

4.2. Polinomio caracteristico de una matriz circulante de

orden 4

Dado un polinomio de cuarto grado p (t) = t*+at?+ ft? +~t 4§ y una matriz circulante
de orden 4, entonces

o Qe
o e o
L T 0
Q@ o0 X

Entonces el polinomio caracteristico de C es

t—a —b —c —d
—d t—a —b —c
—c —d t—a b
-b —c —d t—a

det (tI — C) =

= (t —a)* — (4bd + 2¢%) (t — a)® — 4c(b? + d2) (t) + * — bt — d* — 4bdc?® + 20%d?
= t* — 4at® + (60 — 4bd — 2¢°) t* + (8abd — 4a® — 4b°c — 4cd® + dac®) t

+a* — bt 4+t — d* — 4a®bd + dabc + dacd® — 2a*c? + 2b%d? — 4bcAd

Igualando con el polinomio dado inicialmente tenemos el siguiente sistema

—4a = «,
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(6a* — 4bd — 2¢*) = B,
(8abd — 4a® — 4b%c — 4cd? + 4ac2) =,

at — b + & — d* — 4a®bd + 4ab’c + dacd® — 2a> + 2b2d? — 4bc*d = 6.

Note que si a = 0 en el polinomio dado inicialmente, el término ctbico se elimina por
lo tanto la matriz circulante es de la forma

C =

O O
0o QO o
QL O T O
S o0 Q.

donde la diagonal principal son ceros, por lo tanto su polinomio caracteristico es:

t —=b —c —d

det (tI — C) = :i _td _tb :Z -
b —c —d t

=t* — (4bd + 2¢*) t* — 4e (b* + d?) t + ¢* — b* — d* — 4bdc? + 2b*d?

Igualando con el polinomio dado inicialmente sin término ciibico tenemos el siguiente
sistema

(4bd +2¢*) = -
4c (b2 + d2) = —7

A=t —d* — 4bd? + 20°d% = §

Donde este nuevo sistema de ecuaciones es un poco mas facil de desarrollar.
Veamos ahora unos ejemplos

Ejemplo 4.1. Hallar las raices del polinomio de tercer grado t3 — 3t> — 3t — 1

Solucion. Como vimos anteriormente el polinomio caracteristico de una matriz circu-

lante de orden 3 es

t—a —b —c
det(tI—c)=| —¢ t—a —b |=t"—3at®+ (3a>—3bc)t—a® —b* — c* + 3abe.
—b —c t—a
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Igualando con el polinomio dado inicialmente tenemos el siguiente sistema, donde

a=-3, f=-3, v=-1
Se tiene que:

—3a = -3,

(3a* — 3bc) = -3,

—a® — b — 3 + 3abe = —1,

Resolviendo los sistemas obtenemos los valores de a,b y c.

c= V4,

Construimos el polinomio q(t) = 1+ /2t + /4t

Reemplazando en ¢(t) las raices ctbicas de la unidad obtenemos las raices del polinomio

q(1) =1+ V2+ V4

(W), q(@) =2 — V2 - VA +iV3(V4— V2)]/2.

Ejemplo 4.2. Hallar las raices del polinomio de cuarto grado

th =43 22 1t +6 (1)
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Solucion. Como vimos anteriormente

lante de orden 4 es

t—a —b —c
—-d t—a b
det (tI — C) =
—c —d t—a
—b —c —d

el polinomio caracteristico de una matriz circu-

=t* — 4at? + (6a2 — 4bd — 202) 2+ (8abd — 4a® — 4b%c — 4ed? + 4a02) t

+a* — bt 4+t — d* — 4a%bd + 4abc + dacd?® — 2a*c? + 2b%d? — 4bcAd

Igualando con el polinomio dado inicialmente tenemos el siguiente sistema, donde

OZZ—4, 6227 ’7:17 5:67

—4a =4,

(6a* — 4bd — 2¢) = 2,

(Sabd —4a® — 4b%c — ded® + 4(162) =1,

at — bt + & — d* — 4a%bd + 4ab’c + dacd® — 20> + 20%d? — 4bc*d = 6.

Resolviendo los sistemas obtenemos los valores de a, b ,c y d.

a=1,
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b=—1- V3.
C—§
_27
1
d:_Z+\/§

Reemplazando las raices de la unidad en el polinomio ¢ (t) obtenemos las cuatro las

raices del polinomio dado inicialmente.

1) =b+c+d+1=2,

q1)=—b+c—d+1=3,
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Conclusiones

1. Los métodos de Cardano-Targlaia y Ferrari son muy ttiles para la solucion de
ecuaciones polinomiales de tercer y cuarto orden,pero estos métodos son descono-
cidos, ya que sus féormulas son muy extensas y de dificil memorizacion.

2. El método de matrices circulantes teéricamente se puede aplicar de manera general
para cualquier polinomio de grado n, como vimos en el ultimo capitulo para el
polinomio de orden 3 no es complicado el calculo de su polinomio caracteristico
y su sistema de ecuaciones. Pero para los grados de orden mayor o igual a cuatro
es tedioso el calculo de sus polinomios caracteristicos y el de la solucién de su
sistema de ecuaciones.

3. Este trabajo muestra interesantes conexiones entre los polinomios y las matrices
para facilitar el calculo de sus raices.
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