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DESCRIPCION: En la primera parte de este trabajo se encuentra el espectro
energético de dos donadoras neutras (Dg) confinadas en dos anillos cuénticos

unidimensional acoplados verticalmente. Se analiza el comportamiento de los niveles
energéticos al variar el radio de los anillos y la separacién entre anillos asi como el
efecto del campo magnético aplicado en la direccion del eje de simetria de los anillos
sobre el espectro energético.

En la segunda parte, se encuentra el espectro energético del sistema Dg confinado

en un anillo cuantico de forma toroidal con seccién transversal circular cuyo radio es
bastante menor que el radio interno. Dicha caracteristica del sistema permite el uso de
la aproximacion adiabatica para descomponer el movimiento de los electrones en dos:
el movimiento rapido en la direccion transversal y el movimiento lento alrededor del eje
de simetria del anillo. La ecuacion que corresponde al movimiento transversal se
resuelve de forma analitica, mientras que para resolver la ecuacién correspondiente al
movimiento en el plano se utiliz6 el método numérico basado en el procedimiento del
barrido trigonométrico.

En ambos problemas se realizan las graficas de los niveles energéticos en funcién de
la separacion entre centros idnicos y se comparan los resultados con la curva de
potencial existente de la molécula de hidrégeno.
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TITLE: ENERGY SPECTRUM OF TWO NEUTRAL DONORS D° CONFINED IN
VERTICALLY COUPLED QUANTUM RINGS
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ABSTRACT: in the first part of this work, the energy spectrum of two neutral donors
(Dg) confined into two vertically coupled one dimensional rings is obtained. We

analyze the energy levels behaviour when the radius of the rings and the separation
between them are changed. The effect of the magnetic field applied parallel to the z-
axis on the energy spectrum is studied.

In the second part, the energy spectrum of the Dg system confined into a narrow

toroidal-shape quantum ring is considered. By using the well known adiabatic
procedure, it possible to reduce the initial two-particle three-dimensional problem to
one-dimensional wave equation that describes the rotation around the z-axis. Two
electrons interact through a renormalized potential which depends on the ring radius,
its thickness and separation between donors. Numerical solution of this equation has
been obtained by using the trigonometric sweep method. The Coulomb attraction
exercised on the two-electrons by the donors and repulsion between them is given by
effective potentials that depend of the geometric parameters of ring and distance of the
impurity from the symmetry plane. The energies of some low-lying states as a function
of the separation between donors are calculated and compared with the potential curve
for hydrogen molecule.
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INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha realizado una cantidad considerable de investigaciones
relacionadas con los sistemas de baja dimensionalidad debido al aporte tan
fundamental que éstos sistemas han proporcionado al desarrollo de nueva
tecnologia, principalmente en la miniaturizacién de dispositivos electronicos y opto
— electronicos, asi como su probable utilizacién en el desarrollo del computador
cuantico [1-3]. Los sistemas de baja dimensionalidad mas conocidos son: los
pozos cuanticos (QW), los hilos cuanticos (QWW), las superredes (SL) y los
puntos cuanticos (QD). Los QWs poseen la estructura de un emparedado (Fig. 1)
en el cual, una capa de un semiconductor A (por ejemplo, GaAs) esta totalmente
rodeada de otro semiconductor B (por ejemplo, GaAlAs), cuya brecha de energia
es mayor que la del semiconductor A. Por este motivo, en las junturas entre los
dos tipos de semiconductores, existen saltos energia, tanto en el piso de la banda
de conduccion como en el techo de la banda de valencia, que da lugar al
confinamiento de los portadores de carga en las correspondientes bandas.

Semiconductor B Semiconductor B

Banda de Semiconductor A
Conduccioén

Banda de
Valencia.

Fig. 1. Bandas de energia en un QW formado a partir de dos materiales semiconductores Ay B
gue poseen diferentes brechas de energia.

Cuando el confinamiento se realiza en dos direcciones se forma un sistema casi
unidimensional conocido como QWW, pero si el confinamiento se hace en las tres
dimensiones se forma un sistema casi cero dimensional conocido como QD. Los
tltimos dos sistemas mencionados anteriormente llaman mucho la atencion a los



investigadores debido a que poseen un mayor confinamiento, favoreciendo la
aparicion de nuevos fendmenos mecanico cuanticos que son aprovechados en la
creacion de nuevos dispositivos.

En la década de los 90’'s aparece una técnica de crecimiento de cristales
denominada de Stranski-Krastanov [4], que permite crecer QDs de forma casi
espontanea debido a los efectos de tensidbn — relajacion que surgen en la
superficie de un semiconductor cuando es depositado sobre un sustrato
semiconductor con constante de red diferente. Esto permite la formacion de
pequefas islas semiconductoras con diferentes morfologias [5-7], donde la forma
y tamafo de las islas dependen de las condiciones de crecimiento, entre las que
se pueden mencionar la forma de disco, lente, anillo, piramide, etc. Estos QDs se
conocen como puntos cuanticos autoensamblados (SAQDS).

Una de las propiedades estructurales mas importante de SAQDs es que su
tamano transversal (altura d) es, en gran proporcion, menor que su tamafio lateral
(Didmetro D), razon por la cual, en una cantidad considerable de trabajos se
consideran modelos bidimensionales que solo analizan el movimiento lateral de
los portadores de carga. Este modelo bidimensional se ha utilizado para analizar el
espectro de uno y dos electrones, excitones y triones en SAQDs [8-12].

A pesar de que el tamafio transversal de los SAQDs es muy pequefio, los modelos
estrictamente bi-dimensionales, aunque simplifican notoriamente los calculos,
carecen de validez, ya que los niveles energéticos suben drasticamente llegando
incluso a tener un espectro continuo; mientras en lo que respecta al movimiento
lateral, éste se encuentra condicionado por la forma del potencial, el cual a su vez
depende del perfil transversal del QD. Con el fin de establecer la forma de este
potencial, se puede utilizar la aproximacion adiabética tal y como se propuso
inicialmente en los articulos [13,14]. Esta metodologia se utilizé para analizar los
espectros electronicos de donadoras y excitones en pirdmides, lentes y anillos
cuanticos [15].

El confinamiento tridimensional al cual se encuentran sometidos los portadores de
carga en los QDs, conlleva a la cuantizacion del espectro de energia. Esto hace
gue estos sistemas se comporten como atomos artificiales, en donde la interaccién
nuclear se reemplaza por el confinamiento que surge en la diferencia en las
brechas de energia de los materiales que conforman el QD. Con estos QDs
también es posible simular, de manera artificial, el comportamiento de diversos
tipos de moléculas [16] las cuales tienen caracteristicas similares con los
complejos hidrogenoides H,;,H™,H,, y a la molécula de tipo helionoide. Las

moléculas artificiales se pueden obtener a partir de dos puntos cuanticos idénticos
gue se disponen uno encima del otro (acoplamiento vertical) [17] o uno frente al
otro (acoplamiento lateral) donde las particulas, electrones o huecos, que estan
espacialmente separadas y confinadas en puntos diferentes, pueden llegar a



tunelar a través de las barreras de potencial que separan los puntos [18]. Los
cientificos han establecido que la fabricacion de estas moléculas artificiales de
QDs permitira desarrollar las bases de la computacion cuantica [19], la cual se
fundamenta en modelos simples de espines localizados [20].

Este trabajo esta conformado por dos problemas que modelan una molécula
artificial de hidrogeno confinada en SAQDs en forma de anillo: en el primero, se
modela la molécula a través del sistema D? confinado en dos anillos cuanticos

unidimensional acoplados de manera vertical y bajo la accion del campo
magnético aplicado en la direccion del eje z. Los centros iGnicos se encuentran
ubicados sobre el eje de simetria de los anillos y los electrones estan confinados
uno en cada anillo.

En el segundo problema, se estudia el mismo sistema DI confinado en un anillo

cuantico de forma toroidal muy delgado en donde los centros i6nicos se
encuentran sobre el eje z y los electrones se encuentran confinados dentro del
anillo a través de un potencial de forma rectangular. Debido a que en este
problema se consideran anillos delgados, es posible utilizar la aproximacion
adiabatica que reduce el problema tridimensional al de dos electrones confinados
en un anillo unidimensional.



1. COMPLEJO D; EN DOS ANILLOS CUANTICOS
UNIDIMENSIONALES ACOPLADOS VERTICALMENTE

Inicialmente se analiza el caso del complejo molecular Dg en un sistema
compuesto por dos anillos cuanticos unidimensionales idénticos de radios R, y

acoplados verticalmente (ver figura 2). Cada anillo alberga un Unico electrén que
esta obligado a rotar alrededor del eje de simetria en un circulo de radio R, y bajo

la accion de un campo magnético uniforme, mientras que los dos centros iGnicos
estan ubicados sobre el eje de simetria de los anillos en posiciones simétricas con
respecto al origen de coordenadas de sistema (00, R/2) y (00,- R/2).

A A A

0.0,d/2)
v

D+
] [1]
ot 0.0,-R2)

- ___N_-\H_‘ e
__@0.11:2) LR

Fig. 2. Sistema Dg en Dos anillos cuanticos acoplados verticalmente

{0,0,R/2)

X




1.1 Unidades adimensionales

Bajo la aproximacion de masa efectiva, el Hamiltoniano que describe al sistema
anteriormente descrito es:

—\2
2| — eA
H = : Z[pi__JJ +Vee +Vep +Vip (1.1)

2m* 5= Cc

Siendo p =-inl el operador de momento y A= %EXF el vector potencial donde r

es el vector posicion del electron.

Es muy util trabajar con unidades adimensionales debido a que simplifican los
procedimientos computacionales. Para esto se definen las magnitudes de longitud
y energia en unidades de radios de Bohr efectivo y Rydberg efectivo,
respectivamente

_~
*

F:ao'rt; E=Ry*E;

. h% Ry = m* €
m*e®’ 26%h?

Luego, el Hamiltoniano (1.1) se puede escribir en coordenadas cilindricas como

1|0*> 0° . [ 0 0 1
H=z=-—{—"—+—1+V_+V +V_ -y — +— [+=)°R?
R§{0¢f 0¢§} = {0¢1 0¢zj 2y2Ra
heB (1.1a)
-__hee
y_2m*cRy*

Donde 7 : es la constante de Planck
€: es la magnitud de la carga del electron
B: es la intensidad del campo magnético aplicado
n¥ : la masa efectiva del electron
c: larapidez de la luz
Ry* : es el Rydberg efectivo del sistema

Las diferentes interacciones



2

Vee(¢l_¢2):
\/2Ra2 +d* - 2R§COS(¢1 _¢2)
Vo =- 4 2+ 4 - (1.1b)
R d R d
\/R”(z 2j \/Rﬁ‘+(2+2)
VDD:E
R

Los parametros utilizados son £=12.71y m =0.076m,, siendo m, la masa del
electron en el vacio [21]. El salto entre las bandas de conduccién del electron es
V, =172meV = 40Ry [21].

El radio de Bohr efectivo correspondiente a estos parametros del material es
a, = 886nm, el Rydberg efectivo es Ry’ = 64meV y la unidad de campo magnético

es y=1- B=284T.

Con el fin de simplificar los céalculos, se define la separacion entre anillos en
funcion del radio R, como sigue

Teniendo en cuenta que en el Hamiltoniano (1.1a) aparecen varios términos que
son constantes, de aqui en adelante se consideran aquellos términos del
Hamiltoniano que dependen de la variable angular, es decir, la interaccion entre
los electrones V,_(¢,-#,) y el término de la interaccién del campo magnético

correspondiente a la parte paramagnética.

2 2
'q:‘—z{az* az}J’ - -iv(aa +aa J (1.3)
RS (047 o¢3 Ra\/,B2+4sen (¢1 ¢2j b 09,

Donde en el Hamiltoniano (1.3) se ha utilizado (1.2).

A las energias halladas considerando el Hamiltoniano (1.3) se les debera adicionar
los aportes hechos por las interacciones restantes, es decir, por aquellas que son
independientes de la variable angular.



Para resolver el Hamiltoniano (1.3) se utilizan coordenadas relativas y de centro
expresadas como sigue

b=0,-0, o=00 (1.4)

Utilizando el cambio de variable (1.4) se obtiene

20 2 1 0° . 0
" TRoag "R o6 (1)
]
La ecuacion de Schrodinger para el Hamiltoniano (1.5) es
2 2
_20y, % L0V 00 g, (1.6)

2 2 2 2 Iy
R? 0¢ Ra\/ﬁ2+4sen2[gj 2RZ 06 7 06

Realizando el procedimiento estandar de separacion de variable se define la
funcion de onda de la siguiente manera

w(¢.6) = Exp(iMB)D(9) (1.7)

La cual, al introducirla en la Ec. (1.6), se llega a la siguiente ecuacién de onda
para la variable relativa

2 2
2do, 2 +M2+w| ® = EP (1.8)

R R s8]

Para resolver la Ec. (1.8) se hace uso del método de barrido trigopnométrico [22], el
cual se basa en el uso de las coordenadas de poincaré

o(g) = Alg)cods(s)]
®'(¢) = Alg)sen[5(s)]

(1.9)

De esta forma, la Ec. (1.8) se transforma en una ecuacién diferencial de primer
orden no lineal mediante el cambio de variable



o) arlotp) 28-S warloty) (110

Haciendo uso de (1.9) y (1.10), la Ec. (1.8) se transforma en

2

. J,g2+4sen2(¢2’j cog[d(g)] (1.11)

5(p)=-erlolg)] + 5| Elms)-

Donde E(m,s)= E(M ,m,s)—g/l—R:z—yM :

La Ec.(1.11) se resuelve utilizando el método de Runge — Kutta de cuarto orden
con las condiciones de contorno adecuadas. Para los valores de las energias

E(m,;s), m=02%1#2,... es el ndmero cuantico azimutal y s=01 es el nimero

cuantico de espin que toma los valores de cero cuando estan antiparalelos y uno
cuando estan paralelos.

- 2 2
E(M,m,s)= E(m,s)+2A—R§+yM +Vgp +2/R+ VZZRa (1.12)

Una vez encontrados los niveles de energia, la amplitud A(¢) se define a traves
de la integracion numérica mediante la formula:

¢ 2
Alg)= Aexp | 1-% E(m,s)- 2 send(t)cosalt ot (1.13)
(IR
2
Por lo tanto, la solucion de la ecuacion (1.6) finalmente es de la siguiente forma
w(9.6) = Alp)expiMB)coda(s)] (1.14)



Algoritmo de solucion

1) Se realiza una malla de paso &

2) Para cada punto de la malla se resuelve la ecuacion (1.11)
mediante el método de runge kutta con un valor inicial de
o(0)

3) Se verifica la condicién de periodicidad de la funcién J(¢)
para determinar los niveles de energia del sistema.

4) La energia con su respectiva funcion 5(¢) se reemplaza en
la ecuacion (1.13) y se encuentra A(g).

5) Estos valores se reemplazan en (1.14) y se encuentra la
funcion de onda del sistema.



1.2 Resultados

En esta primera parte se realizan los calculos numeéricos de algunos niveles de
energia E(M ,m, s) para dos valores del radio, separacién entre anillos igual a cero
y para diferentes separaciones entre centros ionicos. En la tabla | se encuentran
registrados los resultados para las energias renormalizadas, calculadas como
E = RjE(M ,m,s). Comparandolas con las obtenidas en [14] para dos electrones

en un anillo unidimensional. Se puede ver que los niveles de energia de la
molécula de hidrogeno artificial tiende a la del sistema compuesto por dos
electrones en un anillo unidimensional cuando la separacién entre centros iGnicos
es muy grande, de manera que la contribucion de las interacciones electron —
centro idnico y centro idnico - centro idnico sean muy pequefias.

Tabla I. Energias renormalizadas E = R§E(M,m, s) de algunos niveles de energia de la molécula de

hidrégeno artificial con diferentes separaciones entre centros iénicos (R), diferentes radios de
anillos y con una separacién entre anillos igual a cero. Las energias estan dadas en unidades de

Ry* y las distancias en a0

(M,m,s) R=1 R.=4
Ref[14] | Molécula de hidrégeno artificial | Ref[14] Molécula de hidrégeno artificial
R=2000 | R=14 | R=8 | R=2 R=2000 | R=14 R=8 R=2
(0,0,0) 1.72 1.71 0.73 | 0.025 | -2.94 5.18 5.07 -8.41 | -13.44 | -9.86
(1,1,2) 2.23 2.22 1.24 | 0.54 | -2.43 5.68 5.57 -7.91 | -12.94 | -9.35
(0,2,1) 3.61 3.61 263 | 193 | -1.04 7.92 7.80 -5.67 | -10.71 | -7.13
(2,0,0) 3.72 3.71 273 | 2.03 | -0.94 7.18 7.07 -6.41 | -11.44 | -7.86

Esta excelente concordancia entre los resultados obtenidos con el método
implementado en la presente tesis y los obtenidos de manera exacta en [14], se
puede considerar como una prueba indirecta de la efectividad del procedimiento
numérico que se ha utilizado.

En la fig. 3 (a) se presentan las curvas de la energia del estado base como funcion
de la separacidon entre los centros idnicos para diferentes valores de los radios,

con una separacion entre anillos de 0.3a, para el caso en el cual no existe campo

magneético (lineas continuas), asi como la curva de potencial para la molécula de
hidrégeno natural (lineas discontinuas) [23].

10
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Fig. 3. Gréfica del estado fundamental de energia para (a) diferentes radios con una separacion
entre anillos d = 0.336 y (b) diferentes separaciones entre anillos con un radio R, :1.0a5, sin

campo magnético (lineas continuas), en funcidn de la separacion entre centros iénicos. La linea a
trazos muestra la curva de potencial de la molécula de hidrégeno natural [23].

Se observa un comportamiento similar entre las curvas de la molécula de
hidrégeno artificial y la natural. Sin embargo, el pozo es méas profundo para la
primera y el minimo se encuentra localizado aproximadamente a una separacion

entre centros i6nicos de R=20a, . Esto se debe a que, a diferencia de la

molécula de hidrogeno natural, en la molécula de hidrogeno artificial existe un
confinamiento adicional de los electrones dentro de los anillos, haciendo que estos
no alteren su posicion en el eje z con la ubicacion de los centros iGnicos. Por otra
parte, entre mayor es el radio de los anillos menor es la profundidad del pozo y
existe una inversion de los valores de energia en donde, para valores pequefios
de separacion entre centros idnicos, entre menor sea el radio de los anillos mayor
sera el valor absoluto de la energia del sistema y para valores grandes de
separacion entre centros idnicos se invierte.

En la fig. 3 (b) se muestran las curvas de la energia fundamental para diferentes
separaciones entre anillos en funcidon de la separacion de los centros iGnicos para
un valor de radio R, =1.0a, y sin campo. En ella se observa un comportamiento
similar entre las curvas de energia mostrando que entre mayor sea la separacion
entre los anillos menor seré la energia. Lo anterior es debido a que disminuye el

potencial producido por la atraccion coulombiana entre los electrones, ya que al
separar los anillos se aumenta la separacion entre los electrones.

De la figura anterior se puede concluir que es posible encontrar diferentes
configuraciones del espectro energético variando los parametros del sistema tales
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como el radio de los anillos y la separacién entre ellos que es bien sabido son
faciles de manipular, lo que representa una gran ventaja frente a la molécula de
hidrégeno natural.

En la figura 4 se muestran los céalculos obtenidos para algunos niveles de energia
E(M,m,s) en funcién de la separacién de los centros iénicos para el caso en el

cual no existe campo magnético (lineas continuas) y la curva de energia de la
molécula de hidrogeno natural (linea discontinua)[23].

Energia (Ry?*)
?

s 10

Fig. 4. Grafica de algunos niveles de energia en funcién de la distancia entre los centros iénicos
para la molécula de hidrégeno artificial (lineas continuas) con radio de los anillos R, = 1.0a5, una

separacion entre anillos d = 0.3a5 y sin campo magnético. La linea a trazos muestra la curva de
potencial de la molécula de hidrégeno natural [23].

En este sistema es posible obtener niveles excitados debido al confinamiento que
producen los anillos restringiendo el movimiento de los portadores de carga
alrededor del eje de simetria de los anillos a una distancia R, de dicho eje. Todos

los estados de energia poseen un comportamiento similar: para pequefas
separaciones de los centros idnicos la energia es muy grande debido a que prima
la interaccion entre centros idnicos sobre la interaccion entre electrones y centros
ionico-electron. Aproximadamente para una separacion entre centros ionicos de
dos radios de Bohr efectivo, se encuentra la parte correspondiente al equilibrio del
sistema y para valores mayores que este comienza a tener un aporte importante la
interaccion repulsiva.
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En la figura 5 se presentan los graficos de los diferentes niveles energéticos en
funcién de la intensidad de campo magnético aplicado para un radio de R, = 1.0a,

dos separaciones diferentes entre anillos de d =06a, y una separacion entre
centros i6nicos de R=10a,.

| @ | (2,2,I1)\ |

24 o
N x
=3 s
< N (@]
\é 0 E
2 ]
L

2

A (0,0,0) (-1,1,2)

0,0 05 1,0 15 2
v

Fig. 5. Gréfica de algunos niveles de energia en funcién de la intensidad de campo magnético con
unradio R, =10a,, una separacion entre centros iénicos R=10a, y una separacion entre anillos

(@) d=00a, y (b)d = 06a,.

Se puede ver que la presencia del campo magnético rompe la degeneracion de los
niveles energéticos que poseen momento angular M con diferente signo. Entre
mayor sea la intensidad del campo magnético mayor es el desacople de los
niveles inducido por el término paramagnético en el Hamiltoniano (1.3).
Generalmente, el comportamiento de las curvas estd definido por la fuerte
competicion entre la contribucién del término paramagnético y el diamagnético a la
energia total (1.12). La contribucion del término paramagnético depende
linealmente del la intensidad del campo magnético mientras que para el término
diamagnético existe una dependencia cuadrética. Por lo tanto, para intensidades
de campo magnético pequefias predomina la contribucion del término
paramagnético mientras que para grandes intensidades de campo magnético la
contribucion del término diamagnético se vuelve importante. Por tal motivo, para
pequefias intensidades de campo magnético las curvas presentan un
comportamiento casi lineal cambiando a parabdlico cuando se incrementa la
intensidad del campo magnético. Se observa que, en la fig. 5(a) para y <05 y en

la fig. 5(b) para y < 075, el estado fundamental corresponde al nivel E(0,0,0),
cuando la intensidad del campo magnético se aumenta el estado fundamental

cambia al nivel E(-111), después al E(- 200), etc. Este comportamiento
oscilatorio se mantiene para diferentes valores de radios de anillo y diferentes
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valores de separacién entre ellos por lo cual se evidencia que el nUmero cuantico
M del estado fundamental se incrementa al aumentar la intensidad del campo
magnético con un periodo de oscilaciébn que aumenta al incrementar la distancia
de separacion entre anillos.

1.3 Conclusiones

Se hall6 el espectro energético de una molécula artificial de hidrégeno compuesta
por dos donadoras neutras confinadas en dos anillos cuanticos unidimensionales
en funcion de la separacion entre los centros idnicos y se realiz6 una comparacion
con la curva de potencial de la molécula de hidrogeno natural en donde se
observdé un comportamiento similar entre ellas mostrando que para pequeias
separaciones gobierna el potencial de interaccion entre centros idnicos, pasando

por un punto de equilibrio en R= 20a, y después de este valor, comienza a tener
un aporte importante la interaccion repulsiva electron-electron.

Se analizé el comportamiento del nivel fundamental al variar tanto el radio de los
anillos como la separacion entre ellos, encontrandose las configuraciones con
diferentes valores de la profundidad del pozo y de la posicion de equilibrio pero
con un comportamiento similar. Por lo tanto, para el modelo de molécula de
hidrégeno artificial propuesta, es posible alterar el valor de los niveles de energia
con solo cambiar el radio de los anillos y/o la separacion entre ellos.

Se obtuvo la grafica de los niveles de energia para diferentes valores de la
intensidad del campo magnético mostrando un desacople de los niveles con
diferente signo de momento angular. Ademas, se observa una oscilacion del
estado fundamental del sistema para lo cual se puede decir que el ndmero
cuantico M de este estado se incrementa al aumentar la intensidad del campo
magnético con un periodo de oscilacion que crece a medida que la distancia entre
anillos se hace mayor.
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2. ESTRUCTURA ELECTRONICA DE IMPUREZAS
DONADORAS COMPLEJAS EN UN ANILLO TOROIDAL

Como segundo modelo de molécula hidrogenoide se considera un anillo cuantico
de forma toroidal con seccion transversal circular (fig. 6) con un radio R que es
considerablemente mas pequefio que el radio medio del anillo R, dentro del cual
se van a encontrar confinados los electrones por un potencial rectangular que vale
cero dentro del anillo y V, fuera, donde Vo es la altura de la barrera proveniente

del salto en la banda de conduccion en las junturas. Los centros idnicos se
encuentran ubicados sobre el eje de simetria del anillo en los puntos (0,0,— R/2) y

(00,R/2).

Zz

D+

Ga(Al)As Q. _©onva

In(ADAs

_-——’I_N
et e el
" ag Y

(Pz-‘Pz-zz)

31_0; (Pl-‘Pl-zl)

D+ é (0,0,-“/2)

. . 0 . . L - . ., .
Fig. 6. Sistema D, confinado en un anillo cuénticos toroidal de seccién transversal circular
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Bajo la aproximacion de la masa efectiva, el Hamiltoniano adimensional que
describe al sistema se puede escribir en coordenadas cilindricas como:

=3l vio-7i- g3 a2l 2w e

Aqui, r y R, son los vectores posicion de los electrones y los iones,

respectivamente. V(r) Es el potencial de confinamiento. Los términos restantes

en el Hamiltoniano (2.1) son las energias de interaccion coulombiana
correspondientes a la atraccion electron-centro ionico (términos con signo menos)
y la repulsion electron-electrén e ion-ion (los udltimos dos términos). Las unidades
de longitud y de energia son las mismas que se utilizaron en el anterior sistema
(Capitulo 1).

El Hamiltoniano (2.1), en el caso general, no es completamente separable y no se
puede encontrar la solucion exacta de la correspondiente ecuacion de onda. Por lo
tanto, es de interés considerar el caso limite adiabatico cuando el espesor del
anillo tiende a cero. Debido a que el movimiento de los electrones a lo largo de la
seccion transversal del toroide es mucho mayor que su rotacion alrededor del eje
z, se sigue el procedimiento adiabatico [15]. Para tal fin, se define la funcion de
onda del sistema de la siguiente forma:

(01, 02.80.82.2.2,) = W01 2 W 002021 2o Wi (B, 82) (2.2)

Que al introducirla en la ecuacion de schrodinger construida con el Hamiltoniano
(2.1) se llega a la siguiente ecuacion diferencial

1 0 0y 1 a L1/ 1 (1 0% 1 02
- —| A - P> - — 2T 77 We
plwrapl apl alol p2¢rap2 6,02 aIOZ lplento 101 a¢1 102 a¢2

_ 1 62l//rapl _ 1 azwrapl +
wrapl 6212 wrapz az;

(2.3)

Vee +VeD +VDD +Voonf - E = O

Donde
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2

V, =
Vi + 05 +(z- ) —2p,0,c04¢, - 4,)
2 2 2
V=2, (2.4)
11\/,0+; R/2) \/,ol +(z +R/2)
2
Voo =E

Bajo la consideracion que los portadores de carga se encuentran con mayor
probabilidad dentro del anillo, se realiza un cambio de variable

:&+)§, )§<<& (25)
Que al reemplazar en (2.3) y (2.4) se obtiene

1 azl)l/rapl _ 1 azl)l/rapz _ 1 azl)l/rapl _ 1 azwrapl

- 2 2 2 > T Voorr
l//rapl aXl l//rapz axz wrapl aZl wrapz 622
(2.6)
2 2
- 21 (a 0 jwlento +Ve +Vp +Vpp —E=0
Rawlento a¢1 a¢2
Que puede descomponerse en dos ecuaciones diferenciales
_ 1 azl//rapl _ 1 62¢’rap1 +V - E
confl 0
l//rapl axlz wrapl 62‘.!.2 (27a)
2 2
_ 1 a wrapZ _ 1 a l//rapl +Vconf2 - EO (27b)
wrapZ a)(22 l//rapZ aZ22
2 2
-1 (a 9 }/llento +V, +V, +2/R+2E,-E=0 (2.7¢)
Ra‘//Iento a¢1 a¢2
Donde
0, x*+2* <R?
Vconfi =
V,, X +72 > R?
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Por tal motivo, (2.7a) y (2.7b) se convierten, cada una por separado, en el
problema de un portador de carga dentro de un pozo cuantico circular de radio R

y altura de la barrera V, cuya solucion es conocida y se expresan en términos de

las funciones de Bessel. Por lo tanto, los valores propios para este problema se
encuentran solucionando la ecuacién trascendente

Jo(R) _ Ke(WR) _ ., _ _
“50R) KolR) O €= MoK =&

Y la funcién de onda se obtiene mediante las condiciones de frontera

| 3o(kD); p<R
Uo(0.2) = 1,(P) = (2.8)

(&
o
—

=
A
o

Donde se han utilizado coordenadas cilindricas para el problema del pozo circular
y se ha hecho la sustitucién

X=pcosd;, z=psend

La energia del movimiento rapido entra en (2.7¢c) como un potencial efectivo y se
utilizan potenciales renormalizados de donde se tiene que

O fo2 (:52 )dﬁz (2.9)

AOEFINASEY AN Jo2 + B2 + AR%sin?(p/2)

Los ultimos tres términos en la ecuacion (2.7c¢) son constantes y corresponden a la
energia del estado base del movimiento rapido de los electrones, la repulsion
entre iones y la atraccion entre electrones-centros idnicos que se calcula asi:

Vo = -4 d6| pty(p)Vv.(5.6)+V.(2.6)]
1
(R, + Boosé)’ +(psing+ R/2)

(2.10)
V.(p.6)=

Como el potencial efectivo en (2.7c) depende Unicamente de la diferencia entre las
coordenadas angulares, la ecuacion de onda se puede separar utilizando las
coordenadas de centro de masa, © = (g, +4¢,)/2, y relativas, ¢ =¢,-4,. Al igual

18



que en el capitulo 1, las funciones propias del Hamiltoniano (2.1) estan definidas
por medio de tres nimeros cuanticos, el de centro masa, M, el relativo, m, y el del

espin, s. Utilizando la sustitucion ¢i.r<(4,,4,)=€"°®_ () se puede reducir el

ento
problema de valor propio en (2.7c) a la siguiente ecuacion de onda
unidimensional:

2
_2d%,(¢) [ Mm*

E d¢2 2R§ +Vee(¢)+VeD + Z/R q)ms(¢) = E(M ’m’ S)q)m,s(¢) (211)

Con condiciones periodicas de frontera. Las energias en (2.11), E(M,m,s) han
sido nivelados con los nimero cuanticos M, m (M ,m= 0,1],12,...) y de espin sque
es igual a cero (uno) para la solucién par (impar) con respecto a la variable ¢ y se
encuentran referenciado con respecto a la energia del estado base del movimiento
rapido de los electrones, razon por la cual, el término 2E, en (2.7c) se encuentra

ausente en (2.11). La ecuacion (2.11) se resuelve utilizando el método de barrido
trigonométrico [22] de forma similar como se realizé para solucionar la ecuaciéon
(1.8).

Algoritmo

1) Se definen las funciones de onda para el movimiento rapido del electron
que corresponde a funciones de Bessel y se obtiene la energia de un
electron en un pozo cilindrico de radio R que entra en la ecuacion (2.7c) en
forma de un potencial efectivo.

2) Se calcula el potencial efectivo (2.9) para 100 valores diferentes de ¢

3) Se reconstruye el potencial efectivo (2.9) utilizando b-spline

4) Se calculan los potenciales efectivos (2.10)

5) Se aplica el método de barrido trigpnométrico para solucionar (2.11)
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2.1 Resultados

Con el proposito de probar la eficacia del método utilizado para solucionar el
sistema, se analiza el caso limite cuando el espesor del anillo es muy pequefio
(R qo) comparandolo con los resultados obtenidos en [14] y los del primer
capitulo. Los datos se encuentran registrados en la tabla Il donde se puede

observar una buena concordancia entre los datos garantizando la buena fiabilidad
del método.

Tabla Il. Energias de algunos niveles de la molécula de hidrogeno artificial con diferentes
separaciones entre centros ionicos (R), para radio R, =10a,, un radio de seccion transversal
R - 0 Yy con una separacion entre anillos igual a cero. Las energias estan dadas en unidades de

Ry* y las distancias en a0

R.=1
Molécula artificial de hidrégeno

(M,m,s) Ref[14] R=2000 R=8 R=2

Céap. | Céap. 1l Cap. | Cap. Il Cap. | Cap. 1l
(0,0,0) 1.72 1.71 1.70 0.025 0.023 -2.94 -2.95
(1,1,2) 2.23 2.22 2.23 0.54 0.54 -2.43 -2.43
(0,2,1) 3.61 3.61 3.61 1.93 1.93 -1.04 -1.04
(2,0,0) 3.72 3.71 3.70 2.03 2.01 -0.94 -0.95

En la Fig. 7 (a) se presentan los resultados de los célculos para la energia del
estado base como una funcién de la separacién entre centros i6nicos en la
molécula de hidrégeno artificial con diferentes parametros geométricos (lineas
continuas) y en la molécula de hidrogeno natural (linea discontinua [23]).

Por un lado, puede observarse el comportamiento similar de las curvas de
potencial de la molécula de hidrogeno artificial y la natural, y por otro lado, los
resultados presentados ilustran un amplio rango de posibilidades para la alteracién
de las caracteristicas de las curvas de potencial, tanto de la posicion de equilibrio
como la profundidad del pozo, para el caso de la molécula artificial por la variacién
del espesor del anillo o del radio.
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Fig. 7. Energia del estado base como funcién de la distancia entre centros idénicos para la molécula
de hidrégeno artificial con (a) diferente espesor de anillo (lineas continuas), (b) diferentes radios de
anillo (lineas continuas) y de la molécula de hidrégeno natural (linea discontinua) [23]

Otra peculiaridad curiosa de las curvas de potencial para diferentes parametros
geométricos es la existencia de una region muy pequefia alrededor de la

separacion entre centros ioénicos R=50a,, donde el orden de los niveles de

energia para los radios de la parte derecha e izquierda de esta region se invierte.
Todas estas caracteristicas se deben a la diferencia esencial entre la distribucion
de carga de las molécula de hidrégeno artificial y la natural.

En la Fig. 7 (b) se presentan las curvas de potencial para anillos con diferentes
radios pero igual espesor. Se puede ver claramente, a partir de estas figuras,
como la competencia entre la repulsion y la atraccion entre particulas cambia el
orden de las energias del estado base en la molécula de hidrégeno artificial con
radios diferentes. Cuando la separacion entre iones es muy pequefa, la mayor
contribucién en la energia la hace la repulsiéon entre centros ionicos, seguida por la
atraccion electrén-centros ionicos, mientras que el aporte mas pequefio lo hace la
repulsion electron-electron. Como la contribucion de la repulsion entre centros
idnicos define el signo de la energia total y es la misma para todos los diferentes
radios, el orden de los niveles depende solamente de los valores relativos de los
otros dos tipos de interacciones. Los valores absolutos, tanto de la atraccion entre
electrones y los centros idnicos como de la repulsion entre electrones, es mayor
en anillos con radios mas pequefios.

Para pequefias separaciones entre centros ionicos, la energia negativa de la
atraccion de los electrones con los centros i6nicos es mayor que la energia
positiva de la repulsion entre electrones y por lo tanto, la energia total de la
molécula artificial con radio de anillo mas pequefio es mas baja. Para grandes
distancias entre centros i6nicos sucede lo contrario, la repulsiébn es mayor que la
atraccion y la estructura con el anillo de radio mas grande posee el estado base de
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energia mas bajo. Esto se muestra en la inversién del orden de la energia del
estado base para las estructuras con diferentes radios del anillo.

Energia(Ry*)

A

4 R@?) 6 8 10

Fig. 8. Energias de algunos niveles mas bajos como funcion de la distancia entre centros iénicos
para la molécula de hidrogeno artificial con un radio de revolucion del anillo R, =10a, y radio de

seccion transversal R = 02a, (lineas continuas) y en la molécula de hidrégeno natural (linea
discontinua).

Finalmente, en la fig. 8 se presentan las curvas de potencial correspondiente a
algunos niveles de energia en la molécula de hidrégeno artificial con el radio de

revolucién del anillo R, =1a; y radio de seccion transversal R = 02a,. Se ve que
todas las curvas de potencial tienen una profundidad del pozo mayor a 3Ry* v,

por lo tanto, todos los estados son estables. El estado base de la molécula es
singlete seguido de lejos, para toda separacidn entre centros ionicos, por el primer
estado triplete.
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2.2 Conclusiones

Se calcularon las energias de algunos niveles mas bajos como funcién de la
separacion entre centros ionicos para el modelo de molécula de hidrégeno artificial
que consiste de dos donadoras neutras, D°, confinadas en un anillo cuantico
toroidal de seccion transversal circular y se compararon con la curva de potencial
de la molécula de hidrogeno natural. Se muestra que la forma y posicion de las
curvas de potencial en la molécula de hidrégeno artificial puede cambiarse
variando el radio y el espesor del anillo.

Se observa una diferencia en los valores de la profundidad del pozo y de la
posicion entre las graficas de la molécula artificial y la molécula natural que es
debido al confinamiento adicional que aporta el anillo cuantico impidiendo que el
portador se vaya junto con el centro iénico.

Se implementé un modelo de soluciébn que permite calcular, de una manera
simple, los niveles de energia aprovechando el hecho que el anillo considerado en
este sistema posee un espesor de radio muy pequefio comparado con el radio
medio del anillo lo que hace posible la implementacién de la aproximacion
adiabética.

Se destaca la posibilidad de ampliar esta investigacion aplicando campo
magnético al sistema en la direccién de crecimiento del QD. También, considerar
dos QDs acoplados verticalmente
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