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INTRODUCCIÓN 
 

 
 

En los últimos años se ha realizado una cantidad considerable de investigaciones 
relacionadas con los sistemas de baja dimensionalidad debido al aporte tan 
fundamental que éstos sistemas han proporcionado al desarrollo de nueva 
tecnología, principalmente en la miniaturización de dispositivos electrónicos y opto 
– electrónicos, así como su probable utilización en el desarrollo del computador 
cuántico [1-3]. Los sistemas de baja dimensionalidad más conocidos son: los 
pozos cuánticos (QW), los hilos cuánticos (QWW), las superredes (SL) y los 
puntos cuánticos (QD). Los QWs poseen la estructura de un emparedado (Fig. 1) 
en el cual, una capa de un semiconductor A (por ejemplo, GaAs) está totalmente 
rodeada de otro semiconductor B (por ejemplo, GaAlAs), cuya brecha de energía 
es mayor que la del semiconductor A. Por este motivo, en las junturas entre los 
dos tipos de semiconductores, existen saltos energía, tanto en el piso de la banda 
de conducción como en el techo de la banda de valencia, que da lugar al 
confinamiento de los portadores de carga en las correspondientes bandas. 
 

 
 

Fig. 1.  Bandas de energía en un QW formado a partir de dos materiales semiconductores A y B 
que poseen diferentes brechas de energía. 

 
Cuando el  confinamiento se realiza en dos direcciones se forma un sistema casi 
unidimensional conocido como QWW, pero si el confinamiento se hace en las tres 
dimensiones se forma un sistema casi cero dimensional conocido como QD.  Los 
últimos dos sistemas mencionados anteriormente llaman mucho la atención a los 
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Semiconductor B  
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investigadores debido a que poseen un mayor confinamiento, favoreciendo la 
aparición de nuevos fenómenos mecánico cuánticos que son aprovechados en la 
creación de nuevos dispositivos. 
 
En la década de los 90’s aparece una técnica de crecimiento de cristales 
denominada de Stranski-Krastanov [4], que permite crecer QDs de forma casi 
espontánea debido a los efectos de tensión – relajación que surgen en la 
superficie de un semiconductor cuando es depositado sobre un sustrato 
semiconductor con constante de red diferente. Esto permite la formación de 
pequeñas islas semiconductoras con diferentes morfologías [5-7], donde la forma 
y tamaño de las islas dependen de las condiciones de crecimiento, entre las que 
se pueden mencionar la forma de disco, lente, anillo, pirámide, etc. Estos QDs se 
conocen como puntos cuánticos autoensamblados (SAQDs). 
 
Una de las propiedades estructurales más importante de SAQDs es que su 
tamaño transversal (altura d) es, en gran proporción, menor que su tamaño lateral 
(Diámetro D), razón por la cual, en una cantidad considerable de trabajos se 
consideran modelos  bidimensionales que solo analizan el movimiento lateral de 
los portadores de carga. Este modelo bidimensional se ha utilizado para analizar el 
espectro de uno y dos electrones, excitones y triones en SAQDs [8-12]. 
 
A pesar de que el tamaño transversal de los SAQDs es muy pequeño, los modelos 
estrictamente bi-dimensionales, aunque simplifican notoriamente los cálculos, 
carecen de validez, ya que los niveles energéticos suben drásticamente llegando 
incluso a tener un espectro continuo; mientras en lo que respecta al movimiento 
lateral, éste se encuentra condicionado por la forma del potencial, el cual a su vez 
depende del perfil transversal del QD. Con el fin de establecer la forma de este 
potencial, se puede utilizar la aproximación adiabática tal y como se propuso 
inicialmente en los artículos [13,14].  Esta metodología se utilizó para analizar los 
espectros electrónicos de donadoras y excitones en pirámides, lentes y anillos 
cuánticos [15]. 
 
El confinamiento tridimensional al cual se encuentran sometidos los portadores de 
carga en los QDs, conlleva a la cuantización del espectro de energía.  Esto hace  
que estos sistemas se comporten como átomos artificiales, en donde la interacción 
nuclear se reemplaza por el confinamiento que surge en la diferencia en las 
brechas de energía de los materiales que conforman el QD. Con estos QDs 
también es posible simular, de manera artificial, el comportamiento de diversos 
tipos de moléculas [16] las cuales tienen características similares con los 
complejos hidrogenoides 22 ,, HHH −+ ,  y a la molécula de tipo helionoide.  Las 
moléculas artificiales se pueden obtener a partir de dos puntos cuánticos idénticos 
que se disponen uno encima del otro (acoplamiento vertical) [17] o uno frente al 
otro (acoplamiento lateral) donde las partículas, electrones o huecos, que están 
espacialmente separadas y confinadas en puntos diferentes, pueden llegar a 
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tunelar a través de las barreras de potencial que separan los puntos [18].  Los 
científicos han establecido que la fabricación de estas moléculas artificiales de 
QDs permitirá desarrollar las bases de la computación cuántica [19], la cual se 
fundamenta en modelos simples de espines localizados [20]. 
 
Este trabajo está conformado por dos problemas que modelan una molécula 
artificial de hidrógeno confinada en SAQDs en forma de anillo: en el primero, se 
modela la molécula a través del sistema 0

2D  confinado en dos anillos cuánticos 
unidimensional acoplados de manera vertical y bajo la acción del campo 
magnético aplicado en la dirección del eje z. Los centros iónicos se encuentran 
ubicados sobre el eje de simetría de los anillos y los electrones están confinados 
uno en cada anillo. 
 
En el segundo problema, se estudia el mismo sistema 0

2D  confinado en un anillo 
cuántico de forma toroidal muy delgado en donde los centros iónicos se 
encuentran sobre el eje z y los electrones se encuentran confinados dentro del 
anillo a través de un potencial de forma rectangular. Debido a que en este 
problema se consideran anillos delgados, es posible utilizar la aproximación 
adiabática que reduce el problema tridimensional al de dos electrones confinados 
en un anillo unidimensional. 
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1. COMPLEJO 0
2D  EN DOS ANILLOS CUÁNTICOS 

UNIDIMENSIONALES ACOPLADOS VERTICALMENTE 

 
 
 
 

Inicialmente se analiza el caso del complejo molecular 0
2D  en un sistema 

compuesto por dos anillos cuánticos unidimensionales idénticos de radios aR  y 
acoplados verticalmente (ver figura 2).  Cada anillo alberga un único electrón que 
está obligado a rotar alrededor del eje de simetría en un círculo de radio aR  y bajo 
la acción de un campo magnético uniforme, mientras que los dos centros iónicos 
están ubicados sobre el eje de simetría de los anillos en posiciones simétricas con 
respecto al origen de coordenadas de sistema ( )2,0,0 R  y ( )2,0,0 R− .   

 
Fig. 2. Sistema  0

2D   en Dos anillos cuánticos acoplados verticalmente 

 

B 
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1.1 Unidades adimensionales 
 
Bajo la aproximación de masa efectiva, el Hamiltoniano que describe al sistema 
anteriormente descrito es: 
 

DDeDee
j

j
j VVV

c

Ae
p

m
H +++














−= ∑

=

2

1

2

*2

1
              (1.1) 

 

Siendo ∇−= ℏip̂ el operador de momento y rBA ×=
2

1
 el vector potencial donde r  

es el vector posición del electrón. 
 
Es muy útil trabajar con unidades adimensionales debido a que simplifican los 
procedimientos computacionales. Para esto se definen las magnitudes de longitud 
y energía en unidades de radios de Bohr efectivo y Rydberg efectivo, 
respectivamente 
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Luego, el Hamiltoniano (1.1) se puede escribir en coordenadas cilíndricas como 
 

**2

2

11 22

21
2
2

2

2
1

2

2

cRym

eB

RiVVV
R

H aDDeDee
a

ℏ=

+








∂
∂+

∂
∂−+++









∂
∂+

∂
∂−=

γ

γ
ϕϕ

γ
ϕϕ

        (1.1a) 

Donde :ℏ  es la constante de Planck 
 :e  es la magnitud de la carga del electrón 
 :B  es la intensidad del campo magnético aplicado 

:*m  la masa efectiva del electrón  
:c  la rapidez de la luz 

:*Ry  es el Rydberg efectivo del sistema 
 
Las diferentes interacciones 
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           (1.1b) 

 
Los parámetros utilizados son 12.71ε =  y emm 076.0* = , siendo em  la masa del 
electrón en el vacío [21]. El salto entre las bandas de conducción del electrón es 

*
0 40172 RymeVV ≈=  [21].  

 
El radio de Bohr efectivo correspondiente a estos parámetros del material es 

nma 86.8*
0 = , el Rydberg efectivo es meVRy 4.6* =  y la unidad de campo magnético 

es TB 4.81 =→=γ . 
 
Con el fin de simplificar los cálculos, se define la separación entre anillos en 
función del radio aR  como sigue 
 

aRd β=                   (1.2) 
 
Teniendo en cuenta que en el Hamiltoniano (1.1a) aparecen varios términos que 
son constantes, de aquí en adelante se consideran aquellos términos  del 
Hamiltoniano  que dependen de la variable angular, es decir, la interacción  entre 
los electrones ( )21 ϕϕ −eeV  y el término de la interacción del campo magnético 
correspondiente a la parte paramagnética. 
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          (1.3) 

 
Donde en el Hamiltoniano (1.3) se ha utilizado (1.2). 
 
A las energías halladas considerando el Hamiltoniano (1.3) se les deberá adicionar 
los aportes hechos por las interacciones restantes, es decir, por aquellas que son 
independientes de la variable angular. 
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Para resolver el Hamiltoniano (1.3) se utilizan coordenadas relativas y de centro 
expresadas como sigue 
 

2
; 21

21

ϕϕθϕϕϕ +=−=                (1.4) 

 
Utilizando el cambio de variable (1.4)  se obtiene 
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La ecuación de Schrödinger para el Hamiltoniano (1.5) es 
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Realizando el procedimiento estándar de separación de variable se define la 
función de onda de la siguiente manera  
 

( ) ( ) ( )ϕθθϕψ Φ= iMExp,                 (1.7) 
 
La cual, al introducirla en la Ec. (1.6), se llega a la siguiente ecuación de onda 
para la variable relativa 
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Para resolver la Ec. (1.8) se hace uso del método de barrido trigonométrico [22], el 
cual se basa en el uso de las coordenadas  de poincaré  
 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]ϕδϕϕ

ϕδϕϕ

senA

A

=Φ′

=Φ cos
                (1.9) 

 
De esta forma, la Ec. (1.8) se transforma en una ecuación diferencial de primer 
orden no lineal mediante el cambio de variable 
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ϕϕδ

ϕ
ϕ 2

2
tan

cos
;tan +

′
=

Φ
Φ ′′

=
Φ
Φ′

          (1.10) 

 
Haciendo uso de (1.9) y  (1.10), la Ec. (1.8) se transforma en 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
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
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
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
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





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
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2
4

2
,

~

2
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smE
R

sen

a

a         (1.11) 

 
 

Donde ( ) ( ) M
R

M
smMEsmE

a

γ−−=
2

2

2
,,,

~
. 

La Ec.(1.11) se resuelve utilizando el método de Runge – Kutta de cuarto orden 
con las condiciones de contorno adecuadas. Para los valores de las energías 

( )smE ,
~

, ,...2,1,0 ±±=m  es el número cuántico azimutal y 1,0=s  es el número 
cuántico de espín que toma los valores de cero cuando están antiparalelos y uno 
cuando están paralelos.  
 

( ) ( )
2

2
2

,
~

,,
22

2

2
a

eD
a

R
RVM

R

M
smEsmME

γγ +++++=           (1.12) 

 
Una vez encontrados los niveles de energía, la amplitud ( )ϕA  se define a través 
de la integración numérica mediante la fórmula: 
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
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


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



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


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







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−−= ∫ dtttsen

t
senR

smE
R
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a

a

ϕ

δδ
β

ϕ
0 2

2

0 cos

2
4

2
,

~

2
1exp        (1.13)      

                       
Por lo tanto, la solución de la ecuación (1.6) finalmente es de la siguiente forma 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ϕδθϕθϕψ cosexp, iMA=              (1.14) 
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Algoritmo de solución  

1) Se realiza una malla de paso Eδ   
2) Para cada punto de la malla se resuelve la ecuación (1.11) 

mediante el método de runge kutta con un valor inicial de 
( )0δ  

3) Se verifica la condición de periodicidad de la función ( )ϕδ  
para determinar los niveles de energía del sistema. 

4) La energía con su respectiva función ( )ϕδ  se reemplaza en 
la ecuación (1.13) y se encuentra ( )ϕA . 

5) Estos valores se reemplazan en (1.14) y se encuentra la 
función de onda del sistema. 
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1.2 Resultados  
 
En esta primera parte se realizan los cálculos numéricos de algunos niveles de 
energía ( )smME ,,  para dos valores del radio, separación entre anillos igual a cero 
y para diferentes separaciones entre centros iónicos.  En la tabla I se encuentran 
registrados los resultados para las energías renormalizadas, calculadas como 

( )smMERE a ,,2= .  Comparándolas con las obtenidas en [14] para dos electrones 
en un anillo unidimensional.  Se puede ver que los niveles de energía de la 
molécula de hidrógeno artificial tiende a la del sistema compuesto por dos 
electrones en un anillo unidimensional cuando la separación entre centros iónicos 
es muy grande, de manera que la contribución de las interacciones electrón – 
centro iónico y centro iónico - centro iónico sean muy pequeñas. 
 
Tabla I. Energías renormalizadas ( )smMERE a ,,2=  de algunos niveles de energía de la molécula de 
hidrógeno artificial con diferentes separaciones entre centros iónicos (R), diferentes radios de 
anillos y con una separación entre anillos igual a cero. Las energías están dadas en unidades de  

Ry* y las distancias en *
0a . 

(M,m,s) Ra= 1 Ra= 4 

 Ref[14] Molécula de hidrógeno artificial Ref[14] Molécula de hidrógeno artificial 

  R=2000 R=14 R=8 R=2  R=2000 R=14 R=8 R=2 

(0,0,0) 1.72 1.71 0.73 0.025 -2.94 5.18 5.07 -8.41 -13.44 -9.86 

(1,1,1) 2.23 2.22 1.24 0.54 -2.43 5.68 5.57 -7.91 -12.94 -9.35 

(0,2,1) 3.61 3.61 2.63 1.93 -1.04 7.92 7.80 -5.67 -10.71 -7.13 

(2,0,0) 3.72 3.71 2.73 2.03 -0.94 7.18 7.07 -6.41 -11.44 -7.86 

 
 
Esta excelente concordancia entre los resultados obtenidos con el método 
implementado en la presente tesis y los obtenidos de manera exacta en [14], se 
puede considerar como una prueba indirecta de la efectividad del procedimiento 
numérico que se ha utilizado. 
 
En la fig. 3 (a) se presentan las curvas de la energía del estado base como función 
de la separación entre los centros iónicos para diferentes valores de los radios, 
con una separación entre anillos de *

03.0 a  para el caso en el cual no existe campo 
magnético (líneas continuas), así como la curva de potencial para la molécula de 
hidrógeno natural (líneas discontinuas) [23]. 
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Fig. 3. Gráfica del estado fundamental de energía para (a) diferentes radios con una separación 
entre anillos *

03.0 ad =  y (b) diferentes separaciones entre anillos con un radio *
00.1 aRa = , sin 

campo magnético (líneas continuas), en función de la separación entre centros iónicos. La línea a 
trazos muestra la curva de potencial de la molécula de hidrógeno natural [23]. 
 
Se observa un comportamiento similar entre las curvas de la molécula de 
hidrógeno artificial y la natural. Sin embargo, el pozo es más profundo para la 
primera y el mínimo se encuentra localizado aproximadamente a una separación 
entre centros iónicos de *

00.2 aR =  . Esto se debe a que, a diferencia de la 
molécula de hidrógeno natural, en la molécula de hidrógeno artificial existe un 
confinamiento adicional de los electrones dentro de los anillos, haciendo que estos 
no alteren su posición en el eje z  con la ubicación de los centros iónicos. Por otra 
parte, entre mayor es el radio de los anillos menor es la profundidad del pozo y 
existe una inversión de los valores de energía en donde, para valores pequeños 
de separación entre centros iónicos, entre menor sea el radio de los anillos mayor 
será el valor absoluto de la energía del sistema y para valores grandes de 
separación entre centros iónicos se invierte. 
 
En la fig. 3 (b) se muestran las curvas de la energía fundamental para diferentes 
separaciones entre anillos en función de la separación de los centros iónicos para 
un valor de radio *

00.1 aRa =   y sin campo. En ella se observa un comportamiento 
similar entre las curvas de energía mostrando que entre mayor sea la separación 
entre los anillos menor será la energía.  Lo anterior es debido a que disminuye el 
potencial producido por la atracción coulombiana entre los  electrones, ya que al 
separar los anillos se aumenta la separación entre los electrones. 
 
De la figura anterior se puede concluir que es posible encontrar diferentes 
configuraciones del espectro energético variando los parámetros del sistema tales 
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como el radio de los anillos y la separación entre ellos que es bien sabido son 
fáciles de manipular, lo que representa una gran ventaja frente a la molécula de 
hidrógeno natural. 
 
En la figura 4 se muestran los cálculos obtenidos para algunos niveles de energía 

( )smME ,,  en función de la separación de los centros iónicos para el caso en el 
cual no existe campo magnético (líneas continuas) y la curva de energía de la 
molécula de hidrógeno natural (línea discontinua)[23].   
 

0 2 4 6 8 10
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Fig. 4. Gráfica de algunos niveles de energía en función de la distancia entre los centros iónicos 
para la molécula de hidrógeno artificial (líneas continuas) con radio de los anillos *

00.1 aRa = ,  una 

separación entre anillos *
03.0 ad =  y sin campo magnético. La línea a trazos muestra la curva de 

potencial de la molécula de hidrógeno natural [23]. 
 
En este sistema es posible obtener niveles excitados debido al confinamiento que 
producen los anillos restringiendo el movimiento de los portadores de carga 
alrededor del eje de simetría de los anillos a una distancia aR  de dicho eje. Todos 
los estados de energía poseen un comportamiento similar: para pequeñas 
separaciones de los centros iónicos la energía es muy grande debido a que prima 
la interacción entre centros iónicos sobre la interacción entre electrones y centros 
iónico-electrón. Aproximadamente para una separación entre centros iónicos de 
dos radios de Bohr efectivo, se encuentra la parte correspondiente al equilibrio del 
sistema y para valores mayores que este comienza a tener un aporte importante la 
interacción repulsiva.  
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En la figura  5 se presentan los gráficos de los diferentes niveles energéticos en 
función de la intensidad de campo magnético aplicado para un radio de *

00.1 aRa = , 

dos separaciones diferentes entre anillos de  *
06.0 ad =  y una separación entre 

centros iónicos de *
00.1 aR = . 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 5. Gráfica de algunos niveles de energía en función de la intensidad de campo magnético con 
un radio *

00.1 aRa = ,  una separación entre centros iónicos *
00.1 aR =  y una separación entre anillos 

(a) *
00.0 ad =  y (b) *

06.0 ad = . 

 
Se puede ver que la presencia del campo magnético rompe la degeneración de los 
niveles energéticos que poseen momento angular M  con diferente signo. Entre 
mayor sea la intensidad del campo magnético mayor es el desacople de los 
niveles inducido por el término paramagnético en el Hamiltoniano (1.3).  
Generalmente, el comportamiento de las curvas está definido por la fuerte 
competición entre la contribución del término paramagnético y el diamagnético a la 
energía total (1.12). La contribución del término paramagnético depende 
linealmente del la intensidad del campo magnético mientras que para el término 
diamagnético existe una dependencia cuadrática. Por lo tanto, para intensidades 
de campo magnético pequeñas  predomina la contribución del término 
paramagnético mientras que para grandes intensidades de campo magnético la 
contribución del término diamagnético se vuelve importante.  Por tal motivo, para 
pequeñas intensidades de campo magnético  las curvas presentan un 
comportamiento casi lineal cambiando a parabólico cuando se incrementa la 
intensidad del campo magnético.  Se observa que, en la fig. 5(a) para 5.0<γ  y en 

la fig. 5(b) para 75.0<γ , el estado fundamental corresponde al nivel ( )0,0,0
~
E , 

cuando la intensidad del campo magnético se aumenta el estado fundamental 
cambia al nivel ( )1,1,1

~ −E , después al ( )0,0,2
~ −E , etc. Este comportamiento 

oscilatorio se mantiene para diferentes valores de radios de anillo y diferentes 
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valores de separación entre ellos por lo cual se evidencia que el número cuántico 
M del estado fundamental se incrementa al aumentar la intensidad del campo 
magnético con un periodo de oscilación que aumenta al incrementar la distancia 
de separación entre anillos. 
 
1.3 Conclusiones 
 
Se halló el espectro energético de una molécula artificial de hidrógeno compuesta 
por dos donadoras neutras confinadas en dos anillos cuánticos unidimensionales 
en función de la separación entre los centros iónicos y se realizó una comparación 
con la curva de potencial de la molécula de hidrógeno natural en donde se 
observó un comportamiento similar entre ellas mostrando que para pequeñas 
separaciones gobierna el potencial de interacción entre centros iónicos, pasando 
por un punto de equilibrio en *

00.2 aR =   y después de este valor, comienza a tener 
un aporte importante la interacción repulsiva electrón-electrón. 
 
Se analizó el comportamiento del nivel fundamental al variar tanto el radio de los 
anillos como la separación entre ellos, encontrándose las configuraciones con 
diferentes valores de la profundidad del pozo y  de la posición de equilibrio pero 
con un comportamiento similar. Por lo tanto, para el modelo de molécula de 
hidrógeno artificial propuesta, es posible alterar el valor de los niveles de energía 
con solo cambiar el radio de los anillos y/o la separación entre ellos. 
 
Se obtuvo la gráfica de los niveles de energía para diferentes valores de la 
intensidad del campo magnético mostrando un desacople de los niveles con 
diferente signo de momento angular. Además, se observa una oscilación del 
estado fundamental del sistema para lo cual se puede decir que el número 
cuántico M de este estado se incrementa al aumentar la intensidad del campo 
magnético con un periodo de oscilación que crece a medida que la distancia entre 
anillos se hace mayor. 
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2. ESTRUCTURA ELECTRÓNICA DE IMPUREZAS 

DONADORAS COMPLEJAS EN UN ANILLO TOROIDAL 

 
 
 

 
Como segundo modelo de molécula hidrogenoide se considera un anillo cuántico 
de forma toroidal con sección transversal circular (fig. 6) con un radio tR que es 

considerablemente más pequeño que el radio medio del anillo aR dentro del cual 
se van a encontrar confinados los electrones por un potencial rectangular que vale 
cero dentro del anillo y 0V  fuera, donde Vo es la altura de la barrera proveniente 
del salto en la banda de conducción en las junturas. Los centros iónicos se 
encuentran ubicados sobre el eje de simetría del anillo en los puntos ( )2,0,0 R−  y 
( )2,0,0 R . 
 

 
 

Fig. 6. Sistema  0
2D   confinado en un anillo cuánticos toroidal de sección transversal circular 
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Bajo la aproximación de la masa efectiva, el Hamiltoniano adimensional que 
describe al sistema se puede escribir en coordenadas cilíndricas como: 
 

( )[ ] RVH
i

iiii 2rr22/Rr22/Rr2r
2

1
21

2 +−++−−−+∇−=∑
=

�����
           (2.1) 

 
Aquí, ir  y iR  son los vectores posición de los electrones y los iones, 

respectivamente. ( )rV  Es el potencial de confinamiento.  Los términos restantes 
en el Hamiltoniano (2.1) son las energías de interacción coulombiana 
correspondientes a la atracción electrón-centro iónico (términos con signo menos) 
y la repulsión electrón-electrón e ion-ion (los últimos dos términos). Las unidades 
de longitud y de energía son las mismas que se utilizaron en el anterior sistema 
(Capítulo 1). 
 
El Hamiltoniano (2.1), en el caso general, no es completamente separable y no se 
puede encontrar la solución exacta de la correspondiente ecuación de onda. Por lo 
tanto, es de interés considerar el caso límite adiabático cuando el espesor del 
anillo tiende a cero. Debido a que el movimiento de los electrones a lo largo de la 
sección transversal del toroide es mucho mayor que su rotación alrededor del eje 
z, se sigue el procedimiento adiabático [15]. Para tal fin, se define la función de 
onda del sistema de la siguiente forma: 
 

( ) ( ) ( ) ( )21222111212121 ,,,,,,,, ϕϕψρψρψϕϕρρψ lentoraprap zzzz =             (2.2) 

 
Que al introducirla en la ecuación de schrödinger construida con el Hamiltoniano 
(2.1) se llega a la siguiente ecuación diferencial 
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   (2.3) 

 
Donde 
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Bajo la consideración que los portadores de carga se encuentran con mayor 
probabilidad dentro del anillo, se realiza un cambio de variable  
 

aiiai RxxR <<+= ,ρ                 (2.5) 
 
Que al reemplazar en (2.3) y (2.4) se obtiene 
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Que puede descomponerse en dos ecuaciones diferenciales  
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Por tal motivo, (2.7a) y (2.7b) se convierten, cada una por separado, en el 
problema de un portador de carga dentro de un pozo cuántico circular de radio tR  

y altura de la barrera 0V  cuya solución es conocida y se expresan en términos de 
las funciones de Bessel. Por lo tanto, los valores propios para este problema se 
encuentran solucionando la ecuación trascendente 
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Y la función de onda se obtiene mediante las condiciones de frontera 
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Donde se han utilizado coordenadas cilíndricas para el problema del pozo circular 
y se ha hecho la sustitución 
 

θρθρ senzx ~;cos~ ==  
 
La energía del movimiento rápido entra en (2.7c) como un potencial efectivo y se 
utilizan potenciales renormalizados de donde se tiene que 
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Los últimos tres términos en la ecuación (2.7c) son constantes y corresponden a la 
energía del estado base del movimiento rápido de los electrones, la repulsión 
entre iones y la atracción entre electrones-centros iónicos que se calcula así: 
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Como el potencial efectivo en (2.7c) depende únicamente de la diferencia entre las 
coordenadas angulares, la ecuación de onda se puede separar utilizando las 
coordenadas de centro de masa, ( ) 221 ϕϕ +=Θ , y relativas, 21 ϕϕϕ −= .  Al igual 
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que en el capítulo 1, las funciones propias del Hamiltoniano (2.1)  están definidas 
por medio de tres números cuánticos, el de centro masa, M, el relativo, m,  y el del 
espín, s. Utilizando la sustitución ( ) ( )ϕϕϕψ sm

iMsmM
lento e ,21

,, , Φ= Θ  se puede reducir el 

problema de valor propio en (2.7c) a la siguiente ecuación de onda 
unidimensional: 
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ϕ

ϕ
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R
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d

d
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2

2

,
2

2
,,2

2

2 Φ=Φ







++++

Φ
−        (2.11) 

 
Con condiciones periódicas de frontera. Las energías en (2.11), ( )smME ,,  han 
sido nivelados con los número cuánticos mM , ( ),...2,1,0, ±±=mM  y de espín  s que 
es igual a cero (uno) para la solución par (impar) con respecto a la variable ϕ  y se 
encuentran referenciado con respecto a la energía del estado base del movimiento 
rápido de los electrones, razón por la cual, el término 02E  en (2.7c) se encuentra 
ausente en (2.11).  La ecuación (2.11) se resuelve utilizando el método de barrido 
trigonométrico [22] de forma similar como se realizó para solucionar la ecuación 
(1.8). 
 
Algoritmo 
 

1) Se definen las funciones de onda para el movimiento rápido del electrón 
que corresponde a funciones de Bessel  y se obtiene la energía de un 
electrón en un pozo cilíndrico de radio tR  que entra en la ecuación (2.7c) en 
forma de un potencial efectivo. 

2) Se calcula el potencial efectivo (2.9) para 100 valores diferentes de ϕ  
3) Se reconstruye el potencial efectivo (2.9) utilizando b-spline 
4) Se calculan los potenciales efectivos (2.10) 
5) Se aplica el método de barrido trigonométrico para solucionar (2.11) 
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2.1 Resultados  
 
Con el propósito de probar la eficacia del método utilizado para solucionar el 
sistema, se analiza el caso límite cuando el espesor del anillo es muy pequeño 
( )0→tR  comparándolo con los resultados obtenidos en [14] y los del primer 
capítulo. Los datos se encuentran registrados en la tabla II donde se puede 
observar una buena concordancia entre los datos garantizando la buena fiabilidad 
del método. 
 
Tabla II. Energías de algunos niveles de la molécula de hidrógeno artificial con diferentes 
separaciones entre centros iónicos (R), para radio *

00.1 aRa = , un radio de sección transversal 

0→tR   y con una separación entre anillos igual a cero. Las energías están dadas en unidades de  

Ry* y las distancias en *
0a . 

 
 

Ra=1 

Molécula artificial de hidrógeno 

R=2000 R=8 R=2 

 

 

(M,m,s) 

 

Ref[14] 

Cáp. I Cáp. II Cáp. I Cáp. II Cáp. I Cáp. II 

(0,0,0) 1.72 1.71 1.70 0.025 0.023 -2.94 -2.95 

(1,1,1) 2.23 2.22 2.23 0.54 0.54 -2.43 -2.43 

(0,2,1) 3.61 3.61 3.61 1.93 1.93 -1.04 -1.04 

(2,0,0) 3.72 3.71 3.70 2.03 2.01 -0.94 -0.95 

 
 
En la Fig. 7 (a) se presentan los resultados de los cálculos para la energía del 
estado base como una función de la separación entre centros iónicos en la 
molécula de hidrógeno artificial con diferentes parámetros geométricos (líneas 
continuas) y en la molécula de hidrógeno natural (línea discontinua [23]). 
 
Por un lado, puede observarse el comportamiento similar de las curvas de 
potencial de la molécula de hidrógeno artificial y la natural, y por otro lado, los 
resultados presentados ilustran un amplio rango de posibilidades para la alteración 
de las características de las curvas de  potencial, tanto de la posición de equilibrio 
como la profundidad del pozo, para el caso de la molécula artificial por la variación 
del espesor del anillo o del radio. 
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Fig. 7. Energía del estado base como función de la distancia entre centros iónicos para la molécula 
de hidrógeno artificial con (a) diferente espesor de anillo (líneas continuas), (b) diferentes radios de 
anillo (líneas continuas) y de la molécula de hidrógeno natural (línea discontinua) [23] 
 
Otra peculiaridad curiosa de las curvas de potencial para diferentes parámetros 
geométricos es la existencia de una región muy pequeña alrededor de la 
separación entre centros iónicos *

00.5 aR = , donde el orden de los niveles de 
energía para los radios de la parte derecha e izquierda de esta región se invierte. 
Todas estas características se deben a la diferencia esencial entre la distribución 
de carga de las molécula de hidrógeno artificial y la natural. 
 
En la Fig. 7 (b) se presentan las curvas de potencial para anillos con diferentes 
radios pero igual espesor. Se puede ver claramente, a partir de estas figuras, 
cómo la competencia entre la repulsión y la atracción entre partículas cambia el 
orden de las energías del estado base en la molécula de hidrógeno artificial con 
radios diferentes. Cuando la separación entre iones es muy pequeña, la mayor 
contribución en la energía la hace la repulsión entre centros iónicos, seguida por la 
atracción electrón-centros iónicos, mientras que el aporte más pequeño lo hace la 
repulsión electrón-electrón. Como la contribución de la repulsión entre centros 
iónicos define el signo de la energía total y es la misma para todos los diferentes 
radios, el orden de los niveles depende solamente de los valores relativos de los 
otros dos tipos de interacciones. Los valores absolutos, tanto de la atracción entre 
electrones y los centros iónicos como de la repulsión entre electrones, es mayor 
en anillos con radios más pequeños. 
 
Para pequeñas separaciones entre centros iónicos, la energía negativa de la 
atracción de los electrones con los centros iónicos es mayor que la energía 
positiva de la repulsión entre electrones y por lo tanto, la energía total de la 
molécula artificial con radio de anillo más pequeño es más baja. Para grandes 
distancias entre centros iónicos sucede lo contrario, la repulsión es mayor que la 
atracción y la estructura con el anillo de radio más grande posee el estado base de 
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energía más bajo. Esto se muestra en la inversión del orden de la energía del 
estado base para las estructuras con diferentes radios del anillo. 
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Fig. 8. Energías de algunos niveles más bajos como función de la distancia entre centros iónicos 
para la molécula de hidrógeno artificial con un radio de revolución del anillo *

00.1 aRa =  y radio de 

sección transversal *
02.0 aRt =  (líneas continuas) y en la molécula de hidrógeno natural (línea 

discontinua). 
 
Finalmente, en la fig. 8 se presentan las curvas de potencial correspondiente a 
algunos niveles de energía en la molécula de hidrógeno artificial con el radio de 
revolución del anillo *

01aRa =  y radio de sección transversal *
02.0 aRt = . Se ve que 

todas las curvas de potencial tienen una profundidad del pozo mayor a *3Ry  y, 
por lo tanto, todos los estados son estables. El estado base de la molécula es 
singlete seguido de lejos, para toda separación entre centros iónicos, por el primer 
estado triplete. 
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2.2 Conclusiones 
 
Se calcularon las energías de algunos niveles más bajos como función de la 
separación entre centros iónicos para el modelo de molécula de hidrógeno artificial 
que consiste de dos donadoras neutras, 0D , confinadas en un anillo cuántico 
toroidal de sección transversal circular y se compararon con la curva de potencial 
de la molécula de hidrógeno natural. Se muestra que la forma y posición de las 
curvas de potencial en la molécula de hidrógeno artificial puede cambiarse 
variando el radio  y el espesor del anillo. 
 
Se observa una diferencia en los valores de la profundidad del pozo y de la 
posición entre las gráficas de la molécula artificial y la molécula natural que es 
debido al confinamiento adicional que aporta el anillo cuántico impidiendo que el 
portador se vaya junto con el centro iónico. 
 
Se implementó un modelo de solución que permite calcular, de una manera 
simple, los niveles de energía aprovechando el hecho que el anillo considerado en 
este sistema posee un espesor de radio muy pequeño comparado con el radio 
medio del anillo lo que hace posible la implementación de la aproximación 
adiabática.  
 
Se destaca la posibilidad de ampliar esta investigación aplicando campo 
magnético al sistema en la dirección de crecimiento del QD. También, considerar 
dos QDs acoplados verticalmente 
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