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RESUMEN

TITULO: EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES PARA UN
PROBLEMA DE STUM-LIOUVILLE CON VALORES EN LA
FRONTERA"

AUTOR: DARWIN DIAZ MEJIA™

PALABRAS CLAVES: continuidad, sucesiones, convergencia, operador lineal.
DESCRIPCION:

Consideremos el problema de valor en la frontera (PVF),

(EDO) " +a(t)f(u) =0, 0<t<T,
(CF)  au(0) = bu/'(0) =, (1)
(CF)  cu(T) + du/(T) = 7e.

en donde f es una funcién que cumple condiciones apropiadas y a, b, ¢ 'y d
son constante dadas. Este problema surge en diferentes areas de la matematica
aplicada y la fisica, ver [7]. Por ejemplo, cuando «(t) es una constante y b = d = 0,
el PVF (1) se presenta en conexion con el problema establecer la deflexion vertical
u de una varilla elastica con extremos fijos, siendo « la carga axial (constante)
que actia en cada punto de la varilla. En este caso, para valores pequenos de «
la solucién del PVF es u = 0, a menos que « corresponda a un valor propio del
problema. Cuando la carga axial es aumentada, la varilla se arquea, dando origen
a una solucion no nula u del problema. Para este caso, Loaiza demuestra en [9]
mediante la técnica del punto fijo de Banach, y bajo condiciones apropiadas sobre
f, que este problema tiene una tnica solucién. Mediante la misma técnica, nos
proponemos estudiar la existencia y unicidad de soluciones del PVF (1).

* . . . . . P s
Universidad Industrial de Santander, Decanatura de ciencias bésicas, Escuela de matemati-
cas.

“Dr. Julio César Carrillo Escobar, Director del Trabajo de Grado.
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ABSTRACT

TITLE: EXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTIONS FOR A
STUM-LIOUVILLE BOUNDARY VALUE PROBLEM™*

AUTHOR:DARWIN DIAZ MEJIA™

KEYWORDS: continuity, sequences, convergence, linear operator.

DESCRIPTION: Consider the problem of boundary value (PVF),

(EDO) v+ a(z)f(u) =0, 0<z<I1,
(CF)" au(0) — bu'(0) = 1, (2)
(CF)  cu(l) + du/(1) = 7.

Where f is a function that satisfies appropriate conditions a, b, ¢ y d are giv-
en constant. This problem arises in different areas of applied mathematics and
physics, see |7]. Example, when a(x) is a constant b = d = 0, the PVF (2) pre-
sented in connection with the problem set the deflection u vertical rod of elastic
with fixed ends, a being the axial load (constant) acting on each point of the rod.
Small values of a the solution of PVF is u = 0, unless a value corresponding
to a own the problem. When the axial load is increased, the rod arches, giving
rise to a nonzero solution u of the problem. To this case demonstrates Loaiza
[9] technique, using fixed point Banach, and under appropriate conditions on f,
this problem has a unique solution. By the same technique, we propose study the
existence and uniqueness of solutions PVF (2).

“*Universidad Industrial de Santander, Faculty of Science,Undergraduate Program of Licen-
tiate in Mathematics, School of Mathematics.
“Dr. Julio César Carrillo Escobar, Undergraduate Dissertation Director.

10



0.1. Introduccién

Espacio métrico
Compacidad v convexidad — Tina Azela-Ascoli

}

Contraciones

Punto fijo de Banach

— —~

Espacio de Hilbert Espacios normdos v de Banach
Operadores lineales

— 7 ~

Oper continuos Oper adjunto Espectro de un oper Oper compacto

7/
\\ /Tma del punto fijo Shauder y Brouwer
.—""—.‘—.—‘.

Operador de Sturm-Liouville
Sol eigenfunciones v eigenvalores Sol método numérico del disparo
|

Coeficiente de Rayleigh

™~

u" + a(l)f(u) =0, O<t<T,
Solucion de  aqu(0) — 5u'(0) =
aqu(1) + Gou' (1) = ve.
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Capitulo 1

Espacios y operadores

En este capitulo se presenta una revision de los temas que seran el fundamento
del estudio del problema de valores en la frontera de Sturm-Liouville semilineal.
En la medida de lo posible, esta revision se hara lo mas precisa posible y cuando
sea necesaria se haré referencia a la bibliografia estudiada. En general, se puede
encontrar una discusion méas amplia de los temas de que trata este capitulo en
los trabajos de [9, 10, 11, 12, 18, 19].

En el segundo capitulo demostraremos la existencia y unicidad del problema de
valores en la frontera de Sturm-Liouville semilineal, y damos un analisis con un
ejemplo de los procedimientos iterativos de soluciones de valores iniciales (Euler
y Runge-Kutta), para resolver problemas de valores en la frontera |1, 2, 9.

1.1. Espacios métricos

Un espacio métrico es un conjunto en el cual tiene sentido “medir distancias”,
es decir, dados dos elementos cualquiera del conjunto, digamos x e y, se puede
calcular la distancia entre ellos, denotada como d(z,y). Se espera que d(x,y) sea
un namero real positivo cuando x # y, o que sea igual a cero cuando x = y, al
igual que sucede en espacios euclidianos. El concepto de espacio métrico generaliza
la nociéon de distancia de espacios euclidianos a conjuntos que no necesariamente
son espacios vectoriales.!

'El concepto de espacios métricos fue dado por Maurice René Fréchet en 1906, aunque el
nombre se debe a Hausdorff, cuando por primera vez trato de formalizar los conceptos topologi-
cos asociados a los trabajos de Volterra, Arzela, Hadamard y Cantor.

12



1.1.1. Métrica y espacio métrico

Definiciéon 1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una funcion d : X x X — R que
cumple con las siguientes propiedades

(a) d(z,z) =

(b) d(z,y) >0 siz#y,

(¢) d(z,y) = d(y, z),

(d) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y),

para todo x,y,z en X, se llama una métrica en X. Un conjunto no vacio X
dotado con un métrica se llama un espacio métrico. El par (X, d) suele denotar
el espacio métrico conformado por el conjunto no vacio X y la métrica d definida
sobre él.

Las propiedades de (a) — (d) son llamadas los axiomas de espacio métrico, donde
(a) y (b) indican que la métrica d es una funcion de valor real no negativa, ademés
(¢) v (d) son llamadas las propiedades de simetria y de la desigualdad triangular,
respectivamente. Geométricamente, esta tultima propiedad significa que en todo
triangulo la longitud de cada lado es menor que la suma de las longitudes de los
otros dos.

Figura 1.1: Desigualdad tiangular

Ejemplo 1.1. El conjunto R de los nimeros reales junto con la funcion d(x,y) =
|z —vy|, definida para cada z,y € R, forma el espacio métrico usual de los nimeros
reales.

En general, se considera el conjunto R", el cual consiste de todas las n-plas or-
denadas x = (x1,%a,...,T,), con los x; € R. Para cada nimero entero positivo

13



p, la funcion

1
dy(,y) = (lrr — )" + - + Jwn — val?)

Y

define una métrica en R™, llamada la p-métrica de R™. En particular, la 1-métrica
de R™ se llama la métrica del taxista en R™ y a la 2-métrica la métrica euclidiana,
o métrica usual, de R". A R"™ junto con esta métrica se le llama un espacio
euclidiano.

Para p = oo, la funcion
doo(xa y) = HléXﬂl'l - 3/1’, SR |xn - yn|}
define una métrica en R", llamada la métrica del mdzimo.

Ejemplo 1.2. En el conjunto Cla,b] de todas las funciones de valor real que
estan definidas y son continuas en el intervalo cerrado [a,b], la funcion

d(f,g) = max |f(z) — g(z)]|,

z€a,b]

define una métrica en Cla,b]. Como toda funcion continua es integrable, la fun-

wiro - ( [ i) - o)) "

esta bien definida para todo par de funciones f,g en Cla,b], y ademds se puede
demostrar que define una métrica en Cla,b], que usualmente se llama la métrica
L2,

1.1.2. Topologia en espacio métricos

La nocién de topologia de puntos en el espacio euclidiano se puede extender a
espacios métricos arbitrarios.

Definicion 1.2. Sean (X,d) un espacio métrico, xo un punto dado de X yr un
numero real positivo dado. Se define la bola abierta de centro en xo y de radio
r, denotada B(xo;71), al conjunto

B(zg;r) ={z € X : d(x,x0) < r}.

Este tipo de conjuntos son a menudo llamados una vecindad de x. Igualmente,
se llama bola cerrada de centro xy y radio r, denotada B(xo;71), al conjunto

B(zg;r) ={z € X : d(x,x0) <r}.

14



(a) (b)

Figura 1.2: Bola de centro en el origen y de radio 1, (a) en la métrica d; y la
métrica ds

Ejemplo 1.3. En R junto con la métrica dy, inducida por el valor absoluto, la
bola abierta de centro en a y radio r es el intervalo abierto (a —r,a + 7).

Ejemplo 1.4. En R2, junto con la métrica euclidiana, la bola abierta de centro
en el origen y radio 1 es el conjunto

B((0,0);1) = {(z,y) € R* : /a2 +y2 < 1}

={(z,y) e R* : 2* +4* < 1},
el cual representa el circulo abierto de centro en el origen y de radio 1.

Ahora bien, considerando a R? junto con la métrica d,, tenemos que la bola abierta
de centro en el origen y de radio 1 es el conjunto

B((0,0);1) = {(z,y) € R* : o] + |y| < 1},

el cual consiste de todos los puntos interiores a un cuadrado, con centro en el
origen, cuando se rota un dngulo de 7/4 radianes con respecto al eje x.

Definicion 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X . Se dice
que x en X es un punto interior de A si existe una bola abierta de centro en
x y de radio v que esta contenida en A. Ademds, se dice que A es un conjunto
abierto, “abierto” por brevedad, si todos sus puntos son puntos interiores.

Definicion 1.4. Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcion T :
X — Y se dice continua en xo € X si para cada € > 0 existe un o > 0,
que usualmente depende de €, tal que dy(Tx,Txy) < € para todo x € X tal que
dx(x,x0) < 6. La funcion f es continua en X sila funcion es continua en cada
punto de X.

15



Figura 1.3: Representacion grafica de la definicion 1,4

Teorema 1.1. Sea T : X — Y una funcidn entre los espacios métricos (X, dx)
y (Y,dy). Entonces, T es continua si y sélo la imagen inversa de todo abierto en
Y es un abierto en X.

Demostracion.

(a) Supongamos que 1" es continua. Sea S C Y un abierto y Sy la imagen in-
versa de S, es decir Sy = T71(S5). Si Sy = @, evidentemente Sy es abierto.
Supongamos ahora que Sy # & y consideramos un elemento xy cualquiera en
Sp. Entonces existe un yy € Y tal que Txg = yo. Como S es abierto y yy € .5,
existe un € > 0 en donde B(yg,€¢) C S. Como T es continua, existe un ¢ > 0
tal que T'(B(xo,9)) C B(yo, €). En consecuencia B(zg,d) C Sp, lo cual quiere
decir que Sy es un conjunto abierto de X, dado que xy en Sy es arbitrario.

/5

Espacio X EspacioY

Figura 1.4: Notacion en la parte (a) de la demostracion del Teorema 1.1.

(b) Sean xy € X y € > 0 dados. Si N es una e —vecindad de Txg, por hipotesis, la
imagen inversa de N es un abierto de X que contiene a z. Por lo tanto, existe

16



una & — vecindad Vs tal que T'(Vs) C N. Como zg es arbitrario, entonces T'es
continua.

]

1.1.3. Completez

Las definiciones de convergencia y sucesiones de Cauchy en espacios euclidianos se
generalizan de una manera obvia a espacios métricos. Una sucesion en un espacio
métrico (X, d) es una funcion n — x,, que asocia un punto z,, € X a cada namero
natural n € N.

La métrica genera una nociéon automética de convergencia, en el sentido que una
sucesion (x,) en el espacio métrico converge a un punto z de él si y solo si la
sucesion de nameros reales (d(x,,x)) converge a cero.

Definiciéon 1.5. Una sucesion (x,) en un espacio métrico (X,d), se dice que
converge ax € X sipara cada € > 0 existe un N € N, que usualmente depende de
€, tal que d(z,,z) < € cuando n > N. Se dice que la sucesion (x,) es convergente
st existe algin x en X al cual la sucesion converge. Si (x,) no es convergente, se
dice que la sucesion es divergente. La sucesion (x,) es de Cauchy si para todo
e > 0 existe un N € N, que usualmente depende de €, tal que d(x,,,x,) < € para
todo m,n > N.

Teorema 1.2. Sea T una funcion definida entre los espacios métricos (X,dx) y
(Y,dy). Entonces T es continua en x € X si y solo si para toda sucesion (z,,) en
X que converge a x se tiene que la sucesion (T'z,) en'Y converge a Tx; es decir,
lim T(z,) =T ( lim :zjn> =Tx.
n—oo n—oo

La prueba de este resultado es similar a la que hace para funciones definidas entre
espacios euclidianos.

Definicién 1.6. Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion de
Cauchy en X converge a un limite en X.

Ejemplo 1.5. El espacio Q de los niimeros racionales no es completo. Fxiste una
sucesion de nimeros racionales (g,) que converge al naimero real \/2, el cual es
un numero irracional.

Ejemplo 1.6. El espacio Cla,b] es completo en la métrica del mdazimo (ver [8])
pero no en la métrica L. Por ejemplo, la sucesion (z,) en C[—1,1] con término
n-€simo

1 1
x,(t) = 3 + = arctan(nt),

17



es de Cauchy en C[—1,1]:
1

lim T (t) — 2, (1)])?dt = 0.

m,n—o0 | 4
No obstante, el limite de esta sucesion es la funcion discontinua
1, 0<t<,

() =31/2, t=0,
0, 1<t<O.

Si un espacio métrico no es completo, entonces la extension completa del espacio se
obtiene al agregarle los limite de todas aquellas sucesiones de Cauchy del espacio.
Aunque intuitivamente es compresible la idea de completez de un espacio métrico,
en la practica no lo es (ver [8]).

Ejemplo 1.7. Consideremos el espacio vectorial Cla,b] con la métrica L*. En-
tonces la extension completa de Cla,b] es L*[a,b], que es el espacio de todas las
funciones cuadrado integrable con la propiedad de que

b
/ £ ()2t < oo.

La integral, se considera en el sentido de Riemann. Los elementos de L*[a,b] son
en realidad clases de equivalencia de funciones con la propiedad de que st u y v
estdn en la misma clase de equivalencia, entonces

b
[ luta) = o) <o
Por ejemplo, para todo x € [—1,1] las funciones

2?2, x#0
1, x=0,

son distintas, no obstante

[ 1)o@ =0

1

En tal caso, se suele decir que uw y v son iguales excepto en el conjunto {0},
el cual se puede considerar como un intervalo de longitud cero. Si una funcion

18



en L?[a,b] tiene cierta propiedad en todos los puntos de |a,b], excepto en un
conjunto de longitud cero, entonces se dice que tal funcion posee esa propiedad en
casi todas partes (c.t.p.) de [a,b]. Asi, los elementos de una clase de equivalencia
de funciones de L*[a,b] son funciones que son iguales en c.t.p. de |a,b] (ver [16]
para detalles adicionales).

Definiciéon 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico, S C X y x € X. Decimos que x
es un punto de adherencia de S si existe una sucesion (s,) en S tal que s, — .
Se llama la adherencia o clausura de S y se denota como S.

Ejemplo 1.8. Sean X = R con la métrica usual y S = (0,1]. Entonces cero es
un punto de adherencia de S, pues (1) es una sucesion en S que converge a cero.

n

El conjunto de todos los puntos de la adherencia de S es S = [0,1].

Definicién 1.8. Sean (X,d) un espacio metrico y A C X, se dice que es un
conjunto denso en X si y solo si A= X.

1.1.4. Compacidad y convexidad

Definicion 1.9. Sean z, x5 € R", la recta en R™ que pasa por los puntos w1, xo
cumple las siguientes condiciones:

r={rxeR"/x=Ar1+ (1 —N)z2; z1,220€R"; AeR}
={z eR"/x =294+ Nx1 — 23); 1,220 €R"; X € R}

Definiciéon 1.10. El segmento lineal entre dos puntos x1 y xo se representa
[z1,20) ={z € R"/Jx = Ax1 + (1 — N)axo; x1,220 € R"; A€ [0,1]}
Se trata de un segmento lineal cerrado, porque incluye los puntos x1 y xs.

Definiciéon 1.11. Un conjunto S es convexo si y solo si cumple que
V$1,$2€S—>)\$1+(1—>\)$2€S, )\6[0,1]

Es decir, dados dos puntos cualesquiera del conjunto, el segmento lineal cerrado
estd totalmente contenido en el conjunto.

Definiciéon 1.12. Sean (X,d) un espacio métrico y C C X. Diremos que C' es
compacto,si toda sucesion en C' admite subsucesion convergente en C'.

Definiciéon 1.13. Sean (X,d) un espacio métrico y C C X. Diremos que C' es
acotado, si existe a € C' yr > 0 tales que C' C B(a;r).
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Teorema 1.3. En todo espacio métrico (X,d), las bolas abiertas son conjuntos
CONVETOS.

Demostracion. Sea B(a,r) C X una bola abierta. Sean z,y € B(a,r) entonces
d(z,a) < ry d(y,a) < r. Sea A € [0,1], tenemos (1 — Nz + Ay —a = (1 —
A)(z —a) + My — a), tomando el valor absoluto de la ecuacion se obtiene |(1 —
Nz + Ay —al = [(1 = N)(z —a) + Ay —a)| = [(1 = N[|(z —a)| + Al[(y — a)| =
(1 =Xz —a)|+ ANy —a)]=(1—=Nd(z,a)+Xd(y,a) < (1 =Nr+Ir=r O

Definicion 1.14. Sea A, D dos espacios métricos, F' es subconjunto de las fun-
ciones continuas en los espacios métirco A, D yt € A, decimos que F es equicon-
tinua en t, dado € > 0 existe un &; > 0 tal que da(t,t') < &, implica

dp(f(1), (1) <e.
Para todo f € F.

Definiciéon 1.15. Sea A, D dos espacios métricos, F C C[A,D] yt € A, decimos
que F' es uniformemente equicontinua en A, dado € > 0 existe un 6 > 0, tal
que, para todo t,t € A, da(t,t') < &, implica

dp(f(t), f(t)) <e
Para todo f € F.

Teorema 1.4 (Azela-Ascoli). Sea A un espacio métrico compacto. Sea F un
subconjunto cerrado de C[A, K| (K = R). Las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes

(1) F es compacto.
(2) F es cerrado y equicontinuo

Demostracion. Sea d la métrica en A
(1) — (2) Como F es compacto (hipotesis). implica que F es cerrado y acotado.
probemos que F' es equicontinuo.

Sea € > 0, tomando £, entonces la bola

((:5) <7}

Como F' es compacto, existe fi, fa,..., fn € F tal que
Fc 0 B ( £ f) .
=1 3
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sea j € 1,2,...,n, como f; es uniformemente continua entonces existe d; > 0 tal
que d(t, ') < &; implica

50 = K <2
Sea

d = min{dy,...,d,}.
Sila d(t,t) < § entonces

1F(t) = FEN < 1F(E) = fu®)] + [ folt) = fult)] + [ () — f(t
< % + % + % =c

’

)l

luego F' es equicontinua.

(2) — (1) Supongamos que F' es acotado y equicontinua. Probaremos que F' es
secuencialmente compacto?. Probaremos que todas las sucesiones contenidas en
F' tiene una subsucesion convergene a un punto de F'.

Sea {fn}n>1 C F una sucesion.

Como F' es acotado existe una constante M tal que
[fn(t)] <M

para todo n € N, para todo t € A.

Como A es un espacio métrico compacto, contiene un subconjunto denso y nu-
merable {t1,...,t,,...}.

tenemos que { f,(¢1) }n>1 €s una sucesion (numeérica) acotada y por lo tanto tiene
uan subsucesion convergente { fi,(t1) bn>1-

Nuevamente { f1,,(t2) }n>1 €s una sucesion (numérica) acotada y por lo tanto tiene
uan subsucesion convergente { fo,(t2)}n>1. Y asi sucesivamente. Sea

9 = Jis-
Entonces
(a) {gn}n>1€s una subsucesion de {f,},>1,

(b) para cada k € N se tiene que {g,(tx) }n>1 converge.

2F es llamado relativamente compacto si y solo si, todas las sucesiones en F tiene subsucesién
convergente. Si el limite de estas subsucesién siempre pertenece a F', entonces F' es llamado
secuencialmente compacto
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Vamos a probar que {g, },>1 es una sucesion de Cauchy.

Sea € > 0 como F' uiformemente equicontinua entonces existe 6 > 0 tal que
/ ’ £
d(t,t) <o implica |f(t)— f(t)] <3 para todo f € F.

Tenemos que la bola {B(t,,0) : n > 1}.

Como A es compacto existe t1,...,ty € A tales que

AcC LnJ B(ty,0).

k=1
Por (b), para cada k € {1,..., N} existe n, € N tal que

9 (t1) = g ()] < 5

sim,n > nyg.

Sea ng = méax{ny,...,ny} entonces

€
|gm(tk) - gn(tk)’ < g
si m,n > ng, para todo k € {1,..., N}.
Sea t € Ay sean m,n > ng. Existe kg € {1,..., N} tal que d(t,tg,) < ¢, por lo

tanto,

9m (tre) = Gn ()] < |gm () = gm(tro)| + 19m (tre) — Gn(tro)| + [gn(try) — gn(t)]

<€—I—€+€—5
3 3 3

luego {gn }n>1 €s una sucesion de Cauchy. Como F' es cerrado tenemos que {gn }n>1
converge a un punto de F.

]

1.1.5. Contracciones y teorema del punto fijo de Banach
Contracciones

Algunas ecuaciones funcionales, diferenciales e integrales, se pueden escribir de la
forma

u="Tu, (1.1)

en donde T' es una transformacion de un espacio métrico en si mismo. Desde este
punto de vista, las soluciones de (1.1) son elementos u en el espacio métrico que
son invariantes bajo 7.
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Definiciéon 1.16. Sea T una funcion definida de un espacio métrico (X, d) en si
mismo. Toda solucion del problema (1.1) se llama un punto fijo de T.

Un método de solucion de (1.1), que es también llamado método de aproxima-
ciones sucesivas (o método de iteraciones), comienza con algin valor inicial ug
dado. A continuacion se definen la sucesion (u,) de aproximaciones sucesivas
uy = Tug, us = Tuy, ..., la cual se espera que converja al punto fijo de T'. Este
es el caso cuando T es continua y la sucesion (u,) es convergente, digamos a v.
Como u,, = Tu,_1, donde u,, = v y u,_1 — v, la continuidad de T nos permite
garantizar que Tu, 1 — Tv, asi que v = T'v. También se tiene que las funciones
contractivas forman una clase importante de funciones para las cuales el método
de las aproximaciones sucesivas funciona.

Definicion 1.17. Una transformacion T de un espacio métrico X en si mismo
se dice que es Lipschitz continua, si existe una constante ¢ > 0, independiente
de u y de v, tal que

d(Tu,Tv) < cd(u,v), para todo u,v € X. (1.2)

Si (1.2) se cumple para ¢ < 1, se llama a T una contraccion y a ¢ un factor
de contraccion de T

Teorema 1.5. Toda contraccion en un espacio métrico es continua.
Demostracion. Sea f una funcién contractiva, existe 0 < ¢ < 1,

(a) Sic=0,implica que d(f(z), f(x)) = 0, entonces f(x) = f(y), esto significa
que f es una funciéon constante y por lo tanto continua.

(b) Sic>0,sead = <. Sea a un elemento fijo y arbitrario en X, como f es
contractiva, y x € X tal que d(z,a) < §, entonces d(f(z), f(a)) < cd(z,a) <
€, por lo tanto, f es continua en a. Como a es un elemento arbitrario en X,
entonces f es continua en X. m

Teorema del punto fijo de Banach

El teorema del punto fijo de Banach garantiza que todo proceso iterativo que
involucra una funcién contractiva es convergente a un punto fijo de tal funcion,
al inicio de ese proceso de iteraciones requiere un valor xy, el cual depende de
nuestra eleccion.

Teorema 1.6. Sea X = (X,d) un espacio métrico completo. Si T : X — X es
una contraccion en X entonces
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1) Eziste un unicoy € X punto fijo de T.

2) Sea xg € X la sucesion iterada x, = Tx,_1;n =1,2,... converge a y.

Demostracion. Construiremos una sucesion (x,),>1 y mostremos que es de
cauchy, donde esté sucesion resulta ser convergente en el espacio completo de
X, probaremos entonces que su limite y es un punto fijo de T' y que T no tiene
méas puntos fijos.

Existencia

Para zy € X arbitrario explicitamos los elementos de la sucesion iterada (x,,),>1
definida por

Tp=Txr,_1; n=12 ...
x1 =Txy, x9=Tx, =T(Txo) =T*1y y en general

3
Tp=T"xg, n=12....

Claramente esta es una sucesion de imagenes de xy bajo repetidas aplicaciones
de T

Vamos a demostrar que (z,),>; es una sucesion de Cauchy en X.

Para m > 1 tenemos

d<xm+17 xm) - d(TIm, Txm—l) < Oéd(l'm, xm—l) = Ofd(TIm—h Txm—Q)

S a2d($m717 xmf2) = a2d(Txm72> Txmf?)) S Oégd(xmf% wme)

S Q{md(jlj‘(]? xl)
es decir d(ZTpi1, Tm) < @™d(zg,21), m € ZT.
(1.3)

Por otro lado para m > n > 1 tenemos

A(Tp, ) < d(Tp, Tps1) + d(Tpi1, Togo) + -+ d( @1, Tm)
usando repetidas veces la relacion (1.3)
< a"d(xg, 21) + " d(wg, 11) + -+ ™!
(14 a+-+a™ " Nd(zg, x1)
pl—amn

« ﬁd(l’o, .Z'l).
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Como 0 < a < 1 tenemos 1 — a™™" < 1, luego

n

d(xp, Tm) < 1 d(xg,x1). (1.4)

Ademas

lm " =0
n—oo

pues 0 < a < 1 por lo tanto de (1.4) obtenemos

lim d(zp,z,) =0
n,Mm—00

luego, la sucesion (z,),>1 es de Caychy en X. Como X es completo, entonces
(n)n>1 converge a un punto de X, digamos que y € X talque z,, — y.

vamos a demostrar que y es un punto fijo de T'. En efecto, tenemos
d(Ty,y) < d(Ty, xn) + d(zn,y),
pero como x,, = T'x,_1, tenemos
d(Ty,y) < ad(y, zp-1) + d(@n, ).

Observamos que cada término del segundo miembro de la desigualdad anterior
tiende a cero.

Unicidad

Supongamos que existe z € X otro punto fijo de T, tal que y # z, tenemos

Ty=y,z=Tz cony#z en X, entonces
0<d(y,z) =d(Ty,Tz) < ad(y, z)

de donde resulta que o > 1, lo cual, es una contradiccion.

1.2. Espacios normados y espacios de Banach

Banach publico en 1932 su libro “ Théorie des opérations linéaires”, en el cual se
presento por primera vez un estudio de la teoria de operadores lineales en espacios
normados, como una consecuencia del trabajo de F. Riesz y de S. Banach. Este
hecho significo el comienzo del estudio sistematico de espacios normados que son
completos en la métrica inducida por la norma del espacio.
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1.2.1. Espacios vectoriales reales

Definiciéon 1.18. Un conjunto no vacio V junto con dos operaciones algebraicas,
llamadas suma (+) y multiplicacion por un escalar (-) es un espacio vectorial
cuando estas operaciones cumplen las siguientes propiedades

1. Para la suma: Para cada para ordenado (x,y) de elementos de V' estdn definidos
los elementos x +y de V' llamados la suma de x y Y de tal manera que:

(a) Para cada x,y en'V, v +y =y +x (conmutativa),
(b) Para cada x,y,z en' V, v+ (y + 2) = (x + y) + 2z (asociativa),

(c) existe un elemento 0 en V' tal que x40 = x para todo x € V (la existencia
del cero),

(d) para cada x en V existe un elemento —x en V tal que z + (—x) = 0
(ezistencia de elementos opuestos).

2. Para la multiplicacion por escalar o y cualquier elemento x en V' esta definido
el elemento ax en V' de manera que para cada x,y en V y escalares a, 3 se
tiene que:

(a) aBz) = (af)z,
(b) 1-z=u.
3. Para la suma y multiplicacion por un escalar: Las operaciones de suma y mul-
tiplicacion por un escalar, la cual se cumple para cada x,y en V:
(a) (a4 B)r = ax + Sz,
(b) a(zr +y) =ax + ay.

Por definicién, los tinicos espacios vectoriales que se consideran son son los espa-
cios vectoriales reales.

Ejemplo 1.9. El conjunto Cla,b] junto con las operaciones reales de suma de
funciones y de multiplicacion de un escalar por una funcion, es un espacio vec-
torial.

Ejemplo 1.10. El conjunto C?[a,b] de todas las funciones que tienen hasta sus
sequndas derivadas continuas en [a,b], es un espacio vectorial bajo las operaciones
de suma de funciones y de multiplicacion de un escalar por una funcion. Sea
Lu = u"(x) — k*>u donde k es un escalar dado. Entonces el conjunto de todas las
funciones u en C?(0,T] que son soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria
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homogénea Lu = 0, es un espacio vectorial bajo estas mismas operaciones. No

sucede asi con el conjunto de funciones en C?[0,T] que son soluciones de la

ecuacion diferencial no homogénea Lu = x2.

Ejemplo 1.11. El conjunto ly de todas las sucesiones de nimeros reales (z,)
tales que

[e.o]

Z\xn\z < 00, (1.5)

n=1

Junto con las operaciones de suma y multiplicacion por escalar en 1* definidas
como

(@) + (Yn) = (@0 + ¥n),
alz,) = (axy,) (v un escalar),

es un espacio vectorial. El hecho que la suma de dos sucesiones de lo cumpla la
condicion (1.5) se desprende la desigualdad

(a+b)* < 2a*+ 2b°,

la cual se cumple para todo par de escalares a y b.

1.2.2.  Norma y espacio normado

Definicion 1.19. Un espacio normado es un par (X,| - ||) formado por un
espacio vectorial X y una funcion ||-|| : X — R, llamada norma, la cual cumple
las siguientes propiedades para todo x,y € X y todo o € R:

(a) [lz]l =0

(b) ||z|]] =0siysolosiz=0

(©) [lox]] = |af|z]

(d) Nz +yll < llzll + Iyl (Desigualdad triangular)
Ejemplo 1.12. En el espacio vectorial I2, la funcion

o0

(@)l = Ll

n=1

define una norma. El resultado se sigue de las propiedades de las series absoluta-
mente convergentes.
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Ejemplo 1.13. El espacio Cla,b] es un espacio normado bajo la norma
[/ = méx | f(z)],
z€a,b]

la cual se suele llamar la norma de mdzimo, y se denota ademds como ||-|| ..
También lo es en la norma L?, definida como

i1 = ( [ b o)r) "

Proposicion 1.1. Si (X, || - ||) es un espacio normado, entonces la funcion
d(z,y) = ||[z—y|| definida para todo x,y € X cumple con las siguientes propiedades:

(a) (X,d) es un espacio métrico.
(b) d(x + z,y + 2) = d(x,y) para todo z,y,z € X.
(¢) d(Az, \y) = |[Nd(z,y) para todo z,y € X y A € R.

Definiciéon 1.20. Un espacio vectorial normado (X, | - ||) que es completo en la
métrica inducida por la norma:

d(u,v) = ||lx —y|  para todo x,y € X,
se llama un espacto de Banach.

Ejemplo 1.14. Segiin el Ejemplo 1.6, el espacio Cla,b] es un espacio de Banach
en la norma del mdzimo, pero no lo es en la norma L?. También el espacio L*|a, D]
es un espacio de Banach en la norma L?.

De la definicién de espacios de Banach y el Teorema de punto fijo de Banach en
espacios métricos se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.1. S5i T es una contraccion de un espacio de Banach X en st mismo,
entonces T tiene un unico punto fijo.

1.2.3.  Producto interno y espacio con producto interno

El concepto de espacio con producto interno es una generalizacion del concepto
de espacio euclidiano con producto punto, la cual permite que la nocién de con-
vergencia de sucesiones. El producto interior permite que se pueda adoptar una
vision geométrica y que se utilice el lenguaje geométrico familiar de los espacios
de dimension finita. De todos los espacios vectoriales de dimension infinita, los
espacios de Hilbert son los més cercanos a los espacios de dimensiéon finita con
producto interno (ver [16]).
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Definiciéon 1.21. Un producto escalar en un espacio vectorial real V' es una
funcion (-,-) : V. xV — R la cual cumple con las siguientes propiedades, para
todo x,y,z € V y todo o, B € R:

Un espacio con producto interno, o también pre-Hilbert, es un espacio vectorial
real con producto interno.

De las propiedades (¢) y (d) del producto interno se sigue que (-, -) es lineal en su
segundo argumento:

(z, 0y + B2) = afz,y) + {z, 2).

En consecuencia, un producto interno es una forma bilineal, simétrica y definido
positiva. También, como consecuencia de estas propiedades tenemos que todo
espacio vectorial con producto interno es un espacio normado.

Teorema 1.7. Si V es un espacio vectorial con producto interno (-,-), entonces

L [(z,9)? < (2, 2){y,y) para cada z,y € V.
2. ||z|| = (z,2)Y/? define una norma || - || en V para la cual
Iz +ylI* + llz = yl* = 2ll=l* + Iy %),
para todo x,y € V.

3. El producto escalar es una funcion continua de V- x V en R.

Asi, todo espacio con producto interno es también un espacio métrico.

Ejemplo 1.15. Se pude demostrar a partir de las propiedades de la integral que
en el espacio vectorial Cla,b] la funcion

(f,g) = / F(0)g(t)de

define un producto interno.
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1.2.4. Espacios de Hilbert

En espacios vectoriales con producto interno es de especial importancia el estudio
de la convergencia de sucesiones Cauchy en la métrica inducida por el producto
interno del espacio.

Definicion 1.22. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno
que es completo en la métrica inducida por el producto interno.

En particular, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach; es decir, si d es
la métrica inducida por la norma del espacio con producto interno X, entonces
(X, d) es completo.

Corolario 1.2. 5i T es una contraccion de un espacio de Hilbert X en si mismo

entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracion. Como X es un espacio de Hilbert, su producto interno define
una norma. Por Teorema 1.1 se concluye que T tiene un tnico punto fijo. ]

1.3. Teoria de operadores

Cuando se tiene que resolver ciertos problemas en mateméticas aplicadas, se
obtiene ciertas ventajas de claridad, generalidad y vision geométrica cuando se
resuelven estos problemas en espacios de Hilbert. El hacerlo requiere de ciertos
conceptos adicionales y en especial los que son pertinentes a un problema del
valores en la frontera de segundo orden.

1.3.1. Fundamentos

Toda funciéon definida entre espacios de Hilbert se llama una transformacion.
Cuando una transformacion esta definida entre un espacio vectorial y si mismo,
se llama un operador.

Definicion 1.23. Sea A un operador de un espacio de Hilbert X en si mismo.
Se dice que A es lineal si

A(au + fv) = aAu + SAv,
para todo u,v € X y todo par de escalares ., [3.

El conjunto de D4, de todos los x € X para las cuales el operador esta definido,
se llama el dominio de A. En general, no se tiene que D, = X, sin embargo,
siempre admitiremos que D4 es un subespacio de X.
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1.3.2.  Operadores continuos

En lo sucesivo se considera que el operador A estd definido en un espacio de
Hilbert X.

Definicion 1.24. El operador lineal A se dice que es acotado, si existe un
nudmero real ¢ tal que para cada v € Dy, ||Aul| < cllull.

Un operador lineal es una funciéon de A en A, se llama acotado, cuando esta
definido sobre todo el A y transforma cada conjunto acotado en un conjunto
también acotado. Entre la acotacion y la continuidad de un operador lineal tiene
una relacion fuerte donde se ve reflejado con el siguiente teorema.

Teorema 1.8. Sea A un operador lineal. entonces A es continuo si y solo si A
es acotado.

Demostracion. Sea A : X — X, tal que X; C X, es un operador continuo, sea
M un subconjunto de X que es acotado y tal que A(M) es un subconjunto no
acotado de X;. Entonces existe en X; una vecindad V' del cero tal que ninguno
de los conjuntos %AM esta contenido en V. Pero en este caso existe una sucesion
(x,) C M tal que ninguno de los elementos %Axn pertenecen a V' implica que
(%xn) — 0 (Como z,, C M, implica que x, puede ser convergente o no, como
L — 0 entonces 2z, — 0.) en X, mientras que la sucesion (+Az,) no converge

hacia el cero en )% 1; contradiciendo la continuidad del operador A.

Reciprocamenete, dado € > 0 existe un 6 > 0 talque la desigualdad
|z1 — z|| < d(z1 € Da),

se concluye que

|Azy — Az|| < €

Entonces el operador lineal A es continuo. O

1.3.3.  Operadores adjuntos

Consideremos el operador lineal continuo Au = f definido en todo un espacio
Hilbert X.

Definicion 1.25. Se dice que el operador A* es el adjunto de A si A* es un
operador lineal continuo definido en todo X, tal que

(Au,v) = (u, A"v),

para cada u,v € X.
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Ejemplo 1.16. Supongamos que A es un operador lineal en R™ y sea B la matriz
de este operador, es decir, A(x) = Bz para todo x € R"™. El producto interno usual
de R™ se puede escribir de la forma

(x,y) =2y,
para cada x,y en R™. Como
(Az,y) = (Bz)'y = 2" B'y = 2" (B"y) = (z,B"y),
concluimos que A*y = BTy es el adjunto de A.
Las siguientes son las propiedades mas importantes de los operadores adjuntos.
1. (A+ B)* = A*+ B*.
2. Si k es un escalar (kA)* = kA*.

Definiciéon 1.26. Sea A operador lineal continuo en el espacio de Hilbert X. Se
dice que A es auto-adjunto si A = A*; es decir, si

(Au,v) = (v, Au),
para todo u,v € X.

En el Ejemplo 1.16, si B es una matriz simétrica, entonces el operador A(z) = Bz
es autoadjunto. Asi, el concepto de autodjunto en espacios vectoriales de dimen-
sion finita corresponde a los conceptos de transpuesta y de matrices simétricas.

1.3.4. Condiciones de solubilidad

Sea A un operador lineal tal que el dominio D4 es denso en X. Buscamos estable-
cer para que elementos f se puede encontrar soluciones u € D 4 de la ecuaciéon no
homogénea

Au = f. (1.6)

Sea u € D4, por lo tanto Au = f donde A esta definido s6lo en D4, para esto es
conveniente estudiar a la vez la ecuaciéon homogénea adjunta

A =0, v & Dy-. (1.7)
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Si v € Dy« y es tnico, observe que esta ecuacion tiene por lo menos la solucién
v =0y tal vez mas. Si u es solucion de (1.6) y v solucion de (1.7) entonces

(Au, v) = (f, v).
Si A es autoadjunto se sigue de (1.7) que
(Az,v) = (z, A*v) = 0.
Asi que una condicién necesaria para que (1.7) tenga solucion es que

(f;v) =0 (1.8)

para cada v que satisface (1.7). De hecho esta condicion tiene sentido solo si
(1.7) tiene soluciones no triviales. Las condiciones (1.8) satisface también a (1.7),
entonces (1.7) no tiene soluciones triviales.

1.3.5. El espectro de un operador

El comportamiento de un operador lineal A se obtener estudiando la familia de
operadores A — AT con A real, por otra parte el inverso de un operador (A —\I)~!
donde A € X (Donde X es el espacio de Hilbert) y A es un escalar fijado, por
lo tanto, esto permitira descomponer el operador A. Implica que en la practica
esto permitiré resolver sistemas de ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales y
ecuaciones integrales.

En la teoria de los operadores y sus aplicaciones desempenan un papel fundamen-
tal en el concepto de espectro® del operador.

Definiciéon 1.27. Sea A un operador lineal en el espacio de n-dimensiones X".
El niimero A se llama valor propio del operador A, cuando la ecuacion

Ax = \z

tiene solucion no nula. El conjunto de todos los wvalores propios se denomina
espectro el operador A y todos los demds valores de A se llama regulares.

Es decir, A es un punto regular, cuando el operador (A — AI) es invertible, donde
el operador (A — AI)~! en un espacio de dimension finita, es acotado. En un
espacio de dimensioén finita existen dos posibilidades:

3Siempre que se hable del espectro de un operador, consideramos que el operador acttia en
un espacio real.
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1. La ecuacion Ax = Az tiene solucién no nula. es decir, A es un valor propio de
A; en este caso el operador (A — AI)~! no existe.

2. Existe el operador acotado (A — AI)™!, X es un punto regular. En este caso la
dimensioén infinita puede darse una tercera posibilidad:

3. El operador (A — AI)™! existe, es decir, la ecuacion Az = Az tiene solamente
solucion nula, pero este operador no es acotado.

El namero A se llama regular para el operador A que actia en espacio X cuando
(A—XI)~! que se llama resolvente del operador A, esté definido a todo el espacio
X y es continuo, existen dos posibilidades:

1. El conjunto de todos los demés valores de A es espectro del operador A, si
(A= XI)x =0 para un x # 0, no existe (A — AI)~!; se llama espectro puntual.

2. El conjunto de valores de A para los cuales (A — AI)~! existe, pero no es
continuo, se llama espectro continuo.

Ejemplo 1.17. consideremos en el espacio C[0,1] el operador A definido medi-
ante la formula

donde u(t) es una funcion continua fija. Tenemos

(A= ADx(t) = (u(t) = A)z(),

de donde

(A= \I)"'a(t) = — Ca(t).

pu(t) —

El espectro del operador A se compone de todos los A tales que p(t) — \ se an-
ulan para cierto t, comprendido entre 0 y 1, es decir, el espectro coincide con el
conjunto de todos los valores de la funcion u(t) sobre el segmento [0, 1].

Observacioén 1.1.

1. Todo operador lineal acotado, definido en un espacio de Banach completo, que
tiene al menos un elemento diferente de cero, tiene espectro no vacio. Existe
operadores, cuyo espectro se compone de un sélo punto.
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2. Los operadores resolventes R, y Ry, correspondientes a los puntos p € R, y
A € Ry conmutan y satisface la relacion

RN — R>\ = (,u — )\)RHR)\

que se puede comprobar fdcilmente, multiplicando ambos miembros de esta
wqualdad por

(A — M) (A — ul).

De aqui se deduce que, siendo Ay un punto reqular de A, la derivada de R)
respecto a A en A = X\, es decir, el limite

1 m R}\0+A)\ - R)\(]

A0 AN
existe (en el sentido de la convergencia segin el operador) y es igual a R§O
(ver [16] para una exposicion en mds detalle de estas ideas.)

1.3.6. Operadores compactos

Los operadores compactos cuya propiedades son aquellos que méas se asemejan a
los operadores lineales en espacios de dimension finita.

Definicion 1.28. Sea A un operador en un espacio de Banach X . se dice que A
es compacto, si A transforma cada conjunto acotado en un conjunto relativamente
compacto.

Teorema 1.9 (del punto fijo de Brouwer). Sean X wun espacio de Hilbert de
dimension finita, y C' un subconjunto compacto no vacio de X. Si la funcion
f:C — C es continua entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Como C' es compacto, entonces existe la sucesion ||z,|| — p tal
que esta sucesion admite una subsucesion ||(x,)m| — p, donde p € R, como C
es convexo, entonces existe [a, b] que esta contenido totalmente en C, en efecto,
siz € CyeeR" tal que la bola B(x,e) € C, se concluye que [a,b] € B(z,¢€),
por hipotesis f es continua, entonces la B(z,€) € f, implica que ||z,|| € B(z,¢)
por lo tanto esta bola es contractiva, entonces se concluye que fes una funcion
contractiva por el Teorema del Banach, se obtiene que f tiene un punto fijo. [J

Teorema 1.10 (punto fijo de Shauder). Sea C' un conjunto cerrado, acotado® y
convexo en un espacio de Banach X. Y sea T : C' — C un operador compacto
entonces T' tiene un punto fijo.

4Sea S C R™ un conjunto cerado y acotado entonces S es compacto.
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Corolario 1.3. [Version alternativa del teorema del punto fijo de Shauder] Sea X
un espacio de Banach y M un subconjunto no vacio de X, compacto y convexo, T :
M — M un operador continuo tal que T (M) es relativamenete secuencialmente
compacto entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion. Vamos a demostrar la version alternativa del punto fijo de Shaud-
er.

Sea X un espacio de Banach y M un subconjunto no vacio de X, compacto y
convexo, T': M — M un operador compacto por la definicién (1.28) implica que
T(M) es relativamenete secuencialmente compacto, por el teorema de (Ascoli-
Arzela) entonces T (M) es compacto y T(M) es ccerrado y equicontinuo, como
M es convexo, entonces [a, b] € T'(M) convexo, entonces existe la sucesion (s,,) €
[a, b], como T'(M) es compacto, existe una subsucesion convergente (s, )., € [a,b].
Como T'(M) es secuencialmente compacto entonces al limite de la subsucesion
converge en T'(M).

Vamos a probar que la sucesion (s,) es contractiva por lo tanto es convergente
en T'(M).

Para m > n entonces

|5m+1 - Sm| < ‘5m+1 - 5m| + ’5m—2 - Sm—3| Tt |5n+1 - 3n|
< |Smt1 — Sm| + €[Sm—2 — Sm—g| + - + " |Sns1 — Snl
< (Cm_2+cm_3+---+cn_l)|82 —81|

_ Cn71<cmfnfl 4 Cm*"72 + -+ 1)‘82 - 51‘

1_Cm_n
_n—1 o
=c <—1—c )|32 s1]
1
n—1[ __— .
c (1—c)|82 s1].

Puesto que 0 < ¢ < 1. Entonces se concluye que (s,,) es contractiva, por lo tanto,
(sn) es Cauchy. Como (s,) € T(M) es convergente a un punto fijo de T'(M).
Entonces T tiene un punto fijo. m

IN

Demostracion punto fijo de Shauder. Sea C' un conjunto cerrado y acotado por
lo tanto compacto en un espacio de Banach X, sea T" : C' — (' un operador
compacto. Como T' es convexo, por definicion (1.28), se concluye que T'(C) es
relativamente secuencialmente compacto, por el corolario (1.3) se concluye que
T(M) tiene un punto fijo.

O
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1.3.7. El espectro de un operador compacto auto-adjunto

La teoria espectral muestra la importancia de los valores propios y funciones
propias para caracterizar una transformacion lineal de forma tnica. espectro es-
tablece que, bajo unas condiciones determinadas, una transformaciéon lineal de
una funcién puede expresarse como la combinacion lineal de las funciones propias
con coeficientes de valor igual a los valores propios.

Demostremos las propiedades de los vectores y valores propios de operadores
auto-adjunto en X.

Teorema 1.11. Sea A un operador auto-adjunto y acotado en X entonces

(a) Todos los valores propios de A son reales.

(b) Los vectores propios de A, como valores propios distintos, son ortogonales.
Demostracion.

(a) Sea x € X vectores propios de A con su correspondiente valor propio A
entonces como Ax = Az, con x no nulos entonces

Mz, x) = (Az, x) = (z, Az) = (z,\z) = Mz, z),

de donde A = .
(b) Sean x,y vectores propios de A tales que Ax = Az, Ay = py donde X # u
entonces
Mz, y) = (Az,y) = (z, Ay) = (y, py) = p(z,y),
como \ # p entonces (x,y) = 0. O

Anunciemos el siguiente teorema sin demostrarlo. Para La demostracion consultar
el trabajo de Kolmogorov [16, p. 260].

Teorema 1.12 (de Hilbert-Smith). Para cualquier operador lineal auto-adjunto
y totalmente continuo A en un espacio de Hilbert X, existe un sistema ortonormal
de vectores propios p(n) de A, con correspondientes valores propios (\,) tal que
cada elemento B € X se puede escribir de manera unica de la forma

B=>> crorn+ 8,

donde el vector B’ tal que AB' = 0; ademds,

AB = Z AkCL PR
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lmA, =0, (n— o0).

Esto quiere decir, todo operador lineal auto-adjunto y totalmente continuo A en
X existe unas base ortogonal del espacio X compuesta por los vectores propios del
operador de A. En efecto, para obtener una base de este tipo bastara completar
el sistema de vectores propios (¢,) en A, con una base ortogonal arbitraria de X.
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Capitulo 2

Problemas de valores en la
frontera de segundo orden

En esta seccién consideramos la ecuacion diferencial de segundo orden de la forma
Lu = as(z)u” + a1 (z)u’ + ag(x)u = f, a<z<b, (2.1)

en donde los coeficientes a; se asumen continuos en [a, b] y el coeficiente as(x) # 0
en [a,b]. Un punto en donde ay(z) se anula es un punto singular de la ecuacion
diferencial, y el intervalo [a, b] se sigue de tal manera que no involucre este tipo
de puntos. El término no homogéneo f se asume que es una funcién continua a
trozos en [a, b].

Recordemos que una solucion cldsica de esta ecuacion diferencial (2.1) es una
funcion u(x) que tiene primera derivada continua y una segunda derivada continua
a trozos', de tal manera que satisface la ecuacion diferencial (2.1) para todos los
puntos en donde f es continua.

De la teorfa de ecuaciones diferenciales se sabe que la solucion general de la
ecuacion Lu = f involucra dos constantes. Imponiendo dos condiciones adi-
cionales a esta ecuacion, generalmente conocidas como condiciones de frontera,
se espera encontrar una solucién especifica de la ecuacion diferencial. Esto es
garantizado en el caso de condiciones iniciales, cuando u y u’' son dadas en el
mismo punto xy en [a, b], pero no siempre es cierto para condiciones de frontera
en general.

'Una funcién definida a trozos es aquella cuya expresiéon analitica contiene més de una
férmula: para distintos valores de la variable independiente x se deben usar distintas féormulas
que permitan calcular la imagen y que les corresponde, ademés, garantiza la existencia de la
transformada de Laplace.
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En general, se requiere que la solucion u(z) cumpla las condiciones de frontera

Byu = apu(a) + apu(a) + P/ (a) + Prov'(a) = 1,

Byu = agyu(b) + agau(b) + a1t (b) 4 Soatd (b) = 7, 22)

en donde los vectores (aq1, a2, S11, P12) ¥ (o1, Qag, Ba1, F22) se asumen que son
linealmente independientes (ninguna fila es multiplo escalar de la otra).
Usualmente a By y a By como se les llama funciones de frontera, puesto que
ellas asignan a funciones u(z) suficientemente suaves los niimeros Byu y Bs. La
ecuacion diferencial (2.1), junto con las condiciones de frontera (2.2) forma un
problema de valores en la frontera (PVF).

Observacioén 2.1.

1. En el PVF anterior se considera que todos los coeficientes a;, cu; y Bi; son
fijos; es decir, que L, By y By son fijos. También nos referimos a f, v1 y o
como los datos del problema.

2. La independencia lineal de los vectores (aq1, aig, b1, P12) ¥ (a1, Qee, a1, Fo2)
garantiza que realmente se tienen dos condiciones de frontera distintas. En
caso contrario, las dos condiciones de frontera pueden o ser idénticas o no
tener soluciones a las condiciones de la frontera.

3. 51 P11 = B2 = a1 = any = 0, se dice que la condicion de frontera es no
mezclada:
Biu = ajju(a) + fau’(a) = 1,

Bt = angu(b) + Bast! (b) = 7s. (2.3)

Siaip = P = P2 = a1 = P = Pa2 = 0, ann = ax = 1, se oblienen las
condiciones iniciales u(a) = v1, u'(a) = 7.

4. Las condiciones de frontera (2.1) son linealmente independientes si y solo si
11822 — 91801 # 0.

2.1. El problema de Sturm-Liouville regular

La teoria de Sturm-Liouville creo una nueva area dentro del anélisis matemético,
permitio la generalizacion de series trigonométricas y se extendié el uso de la
funcion de Green a un amplio rango de ecuaciones diferenciales [13, 14].
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Un problema Sturm-Liouville regular con valores en la frontera, es un problemas
de valores propios de la forma:

(p(z)d (x)) +q(x)u(z) + Ar(z)u(z) = 0, a<xz<b

au(a) + S/ (a) =0 (2.4)

agu(b) + B/ (b) =0
donde p(z), p'(z), y r(x) son funciones continuas en [a, b] con valores reales, p(z) >
0y r(x) > 0 en [a,b] donde a,b son constantes. Los casos en que a; = as =06
b1 = bg = O
Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden, es decir,
de la forma

Lu+ Ap(x)u(x) =0 (2.5)

con L el operador lineal definido en (2.1). Se busca una funcién p(z) que la
multiplicarla en (2.5) se obtenga que (pasz)’ = paj. Al hacer p = pas, obtenemos
la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, p’ = pa; = Z—; p, al resolverla en
términos de p, obtenemos:

p(z) = Cel n@)/a@)dr

para C una constante positiva. En tal caso,
() = [1ay(a)led o2 e,
Mediante esta funcion, llamada un factor integrante de la ecuaciéon diferencial

(2.5), se escribe la ecuacion (2.5) de la forma (2.1).

Considerando p = pas, ¢ = pag y v = pup, donde se necesita que estos coeficientes
sean continuos en [a,b] y que az(z) no se anule en [a,b]. Este procedimiento se
ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Para convertir la siguiente ecuacion diferencial

220" (x) — 3zu' (z) + 2u = 0, x>0 (2.6)
Consideramos as(x) = 22? y ai(z) = —3x y usamos la formula (2.6):
1 1 spae 1 s ar 1 1
_ = Ja@/e(x)ds _ - -5 [x/z*dx _ - _—3In(z) _ _ T
Hr) = 3¢ 2472° 2472° 207 2

Al multiplicar la ecuacion (2.5) por u(x), obtenemos la ecuacion diferencial de
Sturm-Liouville,

(l,—3/2ul<x>>/ + I_7/2U =0
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la cual el operador lineal Lu = (x73/%u/(x)) + 27 7/%u

Teorema 2.1 (Identidad de Lagrange). Seau y v funciones con sequndas derivadas
continuas en el intervalo [a,b] y sea Lu = (pu')’ + qu en donde p € C'[a,b] y
q € Cla,b], tal que 0 < pg < p(x) <p; y0 < q < q(x) < q. Entonces

ulv —vLlu = %(pW[u,v]),

donde Wlu,v] = uwv’ —vu' es el wronskiano de u,v.

Demostracion. Usamos la regla del producto y sumamos y restamos pu'v’ para
obtener

uLv — vLu = u[(pv")" + qu] — v[(pu')" + qu] = w(pv') + quu — v(pu')" + quu
u(pr)' + o' (pv') — o' (pu’) — v(pu)" = [u(p)) = [v(pu))

= % [pWu, v] O

Al integrar la identidad de Lagrange, obtenemos la siguiente relacién, la cual es
llamada la identidad de Green o formula de integraciéon por partes.

Corolario 2.1 (Identidad de Green). Sea u,v funciones con sequnda derivada
continuas en el intervalo |a,b] entonces

/ Lo — vLuld(z) = (pWu, v](2))]

a

Siademas u y v satisfacen las condiciones de frontera (2.1), se tiene de la identidad
de Green que

/b(uLv —vLu)dx = 0. (2.7)

En efecto, cuando a; # Oy by # 0 en las condiciones de frontera en (2.1), tenemos
que



Al sustituir estos valores en el lado derecho de la identidad de Green, se obtiene

p(O)Wu, v](b) = p(a)Wu, v](a) = p(b)[u(b)v'(b) —

=0.

Consideramos el producto interno L?:

b
() = [ Syt
en [a, b, tenemos de la ecuacion (2.8) que
(u, Lv) = (Lu,v)

para cada u, v en el dominio de L. En este caso Dy, es el conjunto de las funciones
en C?[a, b] que cumplen las condiciones de frontera (2.2):

Dy, = {u € C?a,b] : ayu(a) + fru/(a) = 0, ayu(b) + Bou/(b) = 0}.
Esto demuestra que L es auto-adjunto en Dy,.

Teorema 2.2. Los wvalores propios del operador L de Sturm-Liouville reqular
del problema wvalores en la frontera (2.3), son reales y tienen correspondientes
funciones propias de valor real.

Demostracion. Suponga que A es un valor propio de L, posiblemente complejo,
con funcion propia correspondiente ¢(x) en Dy, no idénticamente nula en [a, b],
la cual también puede asumir valores complejos. Como

Lo(z) + Ar(x)o(z) =0, (2.8)

al calcular su conjugado complejo y usar el hecho de p, ¢, toman valores reales,
obtenemos

Lo(x) + Ar(z)o(x) = L[9)(x) + Ar(z)d(x) = 0. (2.9)

Ademas, como las cantidades ai,as, by, by son escalares, un argumento similar
demuestra que ¢ también satisface las condiciones de la frontera en (2.3). Por lo
tanto, A es un valor propio con funcién propia ¢.
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De la ecuacion (2.9)

[ Lo@ays = -x [ r@oise)ds = -x [ ria)iote) .

a

Por otro lado, si usamos la identidad de Green, y el hecho de que A sea un valor
propio con funciéon propia ¢, vemos que

b b b
/ Lo(2)B(x)(x)dz = / o) L) (x)dz = —X / ()| (a) Pd.

De lo anterior se sigue que

. / r(@)|¢(x)Pdz = — / r(@)|g(x)Pdz.

Como r(z) > 0 y ¢ es una solucién no trivial del problema (2.3), se sigue que

/ r(2)(6(z))dz > 0.

Asi, podemos cancelar esta integral para obtener A = \ lo que establece que \ es
un numero real.

Si ¢ no asume valores reales, podemos obtener funciones propia de valor real
considerando simplemente la parte real e imaginaria de ¢. O]

Teorema 2.3. Todos los wvalores propios de problema de Sturm-Liouville con
valores en la frontera (2.3) son simples.

Demostracion. Suponga que ¢(z) y ¥ (x) son dos funciones propias correspon-
dientes a los valores propios de A (asi, ¢(z) y ¥ () son soluciones de la misma
ecuacion diferencial) las cuales satisfacen las condiciones frontera en (2.5), de
modo que

ap(a) + b¢'(a) = 0, ap(a) + 0’ (a) = 0.
Suponga que b # 0 (se aplica un argumento similar si b =0y a # 0 ). Como
¢'(a) = (=a/b)p(a),y'(a) = (—a/b)y(a)
entonces

Wig, ¥l(a) = ¢(a)¢'(a) — d(a)i(a)
= o(a)y(a)(=a/b)i(a) — (¢(a)P(a)(—a/b)y(a))
= 0.
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De esto se concluye que ¢(z) y 1(x) son linealmente dependientes, de modo
que una debe ser multiplo de la otra. Asi, A es un valor propio de multiplicidad
uno. O

Ahora mostraremos que las funciones propias asociadas a valores propios distin-
tos cumplen la propiedad de ortogonalidad con respecto a una funcién de peso
positiva w(x) en [a, b], si

[ s@gteteie=o

Teorema 2.4. Las funciones propias que corresponden a valores propios distin-
tos del problema regular de Sturm-Liouville con valores en la frontera (2.4), son
ortogonales con respecto a la funcidn de peso r(x) en |a, b]

Demostracion. Sea )\ y p valores propios distintos con funciones propias cor-
respondientes ¢ y v, respectivamente, es decir, L¢ = Ar¢ y L[] = priy. Por el
Teorema 2.2 las funciones ¢ y 1 tienen valores propios reales. Por la identidad de
Green tenemos que

0= [ H6LI] - SLu) ()
= [W=orv+ oxro) @)

:u—w{/¢uwuw@Mw

Como A # pu, entonces

l/¢@wmqux=o

por lo tanto las funciones propias ¢ y 1 son ortogonales con respecto a r(z) en
[a,b]. O

2.2. Ecuaciones integrables

Una ecuacion integral, es una ecuaciéon que contiene la funcién incognita bajo
el signo de la integral. Existe una conexion fundamental entre las ecuaciones
integrales y las ecuaciones diferenciales, y de hecho algunos problemas pueden
formularse como ecuacion diferencial, o como una ecuaciéon integral de la forma
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o) = [ Kl oot + £ (2.10)

en donde f y K son funciones dadas y ¢ la funcion que debemos encontrar. Las
variables s y t recorren aqui un [a, b] dado, tal que ¢(s) = T'¢(s), donde T es un
operador lineal.

Una caracteristica importante de la ecuacion (2.10) es su linealidad, la funcion
incognita ¢ entra en ella de un modo lineal. Varios problemas conducen a la
necesidad de considerar también ecuaciones integrales no lineales, por ejemplo, la
ecuacion del tipo

ols) = / " K (s, )g(e(t), Dt (2.11)

en donde f K y g son funciones dadas con g no lineal. No obstante, en lo sucesivo
nos limitaremos a ecuaciones integrales lineales.
Algunas ecuaciones integrales fueron estudiadas ya al principio del siglo pasado.
por ejemplo, Abel consider6 en 1823 la ecuacién que lleva ahora su nombre

p(t)

f(s):/osmdt, O<a<l, f(0)=0),

donde f es una funcién dada y ¢ es la funciéon incognita, y demostré que la
solucion de la ecuacion es de la forma

(1) = sen(ma) /0 ( —f'(s)

T t—s)l-@

2.2.1. Ecuaciones de Fredholm

La ecuacién integral en la funciéon ¢

/baK(s,t)go(t)dt “p(s) = f(s), a<s<b

cuando A = 0 se llama ecuaciéon de Fredholm primera clase. Cuando A # 0
se llama ecuacion de Fredholm segunda clase. Resolver este problema consiste
en encontrar la funcién desconocida ¢(t), la cual debe tener como dominio al
intervalo cerrado [a, b]. La funcion K (s,t) es el nucleo de la ecuacion.
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Alternativa de Fredholm

Consideramos la ecuacion diferencial no homogénea Lu = f de Sturm-Liouville
dada en (2.4).

Definicién 2.1. Entonces el adjunto formal? (o adjunto de Lagrange) de L es
el operador diferencial L* definido como

L*u = [agu]” — [aqu]’ + agu.
Ejemplo 2.2. Si consideramos
Lu = 22y — 3zu’ + 2u
entonces su adjunto formal es
L*u(z) = [22°u)" — [=3zu] + 2u = 220" + 11z’ + u

Teorema 2.5 (Identidad de Lagrange). Sea L un operador diferencial definido
en (2.4) y sea L* su auto adjunto formal. Entonces

d
vlu —ul*v = %J(u, v),
donde
J(u,v) = uaiv — u(agv) + v'agv. (2.12)

Demostracion. Como

vLu — uL*v = v[au” + a1u’ + apu] — uf(axv)” — (a1v) + agv]

= apvu” + ajvu’ — asuv” — 2ayuv’ — ayuv + ajuv + agu,

de la definicién de J(v,u) tenemos que

%[J(u, v)] = (uaw) — (u(azw)’) + (v'agv)’
= (v'a1v + uajv + uayv’) — (ua — 20" + uay)’ + (W asv + v'ayv + u'azv’)
= ayvu” + ajvu’ — auv” — 2a'2uv' — aguv + a'luv + aluv',

lo cual se tiene el resultado. O

2Se llama a L* el adjunto formal de L puesto que no se conoce su dominio.
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De la identidad de Lagrange obtenemos la identidad de Green o formula de inte-
gracion por partes.

Corolario 2.2 (Identidad de Green). Sea L el operador diferencial definido en y
sea L* su adjunto formal. Entonces

/ (vLu — uL*v)dz = J(u(x),v(x)) b,

a

donde el operador J es definido en (2.12).

En la notacion del producto interior L?, la identidad de Green se convierte en la
formula

b
(Lu,v) = (u, L*v) + J(u(z),v(x)) (2.13)
la cual establece la manera como se transfiere el operador L de la funcién u a la
funcion v, al calcular sus productos interiores.

Aunque los operadores L y L* se puede aplicar a cualquier funciéon en C?[a, b]),
por ejemplo, al resolver problemas con valores en la frontera de segundo orden nos
interesa ademas que estas funciones satisfagan las condiciones de la frontera del
problema. Por lo tanto, al considerar los operadores L y L*, en adelante supon-
dremos que sus respectivos dominios, Dy y Dr«, sean subespacios de C?|a, b].

Dado el operador diferencial lineal L con dominio Dy, veremos las ventajas de
restringir el adjunto formal L* de modo que

(Lu,v) = (u, L™v) (2.14)

se cumpla para todo u en Dy, y toda v en Dy-. En general, bastaria que Dy« conste
de la tnica funciéon v = 0, lo cual no es un caso interesante. Lo que realmente
se quiere hacer es elegir a Dy, como el conjunto de funciones en C?[a,b], lo mas
grande posible y de tal manera para que se cumpla (2.13). En tal caso, se dice
que L* es el operador adjunto formal de L.

Ejemplo 2.3. Consideramos el problema
Lu ="+ 2u' + 2u, u(0) = u(mw) =0,
entonces el adjunto de L es

L*u=u" — 2u' + 2u.
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para determinar el dominio de L*, primero observemos que v" es continua en
[0, 7] ademds para que se cumpla (2.12) debemos tener que

para todo u en Dy, yv en Dy«

Considerando la formula de J(u,v) dada en (2.12) con ay =2 y as =2, y de las
condiciones de frontera sobre u, se tiene que

™

2(u(z)o(z) = u(z)v'(z) + u'(2)v(x))|
2(u'(m)o(m) —u(0)v(0))

0

o' (m)v(m) — u'(0)v(0) = 0.

Ahora bien, como v (mw) y u/'(0) pueden asumir cualquier valor, entonces se debe
tener que v(0) = v(m) = 0, lo cual efectivamente hace que se cumpla la ecuacion
(2.13) para todo w en Dy. Por lo tanto, el dominio de L*, consta de aquellas
funciones v que tienen sequnda derivada continua en [0,7] y que satisfacen las
condiciones de frontera v(0) = v(m) = 0:

Dp- = {v € C?%a,b] : v(0) = v(x) = 0},
el cual es un subespacio de C*[a,b).
Ejemplo 2.4. Consideramos el problema del adjunto con valores en la frontera
Lu = 22*u" (z) — 3zu/(z) + 2u(z) =0, u(l) =u(e™) =0
El operador adjunto formal de Lu es el operador
L*u(z) = 22%u"(z) + 112/ (x) + Ju(x).

Para determinar el dominio de L* usamos la identidad de Green y pedimos que

para cada w en Dy y v en Dr-. Como as(x) = 22% y ay(x) = —3x, estas condi-
ciones se convierten en

e™

/le (vLu — uLl*u)dx = J(u(z),v(x))

1
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en donde
J(u,v) = ayuv — u(ayv) + u'v = —Truw — 22%uv’ + 20%u'v.

Como u/'(e™) y u/(1) pueden asumir valores arbitrarios, debemos considerar que
v(e™) = v(1) = 0. Por lo tanto, el problema adjunto del problema de valores de
frontera dado es

22020 (z) — 3zu' (z) + 2u(x) =0, (1) =u(e™) = 0.

Teorema 2.6 (La alternativa de Fredholm). Consideremos el problema de valores
en la frontera (2.1)-(2.2) donde vy = v = 0. Entonces el problema tiene una
solucion si y solo si

b
/ f(z)v(x)dz =0
para cada solucion v del problema del adjunto con valores en la frontera

L*z(xz) =0, a<x<b,
B*v =0,

en donde B*v denota las condiciones de frontera que deben cumplir las funciones
v y deriwadas del problema de valores en al frontera (2.1)-(2.2) mediante la iden-
tidad de Green (ver ejemplos anteriores).

Demostracion. Ver [20], pagina 203, ]

2.2.2. Soluciones mediante un desarrollo con funciones propias

La alternativa de Fredholm proporciona un criterio para determinar si un prob-
lema no homogéneo con valores en la frontera tiene solucion.

En efecto, consideremos el problema de Sturm-Liouville regular con valores en la
frontera,

Lutpru = f

aqu(a) + oot (a) = 0,  Bru(b) + Bou (b) = 0, (2.15)

donde

Lu = (pu') + qu.
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Como se ha visto en las secciones anteriores, el problema homogéneo de valores
en la frontera asociado tiene un conjunto de valores propios {\,} con funciones
propias correspondientes {¢,}, las cuales forman un sistema ortogonal con re-
specto a la funcion de peso r(x), en [a, b]; es decir, tales que

b
Lo, + Apro, =0, / r(2)pn(T)pm(x)dr = O, mym=1,2,...,

en donde

1 sim=
5m7n:{ sim =n,

0 en caso contrario.

Supongamos que la solucion del problema (2.15) tiene la forma

u(x) = Z Cn¢n<x>

n=1
donde los coeficientes ¢,, son escalares a determinar.

A fin de establecer estos coeficientes, se procede formalmente como sigue. Primero
que todo, u satisface las condiciones de frontera en (2.15), dado que cada ¢, las
satisface. Como L es lineal y ademas L¢,, = —\,r¢,, para cada n, entonces

Lu+ pru=1L (i Cn¢n> + pr i CnPn
n=1 n=1

= i Cn (=1 ) + pr i Cnbn (2.16)
n=1

n=1
)

=r Z (1t — A\p)Cntn-

n=1

Si expresamos a f como el producto r(f/r) es desarrollo mediante funciones
propias

% = Z Yo Prs
n=1

_/ab£¢nrdx_/abf¢nd:v
" /abgbirdx ) /abgbirdm’

o1

donde




entonces el lado derecho de (2.15) se convierte en

Py b (2.17)
n=1

De (2.16) y (2.17) en (2.16) se tiene que

T’Z ,u )\ Cn¢n—7ﬂZ’7n¢n7

n=1

o bien, dado que r > 0, que

Z (1 = An)en — Tulen = 0.

n=1

La suma de estos desarrollo es igual a cero si y sélo si, todos los coeficientes se
anulan. Por lo tanto, los coeficientes ¢,, buscados deben resolver al ecuacion

(e —A)en — v =0, n=123,.... (2.18)

Ahora consideremos dos casos.

Caso 1: Cuando todos los coeficientes de ¢, son diferentes de cero. En tal caso,
se debe tener que pu # A\, para cadan =1,2,3...y en consecuencia

Tn
M_An’

n=12,3,...

Cp =

Asi, la tnica solucion de (2.15) esta dada formalmente por

Usualmente u(x) es la tnica solucién del problema (2.15), pues en este caso el
problema homogéneo asociado tiene iinicamente la solucion trivial y por lo tanto,
el problema no homogéneo (2.15) tiene una tnica solucion (ver ademaés [13]).

Caso 2: Cuando alguno de los coeficientes de ¢, es igual a cero. En tal caso,
se debe tener que p = Ay para algtin entero positivo N. De (2.18) se sigue que
yn # 0 o bien 7y = 0. En el primer caso se tendria una contraccion con (2.17)
y entonces la solucién u(x) no puede expresarse mediante el desarrollo de las
funciones propias ¢,. En el segundo caso, entonces no hay restricciones sobre ¢y
en (2.18) y ademas se obtendria una familia uniparamétrica de soluciones del
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problema (2.15), la cual depende del parametro cy. Por lo tanto, debe suceder
que vy = 0 y como por definicién

/f Jon(a
/¢N

entonces se tiene que

b
t/f@ﬁw@ﬂwza

lo cual significa que las funciones f y ¢n deben ser ortogonales, lo cual es justa-
mente la condicidon necesaria de la alternativa de Fredholm para el problema no
homogéneo (2.15).

En resumen, el siguiente es le método para obtener un desarrollo en funciones
propias para la solucion de u(z) del problema de Sturm-Liouville regular (2.15):

(a)

(b)

Determinar el sistema ortogonal de funciones propias {¢,} y los valores pro-
pios correspondientes {\,} para el problema homogéneo asociado con (2.15).

Calcular el desarrollo en términos de funciones propias para f/r, es decir, se
determinan los cocientes 7, tales que

% = Z TG .-

Sip# N\, paran =1,2,3..., entonces la solucién ¢ esta dada por

(o)

Tn
u(w) = 3- T 0,(x)

n=1

Si = Ay para alguna N y vyx # 0 entonces no hay solucion.

Si = Ay para alguna N y vy = 0, entonces

[e.9]

= CNON(T Tn n\L
u(z) = endn(z) + p Pn ()

es una solucién para cualquier eleccion del parametro cy.
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Ejemplo 2.5. Solucionar en términos de funciones propias
u” + M = 5sin(3x) + 2 cos(8x), uw(0) =0, u'(1)+u(l)=0
soluciones de la ecuacion homogénea,
v+ =0, u(0)=0, u(1)+u(l)=0

Tiene valores propios A, = 5(2n —1) paran = 1,2,3,4... con funciones propias
On =siny/Ax, n=1,2,3,4...

En este caso, r(x) =1 de modo que debemos determinar los coeficientes 7y, tales
que

fz)
(@)

ZV” sin g(2n -z
n=1
= 5sin(3z) + 2 cos(8x).

Es claro que yv3 =5 y 5 = 3, y que los restantes v, se anulan cuando /i = 3,
nw=9=#£\,= g(Qn —1) paran =1,2,3,... Entonces

_ Tn _ 5 , 2 :
ule) = 2 5o ) = 551 gmomsn () + 5555, 1avaae )

n=1

2.2.3. Funciones de Green

Por medio de la funcién de Green obtenemos una representacion integral de la
solucién de un PVF no homogéneo con valores en la frontera; veremos que se
puede expresar esta solucion de la forma

en donde la funcion G(z, s) es llamada funcion de Green o funcion de influencia. Se
sabe que esta representacion existe para problemas muy generales, sin embargo,
aqui consideramos los problemas regulares de Sturm-Liouville con valores en la
frontera

Lu—i(pd—u>+qu—f, a<x<b
dx
aju(a) + aou'(a) =0,  Biu(b) + Bou/(b) = 0

(2.19)
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donde p, p’ y ¢ son continuas en [a,b] con p(x) > 0y r(xz) > 0 en [a,b]. Supon-
dremos que f es continua en [a,b], aunque no es necesario. En este contexto,
escribimos el termino no homogéneo como — f(z) en vez de f(z).

Por ahora, supongamos que el problema homogéneo asociado con el problema
(2.19) (f(x) = 0) tiene solo la solucion trivial, o en forma equivalente, que A = 0
no es un valor propio en Lu. La alternativa de Fredholm implica entonces que
el problema no homogéneo (2.19) tiene una solucién, la cual es tunica, pues el
problema homogéneo asociado tiene una tinica soluciéon. Estas condiciones hacen
que estos dos problemas cumplan con las condiciones del teorema de existencia
y unicidad de problemas de valor inicial de segundo orden (ver [13]), lo cual
garantiza que z1 y 2o existan.

Para poder utilizar el método de separacion de variables, antes se debe verificar
que z1 v 29 son linealmente independientes. Observen que si z; y z3 fuesen lin-
ealmente dependientes entonces una tendria que ser una multiplo constante de la
otra, Digamos que z; = ¢z, para alguna constante c. Como z, satisface a (2.19)
entonces z; satisface a (2.19), y asi z; satisface L(z;) = 0. Como se ha supuesto
que el problema soélo tiene las soluciones triviales. Esta contradiccion implica que
21y 29 son linealmente independientes.

Para aplicar la formula del método de variacion del parametro, la ecuacion difer-
encial (2.19)
/
I Y i (2.20)
p p p
Supongamos existen funciones ¢;(z) y ca(x) tales que la solucion de esta ecuacion
es de la forma
u(z) = c1(x)z1(x) + co(x)2o(). (2.21)

Utilizando el método de variacion del parametro obtenemos que estas funciones
deben satisfacer las ecuaciones diferenciales de primer orden:

)= @) , f@)n

WL H@ 2 T W, ml@)

en donde
/ /
W z1, 20] = 2126 — 2129

es el wronskiano de zi, z9. Resolviendo esté ecuaciones diferenciales encontramos

que
o () — b —2f(s) s
“>ﬁémwwmmmﬂ

s —21f(s)
caw) = / p(a)W 21, 2] (s)

95

ds,



dado que es posible elegir libremente las constantes de integracion.

Al sustituir estas funciones en (2.21) obtenemos la solucion del PVF de Sturm-
Liouville (2.19) de la forma

u(x)—/ G(z,s)f(s)ds, (2.22)

en donde ( ) ( )
)@ ST
G(z, s) —21(x)29(8) s), x<s<b
p(@)Wla, 2] 7

Esta funcion es llamada la funcion de Green para el problema (2.19). Veamos
ahora que la solucion de (2.21) también es solucion del problema (2.19).

Teorema 2.7. Sea G(x,s) la funcion de Green para un problema de Sturm-
Liouville reqular con valores en la frontera (2.19). Entonces (2.22) es la solucion
del problema regular de Sturm-Liouville con valores en la frontera, con Lu = — f
para cualquier funcion f continua en [a,b].

Demostracion. Mediante el método de variacion del parametro se establecio
que la funcion dada en (2.22) satisface la ecuacion diferencial en (2.19). Veamos
que también satisface las condiciones de frontera dadas alli. Como

(@) = atay [ T gy [,

C C

entonces
au(a) + bu'(a) = azl(a)/ (—21(8)f(s)/c)ds + bzi(a)/ (—22(s)f(s)/c)ds
b
— la1(0) + 54 (@)] [ (~a(5)f(5)/c)ds
-0,

pues z; satisface las condiciones en (2.19). Asi, la funcién u(x) dada en (2.22)
satisface también las condiciones de frontera en (2.19). Un calculo similar muestra
que u también satisface condicion de frontera (2.19). Por lo tanto, la funcion u(z)
dada en (2.22) resuelve el problema (2.19). O
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Propiedades fundamentales de la funciéon de Green

Teorema 2.8. La funcion de Green G(x,s) del problema de Sturm-Liouville reg-
ular (2.19) tiene las siguientes propiedades.

(a) G(z,s) es continua en |a,b] X [a,b]. Para s fija, las derivadas parciales
Ga(z,s) y Guu(z, 8) son funciones continuas de x para todo x # s.

(b) En x = s, la deriwada parcial G, tiene una discontinuidad de salto:

lim Gi(z,s) — lim G(z,s) = ——

TS T—5" p(S)

(¢) Para cada s fija, La funcion G(x,s) satisface el problema homogéneo corre-
spondiente para x # s; es decir, verifica cuando

L*G(z,s) =0 para x # s,
a1G(a, s) + axGy(a,s) =0, [1G(b,s) + B2G(b,s) = 0.
(d) Sdlo existe una tunica funcion G que satisfagan las propiedades (a)-(c).
(e) G(x,s) es simétrica, es decir,
G(z,s) = G(s,x)
Demostracion.

(a) Sean z; y z2 soluciones de Lu = 0 en [a, b], son continuas y tienen primera y
segunda derivada continua, por lo tanto la funcion G(z, s) implica que G(x, )
es continua en [a, b] X [a, b], tal que para s fija tenemos que G,(x, s) y Gz(2, 8)
son funciones continuas de x para x # s

(b) Como ¢ = p(x)W|z1, 22)(s) entonces

lim G,(z,s) — lim G,(z,s) = —21(s)z(s) _ =z1(5)22(s)
a h _ —210(8)25(8) - 21(53322(3)
_ Wiz, 2] ’
1
p(s)
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(c) Para s fija, la funcion G(z, s) es un multiplo constante de z;(z) cuando = < s
y un multiplo constante de z3(x) cuando s < z. Como 21 (x) y 22(z) satisfacen
a Lu = 0, entonces G(-,s) para © # s satisfacen a Lu = 0. cuando z < s,
tenemos que G(x,s) = (—2a2(x)/c)z1(x) como 2 (x) satisfacen las condiciones
de frontera en (2.19)

—25(8)

a1G(a, 8) + azGa(a, 5) = ( ) laz1(a) + sz ()] = 0.

Ademas, cuando s < z tenemos que G(z,s) = (—2z1(s)/c)z2(x). Como 2z (x)
satisface la ecuacion diferencial en (2.19), vemos que

—21 (S)

BiG(B,5) + aGalB, ) = ( ) Biza() + Boh(8)] = 0

Asi, para cada s fija, G(-, s) satisface las condiciones dadas en (c).

(d) Supongamos ahora que G(z,s) y H(z,s) satisfacen las propiedades (a), (b)
y (¢), y mostraremos que

K(z,s) = G(z,s) — H(x,s)

es idénticamente cero en [a,b] X [a,b]. Para esto, fijaremos s = sy. Por la
propiedad (a), K(z,s¢) es continua en [a,b] v K.(x,s0) vy Kuz(z,50) son
continuas para s # so.

Ademas como la propiedad (b) dice que G, (z, s¢) y Hy(z, s¢) tiene los mismos
saltos en s = sy vemos que K,(z,50) y Gu(x,s0) — Hy(x,sg) existen y es
continua (no tienen salto) en = = s.

Por lo tanto, K (z, sg) y K.(x, so) son continuas en [a, b]. Por lo propiedad (c),
ecuacion K, (x, sg) es igual a una funcioén constante = # sy en consecuencia
K..(, 80) es continua en |a, b].

Asi, que K (z,50) es una solucion del problema homogéneo con valores en la
frontera en todo intervalo [a, b] pero este problema solo tiene la solucion triv-
ial, de modo que K(x, sg) = 0. Por ultimo, como sy es arbitrario, K(z,s) =0
en [a,b] X [a,b]; es decir la funcién de Green es tnica.

(e) La simetria es a partir de G(z, s) en la funcion de Green es cambiar el orden
de los factores y se obtiene G(s, ). O

La funcién de Green que satisface las propiedades (a)-(d) también existe para
los problemas generales no auto adjuntos con valores en la frontera. Ademas, se
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puede mostrar que la existencia de una funciéon de Green simétrica es equivalente
al hecho de que el operador lineal es auto adjunto; debido a la unicidad del
la funcién de Green. Podriamos haber definido a G(z,s) como la funcion que
satisface las propiedades (a)-(c) en el Teorema 2.8 y usar luego esta propiedad
para deducir la formula

_Zl(s)ZQ(x> a<s<zx
G(z,s) = ¢ |
’ —21(7)22(s) r<s<h
c ’ -

La formula de Green también se puede caracterizar mediante la funcion delta de
Dirac.

Definiciéon 2.2. La funcion delta de Dirac 6(t) se caracteriza por las dos sigu-

tentes propiedades
)0, t#0,
o) = {oo, t=20,
| s - o)

para cualquier funcion f(t) que sea continua en un intervalo abierto que contenga
at=0.

Al recorrer el argumento de §(t), tenemos que 6(t —a) =0,sit#ay

/ﬁf@w@—wﬂwzfmy

Si suponemos que existe una funcion G(x, s) tal que

u@%=/<%%@ﬂ@ﬂ%

es la solucion del problema (2.19), entonces podemos operar con L a ambos lados
de esta representacion de u. Tal que

Lu(x) = / f(s)LG(x,s)ds = —f(x),
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es decir, LG(z,s) debe actuar como una funciéon delta de Dirac concentrada en
xr = ¢, 0(z—s). Ademas, tal funcion de Green G (-, s) debe satisfacer las condiciones
de frontera en (2.19). Si definimos G(z, s) como solucién del problema

L*G(x,s) = —0(z — s), T # s,
a1G(a, s) + asGy(a,s) =0, [1G(a,s) + B2G.(a,s) =0,

entonces podemos utilizar las propiedades de la funcién delta de Dirac para
mostrar formalmente que G(z, s) satisface las propiedades del Teorema 2.8, pagi-
na 57 (ver [13]| para mas detalles).

La caracterizacion de la funcion de Green dada apoya la siguiente interpretacion
fisica. Veamos a G(z, s) como la deflexion de una cuerda (viga etc) en el punto «
como resultado del accion de una fuerza puntual de intensidad unitaria de algtn
otro punto de s sobre la cuerda en el punto x. De aqui el nombre de funcién
influencia. Ademas, G(z, s) f(s) es la influencia de la fuerza puntual para s entre
a y b, por lo cual obtenemos

Como la deflexion resultante de una cuerda bajo una fuerza externa de — f(x).

2.3. Meétodos numéricos

Finalmente, en esta seccién presentamos los métodos numéricos de soluciéon que
seran relevantes en la solucion del problema de valores en la frontera de que trata
este trabajo. Mayores detalles se encuentran en las referencias bibliograficas de
este trabajo.

2.3.1. Para problemas de valor inicial
Consideremos soluciones numéricas del problema de valor inicial
u'(z) = f(z,u(x)), u(zo) = uo, (2.23)

en donde la funcién f se asume que es continua en una regiéon D del plano zy. Los
métodos considerados son el de Euler y los Métodos de Runge-Kutta, los cuales
son generalizaciones del Método de Euler.
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Método de Euler

La solucion aproximada del problema (2.23) se denota como a(x) y los valores
(o), w(z1), ... como g, Uy,. ... Los puntos xg,z1,... en estos valores de u se
consideran separados una distancia h, razén por la cual

Ii:ZEO—f-ih, ZZO,l,

En este caso se llama a h la longitud del paso.

Como el problema (2.23) usualmente se resuelve en el intervalo [z, b], se considera
la solucion numérica a ese problema en el intervalo [z, xy] en donde N es el mayor
subindice para el cual se tiene que xny < by zyy1 > b. Evidentemente, N depende

de h.

Considerando la expansion de Taylor de primer orden de u(x) en x + h tenemos
que

u(z + h) = u(x) + hu'(x) + Eu”(f),
conz < &< x+h.
Eliminando el término de error, se obtiene el Método de Euler

aOZUOa ﬂn+1:ﬂn+hf(xn7un)7 TL:O,].,...,

para resolver de manera aproximada el problema de valor inicial (2.23) de manera;
es decir, mediante la poligonal que une los puntos (x;,4;), con i =0,1,..., N.

Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son motivados por la relaciéon que se puede estable-
cer entre problemas de valor inicial con el Teorema de Taylor. Estos métodos
tienen la ventaja de no requerir las derivadas de la funcion f en (2.23).

Método de Runge-Kutta de segundo orden
Para construir un método de solucién aproximada de (2.23), consideremos la
expansion de Taylor de segundo orden de u en x + h,

2 3

h
ot (@) + 2 (8),

w(z + h) = u(z) + hu'(x) + 30

para algin x < & < x + h.
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La primera derivada de u se puede reemplazar por f(x, u(t)) y susegunda derivada
por la derivada de la ecuacion diferencial en (2.23) con respecto a x; es decir, por

u'(z) = fola,u) + fulz, wv'(2) = folz,u) + fulz,u) f(z, ).

Omitiendo, por ahora, la dependencia que tiene u de x, la expansion de Taylor
dada se transforma en

e+ ) = () + A (en) + o (£l )+ fule,u) ) + (€
= () + ) o () haCe) RSl ) )) + a(6),
(2.24)

Como la expansion de Taylor de primer orden de f en (x + h,u + k) esta dada
como

flx+hu+k)= f(z,u)+ hfe(x,u) + kf(z,u)+---,
la expresion entre paréntesis en (2.24) puede ser interpretada como
fl@+huthf(z,u) = f(2,u) +hfe(z,u) + hfu(z,u) f(z,u).

Por lo tanto,

h h h?
ulw + ) = u(@) + 5 f(0,0) + 3 fla+ b+ hf(w,u) + 5" (€),
o numéricamente,

_ . ki k
b= (54)

donde

kl = f(xnaﬁ’n)a

Esta técnica es conocida como el Método de Runge-Kutta de segundo orden.

2.4. Para problemas de valores en la frontera

El método del disparo es uno de los métodos numéricos mas populares para
resolver problemas de valores en la frontera, al reducirlo al problema de resolver
un problema de valor inicial.
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Consideremos el problema de valores en la frontera PVF de segundo orden de la
forma

u'(z) = F(z,u(z),d'(z)), a<z<b,
aru(a) — pru'(a) = 7, (2.25)
asu(b) + Bou'(b) = o,

en donde la funcién F(z,u,v) se asume que es continua® en la region
Q={(zr,u,v):a<z<b —00<u,v<oo}

del espacio zuwv, y los escalares «; y f5; no son simultdneamente nulos (i.e., ;| +
|Bi] #0,i=1,2) y linealmente independientes (i.e., o182 + a1 # 0).

Decimos que el PVF (2.25) es lineal si la funcion F' es lineal en u y v. En tal caso,
el problema es lineal si existen funciones continuas p, g y r tales que

F(z,u,v) = —p(z)v — q(x)u + r(z). (2.26)

El PVF lineal se dice homogéneo cuando r(x) = 0y 73 = 72 = 0, y no homogéneo
en caso contrario. Un PVF es no lineal cuando F' no es lineal.

2.4.1. El método del disparo no lineal

A fin de resolver el problema (2.26) mediante el método del disparo, consideramos
el problema de valor inicial

u' = F(z,u,u), a <z <b,
u(a) =P18 — a1, u'(a) = ais — 1,

(2.27)

el cual depende del pardametro s, y donde ¢y y ¢; son constantes arbitrarias tales
que
5101 — 1Cy = 1. (228)

Si se denota como u(z, s) la solucion del problema (2.28), entonces

Uze (2, 8) = F(z,u(x, s), u(x, s)), a<x<b

u(a,s) =p1s — cam1, ug(a,s) = ars — 1y,

(2.29)

3De manera més general, se puede asumir que la funcién F es Lipschitz en u y v en la regién
Q (ver [2, p. 437]).
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en donde la notaciéon de derivadas parciales resulta ser mas conveniente. En tal
caso, se sigue que

ozlu(a, S) - Blux(au S) =N

para toda s para el cual u existe, lo cual demuestra que u(z, s) satisface la primera
condicion de frontera del problema (2.27). Para que u sea la soluciéon de este
problema, se necesita ademas que u cumpla con la segunda de sus condiciones de
frontera, es decir, que

o(s) = agu(b, s) + Pauy(b,s) — 2 =0, (2.30)

la cual es una ecuacion no lineal en s. Si s* es un raiz de ¢(s), entonces u(zx, s*)
satisface el problema (2.27). Asi, encontrar la solucién del problema (2.27) de-
pende que se pueda encontrar la raiz s* de la funciéon ¢, y que a continuacion
se resuelva el problema (2.29) para s = s*. En general, se puede demostrar que
bajo condiciones apropiadas sobre F' y sus condiciones de frontera, la ecuacion
(2.30) tiene una unica solucion s* (ver [2, p. 438]). Esta ecuacion se puede resolver
mediante cualquier método de soluciéon de ecuaciones no lineales.

Esta forma de encontrar la solucion del problema (2.27) es llamada el método del
disparo, porque estableciendo que la ecuacion diferencial del PVF (2.27) satisface
unas condiciones iniciales en x = a que dependen de un parametro s, el PVI
(2.28), tal parametro se elige de tal manera que cuando la soluciéon de este PVI
avance hasta x = b, alli cumpla con las condiciones de PVF original, la condicion
dada en (2.30).

El siguiente ejemplo establece un caso en el cual es posible encontrar una solucion
de un problema de valor en la frontera al resolver el problema de valor inicial
(2.28), o bien (2.29), y la ecuacion (2.30) de manera exacta.

Ejemplo 2.6. Resolver el problema de valor en la frontera lineal

1
u” = (32 +22° — ), l<x<3,

8
43
mediante el método del disparo.
Solucion. Como la condicion (2.27) se cumple para ¢; = 0y ¢; = —1, el prob-

lema de valor inicial (2.27) para el método del disparo resulta ser

1
u”:§(32+2x3—u’), 1<z <3,

w(l) =17, 4'(1) =s,
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y tal solucion se denota como u(x,s). Considerando a s como una constante, se
encuentra que la solucion de este problema resulta ser

s+17 ., s—1T

u(z,s) = 5 v — 5 et

La solucién de este problema de valor inicial es solucién del problema de valor en
la frontera dado, si para algin s se tiene que
43

u(3,s) = 3

o bien, que
s+17 o s—=17 _, 43
e’ — et =—,
2 2 3
la cual es una ecuacién lineal en s. Si denotamos como s* la solucién de esta
ecuacion (ver (2.30)), entonces u(x) = u(x,s*) es la solucion del problema de
valor en la frontera. Resolviendo esta ecuacion algebraica para s encontramos
que

51et — 8662 + 51
g = _2¢ D L 13.68235549063943,
3et —3

y por lo tanto, la soluciéon del problema de valor en la frontera dado es

43¢2 51

u(z) = . Hle*—43¢e |

- - _I‘ ]
30 -1 ¢ TR —n ¢

Por lo general sucede que no es posible resolver el problema de valor inicial (2.27)
o la ecuacion (2.30) de manera exacta. Supongamos que ambas situaciones se
dan.

Si s es una aproximacion inicial de s*, el método de Newton permite encontrar
la sucesion de aproximaciones (s,,) de s* en (2.30) de la forma

Smtl = S — z,(é:”n)), m=0,1,2..., (2.31)

donde
¢'(s) = agus(b, s) + Bougs(b, s) = agus(b, s) + Pauss(b, s), (2.32)

o bien,
©'(s) = a€(b, s) + Bo d{(d(; S), (2.33)
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donde

&(x,8) = % = ug(z, s).
Teniendo en cuenta que, para s fijo,
d¢(z, s) d*¢(z, s)
dr :usx(x,s) :uxs(xas)a W :usx:r(xvs) :uxms(xas>7

y que F' depende implicitamente de x y de s, se sigue de (2.29) que la funcién
&(z,s) requerida en (2.33) es la solucién del problema de valor inicial, en la
variable x (i.e., s permanece fijo),

% = F(z,u(, 8), up(w, 5))E(x, 8) + Fy (2, u(w, s), uy(z, S)>d§$2, s)’
fas)=p B0,
(2.34)

en donde las funciones F,, y F), denotan las derivadas parciales de F(z,u,v) con
respecto a u y v, respectivamente.

En la practica, los problemas (2.29) y (2.34) se reducen a cuatro ecuaciones
diferenciales de primer orden en las variables u, u,, £ y &, o bien, pueden ser
resueltas numéricamente mediante el método de Runge-Kutta de segundo orden
(ver la Seccion 3.2.1).

Existen algunos problemas que surgen en la aplicaciéon del método del disparo.
El primero, es que no existe una regla para asignar el valor de sg, lo cual puede
dar como resultado que la sucesion (s,,) sea divergente. Por esta razon el método
modificado de Newton a fin de garantizar la convergencia de esta sucesion (ver |2,
p. 108]). La segunda dificultad se da porque la solucion numérica del problema
(2.34) mediante el método de Runge-Kutta de segundo orden, es sensible a los
cambios de h y s (i.e., el problema no depende continuamente de sus pardmetros
o inestable, y en consecuencia es mal condicionado).

En resumen, el método del disparo resuelve el PVF (2.27) de la siguiente manera:

1. Se da el valor sg.

2. Se resuelve el problema (2.29) para s = sq para en el punto z = b obtener
el valor de ¢(sp) como se definié en (2.30).

3. La derivada ¢'(so) se evalua después de resolver el problema (2.34) con
S = 50.
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4. Se encuentra s; mediante la formula (2.30).

5. Se repiten los pasos 2 al 4 con sy reemplazado por sy, y asi sucesivamente.

En general, cuando no se puede resolver el problema de valor inicial

Ejemplo 2.7. Consideramos el problema de valor en la frontera semilineal

1
u”:§(32+2x3—uu’), 1<z <3,

2.35)
13 (
el cual tiene solucion exacta u(x) = 22 + 16/x.
Dado que la condicion (2.28) se cumple para ¢y = 0 y co = —1, el problema de
valor inicial (2.27) para el método del disparo es
' = L(32 4 223 — w), 1<z <3,
§( ) < (2.36)

uw(l) =17, /(1) =s.

Como F(z,u,v) = £(32 + 22* —wv), F, = —v/8 y F, = —u/8, el problema
correspondiente a (2.34) es

d? 1 d
—if; R -3 (u's<x, 5) + u—fg“”;’S)) ,
2.37
d¢(a, s) (237
5(0’7 s) = 07 dm = 17
o bien, con s dado, como
() = =% (u'z + u?), (2.38)

z(a) =0, Z'(a) = 1.

!

Este problema para d*€/dz?, o 2’
©(s) para calcular s* es

, utiliza la solucion u(x, s) de (2.37). La funcion

43

p(s) =u(3,s) — 3

Para usar el método de Newton, tenemos que

#'(s) = u(3,s) = £(3, ).
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Partiendo de un valor dado sg, se obtiene una estimacion de s* de la forma

3, 5m) — 43/3
sm+1=8m—u(’s) /,
£(3, 5m)

=0,1,...

En este caso se puede evitar el cdlculo de s* mediante el método de Newton.
En efecto, como se conoce la solucion u(x) del problema (2.35), se sigue de la
condicion de frontera u'(1) = s en el problema (2.35) que

16
x o v _
s*=u'(1) =u(x) x:1—2x o 14.
=1
Asi, cuando s, — s* = —14 debe suceder que u(3,s,,) — u(3,s*) = 43/3 =~

14,3333.

En nuestro caso los problemas (2.36) y (2.38) son resueltos mediante el método
de Runge-Kutta de cuarto orden. Para ellos, estos problemas se descomponen de
la forma

v,
1
v §(32+2x —yv), l<z<3

uw(l) =17, v(l)=s"=—-14

Y
" "
"—881; +gz/z'— (u'z 4+ uz’)
2 =1
, 1
I'=— g(uz—l—ul) l<z<3
A1) =0, I(1)=1

Para una tolerancia de 1 x 1072, mediante los resultados de la siguiente tabla de
valores, se establece que la estimacion de u(3,s*) = u(3,—14) es 14,33333 (ver
Apéndice A para el algoritmo).
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’ x; \ u(z;, s*) \ Sol Exacta ‘
1,0 [ 17,00000 | 17,00000 ®
1,1 ] 15,75550 15,75545 15} e
1,2 | 14,77339 |  14,77333
1,3 | 13,99775 13,99769 14f 1
1,4 | 13,38863 13,38857
1,5 | 12,91672 12,91666 By
1,6 | 12,56005 12,56000 Ll
1,7 | 12,30181 12,30176 = Soncion aproximada
1,8 | 12,12892 12,12888 u ‘ — Solucion exacta ‘
1,9 | 12,03108 12,03105 1 L2 14 16 18 2 22 24 26 28
2,0 | 12,00002 12,00000
2,1112,02907 | 12,02904
2,2 12,11274 | 12,11272
2,3 | 12,24653 12,24672
24| 12,42667 | 12,46666
2,5 | 12,65000 12,65000
2,6 | 12,91385 12,91384
2,71 13,21592 13,21592
2,8 | 13,55428 13,55428
29 113,92724 | 13,92724
3,0 | 14,33333 14,33333
Figura 2.1: Resultados numeéricos del método de Runge-Kutta cuando s* = —14.

17

Método del disparo
T T
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Capitulo 3

El problema de valores en la
frontera

En este capitulo analizaremos la existencia y unicidad de un problema de Sturm-
Liouville semilineal de valores en la frontera. Las referencias bibliogréficas citadas
tratan en general de este tema, pero en especial se consideraron los trabajos que
al respecto se hace en [9, 21, 16, 20]. La demostracion del resultado de existencia
y unicidad se fundamenta en el Teorema 2.2 de P. Amster y P. Cardenas en [1].

3.1. Introduccién

Consideremos el problema de valores en la frontera semilineal de segundo orden

'+ alt)f(u) =0, 0<t<T,
aru(0) = S1u’(0) = m, (3.1)
au(T) + B/ (T) = 72,

en donde o : [0,7] - Ry f: R — R son funciones continuas, y ay, as, 1, f2 y
T son constantes dadas tales a5 + frag £ 0y T > 0.

Este problema surge en diferentes areas de la matematica aplicada y la fisica,
ver |7]. Por ejemplo, cuando p(t) es una constante y 51 = B2 = 0, este problema
representa la deflexion vertical u de una varilla elastica con extremos fijos, siendo
« la carga axial (constante) que acttia en cada punto de la varilla. En este caso,
para valores pequenos de « la soluciéon del problema es v = 0, a menos que «
corresponda a un valor propio del problema. Cuando la carga axial es aumentada,
la varilla se arquea, dando origen a una soluciéon no nula u del mismo |9, 15, 20].
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3.2. Existencia y unicidad de soluciones

Podemos asumir que los valores propios { A, }ren del problema (3.1) son numeros
reales no negativos. Recordemos que estos valores propios y las correspondientes
funciones propias se obtienen como las soluciones del problema

—u" =, ayu(0) — B1u(0) = aou(T) + Bou(T) = 0.

Para el valor propio A = r2, la ecuacién diferencial de este problema tiene solu-
ciones de la forma

u(t) = cre’ + e,

la cual representa la funcion propia correspondiente al valor propio A, y siendo ¢;
y ¢o constantes apropiadas. De esta funcion propia, se sigue que las condiciones de
frontera del problema (3.1) son linealmente independientes si y solo si el sistema
de ecuaciones

(r = pir)er + (a4 fir)ee = 1
(ag + Bor)e ey + (g — Bar)e ey =

tiene solucion. De esto se sigue que la condicion ayfs + Bras # 0 es equivalente
a la condicion

(y — Bi7) (g — Bor) # (ay + Bir)(ag + Bor)e*™,  para r > 0. (3.2)

En nuestro caso, se establece la existencia y unicidad del problema (3.1) bajo el
supuesto que

a1 8y + Prag + T # 0, (3.3)

lo cual implica que el primer valor propio del problema (3.1) es positivo. Recorde-
mos que este primer valor propio puede ser calculado mediante el coeficiente de
Rayleigh de la forma

T
— / u” (t)u(t)dt
)\1 = inf 0

UEX_{O} /Tu2<t>dt
0

donde

X ={uec H*0,T) : ayu(0) + S1u'(0) = cou(T) + Bot/(T) = 0}
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es el dominio del adjunto de —u”.

A continuacion, se establece la existencia y unicidad del problema (3.1), siendo
la técnica del punto fijo es la herramienta fundamental para establecer estos
resultados.

Teorema 3.1 (Existencia y unicidad). Supongamos que las condiciones (3.2) y
(3.3) se cumplen. Ademds, se asume que

@) (f(u) = f(v))]

u =]

Sp<X (3.5)

y que
la(t) f(w)] < Klu|" +1, (3.6)

para algunas constantes k,l,r con r < 2. Entonces el problema (3.1) tiene una
unica solucion.

Demostracion. De la condicion (3.3), se sigue que para cualquier funcion ¢ €
L*(0,T) existe una tnica solucion del problema

u'=¢, au(0) — f1u'(0) = agu(T) + B/ (T) = 0, (3.7)

la cual es dada de la forma integral
T
ut) = [ Gltspols)is (3.5)
0

en donde G es la funciéon de Green,

(B1 — anT) (T — 5) + f32)
a1z + Brag + aqgoT

G(t,s) = + méax{t — x,0}. (3.9)

Asi, las soluciones del problema (3.1) pueden ser consideradas como los puntos
fijos del operador T" dado como

T
Tu(t) = At + B — / G(t, s)a(s) f(u(s))ds, (3.10)
0
donde
B QiuT — QU _ (00T + By)ug — Prur
a1 fy + Prag + ajonT” o1 fy + Prog + ayanT
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Por hipotesis, si u € L*(0,T) entonces a(-)f(u) € LP(0,T), para alguna p > 1, y
en consecuencia el operador T : L*(0,T) — L?(0,T) esta bien definido. Ademas,
si u = oTu para algin o € [0, 1], entonces
Seu=u"+oa(t)f(u) =0, a1u(0) — S1u'(0) = o1, azu(0) + Sou’(0) = os.
Si @€ H%(0,T),
a1u(0) — /14’ (0) = o1, a20(0) + B2t (0) = 07s.

Como T es compacto. Entonces,
T
1S, = Syl 2l — it o > —/ (Sou — S,i0) (u — i)dt
0 T
> flu — a2, — / (a(t) £ (u) — o(£) (@) (u — @)t
0
> (M — A flu — a7,

de lo cual se sigue que

1 1
Sou — S,z =
IS5u — Syl = 5

lu — |2 < \ | S| 2

1— U 1— U

Asi, si se considera z € H?(0,T) fija de tal manera que
a12(0) — £12'(0) = 7, 22(0) + (22 (0) = e,

al hacer u = oz tenemos que

12" + a() flo2)ll < ¢,

lu— oz < 3

para alguna constante ¢ independiente de ¢. Esto implica que todas las soluciones
del problema u = oT'u se tenga que ||u|| < M para alguna constante M, y la
existencia del punto fijo de T se siga del Teorema de Leroy-Schauder (ver [1]).

Finalmente, si u y @ son soluciones de (3.1), entonces Sju = Siu = 0. Por lo

tanto,
o

1= M
de lo cual se sigue que u = u, y queda asi establecida la unicidad de la solucion
del problema (3.1). O

|lu— oz < 3 |S1u — Shia||z2 =0,
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3.2.1. Procedimiento iterativo

El Teorema 3.1 establece las condiciones bajo las cuales el problema (3.1) tiene
una Unica solucién. La soluciéon analitica de este problema puede ser dada me-
diante (3.8), la cual depende de la solucion del problema (3.7), el cual a su vez
depende de una solucién desconocida ¢. Ante esta situacion, la soluciéon aproxi-
mada del problema (3.1) es la mejor alternativa. En nuestro caso, se resuelve este
problema numéricamente mediante el método del disparo no lineal, tal como se
estableci6 en la Secciéon 2.4.1.

Si ¢y ¢ son constantes tales que la condicion (2.29) se cumple, entonces el PVI
(2.28) para el método del disparo del problema (3.1) es
u'=—a(t)f(u), 0<t<T
u(0) =p15 — com1, w'(0) = aus — e
La solucion de este problema se denota como u(x, s).

Al derivar este problema en este problema con respecto a s se obtiene que el
problema correspondiente a (2.35) es

d2
% = —a(z)f (u)é(x,s), 0<t<T,
€0.9)=p, C0_q,
donde
&(xz,8) = %

En este caso, el valor de s se obtiene como la raiz s* de la funcién

P(5) = u(T,5)
Como
d5) = 28 _ g ()

y dada una estimacion sg de s*, el método de Newton permite encontrar estima-
ciones de s* de la forma
Srmil = Sm — u(T,s) — ’72’
&(T)
De igual manera a como se hizo en el Ejemplo 2.7, y utilizando el codigo de

Matlab dado en Apéndice A, se pueden obtener una solucién aproximada del
problema (3.1).

m=0,1,...
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Apéndice A

Algoritmos

A.1. Algoritmo método del disparo

Para derivadas parciales en Matlab se utiliza el comando diff{’ecuacién’,x}.
fprintf("\n \tMETODO DEL DISPARO, ECUACION \n’);

g =input(’\n Ingrese la primera ecuacion diferencial\n’,’s’);

f =input(’\n Ingrese la segunda ecuacion diferencial\n’’s’);

20 =input(’\n Ingrese el primer punto z0:\n’);

x1 =input(’\n Ingrese el segundo punto z1:\n’);

y0 =input("\n Ingrese la condicion inicial y(z0):\n’);

u0=input(’\n Ingrese la condicion inicial u(x0):\n’);

fprintf("\n \tDERIVADA PARCIAL DE LA ECUACION\1');

g =input("\n Ingrese la primera ecuacion diferencial\n’,’s’);

f =input(’\n Ingrese la segunda ecuacion diferencial\n’,’s’);

b0 =input("\n Ingrese la condicion inicial b(z0):\n’); (b(z0) = u/(z0))
20 =input(’\n Ingrese la condicion inicial z(x0):\n’);

[0 =input(’\n Ingrese la condicion inicial(z0):\n’);

n =input(’\n Ingrese el numero de pasos n:\n’);

h = (x1 — z0)/n;

rs=x0:h:xl;

fori=1:n;

format long

it =i—1:
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20 = xs(i);

u = u0;

ml = hxeval(g);
x = z0;

y = y0;

u = u0;

k1 = hxeval(f);
u=ul+ kl1/2;
m2 = h x eval(g);
x =20+ h/2;
y=1y0+ml/2;
u=ul+kl1/2;
k2 = h* eval(f);
u = ul + k2/2;
m3 = h x eval(g);
=20+ h/2;

y =y0 +m2/2;
u=ul+ k2/2;
k3 = h x eval(f);
u = u0 + k2;

md = h x eval(g);
x =20+ h;

y = y0 + m3;

u = u0 + k3;

k4 = h x eval(f);
u0 = u0 + (k1 + 2% k2 + 2 % k3 + k4)/6;
y0 = y0 + (m1 + 2 *m2 + 2 * m3 + m4)/6;
Yy0(i + 1) = y0;
Ya0(i + 1) = 20;

M(i, 1) = x0;
M((i,2) = y0;
end

plot(Yz0,Yy0, r");
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ml = h*eval(g);

b = b0;
z = 20;
u = u0;

[ = 10
k1 = h* eval(f);

=10+ Fk1/2;
m2 = h x eval(g);
z=20+ml/2;
l=10+k1/2;

k2 = h* eval(f);
[ =10+ k2/2;
m3 = h x eval(g);
z=20+m2/2;
=10+ k2/2;

k3 = h* eval(f);
[ =10+ k2;

md = h* eval(g);
z =204+ ml;

[ =10+ k1;

k4 = h* eval(f);

10=10+ (k1 +2xk2+ 2% k3 + k4)/6;

20 =20+ (m1 + 2% m2 + 2 x m3 + m4)/6;
Yyo(i + 1) = 20;

M(i,3) = 20;

end
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for i=1:n

u=u0— (M(i,2) —43/3) /M (i, 3);
Yu(i+1) = u;

M(i,4) = u;

end

M;
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